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SO‘ZBOSHI

Ko‘pgina oliy ta’lim muassalarida matematika fani turli hajm-
da (tayyorlanadigan mutaxassislikka qarab, ma’lum dastur aso-
sida) o‘gitiladi.

Matematikani o‘gitishdan ko‘zlangan magsad:

1) talabalarni matematik ma’lumotlar majmuasi bilan tanish-
tirish, uning turli uslublarini o‘rganish, ular orasidagi bog‘lanish-
larni bildirish;

2) talabalarni mantiqiy fikrlashga, matematik usullarni ama-
liy masalalarni yechishda qo‘llashga, jumladan qishloq xo‘jaligi,
to‘gimachilik va yengil sanoat, iqtisodiy va mexanik masalalar-
ning matematik modellarini qurishga o‘rgatishdan iborat.

Ravshanki, o‘quv jarayonida darsliklar, o‘quv qo‘llanmalari,
shuningdek darslik shaklida yozilgan kitoblarning ahamiyati katta.

Matematika sohasida turli hajmda, turli sohalarga mo‘ljallab
yozilgan kitoblar bor. Ayni paytda, jamiyatda barcha sohalarning
shiddat bilan rivojlanayotganligi ularga mos keladigan kitoblar-
ning yozilishini tagozo etmoqda.

Shuni e’tiborga olib, mualliflar matematika sohasi bo‘yi-
cha bilimlariga, shuningdek oliy ta’lim muassasalarida mate-
matikadan o‘tkazilgan darslardan hosil bo‘lgan tajribaga tayan-
gan holda ushbu darslikni yozishdi.

Mazkur darslik gishlog xo‘jaligi sohasiga mo‘ljallangan.

Darslikda mavzularning muayyan ketma-ketlikda va o‘za-
ro uzviy bog‘lanishda bo‘lishiga, ma’lumotlarni gisga va ravon
bayon etilishiga, amaliy masalalarni yechishda matematik usul-
lardan unumli foydalanishga alohida e’tibor qaratilgan.




I-bob. DETERMINANTLAR

1-§. Determinantlar

Aytaylik, ikkinchi va uchunchi tartibli kvadrat matritsalar
a Q4q a
a,;, a, i1 12 13
A= , B={Qz; Q33 Qaz;

Q;y, djz; ‘
A3y 3; Q33

berilgan bo‘lsin. Bu matritsalarga mos ravishda
Ay~ A, VA A Ay,Q35710a,,0,30,7a,30,/05,~
T 305505,T0 053037050,/ 55

sonlarni mos qo‘yamiz. Odatda ular ikkinchi va uchinchi tartibli
determenantlar deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

a;y Qgp Q43
I’ A;; Qzy Qa3

A3y Q32 Qg3

}an ai;
Az Az

Bu ifodalarni mos ravishda A4 va B matritsaning determinanti,
ularni detA, detB kabi ham belgilanadi.
Demak,
Qi3 Q4
lau ass

=A19Q3; — Q4054

I-misol. Quyida berilgan ikkinchi tartibli matritsaning deter-
minantini hisoblang:

1 2
4 9
Yechish. 1A§:]i 29]=1-9—4-2=9—8:1

2-misol. Quyida berilgan ikkinchi tartibli matritsaning deter-
minantini hisoblang:



6 9
A= .
(10 8)

9
=6-8—10-9=48-90=-42

Yechish. [A|: 160 X

3-misol. Quyida berilgan ikkinchi tartibli determinantni hi-

soblang: cosfp s f

—sinf8 cosf
Yechish. Yugoridagi ta’rifga asosan:
cosf} sin .
. P =cos’ B +sin’ f =1
—sinf3 cosf

Demak,

@31 Qi Qg3

Ayy Qyy Qpz| = @, a,)0,57a,;0,5305,70,30,5,70,;30,,03,~

dz; Qgz; dzz
Ty Ay305,7A128233
Uchinchi tartibli determinantning qiymati 6 ta had yigiindi-
sidan iborat bo‘lib, ulardan uchtasi musbat ishorali, qolgan uchta-
si esa manfiy ishorali bo‘ladi.
4-misol. Quyidagi uchinchi tartibli determinantni uchburchak
usuli bilan hisoblang:

5 =2 1
3 1 -4
4 1 -3
Yechish.
5 2 1
31 —4{=51-(=3)+(=2)-(—4)-4+3-1-1—
6 0-3



~4:1:1-3-(=2)-(-3)—1-(—4)-5=
= -15+32+3-4-18+20=18

5-misol. Quyidagi uchinchi tartibli determinantni uchburchak
usuli bilan hisoblang:

2 1 -1
3 4 0
51 2
Yechish.
2 1 -1
3 4 0|=2-4-24+1-0-5+3-1-(-)—
51 2

~(-1)-4:5-1-3-2-2.0-1=27,

Eslatma. Yuqoridagidek, s tartibli (n>3) determinant
Qyy Qg3 . -Qyp
A3 Qzz- - - Qgp

tushunchasi kiritiladi.

Aytaylik, uchinchi tartibli determinant
Q33 Q32 Qi3
Az; Qp; Ga3

(2)

a3y Q3; Q33

berilgan bo‘lsin. Bu determinant biror
a, (i=1,2,3; k=1,2,3)



elementini olib, shu element joylashgan yo‘Ini hamda ustunni
o‘chiramiz. Qolgan elementlari ikkinchi tartibli determinantni
hosil qgiladi. Uni a,, element minori deyiladi va u M, kabi belgi-
lanadi.

Masalan,
-2 5 3
1 20
3 0 1

determinant a,,=5 elementning minori

M, — {é 2

bo‘ladi.

Uchinchi tartibli determinant 9 ta minorga ega bo‘ladi.

Ushbu

(_])i+/c Mk
miqdor (2) determinant g, elementning algebraik to‘ldiruvchisi
deyiladi va 4, orqali belgilanadi:
Ay = (DM,

8-ta’rif. a; minorning (elementning) algebraik to‘ldiruvchisi

deb A, = (—1)" - M songa aytiladi.

Masalan:
2 0 3
1 2 0
3 0 1

determinant a,,=3 elementining algebraik to‘ldiruvchisi

Au:(—i)i"?*l; glzz-(z-0—2-3)=—6

bo‘ladi.
2-§. Determinantning xossalari
Determinant gator xossalarga ega. Quyida ularni keltiramiz:
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1) determinantning yo‘llarini mos ustunlari bilan almashtiril-
sa determinantning giymati o‘zgarmaydi:

G317 Q42 iy, Qzy

Qzy Gz2l  l@y; ayal
dy; Qg Q43 iy, Qz1 Qx4
Qp3 QAzz Q3| =|Qi2 Qy; A3z
33 Qzz Az i3 Qpz dzj

2) determinantning ixtiyoriy ikki vo‘lini (ikki ustunini) o‘za-
ro almashtirilsa, determinantning giymati o‘zgarmasdan, uni
ishorasi esa qarama-qgarshisiga o‘zgaradi;

3) determinantning ikki yo‘li (ustuni) bir xil bo‘lsa, determi-
nantning giymati nolga teng bo‘ladi;

4) determinantning ixtivoriy yo‘lida (ustunida) turgan barcha
elementlari o‘zgarmas k& songa ko‘paytirilsa, determinanting qiy-
mati ham k soniga ko‘payadi.

Masalan:
2 7 3
3-15 6 8|=3-(24+60+56—-18-70—-64)=-36.
1 4 2
3.2 3.7 3.3

5 6 8 1=72+180+168—-54-192-210=-36.
1 4 2

3-2 7 3
3-5 6 8[=72+180+168—-54—-192—-210=-36.
31 4 2



Laplas teoremasi. Determinantning qiymati uning ixtiyoriy
satr (ustun) elementlari bilan, shu elementlarga mos algebraik
to‘ldiruvchilar ko‘paytmalari yig‘indisiga teng, ya'ni

a, a, .. q,
A=l|a, a, .. a,|=a,4,+a,A4,+..+ta,A4,=
anl anZ ann

=2 (D" a,M,
=1

Bu formulaga A determinantni 7 satr elementlari bo‘yicha yo-
yish formulasi deyiladi.

Determinantning biror satr (ustun) elementlari bilan uning
boshga satri (ustuni) elementlari algebraik to‘ldiruvchilari
ko‘paytmalarining vig‘indisi nolga teng.

Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar bevosita ta’rifga
ko‘ra hisoblanadi.

Masalan:
1 2

a = N — o — —

)]_3 4{ 1-4-2-(=3)=10
1 2 3

bilo -1 4/=1-(-1)0+2-4.2+3.0-3—
2 3 0

-3.(-1)-2-2:-0-0—-1:4:3=10

Uchinchi tartibli determinantlarni hisoblashda shuningdek
ushbu



a;; Q;; —a ’azz Q;3
3, AQz3 121az; Qa3

s, azz!
az; Q3

=4y

munosabatdan foydalanish mumkin.

Yugqori tartibli determinantlarni hisoblash birmuncha murak-
kab bo‘ladi. Ularni hisoblashda yuqorida keltirilgan xossalardan
yoki Laplas teoremasidan foydalaniladi.

1-misol. Ushbu

[SA BN

b €2 e ()
|
o
NN
o IS b QO

determinantni hisoblang.
Bu determinantni hisoblashda yuqorida keltirilgan Laplas te-
oremasidan foydalanamiz:

3 5 7 8

1 7 0 1]_

0 5 3 2

1 -1 7 4

7 0 1 5 7 8
=3./5 3 2/-1-|5 3 2|+

-1 7 4 -1 7 4

5 7 8 |57 8
+0-17 0 1/-1|7 0 1]=

-1 7 4 s 3 2

=3[7-3-4+(-1)-0-245:7-1] -
~1[5-3-4—7-2-(-1)+5-7-8] +

10



+0[5:0-4+7-1-(-1)+7-7-8]+
+[5-0-2+7-1-5+7-3-8]=3-119-326—-203=
=357—-529=172

2-misol. Quyidagi determinantni Laplas formulasi bilan hi-
soblang:

3
2|.
3

>
I
— N
AW =

Yechish. Berilgan determinantni birinchi satr elementlari
bo‘vicha yoysak:

2 1 3

A=|5 3 2/=2-A4,+A4,+34,=2(-1)""
1 4 3

M+ (=DM, +3 (=DM =

3205 21 15 3
=2. - +3. =2(9-8)-(15-2)+
4 3011 30 "1 4

+3(20-3)=2-13+51=40.

3-misol. Quyidagi determinantni Laplas formulasi bilan hi-
soblang:

0 3
-1 4
3 2 1
6

2
1
5
2




Yechish. Berilgan determinantni ikkinchi ustun elementlari
bo‘yicha yoyib chigamiz. Bu ustunda 2 ta noldan farqgli ele-
ment bo‘lgani uchun natijada 2 ta 3-tartibli determinant hosil
bo‘ladi.

1 3 2 1 3 2
A=—1-(=D)"*3 1 5§+2-(-1)72 4 1|
1 6 2 1 6 2

Yoki, avval a,,=2 elementni nolga keltirishimiz mumkin. Bu-
ning uchun 2-satrni 2 ga ko‘paytirib 3-satrga go‘shamiz va hosil
bo‘lgan determinantni 2-ustun elementlariga nisbatan yoyamiz va
hisoblaymiz:

1 0 3 2
1 3 2
2 -1 4 1
A= =—1-(=D*%:7 9 7|=-21
7 0 9 7
1 6 2
1 0 6 2

Ko'rinib turibdiki, Laplas teoremasidan yuqorida keltirilgan
xossalar bilan birgalikda foydalanish determinantni hisoblashni
ancha osonlashtiradi. Buning uchun biror satr yoki ustunni tan-
lab olib, shu ustun yoki satrdagi elementlarni determinantning
xossalaridan foydalanib iloji boricha nollarga keltirishimiz kerak
bo‘ladi. So‘ngra, Laplas teoremasi yordamida determinantning
tartibini bittaga kamaytirishimiz mumkin.



2-bob. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

1-§. Chizigli tenglamalar sistemasi hagida tushuncha

Ma’lumki bir necha tenglamalar birgalikda qgaralsa, ularga
tenglamalar sistemasi deyiladi.

Quyidagi
a, X, +a,x,+.+a,x, =b,
a,x, +a,x, +..+a,x,=b,,

()

(A, X T a,,X% +..+a,, X, = b,.

sistemaga n noma’lumli m ta chizigli algebraik tenglamalar sis-
temasi (yoki soddalik uchun chizigli tenglamalar sistemasi) de-
viladi. Bu yerda a,,a,,,...,a,, sonlar sistemaning koeffitsient-

lari x;,x,,...,x, lar noma’lumlar, b,,b,,...,b, sonlar esa ozod hadlar

deyiladi.
Tenglamalar sistemasi koeffitsientlaridan tuzilgan

a,  4ap ay,
A= Ay dy ... dy,
aml amZ amn

matritsa tenglamalar sistemasining asosly matritsasi deyiladi.
Noma’lumlar vektorini X=(x/,x2,...,xn)7 ustun vektor, ozod had-
larni B=(b,,b,....,b )T ustun vektor shaklida ifodalaymiz. U hol-
da tenglamalar sistemasi quyidagi matritsa shaklida yozilishi
mumkin
AX=B

Ta’rif. Agar a,a,,...,a, sonlar x,x,,....x, larning o‘rniga qo'yil-

ganda (1) sistemadagi tenglamalarni to‘g'ri tenglikka aylantir-
13



sa, bu sonlarga (1) sistemaning yechimlar tizimi deb aytiladi va
X=(a,0,,..,a, )" kabi belgilanadi.
Chizigli tenglamalar sistemasi kamida bitta yechimga ega
bo‘lsa, u holda bunday sistema birgalikda deyiladi.
. {X —y= 29 . . . .
1-misol. sistema birgalikda chunki u x=3, y=/ye-
2x+y=17
chimga ega.
Bitta ham yechimga ega bo‘lmagan chizigli tenglamalar sis-
temasi birgalikda bo‘lmagan sistema deyiladi.
2-misol. {x tytz=l,
3x+3y+3z=5
sistema yechimga ega bo‘lmaganligi sababli birgalikda emas.
Birgalikda bo‘lgan sistema yagona yechimga ega bo‘lsa, aniq sis-
tema va cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘lsa anigmas sistema deyiladi.

x—y=l,
3-misol. 2x—2y=2, sistema birgalikda, ammo anigmas,
3x-3y=3

chunki bu sistema x=a, y=—I+ « ko‘rinishdagi cheksiz ko'p ye-
chimga ega, bunda « — ixtiyoriy haqiqgiy son.

Birgalikda bo‘lgan tenglamalar sistemasi bir xil yechimlar maj-
muyiga ega bo‘lsa, bunday sistemalar ekvivalent deyiladi.

. 2x+3v=3 . ) ..
4-misol. (a) tenglamalar sistemaning yechimi
x+2y=3
xy)=(1,1).
3x-2y=1
x4 p—4 (b) tenglamalar sistemasining yechimi

xy)=(L1).

14



(a) va (b) tenglamalar sistemasi ekvivalent tenglamalar sistema-
si deyiladi.

Berilgan tenglamalar sistemasining birorta tenglamasini 0 dan
fargli songa ko‘paytirib, boshga tenglamasiga hadma-had qo‘shish
bilan hosil bo‘lgan sistema berilgan sistemaga ekvivalent bo‘ladi.

x+3y=5
5-misol. (a) tenglamalar sistemadagi l-teng-
3x—y=5

lamani (-3) ga ko‘paytirib 2-tenglamaga qo‘shib quyidagini hosil

x+3y=5
gilamiz. ~10y=-10 (b) natijjada (a) va (b) tenglamalar sis-

temasi ekvivalent.
Chizigli tenglamalar sistemasining yechimga ega yoki ega
emasligini quyidagi teorema yordamida aniglash mumkin.
Kroneker-Kapelli teoremasi. Chizigli tenglamalar sistema-
si birgalikda bo‘lishi uchun uning A asosiy matritsa va kengay-
tirilgan (A|B) matritsalarining ranglari teng bo‘lishi zarur va
yetarli.
Masalan, Quyidagi chizigli algebraik tenglamalar sistemasi-
ning birgalikda yoki birgalikda emasligini tekshiring:
x + 3x,+ 5x;+ Tx,+ 9x,=1
X~ 2x,+ 3x,— 4x,+ 5x,=2
2x, +11x, +12x, +25x, +22x, = 4
Yechish. Buning uchun asosiy va kengaytirilgan matritsa ran-
gini topamiz:
1 3 5 7 9 1 3 5 7 9
A=t -2 3 -4 5 |~-[3 9 15 21 27 |~
2 11 12 25 22 2 11 12 25 22



1 3 5 7 9
~11 3 5 7 9
2 11 12 25 22
2-satr elementlaridan I-satr elementlarini ayiramiz:
1 3 5 7 9
A~|0 0 0 0 0} rAH=2.
2 11 12 25 22

135 7 91
(AB)y=[1 —2 3 —4 52
2 11 12 25 22 |4
bu matritsa rangini topish uchun yana yuqoridagi ishni takrorlay-
miz, natijada B matritsa quyidagi ko‘rinishni oladi:
I3 5 7 91
By-fo 0 0o o0 ot | ~4B)=3
2 11 12 25 22 |4
Demak, r(4)<r(A|B) munosabat o‘rinli, teorema shartiga ko‘ra
berilgan chiziqli tenglamalar sistemasi birgalikda emas.
2-§. Ikki va uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi

I°. Ikki noma’lumli, ikki chizigli tenglamalardan tuzilgan siste-
ma va uni yechish.

Ushbu

ax+a,y=b
_ (1)
a,x+a,y=b,



sistema ikki x va ¥y noma’lumli chizigh tenglamalar sistemasi
deyiladi, bunda a,;, a,,, a,, a,,sonlar (1) sistemasining koeffit-
sientlari, b,,b, lar esa sistemaning ozod hadlari deyiladi.

Agar (1) sistemadagi x noma’lumning o‘rniga x, sonni, y no-
ma’lumining o‘rniga y, soni qo‘yganda tenglamalarning har biri
bajarilsa, (x,,y,) juftlik (1) sistemaning yechimi deyiladi.

(1) sistema koeffitsientlaridan

a, dp

a, dy

determinantni, so'ng bu determinantning birinchi va ikkinchi
ustun elementlarini mos ravishda ozod hadlar bilan almashtirib

quydagi

A :bl a,

X

, A =

a, dy

determinantlarni hosil gilamiz.
Teorema. Agar
{anx +a,y=b

a,x+a,y=b,

sistemada:
1) A+0 bo‘lsa, (1) sistema yagona yechimga ega bo'lib,
X= A , Y= i
A A
bo‘ladi;

2) A=0 bo'lib, A #0 yoki A#0 bolsa, (1) sistema yechimga ega
bo‘lmaydi; '

3) A=0 bo‘lib, A =0, A =0 bo‘lsa, (1) sistema cheksiz ko'p ye-
chimga ega bo‘ladi.

(1) sistemaning birinchi tenglamasini a,, ga ikkinchi teng-

lamasini a,, ga ko'paytirib so'ng ularni hadlab qo‘shib gopamiz:
AN
17 4



a,anX +a,a,, v =a,,b —
—0y,0,X —a1,d 5, ¥ = —a,b,,

(a,,ay, — a0y )x = a,b —a,b,

keyingi tenglik ushbu

Ax=A,
ko‘rinishga ega bo‘lib, undan
AX
X =
A

bo‘lishi kelib chigadi.

Shuningdek, (1) sistemaning birinchi tenglamasini a,, ga ik-
kinchi tenglamasini a,, ga ko*payritib, so‘ng ularni hadlab go‘shib
topamiz:

—a,, - X—ay, - a,y =—ba,
a,a,x+a,-a,y=ba,

(an Ty — 4y, '021)')} = alzbz _0211)&

keyingi tenglik ushbu

Ay=4,

ko‘rinishga ega bo‘lib, undan
A
VSN

bo‘lishi kelib chigadi.
Shunga o‘xshash

A=0 4#0, yoki 4 #0
bo‘lganda sistemaning yechimi mavjud.bo‘lmasligi,
A=A =A0
bo‘lganda sistemaning yechimi cheksiz ko‘p bo‘lishi ko'rsatila-
di.

18



Misol. Ushbu

Ix—5y=1
4x+3y=11

sistema yechilsin.
Bu sistema uchun

3 -5

A:' t:}3—06)4=9+20:2%
4 3

11 3

|=1-3—11-(—5)=3+55=58,

301
A= |=311-1-4=33-4=29
RN
bo'lib,
A A,
A S8 LB

A 29 O T

bo‘ladi. Demak, berilgan sistemaning yechimi (2;1) bo‘ladi.
Misol. Ushbu

x+2y=3
{3x +6y=1
sistemaning yechimi mavjudmi?
Bu sistema uchun
12
342 ’




bo‘ladi. Demak garalayotgan sistema yechimga ega emas.
Misol. Ushbu,

2x+3y=1
4x+6y=2
sistemani qaraylik. Bu sistema uchun
23 13
A: :O, A = =4,
46 126
21
A = =0

bo‘ladi. Demak, bu sistema cheksiz ko‘p yechimga ega.

2°. Uch noma’lumli, uchta chizigli tenglamalardan tuzilgan sis-
tema va uni yechish.

Ushbu

a,x+a,y+a,z=>h

ayx+a,y+a,z=b, (2)

ayx+a,y+a;z=>b,
sistema uch x,y va z noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi
deyiladi, bunda

Qpp Gy Gyze Ggpp Gop A3 A3p 30y A3
sonlar (2) sistemaning koeffitsientlari,
b, b, b,

sonlar esa sistemaning ozod hadlari deyiladi.

Agar x;, y,, z,sonlarni mos ravishda (2) sistemadagi: x, y, z
larning o‘rniga qo‘yilganda (2) sistemadagi tengliklar bajarilsa,
(Xy Yo Ty) uchlik (2) sistemaning yechimi deyiladi.

(2) sistema koeffitsientlari hamda ozod hadlardan foydalanib
go‘yidagi determinantlarni hosil gilamiz:

20



a4, 4y dp a, aq, dy
A=|a, a, a;|, A=la, a, 4,
Qs dy Ay ay Gy Ay
a, b ay a, a, b,
Ay =la, b, ay|, A =l|ay a, by,
a, b, ay; a, a, b,

Teorema. Agar
a,x+a,y+a,z=»b
a,x+a,y+a,z=>, (2)

a, X +a,y+a,z=b

sistemada:
1) A0 boflsa, (2) sistema yagona (x,y,7) yechimga ega bo‘lib
A, A A
X = , V=—7, =
A A A
bo‘ladi;

2) A=0 bo'lib, A #0 yoki A #0 yoki A_#0 bolsa, (2) sistema ye-
chimga ega bo‘lmaydi,

3) A= A= A= A,=0 bo‘lsa, (2) sistema cheksiz ko'p yechim-
ga ega bo‘ladi.

1-misol. Ushbu sistema yechilsin:

2x=3y+z=-5
x+2y—-4z=-9
S5x-4y+6z=5

Bu sistema uchun A, A, AL A, determinantlarni tuzib, ularni
hisoblaymiz:



2-3 1
A=l 2 —4|=24-4+60-10-32+18=56

5-4 6
-5 -3 1
A, =-9 2 —4-60+36+60—-10-162+80=-56
5-4 6
2 -5 1
A =1 =9 —4/=-108+100+5+45+30+40=112
55 6
2 -3 -5
A =l 2 -9]=20+20+135+50+15-72=168
5-4 5
Demak,
A =56 A 112
= :—-:—I’ y: —=—— =2,
A 56 A 56
A
A 112

Berilgan sistemaning yechimi (—1,2,3) bo‘ladi.
2-misol. Quyidagi tenglamalar sistemasini Kramer usuli yor-

damida yeching:
X +2x,+x,=8
3x,+2x, +x, =10
4x, +3x, —2x, =4

Bu sistema uchun A, A . A,,, A, determinantlarni tuzib, ular-

ni hisoblaymiz:
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1 2 1
A=3 2 1|=—4+8+9-8-3+12=14.
4 3 -2

A#0 bo‘lgani uchun sistema aniq Kramer formulalari yordami-
da topiladi:

8 2 1

A =10 2 1|=-32+8+30-8+40-24=14.
4 3 -2
1 8 1

A, =P 10 1/=-20+32+12-40—-4+48=28.
4 4 -2
12 1

A, =3 2 10[=8+80+72-64-24-30=42,
4 3 4

Demak, tenglamalar sistemasini yechimlari quyidagiga teng
bo‘ladi:

14 28 42
=—=] =—=2 =—2=3

=—=]1, =—= =—=3. 1;2;3
14 Y IV (L2:3)

X, ,
Eslatma. n ta x,x,,..,x, noma’lumli chizigli tenglamalardan
iborat ushbu
ayx, +a,x, +..+ta,x, =b

n"n

ay,x, +a,x, +..+a, x, =b,

2n"tn

3



sistema # ta noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi deyiladi,
bunda
2 SN SO JU SONZ SN PN BN SR
sonlar sistema koeffitsientlari
b,.b,,....b,
sonlar esa ozod hadlar deyiladi.
Agar (3) sistemaning koeffitsientlaridan tuzilgan

A.\/
X = (i=12,..,n)
A
bo‘ladi. Bunda
a, a, ... a,, b a. a,
A = @y 4y ayy by ay, ay,
x!
anl anZ . am’—l bn anHl arm
(i=12,...,n)



3-bob. TEKISLIKDA TO‘G‘RI CHIZIQ

Tekislikda geometrik shakllar, jumladan to‘g‘ri chiziq tekis-
lik nugtalari to‘plami (nuqtalarning geometrik o‘rni) sifatida qa-
raladi.

Ma’lumki tekslikdagi nugta uning koordinatalari x va y lar
orqgali (ya'ni (x,y) juftlik bilan to‘liq aniqlanadi. Agar bu o‘zgaruv-
chi (x,y) nugtaning koordinatalari o‘zaro bog‘lanishda bo‘lsa, ular
biror shaklni tasvirlashi mumkin. Bunda bog‘lanishni ifodalovchi
tenglik geometrik shaklning tenglamasi deyiladi.

To‘g‘ri chiziq tushunchasi sodda, ayni paytda muhim tushun-
chalardan biri hisoblanadi.

To‘gri chizigni tekislikdagi ikki nugtadan baravar masofada
jovlashgan nugtalar to‘plami (nugtalarning geometrik o‘rni) deb
garash mumkin.

Ushbu bobda to‘g‘ri chiziq, uning turli tenglamalari, to‘g‘ri
chizigning tekislikdagi vaziyati, to‘g‘ri chizigga oid masalalar
bayon etiladi.

1-§. To‘g'ri chizigning umumiy tenglamasi
Tekislikda ikkita
B,=B,=(x,y,) va B,=B(x,y,)
nuqgtani olib, bu nuqtalardan baravar uzoglikda (masofada) joy-
lashgan nuqtalardan birini

M=M(x:y)
deymiz (1-chizina)
Tekislikda ikki nuqta orasidagi masofa formulasidan topamiz:

BM = J(x=x) +(y-1)",

B.M = \/()c——xz)2 +()7—y2)2

yvuqorida aytilgan shart
BM=B.M

25



ga ko‘ra

Je—x) +(y—3) =
= Jx=x,) +(r=3)

bo‘ladi.

t-chizma

Keyingi tenglikning ikki tomonini kvadratga ko‘taramiz.
Natijada
(x=x) +(y=p) =(x-x) +(y-»,)

bo‘lib undan

x* = 2xx, +x7 +yt - 2}3/14-)712 =

=x"=2xx,+x; + v =2y, +y3
ya'ni

—=2xx, + X7 =2yy + v +2xx, —x) +
+2yy, +, =0

bo‘lishi kelib chigadi.



Bu tenglikni quyidagicha

2(x, —x)- x+2(y, —yl)-er(xl2 ~|~y1l —xz2 —yz:):O

yozib, so‘ng
A:2(x2—x,), Bzz(yz—yl)
C:)c12+y12—x22—y22

belgilashlarni bajarib, ushbu

Ax|By|C=0 ()
tenglikka kelamiz. Bu x va y larga nisbatan birinchi darajali teng-
lamadir.

Demak, to‘g‘ri chizigning ixtiyoriy M(x,y) nuqtasining koor-
dinatalari x,y lar (1) tenglama bilan bog‘langan.

Ushbu

Ay+By+C=0 (1)
tenglama to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.

To'g‘ri chizigning umumiy tenglamasi A,B,C sonlarga (koef-
fitsientlarga) bog‘liq. Bu sonlar turli giymatlarga ega bo‘lganda
turli to‘g‘ri chiziglar hosil bo‘ladi. Binobarin, to‘g‘ri chizigning
tekislikdagi vaziyati ham shu koeffitsientlarga bog‘liq bo‘ladi.

Endi (1) tenglamaning ba’zi xususiy hollarini qaraymiz:

I'. (1) tenglamada C=0 bo‘lsin. Bu holda (1) tenglama.

Ax+By=0
ko‘rinishga ega bo‘lib, bu to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshi (0; 0)
nuqtadan o‘tadi.

2°. (1) tenglamada B=0 bo‘Isin. Bu holda (1) tenglama

C

Ax+C= ni X=——
X 0, yahni 1

ko‘rinishga ega bo‘lib, bu to‘g‘ri chiziq OY o'qiga parallel bo‘la-
di.
3°. (1) tenglamada A=0 bo‘lsin. Bu hagda (1) tenglama
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c
By+C=0, yani Y= 3

ko‘rinishga ega bo‘lib, bu to‘g‘ri chizig OX o‘qiga parallel bo‘la-
di.
4°. (1) tenglamada A=C=0 bo‘lsin. Bu holda (1) chiziq
By=0, ya’ni y=0
ko‘rinishga ega bo‘lib, bu to‘g‘ri chiziq OX o‘ai bo‘ldi.
5°. (1) tenglamada B=C=0 bo‘lsin. Bu holda (1) tenglama
Ax=0, ya'ni x=0
ko‘rinishga ega bo‘lib, bu to‘g‘ri chiziq OY o‘qi bo‘ladi.
2-§. To‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsientli tenglamasi
Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va biror to‘g‘ri
chizigni garaylik. Bu to‘g‘ri chiziq OY o‘gining B(0;b) nuqtasi
orgali o‘tib, OX o‘gining musbat yo‘nalishi bilan a burchak tash-
kil etsin (2-chizma)

M (x:yl

2-chizma

Bu to‘g‘ri chizigda ixtivoriy M=M(x,y) nugtani olib, bu nuqtadan
OX oqiga perpendekulyar tushiramiz, perpendekulyarning asosini
M, bilan belgilaymiz. Ravshanki
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OM ,=x, MM =y
bo‘fadi.
B nugtadan OX o‘ngga parallel bo‘lgan to‘g'ri chiziq o‘tkazamiz.
Uning MM, perpendikulyar bilan kesishgan nugtasini P deylik.
Natijada to‘g‘ri burchakli BMP uchburchak hosil bo‘ladi. Bu
uchburchakda
ZMBA=a, BP=0M=x, MP=MM —PM ,=y—b
bolib,
MP y-b

g = ——=
& BP X

bo‘ladi. Keyingi tenglikdan
y—b=tga x, ya'ni y=tga x+b
bo‘lishi kelib chigadi.

Odatda, to‘g‘ri chizigning OX o‘qi bilan tashkil etgan bur-
chakning tangensi to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsienti deyila-
di va ko‘pincha k bilan belgilanadi:

1ga=k
Demak,
y=kx+b (2)

To‘g'ri chizigning (2) ko‘rinishdagi tenglamasi to‘g‘ri chizigning
burchak koeffitsientli tenglamasi deyiladi.

Bu holda to‘g‘ri chizigning tekislikdagi vaziyati £ hamda b lar
bilan to‘liq aniglanadi.

3-§. To‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasi

Tekislikda biror to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan o‘tmas-
dan, u OX o‘qidan a=0A4 kesmani, OY o‘qgidan esa b=0B kes-
mani ajratsin (3-chizma)

To‘g‘ri chizigda ixtiyoriy M=M(x;y) nuqtani olib bu nuqtadan
OX o‘giga perpendikulyar tushiramiz. Perpendikulyarning asosi-
ni M, bilan belgilaymiz.
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s

\/\Q

0 M A p
3-chizma
Ravshanki,
OM =x, MM =y.

Endi OAB va M,AM to‘g‘ri burchakli uchburchaklarni qaray-
miz. Bu uchburchaklarning o‘xshashligidan foydalanib

MM, MA
OB 04
bo‘lishini topamiz.
Ravshanki,
M A=0A~0M ,=a—x

unda yugoridagi tengliklardan

y_a-x
b a
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
VX
b a
ya'ni
X,y
PRirael 3

Demak, to‘g‘ri chiziqgdagi ixtiyoriy M(x,y) nuqtaning koordi-
natalari x va y lar (3) tenglama bilan bog‘langan. (3) tenglama
to'g'ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasi deyiladi.
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Masalan. To‘g‘ri chiziq Ox o‘qdan 3 ga, Oy o‘qdan 5 ga teng
kesma ajratadi. Bu to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing.

Yechish. Masala shartida =3 va b=5. Bu giymatlarni X +—“;;’ =1
a
to‘g‘ri chizigning koordinata o‘glaridan ajratgan kesmalari bo‘yi-
. Xy . .
cha tenglamasiga qo‘yamiz: §+:5—:1 ga ega bo‘lamiz (4-chiz-

may).

4-chizma
4-§. To‘g‘ri chiziq haqidagi asosiy masalalar

I°. Berilgan nuqtadan (berilgan yo‘nalish bo‘yicha) o‘tuvchi
to‘g‘ri chizig.

Tekislikda tayin M(x,y,) nuqgta berilgan. Shu nuqgtadan o‘tuv-
chi to'g'ri chizigning tenglamasini topish talab etilsin. Uni

y=kx+b (1)
ko‘rinishda izlaymiz.

Madomiki, to‘g'ri chiziq M(x,y,) nuqtadan o'tar ekan, unda
bu nuqtaning x,va y, koordinatalari y=kx+b tenglamani ganoat-
lantiradi:

Yy, =kx b (2)

Yugoridagi (1) tenglikdan (2) tenglikni hadlab ayirib

Y=y, =kx+b—(kx,+b)
quyidagi
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Y=y, =k(x—x,) (3)
tenglamaga kelamiz. Bu berilgan M(x,y,) nuqtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasi bo‘ladi.

Masalan, M=M(3,;2) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq teng-
lamasi

y—2=k(x—3)
ya'ni

y=k(x—3)+2
bo‘ladi. Ravshanki, bu tenglama, ya’'ni to'g'ri chizig & ning qiy-
matlariga bog‘liq. &£ ning turli qiymatlarida M(3;2) nugtada o‘tuv-
chi turli to‘gri chiziglar hosil bo‘ladi.

2°. Ikki nugtadan o‘tuvchi to‘gri chiziq.

Tekislikda M(x,,y,) va N(x,;y,) ikkita tayin nuqtalar berilgan.
Bu nugtalar orqali o‘tuvchi to‘gri chizigni (to‘g‘ri chiziq teng-
lamasini) topish talab etilsin.

Ma’lumki M(x,y,) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi
y=y~=k-(x—x,)
bo‘ladi. Bu to‘g‘ri chiziq N(x,;y,) nugtadan ham o‘tsin deylik.
Unda N(x,;y,) nuqtaning koordinatalari x, va y, lar keying teng-
lamani ganoatlantiradi:
Yy =K (X))
bu tenglikdan
g 2T h

X, =X

bo‘lishini topamiz. Natijada

Y,V
S '(x_xz)
X, — X

Yy=y=

bo‘lib, undan
Yoy o X-X @)

Yo—=¥ X, TX
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bo‘lishi kelib chigadi.

(4) tenglama M(x,y,) va N(x,y,) nuqtalardan o‘tuvchi to'g'ri
chiziq tenglamasi bo‘ladi.

Masalan, M(2,2) va N(I,3) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasi
2 x=2 y=2
2’ -1 1

x=2 y-
1-2 3- ’
x—2=—y+2
bo‘ladi.
Bundan esa, x+y—4=0.
3°. Ikki to‘g‘ri chizig orasidagi burchak.
Tekislikda ikkita
y=kx+b, va y=k x+b,
to‘g‘ri chiziglar berilgan bo‘lib, bu to‘g‘ri chiziglar orasidagi bur-
chakni topish talab etilsin.
Ma’lumki,
k,=tga,
birinchi to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsienti,
k,=ga,
ikkinchi to‘g‘ri chizigning burchak koetfitsienti (5-chizma)

S-chizma
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Odatda, | to‘g‘ri chizigni M nuqta atrofida soat strelkasiga
teskari tomonga uni Il to‘gri chiziq bilan ustma-ust tushgun-
cha burish natijasida hosil bo‘lgan a burchak (0<a<n) ikki [ va II
to‘g'ri chiziglar orasidagi burchak deyiladi.

Chizmadan ko‘rinadiki,

a=uy—w,
bo‘ladi.
Agar
15 —1
tga =tg(a, —a,) = g, 7lgy
I+rgajiga,
va

iga, =k, 1go,=k,
bo‘lishni e’tiborga olsak unda
k, —k,

f =
BTk, & (5)

bo‘lishi kelib chigadi. Bu berilgan ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi
burchakning teglamasini aniglab beradi.
Demak, (5) formula yordamida ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi
burchak topiladi.
Masalan ushbu
1 4 3

y=——x+—=, y=—x+-—
775 4" 4
to‘g‘ri chiziglar uchun
1
k=—=, k=2
7 S 4

bo'lib ular orasidagi burchak o ning tangensi

3 1
Z_(—? 21+4
1go = 3 I :28 3:1
+2 (=) 57
4 7
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bo‘ladi. Demak, berilgan to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak.

T
o =arctg(l)=—
g(1) 1

bo‘ladi.
4° Ikki to‘g‘ri chizigning parallellik va perpendikulyarlik shart-
lari.
Tekislikda ikkita to‘g’ri chiziq berilgan bo‘lib, birinchisining
tenglamasi
y=kx+b,
ikkichisining tenglamasi esa
y=kx+b,
bo‘lsin.
Ravshanki, bu to‘g‘ri chiziglar orasidagi o burchak (burchak-
ning tangensi) uchun
k, —k

oo = —=
8 vk &,

bo‘ladi.
1) Aytaylik, to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak nolga teng
bo‘lsin:
a = (° bu holda berilgan to‘g‘ri chiziqlar o‘zaro parallel bo‘lib,
1ga=1g0°=()
kz_kl _
1+k -k,
k,—k,=0,
K=k,
bo'ladi. Demak,
k,=k,
tenglik ikki to‘g'ri chiziglarning o‘zaro parallellik shartini ifoda-
laydi.
35



2) Aytaylik, to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak 90° ga teng
bo‘lsin:
a = 90°
bu holda berilgan to‘g‘ri chiziglar o‘zaro perpendikulyar bo‘lib,

tgox =1g90° = (%)

bo'lib,
k,—k 1
——=(=)  I+k,k,=0
l1+k -k, 0

bo‘ladi. Demak,
k, k,=—1
tenglik ikki to‘g‘ri chiziglarning o‘zaro perpendikulyarlik sharti-
ni ifodalaydi.
5°. Berilgan nuqtadan berilgan to‘g‘ri chizigqacha masofa.
Tekislikda biror to‘g‘ri chiziq ushbu
Ax+By+C=0

tenglama bilan berilgan bo‘lib, M,(x,y,) nuqta esa shu to'g‘ri
chizigda yotmagan nuqta bo‘lsin M, nugtada berilgan to'g'ri
chiziqqa tushirilgan perpendikulyarning uzunligi M, nuqgtadan
to‘g'ri chiziggacha masofa deyiladi (6-chizma).

Aytaylik, M ,(x,y,) nugtadan to'g‘ri chizigqa tushirilgan per-
pendikulyarning to‘g‘ri chiziq bilan kesishish nuqgtasi M,(x,.y,)
bo‘lsin.

Demak, nugtadan to'g'ri chiziqqgacha masofa M,M, kesma-
ning uzunligi bo‘ladi. Uni & bilan belgilaymiz. Bu 4 masofa quyi-
dagi
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\ M, Ix, .y ]
d
Mz {Xziyz /
0 \ X
Ax+By+(=0
6-chizma

Je (Axl + By, +Ci
VA* + B
formula bilan topiladi.
Masalan. M=M(3;2) nuqtadan
Ix—4y+18=0
to‘g‘ri chiziggacha masofa
e 3:3-2-(-9+18 _35

Y3+ (=4 5
bo‘ladi.

6°. Tkki tog‘ri chiziglarning kesishish nugtasi.
Tekislikda ikki to‘g‘ri chiziglar ushbu
Alx+B]y+CI=0,
Ax+By+C,=0
tenglamalar bilan berilgan bo‘lib, ular o‘zaro parallel bo‘lmasin.
Bu to‘g‘ri chiziglarning kesishish nuqtasini topish talab etilsin.

=7
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Bu to‘g‘ri chiziglarning kesishish nuqtasini M=M(x;y) bilan
belgilaylik (7-chizma).
Madomiki, izlanayotgan nugta bir vagtda ikkala to‘g‘ri chiziq-
da yotar ekan, unda nuqtaning koordinatalari x va y lar
Ax+By+C,=0, Ax+By+C,=0
tenglamalarni ganoatiantiradi. Shuning uchun bu x va y lar ushbu
Ax+By+C =0
Ax+B,y+C, =0

tenglamalar sistemasining vechimi bo‘ladi.
Demak, ikki to‘gri chizigning kesishish nugtasini topish
uchun yugoridagi tenglamalar sistemasini yechish kerak bo‘ladi.

")

Ax+By=C =0
~
/ M{Xl
X
- 0 SN -
AxtBy=C,=0

7-chizma

Misol. Berilgan M(0,5) nugtadan o‘tuvchi hamda
Ix—2y—6=0
to‘g'ri chizigqa perpendikulyar bo‘lgan to‘g'ri chizig tenglama-
si topilsin.
Berilgan M(0,5) nugtadan o‘tuvchi to‘g'ri chiziq tenglamasi
formulasiga ko‘ra
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y=5=k(x—0)

ya'ni
y=kx+5
bo‘ladi. Endi berilgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi
Ix—2y—6=0

ni y ga nisbatan yechib topamiz.

3
—2y=06—3x, y :Ex“3

3
Bu y=kx+5, v= EX—3 to‘g‘ri chiziglar o‘zaro perpendikulyar
bo‘lishi shartidan
3 2

k-Z=-1, yani k=—2=
2 g 3

bo‘lishini topamiz. Topilgan k ning o‘rniga qo‘ysak, unda

2
=——x+5
Y773

bo‘ladi. Bu berilgan nuqtadan o‘tuvchi hamda berilgan to‘g‘ri
chizigqa perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi bo‘ladi.
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4-bob. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR

Tkkinchi tartibli egri chiziglar x va y o‘zgaruvchilarga nisbatan
ikkinchi darajali tenglamalar bilan ifodalanadi. Ikkinchi darajali
tenglamaning umumiy ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

AX?+2Bxy+Cy?+2Dx+2Ey+F=0 (D

Bu tenglama ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy
tenglamasi deb ataladi. Bu verda A, B, C, D, E, F — haqigiy
o‘zgarmas sonlar, bundan tashqari A, B yoki C lardan kamida
bittasi noldan fargli.

Ushbu bobda sodda ko‘rinishdagi ikkinchi tartibli egri
chiziglardan aylana, ellips, giperbola hamda parabolalarni
qaraymiz. Bu egri chiziqlarning tenglamalarini topib, ular
yordamida geometrik xossalarini o‘rganamiz.

1-§. Aylana va uning tenglamasi

Ta’rif. Markaz deb ataluvchi nugtadan baravar uzoglikda votu-
vchi nuqtalarning to‘plamiga aylana deyiladi.

To'g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida aylananing radiu-
si R va markazi A(a; b) nuqtada bo‘lsin. N(x; y) aylanadagi ixti-
yoriy nuqta. Aylananing ta’rifiga ko‘ra: AN=R.

Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasiga asosan:

AN =\J(x—a)’ +(y—b)’

Tenglikning ikkita tomonini kvadratga ko‘tarib, AN=R ekan-
ligini e’tiborga olsak (x—a)’+(y—b)*=R- (1) kelib chiqadi (1-chiz-
ma).

N(x,y) aylananing ixtiyoriy nuqtasi bo‘lgani uchun (1) tengla-
ma aylananing markazi A(a,b) nugtada bo‘lgan kanonik (sodda)
tenglamasi deyiladi.

Aylananing tenglamasi o‘zgaruvchi koordinatalarga nisba-
tan ikkinchi darajalidir. Xususiy holda, agar aylananing markazi
koordinatalar boshida bo‘lsa, uning tenglamasi:

x2+p2=R? (2)
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yl

=
N

I-chizma

(1) tenglamada qavslarni ochib va ba’zi bir ayniy almashti-

rishlarni bajarib, aylananing quyidagi tenglamasini hosil gilamiz:
X2+ —2ax—2by+a’+H*—R?*=0 3)

Bu tenglamani 2-tartibli egri chizigning umumiy tenglama-
si (1) bilan solishtirganda aylana tenglamasi uchun quyidagi ik-
kita shart bajarilganini ko‘rish mumkin: 1) x, y koordinatalar
ko‘paytmasi bo‘lgan x y li had gatnashmayapti; 2) x° va )< lar ol-
didagi koeffitsientlar o‘zaro teng, ya’ni A=N+0;, B=0. Bu holda
(1) tenglama

AX* + Ay’ +2Dx+2Ey+F =0 (4)
ko‘rinishda bo‘lib aylanani tasvirlaydi.
D E D+ E* — AF
Agar a:—g; b:—z; R? :——j-T——— (5) bo‘lsa, (4)

tenglama (2) tenglamaga aylanadi va, aksincha, (1) tenglamadan
(5) formulalar yordamida (4) tenglamaga o‘tish mumkin.
Mumkin bo‘lgan uchta holni ko‘ramiz:

2 2 5
1) D?+E—AF>0. Bu holda [y 2 ) 4f yo E) oD +E -4F
A T A A
(6) tenglama va demak, unga teng kuchli bo‘lgan (4) tenglama
4]



ham markazi ¢ (__D_;~£ nugtada  bo‘lgan,  radiusi
o4 4
R:.—__——W dan iborat aylanani aniqlaydi.
A

2) D’+E?—AF=0. Buholda (6) tenglama (H%) +(y+_§) -

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Ushbu tenglamani va demak, unga teng
kuchli bo‘lgan (4) tenglamani haqigiy yagona 01{~2;—£]

A A
nuqtani tasvirlaydi.

3) D°+E?—AF<0 bo'lsa, (6) yoki (4) tenglamaning radiusi
mavhum bo‘lib, bu holda hagigatan aylana mavjud bo‘lmasada,
umumiylik nugtayi nazaridan mavhum aylana deyiladi.

Ta’rif. Aylana bilan umumiy bitta M(x,y,) nuqtaga ega bo‘lgan
to‘g'ri chiziq aylanaga o‘tkazilgan urinma deyiladi. Agar (x.y,)
aylananing biror nugtasining koordinatasi bo‘lsa, u holda bu
nugtadan aylanaga o‘tkazilgan urinmaning tenglamasi (2) tengla-
ma uchun x-x,+y-y,=123 (7) yoki (1) tenglama uchun (x—a) - (x;,—
a)+(y—b)* (y,~b)=R? (8) ko‘rinishida yoziladi.

1-misol. Markazi (1;3) nuqtada va radiusi 3 ga teng bo‘lgan
aylananing tenglamasini tuzing.

Yechish. a=/; b=3, R=3. Bularni (1) formulaga go‘yamiz:

(x=1+(y—3)*=9

2-misol. Markazi (—2;4) nuqtada bo‘lgan va (3;—4) nugtadan
o‘tadigan aylana tenglamasini tuzing.

Yechish. Radiusni aylana markazidan uning birorta berilgan
nuqtasigacha bo‘lgan masofa sifatida topamiz. 1kki nuqta orasida-
gi masofani topish formulasidan foydalansak:

R=\(3+2Y +(-4-4) =251 64 =39
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(x+2)+(y 4] =89,
3-misol. A(8;5) va B(—1;,—4) nugtalardan va markazi abssissa-
lar o‘gida bo‘lgan aylananing tenglamasini tuzing.
Yechish. Aylananing markazi C(a;0) bo‘lsin. U holda ikki nug-
ta orasidagi masofani topish formulasiga ko‘ra
JB=ay +(5-0) =J(—1—a)’ +(0+4).
Bu ifodani soddalashtirib, quyidagini topamiz: 18a=72=a4,

C4;0)
R=AC =J(8—4)" +5 =/41.

Aylananing tenglamasi: (x—4)°+y°=41.
4-misol. Aylananing radiusini va markazining koordinatala-
rini toping:

x2+y2—6x—10y+13=0.
Yechish. Berilgan tenglamani ushbu ko‘rinishda yozamiz:
x2+6x+y2—10y+13=0
x°+6x va y*—I0y ikki hadlarni to‘la kvadratlargacha to‘ldirib,
ushbuni hosil gilamiz:
X742 3x+ 3472 5y +5=25+9-13
yoki (x+3)°+(y—5)°=2], bundan a=—3; b=S5, R=A/21.

2-§. Ellips va uning tenglamasi

Ellips, bu ganday chiziq? U haqida tasavvurga ega bo‘lish
uchun, bir bo‘lak ip uchlarini bir varaq qog‘ozning ikki nuqtasi-
ga mahkamlanadi va bu ipni galam uchi bilan tarang tortiladi.
(1,2-chizmalar).

Qalamni shu tarang holatda harakatlantirilsa, uning uchi
qog‘ozda chizadigan egri chiziq ellips bo‘ladi.

Ta’rif. Ellips — bu barcha, shunday M nugtalardan iborat bo‘lgan
yassi chizigki, bunda M dan fokuslar deb ataluvchi F,va F, nuqta-
largacha bo‘lgan masofalar yig'indisi o‘zgarmas songa teng (bu
kattalik 2a, fokuslar orasidagi masofa 2¢ dan katta bo‘lishi shart):
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1
B,(0,b)

/—‘ \/.%y)
r / [Fd
A, {-a;0)) \ Aa; 0}

B1(0;-b)

B:(b,;0)

I-chizma 2-chizma

|MF,|+|MF,| = const = 2a (D
Ikki nuqta orasidagi masofa formulasidan foydalanib,

MF, =\(x+¢)*+y* va MF,=\/(x=¢)’+y* ni hosil gilamiz,

demak, \/(x+c)2 +y° +\/()C—C)2 +y*=2a (2). Bu tenglamani

soddalashtirgandan keyin: (o’ —c*)x’ +a’y’ =a’*(a” —c*) (3)

Ellipsning ta’rifiga ko‘ra 2a¢>2c¢ bo‘lgani uchun a?—c¢? son mus-
bat: a’—c?=b" (4) belgilash kiritamiz. U holda (3) tenglama

2

S Xy - o .
bx?+a?y’=a’b’ yoki —2+?~ =1 (5) ko‘rinishni oladi.
JERE

(5) tenglama fokuslari Ox o‘qda yotgan ellipsning kanonik
(sodda) tenglamasi deyiladi. (i-chizma) (5) tenglama bilan beril-
gan ellips koordinata o‘glariga nisbatan simmetrikdir.

Ellipsning simmetriya o'qlarini ellips o‘glari deb, ularning ke-
sishgan nuqtasini ellips markazi deb ataymiz. Ellips fokuslari joy-
lashgan o‘q fokal o'q deyiladi.

Koordinatalar boshi uning simmetriva markazi deyiladi.

F(=c;0) va Fc;0) nuqtalar ellipsning fokuslari deyiladi.
A(—a;0), Axa;0), B,(0:—b), B,(0;—b) nuqtalar ellipsning koor-
dinata o‘glari bilan kesishgan nuqtalari. Bu nugtalar odatda el-
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lipsning uchlari deyiladi. A4,=2a kesma ellipsning katta o‘qi,
BB,=2b kesma esa, ellipsning kichik o‘qi deyiladi. a va b lar el-
lipsning yarim o‘glaridir.

Agar ellipsning fokuslari Oy o‘qda yotsa (2-chizma), uning

tenglamasi %;+y_;=1 (a>b) (6) ko‘rinishda boladi.
. d

Ellipsga doir hamma masalalarda ellipsning simmetriya o‘glari
koordinata o‘glari bilan ustma-ust tushadi deb faraz gilinadi.

I-misol. Agar ellipsning o‘qlari 2a=8& va 2b=6 bo‘lsa, fokuslari
Ox o‘qda bo‘lgan ellipsning tenglamasini tuzing.

Yechish. Ellipsning tenglamasini tuzish uchun a va & para-

metrlarni topamiz: a=4 va =3. Bu giymatlarni ellipsning (5)
2 2

tenglamasiga qo‘yib, ushbuni hosil qilamiz: E+_9- =1

2-misol. Agar ellipsning ikki uchi (—5; 0) va (5; 0) nuqtalarda,
fokuslari esa (—3; 0) va (3; 0) nuqtalarda joylashgan bo‘lsa, shu el-
lipsning tenglamasini tuzing.

Yechish. Shartdan a=5 va ¢=3 ekanligi kelib chigadi. (4) for-
mula bo‘yicha #°=5°—3’=/6 ni topamiz. @’ va b ning giymatla-

2 2
rini (5) tenglamaga qo‘yib, g_+)_:1 ni hosil gilamiz.
5 9

3-misol. Fokuslari (0;—+3) va (0;+3) nugtalarda joylashgan,
katta o‘qi esa 447 ga teng bo‘lgan ellipsning tenglamasini tuzing.
Yechish. Fokuslari Oy o‘qda yotadi, demak 4=27. @) for-

2

mulaga ko‘ra b =(2v7) —(V3) =28-3=25 ni topamiz. a’va b° ning

2 2
giymatlarini (6) tenglamaga go‘yib, = +2_ —1 ni topamiz.
25 28

4-misol. %+%:1 ellips berilgan. Ellipsning fokuslarining
1

koordinatalarini va ular orasidagi masofani toping.
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Yechish. Ellipsning tenglamasidan a?=/12, #*=3 (4) formulaga
ko‘ra c= ==z3. Demak, fokuslarining koordinatalari (—3; 0) va (3;
0), ular orasidagi masofa esa 2e=2-3=6.

3-§. Ellipsning ekssentritsiteti, fokal radiuslari, direktritsalari

Ellipsning gqanday ko‘rinishda bo‘lishi, ellipsning ekssentrit-
siteti deb ataluvchi migdor bilan aniglanadi.

Ta’rif. Ellipsning ekssentritsiteti deb, fokuslar orasidagi (2¢)
masofaning katta o‘qi (2a) nisbatiga aytiladi, va'ni

2¢ ¢

- (1)

"2a a

P il i /1—[2)~ 2)
a a

c<a bo‘lgani uchun ellips ekssentritsiteti birdan kichik: ¢<I. Eks-
sentritsitet ellipsning shaklini xarakterlaydi. Hagigatan, (2-§ dagi

£

voki

b 2 2
4y formuladan (;) =1—(£) =1—¢ kelib chigadi. Bundan quy-
a

idagi xulosa kelib chigadi: ellipsning ekssentritsiteti ganchalik ki-
chik bo‘lsa, uning kichik yarim o‘qi 4 katta yarim o‘qi « dan
shuncha kam farq qiladi, ya’ni ellips fokal o'q bo‘ylab shuncha
kam tortilgan bo‘ladi.

(2) formuladan ko‘rinadiki, # orta borsa ¢ kichiklasha bora-
di va, aksincha, b kamaya borsa ¢ kattalasha boradi. b ning limiti
nolga intilsa =1 bo‘lib, ellips ikkilangan kesmaga aylanadi.

Katta va kichik o‘glari teng bo‘lgan ellips aylanadir, ya’ni b=a

2

\)

limit holda a radiusli aylana hosil bo‘ladi: L+

a a

—1 Yoki

2

x2+%a? (3). Bunda ¢ =o' — b* = Ja* —a* =0 va ellips fokuslari
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go‘yo bitta nuqtada — aylana markazida birlashib ketadi. Aylana

essentritsiteti nolga teng: « = 0 =0.
a

Ellips va aylana orasidagi bog‘lanishni boshga nuqtayi na-
zardan ham o‘ranish mumkin. Yarim o‘qglari a va b bo‘lgan el-
lipsni a radiusli aylananing proeksiyasi deb garash mumkin.

Ta’rif. Ellipsning fokuslaridan ixtiyoriy M(x;y) nugqtasigacha
bo‘lgan masofalar, M(x;y) nuqtaning fokal-radiuslari deyiladi va
r,=atex, r,=a+ex (3.4) formulalar bilan aniqlanadi (I-chizma). EI-
lipsning ta’rifiga ko'ra: r,+r,=2a (3.5)

Demak, ellipsning har ganday nuqtasi fokal radiuslarining
yig‘indisi uning katta o‘qgiga teng.

a

Ta’rif. Ellipsning direktritsalari deb ushbu x=2 va x:—;
&

tenglamalar bilan aniglanadigan ikki to‘g‘ri chiziqqa aytiladi.
Ellipsning direktritsalari y o‘giga parallel va ellips markazidan

a . L . .
i; uzoqlikda turgan to‘g‘ri chiziglardir. <l bo‘lganligi uchun

a
g>a ; demak, direktritsalar ellipsdan tashqgarida joylashadi.

bl

(I-chizma). |d,d,| — direktritsalar orasidagi masofa.

Markazning bir tomonida joylashgan direktritsa va fokus
bir-biriga mos direktritsa va fokus deb ataladi.

Ellipsning nugtalari bir-biriga mos fokus va direktritsaga nis-
batan ushbu xossaga ega: ellipsning har bir nuqtasidan fokusgacha
olingan masofaning o‘sha nugtadan mos direktritsagacha bo‘lgan
masofaga nisbatan ellipsning ekssentritsitetiga baravar.

d, va d, direktritsalarning tenglamalari:

e g
e e ©

yoki
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=2 yg =& (7)

C C
Y 4
45 Mix, )
N
/‘/ .
A Az \
- - —"
F 0 F R X
P x=2
£
& B,
dy d,
|-chizma

Ellipsning ixtiyoriy M(x;y) nugtasidan fokusgacha bo‘lgan
(r; yoki r,) masofasining shu M(x;y) nuqtadan direktritsagacha
(d, yoki d,) bo‘'lgan masofaga nisbati ellipsning ekssentritsiteti-
ga teng, ya'ni:

p

L=¢ yoki i:g (8)
dl dZ

Ellipsning o‘glari koordinata o‘qlariga parallel bo‘lib, simetri-
ya markazi biror (x,, y,) nuqgtda bo‘lganda, uning tenglamasi

3

Cox) | “b;"o)_ =1 (9) ko'rinishda bo'ladi.

2

x—7+Z—2:I ellipsning M (x; y;) nugtasiga urinma bo‘lgan
7

to‘g'ri chizigning tenglamasi: x—i‘ +L‘£}2—‘— =1 (10)
P
I-misol. Katta yarim o‘qi a=6 va £=0,5 bo‘lgan, ellipsning
kanonik tenglamasini toping.
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c
Yechish: € =—=20,5. Demak, fokuslar orasidagi masofaning
a

yarmi c=a‘e=6-05=3. Ellips kichik yarim 0'qi

b=va' — ¢ =369 =127

2 2

N . LoxT oy
k k tenglamasi: —+=—==1.
Ellipsning kanoni glamasi 36 77
2 2
2-misol. Ellipsning ekssentritsitetini toping: * 4 %g =1

Yechish. Ellipsning tenglamasidan: a?=36: b°=16.
2-§ dagi (4) formuladan: ¢ =a® —b* =\36—16 =20 =25 ni

topamiz.
Ekssentritsitetni (2) formulaga ko‘ra topamiz:

B A AT P
a 36 6 3

> 2 5
Yoki (1) formulaga ko‘ra: €= i=~\6/—g: g
a

3-misol. M, (4; -2) nuqta orqali o‘tuvchi, kichik yarim o'qi
b=4 bo‘lgan ellipsning ekssentritsitetini toping.
Yechish. b=4 da ellipsning kanonik tenglamasi quyidagicha
bo‘ladi:
XZ yZ
ST
a 16
M ,(4;,—2) nuqtaning koordinatalari bu tenglamani ganoat-
lantiradi.
2 2 . .
Demak, # | (=2 _ | Bunda . -~ %% va p?=16. Ekssentrit-
a 16 3
sitetini (2) formula yordamida topmiz:

V&2 64\ a4 2

1.



4-misol. Ellipsning katta o‘qi 12 ga teng, x=+9 to‘g‘ri chiziglar
esa uning direktritsalari bo‘lsin. Ellipsning kanonik tenglamasini
va ekssentritsitetini toping.

Yechish. Ellipsning kanonik tenglamasini topish uchun a va b
varim o‘qlarni bilish kerak. Shart bo‘yicha 2a=/2->a=6, b yarim
o‘qni (7) formuladan foydalanib, quyidagicha topamiz:

2 2 36
x=Sme=" =024, p=g?-2=36-16=20
c x 9
¥2 )2
Ellips tenglamasi: —— + Y 1.
36 20
- 4 2
Elips ekssentritsiteti: € = c_r_Z
a 6 3

5-misol. Ellipsning kichik o‘qi 8 ga, ekssentritsiteti £=0,6 ga
teng bo‘lsa ellipsning kanonik tenglamasini va direktritsa teng-

lamasini yozing.
Yechish. Shartga ko‘ra 2b=8=b=4. Ekssentritsitetni (2) for-

/ b* / 16
mulasiga asosan: € =,/l-— . [l-— =0,6. Bundan a°=25.
a a
x* oy

Ellips tenglamasi, 5z T 15 =1 ko'rinishda boladi.
25 16

A =a" b c=25-16=3
(7) formuladan foydalanib direktritsa tenglamasini topamiz:
25

x:ia—<:> x=+—.
c 3

6-misol. Katta o‘qi 16 ga, direktritsalar orasidagi masofa 20 ga
teng bo‘lsa, ellipsning kanonik tenglamasini va ekssentritsiteti-

ni toping.



-1q9 s ho x
X =-10 x =10
d‘ d)
2-chizma
Yechish. Shartga ko‘ra 2b=16—=b=86; 6)
a 12 8 4
formuladan: X = —® —=—=>¢&=_; (7
& g 3
2
64
formuladan: x—= £1—41)10 =—=c=6,4.
c c
bP=a—c?=64—40, 96=23,04.
2 2 2 2
X Y x 25y
Bundan, — + =1 P =1
64 ' 23,04 YK 1T 506

Ellipsning chizmasini yasaymiz: a=8; b=4,8, ¢c=6,4.
4-§. Giperbola va uning tenglamasi

Ta’rif. Giperbola deb, tekislikning barcha shunday nuqtalari
to‘plamiga aytiladiki, bu nugtalarning har biridan shu tekislik-
ning fokuslari deb ataluvchi berilgan ikki nugtasigacha bo‘lgan
masofalar ayirmalarining absolyut giymatlari o‘zgarmas bo‘ladi
(bu kattalik nolga teng bo‘lmagan va fokuslari orasidagi maso-
falardan kichik bo‘lgan shartda).
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8 7]

(]

13 ¥
di d;

1-chizma

F, va F, fokuslar orasidagi masofani 2c orqali, giperbolaning
har bir nuqtasidan fokuslargacha bo‘lgan masofalar ayirmasining
moduliga teng bo‘lgan o‘zgarmas miqdorni 2a orgali (0<2a<2¢)
belgilaymiz. Ellips holida bo‘lgani kabi abssissalar o‘qini fokus-
lar orqali o‘tkazamiz, F,F, kesmaning o‘rtasini esa koordinatalar
boshi deb gabul qilamiz (I-chizma).

Bunda fokuslar F,(-0; 0) va F,(0; 0) koordinatalarga ega bo'la-
di. Fokuslari Ox o‘gida yotgan giperbola (1-chizma) tenglamasini,
uning ta’rifiga asoslanib keltirib chiqaramiz. Ikki nuqta orasida-
gi masofa formulasiga ko‘ra:

Jx+e) +3v —J(x—c) + 1 =42a (1)

Soddalashtirishlarni bajargandan so‘ng, quyidagi tenglamani
hosil gilamiz:

(az“cj)x*"*‘agyj202(02—63) (2)
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h FslG:cl

Aoy
dz

I

By {0} °

i

\\\ 8:{b:0) »
di
Ay {0 -2}

F{0; <)
4 Ft Mix;y)

2-chizma

(2) tenglamada giperbola uchun 2a < 2c¢ bo‘lgandan ayirma
noldan kichik: a’—¢<0. Shuning uchun ¢?—a?—5° (3) deb olamiz.

2 2
U holda (2) tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi: x_7_2_7:1 4).
JERRE:

(4) tenglamaga fokuslari Ox o‘qida yotgan giperbolaning
kanonik (sodda) tenglamasi deyiladi.

Giperbola tenglamasida y 0 deyilsa, x=+a bo‘lib, giperbola Ox
o‘qini A,(—a;0) va A (a;0) nuqtalarda kesishini bildiradi. (4) teng-
lamada x=0 deyilsa y’=—#° bo‘lib, bu esa giperbola Oy o‘qi bilan
kesishmasligini bildiradi.

Lekin, y=%v-b’> =+bi mavhum bo‘lgani uchin, fokal o‘qqa
perpendikulyar bo‘lgan simmitiriva o‘qi giperbolaning mavhum
o'qi (BB, kesma), giperbolaning fokuslari joylashgan o'q fokal
o‘q (F,F, kesma) va fokal o‘gni odatda hagigiy o'q (A A, kesma)
deyilib, A, va A, nuqtalar giperbolaning uchlari deyiladi.

a va b sonlar mos ravishda giperbolaning haqigiy va mavhum
yarim o‘qlari deb ataladi.



Agar giperbolaning fokuslari Oy o‘qda yotsa (2-chizma), u

yoox

holda uning tenglamasi —;—~1?—2:1 (5). Bu giperbola (4) giper-
a

bolaga nisbatan go‘shma deyiladi.

i-misol. Agar giperbolaning haqiqiy o‘qi 18 ga, mavhum o‘qi
esa 8§ ga teng bo‘lsa, fokuslari Ox o‘gda yotgan giperbolaning
tenglamasini tuzing.

Yechish. Giperbolaning tenglamasini tuzish uchun a va b pa-
rametrlarni bilish zarur. Masalaning shartidan: Za=/8—a=9;

2 2

%

2b—8=b—4. Topilgan giymatlarni (4) ga qo‘ysak: %_E =1.

2-misol. Agar giperbolaning uchlari Al (-2; 0) va A2 (2; 0)
nuqtalarda joylashgan, fokuslari esa F1 (-4; 0) va F2 (4; 0) nuqgta-
larda joylashgan bo‘lsa, giperbola tenglamasini tuzing.

Yechish. Shartdan a=2, ¢=4 ekani kelib chiqadi. (3) formula-
ga ko‘ra b°=4°—2°=2] Bu giymatlarni (4) tenglamaga qo‘yib,

2 2
X _Y 1 ni hosil gilamiz.
4 12
x2 VZ
3-misol. Giperbolaning tenglamasi berilgan ———=1.
P £ 8 £ 64 57

Uning uchlarining va fokuslarining koordinatalarini toping.
Yechish. Giperbolaning tenglamasidan: a°=64=a==86.
(3) formulaga ko‘ra c¢°=a’+b=64+57=121=>c=+1]. Demak,
giperbolaning uchlari (—8;0) va (8;0) nugqtalar, fokuslari esa
(—11;0) va (11;0) nugtalar ekan.

Giperbolaning shakli

b 9 a 5
4) tenglamadan Y= ;VXZ —a, X= Z\/)f’ +b? (2) teng-

lamalarni topamiz.
Bu tenglamalarning birinchisidan ushbu xulosalar chigadi:
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1) |x|<a uchun y ning giymati mavhum; demak, giperbola y
o‘qi bilan kesishmaydi va x=+a to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralan-
gan soha ichida nugtalari bo‘lmaydi.

2) x=+<a bo‘lganda, y=0 bo‘ladi; demak, giperbola x o‘qini
ikkita 4, va 4, nuqtada kesadi; bu 4, va 4, nuqtalar koordinatalar
boshida a masofada turadi va giperbolaning uchlari deb ataladi.

3) absolyut givmati a dan katta bo‘lgan x ning har bir giyma-
tiga y ning ikki giymati to‘g‘ri keladi, bu giyvmatlar bir-biridan
ishoralari bilangina farqg giladi. Demak, giperbola x o‘qiga nisba-
tan simmetrik egri chiziqdir;

4) x cheksiz o‘sganda y ham cheksiz o‘sadi. Demak, (2) teng-
lamalarning ikkinchisi giperbolaning y o‘qiga nisbatan simmetrik
egri chiziq ekanligini ko‘rsatadi.

Giperbolaning hamma nugtalari x==+a to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan sohadan tashqgarida joylashganligidan va ordinata-
lar o‘giga simmetrikligidan, u cheksiz cho‘zilgan ikki ayrim tar-
mogdan iborat ckanligi bilinadi (1-chizma).

Giperbolaning asimptotalari

Funksiya argumenti x cheksizlikka intilganda funksiya grafigi
biror to‘g‘ri chiziqga cheksiz yaqinlashish xossasi uning grafigini
chizishda muhum rol o‘ynaydi.

Ta’rif. Agar y=f{x) egri chizigning M nuqtasidan / to‘g‘ri
chiziggacha bo‘lgan s masofa M nuqgta cheksiz uzoglashganda
nolga intilsa, / to‘g‘ri chiziq y=f{x) egri chizigning asimptota-
si deyiladi.

y=f{x) funksiya grafigining asimptota chiziglari umuman uch
xil ko‘rinishda bo‘ladi:

1) vertikal asimptota;

2) gorizontal asimptota;

3) y=k+b ko‘rinishdagi asimptota chizig‘i.

x—a bo‘lganda |y|-»« bo‘lsa, x=a vertikal asimptota chizigi;
y—a bo‘lganda |x|»= bo‘lsa, y=a gorizontal asimptota chizig'i
bo‘ladi.

i
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Agar k= lim 1%‘—) (1), b= lim(/(x)~k(x) (D) limitlar mavjud

bo‘lsa, u holda y=kx+b to‘g‘ri chiziq y=f{x) egri chizigning og‘'ma
asimptotasi deyiladi.

Agar y=kx+b og‘ma asimptota tengiamasini aniglashda k=0
(xususiy holda k=0, b=0) bo‘lsa, u holda y==5b (yoki y=0) to‘g‘ri
chizig gorizontal asimptota deyiladi.

Giperbolaning muhum xususiyatlaridan biri shundaki, uning
nugtalari uchlaridan uzoqlashib borgan sari asimptota deb atal-
gan to‘g‘ri chiziglarga cheksiz yaqinlashib boradi.

Giperbolada ikkita asimptota bor bo‘lib, uning tenglamalari,

b a
) uchun: v= i;x (3), (5) tenglama uchun: ¥ :i;x 4).

I- va 2- chizmalarda giperbola va uning asimptotalarining
o‘zaro joylashishi ko‘rsatilgan. Bu chizmalarda giperbola asimp-
totalarining ganday joylashishi ham ko‘rsatilgan. Giperbolani
yvasashdan avval uning asimptotalarini yasash tavsiya gilinadi.

4-misol. Giperbola asimptotalarining tenglamalari 8y+6x=0
va §y—6x=0hamda fokuslar orasidagi masofa 20. Uning kanonik
tenglamasini tuzing.

Yechish. Masala shartiga asosan va (3) formulaga ko‘ra:

6 6
y:igx Bundan: b:§a 35

Masala shartiga asosan:
2c=20=c=10; c*=b"+a°=100b°+a* (6)
a va b larni (5) va (6) dan topamiz:

100 = 4224
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Demak, izlanayotgan giperbola tenglamasi: X Y _ 1.
64 36

5-misol. Asimptotalar orasidagi burchak 150° va fokuslari
abssissalar o‘gida bo‘lib, ular orasidagi masofa 2c =83 bolsa
giperbola tenglamasini tuzing.

Yechish. Agar giperbola asimptotalari o‘zaro 150° li burchak

tashkil etsa, ularda bittasi bilan Ox o‘qning musbat yo‘nalishi
orasidagi burchak 30° bo‘ladi.
Shuning uchun: & _ 1230° = a = /3b.
a

a va b larning giymatlarini aniglaymiz. Masala shartiga aso-
san: ¢<—48.

Bundan:
a=+/3b 367+ b =48
b =12
= =1,
2 2 9 5 a = 36
a’ +b' =48 a’ =3p*
Demak, izlanayotgan giperbola tenglamasi: ;_6 - .1% =1.

Giperbolaning ekssentritsiteti, direktritsalari va fokal radiuslari

Ta’rif. Giperbolaning ekssentritsiteti deb, fokuslar orasidagi
(2c) masofaning hagiqgly o‘qi (2a) nisbatiga aytiladi va quyida-
gicha belgilanadi:

[ 2 2 2
2a a a a
c<a bo‘lgani uchun >/ bo‘ladi.
Ekssentritsitet giperbolaning shaklini xarakterlaydi. Haqgigatan

(3) formuladan quyidagi kelib chigadi: [2]_ _ [f_] 1= —1(2)
a a
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Bundan ekssentritsiteti ganchalik kichik bo‘lsa, giperbolaning ya-

rim o‘qlari nisbati b shunchalik kichik bolishi ko‘rinadi.
a

) b . . . . .
Biroq — nisbat giperbola asosiy to‘g‘ri to‘rtburchagi CDEF
a

(1-chizma)ning shaklini, demak, giperbolaning o‘zining shaklini
aniglaydi. Giperbolaning ekssentritsiteti ganchalik kichik bo‘lsa,
uning asosiy to‘g‘ri to‘rtburchagi fokal o‘q yo‘nalishi bo‘yicha
shunchalik tortilgan bo‘ladi.

Ta’rif. Giperbolaning direktritsalari deb, uning simmetriva
markazidan +2 masofada haqiqiy o‘qiga perpendikulyar bo‘lib

€

o‘tadigan (d, va d,) to‘g'ri chiziglarga aytiladi.

Demak, giperbola direktritsalarining tenglamalari:

(3) yoki 4)

Giperbolaning markazidan bir tomonda yotgan direktritsasi va
fokusi mos direktritsa va mos fokus deb ataladi.

Giperbolaning nugtalari mos fokus va mos direktritsaga nis-
batan ushbu xossaga ega: Giperbolaning ixtiyoriy nugtasidan fok-
usgacha bo‘lgan masofaning mos direktritsagacha bo‘lgan masofa-
ga nisbati o‘zgarmas son bo‘lib, giperbolaning ekssentritsitetiga
tengdir, ya'ni:

LA Y
=€ yoki =
d 7" d,

Ta’rif. Giperbolaning ixtiyoriy M(¢x;y) nuqtasidan uning F;(c;0)
va F,(c;0) fokuslarigacha bo‘lgan masofalari M nuqtaning fokal
radiuslari deyiladi va ular shu
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r=-—atex , . . ¥ =—a—ex
. (o'ng tarmog‘i uchun) va ! (chap

r,=a-+t+ex rn=a—ex
tarmoq uchun) formulalar bilan aniglanadi.
2 2
6-misol. Giperbolaning tenglamasi berilgan: ;—6 — f—z =1.

Uning ekssentritsitetini toping.
Yechish. Giperbola tenglamasidan: a?=36, ¥°=/2. Ekssentrit-
sitet yuqoridagi formulalardan kelib chiggan holda hisoblanadi:

Ja® + b _ 7

a 6

7-misol. Hagiqgiy o‘gining uzunligi 10 ga, ekssentritsiteti g ga

teng bo‘lib, fokuslari Ox o‘qda yotgan giperbolaning tenglamasi-
ni tuzing.
Yechish. Shartga ko‘ra: 2a=10=>a=5 (1) tenglikdan foydalanib,

quyidagini topamiz: -2- = §:> c—6.

So‘ngra, #*=36—25=11 ni topamiz. Shunday qilib izlanayot-

2 2
gan tenglama % —iv—l =1 ko‘rinishda bo‘ladi.

. . . o 7
8-misol. Giperbolaning ekssentritsiteti e:§. M(x;y) nugta-

ning fokal — radiusi r=14. Shu M nugtadan u bilan bir tomonda
yotuvchi direktritsagacha bo‘lgan masofani hisoblang.
Yechish. Masala shartiga asosan chizma chizamiz (3-chizma).
Agar M(x;y) nugtaning fokal radiusi r bo‘lsa, M(x;y) nugtadan
M nugta bilan bir tomonda yotuvchi direktritsagacha bo‘lgan ma-

. . r .
sofani d desak, bular orasida e == E munosabat mavjud. Bu mu-

nosabatdan:



di s

3-chizma

5-§. Parabola va uning tenglamasi

Uchi koordinatalar boshida bo‘lgan parabola

Ta’rif. Parabola deb, tekislikning fokus deb ataluvchi berilgan
to'g‘ri chizigdan baravar uzoqglashgan barcha nugtalar to‘plamiga
(fokus direktritsada yotmaydi deb faraz gilinadi) aytiladi.

Fokusdan direktritsagacha bo‘lgan masofani p orqali belgilay-
miz. Bu kattalik parabolaning parametri deyiladi.

Parabola tenglamasini keltirib chigarish uchun tekislikda
koordinatalar sistemasini quyidagicha olamiz. Fokusdan o‘tuv-
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chi hamda berilgan direktritsaga perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri
chizigni abssissa o‘qi deb, direktritsa va fokus orasidagi maso-
fani ifodalovchi kesma o‘rtasidan o‘tuvchi hamda Ox o‘qiga per-
pendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chizigni Oy o‘qgi deb olamiz. (1-chiz-
ma)

Shunday qilib, tanlangan sistemada fokus F{E;O] koordina-
2

talarga, direktritsa tenglamasi x = —g (1) ko‘rinishda bo‘ladi.
¥4 1 ¥
™
N My M5
| A
3 4 \
) 4
€ +
1 1
] +
[] ¥
{ R H "
of x F{!j‘ﬂ} x oy 0 x
5 {”2 & Z« 2 } x’ng
xmets 2
2

AN

1-chizma 2-chizma

M(x;y) parabolaning ixtiyoriy nugqtasi bo‘lsin. U holda para-
bola ta’rifiga asosan: MN=MF (2). 1kki nuqta orasidagi masofa

2
formulasiga ko‘ra [x_ﬁ] 4% =x+ 2 (3) boladi.
2 ] 2

(2) tenglikning har ikki tomonini kvadratga oshirib topamiz:
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W=2px(p>0) (4). Bu tenglama, simmetriya o‘qi Ox va tarmoq-
lari o‘'nga yo‘nalgan, uchi koordinata boshida bo‘lgan parabola-
ning kanonik (eng sodda) tenglamasi deyiladi (1-chizma).

Parabolaning simmetriya o‘qi fokal o‘q deyiladi. Parabolaning
simmetriya o‘qi bilan kesishish nuqtasi uning uchi deyiladi.

M(x;y) nugtaning fokal — radiusi: ¥ = x+§ (5)

Simmetriya o°‘qi Ox va tarmoglari chapga yo‘nalgan, uchi
koordinatalar boshida bo‘lgan parabola (2-chizma)ning kanonik
tenglamasi y?=-2px(p>0) (5) ko‘rinishda bo‘ladi. Uning direk-

tritsasi tenglamasi ng (7) bo‘ladi.

Oy o'q simmetriva o‘gi bo‘lgan va tarmoglari yugoriga yo‘nal-
gan, uchi koordinatalar boshida joylashgan parabolaning teng-
lamasi (3-chizma).

x?=2py(p>0) (7) ko‘rinishda bo‘lib, uning direktritsasi teng-

lamasi V= *é)” (8) bo‘ladi. M¢x;y) nuqtaning fokal radiusi:

(9)

+4)

3-chizma 4-chizma
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Oy o‘q simmetriya o‘qi bo‘lgan va tarmoqlari pastga yo‘nalgan,
uchi koordinatalar boshida bo‘lgan parabolaning (4-chizma)
kanonik tenglamasi x?=—2py(p>0) (10) ko‘rinishda bo‘lib, uning

direktritsasi tenglamasi y :g (11) bo‘ladi.

Parabolaning ekssentritsiteti: e=1, chunki d=»; &= 2 =1,

1-misol. Agar uchi koordinatalar boshida bo‘lgan parabolaning
fokusi Fr4;0) nugtada yotsa, bu parabola tenglamasini tuzing.

Yechish. Parabolaning fokusi Ox o‘gining musbat yarim o‘qi-
da yotibdi.

Unda parabolaning tenglamasi y°=2px bo‘ladi. g =4= p=_.

Demak, y°—I6x.

2-misol. Uchi koordinatalar boshida, Ox o‘giga nisbatan sim-
metrik va A¢2;2) nugtadan o‘tuvchi parabolaning tenglamasi to-
pilsin.

Yechish. Shartga ko‘ra izlanayotgan parabola (2;—2) nuqtadan
o‘tadi. Binobarin, bu nuqtaning koordinatalari parabola teng-
lamasini qanoatlantiradi.

(—2)°=2p-2=p=1.

Demak, parabolaning tenglamasi y°=2-[-x=2x bo‘ladi.

3-misol. Parabola tenglamasi y’=10x berilgan. Uning direk-
tritsasi tenglamasini tuzing.

Yechish. Parabola tenglamasi y°=10x dan 2p=10=>10p=5.

5
x= —g bo‘lgani uchun x = _E yoki 2x+5=0 direktritsa

tenglamasidir.

4-misol. Uchi koordinatalar boshida, direktritsasining teng-
lamasi x=—4 bo‘lgan parabola fokusining koordinatalarini yo-
zing.
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Yechish. Koordinatalar boshidan, direktritsagacha bo‘lgan
masofa koordinatalar boshidan fokusgacha bo‘lgan masofaga,

va'ni £ ga teng. x=—4 direktritsa tenglamasidan _p_:4 ekani
2 2

kelib chiqadi. x = ——f— direktritsa tenglamasiga y?=2px parabola

mos keladi, uning fokusi F(4,0).
Uchi siljigan parabola

Uchi (a;b) nugtada, simmetriya o‘qi Ox o‘qga parallel va tar-
moqlari o‘'ngga yo‘nalgan parabola tenglamasi (5-chizma):

V‘ A ¥
M,
Afa,; b} F 3 Afa; b}
£ 2
2 2
o :\ x / o .
5-chizma 6-chizma

Ala;b)

7-chizma §-chizma
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(y—b)?=2p(x—a) (1) ko‘rinishda bo‘ladi.

Uchi (a,b) nugtada, simmetriya o‘qi Ox o‘qqa parallel va tar-
mogqlari chapga yo‘nalgan parabola tenglamasi (6-chizma):

(y—b)y*=—2p(x—a) (2) ko‘rinishda bo‘ladi.

Uchi (a;b) nugtada, simmetriya o‘qi Oy o‘qqa parallel va tar-
moglari yugoriga yo‘nalgan parabola tenglamasi (7-chizma):

(x—2)?==2p(y—>b) (3) ko‘rinishda bo‘ladi.

Uchi (a;b) nugtada, simmetriya o‘qi Oy o‘qgqa parallel va tar-
moglari pastga yo‘nalgan parabola tenglamasi (8-chizma):

(x—a)*=—2p(y-b) (4) ko‘rinishda bo‘ladi.

Tenglamalarning har birida parabolaning parametri p>0 pa-
rabola fokusidan uning direktritsasigacha bo‘lgan masofa.

5-misol. Uchi A(1; 3) nugtada bolib, M(5; 7) nugtadan o‘tuv-
chi, simmetriya o‘qi Ox o‘gga parallel bo‘lgan parabola teng-
lamasini toping.

Yechish. Shartga muvofiq, izlanayotgan parabola tenglamasi
(1) ko‘rinishda bo‘ladi, chunki M(5; 7) nugta parabolaning uchi-
dan o‘ngda joylashgan. Demak, parabolaning tarmoglari o‘ng-
ga yo‘nalgan. p parametrning qiymatini hisoblash uchun A va M
nuqtalarning koordinatalarini (1) tenglamaga qo‘yamiz:

(7-3)2=2p(5—1)=16=8p=>p=2. Topilgan p=2 giymatni va A
uchning koordinatalarini (1) tenglamaga qo‘yib, izlanayotgan
tenglamani hosil gilamiz: (y—3)°=4(x—1).

6-misol. Uchi A(3;,—3) nugtada, fokusi F(§;2) nugtada bo‘lgan
parabola tenglamasini tuzing.

Yechish. Shartga ko‘ra izlanayotgan parabolaning tenglamasi
(1) ko‘rinishda bo‘ladi. Parabolaning o‘qi Ox o'qga parallel
bo‘lgani uchun (uchining va fokusining) ordinatalari bir xil va
demak, Ox o‘qga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chizigda yotadi), para-
bolaning tarmoglari esa o‘ngga yo‘nalgan (parabolaning fokusi
uchidan o‘ngda joylashgan). Parabolaning uchi bilan fokusi

orasidagi masofa g ga teng bo‘lgani uchun
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5:8—3:5:;7:10.

A uchining koordinatalarini va p ning topilgan qiymatini (1)
tenglamaga qo'yib, (y+3)°=/0(x—3) ni hosil gilamiz.
7-misol. y°+4y—24x+76=0 parabola uchi va fokusining koor-
dinatalarini toping. Direktritsasining tenglamasini tuzing.
Yechish. Parabolala tenglamasini (1) ko‘rinishga keltiramiz:
VA =24x—T76=)°+2 - 2y+22=24x—72=
=(y+2)°=24(x—3).
Bundan  parabola uchining  koordinatalari:  A(3;-2);
2p=24=p=12.
12

Parabola uchidan fokusigacha bo‘lgan masofa £ - 1< _¢ ga
2 2

teng.
Fokusning abssissasi: 3+ L _5 + 6 =9. Fokus parabola uchi-
2

dan o‘ngda joylashgan, chunki parabolaning tarmoglari o‘ngga
yo‘nalgan; fokusning ordinatasi parabola uchining ordinatasiga
teng, chunki parabolaning o‘qi Ox o‘qga parallel, u holda fokus-
ning koordinatalari F(9; -2) bo‘ladi.

Parabolaning tarmoglari o‘ngga yo‘nalgani uchun direktritsa
parabola uchidan chaprogdan o‘tadi. U koordinatalar boshidan
ham chapdan o‘tadi, chunki uchidan Oy o‘gqacha masofa 3 ga
teng, uchidan direktritsagacha bo‘lgan masofa 6 ga teng. Direk-
tritsaning abssissasi minus ishora bilan olingan ushbu ayirmaga

teng: 5—3:6—3:3.

Shuning uchun direktritsaning tenglamasi: x=-23.
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5-bob. FUNKSIYA VA UNING LIMITI

1-§. To‘plamlar va ular ustida amallar

To‘plam va uning elementi. Chekli va cheksiz to‘plamlar

Matematikada ko‘pincha biror obyektlar gruppalarini yagona
butun deb garashga to‘g‘ri keladi: 1 dan 10 gacha bo‘lgan sonlar
bir xonali sonlar, uchburchaklar, kvadratlar va shu kabilar. Bun-
day turli majmualar to‘plamlar deb ataladi.

To‘plam tushunchasi matematikaning asosiy tushunchalaridan
biridir va shuning uchun u boshqa tushunchalar orqgali ta'riflan-
maydi. Uni misollar yordamida tushuntirish mumkin. Jumladan
biror sinfdagi o‘quvchilar to‘plami haqgida, natural sonlar to‘pla-
mi haqida gapirish mumkin.

Ba’zi hollarda to‘plamlar lotin alfavitining A, B, C,..., Z hart-
lari bilan belgilanadi. Birorta ham obyektni o‘z ichiga olmagan
to‘plam bo‘sh to‘plam deyiladi va @ belgi bilan belgilanadi.

To'plamni tashkil etuvchi obyektlar uning elementlari deyila-
di. To'plam elementlarini lotin alfavitining kichik harflari a, b,
¢,...,Z bilan belgilash gabul gilingan.

To‘plamdagi elementlarning ushbu to‘plamga qarashli ekan-
ligini quyidagicha belgilaymiz.

acA a element A to‘plamga qarashli. Agar biror clement
to‘plamga qarashli bo‘lmasa. U holda ¢ dan foydalaniladi.
Masalan, A = {1, a, b, ¢, 4} bo‘lsin u holda quyidagilar o‘rinli
IeA, acA, beA, ceA, 4eA, 5¢A, deA,m keA.

Agar to'plam elementlarini sanash mumkin bo‘lsa bunday
to‘plam cheklangan to‘plam deyiladi. Agar ularni sanash mum-
kin bo‘lmasa bunday to‘plam cheksiz to‘plam deyiladi.

Masalan, haftadagi kunlar to‘plami chekli, to‘g‘ri chizigdagi
nuqtalar to‘plami esa cheksizdir.

Matematikada bunday to‘plamlar uchun maxsus belgi gabul
gilingan: N harfi bilan natural sonlar to‘plami belgilanadi, Z —
butun sonlar to‘plami, Q — rasional sonlar to‘plami, R — hagi-
qiy sonlar to‘plami.
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10; 1] sigment kantinium quvvatli to‘plamdir. Unga ekvivalent
to‘plamlar cheksiz to‘plam hisoblanadi. Ixtiyoriy kichik kesma
ustidagi nugtalar to'plami kantinium quvvatli to‘plamga ekvi-
valent to‘plamdir.

Doiraning markazidan to'g'rt chiziglar o‘tkazsak doiraning
bir nechta nuqtalari to‘g’ri chizigning bitta nugtasiga akslana-
di. Bu akslantirishda doira nuqtalari to‘plami to‘g‘ri chiziq nuqta-
lari to'plamiga akslantirish bo‘lib, bu to‘plamlar katinium quvvatli
to‘plamdir. Ya'ni cheksiz to‘plamdir. lkkita A va B to‘plam beril-
gan bo‘lsin biror f qoida bo‘yicha A to'plamning har bir x elementiga
B to‘plamning v elementini mos keltiraylik. U holda shu qoidani A
to‘plamni B to‘plamga akslantirish deyiladi. Quyidagicha belgilanadi:

f
fA—-Byoki A— B

To‘plam oz elementlari bilan aniqlanadi, va'ni agar ixtiyoriy
obyekt hagida u biror to‘plamga tegishli yoki tegishli emas deyish
mumkin bo‘lsa, bu to‘plam berilgan deb hisoblanadi.

To'plamni uning barcha elementlarini sanab ko‘rsatish bilan
berish mumkin. Masalan, agar biz A to‘'plam 3, 4, 5 va 6 son-
lardan tashkil topgan desak, biz bu to‘plamni bergan bo‘lamiz,
chunki uning barcha elementlarini sanab ko‘rsatildi. Uni bunday
vozish mumkin: A={3, 4, 5, 6} bunda sanab ko‘rsatilgan element-
lar katta qavslar ichiga yoziladi.

Xarakteristik xossa — bu shunday xossaki, to‘plamga tegishli
har bir element bu xossaga ega bo‘ladi va unga tegishli bo‘lmagan
birorta ham element bu xossaga ega bo‘lmaydi.

Masalan, ikki xonali sonlar to‘plami A ni garaylik. Mazkur
to‘plamning ixtivoriy elementi ega bo‘lgan xossa — «ikki xona-
Ii son bo‘lishlikdir». Bu xarakteristik xossa biror-bir obyektning
A to‘plamga tegishli yoki tegishli emasligi hagidagi masalani ve-
chish imkonini beradi. Masalan, 21 sont A to'plamga tegishli,
chunki v ikki xonali son, 145 soni esa A to‘plamga tegishli emas,
chunki u ikki xonali son emas.
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Ta’rif. Agar B to‘plamning har bir elementi A to‘plamning
ham elementi bo‘lsa, B to‘plam A to‘plamning gism to‘plami de-
yiladi.

Agar B A to‘plamning gism to‘plami bo‘lsa, BcA kabi yozi-
ladi va bunday o‘qiladi: «B A ning qism to‘plami», «B to‘plam A
ga kiradi».

Ta’rif. Agar AcB va BcA bo‘lsa, A va B to‘plamlar teng de-
yiladi.

Agar A va B to‘plamlar teng bo‘lsa, u holda A = B kabi yozi-
ladi.

Kesishmaydigan to‘plamlar umumiy nuqtaga ega bo‘lmagan
ikkita doira yordamida tasvirlanadi.

To‘plamlar kesishmasi

Ta’rif. A va B to‘plamlarning kesishmasi deb shunday to‘plam-
ga aytiladiki, u fagat A va B to‘plamga tegishli elementlarnigina
0z ichiga oladi.

A va B to‘plamlarning kesishmasi ANB kabi belgilanadi. Agar
A va B to‘plamlarni Eyler doiralari yordamida tasvirlasak, u hol-
da berilgan to‘plamlarning kesishmasi shtrixlangan soha bilan
tasvirlanadi (1-chizma).

Agar A va B to‘plamning elementlari sanab ko‘rsatilgan bo‘lsa
u holda ANB ni topish uchun A va B ga tegishli bo‘lgan element-
larni, ya'ni ularning umumiy elementlarini sanab ko‘rsatish yetarli.

F.
[,
| 8
| |
t
Y
L~ L W A .
——— L ¥ S >
1-chizma 2-chizma

Endi A juft natural sonlar to'plami va B 4 ga karrali natural
sonlar to‘plamining kesishmasi ganday to‘plam ekanini aniglay-
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miz. Berilgan A va B to‘plamlar cheksiz to‘plamlar va B to‘plam
A to‘plamning qism to‘plami. Shuning uchun A to‘plamga va B
to‘plamga tegishli elementlar B to‘plamning elementlari bo‘ladi.
Demak, ANB = B.

To‘plamlarning birlashmasi

Ta’rif. A va B to‘plamlarning birlashmasi deb shunday to‘plam-
ga aytiladiki, u fagat A yoki B to‘plamning elementlarini o‘z ichi-
ga oladi.

A va B to‘plamlarning birlashmasi AUB kabi belgilanadi. Agar
kesishuvchi A va B to‘plamlarni Eyler doiralari yordamida tasvir-
lasak u holda ularning birlashmasi shtrixlangan soha bilan tasvir-
lanadi (2-chizma).

Endi A juft natural sonlar to‘plami va B 4 ga karrali natural
sonlar to‘plamining birlashmasi ganday to‘plam ekanini aniglay-
miz.

Ilgarirog BnA ekani aniglangan edi. Shuning uchun AUB
to‘plamga tegishli elementlar A to‘plamning elementlari bo‘ladi.
Demak mazkur holda AUB = A.

To‘plamlar kesishmasi va birlashmasi gonunlari

1. Ixtiyoriy A va B to‘plamlar uchun to‘plamlar kesishmasi va
birlashmasining o‘rin almashtirish gonunini ifodalovchi AUB =
BUA, AnB = BnA tenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi.

2. To‘plamlar birlashmasi va kesishmasi uchun gruppalash
gonuni ham o‘rinli, ixtiyoriy A, B va C to‘plamlar uchun (A~B)
NC = An(BNC), (AUB)LC = A(BUC) tengliklar bajariladi.

Gruppalash gqonunlarini Evler doiralari yordamida ko‘rgazma-
li tasavvur gilish mumkin. Masalan, to‘plamlar kesishmasining
gruppalash qonunini ko'rib chigaylik. A, B va C to‘plamlarni
juft-jufti bilan kesishadigan uchta doira ko‘rinishida tasvirlaymiz.

3. Tagsimot xossasi:

(AUB) " C=(A0uC) (Bu O),
(AnB)w C=((AuC)n (B C)
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Qism ro‘plamning to‘ldiruvchisi

Eyler doiralari  yordamida
magzkur vaziyat 3-chizmadagi ka-
bi tasvirlanadi, bunda A to‘plam-

A
dan B gism to‘plam chigarib = —
tashlangandan keyin qolgan gism f——%" —
— bu shtrixlangan qismdir. Bu E B
gism B to‘plamning A to‘plamga- ‘
E;*:_

el

-,
—t

cha to‘diruvchisi deyiladi.

Ta’rif. BcA  bolsin. A
to‘plamning B to‘plamga tegish- ‘—'@f
li bo‘lmagan elementlarnigina o'z
iciga olgan to‘plam B to‘plamning
A to‘plamgacha to‘ldiruvchisi deyiladi.

B to‘plamning A to‘plamgacha to‘ldiruvchisi (B < A shart ba-
jarilganda) A\B kabi belgilanadi.

Qism to‘plamning to‘ldiruvchisini topishda foydalaniladigan
operatsiya ayirish amali deyiladi.

Agar A va B to‘plamlar elementlari sanab ko‘rsatilgan bo‘lsa,
u holda A\B ni topish uchun A to‘plamga tegishli bo‘lgan va B
to'plamga tegishli bo‘limagan elementlarni sanab ko‘rsatish yetarli.

/_
BA—A\B,

p—r
—y

3-chizma

To‘plamlarning dekart ko‘paytmasi

To'plam elementlarining kelish tartibi muhim bo‘lgan hollar-
da, matematikada elementlarning tartiblangan naborlari haqida
gap boradi. Mazkur masalada biz tartiblangan juftliklar bilan ish
ko‘ramiz.

a va b elementlardan tashkil topgan tartiblangan juftlikni (a,
b) bilan belgilash gabul gilingan, bunda a element juftliklarning
birinchi koordinatasi (komponentasi), b element esa bu juftlik-
ning ikkinchi koordinatasi (komponentasi) deyiladi.
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(a, b) va (c, d) juftliklarda a = ¢ va b = d bo‘lgan holdagina
bu juftliklar teng bo‘ladi.

Ikkita turli to‘plamlar elementlaridan ham tartiblangan jut-
liklar hosil gilish mumkin. Masalan, A = {{, 2, 3} va B = {3, 5}
to‘plamlarni olamiz va mumkin bo‘lgan tartiblangan juftliklarni
shunday hosil qilamizki, jutliklarning birinchi komponentasi
A to‘plamdan, ikkinchi komponentasi esa B to‘plamdan tanlab
olinsin. Ushbu to‘plamga ega bo‘lamiz:

{(1,3), (1,5, (2,3), (2,5), (3,3), (3,5)}

Formal xarakterga ega bo‘lgan ushbu masalaga konkret ma’no
berish mumkin bo‘lgan barcha ikki xonali sonlarni shunday hosil
gilingki, bunda o‘nliklar ragami 1, 2, 3 ragamlardan tanlab oli-
nadi, birliklar raqami esa 3 yoki 5 ragami bo‘lishi mumkin.

Ta’rif. A va B to‘plamiarning Dekart ko‘paytmasi deb birinchi
komponentasi A to‘plamga, ikkinchi komponentasi B to‘plamga
tegishli bo‘lgan juftliklar to‘plamiga aytiladi, ya’'ni,

A+B = {(x.y): xcA, yeB}.

A va B to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi A-B kabi belgilanadi.

Dekart ko‘paytmani topishda qo‘llaniladigan amal to‘plam-
larming Dekart ko‘paytirish deyiladi.

Ta’rif. A, A,, ..., An to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi deb
uzunligi n bo‘lgan shunday kortejlar to‘plamiga aytiladiki, bun-
da kortejning birinchi komponentasi A, to‘plamga, ikkinchi kom-
ponentasi A, to‘plamga,..., n-komponentasi A to‘plamga tegish-
li bo‘ladi.

A, A,, ..., An to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi A;x A, X ...
x A kabi belgilanadi.

2-§. Funksiya tushunchasi

I'. Funksiya ta’rifi, berilish usullari. E to'plamni F to‘plam-
ga akslantirish
fESF

ni o‘rgangan edik.



Endi E=F, F=R deb olamiz. Unda har bir haqgiqiy x songa
biror hagiqgiy v sonni mos qo‘yuvchi

fFSR (x5y)

akslantirishga kelamiz. Bu esa funksiya tushunchasiga olib keladi.

Funksiya tushunchasi o‘quvchiga o‘rta maktab matematika
kursidan ma’lum. Shuni e’tiborga olib funksiya haqidagi dastlab-
ki ma’lumotlarni gisgaroqg bayon ctishni lozim topdik.

Aytaylik, XcR, YR to‘plamlar berilgan bolib, x va y o‘zgaruv-
chilar mos ravishda shu to‘plamlarda o‘zgarsin: xeX, ye¥.

Ta’rif. Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror f qoidaga ko‘ra
to‘plamdan bitta Y son y mos qo‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda funk-
siya berilgan (aniglangan) deyiladi va

Six—y yoki y=f(x)
kabi belgilanadi. Bunda X — funksiyaning aniglanish to‘plami
(sohasi), Y — funksiyaning o‘zgarish to‘plami (sohasi) deyila-
di. x — erkli o‘zgaruvchi yoki funksiya argumenti, y esa erksiz
o‘zgaruvchi yoki funksiya deyiladi.

Misollar. 1. X=(-oc,+toc), Y=¢(0,+x) bo'lib, f qoida

fix—y=x+]
bo‘lsin. Bu holda har bir xeX ga bitta x2+1€Y mos qo‘yilib,
y=x?+1
funksiyaga ega bo‘lamiz.

2. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni
mos qo‘yish natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu Dirixle
Junksiyasi deyilib, u kabi belgilanadi:

D(x): 1, agar x .rafsiéna/ son bo'lsa,
0, agar x irratsional son bo'lsa

Shunday qilib, y=f{x} funksiya uchta: X to'plam, Y to‘plam va
har bir xeX ga bitta yeY ni mos qo‘yuvchi f qoidaning berilishi
bilan aniglanar ekan.
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Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya XcR to‘plamda berilgan
bo’lsin. x,eX nuqtaga mos keluvchi y, miqdor y=f(x) funksiya-
ning x=x, nuqtadagi xususiy giymati deyiladi va f(x,)=y, kabi bel-
gilanadi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislik-
dagi (x,f(x)) nugtalardan iborat ushbu

{xJOI={xfX)|xe X, fr)e Y}
to‘plam y=f(x) funksiyaning grafigi deyiladi. Masalan,
y=x°~1 (xe X=[-2,2])

funksiyaning grafigi [-chizmada tasvirlangan.

v 4

—I\E—{l x

1-chizma

Funksiya ta’rifidagi f goida turlicha bo‘lishi mumkin.

a) Ko'pincha x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish formu-
lalar yordamida ifodalanadi. Bu funksivaning analitik usulda be-
rilishi deyiladi.

Masalan,

y= [—x*

funksiva analitik usulda berilgan bo‘lib, uning aniqlanish to‘pla-
mi
X={xe R|—I<x<l}={—11]
bo‘ladi.
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X va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog'lanish quyidagi formulalar
yordamida berilgan bo‘[sin:

y:f(x):{

1, agar x > 0 bo'lsa,
—1, agar x <0 bo'lsa.

Bu funksiyaning aniglanish to‘plami X=R\{0} bo‘lib, giymat-
lar to‘plami esa Y={—I1,1} bo‘ladi. Odatda bu funksiya y=singx
kabi belgilanadi.

b) Ba’zi hollarda xeX, veY o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘la-
nish jadval orgali bo‘lishi mumkin. Masalan, kun davomida ha-
vo haroratini kuzatganimizda, t; vaqtda havo harorati T, t, vaqt-
da havo harorati T, va h.k. bo‘lsin. Natijada quyidagi jadval hosil
bo‘ladi.

t — vaqt ! I, 1, z,
T — harorat | 7, 7, T, T

n

Bu jadval r vaqt bilan havo harorati T orasidagi boglanishni
ifodalaydi, bunda f — argument, 7 esa ¢ ning funksiyasi bo‘ladi.

v) x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish tekislikda biror
egri chizig orgali ham ifodalanishi mumkin (2-chizma).

&

2-chizma

Masalan, 2-chizmada tasvirlangan [ egri chiziq berilgan
bo'lsin. Aytaylik, [a,b] segmentdagi har bir nugtadan o‘tkazilgan
perpendikulyvar L chizigni fagat bitta nuqtada kessin. Vxefa,b/
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nuqtadan perpendikulyar chigarib, uning L chizig bilan kesishish
nuqtasini topamiz. Olingan x nuqgtaga kesishish nuqtasining ordi-
natasi y ni mos qo‘yamiz. Natijada har bir xefa,b/ ga bitta y mos
go'yilib, funksiya hosil bo‘ladi. Bunda x bilan y orasidagi bog‘la-
nishni berilgan L egri chiziq bajaradi.

Aytaylik, f,(x) funksiya X, R to‘plamda, f,(x) funksiya esa
X <R to‘plamda aniglangan bo‘lsin.

Agar

D X,=X,

2) VxeX, da f,(x)=f,(x)
bo‘lsa, f,(x) hamda f,(x) funksivalar o‘zaro teng deyiladi va
J,()=f,(x) kabi belgilanadi.

2°, Funksiyaning chegaralanganligi. f(x) funksiya XcR to‘plam-
da berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni topilsaki, vxeX uchun
Jx)<M tengsizlik bajarilsa, f{x) funksiva X to‘plamda yugoridan
chegaralangan deyiladi. Agar shunday o‘zgarmas m soni topilsaki,
VxeX uchun f{x)>m tengsizlik bajarilsa, f{x) funksiya X to‘plamda
quyidan chegaralangan deyiladi.

Ta’rif. Agar f{x) funksiya X to‘plamda ham vuqgoridan, ham
quyidan chegaralangan bo‘lsa, f{x) funksiya X to'‘plamda chega-
ralangan deyiladi.

1+x° . ) .
1-misol. Ushbu f(x)= T funksiyvani garaylik. Bu funksiya
R da chegaralangan bo‘ladi.
. 1+ x*
<« Ravshanki, vxeR da f(x)= —— > 0.

Demak, berilgan funksiva R da quyidan chegaralangan.
Ayni paytda, f{x) funksiya uchun

Xz X2
ot T <1+ .
l+x T+x

Fr)=—
I+

X

bo‘ladi. Endi
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5

<!

X+172

3

1
bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz: f(x) <1+ 577

Bu esa f{x) funksiyaning yuqoridan chegaralanganligini
bildiradi. Demak, berilgan funksiva R da chegaralangan. »

Ta’rif. Agar har qanday M>0son olinganda ham shunday x,eX
nuqta topilsa va

0<(x* =) =x*-2x"+1 = 2 <xt 1 =

S )>M
tengsizlik bajarilsa, fix) funksiva X to‘plamda yuqoridan chegara-
lanmagan deyiladi.

3°. Davriy funksiyalar. Juft va toq funksivalar. f(x) funksiya
X=R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T¢(T#0) son mavjud bo‘lsaki,
vxeX uchun

D) x—TeX, x+7TeX

2) fix—T)=/(x)
bo‘lsa, fix) davriy funksiya deyiladi, T son esa f{x) funksiyaning
davri deyiladi.

Masalan, f{x)=sinx, f{x)=cosx funksiyalar davriy funksivalar
bo‘lib, ularning davri 2r ga, fix)=1gx, f{x)=ctgx funksivalarning
davri esa m ga teng.

Davriy funksivalar quyidagi xossalarga ega:

a) Agar f{x) davriy funksiya bo‘lib, uning davri T{(T#0) bo‘lsa,
u holda

T =T (n=+1, +2,)
sonlar ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.

b) Agar T, va T, sonlar f{x) funksiyaning davri bo‘lsa, u hol-
da T,+T,#0 hamda T,—T,(T;#T,) sonlar ham f{x) funksiyaning
davri bo‘ladi.

v) Agar f{x) hamda g(x) lar davriy funksivalar bo'lib, ularning
har birining davri 7¢T+0) bo‘lsa, u holda
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JEO+8%), 1) —g(x), 9 -gx), / EX; (2(x)+0)
g X

funksiyalar ham davriy funksivalar bo‘lib, T son ularning ham
davri bo‘ladi.

2-misol. Ixtiyoriy T(71#0; ratsional son Dirixle funksiyasi
1, agar x ratsional son bo'lsa,

0, agar x irratsional son bo'lsa

D(x) = {

ning davri bo‘lishi ko‘rsatilsin.

<« Aytaylik, T(T#0) ratsional son bo‘lsin. Ravshanki, vxeR
irratsional son uchun x=+7 irratsional son, ¥xeR ratsional son
uchun x+7 ratsional son bo‘ladi. Demak,

1, agar x ratsional son bo'lsa,

D(x+T)=
( ) {O, agar x irratsional son bo'lsa

Shunday qilib, ¥xeR, T ratsional son bo‘lganda
Dix+T)=D(x)
bo‘ladi. »

Ma’lumki, vxeX (X<R) uchun xeX bo‘lsa, X to‘plam O nugqta-
ga nisbatan simmetrik to‘plam deyiladi.

Aytaylik, O nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X to‘plamda
f(x) funksiya berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar vxeX uchun f(—x)=f(x) tenglik bajarilsa, f(x) juft
Sfunksiya deyiladi. Agar vxeX uchun f{—x)=— f{x) tenglik bajaril-
sa, f{x) toq funksiya deyiladi.

Masalan, f{x)=x?+I juft funksiva, f{x)=x’+x esa toq funksiya
bo‘ladi. Ushbu f{x)=x?+x funksiya juft ham emas, toq ham emas.

Agar fix) va g(x) juft funksiyalar bo‘lsa, u holda

F0)+809), F0)—8(%), f5%) (%), ; E;‘)) (3(x)20)

funksiyalar ham juft bo‘ladi.



Agar f{x) va g(x) toq funksiyalar bo‘lsa, u holda
J)+g(x), f(x)—g(x)
funksiyalar tog bo‘ladi,

f9509, L2 @rg-0)
g(x)

funksiyalar esa juft bo‘ladi.

Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o‘giga nisbatan, toq funk-
sivaning grafigi esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
joylashgan bo‘ladi.

4°. Monoton funksiyalar. Faraz qilaylik, f{x) funksiya XcR
to‘plamda berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar vx,x,eX uchun x,<x, bo‘lganda f{x,)<f(x,) teng-
sizlik bajarilsa, f{x) funksiya X to‘plamda o'suvchi deyiladi. Agar
vx,x,eX uchun x,;<x, bo‘lganda f{x,)< f{x,) tengsizlik bajarilsa,
f(x) funksiya X to‘plamda qat’iy o‘suvchi deyiladi.

Ta’rif. Agar vix,,x,eX uchun x,;<x,bo‘lganda f(x,)>f(x,) tengsiz-
lik bajarilsa, f{x) funksiva X to‘plamda kamayuvchi deyiladi. Agar
vx,x,eX uchun x,<x, bo‘lganda f{x,)>f(x,) tengsizlik bajarilsa,
fx) funksiya X to‘plamda qat’iy kamayuvchi deyiladi.

O‘suvchi hamda kamayuvchi funksivalar umumiy nom bilan
monoton funksivalar deyiladi.

3-misol. Ushbu f(x)= funksivaning X=/1,—«/ to'plam-

1+ x?

da kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
< [],—) da ixtiyoriy x, va x, nuqtalarni olib, x,<x, bo'lsin
deylik. Unda

2 2
X, XXX X, XX

SO =fx) = il -

+x7 l+xl (x)(+x)

X mxtxx (0 —x)  (x-x)(1-x 0 x,)

(+x)(1+x3) (+x))(1+x7)
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bo‘ladi. Keyingi tenglikda
x,—x,<0, I=x,x,<0
bo‘lishini e’tiborga olib,
S )—flx))>0
ya'ni f(x,)>f(x,) ekanini topamiz. Demak,
X <x, = flx)>fx,). »

Aytaylik, f{x) va g(x) funksiyalar X=R to‘plamda o‘suvchi (ka-
mayuvchi) bo‘lib, C=const bolsin. U holda

a) f{ix)+C funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

b) C>0 bo'lganda C-f(x) o‘suvchi, C<0 bo‘lganda C-fix) ka-
mayuvchi bo‘ladi.

V) fix)+g(x) funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

5°. Teskari funksiva. Murakkab funksiyalar. y=f(x) funksiya
AR to‘plamda berilgan bo‘lib, bu funksiyaning qgiymatlaridan
iborat to‘plam

Y={folee X)
bo‘lsin.

Faraz gilaylik, biror goidaga ko‘ra );, to‘plamdan olingan har
bir y ga X to‘plamdagi bitta x mos go‘yilgan bo‘lsin. Bunday mos-
lik natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu funksiva y=f{x)
ga nisbatan teskari funksiya deyiladi va x=f"/(y) kabi belgilanadi.

1
Masalan, y:5x+1 funksiyaga nisbatan teskari funksiya

x=2y-] bo‘ladi.

Yuqorida aytilganlardan y=f{x) da x argument, y esa x ning
funksiyasi, teskari x=f"/(3) funksiyada y argument, x esa y ning
funksiyasi bo‘lishi ko‘rinadi.

Qulaylik uchun teskari funksiya argumenti ham x, uning funk-
siyasi y bilan belgilanadi: y=g(x).

v=f{x) ga nisbatan teskari g¢x) funksiya grafigi f{x) funksiya
grafigini 1 va 111 choraklar bissektrisasi atrofida 180° ga aylanti-
rish natijasida hosil bo‘ladi.
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Aytaylik, Y to‘plamda w=F(y) funksiya berilgan bo‘lsin. Nati-
jada X to* plamddn olingan har bir x ga Y to‘plamda bitta y:

fxoy oy f(x)),
a };to‘plamdagi bunday y songa bitta u:
Fy-u (u=Ky)
son mos go‘yiladi. Demak, X to‘plamdan olingan har bir x son-
ga bitta u son mos qo‘yilib, vangi funksiya hosil bo‘ladi: u=F(f(x)).
Odatda bunday funksiyalar murakkab funksiya deyiladi.

3-§. Elementar funksiyalar

Elementar funksiyvalar kitobxonga o‘rta maktab matemati-
ka kursidan ma’lum. Biz quyida elementar funksiyalar haqgidagi
asosiy ma’lumotlarni bayon etamiz.

I'. Butun ratsional funksiyalar.

Ushbu

y=a,+taxtax’+..a, x"I+ax
ko‘rinishdagi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bunda
a, a,..,a, o‘zgarmas sonlar, neN. Bu funksiva R=(—w,+«x) da
aniglangan.

Butun ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:

a) chizigli funksiya. Bu funksiya

y=ax+b (a=0)
ko‘rinishga ega, bunda a,b o‘zgarmas sonlar.

Chizigli funksiya (—w,+o) da aniglangan «>0 bo‘lganda
o‘suvchi, a<0 bo‘lganda kamayuvchi: grafigi tekislikdagi to‘gri
chizigdan iborat;

b) kvadrat funksiya. Bu funksiya

y=ax-+bx+c  (a=0)
ko‘rinishga ega, bunda a,b,c o'zgarmas sonlar.

Kvadrat funksiva R da aniglangan bo‘lib, uning grafigi para-
bolani ifodalaydi.

Ravshanki,
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2 2
y=akF +bx+c=()[x+—b—) —b——ﬂg.
4a

a

Y 4 by T
a=0 a<0

D=0 =0

3-chizma.

Parabolaning tekislikda joylashishi ¢ hamda D=#—4a lar-
ning ishorasiga bog‘liq bo‘ladi. Masalan, a>0, D>0 va a<0, D<0
bo‘lganda uning grafigi 3-chizmada tasvirlangan parabolalar
ko‘rinishida bo‘ladi.

2°. Kasr-ratsional funksiyalar. Ushbu

_a,+tax+ax +..+ax"
T by +bx+bx’ . +bx"

ko‘rinishdagi funksiya kasr-ratsional funksiya deyiladi. Bunda a,,
a,..,a,va b,b,... b lar o‘zgarmas sonlar neN, meN. Bu funk-
siya
X=(—o,+0)\{x|b,+tbx+...4b, x"=0}
to‘plamda aniglangan.
Kasr-ratsional funksiyvaning ba’zi xususiy hollari:
a) teskari proporsional bog‘lanish. U

a

V== (E#£0 0=const)
E

ko‘rinishga ega. Bu funksiya
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X=(—0, O (0,+x0)=R\{0}
to‘plamda aniglangan, tog funksiya, @ ning ishorasiga qarab funk-
siya (—w, 0) va (0,+w) oraliglarning har birida kamayuvchi yoki
o‘suvchi bo‘ladi (4-chizma).

rt y
a=0 a<0

. >

0 X Or X

4-chizma

b) kasr-chizigli funksiya. U ushbu
_akb+b
cE+d

y
ko‘rinishga ega. Bu funksiva

X:R\{-ﬁ} (c 0)
C

to‘plamda aniglangan:

Ravshanki,
abE+b bc—ad 1 a
y= = R + .
cE+d ¢ g«
¢
Demak,
o« o= bc—ad B d  a
E+f 7 & 7



. . e ._a . ~e e . ..
Uning grafigini Y=~ funksiva grafigi yordamida chizish

mumKkin.
3°. Darajali funksiya. Ushbu
y=x7, (x=0)
ko‘rinishdagi funksiva darajali funksiya deyiladi.

Bu funksivaning aniglanish to‘plami a ga bog‘liq. Darajali
funksiya a>0, bo‘lganda (0,—) da o‘suvchi, a<0 bo‘lganda ka-
mayuvchi bo‘ladi. y=x° funksiya grafigi tekislikning (0,0) va (1,1)
nuqtalaridan o‘tadi.

4°. Ko‘rsatkichli funksiya. Ushbu

y=a*
ko‘rinishdagi funksiya ko‘rsatkichli funksiya deviladi. Bunda
acR, a>0, a#l. Ko‘rsatkichli funksiva (—w,+) aniglangan, vxeR
da a*>0; a>I bo‘lganda o‘suvchi; 0<a<] bo‘lganda kamayuvchi
bo‘ladi.

Xususan, a=e bo‘lsa, matematikada muhim rol o‘ynaydigan
y=e* funksiya hosil bo‘ladi.

Ko‘rsatkichli funksiyaning grafigi Ox o‘gidan yuqorida joy-
lashgan va tekislikning (0,1) nuqtasidan o‘tadi.

5°. Logarifmik funksiya. Ushbu

y=log x
ko‘rinishdagi funksiva logarifmik funksiya deyiladi. Bunda
a>0, a#l.

Logarifmik funksiya (0,+«) da aniglangan, y=a¢* funksiyaga
nisbatan teskari; ¢>/ bo‘lganda o‘suvchi, 0<a<] bo‘iganda ka-
mayuvchi bo‘ladi.

Logarifmik funksiyaning grafigi Oy o'gining o‘ng tomonida
joylashgan va tekislikning (0,1) nuqgtasidan o‘tadi.

6°. Trigonometrik funksiyalar. Ushbu

V=SINX, y=C0$x, Y=IgX, Y=CIgX, Y=secx, y=cosecx
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funksivalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.
y=sinx, y=cosx funksiyalar R=(—oc,+w) da aniglangan, 2z
davrli funksiyalar VxeR da
—I<sinx<l, —I<cosx<l
bo‘ladi. Ushbu
y=tgx
funksiya

X:RM%€R|x:Qk+D§;k:QiLiLu}

to‘plamda aniglangan = davrli funksiya, ctgx, secx, cosecx funk-
siyalar sinx, cosx,tgx lar orqali quyidagicha ifodalanadi:

cigx = —1—, secx = ;, cosecx = —
tgx CcOSX sinx
7°. Giperbolik funksiyalar. Ko‘rsatkichli y=e* funksiya yor-
damida tuzilgan ushbu
55T 5457 5-5T 545

2 7 2 7 54y 55

funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik ko-
sinus, giperbolik tangens, giperbolik katangens) funksiyalar deyila-
di va ular quyidagicha

5}'_ X X X X._ x X X
shx = 2_7 R chx:5 ;j“ , rhx:5 5” cthx=5 el

sx +5—\ 5\ _5—.\

belgilanadi.
8°. Teskari trigonometrik funksiyalar. Ma’lumki, y=sinx funk-
stya R da aniglangan va uning giymatlari to‘plami

Y111
bo‘ladi.
Agar xe[—ﬁ, E} bo‘lsa, u holda X:[—f, f} va );——‘/—1,]]
2 2 2 2

to'plamlarning elementlari o‘zaro bir giymatli moslikda bo‘ladi.
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y=sinx funksiyaga nisbatan teskari funksiya
y=arcsinx

kabi belgilanadi.

Shunga o‘xshash y=cosx, y=tgx, y=ctgx funksiyalarga nisba-
tan teskari funksiyalar mos ravishda

Y=arccosx, y=arcigx, y=arccigx

kabi belgilanadi.

Ushbu y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arccigx funksiyalar
teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

Funksiya limiti

Funksiya limiti oliy matematikaning muhim tushunchala-
ridan biri. Bu tushuncha yordamida matematika va uning tad-
biglarida ko‘p foydalaniladigan funksiya hosilasi tushunchasi ki-
ritiladi.

Avvalo, soddalik uchun natural argumentli funksiya (sonlar
ketma-ketligi) va uning limitini keltiramiz. Keyinchalik ixtiyoriy
argumentli funksiya limitini bayon etamiz.

4-§. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi

Aytaylik, barcha natural sonlar to‘plam
N={123,...n,.}={n
ning har bir » elementiga (natural songa) biror f'qoidaga ko‘ra bit-
ta tayin x, haqiqiy son mos qo‘yilgan bolsin. Bu holda argumet-
li » bo‘lgan funksiya hosil bo‘ladi. Uni natural argumetli funksi-
va deyiladi. Demak,
x,=f(n)
Bu funksiya giymatlari
x/(]) Xézf(Z),, xn:f(n)

dan tashkil topgan ushbu
(1)

X[ X5,X 50, X

e
to'plam sonlar ketma-ketligi deyviladi.
86



(1) ketma-ketlikni tashkil etgan
x, (n=1,2,3,.)
sonlar ketma-ketlik hadlari deyiladi: x, — birinchi had, x, — ik-
kinchi had va hakozo, x,—# — had (yoki umumiy had). (1) ket-
ma-ketlikni gisqacha {x } kabi belgilanadi.
Ko‘pincha ketma-ketliklar umumiy hadlari orqali belgilana-
di. Masalan:

b olall 1
n 2°377n
NP
" n \/5’ 30
3) x, =" =1L+, -1+
Biror {x,}:
XX 5,X 30000,X, (1)

ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
Agar bu (1) ketma-ketlikning hadlari quyidagi tengsizliklarni
XXX LS S (6, <x,<x ;< <x, <L)
ganoatlantilirsa, ya'ni ixtiyoriy #e N uchun
Xngxn-F/’ (xn<xn+1)
bo'lsa, {x,} o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi) ketma-ketlik deyiladi.
Agar (1) ketma-ketlikning hadlari giyidagi tengsizliklarni
XPX2X 22X, > (X;2X,2X3>..2X,>...)
ganoatlantirilsa, ya'ni ixtiyoriy #eN uchun
X2 X, i g (X, 2%, )
bolsa, {x,} kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,
x,=n:1,2,3,...
gat’ly o‘suvchi,



qat’ly kamayuvchi ketma-ketliklar bo‘ladi.

Ofsuvchi (qat’iy o‘suvchi), kamayuvchi, (qat’'iy kamayuvchi)
ketma-ketliklar umumiy nom bilan monoton kerma-ketliklar de-
yiladi.

Agar {x,} ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta o‘zgar-
mas M sondan kichik yoki teng, yvani ixtivoriy #e N uchun

X, <M
bo‘lsa, {x } yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,

[—

10
5

3

IRV

ketma-ketlik yuqoridan chegalangan bo‘ladi, chunki ixtiyoriy
neN uchun

I +1:1+L7S2
n n

bo‘ladi.

Agar {x,} ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta o‘zgar-
mas m sonidan katta yoki teng, ya'ni ixtiyoriy ne/N uchun

X, m

bo'lsa, {x.} quyidan chegalangan ketma-ketlik deyiladi.

Masalan,

1 111
R SRR

ketma-ketlik quyidan chegalangan bo‘ladi, chunki ixtivoriy neN
uchun

bo‘ladi.
Agar {x,} ketma-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan che-

galangan bo‘lsa, ya'ni ixtivoriy neN uchun
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m<x,<M
bo‘lsa, {x } chegalangan ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,
1
= 441

23
871377

ketma-ketlik chegalangan bo‘ladi, chunki ixtiyoriy #e N uchun
_ n
4+n°

; >0
bo‘ladi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning quyidan chegalangan-
ligini bildiradi.
Ma'lumki,
0<(n—2)"=n’—4n+4
bo‘lib, undan 4n<n?|4, ya'ni
n 1
S —_
4+n* 4
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning yugori-
dan chegalanganligini bildiradi.
Demak, berilgan ketma-ketlik chegalangan.
2°. Ketma-ketliklar ustida amallar.
Aytaylik, ikkita {x,} va {y,} ketma-ketliklar berilgan bo‘lsin:

(X} X)X 50X 5,0 X,

{y,,/l: Yp¥YaXged

Quyidagi
x]+y[) -x2+y2, X_;‘}‘yj,...,xn‘f-yn,.‘.,
XY Xy TVa o X3V X, TV e

X, Vi X5 Yy X3 ')’3,...,)&'” Vipseens

! 2 3 —
— == (v, #0,n=12,3,..)
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ketma-ketliklar mos ravishda {x} va {y} ketma-ketliklarning
yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular

AR A ) {’v‘—}
kabi belgilanadi.
3°. Ketma-ketlikning limiti.
Biror a nuqta (haqiqiy son) hamda ixtiyoriy musbat ¢ soni be-
rilgan bo‘lsin. Ushbu
(a—c,ate)=[xe R-a—c<x<a+tg]

interval a nuqtaning atrofi (¢ — atrofi) deyiladi (1-chizma)
a-€ aq ate

Ravshanki, ¢ soni turli giymatlarga teng bo‘lganda a nuqta-
ning turli atroflari hosil bo‘ladi.

1
Masalan, ¢=/ nuqtaning ¢ =3 atrofi
1 1 2 4
I-=0+= |, yani [ =.—

a=0 nuqtaning € :Ta atrof1

Lo 11
0——,0+— | yani |——,—
( 10 10]””’ ( 10 10)

intervaldan iborat bo‘ladi.
Biror {x, }:

intervaldan;

XX 0 X 50000, X, e
ketma-ketlik hamda a son (nuqta) berilgan bo‘lsin.
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Ta’rif. Agar @ nugtaning ixtiyoriy
(a—¢, ate)
atrofi (¢ — ixtiyoriy musbat son) olinganda ham {x } ketma-ket-
likning biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari shu atrof-
ga tegishli bo‘lsa, a son {x } ketma-ketlikning limiti deyiladi va

limx, =a

kabi belgilanadi.

Ta'rifdagi «{x,} ketma-ketlikning biror hadidan boshlab keyin-
gi barcha hadlari ¢ nugtaning ixtiyoriy (a—¢, at+¢) atrofiga tegish-
li» deyilishini quyidagicha aytish mumkin:

Ixtiyoriy musbat € son olinganda ham, shunday natural », to-
pilib, barcha n>n, uchun

a—¢<x,<ate
yoki
—&e<x,—a<e ya'ni |x™ al<e
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu mulohazalarga ko‘ra {x,} ketma-ketlik-
ning limitini quyidagicha ta’riflash mumkin bo‘ladi.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy >0 son olinganda ham shunday natural

son #n, topilsaki barcha n>n, uchun

Ix, al<e
tengsizlik bajarilsa, a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.
Masalan,

ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘ladi, chunki ixtiyoriy £>0 so-

ni olib, unga ko‘ra [1] ni topib, so‘ng

€
1
HOZ[-}+I
€

91



deyilsa, unda barcha n>n, uchun

1
~—0
n

I
:l<—-si=s

noon,

X "‘al:
n

1
£
.1
bo‘ladi. Demak, lim-—=0.
Ushbu 1,—1,1,—1,1,—1,... ketma-ketlik limitga ega bo‘lmaydi,
1
chunki har ganday « son, jumladan a =5 deyilsa, unda, ravshan-

ki berilgan ketma-ketlikning biror hadidan boshlab, keyingi bar-

. 1 . C . .
cha hadlari a=5 nuqgtaning ¢ — atrofiga tegishli bo‘lmaydi.

Agar [x | ketma-ketlikning limiti nolga teng, }’1_?: x, =0 bo‘lsa,

{x,} — cheksiz kichik miqdor deyiladi.
Tasdiq. {x } ketma-ketlik a limitga ega bo‘lishi uchun
a,=XxX,—da
ning cheksiz kichik miqdor bo‘lishi zarur va vetarli.
Bu tasdigning isboti yuqorida keltirilgan ketma-ketlik limiti
hamda cheksiz kichik miqdor ta’riflaridan kelib chigadi.
Keltirilgan tasdigdan

X, =a+ a,
bo‘lishi kelib chiqgadi.
. =" 123 n .
Masalan, X, mil 234 ketma-ketlik  uchun
n n+1-1 1 . n
X, = = =1 bo‘lib, X, =
n+l n+l n+1 n+l

14 -1

Cheksiz kichik migdor bo‘lgani uchun limx, =lim o

bo‘ladi.



Agar har ganday musbat M son olinganda ham shunday »,
natural son topilsaki, barcha n>n, uchun |x,[>M bo‘lsa, {x,} ket-

ma-ketlikning limiti «o» deyiladi le X, = oo

Aytaylik, x,=n; 1,2,3,4,..n,... bo'lsin. Bu ketma-ketlikning

it o bo‘ladi: Imx, =liman =eo
limiti « bo‘ladi: 50 = 10

Biror {x,} x,,x,.X;,...,x,,... ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

Bu ketma-ketlik:

1) chekli limitga ega bo‘lishi mumkin,

2) limiti cheksiz bo‘lishi mumkin,

3) limitga ega bo‘lmasligi mumkin.

Agar ketma-ketlik chekli limitiga ega bo‘lsa, u yaginlashuvchi
ketma-ketlik deyiladi.

2) va 3) hollarda ketma-ketlik uzoglashuvchi deyiladi.

4°. Yaginlashuyvchi ketma-ketliklarning xossalari.

Yaginlashuvchi ketma-ketliklar gator xossalarga ega. Ularni
keltiramiz.

1) agar ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, uning limiti yago-
na bo‘ladi;

2) agar ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, u chegaralangan
bo‘ladi;

3) o‘zgarmas sonning limiti o‘ziga teng;

4) agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo'lib,

limx, =a, limy =5

n—>c0 o0

X
bo‘lsa, u holda fc*X,}  {x ¥,/ {x,y./ {v_} v,0)

- n

ketma-ketliklar ham yaqinlashuvchi bo‘lib,
a) Lﬂ {x,zy,}= ’111_{2 x, tlimy, =ath,

n—re

by lim{x, -y, }=limx, -limy, =a-b,

F1—yoa 11— n—roo
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lim{c-x,}=c-limx,c-a (c—const)

i X lim x,, a
¢) lim {yﬂ } =i =y (070 3, #0) boladi;

5) agar {x} va {y,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lib, ixti-
yoriy s natural son uchun x<y (x>y ) bo‘lsa, u holda
limx, <lmy, (limx, 2limy,) poladi:

6) agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi va

limx, =limy, =a

H—eo A—oe

bo'lib, ixtiyoriy » natural son uchun x,<z <y, bolsa, {z,} ket-
ma-ketlik ham yaqinlashuvchi va ’171_122,1 =a bo‘ladi.

5°. Ketma-ketlik limitining mavjudligi.

e_soni.

Biz yugorida yaginlashuvchi ketma-ketliklarning gator xossa-
larini keltirdik. Bu xossalar ketma-ketliklarning chekli limitga
ega bo'lishi bilan bog'lig.

Ketma-ketlikning qachon chekli limitga ega bo‘lishi haqidagi
masala limitlar nazariyasining muhim masalalaridan hisoblanadi.

Ketma-ketlik limitining mavjudligini ifodalovchi teoremalar
maxsus adabiyotlarda keltiriladi.

Biz quyida mavjudlik teoremalarining ayrimlarini isbotsiz kel-
tiramiz.

I-teorema. Agar {x,} x,x,Xx;...,x,,.. ketma-ketlik o‘suvchi
bo‘lib, yuqoridan chegaralangan bo‘lsa {x,} ketma-ketlik chekli
limitga ega (ya’ni yaqginlashuvchi) bo‘ladi.

2-teorema. Agar {x,} x,Xx,X;,..,X,,... ketma-ketlik kamayu-
vchi bolib, quyidan chegalangan bo'lsa, {x } ketma-ketlik chekli
limitiga ega (va’ni vaginlashuvchi) bo‘ladi.

e_soni. Matematikada e deb ataluvchi son muhum ro‘l o'ynay-
di. U maxsus ketma-ketlikning limiti sifatida ta’riflanadi.

94



Ma’lumki, ixtiyoriy «>—1 va ixtiyoriy natural »>2 sonlar uchun
(I+a)>I+n-a *

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Uni Bernulli tengsizligi deyiladi.
Endi ushbu

x, = 1+l : Z,Q,ﬁ,..., 1+l youe
n 4°27 n

Sonlar ketma-ketligini qaraymiz. Bu ketma-ketlikning o‘suv-
chi hamda yuqoridan chegaralanganligini ko‘rsatamiz.
a) ketma-ketlikning o'suvchiligi.

Qaralayotgan
x, = H—l
n

ketma-ketlikning o‘suvchi bo‘lishini korsatish uchun uning

n—1 n
Xn_1:(1+—11‘) R Xn:(1+“1‘)
n— n

hadlarining nisbatini garaymiz:

e UE R I O R P
o= I+— o 1+ = : =
X, n n—1 n n—1
_[n#—l]“.(n——l)"_l_n+l.(n+1)n_l (n—l)"_]_
n o n n n n
_n+1(n—1}”l_n+l I—L -
n n n n’ .

Bu tenglikdagi
1 -} 1 n—1
n n

ifodaga Bernulli tengsizlikni gqo‘llab topamiz:
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Natijada

X
>,

bo‘ladi. Demak,
X

n—-1

Keyingi tengsizlikdan x, _, _x, bo‘lishi kelib chiqadi.

X, :(H’l)
n

ketma-ketlikning o‘suvchi ekanligini bildiradi.
b) Ketma-ketlikning yugoridan chegaralanganligi.

Bu

Qaratilayotgan ketma-ketlikning umumiy hadi X, :(H;J
ni baholaymiz:
1Y (n+1Y (2n+2 2n+1)"
x = l+—| = = . =
" n 7 2n  2n+1
B 2}7+2)" (2n+1j”* 1 1
2n 2n+1 2n Y (2n+1Y
2n+1 2n+2
| 1

n I1< n "
1- ] 41- ! 1—L -(1—L)
2n+1 2n+2 2n 2n
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Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:
AV R -
1—L ! l+—l >1+n-—=1—l=l.
2n | = 2n 2n 2 2
Natijada
1
X, <—ll =4
22

bo‘lib, undan {x,} ketma-ketlikning yuqoridan chegaralanganli-

gi kelib chigadi.
{x"}:{(l+l) }
n

Shunday qilib
ketma-ketlik o‘suvchi va yuqoridan chegaralangan.
Unda l-teoremaga ko‘ra bu ketma-ketlik chekli limitga ega

bo‘ladi.
{3

Ta’rif. Ushbu
ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi:

lim(l +1J =e
H—ro }7

Bunda e lotincha exponentis — «ko‘rsatkich» so‘zining dast-
labki harfini ifodalaydi.

e — irratsional son bo‘lib uning taqribiy qiyvmati e=2,7182 ga
teng.

Odatda asosi e bolgan logorifm natural logorifm deyilib
InA=log A kabi belgilanadi.
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5-§. Funksiya limiti

I°. Sonlar to‘plamining limit nuqrasi.

Aytaylik, biror haqigiy sonlar to‘plami X va x, nugta (haqgiqiy
son) berilgan bo‘isin.

Ta’rif. Agar x,nuqtaning ixtiyoriy (x,~¢, x,t¢) (¢>0) atrofida
X to‘plamning cheksiz ko'p nuqtalari bo‘lsa, x, nugta X to‘plam-
ning limit nuqgtasi deyiladi.

Masalan:

1) X=[0,1} to‘plamning (segmentining) har bir nugtasi shu
to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi;

2) X=(0,1) to‘plamning (intervalning) har bir nugtasi va x=0,
x=I nugqtalar shu to‘plamning limit nuqtalari bo‘ladi;

3) X=N={1,2,3,...} to‘plam limit nugtaga ega emas.

Tasdig. Agar x, nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, u
holda shunday sonlar ketma-ketligi {x } topiladiki:

1) Ixtiyoriy natural n da x, eX, x,#x,,

2) Imx, =x, poadi.

Shuni aytish kerakki, tasdigning shartlarini ganoatlahtiruvchi
ketma-ketliklar istalgancha bo‘ladi.

2°. Funksiya limitining ta’riflari.

Aytaylik, f{x) funksiya X to'plamda (XcR) berilgan bo'lib, x,,
nugta shu to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

Ta'rif. Agar X to‘plam nuqtalaridan tuzulgan va x, ga inti-
luvchi (yaqinlashuvchi) har ganday

{x,}:x.,x,,x,...x,,(x, #a) limx, = x,

ketma-ketlik olinganda ham funksiya givmatlaridan iborat

)b Jx ) S ) Jx ), J X
ketma-ketlik yagona A4 ga (chekli yoki cheksiz) intilsa shu 4 ga
Jf(x) funksiyaning x, nuqtadagi (x ning x,ga intilgandagi) limiti
deyiladi va lim /(x)=4 kabi belgilanadi.
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Misol. Ushbu f{x)=2x—1 funksiyaning x,=3 nuqtadagi limiti-
ni topamiz.

Har bir hadi 3 dan fargli bo‘lgan, 3 ga intiluvchi ixtiyoriy {x }
ketma-ketlikni olamiz: ,{i_)mwx,, =3  (x,#3, n=123,..).

U holda berilgan funksiyaning giymatlari f{x), n=12,..
bo‘lib ulardan tuzulgan ketma-ketlik
{fx, )} ={2x,— 1}
bo‘ladi. Bu sonlar ketma-ketligining limiti
lim f(x,)=lim(2x,-1)=2-3-1=5

bo‘ladi. Demak, ta’rifga ko‘ra f{x )=2x—I funksiyaning x—3 dagi
limiti 5 ga teng bo‘ladi:
lm31 fx,)= lirr}(2x -1)=5

Ikkita >0 va >0 (yetarlicha kichik) sonlarni olaylik.

Ma’lumki, x, nuqtaning & atrofi (x,—8, x,%9) intervaldan, 4
sonining ¢ atrofi (A—s, A+ ¢) intervaldan iborat bo‘ladi.

J(x) funksiya argumenti x ning x#x, bo‘lib, (x,~d, x,+06) atrof-
ga tegishli ekanligini, ya’'ni xe(x,—0, x,+06), bolishi quyidagicha
ifodalanadi:

Xy~ 6 <x<x,<3, x#x,  O0<|x—x,|<8.

Shuningdek, f{x) funksiya mos qivmatlarining (A—s. A+ ¢) at-
rofga tegishliligi, ya'ni

fix)e(A—s, A+ &)
bo‘lishi quyidagicha ifodalanadi:
A—e<f{x)<A+e, ix)—A|<e

U holda bu ifodalardan foydalanib, funksiva limitini quyida-
gicha ham ta’riflash mumkin.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢>0 son olinganda ham shunday 6>0 son
topilsaki, argument x ning
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0<|x—x,|<8
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida

) ~Al<e
tengsizlik bajarilsa, A son f(x) funksiyaning x,nuqtadagi (x—x, da-
gi) limiti deyiladi va yugoridagidek 1M ./(x)=4 kabj belgilanadi.

Odatda, (x,— 9§, x,) va (x, x,+0) intervallar (6>0) x, nuqta-
ning mos ravishda chap va o‘ng atrofi deyiladi.

Agar funksiya limiti ta’rifida funksiya argumenti x ning qiy-
matlari x, nugtaning chap atrofida bo‘lsa, funksiya limiti chap
limit deyiladi va

jg{()f(x) = 13710 S =f(x,-0)
kabi belgilanadi.

Agar funksiya limiti ta’rifida argumenti x ning giymatlari x,
nuqtaning o‘ng atrofida bo‘lsa, funksiyaning limiti o‘ng limiti de-
yiladi va

YLifqof(X) = /im S(x)=f(x,+0)

kabi belgilanadi.
Funksiyaning o‘ng va chap limitlari uning bir tamonli limit-
fari deyiladi.
Masalan,
x+2, agar x>0
S(x)=1
x’, agar x<0
funksiyaning x,=0nuqtadagi o‘'ng limiti
lin(ll F)=lim(x+2)=2,
s 0
chap limiti 1irr()1f(x)=liir01x3 =0 bo'ladi.

x>0 x>0
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Aytaylik, y=f(x) funksiya (—, +) oraligda aniglangan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy £>0 son olinganda ham shunday M>0
son topilsinki, |x|>M tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x lar-
da |f{x)—A|<e tengsizlik bajarilsa, A son f{x) funksiyaning x—=
dagi limiti deyiladi va Im f(x)=4 kabi belgilanadi.

3°. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar.

Aytaylik, f{x) funksiya X to‘plamda (XcR) berilgan bo‘lib, x,
shu to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

Agar x—x, da f{x) funksiyaning limiti cheksiz: }g: S(x) =0

bo‘lsa, f{x) funksiya x—x, cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan, f(x)= !
x=2

funksiya x—2 da cheksiz kata funksiya bo‘ladi.
Agar x—x, da f{x) funksiyaning limiti 0 ga teng lim f(x}=0

(x#2)

bo‘lsa, f{x) funksiya x—x, da cheksiz kichik funksiya deyiladi.
Masalan, f{x)=x° funksiya x—0 da cheksiz kichik funksiya
bo‘ladi.
Tasdiq. Agar a(x) cheksiz kichik funksiya (a(x)#0) bolsa, u
holda _1  cheksiz katta funksiya bo‘ladi.
a(x)
1

Agar B(x) funksiya cheksiz katta funksiya bo‘lsa, u holda ﬂ(
x)

cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.
Tasdiq. Agar x—x, da f{x) funksiyaning limiti 4 ga teng,

lim f(x) = 4 bo‘lsa, u holda fix)=A+o(x) bo‘ladi, bunda a(x)

cheksiz kichik funksiya (x—ux,) va aksincha.
Tasdiq. Agar x—x, da a(x) va B(x) cheksiz kichik funksiyalar
bo‘lsa, u holda
a(X)+BX), a(x)—B(x), a(x) B(x)
funksiyalar cheksiz kichik funksivalar bo‘ladi.
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6-§. Limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossalari

Chekli limitiga ega bo‘lgan funksiyalar qator xossalarga ega.
Keyinchalik bu xossalar ko‘p, aynigsa funksiyalarning limitlar-
ini hisoblashda foydalaniladi. Xossalarning asosiylarini teorema-
lar sifatida keltiramiz.

Teoremalarda keltiriladigan funksiyalar:

a) X to‘plamda (XcR) aniglangan, x, nuqta esa shu to‘plam-
ning limit nuqtasi;

b) x—x, da chekli limitga ega deb garaladi.

1-teorema. lkki funksiya yig‘indisining limiti bu funksiyalar
limitlarining yig‘indisiga teng:

xlij}[./'(x) +g(x)]= lglxl f(x)ﬂigl g(x).

Xuddi shunga o‘xshash
lim[ /(x)~g(x)] = lim /(x) - lim g(x)

bo‘lishi isbotlanadi.

Natija. Agar x—x, da f(x) funksivaning limit 4 bolsa, u ya'go-
na bo‘ladi.

2-teorema. lkki funksiya ko‘paytmasining limiti bu funksi-
valar limitlarining ko‘paytimasiga teng:

lim{ /(x)- g(x)] = lim £ (x)- lim g(x).
Natya. O‘zgarmas (son) ko‘payuvchini limit ishorasi tashqari-
siga chigarish mumkin:

lim(c- f(x))=c-lim f(x)-c=const.

X=X,

3-teorema. Ikki funksiya nisbatining limiti surat limitini max-
raj limitiga bo‘linganiga teng:
4 hm f(x)
Im f(l) — a\.‘).\'u (
= g(x)  limg(x)

lim g(x)# O)

X%
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Misollar. 1. Ushbu lim(x2—5x+6x)limit hisoblansin.

x—l
<« Yugorida keltirilgan teoremalardan ifodalanib topamiz:
lim(x2 —5x+6) = linlwc2 —lim 5x + lim 6 =
r—! Xy x— x—

:ljn?x-lirrllx—Slirrllx+6:1-1—5-1+6=2.

2 —
5. Ushbu tim == Jimit hisoblansin.
=3 x"=10+21
<« Ravshanki,
x2=2x—3=(x—3)(x+1),

X2 —=10x+21=(x=3)(x—7).

Unda
. x'=2x-3 . {x=3)x+1)
lim —; =1lim =
=3 x" —10x+21 =3 (x=3)(x—7)
i xrl Hmeh 341 4
=ix—~7  lim(x-7) 3-7 4
bo‘ladi.

7-§. Muhim limitlar

Funksivaning limitlarini hisoblashda quyidagi keltiriladigan
limitlardan ko‘p foydalahiladi. Odatda ular muhum limitlar de-
yiladi.

. sinx .
1°. Ushbu 1351;1 . =1 munosabat o‘rinli. Shuni isbotlaymiz.

Avvalo x o‘zgaruvchining ¢« x <7 tengsizliklarni ganoatlan-
2

tiruvchi giymatlarida
sinx<x<tgx (1)
tengsizliklarning bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun tekis-
likda markazi (0;0) nuqgtada, radiusi R ga teng bo‘lgan doirani
olamiz (1-chizma).
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. L . I, .
Bu chizmadan ko‘rinadiki, AAOB yuzi S, =—R’sinx,
AOB sektorning yuzi

S, = 1 R2gin X,
2
AAQOC ning yuzi
S, ==R’1gx
bo‘ladi. Ravshanki, §,<5,<S,
L
X
G
I-chizma

Demak, %stinx<lR2~x<lR2~rgx‘

Bu tengsizliklarning hamma tomonlarini —2-R2 ga bo‘lib topamiz:

sinx<x<rgx

kevingi tengsizliklarning hamma tomonlarini sinx ga (O<x<£)
bo‘lish natijasida
X 1

- <
Smx  COSx

1<
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kelib chigadi. Bu tengsizliklarni, avvalo

sin x
1> > CoS X
X
ko‘rinishida, so‘ng
sin x
0<1- <l—cosx
x

ko‘rinishida yozib. Agar 1—cosx =2sin’ g < 2sin§ <2- g =X mMuno-

sin x
sabatni e’tiborga olsak, unda |— 1 <}x| bo‘lishi kelib chigadi.

Ixtivoriy >0 sonni olib, unga ko‘ra >0 sonni (uni olingan £>0

va T sonlardan kichik qilib) olinsa, u holda |x—0|=|x|<8 bo‘lganda
2
smx_] <]x|<£
X

bo‘ladi. Bu esa lingﬂzl bolishini bildiradi.
X X
. 1Y
2°. Ushbu !g{}(”;j =e¢ tenglik isbotlansin.

1 n
<« Ma’lumki x,,:(1+;) (n=1,2,3,..)

ketma-ketlik limitga ega bo'lib, uning limiti e soni deyiladi:

nm:(ul) —¢ endi f(x):[ul)
M —ro0 ’7 (r

funksiyaning x>« dagi limiti e, ya'ni
) 1 X
lim=|1+— | =¢
x—yo0 X
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Aytaylik, x>/ bo‘lsin. Agar x ning butun gismini # desak, un-
da n<x<n+I bo‘lib, L 1o podladi. Keyingi ikki munosabat-

n+l x =n

dan

bo‘lishi kelib chigadi.
Ravshanki,

lim{l+—| = lim 1+=1 11+ —
H+L n o +x n n+1
oy Ly
:lfm(1+——) Alim(l+—~) =e¢l=e¢
n—x n+l Ry n+1
l n+l l n l
lim (l+—) = lim }I] +_) .(1+_)J _
n—rTx n n—y+x n n
_ . I
=hmil+—| - lim|l+—|=e-l=¢
4% n >0 n

_ Ly
Unda ,ﬁ’i(”;) =e¢ bo‘ladi.

Aytaylik, x<—I bo'lsin. Agar x=—t deyilsa, x>—w da >+ bo'lib,

) ny IR 1y
lim|l+—| =lim|1-——| =lim|l+— | =
Xy X >+ X =y -1
-1
Camf(i ] (1)
- -1 ol




6-bob. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

Funksiya limiti tushunchasi bilan uzviy bog'langan funksiya-
ning uzluksizligini qaraymiz.

1-§. Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi

Aytaylik, f{x) funksiya (a,b) intervalda berilgan va x, nugta shu
intervalga tegishli nugta bo‘lsin: x,e(a,b).

Ta’rif. Agar x—x, da f{x) funksiya chekli limitga ega bo‘lib, bu
limit funksiyaning x=x, nuqtadagi qiymati f(x,) ga teng,

lim f(x)= f(x) (D
bo'lsa, f{x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.
Funksiya uzluksizligining bu ta’rifi quyidagi ikki shartning bir
yo‘la bajarilishini tagozo etadi:
1) x=x, da f{x) funksiya limitining chekli bo‘lishini;
2) bu limit f{x) funksiyaning x,nuqtadagi giymati f(x,) ga teng
bo‘lishini
Masalan, f(x)=+x"+5 funksiya x,=2 nuqtada uzluksiz
bo‘ladi, chunki birinchidan x»2 da f(x)=+/x’+5 funksiyaning
limiti chekli: lim f(x)=Hmvx’+5=v4+5=3 jxkinchidan, bu
limit berilgan funksiyaning x,=2 nuqtadagi qiymatiga teng:
f(Q)=v22+5=3
Demak, lim /(x) = £(2).
Ushbu
, —,agar x#0,
f={a" %
0, agar x=0
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funksiya x,=2 nuqtada uzluksiz bo'maydi, chunki
. .1
i /()= iy ==

boflib, berilgan funksivaning x,=0 nuqtadagi qiymati
Sy =f0)=0:
lim £ (x) # £ (x,)

Funksiya limiti ta'rifidagi 1M /(x)=7(x) munosabatni

quyidagicha }f{} [f (xX)-f 7(xo)] =0 yozish mumkin.

Odatda x—x, ayirma argument orttirmasi, f{x)—f{x,) ayirma
esa x, nuqtadagi funksiya orttirmasi deyiladi. Ular mos ravishda
Ax va Af kabi belgilanadi: Ax=x x,,

A=) ~1(xy)
keyingi tengliklardan x=x,=Ax, Af=f(x,+ Ax)~/(x,) bo'lishi kelib
chigadi. Natijada }Ln?o JE6)= 1) munosabat ushbu

lim A7 =0 2)
ko‘rinishga keladi.

Demak, (2) munosabatni funksiyaning x, nuqtadagi uzluksiz-
ligi ta'rifi sifatida gabul qilinishi mumkin, ya’ni agar argument x
ning x, nuqtadagi orttirmasi Ax nolga intilganda f{x) funksiyaning
orttirmasi Af ham nolga intilsa, f{x) funksiya x, nugtada uzluksiz
deyiladi (I-chizma).

Masalan, y=f{x)=c (¢ — o‘zgarmas son) funksiya ixtiyoriy
xe(—wtx) nugtada uzluksiz bo‘ladi, chunki bu funksiya uchun

A=HAX)—f(x)=c—c=0
bo‘lib. limo Af =1im 0=0 bo‘ladi.
T A

A0

Aytaylik, y=f{x) funksiya (a,b) intervalda berilgan bo‘lsin.
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y~  v=fix

av

Jixh Sy

AY
0 X X X

XZ-X;

1-chizma

Agar f{x) funksiya (a,b) intervalning har bir nuqtasida uzluksiz
bo‘lsa, funksiva (a,b) intervalda uzluksiz deyiladi.

Aytaylik, y=f{x) funksiya [a,b] segmentda berilgan bo‘lsin.

Agar fi{x) funksiya (a,b) intervalda wuzluksiz bo‘lib,

_YE{BO S(x)=f(a), }l?}of(x) = /() bo'lsa f(x) funksiya [a,b] seg-
mentda uzluksiz deyiladi.
2-§. Funksiyaning uzilishi

Agar f{x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lmasa, ya’ni funksi-
va shu nugtada uzluksiz bo‘lish shartlarini bajarmasa, funksiya x,
nuqtada uvziladi (uzilishga ega) deyiladi. Bunda x, funksiyaning
uzilish nuqtasi deyiladi.

Agar x, nugta y=f(x) funksivaning uzilish nuqtasi bo‘lsa, unda
bu nuqgtada funksiya uzluksizlik ta’rifidagi shartlarni bajarmaydi.
Ular quyidagicha bo‘lishi mumkin:

I". Funksiya x, nuqtaning atrofida aniglangan bo’lib, x,
nuqgtaning o‘zida aniglanmagan bo‘ladi.

Masalan,

y=f0=—

funksiya X,=2 nuqtada aniglanmagan (2-chizma).
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2°. Funksiya x, nuqgtada va uning atrofida aniglangan, biroq
x—x, da f(x) funksiyaning limiti mavjud emas.

Masalan,
X x—1,agar—1<x<2
f(x)=
2—x,agar 2<x<5
X 7 1Y
A
2-chizma 3-chizma

funksiya x,=2 nugtada aniglangan (f{2)=0) ammo bu funksiva
x—x,=2 da limitga ega emas (3-chizma).

3°. Funksiva x, nuqtada va uning atrofida aniglangan hamda
x—x,da funksiya limitga ega

lim f(x)

XX,
ammo bu limit funksiyaning x, nuqtadagi giymatiga teng emas

lim,_, o f(x)# f(xy):
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7-bob. FUNKSIYANING HOSILA VA DIFFERENSIALI

1§-Funksiya hosilasining ta’riflari. Hosilaning geometrik hamda
mexanik ma’nolari

Faraz qilaylik, y= f{x) funksiya (a, b) intervalda aniglangan va
x, nuqta shu intervalning biror nuqtasi bo‘lsin (x,e(a,b)).
Quyidagi amallarni bajaramiz:
1) funksiva argumenti x, ga Ax orttirma beramiz, bunda
x,tAxe(a,b) va Ax+0;
2) bu orttirmaga mos funksiya orttirmasi Af (Ay) ni topamiz:
AY=AS=f(x ) FAX) ~f(x);
3) funksiya orttirmaning argument orttirmasiga nisbatini ola-
miz:
AN SEEADTO) )
Ax  Ax Ax

Ravshanki, bu nisbat muayyan f{x) va muayyan Ax ning funk-
siyasi bo‘ladi.
Ta’rif. y=f{x) funksiya orttirmasi Ay ning argument orttirmast
Ax ga nisbatining Ax—0 dagi limiti
A _ o St A= f(x)

Hm — =
Ar—0 Ax Ar—0 Ax

f(x) funksiyaning x,nuqtadagi hosilasi deyiladi va

df (x,)

(x.), , Vo
J(x) Y
kabi belgilanadi.
Demak,
[ = lim LREEIZIC) )
Ax—>0 Ax

Agar (1) limit chekli bo‘lsa, hosila chekli, (1) limit cheksiz
bo‘lsa, hosila cheksiz deyiladi.
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Eslatma. Agar f{x) funksiya (a,b) intervalning har bir nuqtasi-
da chekli hosilaga ega bo‘lsa, bu f(x) hosila x ning funksivasi
bo‘ladi.

Funksiyaning tayin nuqtadagi chekli hosilasi sonni ifodalaydi.

Ta’rif. Agar f{x) funksiya (a,b) intervalning ixtiyoriy nuqtasi-
da hosilaga ega bo‘lsa, f{x) funksiyaning (a,b) intervalda differen-
siallanuvi deyiladi.

Odatda funksiyaning hosilasini topish amali differensiallash
amali deyiladi.

Agar,

X, TAX=x
devilsa, unda
AX=X"X,
bo‘lib,
Ax—0 da x—x, boladi.

Natijada yuqoridagi (1) ifoda quyidagicha ifodalanadi

hm /(XO +AX)—f('x0) — llm f(x)_f(x())

Ax—0 Ax Ax—rx X— Xy

Demak, funksiya hosilasini quyidagicha ham ta’riflash mum-
kin:
Ta’rif. Ushbu
p L=/ (%)
Av—xy X _—'XO
limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi deyiladi:
F(x)=lim SO =/(x)

X, X — XO

(2)

Funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng va chap hosilalari quyidagicha
ta'riflanadi:
J(x, +Av) = f(x,)
Ax

S +0)= li,
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£t ~0) = Jim LEoTED=T )
Misol. Ushbu
y=f)=x?
funksiyaning hosilasi topilsin.
« 1) argument X ga Ax orttirma beramiz:
x+Ax
2) funksiyaning mos orttirmasi Ay ni topamiz:
Ay =feeH0) 30 =(x+x)*—x =
=x2+2x - AXTAX?—X?=2x * AXHAX;

3) A nisbatni tuzamiz:
Ax

Ay 2x-Ax+Ax’
Ax Ax

=2x+Ax;

4) bu nisbatni Ax—0 dagi limitini topamiz:

Ay
lim — = im(2x+ Ax) = hm 2x+ lim Ax =2x+0=2x

A0 Ay A0 Ar—0
Demak, berilgan funksiyaning hosilasi
y'=(x")'=2x
bo‘ladi.»
2-§. Hosilaning geometrik hamda mexanik ma’nolari

Aytaylik, f{x) funksiya (a,b) da aniglangan va uzluksiz bo‘lib,
shu intervalning x, nuqtasida f’(x,) hosilaga ega bo‘lsin.

Hosila ta’rifiga ko‘ra

i S A= ()
f(x) = lim S0 20

bo‘ladi.
Aytavlik, f(x) funksiyaning grafigi T chizigni (egri chizigni)
tasvirlasin (I-chizma).
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Y !
H
)
M
riaf
M, P
N4 AX
7] 7 Xr XotAX X
1-chizma

Endi T' chizigqa uning M,=M,(x, fi(x,)) nuqtasida urinma

o‘tkazish masalasini qaraymiz. I chizigda M, nugtasidan farqli
M=M(x,+Ax,/(x,+Ax))

nugtani olib, bu nuqtalar orgali I kesuvchini o‘tkazamiz. 1 kesuv-

chining OX o'qi bilan tashkil etgan burchakni ¢ bilan belgilay-

miz.

Ravshanki, ¢ burchak Ax ga bog‘lig bo‘ladi:

P=p(Ax)

Agar M nuqta I’ chiziq bo‘ylab, M, ga intilganda (ya'ni Ax—0
da) kesuvchining limit holati mavjud bo‘lsa, kesuvchining bu
limit holati I' chiziqga M, nugtada o‘tkazilgan urinma deyiladi.
Urinma to‘g‘ri chizigdan iborat bo‘ladi.

Demak, f(x) funksiya grafigi M, nuqtada o‘tkazilgan urin-
maning mavjud bo‘lishi uchun

Jim o(Ax) =«

limitning mavjud bo‘lishini ko‘rsatish yetarli. Bunda ¢ urinma-
ning OX o'qi bilan tashkil etgan burchagi.

Uchburchak MM,P dan
MP A f(x A0~ [ (%)

12p{Ax) =
gp(Ax) M,P  Ax Ax

va undan



S (xy +Ax) = [ (%)
Ax

@(Ax) = arctg

bo‘lishini topamiz.
Funksiva uzluksizligidan foydalanib, Ax—>0 da o(Ax) ning li-
mitini topamiz:
Sx +A)— f(x,)

fimpax) = fimy arcig =S =0~

f(xo +Ax)_]r(x())}
Ax

=arctg [ lim =arctg f(x;)

Ax—0
Demak,
lim p(Ax)
Ax—Q

mavjud va y
a = lim o(Ax) = arcig /"(x,)

ga teng bo‘ladi. Keyingi tenglikdan
fx,)=iga
bo‘lishi kelib chiqadi.

Shunday qilib, f(x) funksiya x, nugtada f(x,) hosilaga ega
bo‘lsa, bu funksiya grafigiga M ,(x, f(x,)) nugtada o‘tkazilgan
urinma mavjud.

Funksiyaning x, nugtadagi hosilasi f'(x,) esa bu urinmaning
burchak koeffitsientini ifodalaydi. Urinmaning tenglamasi ushbu
Y )+ (x,)  (x—x,).

Endi hosilaning mexanik ma’nosini keltiramiz.

Ataylik, moddiy nugta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab (bu to‘g‘ri chizigni
OX oqi deylik) harakat gilib, M nugtaga kelganda bosib o‘tilgan
yo'l § bo‘lsin: OM=S (2-chizma).

0 M

2-chizma

115



Ravshanki, bu yo‘l vagtga boglig bo‘lib, uning funksiyasi

bo‘ladi:
S=5(1) (3)

Odatda (3) tenglama moddiy nugtaning harakat gonuni de-
yiladi.

Agar nuqta t vaqt oraligida S(r) masofani, 7+A¢ vaqt oralig‘ida
esa S(r+A1) masofani bosib o‘tgan bo‘lsa, unda Ar vaqt oraligida
bosib otilgan yo‘l AS=S@#+A1)—S() bo‘lib,

AS  S(t+AnN-S)

At At
nisbat esa moddiy nuqgtaning t hamda 7+ Af vaqt oralig‘idagi o‘r-
tacha tezlikni ifodalaydi.

Agar At nolga intila borsa o‘rtacha tezlik moddiy nugtaning t
paytdagi (momentdagi) oniy tezlikni anigroq ifodalay boradi. De-
mak, t paytdagi tezlik

V(1) = lim S+ Ar)+S(0)
A0 At

bo‘ladi. Keyingi tenglikdan
)=5w 4
bo‘lishi kelib chigadi.

Shunday qilib, moddiy nugtaning harakat qonuni S=S5¢)
bo‘lganda funksiyaning ¢ nuqtadagi hosilasi S'(z) uning ¢ paytdagi
harakat (oniy) tezligini ifodalaydi.

3-8. Funksiya hosilasini hisoblash qoidalari

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da aniglangan bo‘lib,
ular shu intervalda f'¢x) va g'(x) hosilalarga ega bo‘lsin.

I°. Ikki funksiya yig‘indisi va ayirmasining hosilalari.

Teorema. Ikki f{x) va g(x) funksivalar yig‘indisi va ayirmasi-
ning hostlalari bu funksiyalar hosilalarining mos ravishda yig‘in-
disi va ayirmasiga teng bo‘ladi;
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[ +g(x)] =f (x)+g'(x).
<« Quyidagi belgilashni ko‘'ramiz:
Foo=fx)+g(x),
Hosila ta’rifi va funksiya limiti haqidagi teoremalardan foyda-
Janib topamiz:
F'(x) = lim Flx+M0)-F(x) _
Ax—>( Ax
i G AN £ g0t A ][ (1) + 2 ()]
Av->{} Ax
= hm {f(x+Ax)—f(x) + g(x+Ax)——g(x)]:
Ax Ax
- lim flx+Ax)— f(x) + g(x+Ax)—g(x) _
Axr—0 Ax A.X
= f'(x)x g'(x)

Ax—0

Demak,
Fo)=[f(x)+8(x)] =F (x)1g(x).
Masalan,
y=x+x
funksivaning hosilasi
V=) =) (x) =2x+
bo‘ladi.
Masalan,
y=x?+3x
funksiyaning hosilasi
Y= H3x) =(x2) +(3x) =2x+3
bo‘ladi.
2°. Ikki funksiva ko‘paytmasining hosilasi.
Teorema. [kki f{x) va g(x) tunksiyalar ko paytmasining hosilasi

[J3) ()] =f(x) - g(x)+/(x) g'(x)
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bo‘ladi.
« Aytaylik,
Dx)=f(x) *g(x)
bo‘lsin. Funksiya hosilasi ta’rifidan foydalanib topamiz.
@'(x) = lim D(x+Ax)—D(x) _

Ar—0

— i LA g(x+AX) — f(x) - g(x)
Ar—0 AX

(5)

Ma’lumki,
M) =f(x+Ax)—f(x),
Ag(x+AX)=Ag(x) +g(x).
Bu munosabatlardan
JOHAX)=Af) +f(x)
8(xTAX)=Ag(x)+g(x).
bo‘lishi kelib chigadi. Unda yuqoridagi (5) ifoda ushbu
@)= fim [+ Af(x)Hg()Zx +Ag()|-/(Dg() _
i £ S (D + /() Ag() +g(x) A () + & - Ag — f(X)g(x) _

Ax—0 A'r

= A‘égﬂo[g(v ) D, i 28

Ag(X)

+ Ag(x)- Af(r)]

ko‘rinishga keladi. Keyingi tenglikdan
o . Af
P'(x)=g(x) ggglogwt

+f(x)- hm -i;+ lim Ag(x) lim ——

Ax—0

=g f'(O)+ f(x)-g'(0).

A (x) _
Ax

Demak,



D'C)=[f(x) &' =/"(x) *&(X)+/(x) g (x).
3°. Ikki funksiya nisbatining hosilasi.
Teorema. lkki f{x) va g(x) funksiyalar (g(x)#(0) nisbatining

hosilasi

{ f(x)] /@) ()= f(0) g (x)

g(x) 4%
bo‘ladi.
<€ Aytaylik,
g( x)
bo‘lsin.

Funksiva hosilasi ta’rifi hamda limitlar haqidagi teorema-
lardan foydalanib topamiz:
fE+AY) ()
P(x) = lim Px+A)-P(x) . gx+Ax) g(x) _
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
S+ (x)  f(x)
= tim g(x)+Ag(x) gx) _

Ax—0 Ax
i SE) 2 (0) A~ () g(x) = /(1) Ag(x) _
A0 Ax[g(x)+ Ag(x)]-g(x)
A () Ag(x)
g M)~ f()dgly 8 T TSI
RN PR R PSS ey
f ( ) Ag(x)
g O A S e 0 g
(X)+g('r) lim Ag(x) g’ (%)
Demak,



f(x)} S0 @)= f(0) g )
g(x) g () ‘

P(x)= [

4°. Murakkab funksivaning hosilasi.

Aytaylik, u=¢(x) va y=f{u) funksiyalar berilgan bo‘lib, ular
yordamida

y=ftox)
murakkab funksiya hosil gilingan bo‘lsin.

Teorema. Agar u=@(x) funksiya x nuqtada u'=¢'(x) hosilaga
ega bo'lib, y=f{u) funksiya u nuqtada (u= @(x)) f(u) hosilaga ega
bo‘lsa, u holda y=f{p(x)) murakkab funksiya x nuqtada hosilaga
ega va

V=) u,
ya’ni

V=9 (X)) 9 (x)
bo‘ladi.
<« Aytaylik, ¢(x)#const bo‘lsin. Bu holda, Ax=0 bo‘lganda
AU=AQ(x) =@ (x+Ax) —o(x)=0
bo‘ladi. Ayni paytda
Ay=Aflw)=flu+Au)—f(u)

bo‘lib,

Ay Ay Au

Ax B Au Ax

bo‘ladi. Bu tenglikda Ax—0 da (bunda Au ham nolga intiladi)
limitga o‘tib topamiz:
ﬂ

A0 Ay

lim ﬂ = Iim(

Av—0 Ay Av—0

Ay Au
A Ax

lim f; = Fp(0)- ()

Demak,
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=) [ (9(x)  @(x).
Masalan,
y=(x*+5x+3)
funksiva uchun
u(x)=x?+hx+3, fw)=u’
bo‘lib, teoremaga ko‘ra
[ =f(w) -u'(x)
ya’ni
[P +5x+3P]'=3 - (x*+hx+3)? - (2x+5)
bo‘ladi.
5°. Teskari funksiyaning hosilasi.
Avtaylik, y=f{x)} funksiya (a,b) da berilgan, gat’iy o‘suvchi
(gat’ty kamayuvchi) va fi(x) hosilaga ega bo‘lib, f(x)#0 bo‘lsin.
Teorema. y=f{x) funksiya x=¢(y) teskari funksiyaga ega bo‘lib,

, 1
?(») 70
bo‘ladi.

<« Avtaylik, y=f(x) funksiyaga teskari bo‘lgan funksiya x=e¢(y)
bo‘lsin.

x=g¢(y) funksiya argumentiga Ay(Ay#0) orttirma beramiz.
Unda x=¢(y) funksiya ham Ax orttirmaga ega bo‘lib, y=f{x) funk-
siva gat’ly monoton bo‘lganligi uchun Ax#0 bo‘ladi. Ravshanki,

Ax 1
Ay - Ay
Ax

Agar Ay—>0bo‘lsa, unda Ax ham nolga intiladi. Ax—>0 (funksi-
ya uzluksiz bo‘lganligi uchun).
Ma’lumki,

lim % =@ (f0=0)
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Bu munosabatdan foydalanib topamiz:

. Ay 1 1
lim — = =—
A0 Ax 1imé)i S(x)
Av—0 Ax
Demak,
1
P(v)=—
S(x)
Masalan,

y=i

funksiyaga teskari funksiva x=3< bo‘lib
1 1 1 1
y = = = 2 ’
¥ G 2y 2dx
bo‘ladi.
4-§. Sodda funksiyalarning hosilalari. Hosilalar jadvali

Funksiya hosilasi ta’rifi hamda hosila hisoblash qoidalaridan
foydalanib sodda funksiyalarning hosilalarini topamiz.

I°. Darajali, y=x" (ncN) funksiyaning hosilasi.

y=x" funksiya argumenti x ga Ax orttirma berib, funksiva ort-

tirmasini topamiz:
AYy=fx+ AX)—f(x)=(x+ Ax)"—x"
Nyuton binomi formulasiga ko‘ra
Ay =(x+Ax)"—x" =
n(n—1) =
2!
n(n 1)

Z(x"+nx Ax+——= A+ +(Ax)” ) =

=" A+ — X" A 4 (AX)”

bo‘ladi.



Ay

Endi == nisbatini tuzamiz:
Ax
nx™ e Ax + n(n—1) XA L+
Ax Ax
LA _
Ax

=nx"" + ﬁ(_”Z‘_J X Ax 4 (AT

So‘ng Ax—»0 bu nisbatning limitini
¢, n(n—

. . 1) .- -
llmé}—}: lim l:nx"_ +————)x” LA 4 (AY) 1}2
Ax—=0 Ax Ax—>0 21

Demak,
y=an) =n-x""1
2°, Ko‘rsatkichli funksiya y=a*(a>0, a+l) ning hosilasi.
Avvalo y=¢* funksiyaning hosilasini topamiz. Funksiya argu-
ment x ga Ax orttirma berib funksiya orttirmasini
Ay=e* T\ —ex=eX(eM—]),
so‘ng uni Ax ga bo‘lib, ushbu
Ay e (e™ -1)
E - Ax

nisbatni topamiz. Endi,

Ax
. . -1
lim 2 = jjm ¢ =1
Ax—Q Ax Ar—0 Ax
limitni hisoblaymiz. Bu limitni hisoblashda Ax—0 da
eMN—[~Ax
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e‘(e™ =1 e -1 . Ay
—_—= im =¢'-lim—=¢".
Ax—Q Ax Ax—0 Ay Ax—0 A-xf

Demak,
lim éf =e’, yani y'=(e*)=e*
A0 Ay
Endi y=¢* funksivani qaraymiz. Ma’lumki,
¥ —ex Ina
bo‘ladi. Murakkab funksiya hosilasi formulasidan foydalanib to-
pamiz.
(@) '=(ex"9)'=exIne + (x - [na) '=e*a(Ing)=(e"* ) « [na=a* « Ina.
Demak,
(a¥)'=a*Ina (a>0, atl)

3°. Logarifmik funksiya y=log x (a>0, a#1) ning hosilasi.
Avvalo y=/nx funksivaning hosilasini topamiz: Ravshanki,

]nx+Ax ln(lﬁ-g)

Ay _In(x+Ax)-Inx _ X X
Ax Ax Ax Ax
Ma’lumki, Ax—0da
ln(l+gJ~ A
X X

bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz.

Ax In 1+éx~ éx_ L
um~=nml—Jx = lim X~ = lim —=—

Av—o0 Ax—0 Ax Ax—>0 Ay Ax—0 x X
Demak,

V=(nx) = 1
X
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Endi

y=log x
funksiyani garaymiz. Ravshanki,
Inx
log, x=—
Ina

Unda

1 11
(10ga x),:(llf) :——(h/lx)’:____.._.
Ina x

bo‘ladi. Demak,

(log, x) =
xlna

4°. Trigonometrik funksiyalar.
y=sinx, y=cosx, y=lgx, y=cigx

larni hosilalari.
Ushbu

y=sinx
funksiya argument x ga Ax orttirma berib, funksiya orttirmasi
Ay=sin(x+Ax) sinx
ning Ax ga nisbatini qaraymiz;

. Ax Ax
. . 2sin——cos| x+—
Ay sin(x+Ax)—sinx _ 2 2
Ax Ax Ax
Ax

*sinz-cos )c+g
= ar >

2

So‘ng Ax—0 da limitga o‘tib, bunda
. sina
lim

a0

=1
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bo‘lishidan foydalanib topamiz:

. Ax
) AV ] Rijst 7 Ax
lim — = lim -cosl x+— ||=
A0 Ay AY—0 Ax 2

2

Clim o 2 A
—Arao Ax AiLDOCOS X 5 =1-COosSx.

2

Demak, y'=(sinx)'=cosx boladi.
Xuddi shunday o‘xshash y=cosx funksiyaning hosilasi
y'=(cosx)=—sinx
bo‘lishi topiladi.
Endi y=fgx va y=ctgx funksiyalarning hosilalarini topamiz.
Bunda ikki funksiva nisbatining hosilasini hisoblash goidasidan
foydalanamiz:

- M ’ 7
, , (sinx) (sinx)"-cosx—-(cosx)
V= ([gx) = = 5 =
CoS X cos x
_Cosxcosx—sinx-(—sinx) _
cos® x
2 -2
_cos"x—sin"x 1
cos’ x cos’ x
Demak,
/ ’
V= (1) = ——.
cos’ x
Shuningdek,
, , [cosx (cos x)-sin x —cos x- (sin x)
Y =(cigx) = — = — =
sin x sin’ x
_ —sinx-sinx—cosx-(cosx) —(sin’x+cos’x) 1
sm” x sin’ x sin’ x
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bo‘ladi.
Demak,

y’:(ctgx)'z— —
s x

5°. Teskari trigonometrik funksiyalar.
y=arcsinx, y=arccosx, y=arcigx, y=arcctx
ning hosilalari.
Aytaylik,
y=arcsinx
bo‘lsin. Ma’lumki, bu funksiyaga nisbatan teskari funksiya
X=siny (_E <y< E)
2 2
bo‘ladi. Ravshanki, (_E’Ej da
22
xX'=cosy (cosy+0)
Teskari funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydala-
nib topamiz:
S L I
siny)  cosy Jl=sin’ y -2

V' =(arcsin x) =

Demak,
’ . ’ 1
v =(arcsinx) = =
1—x°
Xuddi shunga o‘xshash
y=arc cosx
funksiyaning hosilasi
1
¥ =(arcsinx) =— -
1—x"

bo‘lishi ko‘rsatiladi.
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Endi
y=arcilgx
funksiyaning hosilasini topamiz.
Ma’lumki, y=arcigx funksiva

X=1gy (—g—<x<g)

funksiyaga teskari funksiya bo‘ladi.
Teskari funksiyaning hosilasini hisoblash goidasidan foydala-
nib topamiz:
¥ =(arctgx) = t__ ! =cos’ y= ! i
1 I+2g°y 1+x°

(1gyy

cos’ y

Demak,

V' =(arctgx) = L .
I+x”

Xuddi shunga o‘xshash
Y=arc cigx

funksiyaning hosilasi

V' =(arctgx) = ———

I+x

bo‘iishi korsatiladi.

Sodda funksiyalar hosilalari uchun topilgan formulalarni jam-
lab, ularni jadval sifatida keltiramiz (bunda u=u(x))

1. (¢))=0, c=const;

2. (Xu)':a.xu‘l’ (uu)’:a.ua—l .u';

3. (@Y)'=a*-Ina, (a“)=a“-lna-u;

4. (e9)'=e*, (e")y=e"-u}

n

[ i
- (log ,x) = S —log, e, (log, u) =
xlna «x ulna
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6. (sin x)’=cosx, (sin u)’=cosu-u’}
7. (cos xX)'=—sinx, (cos u)=-sin u-u}

3

1 , 1
8. (1gx) =——, (1gu)'=— s

cos’ x cos” u
’ l ’ z
9. (ctgxy =——, (ctgu)'=———-1f"
sin” x sin” u
., I o, 1 ,
10. (arcs]n x) = s (arcsm LI) = > U
1-x* 1—u

1 1
, (arccosu) =— '
Vi-x’ Ji-u?

’.
“u';

1. (arccos x) =

12. (arcigx) = ! =, (arcrgu) =— ~
l+x T+u”

1 ,
e

13. (arccrgx) = (arccrgu) =—

[+x2’ [+2?

5-§. Funksiyaning differensiali

Differensial hisobning asosiy teoremalari

I°. Funksiya differensiali.

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib, x, nuqta-
da (x,e(a,b)) differensiallanuvchi, ya'ni chekli f(x,) hosilaga ega
bo‘lsin.

Hosila ta’rifiga ko‘ra

S(x) = BLHO

./‘(xo + A\’) - _f()(()) = lim Af(xo)
Ax Ax=0 Ay

bo‘ladi, bunda Ax — argument orttirmasi, Af{x,) esa funksiya ort-
tirmasi.
Limitning xossalaridan foydalanib bu tenglikni quyidagicha
yozish mumkin:
) _ i)+ alav)
Ax



bunda Ax—0 da a(Ax)—0. Keyingi tenglikdan

Ax, )= f(x,)Ax+ a(AX)Ax (6)
bo‘lishi kelib chigadi

Shunday qilib, f(x) funksiya x, nuqtada f(x,) hosilaga ega
(f'(x,)#0) bo'lsa, bu funksiyaning orttirmasi Af(x,) ikki go‘shiluv-
chidan iborat bo‘ladi.

Qo'shiluvchilardan birinchisi Ax ga nisbatan chizigli (f'(x,)Ax)
bo‘lib, Ax—0 da cheksiz kichik funksiva bo‘ladi, go‘shiluvchi-
lardan ikkinchisi a(Ax)Ax esa, Ax—0 da yugqori tartibli cheksiz ki-
chik bo‘ladi.

Ta’rif. (6) ifodadagi f(x,)Ax ko‘paytma f{x) funksiyaning x,
nuqtadagi differensiali deyiladi va df{x,) kabi belgilanadi.

Demak, ta’rifga ko‘ra

df(x,)= f(x,)Ax

Eslatma. Agar f{x) funksiya (a,b) itervalning har bir x nuqtasi-

da f(x) hosilaga ega bo'lsa, unda

dftx)= f(x,)Ax
deb olinadi, bunda Ax funksiya argumentining ixtiyoriy x nuqtada-
gl orttirmasi.

Xususan, fx)=x bo‘lganda bu funksiyaning difterensiali

dfix)= f()AXx=(x) Ax =IAx=Ax
bo‘lib,
dx=Ax
bo‘ladi. Bu hol o‘zgaruvchi (argument) x ning erkin orttirmasi Ax
ni uning differensiali dx almashtirilishi mumkinligini ko‘rsatadi.
Bu esa f{x) funksiyaning x nuqtadagi differensialini
df)= Px)dx
ko‘rinishida ifodalash mumkinligini bildiradi.

Funksiya differensialining bu ifodasi hamda hosilalar jadva-
lidan foydalanib sodda funksiyalarning differensiallari jadvalini
keltiramiz:
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1. d(x*)=oax“"dx,
2. d(a*)=a* -Ina - dx,
3. d(eX)=e*dx,

1
4. d(log,x)=—lo,e-dx,
X

3. d(lnx)= la’x,
X

6. d(sinx)=cosxdx,
7. d(cosx)=—sinxdx,

8. d(1gx) = dx,

cos’ x

9. d(cigr)=—>—d,

sin” x
1
10. d(arcsinx) = dx,
Vi-x*
11 d(arccosx)z——l———dx
VI-x° ’
12. d(arctgx):——1 ~dx,
+x°
13. a/(arcctgx):—1 ! - dx.
X

2° Differensiallashning sodda qoidalari. Murakkab funksi-
yalarning differensiali.

Aytavlik, f{x) va g(x) funksivalar f{x) da aniglangan bo‘lib, ix-
tiyoriy xe(a,b) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Unda

1) dic-fix))=c-dffx), c=const,

2) dff(x)tg(x)[=df(x)+dg(x),

3) df(x) *g(x)]=g(x) - dfx)+f{x) - dg(x),

4 d[/‘(x)} _ g0 (1)~ [ (0)dg(x). ()% 0)

g(x) g
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Bu goidalar sodda isbotlanadi. Ulardan birini masalan 2-for-
mulani isbotlaymiz.

Shartga ko'ra f{x) va g(x) funksiyalar differensiallanuvchi, yai
f(x) va g'(x) hosilalarga ega.

Aytaylik, F{x)=f{x)+g(x) bo‘lsin. Unda

FO)=[f)+e(x)] =/ (x)+gx)
bo‘ladi. Keyingi tenglikning ikki tamonini dx ga ko‘paytirib
F)dx=f(x)dx+g(x)dx
ya'ni
dF(x)=df(x)+dg(x)
bo‘lishini topamiz. Demak,
dfftx) +g(x)]=df(x)+dg(x).

Aytaylik, y=f(u), u=o(x) funksiyalar yordamida y=f{p(x)) mu-
rakkab funksiya hosil gilingan bo‘lsin. Bu f{i) va o(x) funksiyalar
hosilalarga ega deylik. Murakkab funksiyaning hosilasini topish
goidasiga ko‘ra

Y=(flo)=f(o(x)) o (x)
bo‘ladi. Ravshanki,
ydx=f{o(x)) 9 (x)dx
Unda
dy=f{o(x})) -do'(x)
dy=f(u)du
bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, funksiva murakkab bo‘lgan holda ham funksiya dif-
ferensiali funksiya hosilasi f(x) bilan argument differensiali
ko‘paytmasidan iborat bo‘ladi.

{kkala holda:

D y=ftx),

2) y=flu), u=9(x), ya'ni y=flo(u))
funksiya differensiali:

1) dy=f'(x)dx,

2) dy= f{u)du



bir xil ko‘rinishga ega. Odatda, bu differensial ko‘rinishining in-
variantligi deyiladi.

3°. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi.

Aytaylik, y=f{x) funksiya (a,b) da aniglangan bo‘lib xe(a,b)
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning grafigi
3-chizmada ko‘rsatilgan egri chizigni tasvirlasin.

/4
5 /ﬂx}
L
D
. E (43 C
Jed AX
0 X XotdX X
J-chizma

Endi egri chizigning (x,f{x)) va (x+Ax, f{x)) nuqtalarni mos
ravishda F va B bilan belgilaymiz. Unga
FC=Ax, BC=f{x+Ax)—f{x)=Ay
bo‘ladi. fx) funksiya xe(a,b) nugtada differensiallanuvchi bo‘lgani
uchun u shu nugtada f(x) hosilaga ega bo‘ladi. Demak, f{x) funk-
siyaga grafigiga uning F=F(x), f{x) nuqtasiga o‘tkazilgan L urin-
ma mavjud va bu urinmaning burchak koeffitsienti
iga=f1x)
bo‘ladi.
Urinmaning BC bilan kesishgan nuqtasini D bilan belgilaylik.
FDC uchburchakdan topamiz:
D_C = l‘ o
Fc "
Keyingi tengliklardan
DC=1ga FC=f'(x)-Ax
bo‘lishi kelib chigadi.



Demak, f{x) funksivaning x nugtasidagi differensiali
dy=f(x) Ax

funksiya grafigiga F=F¢x,f{x)) nugtada o‘tkazilgan urinma orttir-
masi DC ni ifodalaydi.

Bu funksiya differensiallining geometrik ma’nosidir.

4°. Funksiya differensiali va tagribiy formula.

Nazariy va aynigsa amaliy masalalarni yechishda tegish-
li funksiyalarning nuqtadagi qiymatlarini hisoblash zaruriyati
tuguladi. Ko'pincha, bunday funksiyalar murakkab bo‘lib, ular-
ning nuqtadagi qiymatlarini topish ancha qiyin bo‘ladi. Bu hol
funksiyaning nuqgtadagi giymatini taqgribiy hisoblash (ularni hi-
soblash uchun taqribiy formulalar topish) masalasi yuzaga keladi.

Funksiyalarning differensiali esa taqgribiy formulalarni topish
imkonini beradi.

Aytaylik, y=f{x) funksiva (a,b)da aniglangan bo‘lib, xc(a,b)
nuqtada f(x) hosilaga ega f(x)#0 bo‘lsin, u holda

Ay=A=flx+Ax) (%)
funksiya orttirmasi uchun
Ay=f(x) - FAxtax) Ax=df+a(Ax) - Ax=dy+ta(Ax) - Ax
bo‘ladi,
Ay _ Sx) Acta(dn) Ax L a(x)

dy f(x) Ax S(x)
bo‘ladi, bunda Ax—0 va a(Ax)—0. Keyingi tenglikdan.
lim Y =1
Av—0 dv

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu tenglik ushbu
Ay=dy
munosabatga (taqgribiy tenlikka) olib keladi.
Ravshanki, Ax ning har qancha kichik bo‘lishi bu tagribiy
tenglamaning anigligini shuncha oshiradi.
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Yugoridagi tagribiy formulani quyidagicha
JOHAX)x fR)+f (%) - Ax (7)
ko‘rinishida yozsa ham bo‘ladi. (7) formuladan taqribiy hisob-
lashlarda foydalaniladi.
6-§. Differensial hisobning asosiy teoremalari

Ma’lumki, y=f{x) funksiya (a,b)da aniqlangan va xe(a,b)

bo‘lib, ixtiyoriy xe(a,b) uchun

JOO<Sxy) (fxp)zf(xy)
bo‘lsa, f{x,) migdor f{x) funksiyaning (a,b) dagi eng katta (eng ki-
chik) giymati deyiladi.

Teorema. (Ferma teoremasi). Agar y=f(x) funksiya ¢ nuqta-
da (ce(a,b)) o‘zining eng katta (eng kichik) giyvmatiga erishib, bu
nugtada f'(c) hosilaga ega bo‘lsa, u holda f(¢) = 0 bo‘ladi.

Aytaylik, fix) funksiya x=c nuqtada o‘zining eng katta giyma-
tiga erishsin:

J)<fc) (&)

Endi ¢ nuqgtaga shunday orttirma beramizki, ¢+Ax shu (a,b)
intervalga tegishli bo‘lsin: c+Axe(a,b) Unda (8) flc +Ax)<f{x) bo‘lib
Ay=flc+Ax—f{c)<0 bo‘ladi.

Shartga ko‘ra f{x) funksiya ¢ nugtada f(c) hosilaga ega. Hosi-
la ta’rifiga ko‘ra

flc)y=lim &y <0

Ax—0 Ax
bo‘ladi.
Agar Ax>0 bo‘lsa, unda
LY
Ax
bo‘lib,
(o - i AY
fey=lim <0 9
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bo‘ladi.
Agar Ax<0 bo‘lsa, unda

, . Ay
=lim =20
S (€)= lim == (10)
boladi.
Yugoridagi (9) va (10) munosabatlardan
S)=0

bo‘lishi kelib chigadi.

Teorema. (Lagran) teoremasi). Agar f{x) funksiya la,b] seg-
mentda uzliksiz bo‘lib, (a,b) intervalda f¢x) hosilaga ega bo‘lsa, u
holda a bilan b orasida shunday ¢ nugta (a<c<b) topiladiki,

M:f'(c)
b—a
bo‘ladi.

Aytaylik, y=ftx) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lib,
uning grafigi chizmada tasvirlangan 4B egri chizigni ifodalasin.

A va B nuqtalardan o‘tuvchi to‘g'ri chizigning OX o‘gining
musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchakni ¢ deylik. Unda
bu to‘g'ri chizigning burchak koeffisienti tge bo‘ladi.

AB egri chizigdan shunday C nugta bo‘lishini tasavvur etish
mumkinki, egri chizigqa shu nugtada o‘tkazilgan urinma AB
to‘g‘ri chiziqga parallel bo‘ladi. Bu L urinmaning OX o‘gining
musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchakni « deylik. Uning
ham burchak koeffitsienti tge bo‘ladi.

¥
jal
/ 4 - D
i3
e,
i Y ¢ b X
4-chizma
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Ma’lumki, y=f{x) funksiya hosilasining geometrik ma’nosi
1go=/1c) (1)
bo‘ladi, bunda C nuqta AB egri chizigdagi C nuqgtani abssissasi.
AB tori chiziq bilan bu urinma parallel bo‘lgani uchun
18o=1ga (12)
bo‘ladi.
Chizmada keltirilgan ADB to‘g‘ri burchakli uchburchakda
AD=b—a, BD=f(b)—fla), LA=¢
Shu uchburchakdan
BD _ f(b)—f(a) 13)
t P 3
&9 AD b—-a (3
bo‘lishini topamiz.
Yugoridagi (11), (12), (13) munosabatlardan
() — ,
f(b) f(a):f(c)
b—a
bo‘lishi kelib chiqadi.
Natija. Agar f{x) funksiyaning (a,b) intervaldagi hosilasi nol-
ga teng
=0, xe(a,b)
bo‘lsa, u holda funksiya (a,b)da o‘zgarmas bo‘ladi:
fix)=C, C=const.
Natija. Aytaylik,y=f{x) funksiya uchun Lagranj teoremasining
shartlari bajarilib,
@) =/(b)
kabi bo‘lsin. U holda a va b orasida shunday ¢ nugta (a<c<b) to-
piladi
Sc)=0
bo‘ladi.
Endi Lagranj teoremasidan umumiyroq bo‘lgan teoremani isbot-
siz keltiramiz.
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Teorema. (Koshi teoremasi). Aytaylik, f{x) va g(x) funksivalar.
1) [a,b] segmentda uzliksiz;
2) (a.by intervalda f(x) va g'(x) hosilalarga ega;
3) (a,b) da g'(x)#0 bolsin.
U holda a bilan b orasida shunday ¢ nugta (a<c<b) topiladiki,
fB)=fla) _ fe)
gb)y-g(a) g'c)

bo‘ladi.
7-8.Yugqori tartibli hosilalar

I°. Funksiyaning yuqori tartibli hosila tushunchasi.

Aytaylik, f{x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo‘lib, uning
ixtivoriy nuqtasida (xe(a,b), f'(x)) hosilaga ega bo‘lsin. Bu f(x) ni
(f'(x) ham x o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi) g(x) orqgali bel-
gilaylik:

g =f(x), (xe(ab))

Ta’rif. Agar x,e(a,b) nuqtada g(x) funksiya g'(x,) hosilaga ega
bo‘lsa, bu hosila f{x) funksiyaning x, nuqtadagi ikkinchi tartibli
hosilasi deyiladi va f"(x,) kabi belgilanadi.

Demak, fix) funksivaning ikkinchi tartibli hosilasi uning bi-
rinchi tartibli hosilasining hosilasi bo‘ladi:

Sy =(f(x).

Xuddi shunga o‘xshash f{x) funksiyaning 3-tartibli, f"(x)
4-tartibli /7¥(x) va h.k. tartibli hosilalari ta’riflanadi.

Umuman, f{x) funksivaning n-tartibli hosilasi f"(x) dan olin-
gan hosila f{x) funksiyaning (n+1)-tartibli hosilasi deyiladi va
S ¢x) kabi belgilanadi:

Fr) = ().

Odatda, f{x) funksivaning

F10), ()™ IV x)

hosilalar uning yugeri tartibli hosilalari deyiladi.

138



Eslatma. f{x) funksiyaning x nuqtada (xe(a,b)), n-tartibli hosi-
lasining mavjud bo‘lishida bu funksiyaning shu nuqgta atrofida
1,2,...(n—1) tartibli hosilalarining mavjud bo‘lishi talab etiladi.

Funksiyaning yuqori tartibli, masalan n-tartibli (#>2) hosila-
sini topish uchun, hamma oldingi tartibli hosilalarini hisoblash
kerak bo‘ladi.

Ayrim funksiyalarining yuqori tartibli hosilalarini bir yo‘la to-
pish mumkin.

Misol tariqasida ba’zi bir sodda funksiyalarning s-tartibli
hosilalarini topamiz:

1) y=x? (x>0, aeR). Bu funksivaning hosilasini ketma-ket hi-
soblaymiz:

y=(c)=a-x,
Y= =(ax) =a (@=1) x7,
y"'=(a(a—1)x*"?)'=a(a—I1)(a—2) x*.
Bu funksiyaning n-tartibli hosilasi uchun ushbu
(x)W=a-(a—D(a—2)..(a—n+l) x*"
formula o‘rinli bo‘lishini matematik induksiva usuli yordamida
ko‘rsatish giyin emas.

Xususan, f(x) L x”" funksiyaning n-tartibli hosilasi.
X

_ =" n!

x"+1

f(x)= (é)‘") (=D (=2)eee o (=)
bo‘ladi.

2. y=Inx (x>0) funksiyaning #-tartibli hosilasini topamiz.
Ravshanki,

Ve(nay =t
X

Unda yuqgoridagi munosabatlarga ko‘ra
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; (x>0)
x

P = ()Y :(i )“’*1) _ (D" (=1}
bo‘ladi.

3. y=a&° (a>0, azl) bo‘lsa. Bu funksivaning hosilasini ket-
ma-ket hisoblaymiz:

y'=a*lna,
y'=()'=(a* -Ina)'=a* *Ina - Ina=a*ta’a,
¥y "=(y") =(a*In‘a)'=a*In’a

Bu munosabatlarga qarab y=a* funksiyaning s-tartibli hosila-

st uchun ushbu,
Y=g In"q
formulani yozamiz. Uning to'g‘riligi matematik induksiva usuli
yordamida isbotlanadi. Demak,
y(”) :(a«\’)(”) =q* .[nna

xususan, () =¢* bo‘ladi.

2° Ikkinchi rartibli hosilaning mexanik ma’nosi.

Aytavlik, moddiy nuqta M to‘g‘ri chizig bo‘ylab s=f{t) qgonun
bilan harakatlansin, bunda t — vaqt, § esa o‘tilgan yo'l.

Ma’lunki, bu harakat gonuning ¢ vaqtdagi oniy tezligi

SW=®=n(

bo‘ladi.

Aytaylik, t vagtda moddiy nugtaning tezligi r+Ar vagtdagi tez-
lik esa

V(1) +Ay
bo'lsin, ya’ni moddiy nuqta tezligi At vaqt oralig'ida Av ga o‘zgar-
sin. Unda ushbu
Av
At



nisbat At vaqt oralig‘dagi o‘rtacha tezlanishini ifodalaydi. Bu nis-
batning At — 0 dagi limiti

. Av

lim —

A0 Af
t vaqtdagi moddiv nuqta harakatining tezlanishi deyiladi va u a
bilan belgilanadi.

Av

Im—=a
Ar—=0 At

Ravshanki

. Av ,
vl

Agar v=5'(t) ekanligini e’tiborga olsak, unda
V(O)=(S"(1)=5"()
bo‘lishini topamiz. Demak,
a=S"(1),
ya’ni $=S5(7) harakat qonunining ikkinchi tartibli hosilasi hara-
katning tezlanishini ifodalaydi. Bu ikkinchi tartibli hosilaning
mexanik ma’nosidir.

3°. Sodda qoidalar. Leybnits formulasi.

Aytaylik, fix) va g(x) funksivalar (a,b)da aniglangan bo‘lib,
xe(a,b) nuqtada n-tartibli f7(x), g (x) hosilalarga ega bo‘lsin. U
holda

L fe fix)Jr=c-fP(x), c=const,

2. [fx)g ™ = (x) g™ (x)

3. [fx) g —f (x) < g(0)++C, I (x) - gl(x)+

+C 2frn=) g x) .+ C KR () - gH () A f(x) g1 (x)
bo‘ladi, bunda
n(n—1)... ... (n—k-1)

k_
Cn -



8-bob. FUNKSIYA HOSILASINING TADBIQLARI

1-§. Funksiyaning monotonli oralig‘ini aniglash

Aytaylik, y=f{x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo‘lsin.

Ma’lumki, ixtiyoriy x,(a,b) va x,e(a,b) nuqtalar uchun x,<x,
bo‘lganda f(x )<f(x,) f(x )<f(x,) bo'lsa, f{x) funksiya (a,b) interval-
da o'suvchi (gat’iy o'suvchi), x,<x, bo‘lganda fx,)>fix,) fix )>f(x,)
bolsa, f{x) funksiya (a,b) intervalda kamayuvchi (gat’iy kamayuv-
chi) deyiladi.

Odatda f{x) funksiya (a,b) intervalda o‘suvchi yoki kamayuv-
chi bolsa,

f{x) funksiva (a,b) intervalda monoton, (a,b) interval esa f{x)
funksiyaning monotonli intervali deyiladi.

Endi funksiyaning hosilasidan foydalanib, uning berilgan in-
tervalda o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishini topamiz.

Teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) da f(x) hosilaga ega bo‘lib,
ixtivoriy xe(a,b) da f(x)>0bo‘lsa, u holda funksiya (a,b)da o‘suv-
chi bo‘ladi.

<« Avtaylik, f{x) funksiva (a,b)da f(x) hosilaga ega bo‘lib,
S )>0 bo'lsin.

(a,b) intervalda ixtiyoriy x; va x, nuqgtalarni olib, x,<x, deylik.
Ravshanki, [x,, x,] sigmenti (a,b) intervalga tegishli bo‘ladi:

Ix,, x,le(a,b).

Bu [x, x,] sigmentda f{x) funksiya Lagranj teoremasining
shartlarini bajaradi. Unda shu teoremaga ko‘ra shunday ¢ nuqta
(x;<c<x,) nuqta topiladiki,

JOIZTCD - ey, i S~ =r e, )

X, — X,
bo'ladi. Shartga ko'ra fYc)>0 va x,—x,>0 unda keying tenglik-
dan f(x,)=f(x)=0, ya'ni f(x)<f(x,) bo'lishi kelib chiqadi. Demak,
x,<x, bo‘lganda f{x )<f{x,) bo'ladi. Bu esa f{x) funksiyaning (a,b)
da o'suvchi bo‘lishini bildiradi.
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(a,b) intervalda ixtiyoriy x nuqtani olib, unda shunday Ax ort-
tirma beramizki, x+Ax nuqta ham shu (a,b)ga tegishli bo‘lsin.
Shartga ko‘ra, f{x) funksiya (a,b)da o‘suvchi. Unda Ax>0 bo‘lgan-
da fx)<fix+Ax) bo‘lib, fix+Ax)—f(x)<0 boladi.
Demak,
Ax>0 da fix+Ax)—f(x)=0
Ax<0 da f{x+Ax)—f{x)<0.

S(x+Ax) = fix)
Ax

lkkala hol uchun >0 bo‘ladi.

S+ AY— (),
Hosila ta’rifiga binoan lim ~ = f(x).
Keyingi ikki munosabatdan (a,b) da f{x)>0 bo‘lishi kelib

chiqadi. »

Natijada (a,b) intervalda differensiallanuvchi f{x) funksiyaning
shu intervalda o‘suvchi bolishi uchun ixtiyoriy xe(a,b) da f(x)>0
bo‘lishi zarur va yetarli.

Yugorida keltirilgan teoremalarga o‘xshash quyidagi teorema-
lar ham isbotlanadi.

Teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) da /(x) hosilaga ega bo'lib,
ixtiyoriy xe(a,b) da f(x)<0 bo‘lsa u holda funksiva (a,b)da ka-
mayuvchi bo‘ladi.

Teorema. Agar f{x) funksiva (a,b)da f(x) hosilaga ega bo'lib,
funksiya (a,b) intervalda kamayuvchi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
xe(a,b) nugtada f'(x)<0 bo'ladi.

Natijada, (a,b) intervalda differensiallanuvchi f{x) funksiya-
ning shu intervalda kamayuvchi bo‘lishi uchun ixtiyoriy xe(a,b)da
S (<0 boflishi zarur va yetarli.

2-§. Funksiyaning ekstremumlari

I’. Funksiya ekstremumlari tushunchalari.

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b)da aniglangan x,c(a,b) va shu
nuqtaning atrofi (x,—3, x,+8)={xeR:x,~5<x<x,+d} (6>0) ham
(a,b) intervalda tegishli (x,~8, x,+8)c(a,b) bo‘lsin.
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Berilgan f{x) funksiyaning x, nuqtadagi giymati f{x,) bilan
shu funksiyaning (x,—8, x,+8) atrofdagi qiymatlarini solishtirish
funksiya ekstremumi tushunchasiga olib keladi.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy xe(x,—8, x,+8) uchun fix)<f(x,) tengsiz-
lik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada lokal maksimumga erishadi
deyiladi, x, funksiyaning maksimum nugtasi, f(x,) esa funksiyaning
maksimum giymati deyiladi.

Funksiyvaning maksimum giymati max{f{x)} kabi belgilanadi.

Jxg)=max{fix)}

Ta’rif. Agar ixtiyoriy xe(x,—38, x,+8) uchun f{x)> f(x,) tengsiz-
lik bajarilsa, f{x) funksiya x, nuqgtada lokal minimumga erisha-
di deyiladi, x, funksiyaning minimum nugtasi, f(x,) esa funksiya-
ning minimum giymati deviladi. Funksivaning minimum giymati
min{f(x)} kabi belgilanadi:

Sy =min{f(x)}

Funksiyaning maksimum va minimum giymatlari umumiy
nom bilan uning ekstremumlari deyiladi.

Eslatma. f{x) funksiya (a,b) intervalda bir nechta maksimum
va minimumlarga ega bo‘lishi mumkin.

2°. Funksiya ekstremumga erishishining zaruriy sharti.

Aytavlik, fix) funksiya (a,b) da aniglangan bo‘lib, xe(a,b) bo‘lsin.

Teorema. Agar f{x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erish-
sa va shu nuqtada funksiyaning hosilasi mavjud bo‘lsa, u holda
Sf(x,)=0bo'ladi.

Xuddi shunga o‘xshash f{x) funksiya x,e(a,b) nugtada mini-
mumga erishib, f(x,) mavjud bo‘lganda ham f'(x,)=0 bo‘lishi is-
botlanadi.

Eslatma. f7x) funksiyaning biror x"e(a,b) nuqtada hosilasi mav-
jud bo‘lib, f{x*)=0 boflishidan uning x* nugtada ekstremumiga
erishishi har doim kelib chigavermaydi.

Masalan, f{x)=x’ funksiva uchun f(x)=3x° va x=0 nugtada
f(x,)=0bo'lsa ham bu funksiya x=0 nuqtada ekstremumga erish-
maydi (ma’lumki, funksiva gat’iy o‘suvchi).
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Demak, vuqorida Kkeltiriljgan teorema funksiya ekstremumga
erishishning zaruriy shartini ifodalaydi.

Eslatma. Hosilaga ega bo‘lmagan nuqtada ham funksiya eks-
tremumiga erishishi mumkin. Masalan:

Joo)=Ix|
funksiya x,=0 nugtada hosilaga ega emas, ammo u shu nugtada
minimumga erishadi.

Odatda funksiva hosilasini nolga aylantiradigan nuqtalar funk-
siyasining statsionar nuqtalar deyiladi.

Jx) funksiyaga ekstremum qiymat beradigan nuqtalar:

1. Funksiyaning statsionar nugtalar.

2. Funksiyaning hosilasi mavjud bo‘lmagan nuqtalar.

3°. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlari.

Avtaylik, f(x) funksiva (a,b) da berilgan,uning har bir nuqgtasi-
da hosilaga ega va x,e(a,b) nugtada funksivaning hosilasi nolga
teng: f(x,)=0 x, nuqtaning shunday (x,—3, x,+8) atrofini ola-
mizki, (x,—8, x,+8)c(a,b) bo‘lsin.

a) Agar ixtiyoriy xe(x,—8,x,) da f(x)>0, ixtiyoriy xe&(x,,x,+3d,)
da fi(x)<0, ya'ni f(x) hosila x, nuqtani «o‘sishda» ishorasining
«t» dan «—» ga o'zgartirsa, f{x) funksiya x, nugtada maksimum-
ga erishadi.

J(x) funksiyaning (x,—38, X,) da hosilasi musbat f'(x)>0.

Demak, funksiva (x,—8, x,) da o‘suvchi. Unda (x,—8, x,) da
Jlx )= f(x) tengsizlik bajariladi.

Demak, xe(x,—8,x,+8) da fi{x)</(x,) bo‘ladi. Bu esa f{x) funk-
stya x, nuqtada maksimumga erishishini bildiradi.

b) Agar ixtiyoriy xe(x,~38,x,) da f(x)<0, ixtiyorly xe(x,x,+3,)
da f(x)>0, ya’'ni f(x) hosila x, nugtani «o‘sishda» ishorasini «+»
dan «—» ga o‘zgartirsa, u holda f{x) funksiya x, nuqtada mini-
mumga erishadi.

Jx) funksiyaning hosilasi (x,—8,x,) da f(x)<0. Demak, funk-
siva (x,—3,x,) da kamayuvchi.

Unda (x,—8,x,) da f{x)>f(x,) tengsizlik bajariladi.
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J(x) funksiyaning f(x) hosilasi (x,x,+8) da f(x)>0. Demak,
funksiya (x,,x,+8) da o'suvchi. Unda /x,x,+8/ da fix)>f{x,) teng-
lik bajariladi.

Demak, ixtiyoriy xe(x;~8,x,%9) da f(x)>f(x,) bo‘ladi. Bu esa
funksiyaning x, nugtada minimumga erishishini bildiradi.

¢) Agar ixtiyoriy xe(x,—8,x, da f(x)>0, ixtiyoriy xe(x,,
x,+8,) da f(x)>0 yoki ixtiyoriy xe(x,—8,x,) da f(x)<0, ixtiyoriy
xe(x,x,1T8) da f(x)<0bo‘lsa, ya'ni f£(x) hosila x, nuqtadan «o‘tish-
da» ishorasini o‘zgartirmasa, u holda f(x) funksiya x, nugtada ek-
stremumiga erishmaydi. Chunki bu holda (x,—3, x,+38) da o‘suv-
chi yoki kamayuvchi bo‘ladi.

Natijada fix) funksiya ekstremumini topishda quyidagi qoida-
ga kelamiz:

) funksiya hosilasi f(x) topiladi;

2) fi(x)=0 tenglama vechiladi. Aytaylik, bu tenglamaning ye-
chimlaridan biri x, bolsin f(x)=0,

3) x, nuqgtaning chap atrofi (x,—9, x,) va o‘ng atrofi (x,, x,+ o)
da f(x) hosilaning ishorasi aniglanadi va yuqorida keltirilgan a)
va b) tasdiglar tatbiq etilib ekstremum topiladi.

fog | ) e ?
0 yoki mav- + - Maksimum
jud emas - + Minimum
0 yoki mav- + + Ekstremum mavjud
jud emas - - emas

4°. Funksiya ekstremumini topishda vuqori tartibli hosilalardan
fovdalanish.

Yuqorida keltirilgan ekstremumning vyetarli sharti sanaladi-
gan nuqtaning o‘ng va chap tomonlaridagi nuqtalarida funksi-
va hosilasi f{x) ning ishorasini aniglash bilan bog‘liq. Ko‘pincha
X, nuqtaning atrofida f'(x) ning ishorasini aniqlash giyin bo‘ladi.

Qaralayotgan funksiya x, nuqgtada yuqori tartibli hosilalarning
ega bo'lsa, hosilaning x, nuqtadagi giymatining ishorasiga qarab
funksiyvaning ekstremumini aniglash mumkin.
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Avtaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo‘lib,
xe(a,b) bo'lsin.

Teorema. Agar f(x) funksiya x, nuqtaning (x,—8,x,+9) atrofida
((x,—8,x,+3) c(a,b)) birinchi va ikkinchi tartibli f), f(x) hosi-
lalarga ega bo'lib,

1) fxy)=0;

2) x, nugtada funksivaning ikkinchi tartibli hosilasi f"(x)
uzluksiz va f"(x,)+0 bo‘lsin, u holda

a) f"(x,)>0 bo‘lgani f{x) funksiya x, nugtada minimumga eri-
shadi;

b) f“(x,)<0bo‘lgani f{x) funksiya x, nuqtada maksimumga eri-
shadi.

Teorema. Agar f(x) funksiya x, nugtaning (x;—9,x,%6)c(a,b)
n-tartibli f7/(x) hosilaga ega bo‘lib,

D) f(xy)=0, f(x,)=0...., fV(x,)=0, fV(x,)#0 bolganda, n juft
son bo‘lsa funksiya ekstremumga ega bo‘ladi va f*/(x,)>0 bo‘lgan-
da f{x) funksiya x, nugtada minimumga, f*/(x,)<0 bo‘lganda f{x)
funksiya x, nuqtada maksimumga erishadi.

2) n-toq son bo‘lganda f{x) funksiva x, nuqtada ekstremum-
ga ega bo‘ladi.

5°. Funksiyaning [a,b] segmentdagi eng katta va eng kichik qiy-
matlari.

f(x) funksiya [a,b] segmentda aniglanagan va u shu segment-
da differensiallanuvchi bo‘lsin. Ravshanki, f{x) funksiya |a,b] da
uzluksiz bo‘ladi. Unda ma’lum teoremaga ko‘ra funksiva [a,b] da
eng katta va eng kichik givmatlarga erishadi, ya'ni [a,b] segment-
ning shunday giymatlari topiladiki, bu nuqtalardagi funksiyaning
qiymatlari eng katta (eng kichik) bo‘ladi.

Funksiyaning eng katta qiymati quyidagicha topiladi:

1) /&x) funksiyaning (a,b) intervaldagi maksimum givmatlari
topiladi. Funksiyaning barcha maksimum qiyvmatlari to‘plami
{max f{x)} bo‘lsin;

2) funksiyaning |a,b] segmenti chegaralaridagi, ya'ni x=a, x=b
nuqtalardagi giymatlari ffa) va f{b) hisoblanadi.
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So‘ngra {max f{x)} to‘plamning barcha elementlari bilan f{a) va
J(b) lar taqqoslanadi. Bu giyvmatlar ichida (orasida) eng kattasi f{x)
funksiyaning {a,b] segmentdagi eng katta qivmati bo‘ladi.

Shunga o‘xshash funksiyaning [a,b] segmentdagi eng kichik
givmati topiladi.

6°. Hosilaning funksiva limitini topish tadbiglari. Lopital qoi-
dalari.

Biz oldingi boblarda, ma’tum shartlar bajarishganda funksi-
yalarning limitini hisoblashni bayon etdik.

Bazi hollarda bunday shartlar bajarilmaganda, va’ni.

1) x>x, da f(x)—0, g(x)—0, da PAC)) ning limiti (uni 9 ko‘ri-
g(x) 0

nishidagi anigmaslik deyiladi).

2) x>x, da fix)=+wx, g(x)=+x da /() ning limiti (uni &

g(x) oo

ko‘rinishidagi anigmaslik deyiladi).

Limitni topishda funksiyaning hosilalariga asoslangan qoida-
ga ko‘ra hisoblash mumkin bo‘ladi.

Bunday usul bilan funksiya limitini topish Lopital qoidalari
deyiladi.

I'. x—x, da f(x)—0, g(x)—0, da L(x_) ning limiri.

g(x)

Teorema. Aytaylik, f{x) va g(x) funksiyalar (a,b) da aniqlangan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) lim,__ f(x)=0, lim___ g(x)=0;

2) ixtiyoriy xe(a,b) da fi(x) va g(x) hosilalari mavjud;

3) ixtiyoriv xe(a,b) da gi(x)=0;

()
4y ushbu m=——==4 (4€R) mavjud. U  holda
x—a g (X)
lim f(r) =lim f (Y) =4 bo‘ladi.

x—a g(\) x—a g,(,\')
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fix) hamda g(x) funksiyalarning x=a nuqtadagi giymati nolga
teng, ya'ni fla)=0, g(a)=0deb olsak, natijada lim f(x)=0= f(a),

limg(x)=0=g(a) tengliklar o‘rinli bo'lib, f{ix) va g(x) funksi-

yalar [a,b] da uzluksiz bo‘ladi. Ixtiyoriy xe(a,b) nugta olib, [a.x]
segmentda f{x) va g(x) funksiyalarni garaymiz. Koshi teoremasiga
ko‘ra a bilan x orasida shunday c(a<c<x) nuqta topiladiki

S~ f(a) _ 1)
g(x)-g(a) g'(c)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan esa
g(x) g'o)
bo‘lishi kelib chigadi. Ravshanki x—a da x—¢ bo‘ladi. Demak,
tim L) _ i £ _ 4
e g(x) e g(c)
S(x)
glx)
Teorema. Aytaylik, f{x) va g(x) funksiyalar (a,b) da aniglangan
bo'lib,quyidagi shartlarni bajarsin:

D) lim___fix)=, lim__ _g(x)=x,
2) ixtiyoriy xe(a,b) da, f(x) va g'(x) hosilalar mavjud va g'(x)#0

2°. x—x,da (x)—, g(x) —oo da ning limiti.

3) lim_ S _ A
- g(x)

U hotda tim? ) <1im £ _ 4 portadi
x—>a g(r) xoa g (C)
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9-bob. ANIQMAS INTEGRAL

Ma’lumki, harakat qonuniga ko‘ra harakatdagi jismning tez-
ligini topish masalasi hosila tushunchasiga olib keladi.

Harakatdagi jismning tezligiga ko‘ra harakat qonunini topish
masalasi esa yuqorida aytilgan masalaga nisbatan teskari masala
bo‘lib, u funksiyaning anigmas integrali tushunchasiga olib keladi.

1-§. Boshlang‘ich funksiya va aniqmas integral

Jx) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib, F(x) esa shu (a,b) berilgan
va differensiallanuvchi (va’ni F(x) hosilaga ega), xe(a,b) bo‘lsin.

Ta’rif. Agar F(x) funksiyaning hosilasi £(x) berilgan f{x) funk-
siyaga teng F(x)=f{x) yoki dF(x)=f(x)dx bo‘lsa, F(x) funksiva f{x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi deyiladi.

Masalan,

S)=x2, (xe(-0;+x))

funksivaning boshlang‘ich funksiyasi

1
F(x)==x
(x) 3
bo‘ladi, chunki
F(x)= lx3 I—l‘sz =x" = f(x)
' 3 3 '

bo‘ladi.

Aytaylik, fix) funksiva (a,b) da berilgan bo‘lib, u shu oraliqda
ikkita F(x) va @(x) boshlang‘ich funksiyalarga ega bo'lsin. Ta’rif-
ga binoan

Fx)=ftx), @' (x)=f(x),(x<(a,b))
Kevingi tengliklardan
Fix)= @x)
bo‘lish kelib chigadi. Unda F(x) va @(x) funksiyalar bir-biridan
o‘zgarmas songa farq qiladi;
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D(x)=F(x)+C, C=const

Demak, berilgan f{x) funksiyvaning boshlang'ich funksiyalari
cheksiz ko‘p bo‘lib, ular bir-biridan o‘zgarmas songa farq qiladi.

Agar F(x) funksiva f{x) funksivaning boshlang‘ich funksiya-
si bo‘lsa, unda f{x) funksivaning istalgan boshlang‘ich funksiyasi

Fex)+C, C=const

ko‘rinishida bo‘ladi.

Ta’rif. Ushbu

Fox)+C

ifoda f{x) funksivaning anigmas integrali deyiladi va [f{x)dx ka-
bi belgilanadi:

[ fode=F(x)+C

bunda J. integral belgisi, f{x) integral ostidagi funksiya, f{x)dx

integral ostidagi ifoda deyviladi.
Masalan,

J-xza'x:lx3 +C,
3

chunki (%x3 +C) :%-3x2 =x* bo‘ladi.

Odatda funksiyaning anigmas integralini topish amaliga shu
funksivani integrallash amali deyiladi.

Teorema. (a,b) da uzluksiz bo‘lgan har gqanday funksiya bosh-
lang‘ich funksiyaga, demak anigmas integralga ega bo‘ladi.

2-§. Anigmas integralning xossalari

Anigmas integral bir nechta xossalarga ega. Biz ularni kelti-
ramiz:

1. f{x) funksiya anigmas integral [f{x)dx ning differensiali f{x)
dx ga teng:
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d[ [ f(x)dx] = f(x)dx,
2°. Funksiya differensialining aniqmas integarali shu funksiya
bilan o‘zgarmas son yig'ndisiga teng:
j dF (x)= F(x)+C.

3°. Ushbu munosabat o‘rinli:
j k- f(x)de=k- j F(x)dx (k= const, k #0)

4°. Ushbu formula o‘rinli:
J-[f(x)ir g(x)]|dx = Jf(x)a’xi J-g(x)dx.

Bu xossalarning isboti bevosita anigmas integral ta’rifidan ke-
lib chigadi. Biz ulardan birini, masalan, 2°-xossaning isbotini

keltiramiz.
F(x) funksiya f{x) funksiyaning biror boshlang‘ich funksiyasi

bo'lsin. Ta’rifga ko‘ra F(x)=f(x) boladi, f [ (x)dx = F(x)+C boladi.
Unda
j S ()= [ F'(x)de = [dF(x)

bo‘ladi. Keyingi tengliklardan
j dF(x)=F'(x)+C

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa 2° xossani isbotlaydi.
3-§. Asosiy integrallar jadvali

1°. Sodda funksiyalarning anigmas integrallari.

Avval sodda funksiyalarning anigmas integrallarini topamiz.
Bunda boshlang‘ich funksiya ta’rifidan hamda hosilalar jadvali-
dan foydalanamiz.

I fix)=x> bo‘lsin. (x>0, o — hagiqiy son, a+—1)

Unda
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a+l

jf(x)dx:jx“dx:wa

(04

bo‘ladi, chunki

a+1 a+l1

a+l ‘ (24
(x +C):(a+l)-x =x".

1 .
1) f(x)=l bo'lsin (x=0), unda j ~dx =In|x|+C bo'ladi.
x x

2) fix)=a* bolsin (@>0, a#l). U holda

J‘f(x)deJ.a“dx:ig;JrC

na
bo‘ladi, chunki

L+C :Lva’-lna:a"
Ina Ina

Xususiy, f(x)=e* bo'lsa,

[rde=[e-de=er+C

bo‘ladi.

3y fx)=sinx bo‘ladi, unda jf(x)dx = j—s'm xdx=—-cosx+C

bo‘ladi, chunki (—cosx+C)'=—(—sinx)=sinx.

4) fix)=cosx bo‘lsin, u holda jA/‘(X)dx:fCOSXdXZSinx*LC

boladi, chunki, (sinx+C)'=cosx.
1

5) f(x)=—— bo'lsin, unda [ f(yde= |

COS™ - x

bo‘ladi, chunki, (rgx+Cy =

3

COS™ x

1
—>— bo‘lsin, u holda
sin” x

6) J(x)=
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jf(x)dx:f - 12 dx =—ctgx+C

sm- X

bo‘ladi, chunki, (—ctgx+C)’:—(— 1 J: 1

. 2 . 2
S x sin- x

7) f(x)= - bo'lsin, u holda
l+x
1
J.f(x)a’xzf - dx = arcigx+C
l+x

bo‘ladi, chunki, (arctgx+C) =

1+x?

1
8) fx)= ‘\/1:,”bo‘lsin, unda
_x"

dy=arcsinx+C

J‘f(x)dx ZI—I\/—%
—-X

. . |
bo'ladi, chunki, (arcsinx+C’y =
J1i-x?

2°. Integrallar jadvali. Yuqorida keltirilgan formulalarni jam-
lab ushbu integrallar jadvalini hosil gilamiz:
w—l

X

+C (a#-1)
a+1

1) J.x“drz
2) J—l—dlen’.rl+C (x #0)
x
3) ja’dx:—a;+C (a>0,a#1)
Ina

4) je"dx =¢"+C,

5) jsinxa’x =—cosx+C,



6) jcos xdx =sinx+C,

1
7) fsinz xdx:—ctgx+C,

8)j ! dx=1gx+C,

cos’ x

9) J' ! dx = arcsinx + C,

Vi-x?
1
1+x°

dx =arctgx+C.

10) |

4-§. Integrallash usullari

I°. Bevosita integrallash usuli. Bu usulda integral ostidagi funk-
sivani (yoki ifodani) ayniy almashtirishlar yo‘li bilan yoki bevosi-
ta integralning xossalarini tatbiq etish yo‘li bilan jadval integrali-
ga keltirib hisoblanadi.

Ko'p hollarda quyidagi almashtirishiardan foydalaniladi:

du=d(u+a), a — o‘zgarmas son,
1
du = ld(au), a#0 udu= Ed(uz),
a

cosu du=d(sinu), sinu du=-d(cosu),

l 1

—du=d(lnu), —du = d(tgu),
u cos™ u
umuman f(w)du=d(f{u)).
Masalan,
j G = Id(x+2) =lnlx+2|+C,
x+2 x+2
J.[gxdx - J.jl_r}idx :__J‘M :—IH‘COSX|+C
Cos x CcoS x
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2°. O‘zgaruvchilarni almashtirib integrallash usuli.

Ushbu J S (x)dx integralni hisoblash talab etilsin. Ba’zan x
o‘zgaruvchini boshqga o‘zgaruvchiga almashtirilish natijasida beril-
gan integral soddaroq, hisoblash uchun qulayroq integralga keladi.

Aytaylik,

[ fodx=Fx)+C ()

bo‘lsin. Bu integralda x=o¢) almashtirish bajaramiz. (f{x). o(t)
va ¢(1) — uzluksiz funksiyalar).
Unda

[ flo@) ¢ty = Fp(r) +C (2)

bo‘ladi. Shuni isbotlaymiz.

Ma’lumki, Fix)=fx).

Unda [Fp)+C]'=(F(o(®)))"=F" (1)) - ¢' =fp()) - (1) bo'la-
di. Bu esa (2) munosabatning to‘griligini bildiradi. (1) va Q)
tengliklardan topamiz:

[ e = [ 760’0t

Masalan J.(2+3x)5dx integralni hisoblashda 2+3x=t

t—2 1

Almashtirish bajarilsa, unda ==~ dngdz bo‘lib,
1
36

3°. Bo‘laklab integrallash usuli. Aytaylik, u=u(x) va v=v(x)
funksiyalar biror oraligda aniglangan uzluksiz hamda uzluksiz
w'(x) va v'(x) hosilalarga ega bo‘lsin. Ma’lumki,

d(u-v)=udv+vdu.
Bu tenglikni integrallab topamiz:
Ja’(u V)= judv + j vdt.

J'(2+3x)zdxzjt5- +C=1—18-(2+3X)°+C bo‘ladi.
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Ravshanki, _(d(u‘v)zwv
Unda “'V:f”d‘”rfl’dll bo‘lib, quyidagi formula
Judv:wv—J’vdu (3)

hosil bo‘ladi.
Odatda (3) bo‘laklab integrallash formulasi deyiladi.
(3) formula Judv integralni fvdu ni hisoblashga keltiradi.
1-misol. {xcosxdx ni hisoblang:
Yechish. u=x, du=x, v=sinx, dv=cosxdx belgilashlarni kirita-
miz. U holda

Ix~cosxdx = Judv =U-v— J'vdu =x-sinx—
- .fsinxdx:xsinx+cosx+c
bo‘ladi.
2-misol. Inxdx ni hisoblang:

Yechish. u=Inx, dz;:i‘iﬁ, v=x, dv=dx almashtirishni kirita-
X

miz. U holda, J.lndeZJ.udv:x-lnx—fﬁlx{:x-lnx—x+C bo‘ladi.

Endi amalivotda tez-tez uchrab turadigan va bo‘laklab integ-
rallash usuli bilan hisoblanadigan integrallar tiplarini keltiramiz.

Lo [P(x)edx, [P (x)sinkeds, [ P(x)coskrdx  ko'rinishdagi

integrallar, bu yerda P_(x) — n-darajali ko‘phad, k biror son. Bu
integrallarni hisoblash uchun u=P (x) deb olish va (3) formulani
11 marta qo‘llash vetarli.

2. jﬂ(.r)ln xdx, J-Pn(x)arcsinxdr, J‘Pﬂ(x)arccosxdx, JPn(x)arctgxdx,

I”,,(X)arccfgxdx ko‘rinishdagi integrallar, bu yerda P (x) — n-dara-

jali ko'phad. Bu integrallarni bo‘laklab integrallash uchun P, (x)
oldidagi ko‘payuvchi funksivani u deb olish lozim.
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3. J‘eﬂ cos bxdx, bu yerda a va b lar hagiqiy sonlar. Bu integ-
rallar ikki marta bo‘laklab integrallash usuli bilan hisoblanadi.
3-misol. jarCSiﬂ xdx integralni hisoblang:

Yechish. Bu integral 2-tipga kiradi, bunda Py (x)=1 va u=arc-
sinx deb olamiz. U holda

resin x, di ad dx
u=a X, du = —— ) X
Iarcsm xdx = J1— x| = xarcsin x — f_____ -
vi—x*
dv = dx, vV=Xx

1
:xarcsinx+% J.(l—xz) 2d(1-x"y=xarcsinx+v1-x" +C

bo‘ladi.
4-misol. Je“" cos g dx integralni hisoblang:

Yechish. Bu integral 3-tipga mansub. u sifatida dx ning ol-
didagi ko‘paytuvchilardan ixtiyoriy birini olamiz va ikki marta
bo‘laklab integrallashni bajaramiz. lkkinchi marta integrallaga-
nimizda avval berilgan integralni o‘z ichida saglaydigan tenglikka
ega bo‘lamiz. Bu tenglikdan berilgan integralni topamiz:

u=e, du=—e"dx
X
J‘e Tcos—dx|=

dv:cosfdr, V= 2jcos£d(£) =2sin>
2 2 2 2

u—e " du = —e “dx

H

X e X
=2e¢ "sin—+2 e "sin—dx= Cx x
dv=sin—dx, v=-2cos—

k4
2 2

e . X - X X .-
=2e ‘51n5—4e ‘c055—4~4 e’ cosidx, ya ni

- X . X _ X _ X
J.e Tcos—dx=2e "sin——4e Xcosz—4 e Xcosgdx,
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bundan SJ‘e"" cos%dx =2e¢" sin% —4e" cosg yoki

je‘" cos>dx = -z—(e"‘ sin —2¢™ cos E).
2 5 2 2

Endi bo‘laklab integrallash usuli yordamida ushbu
J, = .‘.—(;2%)—,1 n=123,. .. J o —o0'zgarmas)
integralni (bu integraldan kevinchalik ko‘p foydalaniladi) hi-
soblaymiz.
Berilgan integralda
1

=5 dv=dx
(x"+a’)”

u

deb olamiz. Unda
du :((xz%a:)?) ‘dx:[(xl +al)‘n]1.a,x =
2nx

2 2N-n—1
=—n(x"+a” )" - 2xdx =—————-dx,
/ (xz+a2)"

dv=dx
bo‘lishidan esa,
v=x
bo‘lishini topamiz.
Bo'laklab integrallash formulasiga ko‘ra

Jn:J. 2dx7 =X 1 2 _j'Y. ’2”)2 1 d =
(x*+a’)" (x*+a’)" {(x“+a” )"

,
x X
= 2 2 ﬂ+2n_" 2 2

(x"+a’) (x"+a’)

n+l X
bo‘ladi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi
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X
J- 2 23yn+l dx
(x*+a’)

integraini quyidagicha yozib olamiz:

_[ J~x +a’-a’ dx
rHl n+l1 r J-__Z——Z;_
(x+ ) (x+a) (x"+a)
—azj"_v_lT—ﬁdx =J,—a’-J,,

(x"+a’)
demak,

. ————x———+2nJ —2na’ S,

(x> +a’)"

Keyingi tenglikdan J(n+1) ni topamiz:

2I’la2'JnH :—;—x—z——+2n-J”~J,, :—;——x—ﬁ-+(2n—l)-J”
(x +a")" (x"+a)
x 2n—1
n+\: ‘an (4)

2na’ (x> +a*)"  2na’

Bu rekurrent formuladan foydalanib, J, ni bilgan holda bi-
rin-ketin J,, J5,... larni topish mumkin.
Ravshanki, n=1 bo‘lganda

he [l

X" +a a

(X)

‘12 1 X

a =—arctg—+C
a

1+(f)_ “
a

bo‘ladi.
Masalan, (4) formuladan foydalanib,
dx

integral quyidagicha hisoblanadi:
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2 1

X 1
2 J- 2 2 N
2a° - (x*+a’) 2a

X

1 x
= + tg—+C.
2a° (x> +a’) 2d° arcga

5-§. Sodda kasrlar va ularning integrallari
Ushbu,

A A Bx+C
x—a (x—a)" X +px+q
Bx+C (m>1)

(x2 + px+q)”

ko‘rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deyiladi. Bunda A,B,C,a,p,q —
o‘zgarmas haqiqiy sonlar, m — natural son, x2+px+q — kvadrati
uch had haqigiy ildizlarga ega emas.

1°. e sodda kasrning integrali quyidagicha hisoblanadi:
—a

Jx—ilc;dx:A jdx =4 J‘d(x__aa):A‘ln]x—aHC

X—a X

2" JE A )m‘d’((m >1) sodda kasrning anigmas integrali.
X—da

Bu integral quyidagicha hisoblanadi:
I 4 dx:AI x :Aj-(x—a)*'"d(x—a):

(x_a)ﬂl (x_a)”l
—m+1
— A . .(_ﬂ._ + C — A +
—m+1 (x—a)"-(1—-m)
3. J—M——dx sodda kasrning anigmas integrali.
X+ px+gq



Avvalo sodda kasr maxrajidagi x2+px+q kvadrat uchhadni
quyidagicha yozib olamiz:

2 2 2
2 2 P P 14 P
X+ px+qg=x"+2-=x+| = | +tg~| = | =l x+= | +

2 2 5
P 14 2 2 12
tg—={x+Z | +d’, =g-£-
7 (x 2] “ Ty
U holda
J- 7B)H-C i = Bx+C de
X +px+gq

(x+§)2 +a’

bo‘ladi. Keyingi integralda o‘zgaruvchini almashtiramiz:

p

X+—=1
2
Pavshanki,
dx=dt, X=1———
Natjada
Blt-Llic
Bx+C Bx+C 2

I————dx: :J dt =

X'+ px+g +Ly s a £ +a’
2
P
Bt+C~=8
7 tdt P dt
= [:B > 7+ C'—‘“B > 5 =
I ' +a’ It‘+a“ ( 2 )Jt“+a“

279 Pidt 2 :

)

al L
B d(’+a’) _Bp) 1 (a] B
hgj__jp[c _j LjSal



:gln(f2 +a2)+(C—%B)-laCfvj£+C:

a a
b
x+ £
:Eln(x2+px+q)+ C——B—p-)- 1 a [Tt 2_iC
2 2 2 p2
*T q-—=
bo‘ladi.
B . . .
°. J—Z—H—C——dx (m>1) sodda kasrning integrali.
(x*+px+q)”

Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

B- [t-——)+C
J sz+C md’fzj Bx+C md":J‘ : 22m -
(x" + px+9q) (x+£)2+q—£i (" +a’)
2 4

. tdt Bp dt B di® +a*)
=8 I 24 g '"+(C J[(z i) 2 I(z +a)"'+

(t"+a)
*(C‘@]f 4B L ,1+(C—£3JI—Z-L
2 )3 v d)y” 2 (—m) v a)” 2 )"

. . dt . .
Bu integraldagi j(t—er—— anigmas integral

a ‘)m

yuqorida keltirilgan rekurrent formuia yordamida hisoblanadi.

6-§. Ratsional funksiyalarni integrallash

Ushbu P (x)=a,+apx+ax’+ ... +a x" butun ratsional funksi-
vaning integrali oson hisoblanadi:

2 n _
J’R,(x)dxzj.[aowLa‘x-l—a:x Fo +a,x ]dx—
£ ’CZ n+l
=agx+a,—+a,—++a, —+C.
2 "3 n+1

Kasr ratsional funksiva
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P(x) a,+ax+ax’+---. .. +a x
- 2
0., (xy by+bx+bx +---.. +bx

ni integrallash birmuncha murakkab bo‘ladi.

Agar g% noto‘gri kasr (n>m) bo‘lsa, uning butun qgismi
X

ajratilib, butun ratsional funksiya va to‘g‘ri kasr yig‘indisi ko‘ri-
nishida yoziladi:

P(X)d _ R (0)+ (x).
0, (x) 0, (x)
U holda fQ o = [R, OMHJ ( ) boladi,

To'g'ri kasrni integrallash uchun, avvalo bu kasrni sodda kasr-
lar vig'indisi sifatida yozib olinadi so‘ng ularning integrallari to-
piladi.

Endi ratsional karslarni sodda kasrlarga ajratishga doir bir

nechta misollar keltiramiz:
2

1-misol. Ushbu ratsional kasrni sodda kasrlarga yoying.

3
x -

Yechish. x3—8=(x—2)(x2+2x+4) bo‘lganligi sababli (8) formu-
laga ko'ra
L x’ __ A Bx+C
¥ =8 (x=2)x*+2x+4) x=2 X +2x+4’

bu yerda A, B va C lar noma’lum koeffitsientlar. Bu tenglikning
o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz, u holda
P A +2x+4)+(Bx+C)(x—2)
X -8 (x=2)(x* +2x+4)
X" =(A+B)x+(24+C~2B)x +44—-2C.
Endi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni teng-
lashtirib, A, B, C larni topish uchun ushbu tenglamalar sistemasi-
ga ega bo'lamiz:

bo‘ladi. Bundan
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x? 1=4+8B,

x'[,0=2a+C-2B, :)A:l,B:Z’C:_%
3 3 3
x| 0=44-2C
Shunday qilib,
x* 1 2(x+1)

Y-8 3(x-2) 3ri2xtd)

7x*26x—9
Xt rdxt +4x7 -9

2-misol. Ushbu ratsional kasrni sodda kasr-

larga yoying.

Yechish. Kasrning maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
XA+ +4x? = 9=(x?+2x)? — 9=(x?+2x—)(x°+2x+3)=
=(x—D(x+3)(x*+2x+3).
sodda kasrlarga voyish formulasidan foydalanib yoyilmani yo-

zamiz:
7x* +26x-9 _ A + B . Cx+D
(=Dx+3)(x*+2x+3) x=1 x+3 x*+2x+3

Tenglamaning o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz. U
holda
7x* +26x=9 _
(—D(x+3)x+2x+3)
A +3)(x +2x+3)+ B(x=D)(x* +2x +3)+ (Cx + D)(x +3)(x —1)
- (x=1D(x+3)(x* +2x+3)

bo‘ladi. Bu kasrlarning suratlarini tenglashtiramiz so‘ngra x oldi-
dagi koeffitsientlarni tenglashtirib quyidagiga ega bo‘lamiz:

XMoo= A+B+C,

T =5A+B+2C+D,
= A4=1,B=1,C=~2,D=5.
¥126=94+B-3C+2D,

P~9=94-3B-3D,



Demak,

7x* +26x~9 L S L
(x=D(x+3)x" +2x+3) x—1 x+3 x*+2x+3

4x° +16x—8
x’ —4x
Yechish. (8) formulaga ko‘ra

3-misol. ni sodda kasrlarga ajrating.

4x* +16x-8  4x’ +16x-8 A4, B _C
x*—4x x(x+2)(x=2) x x+2 x=2

Ushbu tenglikning o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltira-
miz va suratlarini tenglashtiramiz:

dx?+16x—8=A(x+2)(x—2)+Bx(x-2)+Cx(x+2).
x ga ketma-ket x=0, x=-2 va x=2 giymatlar berib quyidagini
hosil gilamiz:
x=0 |-8=-44 A=2,
x=-21-24=8B ;= {B=-3,
x=2 140=8C C=5.
Shunday qilib,
4x’ +16x~8 :z 3 N 5
x(x+2)(x-2) x x+2 x-2

3
4-misol. f ; +11)3 dx hisoblang.
X{xX—

Yechish. Integral ostidagi funksiva to‘g‘ri kasrdan iborat. Uni
quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:
x+1 A4 B C D
=+ ~+ =
x(x=1) x a1-1 (x=1y (-1

Bundan x’+I=A(x—1]+Bx(x—1)°+Cx(x—1)*+Dx kelib chigadi.

Endi x o‘zgaruvchiga 0, 1, 2 va -1 giymatlar berib, quyidagi teng-
lamalar sistemasini hosil gilamiz:
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—4=1,

D=2,

A+2B+2C+2D =9,

-84—-4B+2C—-D=0.
Bundan A=-1, B=2, C={, D=2 ni topamiz.
Demak,

X +1 dx
[x(x—l) :*J-_jLZJ‘x 1 Y (x~— 1) J‘(x—l)}—

:—ln[x{+2ln{x-1[—%—( ]1)2 +C.
X — X—

+x" = . .
5-misol. [ = J‘f—x—[—g—dx integralni hisoblang.
X’ —4x

Yechish. Integral ostidagi kasr-noto‘g‘ri kasr. Uning butun va
to‘g‘ri qismlarini ajratib olamiz:
X+xt=-8 4x* +16x—8
= .
x"—4x x(x=2)(x+2)
4x° +16x -8
x’ —4x

54
3-misol), natijada f_:LE:_xl+x+4+%, 3 4 5
x —4x x x—+2 x-2

To'g'ri gismi ni sodda kasrlarga ajratamiz (qarang:

tenglik-

ka ega bo‘lamiz.
Bundan keyin integrallaymiz

3 3 2
_[(xz+x+4+z— e jdx:%+%—+4x+

x x+2 x=2
25

+5in|x— 2|+lnC:-;+7+4x++111

3
_‘__+—~+4x+21n|x1 3lnfx+ 2|+

Cx*(x-2Y
(x+2) |




6-misol. jf\gdx integralni hisoblang.
X —

Yechish. Integral ostidagi funksiva to‘g‘ri kasrdan tborat. Uni
sodda kasrlarga ajratishni 1-misolda ko‘rgan edik. Shu yoyil-
madan foydalanib integralni hisoblaymiz:

2 2
[ | : de= [ Ay BEC )dx:
x -8 {(x—=2)x" +2x+4) x—=2 x " +2x+4

1 ¢ dx 1 2x+2
#_J' += [
39x=2 37x " +2x+4

de=Line-2]+
3

2
+ljwzllnlx—zhlln]xz+2x+4l+llnC:
39 x"+2x+4 3 3 3

= In(C(x—2)(x* + 2x+4))’ = In{C(x* - 8).

Izoh. Integrallarni hisoblashda har doim ham tayyor sxema-
lardan foydalanishga harakat qilavermaslik kerak. Xususan,

yuqoridagi misolda x’dx = %a’(x3 —8) ekanligidan foydalanish

mumkin edi. U holda

f x dr:l"‘f’(_}j:@dx:%ln’x}—8[+%1HC=1nm~

=2 3 x’ =8

7-§. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

Biz yuqorida ratsional funksiyalarning integrallari har doim
hisoblanishini ko'rdik. Irratsional funksiyalarning integrallarini
hisoblashda vaziyat boshqacha, ya’ni irratsional funksiyalarning
integrallari o‘zgaruvchilarini almashtirish yordamida ratsional
funksivaga keltirilib hisoblanadi.
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Quyida ba’zi irratsional funksiyalarning integrallanishini kel-
tirish bilan kifoyalanamiz.

1-misol. Ushbu J =j1 \/;;/—dx integral hisoblansin.
FA/x

<4 Bu integralda \/;:t, ya’ni x=t almashtirish bajaramiz.

Unda dx=2tdt bo‘lib,
| Jx
1++/x
bo‘ladi. Natijada irratsional funksiyani integrallash ratsional

funksiyani integrallanishiga keladi.
2

.t
Ravshanki,
I+1

12
d»c~J——2tdt jl—:tdz

1 .
=t—-1+— boladi.
r+1

Unda

I I &
—dsz (14— |dx=——r+ I+ 1)+ C
1+¢ t+1 2

boladi,

J*2{f—2.——t+ln(t+l)jl+C;t2~21+21n(t+1)+C*
=x-2Jx+2In(/x + )+ C
bo‘ladi. »

2-misol. J'-\/—,———mch ni hisoblang.
X —VX

Yechish: 1/2 va 1/3 kasrlarning eng kichik umumiy maxraji 6
ga teng bo‘lganligi sababli x=t® almashtirishni bajaramiz. U hol-
da dx—étgdt bo‘ladi.

rer ~dt =6 ——dlfé','(t5+14+l3+t2+z+]+

R

+—l)dl:lé+§ls+%[4+213+3lz +6z+6ln}t—1]+C:x+§i/x—5+
- 2
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+%\‘/x—2+2\/;+3i/;+6f/;+61n'3/;—1|+C

dx
3-misol. Ushbu J=|———— integral hisoblansin.
fﬁ2x—3+l &
<« Bu integralda 373 =, ya’ni 2x—3=¢ almashtirishni ba-
jaramiz. U holda

1 3,
—P= =—(’+3 dx==tdt
2xt3,x2(t+), x2
bo‘ladi. Demak,

j ST A
\3/2x 3+1 t+1  27¢+1 r+1

2
dr :ét2 —§t+1n]t+1’+C:3(295—3)3 -
t+1 4 2 4

-2 J.Idf—— jdt

—Z(zx—3)5 +1n(i/2x—3 +1‘+ C.

Endi boshga ko‘rinishidagi ba’zi irratsional funksivalarni
integrallashga doir tushunchalarini keltiramiz:

1. 1:J'R X, ax+h axth Jx ko'rinishdagi integral.
cex+d cx+d

Bu integralda R — o'z argumentlarining ratsional funksiyasi,
a, b, ¢, d lar haqiqiy sonlar va a,.a,...,«, — ratsional sonlar bo‘lib,
ularning eng kichik umumiy maxraji m va ad—bc#0 bo‘lsin.

(Agar ad—bc=0 bo‘lsa, u holda =const va

cx+d

R[x,(“”bj (a’”b]" )dx ifoda x ga nisbatan ratsional funk-
cx+d

ex+d )
siya bo‘ladi).
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daci ¢ lax+b i ax+b | ntirishni kirit
= m 2 - = « a_
Quyidagi o d Yyoki ot d almashtirishni kiri

miz. U holda

" _ m—1
_t d—b va de— m(ad bcrgt2 dr
a—ct” (a—ct™)

X

bo‘ladi. Natijada, berilgan integral t ga nisbatan ratsional funksi-
yani integrallashga keltiriladi, ya’ni
mo__ . m—1
dr" —b jam ta",,,)m(ad b)l7 ar
(a_ctln)-

I:JR(

’ LRRRS]

L

a—ct

Bundan avval R ning argumentlari irratsional ifodalardan
tashkil bo‘lsa, endi argumentlar ratsional va butun ratsional funk-
siyalarga Kkeltirildi.

Qisgacha qilib vozsak, ]:J-Rl(t)dt, bunda R (t) — ratsional

funksiya. Avval olingan natijalarga ko‘ra bunday integral elemen-
tar funksiyalar orqali ifodalanadi.

4-misol. [:J'——d—x——
Vx+1=/x+1
Yechish. Integral ostidagi funksiva R(x,vx+1,7/x+1) kori-

integralni hisoblang.

. . ) . I 1 .
nishdagi funksiya bo‘lib, bu yerda o, = 5 a, = 3 Bu kasrlarning
eng kichik umumiy maxraji m=6. U holda f=x+I, x=t"—I,
dx=68dt, Jx+1 =1, Yx+1=r* almashtirishlarni bajarib, quyidagi

60°dt dr . . .
1 =J — :6_[’ dt integralga kelamiz. Natijada
= t—1

[zéf(12+t+l+~J—1)dt:213+312+6t+6ln(1—1{+C:
t__
=243V L6l r 11|+ C

bo‘ladi.
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2. ];:j dx 7 IZ:J‘ (Ax+ B)dx ’ 12:“' dx
Vax* +hx+c Vax* +bx+c¢ xax® +bx+e¢
ko‘rinishdagi integrallar.
I, integralni hisoblash uchun ildiz ostidagi ifodadan to‘la
kvadrat ajratiladi:

ax’ +bx+c= i)zikz).
2a

Kevin esa x+2—:u, dx=du almashtirish bajariladi. Natijada
a

b . M du - . -
integral jadvaldagi ushbu Iﬁ ko‘rinishdagi integralga kel-

tiriladi.

I, integral suratida ildiz ostidagi ifodaning differensiali ajratib
olinadi va bu integral ikkita integral yig‘indisi ko‘rinishida ifo-
dalanadi.

Ab
f, - [ B (2“x+b)+(3"2a)d A pd(@d thrto) |
? \/axz+bx+c Vax +bx+c Nax +bx+c¢

+(B————)[ ——~j(ax +bhx+c) ? d(ax +bx+c)+(3—ﬂ)1 =

:é\/ax1 +bx+c +(B—§—)1],
a a

bu yerda [, yuqorida hisoblangan integral.

. . 1 1 ..
1, integralni hisoblash x=—, dx=--—du almashtirish yor-
u u

damida I, ga keltiriladi.
5-misol. |21

N +2x42

Yechish. Berilgan integral I, ko‘rinishidagi integral.

dx ni hisoblang.

3
~ S (2x+2)-4 n
[ ez g2 :Ej(x%z”z) Td(x7 +2x+2)—
X 2542 \/\ +2x+2 2
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DI d(x+1)

=3
Yo+ +1

6-misol. j

x+l+\/xz+21+2,+C

' +2x+2—4In

o> ni hisoblang.
xxl+2x—1

Yechish. Ushbu integral I, ko‘rinishdagi integral.

_[ dx ‘x:; ‘_J- udu 7_.[ du _
avxt+2x~1 dx:—Ldu uz\/;l +E_l i+ 2u—o?
uz ”2 F44
L
J‘ dw-1) =—arcsin < +C:arccosl_x+C.

S2—@w -1y J2 J2x

8-§. Tirgonometrik funksiyalarni integrallash

Ma’lumki, integrallar jadvalida
y=sinx, yY=cosx,

funksiyalarning integrallari ham oson hisoblanadi:
Masalan,

J’ctgxdr = j

Shuningdek, y=sin ax, y=cosa x, y=tgax, y=ctgax hamda

cosxd J-d(sinx) =1n[sinx[+C.

sin x sin x

y=sin(x+a), y=cos(x+a),

y=tg(x+a), y=cig(x+a)
funksiyalarning integrallari ham oson hisoblanadi.
Masalan,

jsm(zw Dax = j51n(2¥+ Dd(2x+1) :»%ws(zﬁ )+C.
Ko'p hollarda trigonometrik funksiyalarni integrallashda

e =t
2
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(ba’zan sinx=t, cosx=t, tgx=t) almashtirish natijasida qaralayot-
gan anigmas integral ratsional funksiyalarni integrallashga kela-
di. Bunda

2

x=Zarctgt, dx =——dl,
1+¢°

.ox x x
2sin —cos — 2tg =

. 2t

sinx=——2 2 _ "2

L5 X x x 2’
sin? = +cos’ = l+1g7 = I+e
2 2 2
X . X X
cos’ ~—sin’ - 1-1g’>
cosx = £ i = 2 =7
. 2 X <
sin’ Z+cos’ > 1+rgts H?
2 2 2

bo‘lishini e’tiborga olish kerak bo‘ladi.
dx

Masalan :f——.‘————
’ 1+sinx+cosx

integralni hisoblashda
el =1
& 2

almashtirish bajarib hisoblanadi:
Ravshanki,

. 2t
dx = 2,a’r, sinx =-——,
1+¢° 1+¢°
1-¢
cosx = ~.
1+¢°
Unda
2 - dt

Fpemeapy

,J‘ 1+¢ :J' 2 ‘ 1 +¢ -
[+sinx+cosx 2t l—t 148 1482 +2t+1-17
1+t' 1+

:.[—dt—:ln{l+t|+c:ln +C
1+1¢

x
I+tg—
g2
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bo‘ladi. »
Ayrim trigonometrik funksiyalarni integrallashda trigono-
metriyada ma’lum bo‘lgan ushbu

sina -sin 8 :%[cos(a—ﬂ)—cos(a +B)],
cosa -sin f3 :%[sin(a—/})+sin(a+ﬁ)],

. . . . . t .
sing-sin 8 = %[sm(a~ﬂ)+sm(a +B)], sina-cosa :Esm2a,

. 1—cos2a ) 1+ cos2a
smo =———? COSs A = ——m—
2
formulalardan foydalanish maqgsadga muofiq bo‘ladi.
Trigonometrik funksiyalarni integrallashga doir bir nechta mi-

sollar keltiramiz
1-misol. J'

ni hisoblang.
I+sinx

x
Yechish. Bunda th:f almashtirishni bajaramiz. U holda

J' dx _J 1 ) 2dt :J' 24t :2J'd(l+1) —-2 2

- +C= +C
1+2r+1 (1 +1) 1+l

H - 2
I+sinx < 20 1+1

l+rrE
1+¢° &3

bo‘ladi.

Shuni ta’kidlash kerakki, t:tgg universal almashtirish yor-

damida J_L_ ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash
acosx-+bsinx+c
osonlashadi.
2-misol. fﬂi__ integralni hisoblang.

9+8cosx+sinx

Yechish. 1g§:t almashtirishdan foydalanamiz. U holda
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J dx _J— 2dt _J' 2dt _
9+8cosx+sinx 2 8(1-2) 2t £+2t+17
(A+)} 9+ — + 5
T+ 1+¢

X
g—+1
+C

d(t+1) 1 r+1 1
j =—arctg—+ C =—arctg
(r+1)° +16 2 4 2
Ko‘pgina hollarda bunday universal almashtirish murakkab rat-
sional funksiyalarni integrallashga olib keladi. Shuning uchun, ba’zi
hollarda boshqa almashtirishlardan foydalanish ancha qulay bo‘ladi.
a) R(sinx, -cosx)=—R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda sinx=t al-
mashtirish bajariladi.
Agar R(-sinx, cosx)=-R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda cosx=t al-
mashtirish bajariladi. Nihoyat,
R(-sinx, -cosx)=R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda tgx=t almash-
tirishdan fovdalani]adi.

3-misol. J integralni hisoblang.

cos*x
Yechish. Bu holda integral ostidagi funksiva uchun
R(—sinx, —cosx)=R(sinx, cosx)

shart bajariladi, tgx=t almashtirishdan foydalanamiz. Natijada
3 3

jd —J(1+tgx)d(tgx)—j(l+z)dz z+t_+c tgx+’gx+c
COoS x 3

bo‘ladi.
b) /= jsin"x-cos"' xdx integralni garaylik. Bunda m, n — butun

sonlar. Quyidagi uchta hoini ko‘ramiz:

1) m va n lardan hech bo‘lmaganda biri toq son bo‘lsin.
Masalan, m — toq son, va’ni m=2k+1, k — butun son. U hol-
da t=sinx, dr=cosxdx, cos*x=(l-sin x)“ (1-t9)% almashtirishlar
natijasida

! :Jsin”x cos” xdx:J'sin”xcos“ xcosxdx:J.f” (=13 dt
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bo‘ladi. Demak, t ga nisbatan ratsional funksivaning integraliga
ega bo‘lamiz.
4-misol, jsin4 2x-cos’ 2xdx integralni hisoblang.

Yechish. J-sin4 2x-cos’ 2xdx = J-sin“ 2x(1—sin’ 2x)cos 2xdx =

= iJt“(l—tz)dt = Lf ——]—t7 +C= L gins 2x—isin7 2x+C
2 10 14 10 14
kelib chiqadi.
2) m va n musbat juft sonlar bo‘lsin, ya’ni m=2s, n=2k, s, k —
natural sonlar. Bu holda ushbu

B [+cos2x ., I—cos2x . .
COs" X =———, sin x:———z———, sin2x =2sinxcosx

formulalardan foydalanish magsadga muvofigdir. Bu formulalar
orqgali sinx va cosx larning darajalarini pasaytirish mumkin bo‘ladi.

. .4 2 P
5-misol. J.sm Xx-cos” xdx ni hisoblang.

. . . . 2
Yechish. J.sm4 x-cos’ xdx = fsm2 x(sinxcosx)’dy =

2 . 2 1 . 2
= J.i (1—cos 2x)(lsin 2x) dx :l Ism“ 2xdx —— {sin” 2x-
2 2 8 8

1 1 ¢., . B
08 2xdx == e J(l —cos4x)dx — I3 jsm 2xd(sin2x) =

:Lx~—1—sin4x—isin3 2x+C.
16 64 48
3) Agar m va n lar juft sonlar bo‘lib, ularning kamida biri
manfiy bo‘lsa, yuqorida bayon qilingan usul magsadga olib kel-
maydi. Bunda tgx=t almashtirishni bajarish lozim bo-ladi.

) J.tg"xdx, J.ctg”xdx, n —natural son, n>1 ko‘rinishdagi integ-

rallar mos ravishda tgx=t va ctgx=t almashtirishlar yordamida
hisoblanadi.
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Masalan, tgx=t, x=arctgt, dx =

t .. cy .
5 almashtirishlarni bajar-
t

sak, J/g”xdx: l_t__zd; hosil bo‘ladi. Demak, berilgan integral
+ 7

ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.

6-misol. J tg’xdx ni hisoblang.
Yechish. Yuqoridagi almashtirishlarni bajarsak,

5 I t 8 1pd@+D
tg”xdx = dt= (£ ~t+ dt =———+—~ =
Jie f1+z2 Ji YT, 2I P

4 2

4 2
:I———+lln(t2 +1)+C:{§5— ‘g x+lln(tg2x+ H+C
4 2 2 4 22
hosil bo‘ladi.
d) Isin 1x - cos mxdx, Jcos nx - cos mxdx, jsin nx -sinmxdx  Ko‘ri-

nishdagi integrallarni hisoblash uchun ushbu
. 1. .
SIN AX - COS X = 5(sm(n —m)x +sin(n+ m)x),
1
COSHX - COSMmIX = 5 (cos(n—m)x +cos(n +m)x),
. . 1
Sinmx - sinmx = 5 (cos(n —m)x —cos(n + m)x),
formulalardan foydalanib, berilgan integrallarni yig'indining in-
tegraliga keltirish mumkin.

7-misol. JsinSx-cos3xdx ni hisoblang.

Yechish. jsinsx.cossxdx :% j(sin(sx —3x) +sin(5x +3x))dx =

:ijsi112x+lj‘sin8xdx :—lcos2x~ic038x+C.
2 2 4 1

6

178



10-bob. ANIQ INTEGRAL

1-§. Aniq integral tushunchasi

Aniq integral matematikaning muhim tushunchalaridan hi-
soblanadi. Bu tushunchani bayon etishdan avval, unga olib kela-
digan masalalardan birini keltiramiz.

I°. O‘tilgan yol hagidagi masala.

Moddiy nuqta to‘g‘ri chizig bo‘ylab, V=V(t) tezlik bilan ha-
rakat qilsin. Uning t, momentdan T momentgacha ketgan vaqgtda
bosib o‘tgan yo‘Ini topish talab etilsin.

Ma’lumki, tezlik V o‘zgarmas bo‘lganda, o‘tilgan yo'l

S=V-(T—1,
bo‘ladi.

Tezlik o‘zgaruvchan bo‘lganda, ya’ni u vaqtning funksiyasi
(V=V(t)) bo‘lganda, ravshanki, bu formula bilan moddiy nuqta-
ning [t,, T] vagt oraligiida bosib o‘tgan yolini aniq hisoblab
bo‘lmaydi. O‘tilgan yo‘Ini aniq hisoblash magsadida [t,, T] vaqt
oralig‘ini

gt ptoect, (1, <6 << <t =T)
nugtalar yordamida n ta bo‘lakka bo‘lamiz. Natijada [t T]
ushbu
[tg, 1,0, [ty ol [t s 015010 10 TT

bo‘laklarda ajraladi. Har bir

(totup] (k=0,1,2,.......n-1)
da £, nuqta olib, so‘ng shu [t,, t(kﬂ)] da nuqgtaning tezligi o‘zgar-
mas V(&) bolsin deb, o‘tilgan yo‘Ini

V€Y (s —1 )=V (1) Al

(Atk=t(k+l)—tk) bo‘lishini topamiz. Bu ifoda albatta [tk,t(kﬂ)] vaqt
oralig'ida o‘tilgan yo‘lni tagriban ifodalaydi. Unda [t,,T] vaqt
oralig‘ida o‘tilgan yo'l

S= V(E,() ) 'At()+V(§/) "/\t/+;’,+V(E;/\») A+

179



.t V(E, ) A = S‘: V() Ar,

bo‘ladi.
Endi [tk’t(kﬂ)} (k=0,1,2,...,n=1) segmentlar uzunliklari
Al
ning eng kattasini A (A= maxk{Aty,Aty,... A, }) deylik.
Unda A nolga intilganda (A—0)

PULCALY

yig'indining limiti moddiy nugtaning [t,,T] vaqt oralig‘ida bosib
o‘tilgan yo'lni ifodalaydi.
Demak, o‘tilgan S yo‘l 2—0 da

n-1
Y V() A
k=0

yigindining limiti bo‘ladi.

Umuman, ko'p masalalarning yechimi yuqoridagi kabi vig‘in-
dining limitini topish bilan hal etiladi. Bu aniq integral tushun-
chasiga olib keladi.

2°. Funksiyaning integral yig‘indisi.

Aytaylik, f{x) funksiya [a,b] segmentda berilgan bo‘lsin. {a,b|
segmentni

Xy Xj, Xopeona X,
(a=x,<x,<x,<..<x,=b)
nuqtalar vordamida s ta bo‘lakka bo'lamiz:
[x())x1/v[x]’x2])'--;/x(,,_])yxn]
(Xp=a,X, )

Har bir (XX eyl (k=0,1.2,...,n=1) bo‘lakchada ixtiyoriy &,
(X, 815X 1) NUqtani olamiz. So‘ng funksiyaning shu nuqtada
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giymati f(§,) ni Ax, =X, 7X, &a ko‘paytirib quyidagi yigindini
tuzamiz:

S Ay, =
= [(E) A+ () Ax, +.t (E,)Ax,

tot+ fE,0) Ax,

Bu yigiindi f{x) funksiyaning la,b] segment bo‘yicha integral
yig‘indisi deyiladi va u ¢ orgali belgilanadi:

n—l

o= Zf(gl\»)'A’(k

Masalan, f{x)=x° funksivaning (a,b] segmentdagi integral
yig‘indisi (yuqoridagi bo‘linishga nisbatan)

G:i.f(ék)'mk :iékz -Ax,

bo‘ladi.
3°. Aniq integral ta’rifi.
Jf(x) funksiya {a,b] segmentda berilgan bo‘lsin.
Bu funksiyaning integral yig‘indisi

#n~1

o= Zf(éx) -Ax,
k=0
ni garaymiz.
Ta’rif. Agar 2—0 da (yoki n—o da) f{x) funksiyaning integral
vig‘indisi
n—l|
o= 2/(51) -Ax,
k=0
chekli limitga ega bo‘lsa, bu limit f{x) funksivaning aniq integra-

h
li deyiladi va jf(x)dx kabi belgilanadi.
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Demak,

[ Fde= tim 3 7(5,) Ax,

(o) K=0

Bu holda f{x) funksiya |a,b] da integrallanuvchi deyiladi, a —
integralning quyi chegarasi, b integralning yuqori chegarasi, f{x)
integral ostidagi funksiva, fix)dx integral ostidagi ifoda deyiladi.

Endi aniq integralning mavjudligini ifodalaydigan teoremani
isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Agar y=f{x) funksiva [a,b] segmentida uzluksiz
bo‘lsa, u holda

[ reas

aniq integral mavjud bo‘ladi.

Eslatma. Funksiyaning uzluksiz bo‘lishi sharti uning integral-
lanuvchi bo‘lishining yetarli sharti bo‘ladi. Agar funksiya |a,b]
segmentda chegaralangan bo‘lib, u shu segmentning chekli son-
dagi nugtalarida uzilishga ega boflib, qolgan barcha nugtalari-
da uzluksiz bo‘lsa, u integrallanuvchi, ya’ni uning aniq integra-
li mavjud bo‘ladi.

Eslatma. Agar f{x) funksiya [a,b] segmentda integrallanuvchi
bo‘lsa,

.h[f("')d" = —_hff(X)dr, jf(x)dx =0

deb qaraladi.
2-§. Aniq integralning xossalari

Aytaylik, f{x) funksiya [a,b] segmentda berilgan bo'lib, uning
h
aniq integrali Jf(x)dx mavjud bo‘lsin.
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Funksiyaning aniq integrali gator xossalarga ega. Ularni kel-
tiramiz.

b b
1°. Ushbu f c- f(x)dx=c- f f(x)dx  (c—const) munosabat

o‘rinli bo‘ladi.
2°. Agar f{x) va g(x) funksiyalar |a,b] da integrallanuvchi bo‘lsa

u holda f(x)+g(x) funksiya ham [a,b] da integrallanuvchi va
b

_ﬂ/xx)ig(xﬂdx:jfgoakijgc@aw

boladi.
3°. Agar f{x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lib, ixtiyoriy
a<c<b bo‘lsa, u holda

j-f(x)dx :];_f(,r)dr +j.f(x)dx

bo‘ladi.
4°. Agar f{x) funksiya |a,b} da integrallanuvchi bo‘lib, ixtiyoriy

h
xela,b] da f(x)=0 bo‘lsa, u holda Jf(x)deO bo‘ladi.

5°. Agar f{x) va g(x) funksiyalar [a,b} da integrallanuvchi bo‘lib,
b b
ixtiyoriy xela,b] da fx)< g(x) bo'lsa, u holda |f(x)dr< [g(x)dx

bo‘ladi.
3-§. Aniq integrallarni hisoblash usullari

I". Nyuton-Leybnits formulasi va uning yordamida aniq integ-
rallarni hisoblash. Avtaylik, y=f(x) funksiva [a,b] segment-
da uzluksiz bo‘lib, F(x) esa uning boshlang‘ich funksiyasi
(F'(x)=f(x)) bo‘lsin. U holda ushbu

b
[7(0)ds = F by~ F(a)
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formula o‘rinli bo‘ladi. Shuni isbotlaymiz.

< [a,b] segmentni a=x,x,x,,....X,_, (xp<x,<.<x,) nugtalar
yordamida » ta [x,,x,/.[x,x/,....[x,_,,x,[ bo'laklarga ajratamiz.

So‘ng quyidagi tenglikni qaraymiz:

F(b)—F(a):F(xn)~F(x0)Z[F(x”)—F(x(n_,))]+[F(x(n_,))—F(x(”_Z))]+
T F(x ) —F(x )]+ F(x,)—F(x,)].
Mazkur kitobda Lagranj formulasi deb ataluvchi ushbu
S ~fla)=f"(c)(b—a)

formulani keltirgan edik. Shu formuladan foydalanib yugo-
ridagi tenglikning o‘ng tomonidagi ayirmalarni quyidagicha
yozamiz:

F(b)-Fla)=F(&)(x,—x, )+

+ Fl(f,,_l) (X, = x,,)+
ot FE) - (x5, =x)+ F(E) (x, — x,) =

=N FE) Ay =S F(E) Ay,

Demak, F(b)—F(a)=3 f(&,)- Ax,

J{x) funksiya fa,b] segmentda uzluksiz bo‘lgani uchun u la,b]
da integrallanuvchi. Bunobarin A—0 da

n b
lim =3 /(5,)- & = [ £ ()x
bo‘ladi. Keyingi tenglamadan

F(b)~F(a)=[ f(x)dx (D

bo'lishi kelib chigadi.
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Odatda (1) Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.

Aniq integrallarni sodda, ayni paytda qulay bo‘lgan hisoblash
yo‘llaridan biri ularni Nyuton-Leybnits formulasi yordamida his-
oblashdir.

Agar quyidagi F(b)—F(a)= F(x)’(f belgilash kiritilsa, unda

Nyuton-Leybnits formulasi ushbu
b
[F)de=F()!

ko‘rinishga keladi.
Nyuton-Leybnits formulasi vordamida

[ f@)ax

aniq integral quyidagicha hisoblanadi:
Avvalo f{x) funksivaning anigmas integrali J.f {(x)dx topiladi.
Aytaylik, bu integral topilib, u @) ga teng bo‘lsin.
[ f(x)dr = () +C
So‘ng bu funksivaning a va b nuqtalardagi giymatlari hi-
soblanib d¢b)—d(a) avirma topiladi. Bu giymat Nyuton-Leybnits
formulasiga ko‘ra jf(x)dx integralning givmati bo‘ladi.

T

Masalan, J.sin xdx =—C0s X f: —~(cosm—c0s0) =2 pho'ladi.
9 Q

2°. O‘zgaruvchilarni amashtirish usuli.
Aytaylik, fix) funksiya [a,b] da berilgan va uzliksiz bo'lib,
uning aniq integrali

J reos
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ni hisoblash talab etilsin. Bu integralda
X=p(t)
almashtirish bajaramiz. Bunda ¢(t) funksiya quyidagi shartlarni

ganoatlantirsin:
1) o(t) funksiya [a,B] segmentda uzluksiz;

2) ol)=a, oP)=b;
3) o) funksiva {a.B] segmentda uzluksiz ¢(t) hosilaga ega. U

holda
b B
[fde = [ flo) @' ()at 2

bo‘ladi.
<« Aytaylik, F(x) funksiva f(x) ning boshlang‘ich funksivasi
bo'lsin. Unda Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra

| f(0ydx = F(b) = F(a)

bo‘ladi. Ma’lumki,
(Flo)'=F(o®) o ()=fo®) o(1).
Demak, F(o(t)) funksiva f(¢(t))} - ¢'(t) funksivaning boshlang‘ich
funksiyasi bo‘ladi. Unda Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra

ﬁ:
¢4

[fo®)-9'(t)ydx = Fp(0)

= F((B) ~ F(p(a) = F(b) = F(a) = [f(x)dx

bo‘ladi. Bu (2) munosabatni isbotlaydi. »
1-misol. Ushbu
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integral hisoblansin.
<« Bu integralda x o‘zgaruvchini quyidagicha almashtiramiz:

x=2 sint.
Bunda dx=(2sint)'-dt=2 cost dt bo‘lish, x=90 bo‘lganda t=0,

x=2 bo‘lganda, [:E bo‘ladi. Unda (2) formuladan foydalanib
2

topamiz:

> 3
Jx2v4—x2dx = J4sinzt-\/4—4sinzt -2costdt.
0 0

Keyvingi integralni hisoblaymiz:

3
4sin’t -4 —4sin’t -2costdt =16 {sin?rcos’ tdf =
0

D e O [

i

3 :
= 16J‘lsin2 2t dt :4J‘l(l —cosét)dt =
0 0 2

4

2-misol. j«/l—xzdx hisoblang.
0

Yechish. Bu integralda x=sint almashtirishni bajaramiz. U
holda x=sint tfunksiva yugoridagi teoremadagi barcha shartlarni

2
:2(5~0):n.
0

0

L
§-Zsm21

Demak,

2
J.xQ\/4— x’dv =T
0
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[o;zt_} kesmada ganoatlantiradi va dx=costdt, a=0 da a=0, b=1
2
da B=n/2. Demak, (3) formulaga ko‘ra

cos*tdt =

© ™ A

) 3
J\/l—x%]x = I\/l—sinzt -costdt =
Q0 Q

:J'(_l_+10052, = ll+lsin2t)
2 2 2 4

0

n/2

SIE

I
T

0

9
3-mi lj dx i hisobl
-misol. ni hisoblang.
5 1+ +x

Yechish. x=t> deb o‘zgaruvchini almashtiramiz, u holda
dx=2tdt va a=0 da t,=+a =0, b=9 da #, =vb =3 bo‘ladi.

(3) formulaga ko‘ra

9 3 3
f dx 2za’t_ZJ(I_L]J,:Q(t—ln]HtI)]é=6—21n4-

adx e T 14s
/3 c
4-misol. J' .osx dx ni hisoblang.
sin” x

/6
Yechish. sinx=t deb almashtirish bajaramiz. U holda

cosxdx=dt, t,=sin(r/6)=1/2, t,=sin(n/3)={3/2 bo'ladi. (3) for-
muiaga asosan

"2 cosx Vig 1
J dx: J‘f“Sdf:—‘—'-T
5 4¢

S
s x

3°. Bo‘laklab integrallash usuli.
Aytaylik, u=u(x) va v=v(x) funksiya |a,b] segmentda aniqglan-
gan, uzluksiz u'(x) va v'(x) hosilalarga ega bo‘lsin.

Vi
- 1(16 _lé) _32
12 4 9 9
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Ravshanki,
[u(x) - v(x)]'=u'(x) - v(x)Fu(x) vix)
Demak, u(x)+v(x) funksiya
u'(x)vix)tu(x) vix)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi.
Nyuton-Leybnits fopmulasiga ko‘ra

J[u'(x) v(x) +u(x)-vi(x) | dx =[u(x)- (x)]
bo‘ladi. Agar
j[u'(x) -v(x)+u(x)- v’(x)] dx = Jv(x) u'(x)dx +

a

b
a

+ yu(x)-v'(x)dx = J‘v(x)-du(x) + ju(x)~dv(x)

a d a

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

j W(x) - du(x) + j u(x) - dv(x) = [u(x) w(x)]

a

bo‘lib, bundan esa
b

ju(x) ~du(x) = [u(x) . v(x)]z - jv(x) -du(x)

d a

bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglik aniq integralning bo‘laklab in-

tegrallash formulasi deyiladi.

U u(x)dv(x) ni integrallashni v(x)du(x) ni integrallashga olib

keladi.

Bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanish uchun integral
ostidagi ifodani u(x) va dv(x) lar ko‘paytmasi ko‘rinishida yozib
olinadi, bunda, albatta v(x)du ifodalarning integralini oson hi-

soblana olinishi lozimligini e’tiborda tutish kerak.
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1-misol. Ushbu

xlnxdx

N —— S

Integralni hisoblaymiz.
<« Bu integralda u=/n x, dv=x dx deyiladi. Unda
1 2
du = —dx, v:J-xdx:iC—
2

X

bo‘ladi. Bo‘laklab integrallash formulasi (3) dan foydalanib topa-
miz:

J-xlnxdx——lnx

Ix
2

1
x
1 x et 1
=— e4‘lne2—ezlne————]j ——+~ ==(3e - 1)’
2 2 2 4

n/2
2-misol. j xcos xdx integralni hisoblang.
0

Yechish.
hosil bo‘ladi.
Demak, (2) ga ko‘ra

al2

Bunda u=x, dv=cosxdx deb olsak, du=dx, v=sinx

4-§. Aniq integrallarni taqribiy hisoblash

Biz yuqorida integral ostidagi funksivaning boshlang'ich
funksiyasi ma’lum bo'lsa integralni Nyuton-Leybnits formulasi
yordamida hisoblash mumkiniigini ko‘rdik. Ammo boshlang‘ich
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funksiyani topish masalasi doim osongina hal bo‘lavermaydi.
Agar integral ostidagi funksiya murakkab bo‘lsa, tegishli aniq in-
tegralni hisoblashni tagribiy usullarini qo‘llash lozim bo‘ladi.

I'. To‘g‘ri to‘rtburchaklar formaulasi.

f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. Bu
funksiyaning aniq integrali

J rods

ni tagribiy ifodalovchi formulani keltiramiz, [a,b] segmentni
a=x0<x,<x2<...<x(n_])<x"=b
nugtalar yordamida n ta teng bo‘lakka bo‘lamiz.
Bu holda
b—a

Axy =X, =X, = >
n

b—a

X, =a+k ,  (kO1,...,n)
n

bo‘ladi.

Berilgan f(x) funksiyaning x, nuqtadagi giymati f(x,) ni hi-
soblab, f(x) funksiyaning [X,,x,. ] segment bo‘yicha aniq integ-
ralini quyidagicha

b—a

Xg =1

[ feodc= £(x)- Ax = 1(x,)-
Xk

tagribiy ifodalaymiz. Bunday taqribiy formulani har bir [x;,x, .|

(k=0,1,2,......,n-1) segmentga nisbatan yozib, so‘ng ularni hadlab

go‘shib topamiz:

b—a

n

| Fe0dx= fix,)-
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Jrea= 7222,

y b-a
[ eode=f )=

f b—a
[ rede=fx, ) ==,

T f(x)dx + Tf(x)dt +

; j F()dx 4.+ j F(x)dy ~

N b—a
n

[f(x)+ f(x)+ f(x,)+0+ f(x,)]

Demak,

If(x)dxzb—;‘f[f(xo)ff(xl)juf(xz)+~-+f(xn_l)],

n

[ reoa=222% re) @

Bu aniq integralni taqribiy hisoblovchi formula to‘g‘ri to‘rtbur-
chaklar formulasi deyiladi.

2°. Trapetsiyalar formulasi.

f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan va uzluksiz bo‘lsin [a,b]
segmentni yuqgoridagidek n ta teng bo‘lakka bo‘lib, f(x) funksi-
yaning |xk,x(kﬂ)] segment bo‘yicha olingan aniq integralini qu-
yidagicha
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Sx)+ f(x.0) Ax S )+ (x.) ] b—a
2 ‘ 2

n

T -

taqribiy ifodalaymiz. Bunday tagribiy formulani har bir [xk,x(kﬂ)]
(k=0,1,2,......,n-1) segmentga nisbatan yozib, so‘ng ularni hadlab
qo‘shib topamiz:

]Lf(x)dr+]%_f(x)dx+]§f(x)dx+...+ 'b[ f(x)dx =

=LA+ S+ () S+ (S () + £ () +
+o+ (S )+ /()] =

=P )+ 21 )+ 2 () o 25, )+ 1)

Demak,

hjf(x)dxz b ;"[ /%) ;f Cod s fe, + fre, )+t Ji, )] ()

Bu aniq integralni taqribiy hisoblovchi formulaga trapetsiyalar
formulasi deyiladi.

3°. Parabolalar (Simpson) formulasi.

f(x) funksiya [a,b} segmentda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. {a,b]
segmentni

a:x0<x1<x2<...<x(2n_2}<x(2n_])<x2n=b

nugtalar yordamida 2n ta teng bo‘lakka bo‘lamiz.

f(x) funksiyaning [ka,x(zkﬂ)] segment bo‘yicha aniq integra-
lini quyidagicha

b—a_
6

| J. JS(x)dx = [f(xzk) +41(x,, )+ f(x2k+2)]



taqribiy ifodalaymiz. Bu tagribiy formulani har bir
[X o X 5 of (k=0,12,......., n—I)
segmentga nisbatan yozib, so‘ng ularni hadlab go‘shib topamiz:

xj.f(x)dx + Tf(x)dx +

+Aj[f(x)dx+-~~+

X

1n-2

P (f)+ 4 )+ ) +

+(f(x)+41(x) + f(x))+(f(x,, )+
+ 4f(x2n-—l) + f(x2n)] =

[(S )+ /o, N+ 4 () + () + f () ++
/() + 20/ G+ () + S )+ 4+ (f (3, ,))]

Demak,

~
~

b-a
6n

b-a
6n
+4(f(x1)+f(x3)+-~+f(xzn—1))+

+2(f )+ f(x) + ot f(x,)) ] (6)

Bu (6) formula parabolalar (Simpson) formulasi deyiladi.
Misol. Ushbu

[ = =——=[(f(x)+ f(x,,)) +

1
J- e dx

0
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aniq integral to‘g‘ri to‘rtburchaklar, trapetsiyalar va Simpson for-
mulalari yordamida taqribiy hisoblansin.
« [0,1] segmentni 3 ta teng bo‘lakka bo‘lamiz:
O0=x,, x,=0,2, x,=0,4, x;=0,6, x,=0,8, x;=I
Bu nugtalarda f(x)=e *? funksiyaning giymatlari quyidagicha
bo‘ladi:
J(x,)=1,00000, fix,)=0,96079, f(x,)=0,85214,
fx)=0,69768, flx,)=0,52729, f(x;)=0,36788.
Har bir bo‘lakning o‘rtasini ifodalovchi nuqtalar quyidagicha
x, =01, x,=03, x,=0,5 x,=0,7, x, =0,9.
2 2 2 2 2

bo‘lib, bu nuqtalardagi giymatlari esa quyidagicha bo‘ladi:

f(xg ]:0,99005, _f‘(x3 ]: 0,91393, f(xs ]: 0,77680,

2 2 2

5

2

f(x7 ): 0,61263, f(xg ]: 0,44486.

a) to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi (4) bo‘yicha.
1

J.e_"ldx =

0

1
= <(0,99005+0.91393+0,77680+0,61263 -+ 0,44486) =

= % -3,74027 = 0,74805

b) trapetsiyalar formulasi (5) bo‘yicha
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1
j e di ~ é( 1,00000 +0,36788 | 0,96079 +0,85214 + 0,69768
0

2

+0,52729) = %(0,68394 +3,03790) = %3,72184 ~0,74437

v) Simpson formulasi (6) bo‘yicha

1
fedr~ 3—[6[(1,00000 +0,36788) +
0

+4(0,99005 +0,91393 + 0,77680 + 0,61263 + 0,44486) +
+2(0,96079 +0,85214 +
+0,69768 +0,52729)] =

= %(1,36788 +4-3,74027 +2-3,03790) =

l
= 5(1,36788 +6,07580 +14,96108) ~
~0,74682
Taqribiy formulalar yordamida hisoblab topilgan
1
2
Je"x dx
0
integralning giymatini, uning
1
Je de=0,74685...
0
giymati bilan taqqoslab, Simpson formulasi yordamida topilgan
integralning taqgribiy giymati anigroq ekanini ko‘ramiz.
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11-bob. ANIQ INTEGRALNING BA’ZI BIR TADBIQLARI

1-§. Tekis shaklning yuzini hisoblash

ftx) funksiva [a,b] segmentda aniglangan, uzliksiz hamda ix-
tivoriy xela,b] da f{x)>0 bo‘lsin. Yuqoridan f{x) funksiya grafigi,
yon tomonlardan x=a, x=>b vertikal chiziglar hamda pastdan OX
— abssissa 0‘qi bilan chegaralangan shaklini garaylik (1-chizma)

V&

1-chizma

Odatda, bunday tekis shakl egri chizigli trapetsiya deyiladi.
Uni aABb deylik.

Agar f{x) funksiva {a,b] segmentda o‘zgarmas, ya'ni

flx)=C=const

bo‘lsa, u holda a4 Bb shakl to‘g‘ri to‘rtburchak bo‘lib, uning yu-
zi S=C-(b—a) boladi.

Agar f(x) funksiya ixtiyoriy uzluksiz funksiya bo‘lsa, unda
aABb shaklning yuzi quyidagicha topiladi:
{a,b] segmentni

(x0<x]<x2<...<xn)
nugtalar yordamida » ta bo‘lakka bo‘lamiz va har bir
xpx ] (k=0,1,2,..., n—1)
segmentda ixtivorily

k (&/\E[X/\»,xkﬂl)

St
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nugta olamiz.

So‘ng har bir |x,, x, ] segmentda f{x,) funksiyani o‘zgarmas
va uni f(¢,) ga teng qilib olsak, u holda x A4, B x, , egri chizigli
trapetsivaning yuzini

JE) '(x(kJr[)——xk)
deb olish mumkin bo‘lib, a4 Bb shakining yuzini esa
Sf(Ey) (x,~xx)TfE ) - (XX )+...+ f(E,) '(x(k+[)—xk)+...+
T ot KX )
deyish mumkin. Demak,

n-1

Ssz(ék)'Axk (1)

bunda Ax,=x,,, —x,.

aABb egri chizigli trapetsiyaning yuzini ifodalovchi formula
tagribiy formuladir.

Endi [a,b] segmentning bo‘laklari sonini shunday orttira bo-
raylikki, bunda har bir /x,, x, .,/ segmentning uzunligi 4x, nolga
intila borsin. U holda

S &) A,

yig'indining miqdori ham o‘zgara boradi.
Ma’lumki, bu holda

n—1 b
imy /(5,)Ax, = [/ (x)dx.
k=0 a
bo‘ladi.

Demak, egri chizighi trapetsivaning yuzi

S= jf(x)dx

aniq integral orqali topiladi.
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Eslatma. Agar egri chizigli trapetsiva OX o‘gidan pastda joy-
lashgan bo‘lsa, (f(x)<0, xefa,b]) unda bu shaklning yuzi ushbu
b

S:—jf(x)dx

formula yordamida topiladi.

Masalan, yugoridan f{x)=x? parabola, yon tomonlardan x=1,
x=3, vertikal to‘g‘ri chiziglar va pastdan OX o‘qi bilan chega-
ralangan shaklning yuzi yuqorida keltirilgan formulaga ko‘ra

3 3P
X

Szj.xzdx:?

:———:9——:———:8-—

1 1

bo‘ladi.
Agar tekislikdagi shakil quyidagi
Y=(x), y=F5(x), x=a, x=b
(f;(x), f(x) funksiyalar [a,b] da uzluksiz va f(x)>0, f,(x)>0,
Sf19>f(x) chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi

0= [[£(0) = f(0)]dx

formula bilan topiladi.

Demak, manfiy bo‘lmagan uzluksiz funksiyaning aniq integ-
ral egri chiziqli trapetsivaning yuziga teng. Bu aniq integralning
geometrik ma’nosini ifodalaydi.

1-misol. y=cosx, y=0 chiziglar bilan chegaralangan figuraning
vuzi hisoblansin, bunda xe/0,;2n/ (2-chizma).

Yechish. xe[o;ﬁ} va xe[j’_n;zn} da cos x>0 hamda
2 2
E[E;gﬂ} da cos x<0 bo‘lgani uchun
2°2

3772 2n

S= 2j.[cos x|dx = TJZ cos xdx + I (—cosx)dx[ + J. cos xdx =
0 0

mi2 3ni2
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3xi2 . r . T .
Yyi+sinx]” =sin——sin0+
' 2

3n/2

=sin xlgj + ]sin X

+

sin3—n—sin£ +sin27r—sin3—ﬂ:1+|—1—1[—(—1)=4
2 2 2

A

N N
0 n/2\y3n/z 2r x
-1

2-chizma

Y

l

Demak, =4
2-misol. y=x°+] va y=3—x chiziglar bilan chegaralangan figu-
raning yuzini hisoblang.

N
N

W

5 o1 e N F

3-chizma

y=x" +1 .

Yechish. Figurani yasash uchun avval ushbu { is-

v=3-Xx

temani vechib, chiziglarning Kkesishish nuqtalarini topamiz
{3-chizma).
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Bu chiziglar A¢(—2;5) va B(1;2) nugtalarda kesishadi.
U holda

S lj(?,—x)aix— lj(x2 +1)dx = lj(z—x—,»(z)azx:

2 3
TR "_Zz(z_l_lj_(_4_é+§):2
2 3 2 3 2 3 2
2-§. Yoy uzunligi

ftx) funksiya [a,b] segmentda aniglangan va uzliksiz bo‘lsin.

Uning grafigi tekislikning
(a, fla)) va (b, f(b))
nugtalari orasidagi egri chiziq yoyni ifodalasin (1-chizma).

Shu yoy uzunligini topish talab etilsin.

Agar f{x) funksiya la,b] oraliqgda o‘zgarmas, f{x)=c, c=cons
bo‘lsa, bu funksiyaning grafigi tekislikda (a.b), (b,c) nuqgtalarni
birlashtiruvchi to‘g’ri chizig kesmasi bo‘lib, uning uzunligi

[,=b—a

bo‘ladi.

0 XFa X4 X X4 Xi b=x,
I-chizma

Agar ftx) funksiva |a,b] oraligda chizigli funksiva, ya’ni
Jx)=kx+b (k,b — o‘zgarmas sonlar) bo‘lsa, bu funksiyaning gra-
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figi (a fla)), (b,f(h)) nugtalarni birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kes-
masi bo‘lib, uning uzunligi

L=Ab-a) +(fB) - (@) =(b-a)VT+£

bo‘ladi.

Aytaylik, f{x) funksiya la,b] oraligda aniglangan va uzluksiz
bolsin. Bu funksiyaning grafigi 2-chizmada tasvirlangan egri
chiziq yoyi bo‘lsin.

Uni 4B deb belgilaymiz. [a,b] segmentda ixtiyoriy

A=Xy, X[, X0, X, =b (x,<x,;<x,,<..<x,)
nugtalar olib, uni bu nugtalar yordamida #» ta bo‘lakchalarga
ajratamiz.

[xpx) 0 [xp500 o [l o (%, _x,0
{a,b] segmentni bo‘luvchi nuqtalar

XX Xy, Xpn Xy penes X, X,
orgali OY o‘giga parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri
chiziglarning AB yoy bilan kesishgan nugtalari
A (x f(x)) (k—0,1,2,...n)

A,=A, A, =B A,~A, A, =B bo‘ladi. AB yoyidagi bu nuqtalarni
bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq kesmalari yordamida birlashtirib, L,
siniq chizigni hosil gilamiz.L, siniq chiziq, AB yoyga chizilgan
siniq chiziqg deyiladi. Bu siniq chiziq perimetri

n—1

L= 3 =30+ ) = S

bo‘ladi.

Ravshanki, /| perimetr [a,b] [a,b] oraligning bo‘linishiga, ya'ni
Ax,=x, ., X, ga bog‘liq bo‘ladi.

Avvaldagidek, Ax, =x,_ , x, larning eng kattasini % bilan belgi-
laymiz.

Ta’rif. Agar /-0 da

[}
<@
Ko



n—\

L= > G =5 + [ ()~ £ (5)]

k=

perimetr chekli limitga ega bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega deyila-
di va lim/, =/ fimit AB yoyining uzunligi deyiladi.

f(x) funksiva |a,b] segmentda aniglangan, uzluksiz va uzluksiz
F(x) hosilaga ega bo‘lsin. Bu funksiyaning [a,b] oraligdagi grafi-
gi AB yoynti tasvirlasin.

Ma’'lumki, AB yoyga chizilgan siniq chizigning perimetri

l” = ﬂz_:\/zxkﬂ _xk)z + [f(ka) - .f(xk)]2

bo‘ladi.

Har bir [x,.x, .,/ da f{x) funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llay-
miz. U holda shunday

‘E/\» (éke[xk,xk+1])
nuqta topiladiki,
f(xk+1) _f(xk) +f'(0/() : (xk+,—xk)

bo‘ladi.

Demak,

ZJuM—nf+f%§yum—af=

im X~ X;) nZ]:\/1+f'2(§A) Ax,

=0

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indi

VI+ /7 (x)

funksiyaning integral yig'indisini eslatadi.

Uning integral yig'indidan fargi shuki, integral yig'indidagi &,
nuqta ixtiyoriy bo‘lgan holda, yuqoridagi yig'indida esa &, nugta
[x,,x, [ oraligdagi tayin nugtadir. Ammo
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VI+ /7 ()

funksiya integrallanuvchi bo‘lganligi (chunki shartga ko‘ra, f(x)
uzluksiz) sababli buning ahamiyati yo‘q. Demak,

n—l b
tim/, = Hm 3,14/ -2 [1+ /7 ()

A0

Bu esa AB yoyga chizilgan perimetri 20 da chekli limitga
ega bo‘lishini va u limit
b

J. 1+ f2(x)dx

integralga teng ekanini bildiradi.

Demak AB yoy uzunlikka ega va bu yoy uzunligi
b
1:] 1+ £ (x)dx

formula yordamida (va’ni aniq integral yordamida) hisoblanadi.
Misol. Ushbu

SRS

Sx)=x

funksiya tasvirlagan egri chizigning uzunligi topilsin.
< Avvalo berilgan funksivaning hosilasini hisoblaymiz:

=y =2g =3

(0<x<4)

Zx2 =22
2 2
Undan

1+f'2(x):1+§x, ,/1+f’2(x):‘}1+%x

bo'hb,
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h 9
/:J. 1+ = xdx
4

0

bo‘ladi. Bu integralda

1 +2x:t, dx = 2a’f, 1<<10
4 4

almashtirish bajaramiz. Natijada
10 1 1

4
J 1+2xdx:i‘].t5dt=—8—-t§ 0=
! 4 9 27

-2 (1000 -1) =2 (10vi0-1)
27 27

bo‘ladi. Demak, yoy uzunli / = (10\/1_6—1) ga teng. »

3
27
3-§. Aylanma sirtning yuzi va uni hisoblash

I, Aylanma sirt va uning yuzi tushunchasi. Ma’'lumki, to'g‘ri
chizig kesmasini biror o‘q atrofida aylantirishdan silindrik, konus
(kesik konus) sirtlar hosil bo‘ladi. Bu sirtlar yuzaga ega va ular
ma’lum formulalar yordamida topiladi.

Aytaylik, fix)eCla,b] bo'lib, Vxefa,b] da f{x)>0 bo‘lsin. Bu
funksiya grafigi 4B vovini tasvirlasin (1-chizma).

AR voyni Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirt ay-
lanma sirt deyiladi. Uni 7T deylik. {a,b] segmentni ixtiyoriy

P={xyxp....x,} (a=x,<x;<..<x,=b)
bo‘laklashni olaylik. Bu bo‘laklashning har bir
x,(k=0,1,2,....n)
bo‘luvchi nuqtalari orgali Oy o‘qiga parallel to'g‘ri chiziglar o‘tka-
zib, ularning AB yoyi bilan kesishish nuqtalarini A, =4, (x,,f(x,))
bilan belgilaylik. (4,=4. A,=B; k=0,1,2,...,n). Bu nugtalarni o‘za-
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ro to‘g'ri chizig kesmalari bilan birlashtirib, AB yoyiga L siniqg
chizig chizamiz.

I-chizma

AB yoyini Ox o‘qi atrofida aylantirish bilan birga L siniq
chizigni ham shu o‘q atrofida aylantiramiz. Natijada kesik konus
sirtlarining birlashmasidan tashkil topgan K sirt hosil bo‘ladi. Bu
K sirt yuzaga ega va uning yuzi

p(ky =223 TEILD o ooy [ - S ol

ga teng. (Bunda kesik konusning yon sirtining yuzini topish for-
mulasidan foydalanildi.)

Ravshanki, K sirt, binobarin uning yuzi u(K) [a,b} segment-
ning bo‘laklashlariga bog‘liq bo'ladi.

1-ta’rif. Agar ve>0 son olinganda ham shunday 6>0 son topil-
saki, |a,b} segmentning diametri A_<& bo‘lgan ixtiyoriy P bo‘lak-
lashi uchun |u(K)—S|<e (SeR) tengsizlik bajarilsa, S son pu(K)

ning Ap—0 dagi limiti deyiladi: 10 #(K)=S.

A, =0
2-ta’rif. Agar h,—0 da 1K) vig'indi chekli S limitga ega bo‘lsa,
7T aylanma sirt yuzaga ega deyiladi.
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Bunda S son T aylanma sirtning vuzi deyiladi: S=u(7T).
Demak,

2

) = lim 23 LEEL ) i 750 f0 ]
” k=0

2°. Aylanma sirt yuzini hisoblash. YFaraz qilaylik, fix)eCla, b/
bo‘lib, u fa,bf segmentda uzluksiz f(x) hosilaga ega bo‘lsin.

Bu funksiya grafigi AB yoyini Ox o‘qi atrofida aylantirishdan
hosil bo‘lgan T aylanma sirtning yuzini topamiz.

<« [a,b] segmentning ixtiyoriy P bo‘laklashini olib, yuqo-
ridagidek

n—1

1K) = 2,[2_11@12&%;1)‘\/(% —x ) +[f )= FEO)

yig'indini tuzamiz.
Lagranj teoremasiga ko‘ra
f(xk+]) ”f(xk) :f,(é/‘:)(xkq_xk):f'(a,k) ‘AX,
bo‘ladi, bunda ¢ e/x,x, ,|. Natijada
n—1

#(K)ZZTL_Zf‘(xk)_’—Zf('XA'H) . l_i_f'/Z(ék)Axk

k=0

bo‘ladi. Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:
n—i

pu(K) = Zﬂif(ék) L+ /(& )Ax, + H{Z[(f(xk)—

k=0

~fHENH S )~ FEN NI+ @A) (D

F0eCa,b] bo‘lganligi sababli /(X)1+ f7(x) € R[a,b)
bo‘ladi. Demak, )‘p*»O da

ZHS FEW+ fHENA, > 2 j T+ [P (x)dx (2
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Ravshanki, 1+ /7 (x)e C[a,b].

Demak, bu funksiya [a,b] da o‘zining maksimum giymatiga
ega bo‘ladi. Uni M devlik:

M= mag:\/l + /7 (x).

J{x) funksiva [a,b] segmentda tekis uzluksiz. Unda ve>0 olingan-

da ham, W(Z-—‘a; ga ko‘ra shunday 6>0 son topiladiki, ‘Ap<6
bo‘lganda
£ &
If(xk)—f(ék)|<2—ﬂ/[(b_—m, l.f(xk+1)—f(c§k)l<m

bo‘ladi. Shularni e’tiborga olib topamiz:

{i[(.f(xk)—f(ik)) +(f () = FENINT+ 76D ‘Axk}

k=0

<

!

< = FEN+f ) = FED NI+ 17 (&) - Ax, <

n—1
M—E v % [ Y Ar <e.
2M(b—a) 2M(b-a)| o
Bundan },p—>0 da

S (0= FED) +(ft) = FEN ]I+ /2 EDA, >0 (3)

bo‘lishi kelib chigadi.
A,—0 da (1) tenglikda limitga o‘tib, (bunda (2) va (3) munosabat-
larni e’tiborga olib) aylanma sirtning yuzi uchun

w() =27 [ fOo1+ f7 (x)dx 4

bo‘lishini topamiz. »
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1-misol. Ushbu
a 0=
f(x) :E(BH +e?), a>0, O<x<a

zanjir chizig‘ini Ox o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan ay-
lanma sirtning yuzi topilsin.

—X

, 1 = =
<« Ravshanki, f/(x)= 5(6” —e ) (4) formuladan foydalanib,

izlanayotgan aylanma sirtning yuzini topamiz:

R S 1 = =
TY=2r|=(e? +e *), 1+ —(e" —e ¢) dx=
() !2( )y 7 )

2x

= Eﬁ_f(e; +e @) dx= EJ-(e7 +24e “)dc=
2 0 2 0

2x x 19 2
A TS, P :_77_61_(62_6_2+4) >
2 2 4

Aytaylik, 4B egri chiziq yuqori yarim tekislikda joylashgan
bo‘lib, u ushbu

{x = (1) ey
y=w@

parametrik tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lsin. Bunda

o), w(t) funksiyalari [a, B] da uzluksiz va uzluksiz ¢'(t), w'(t)
hosilalarga ega. Bu egri chizigni Ox o‘qi atrofida aylantirishdan
hosil bo‘lgan aylanma sirtning yuzi

um =2z [y o O+y 0d 3

boladi.
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2-misol. Ushbu
X+(y—2)2=1
avlanani Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma
sirtning (torning) yuzi topilsin.
<« Aylananing tenglamasini quyidagicha
X=@(1)=cost
y=y)=2+sint (0<t<2m)
parametrik ko‘rinishda yozamiz.
Izlanayotgan aylanma sirtning yuzi, (5) formufaga ko‘ra

w(T) = 27T_J. (2+sin i)\/(const)’2 +(2+sint)’dt =
4]

=2r j (2 +sinf)dr =8>
0

bo‘ladi. »
4-§. O‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi

Aytaylik, biror jism OX o‘qi bo‘ylab F kuch ta’sirida harakat
gilayotgan bo'lsin. Bunda F kuch jismning OX o‘gidagi holatiga
bogliq, ya’ni F=F(x) va uning yo‘nalishi harakat yo‘nalishi bilan
ustma-ust tushsin. Bu kuch ta'sirida jismni a nugtadan b nuqta-
ga o‘tkazish uchun bajarilgan ishni topish masalasi yuzaga keladi.

Ma’lumki, F=F¢x) kuch |a,b] oraligda

Fix)=c, ¢ — const
bo‘lsa, jismni @ nugtadan b nuqtaga o‘tkazish uchun bajarilgan
ish A=c (b — a) formula bilan ifodalanadi.

F=F(x) kuch |a,b] da x o‘zgaruvchining ixtivoriy uzluksiz
funksiyasi bo‘lsin. U holda [a,b] oraligni ushbu nugqtalar yorda-
mida a=x,x,,X,,... ... , X, =b (xy<x;<x,<..<x,) n ta [x;x],
1%, %50 X0, X ] dX, X, ] DO'laklarga ajratib, har bir bo‘lak-
chada ixtiyoriy
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§, (k=0,1.2,... ... , n—1) Erelx.x, ]
nugta olamiz.
Agar har bir
xox d (k=0,12,... ... , n—I)
oraligda jismga ta’sir etayotgan F(x) kuchni o‘zgarmas va £(§,)
ga teng deb olinsa, u holda [x,,x, ,,/ oraliqda bajarilgan ish tax-
minan
&) (i)
formula bilan, [a,b/ oraliqgda bajarilgan ish esa taxminan

n—1

A= 3 FE) (=5 = 3, FE)- A

formula bilan ifodalanadi.
Agar »—0 da

iF(ék) Ay,

vig‘indi chekli songa intilsa bu sonni F(x) kuchning [a,b] oralig-
dagi bajargan ishi deyilishi mumkin. Demak,

n~1

4= hinz F&) Ay,
Ravshanki, garalayotgan yig‘indi F=F(x) funksivaning |a,b] ora-
lig bo‘yicha integral vigindisi bo‘ladi. F=F(x) funksiya esa shart-

ga ko‘ra [a,b] da uzluksiz. Demak, yig'indining limiti mavjud va u

jF (x)dx

ga teng bo‘ladi:

n-l

lim Y (&) Ax, = f f(x)dx
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Shunday qilib, o‘zgaruvchi F¢x) kuchning [a,b] oraligdagi ba-
h
jargan ishi A= J'F(x)dx bo‘ladi.
Misol. Vintsimon prujinaning bir uchi mustahkamlangan, ik-

kinchi uchiga esa F=F(x) kuch ta’sir etib, prujina gisilgan (1-chiz-
ma).

{-chizma

Agar prujinaning qisilishi unga ta’sir etayotgan F(x) kuchga
proporsional bo‘lsa, prujinani « birlik gisish uchun Frx) kuch-
ning bajargan ishi topilsin. <« Agar F(x) kuch ta'sirida prujina-
ning qisilishi migdorini x orgali belgilasak, u holda

Fx)=k-x

bo‘ladi, bunda k& — proporsionallik koeffitsienti (qisilish koef-
fisienti). Yuqoridagi formuladan foydalanib bajarilgan ishni topa-
miz:

b 2 2
A= [hede=k-= ok
’ 2 2
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12-bob. XOSMAS INTEGRALLAR

1-§. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar

Funksivaning aniq integrali (Riman integrali) tushunchasi-
ni kiritishda integrallash oralig‘ining chekli bo‘lishi talab etil-
gan edi.

Endi cheksiz oraligda (fa,t); (—=,a]; (—w,+w) oraliglarda)
berilgan funksiyaning shu oraliq bo‘yicha integrali tushunchasini
keltiramiz va o‘rganamiz.

I°. Chegaralari cheksiz xosmas integral tushunchasi. f(x) funksi-
va [a,+t0) oraligda (aeR) berilgan bo‘lib, ixtiyoriy [a,t] da (a<t<+w0)
integrallanuvchi bo‘lsin: fix)eR({a,t]).

Ushbu

F()= | f(x)dx

belgilashni kiritamiz.

1-ta’rif. Agar t—+ow da F(1) funksivaning limiti mavjud bo‘lsa,
bu limiti f{x) funksivaning |a,+«) cheksiz oralig bo‘yicha xosmas
integrali deyiladi va

j F(x)dx
kabi belgilanadi:
Tf(x)dx = lim F(1) = lim j 7(x)dx. ()

(1) integralni chegarasi cheksiz xosmas integral deb ham yuriti-
ladi.
Qulaylik uchun, bundan keyin «chegarasi cheksiz xosmas in-
tegral» deyish o‘rniga «integral» deymiz.
2-ta’rif. Agar r—+x da F(r) funksivaning limiti mavjud va
chekli bo‘lsa, (1) integral yaqinlashuvchi deyiladi.
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Agar t—+w da F() funksiyaning limiti cheksiz voki mavjud
bo‘lmasa, (1) integral uzoglashuvchi deyviladi.
1-misol. Ushbu

T e “dx

a

integralni garaylik. Bu holda

F(t) = j e dr=—e +1

bo‘lib,
lim F(t) =1
bo‘ladi.
Demak, berilgan integral yaginlashuvchi va
j e tdv=1.
2-misol. Ushbu
| B >0, a>0)
X

integral uchun

, Int—lIna, agar a =1 bo'lsa
dx
Fity=[S= e e
x

,agar a #1 bo'lsa

a

—a+1 —a+1

bolib, t—+= da

al—a

F(t)— (a>l),  Ft)—>+= (a<l)

o —

bo‘ladi.



Demak,
T d

a

X

a

integral o> bo‘lganda yaginlashuvchi, a</ bo‘lganda uzoqlashuv-
chi bo‘ladi.

3-misol. Ushbu fCOSXdX integral uzoglashuvchi bo‘ladi,

a

chunki t—+w da

F()= Jcos xdx =sint

funksiyaning limiti mavjud emas.
4oo
4-misol. | € “d. a>0 ni hisoblang.

a

Yechish.
+oc 4 —ax —at 0
e . w . —e |- e
J'e“dr:hm ¢ “dx=lim o= lim +— |=
I —4oe 0 1-oe a =400 a a
a

. (1 1 } 1
=lm}—+— |=~.
=\ a ae a
0

dx
5-misol. J.1+ — ni yaqinlashishga tekshiring.
X

Yechish.
0 0
d . & . .
f al - = lim '[ " = lim arctex Y= lim (arctg0—arctgr) = I
e 1+ x” ro—o b 1+ X r—>—8 ro—x 2

Demak, integral yaginlashuvchi va
Of de m

[+x* 27

—x
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+eo

6-misol. J-1+ 7 Integralni vaginlashishga tekshiring.
X

Yechish. Biz bu integralni hisoblash uchun ikkita xosmas in-
tegrallar yig‘indisi ko‘rinishida yozib olamiz va integrallarni hi-
soblaymiz, ya’ni

+C d O dx +oC ) ¢ ) t
[ [ i [ im [
I+x° <I+x" Jl+x" o= l4x" o sltx

—x

= lim arclgx'f+ lim arctgx
{4

r——xn

0= ,th (arctg0—arctgry+

. 1
+ lim (arctgt — arctg0) = B T+ % =T

r—+x

Demak, berilgan integral yaginlashuvchi.
Xuddi shunday quyidagi integrallar ham yuqoridagidek,

[ reode, [ reods

xosmas integrallar va ularning yaqginlashuvchiligi, uzoglashuv-
chiligi ta’riflanadi:

J £ oy = tim | 7 oy

Tf(X)dx = ulirpm j.f(x)dr.

s ————

2°. Yaginlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari. Xos-
mas integralning turli xossalarini f{x) funksivaning |a,+) ora-
lig bo‘yicha olingan

Tf(:c)dx
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integrali uchun bayon etamiz. Bu xossalarni
J reods, | o
integrallar uchun keltirishni o‘quvchiga havola etamiz.
1-xossa. Agar Tf(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u hol-

da ff(x)a’x (a < b) integral ham vaginlashuvchi bo‘ladi va ak-
b

sincha. Bunda

T reade= [ reodes [ reods 2)

tenglik bajariladi.
1 b +oo
« Ravshanki, [f(9dc= [ f)det [ fode (a<b<i)
a a b

Aytaylik, Jf(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsin.
Demalk, tl_iffljlf(x)dx mavjud va chekli bo‘ladi:

lim j F(x)dx = j F(x)dx,
(2) tenglikdan foydalanib, t—»+w da

’li)er jf(x)dx = Tf(x)dx‘ - Jb'f(x)dx

bo‘lishini topamiz. Demak, Jf(x)dx integral yaqinlashuvchi va
b
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[ rede= | foods— feas
bo‘ladi.

Aytaylik, J f(x)dx integral vaginlashuvchi bo‘lsin,
b

Demak, lim [ f@dx= [ f(x)dx chekli boladi.
a h

(2) tenglikdan, t—+w da

4 b +eo
lim | f(x)dx = [ f(x)dx+ [ f(x)ddx
a b b
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, jf(x)dx integral yaginlashuvchi
+oo h oo
va | f(x)dv= [ fx)det [ f(D)d portadi. »
a b h
2-xo0ssa. Agar J‘f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u hol-
da J.C-f(x)dx ham (C=const) yaqginlashuvchi bo‘lib,

TCgf(x)dx = CTf(x)dx
bo‘ladi.

3-xossa. Agar J.f(x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lib,

vixefa, +») da f{x)>0 bo‘lsa, u holda ff (x)dx 20 potladi.
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4-xossa. Agar jf(x)a’x va J.g(x)dx integrallar yaginlashuv-
chi bo‘lsa, u holda I(f(X)ig(X)dx integral ham yaginlashuvchi

bodib, | (f()*g(x)de= [ f(x)det [ g(x)dx borladi,

Izoh. Berilgan integrallarning yaqinlashuvchiligi yetarli shart
bo‘lib, funksiyalar yigéindisining integrali yaqinlashuvchi bo‘lishi
uchun zaruriy shart emas. Masalan,

1
fx)=—, <ﬂ(x):——1 , x€[li+eo)
X x+1

bo‘lsin. U holda

— hm ln’x” = lim Inf = oo,
X [—otee {—> oo
-1 )
——dx=—limIn \==lim[In(z+1)-In2]=
1 X+1 f—>+oo 1400

Demak, garalayotgan xosmas integrallar uzoglashuvchi bo‘la-
di. Funksiyalar yig‘indisi uchun esa

+oo 1 l
J —_—— |dx = 11m(1n]x|—ln|x+]])1;= lim(In/—In{(t+1)+1In2]=
lx x+l 1o

=1imlnL+ln2 Inl+1In n2
+1

1—3roe

yaginlashuvchi xosmas integral bo‘ladi.
Shuni ham ta’kidlash kerakki, agar integrallardan biri yaqin-
lashuvchi bo‘lib, ikkinchisi uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda

oo

J ()t (x))de

1
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xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.

5-xo0ssa. Agar Vxela+«) da f(x)<g(x) bo‘lib, j/’(x)dx va
f g(x)dx integrallar  yaqginlashuvehi  bo‘lsa, u  holda

| £y < [ g(x)dx boladi,
Misol tarigasida 5% xossani isbotini keltiramiz. Qolgan xossa-
lar bevosita xosmas integral va uning yaqinlashuvchiligi ta’rifla-

ridan kelib chigadi.
3-xossaning isboti. Aniq integral xossalariga ko‘ra ixtiyoriy r>a

uchun jf(x)dx < j(p(x)dx.

Agar Igo(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

Fin= J,-f(x)dx < j(p(x)dx < qu(x)dx < oo

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Demak, F(t) funksiya yuqgoridan

chekli son bilan chegaralangan. Shuningdek, f{x)>0 bo‘lgani

uchun F(¢) funksiva o‘suvchi bo‘ladi. Bulardan chekli limitning
lim F(7) = lim j f(x)dx

mavjudligi, ya'ni ff(x)dr yaqginlashuvchiligi kelib chigadi.

a

Aksincha, Jf(x)dx yzoqglashuvchi bolsa, jf(x)drSJ.(p(x)dx
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tengsizligidan t—+w da chap tomoni chegaralanmagan va bun-

dan o‘ng tomonini limiti chekli emasligi, ya'ni j(/)(x)dx uzoq-

a

Iashuvchiligi kelib chigadi.

7-misol. j\/\ integralni yaqginlashishga tekshiring.

Cfdx
Yechish. 5° xossadan foydalanamiz. Berilgan integralni JT
X
1
integral bilan solishtiramiz, bu integral a>1 da yaqinlashuvchi
(1-misol). (1;+=) da
<Ll igantig bbl'TdX't Ini
— =— boflganligi sababli, | —;7integralnin
\/x7+1 \/xT I ganiig E g g

7

T dx
vaqinlashishidan berilgan integralning yaginlashishi
'1[ Vxt +1
kelib chigadi.
6-xossa. Agar jf(x)~g(x)dx va jg(x)dx integrallar yaqgin-

lashuvchi boflsa, u holda shunday o‘zgarmas pu(m <u < M) to-
piladiki,
[ 1) gy = ac | g(xyelx (3)

bo‘ladi.
<« Aytaylik, vxela,+x) da g(x)dx=0 bolsin. Unda
m-g(x)<f{x)g(x)<Mg(x) bo‘lib,

] 831 < | /(2o < 1 e



bo‘ladi. Bu tengsizliklardan, t—+e da limitga o‘tsak unda
mj 2(x)dx < J-f(x)g(x)dx < MJ g(x)dx

bo‘lishi kelib chiqgadi.
Ravshanki,

Tg(x)dx =0

bo‘lganda (3) tenglik bajariladi.
Aytaylik,

Tg(x)dx >0

bo‘lsin. Bu holda

[ Feg(x)d
<e <M

| g(xa
bo‘ladi. Agar

[ reogo
u = L_;__._
j‘g(x)dx

deb olinsa, unda m<u<Mbolib,
[/ glode=p- [gxds

bo'ladi.



vxela,+) da g(x)<0 bo‘lganda (3) tenglikning bajarilishi
yugqoridagidek isbotlanadi. »

Odatda, bu xossa o‘rta giymat haqgidagi teorema deyiladi.

3°. Xosmas integralning yaqinlashuvchiligi. Aytaylik f(x), funk-
siya [a, +<c) oraligda berilgan bo'lsin.

Ma’lumki,

| fx)dx
xosmas integralning yaqinlashuvchiligi ushbu
F(t) = j £ (x)dx (¢ > a)

funksiyaning t—+ow da chekli limitga ega bo‘lishidan iborat.
Funksiyaning chekli limitiga ega bo‘lishi haqidagi Koshi teo-
remasi, va'ni F(x) funksiyaning t—-+w da chekli limitga ega bo‘li-
shi uchun
Ve>0, Jt,>a, Vi>i, V>,
|F@) - F()<e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi.
Bu tushuncha va tasdigdan

| fxyax 4

xosmas integralning yaginlashuvchiligini ifodalaydigan quyidagi
teoremaga kelamiz.

Teorema (Koshi teoremasi). (4) integralning yaginlashuvchi
bo‘lishi uchun ve>0 son olinganda ham shunday 1R (1,>a) to-
pilib, ixtiyoriy t'™>t, t">t, bo‘lganda
<g

l];f(x)dx
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tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
2-§. Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas integrallari.
Integralning absolyut yaqinlashuvchiligi
I°. Manfiy bo‘lmagan funksiya xosmas integralining yaginlashuv-
chiligi.
Avtaylik, f{x) funksiya [a, +«) oraligda berilgan bo‘lib, vxela,
+ac) da fix)>0 bo‘lsin. Bu funksiyani |a,7] da (a<t<+o) integral-

lanuvchi deylik: fix)eR(fa,}). Bu holda F(f)= f S(x)dx funksiya

(a,*) oraliqda o‘suvchi bo‘ladi.
<« Hagiqatan ham, a<r,<t,<+w da

Fit) = | 7= [ oo+ s = Pty ] 7o

bo'lib, J.f(x)dx 20 bo'lganligi sababli F(r,)=F(t,) bo'ladi. Demak,

V 1,,t,6(a,++2) uchun
1<ty=F1)<F1,). »
1-teorema. Manfiy bo‘lmagan f{x) funksiya xosmas integrali

[r@de (f(0)20, x>a) )

ning yaginlashuvchi bo‘lishi uchun F¢z) funksivaning yugoridan
chegaralangan, ya'ni
ACeR, Yra:F)<C
bo‘lishi zarur va yetarli.
<« Zarurligi. Aytaylik, (1) integral yaginlashuvchi bo‘lsin.
Ta’rifga binoan
lim F(¢)

{—s4oo
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mavjud va chekli bo‘ladi. Unda, 3CeR, Vr>a:F(1)<C da F()<C
bo‘ladi.

Yetarliligi. Aytaylik, F(?) funksiya (a,+=) da yuqoridagi che-
garalangan bo‘lsin. Ayni paytda, F(#) o‘suvchi funksiya. Demak,
t—+w da F(#) funksiya chekli limitga ega. Bu esa (1) integralni
yaqinlashuvchi bo‘lishini bildiradi.»

Bu teoremadan guyidagi natija kelib chiqadi.

Natija. Agar F(» funksiya (te(a,+=)) yuqoridan chegaralan-
magan bo‘lsa, u holda

T o

integral uzoqlashuvchi bo‘ladi.

2°. Taqqoslash teoremalari. lkkita funksiya ma’lum muno-
sabatda bo‘lganda birining xosmas integralining yaqinlashuvchi
(uzoqlashuvchi) bo‘lishidan ikkinchisining ham yaqinlashuvchi
(uzoqlashuvchi) bo‘lishini ifodalovchi teoremalarni keltiramiz.
Odatda, ular taqqoslash teoremalari deyiladi.

2-teorema. Faraz qilaylik, f{x) va g(x) funksiyalar [a,+) ora-
ligda berilgan bo‘lib, vxefa,+) da

O<f(x)<g(x) (2)

bo‘lsin.

Agar Jg(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda Jf(x)dx ham

a a

vaqinlashuvchi bo‘ladi.

Agar J.f(x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda J.g(x)dx ham

uzoqlashuvchi bo‘ladi.

< Aytaylik. (2) munosabat o‘rinli bo‘lib, J-g(x)a’x yaqin-

lashuvchi bo‘lsin. Unda 1-teoremaga ko‘ra
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G(t) = j g(x)dx<C
bo‘ladi. Ayni paytda,
F()y= [ f(0de < GQ)
bo‘lganligi sababli, ya’ni l-teoremaga binoan j f(x)dx yaqin-

lashuvchi bo‘ladi.

Aytaylik, (2) munosabat o'rinli bo‘lib, J'f(x)dx uzoglashuv

chi bo'lsin. Unda yuqorida keltirilgan natija va F(1)<G(?) tengsiz-
likdan T g(x)dx integralning uzoglashuvchiligi kelib chiqadi.»

3-teorema. Faraz qilaylik, f{x) va g(x) funksiyalar |a,+=) da
J)=0 g(x)=0 bolib,

tim £ _ 4 (0 < k < +o0)
T g(x)

bo‘lsin.
Agar k<+wx bo‘lib, Tg(x)dx vaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda
Tf(x)dx ham yaqginlashuvchi bo‘ladi.

Agar k>0 bo'lib, fg(x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda

J J(x)dx ham uzoglashuvchi boladi.
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< Aytaylik, lim _fé_x; =k < +o0 bOlib, J'g(x)dx vaqginlashuv-
i o(x ”

chi bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan
ve>0, 3 ty>a, vi>t, da

JO)<(k+e)g(x) (3)
bo‘ladi. Yaqginlashuvchi integralning xossasiga ko‘ra

+f(k +&)g(x)dx

yaginlashuvchi bo‘ladi.

(3) munosabat va 2-teoremadan foydalanib, Jf (x)dx integ-

a

ralning yaginlashuvchi bo‘lishini topamiz.
Aytaylik,

lim L(i) =k>0
X—too g()‘)

bolib, J g(x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsin. Bu holda k,son (k>k,;>0)

UChUn Shunday t'0>a tOplladlkla Vx>f'0da jzx;
g(x

>k, ya'ni

1
g(x) < k—f (x) (4)

bo‘ladi.

(4) munosabat va 2-teoremadan foydalanib jf (x)dx integ-
ralning uzoglashuvchi bo‘lishini topamiz.»
Natija. Agar
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lim &C—) =k
X—ptoo g(x)

bo‘lib, 0<k<+w bo‘lsa, u holda ff(x)dx va J-g(x)dx integ-

rallar bir vaqtda yoki yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo‘ladi.
Ko‘p hollarda biror xosmas integralning yaqinlashuvchiligini

yoki uzoglashuvchiligini aniglashda avvaldan yaqinlashuvchiligi

yoki uzogqlashuvchiligi ma’lum bo‘lgan integral bilan tagqoslab

(yugorida keltirilgan teoremalardan foydalanib) garalayotgan in-

tegralning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo‘lishi topiladi.
Masalan,

[ (s

integralni
J.éa (a>0, a>0)
a x
integral bilan taqqoslab, quyidagi natijaga kelamiz.
Natija. Aytaylik, biror C(0<C<+o) va «>0 sonlar uchun
C
x—>+oda f(x)~ Pt ya'ni

lim x* - f(x)=C

bolsin. Unda jf(x)a’x integral o>l bo‘lganda yaginlashuvchi,

o<1 bo‘lganda uzoglashuvchi bo‘ladi.
1-misol. Ushbu

400

2
COS™ X

J1+x2

0

dx
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integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

<« Agar
: cos’ x 1
JX)y=—=, gl)=—7
I+x I+x
deyilsa, unda vxef0,+o/, 0<f{x)<g(x) bo‘ladi.
Ravshanki,
T dx
5 1+ x?

integral yaginlashuvchi. 2-teoremaga ko‘ra berilgan xosmas inte-
gral yaginlashuvchi bo‘ladi.»

“+oo

2-misol. Ushbu je_vd’f integral yaqinlashuvchilikka tek-

1
shirilsin.
< Vx>/ da
f)=e™?, g(x)=e™
funksiyalari uchun 0<f{x)<g(x) bo‘ladi.

foo

Quyidagi J‘e"“dx integralning yaqgintashuvchiligi ravshan.
1

Demak,
j e dr
{

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi. »

+oo

3-misol. Ushbu J-e_x In xdx integral yaginlashuvchilikka tek-
1

shirilsin.
<€ Vx>/ da /nx<x bo‘lib, fix)=e™ In x, g(x)=xe™ funksivalar
uchun 0<ffx)<g(x) bo‘ladi. Endi
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oo

J. g(x)dx = .f xe “dx

1 1
integralning yaginlashuvchiligini e’tiborga olib, 2-teoremadan
foydalanib, berilgan

oo

'[ e In xdx
1
integralning yaginlashuvchiligini topamiz.»
4-misol. Ushbu
T dx
L x- N+
integral vaginlashuvchilikka tekshirilsin.
« Integral ostidagi

1
T e

funksiya uchun
5 5 l
1 = lm-——==1

lim x* f(x) = lim x*  ———
Y 4oo X —3+oo 32 X—>+ea I
x-yx°+1 X3l —
Yt

bo‘ladi.
Ravshanki,

v

T d
=
1 X§
integral yaginlashuvchi. Demak, berilgan integral yaginlashuvchi
bo‘ladi.»

4°. Xosmas integralning absolyut yaginlashuvchiligi. Aytaylik,
f(x) funksiya [a,+«) oraligda berilgan bo‘lsin. Bunda, vxefa,+x)
uchun f{x)>0 bo‘lishi shart emas.

230



Ta’rif. Agar

T] S (0| dx

integral yaginlashuvchi bo‘lsa, J. f(x)dx integral absolyut yaqin-

lashuvchi deyiladi.

Agar j f(x)dx yaginlashuvchi bo‘lib, _“ S (x)|dx uzoglashuv-

chi bo‘lsa, u holda j f(x)dx shartli yaginlashuvchi integral de-

yiladi.

4-teorema. Agar integral absolyut yaginlashuvchi bo‘lsa, u ya-
ginlashuvchi bo‘ladi.

<« Aytaylik,

T1r0o]ds

integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Berilgan f{x) va | f{x)| funksiyalar
yordamida ushbu

o(x) = %(f(X) 7).

v () :%(—f(x)+1f(x)l)

funksiyalarni tuzamiz.
Bu funksiyalar uchun, vxefa,+x) da
D o(x)>0, w(x)>0
2) o)<\, wo)<|f(x))|
3) o(x)—w(x)= f(x)
bo‘ladi. Yuqgorida keltirilgan 2-teoremadan foydalanib, quyidagi
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T(p(x)dx, Tl//(x)dx

integral yaqginlashuvchiligini topamiz.

Unda J’((p(x) — (x))dx ntegral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Demak, J.f(x)dx vaginlashuvchi bo‘ladi. »

Tsi ) . . y
Masalan, J‘-i,{cbc integralni yaqinlashishga tekshiring.
x°

[sn

Yechish. Avval J dx integralni tekshiramiz. (I;+«) da

T . L L. .
‘_SIEf_I< — va J‘—2dx yaginlashuvchi bo‘lganligi sababli, 5° xos-
X" X X

!smr

saga ko‘ra J- dx integral vaqginlashuvchi bo‘ladi. Demak,
1

sinx
J- 2 dx integral absolyut yaginlashuvchi boladi.
.

3-§. Integralning yaqinlashuvchiligi alomatlari.
Integralning bosh qiymati

I°. Dirixle alomari. Faraz qilaylik, f{x) va g(x) funksiyalar
la+o0) oraligda berilgan bo'lsin.

I-teorema (Dirixle alomati). f{x) va g(x) funksiyvalar quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

1. f{x) funksiya [a;+«) da uzluksiz va uning shu oraligdagi
boshlang‘ich F(x) (F'(x)=f(x)) funksiyasi chegaralangan;

2. g(x) funksiya [a,*=) da uzluksiz g(x) hosilaga ega;
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3. g(x) funksiva |a,+«w) da kamayuvchi;
4. lim g(x)=0.
U holda

[ 7e0g o

integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
<« Ravshanki,
J)eCla,+x), g(x)e Cla,T=)=f(x)g(x)e Cla,+=)
bo‘ladi. Binobarin, f{x)-g(x) funksiya [a,t] (a<f<+w) oraligda in-
tegrallanuvchi bo‘ladi. Bo‘laklab integrallash formulasidan ham-
da teoremaning 1- va 2- shartlaridan foydalanib topamiz:

[ F(0g (e = [ (0 dF () =g () F(x)| ~[ f(0)g ). (1

Endi
lg(WF@)|<Mg()  (M=sup|F()|<tx)
bo‘lishini ¢’tiborga olsak, undan t—+w da
gF (-0

bo‘lishi kelib chiqadi.

Berilishiga ko‘ra, g¢x) funksiya |a,+o) oraligda uzluksiz dif-
ferensiallanuvchi hamda shu oraliqda kamayuvchi funksiya. De-
mak, Vxe[a,t=) da

g(x)<0
bo‘ladi. Shuni ¢'tiborga olib topamiz:

J]F(x) g'(x)ldx < M“g '(x)ldx = —MJ’g (x)dx =
=M(g(a)-g))<Mg(a) (g(1)=0).
Unda yuqoridagi paragrafdagi teoremalardan foydalanib
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[ F(rg'(x)dx

xosmas integralning yaqginlashuvchi ekanligini aniglaymiz.
(1) tenglikda t—+c da limitga o‘tib, ushbu

H
lim [ £ (x)g(x)dx
limitning mavjud va chekli bo‘lishini topamiz. Bu esa
J.f(x)g(x)dx integralning yaginlashuvcht bo‘lishini bildiradi.»

Misol. Ushbu

J= [ 2 (a>0)
1 xq

integralni yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
« Berilgan integralni quyidagicha

J= jsinx—l—afr (a>0)
X(I

1

. X i . ) .
yozib, f(x)=sinx, g(x)= = deymiz. Bu funksiyalar yugorida

a

keltirilgan teoremaning barcha shartlarini qanoatlantiradi.
1) fix)=sinx funksiya [l,+=) oraligda uzluksiz va uning bosh-
lang‘ich funksiyasi F(x)=—cosx funksiya |1,+«) da chegaralangan;

1
2) g(X)Z;; (a >0) funksiya [1,+x) da

. (04
gx)=——7
X

hosilaga ega va u uzluksiz;

3) g(x)zia (c > 0) funksiya [1,+o) da kamayuvchi;
X
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4) lim g(x)=lim L(Z:O. (a>0)
X+ X—>+oo X

Unda Dirixle alomatiga ko‘ra
J Slrlx dx (a >0)
X

integral yaginfashuvchi bo‘ladi. »

2°. Abel alomari. Faraz qilaylik, f{x) va g(x) funksiyalar [a,+c)
oraligda berilgan bo‘lsin.

2-teorema (Abel alomati). f{x) va g(x) funksiyalar quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

1) fix) funksiya [a,+») da uzluksiz bo‘lib, ff (x)dx integral

yaginlashuvchi;

2) g(x) funksiya [a,T«) da uzluksiz g'(x) hosilaga ega va bu
hosila [a,+w«) da o‘z ishorasini saglasin;

3) g(x) funksiya |a,+w») da chegaralangan.

U holda

| fg(x)d
integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
< Ravshanki, J J(x)dx integralning yaqinlashuvchi bo‘lishi-

dan f{x) funksiyaning }a,tw) oraligda chegaralangan F(x) bosh-
lang‘ich funksiyaga ega bo‘lishi kelib chigadi.

Teoremaning 2- va 3- shartlaridan hamda monoton funksiva-
ning limiti hagidagi teoremadan foydalanib ushbu lefl (x)

limitning mavjud va chekli bo‘lishini topamiz: Xli%rgg(x) =b.



Unda g,(x)=g(x)—b funksiya x—-+= da monoton ravishda nol-
ga intiladi:
lim g,(x)=0

Shunday qilib f{x) va g,(x) funksiyalari Dirixle alomati kel-
tirtlgan barcha shartlarni ganoatlantiradi. Dirixle alomatiga ko‘ra

| (g (x)dx

integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
Ayni paytda, f(x)g(x)=f(x)b+f{x)g,(x) bo‘lganligi sababli,

J £ g(xydx

integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. »

3°. Xosmas integralning bosh giymati.

Faraz qilaylik, f{x) funksiya (—w,to) da berilgan bo‘lib, bu
oraligning istalgan [t't] (—oo<t'<t<+w) gismida integrallanuvchi
bo‘Isin:

Fa:o:jfuyk.

Ma’lumki, ushbu

lim F(¢,0)= lim [ f(x)dx
' >—oo, [
1> 4oo t—too O

limit f{x) funksivaning (—,+«) oraliq bo‘yicha xosmas integrali
deyilib, u chekli bo‘lsa,

[lirlqwjf(,r)dx = Tf(x)dx

xosmas integral yaqinlashuvchi deyilar edi.
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Bunda t' va t o‘zgaruvchilarning ixtiyoriy ravishda t'— —o t—
+o0 ga intilishi ko‘zda tutiladi.

Xususan, J.f (x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,

tim [ ()= | (e
bo‘ladi.

Birog F(t.0) = Jf(x)dx funksiya, t'=—t bo‘lib, t—+o da chek-

li limitga ega bo‘lishidan If(x)dx xosmas integralning yaqin-

lashuvchi bo‘lishi kelib chigavermaydi.

t

Masalan, ushbu F(¢',7)= Jsinxdx integrel uchun t'=—t bo‘lsa,

jsinxdxzo (V¢ >0) bo'lib, lim jsm xdx =0 poladi.
Birog jsin xdx xosmas integral yaginlashuvchi emas.

Ta’rif. Agar t'=—t bo‘lib, t—+» da

F(th)= j f(x)dx

funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, J.f(x)dx Xosmas in-

—c0

tegral bosh giymat ma’nosida yaqginlashuvchi deyilib, ,!iffm J J(x)dx
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limit esa J.f(x) dx xosmas integralning bosh givmati deb atala-

—o0

di. Odatda, J. f(x)dx xosmas integralning bosh givmati

v.p. j f(x)dx
kabi belgilanadi. Demak,
vp | fxyde=lim [ f(x)av

Bunda v.p belgi fransuzcha «valeur principiale» — «bosh giy-
mat» so‘zlarining dastlabki harflarini ifodalaydi.

Shunday qilib, jf(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi

bo‘lsa, u bosh givmat ma’nosida ham vaginlashuvchi bo‘ladi. Bi-

oo

roq, I,f (x)dx xosmas integralning bosh giymat ma’nosida va-

a

ginlashuvchi bo‘lishidan uning yaginlashuvchi bo‘lishi har doim
ham kelib chigavermaydi.

4-§. Xosmas integrallarni hisoblash

I°. Nyuton-Leybnits formulasi. Ushbu
[ fxyde

xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lib, uni hisoblash talab etilsin.
Aytaylik, f(x) funksiva |a,+o) oraligda boshlang‘ich Fix)
funksiyaga ega va x—+w da F(x) funksiva chekli limiti mavjud
bolsin:
238



Xlirl F(x)= F(+eo).
Unda
Tf (x)dx = lim j fx)dx =
: ” ()

bo‘ladi.
(1) formula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.
1-misol. Ushbu,

B!
j—;sm dx
3 X X
integral hisoblansin.

< Ravshanki, F(x):cosl funksiya [z,+oo) oraliqda
x s

f(x)= —]—7sinl funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi.
X X
(1) formuladan foydalanib topamiz:

+ot, :1 »

|
J——sm ! dx =cos—|;
X

2°. Bo‘laklab integrallash. Faraz qilaylik, f{x) va g(x) funksi-
yalar [a,+) oraliqda uzluksiz va uzluksiz, f(x) va g'(x) hosilalar-
ga ega bo‘lsin.

Agar

1) J-f(’f) g (x)dx (f S (x)g(x)dx) integral yaginlashuvchi;

2) ushbu lug(f(x)g(X)) limit mavjud va chekli bo‘lsa, u holda
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[ re-g@de ([ f0g (x)d)

integral yaginlashuvchi bo‘lib,

[ Fe)- gy = lim (f(0g(0) - f(@)- gla)- [ fg'de (2)

( [ 7g 0dx = lim (/g ()= f(@)-gla)= [ /' (x)g(x)dx ]

bo‘ladi.
<4 Ravshanki,

[ g0 =[ g(x)df (v) = (g ()], - [ £ (0 dg(x) =

= f(Ng(D) - f(a)g(a)— | f(x)g (x)dx.
Keyingi tenglikda, >+ da limitga o‘tib topamiz:

[ g = im (F0)g0) - f@)g(@)~ [ fg xdx. >

(2) formula bo‘laklab integrallash formulasi deyiladi.
2-misol. Ushbu

oo
J- xe ‘dx
)

integral hisoblansin.
<« Agar g(x)=x, f(x)=e* deb olsak, unda
gw=l,  fo=-e
bo‘lib, (2) formulaga ko‘ra (a=0)

oo

j xe ‘dx =lim(~te” ) =0+ j edx =1
0 0
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bo‘ladi. »
3°. O‘zgaruvchilarni almashtirib integrallash.

Ushbu Jf(x)dx xosmas integralni garaymiz. Bu integralda

a

x=q(z) almashtirishni bajaramiz. Bunda x=¢(z) funksiya quyida-
gi shartlarni qanoatlantirsin:

1) ¢(z) funksiya |a,7o) oraligda uzluksiz va uzluksiz ¢'(z)
hosilaga ega;

2) ¢(z) funksiya {a,+=) da qat’iy o‘suvchi;

3) pla)=a, @(teo) = lim ¢(z) = +oo.

Agar
Tf (@(2)-9(2)dz
xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
Tf(x)dx
integral ham yaqinlashuvchi bo‘lib,
T/‘(X)dx = +J(f_l"(q)(r')) @'(z)dz

bo‘ladi.

<_ Ixtiyoriy z(¢<z<+o0) ni olib, unga mos ¢(z)=t nuqtani to-
pamiz.

Ravshanki, yuqoridagi shartlarda ja,t) da yuqoridagi paragraf-
dagi (2) formulaga ko‘ra

[rx)a=[1(o(z)) ¢/
bo‘ladi.
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Keyingi tenglikda t—+« da (bunda z=¢ (t)—+w)

o‘tib topamiz:
[ rGdc= [ 1oz 921

Bu esa keltirilgan tasdigni isbotlaydi. »
3-misol. Ushbu

integral hisoblansin.

1
<« Bu integralda x :; almashtirishni bajaramiz

0 oo bl
1 1 tdt
J=I (—7)0{1:_’-——4
+«1+i4 t o 1+t

bo‘lib,

bo‘lishi kelib chiqadi.

L 1 .
Keyingi integralda x—— =z deb, topamiz:
X

JZIT dz

Demak,

SN
; 1+x* 2\/5

4°. Xosmas integrallarni taqribiy hisoblash.

1 Z .. T
— |\ =——F=arclg—| . =—F.
21T In éﬁlﬂ 22

limitga

. Natijada

Aytaylik, f{z) funksiva |a,+=) oraligda uziuksiz bo‘lib, ushbu
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| Fxax
xosmas integral yaginlashuvchi bo‘isin. Ta’rifga binoan
j f(x)dx = lim j f(x)dx,

oo 1

J Feode=] fxyax

a a

<& bo‘ladi.

va'ni ve>0, 3t,>q, V>t

Ravshanki, | /(0dx—[ ()= [ f(x)dx.
Demak,

<E&.

!T f(x)dx
Natijada ushbu
T Fesgde= [ ey g
taqribly formulaga kelamiz. Uning xatoligi

<&

[ 7Gx

bo‘ladi.

oo

4-misol. Ushbu J—e_x X yosmas integral taqribiy hisoblansin.
0

< (5) formulaga ko‘ra, berilgan integralni taqribiy hisoblash
uchun ushbu

rjfe_"zdx ~ J'e_"'zdx (a>0)
0



formulani hosil gilamiz. Uning xatoligi _"G—Y-dx ga teng bo‘ladi.
Bu xatolikni yugoridan baholaymiz:

oo

2 1 T 2 1 i 2 Y 1 2 2
e dv<—|xedi=— | eTdx )= —(—e" )" ="
J a 'ul- 2a ;[ ) 2a( ) 2a

a

Aytaylik, a=1 bo‘lsin. Bu holda
oo 1
J. e " dx = J‘e"xzdx

0

bo‘lib, bu taqribiy formulaning xatoligi uchun Jﬂen\'de§071839
i

bo‘ladi.
Aytaylik, a=2 bo‘lsin. Bu holda J e de= f e dx poilib, bu
a 4]

taqribiy formulaning xatoligi uchun Je—’:dx <0,00458 bo‘ladi.
2

oo 3

Aytaylik, a=3 bo‘lsin. Bu holda [ e dv=[e"dx botlib, bu
a 0

tagribiy formulaning xatoligi uchun Je“zde0,0000Z bo‘ladi. »

5-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali

Aniq integral mavjudligining zaruriy sharti integral ostidagi
funksivaning chegaralanganligi edi.

Endi f{x) funksiya |a;b] da chegaralanmagan bo‘lsin. Anigrog‘i,
ixtiyoriy >0, (e<b-a) uchun f(x) funksiva |a;b-¢} da chegaralan-
gan va integrallanuvchi bo‘lib, b nuqgtaning atrofidagina chega-
ralanmagan bo‘lsin. Bu holda b nugta f(x) funksivaning maxsus
nuqtasi deb ataladi.
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!
Demak, ixtiyoriy t (a<t<b) uchun j F(x)dx integral mavjud

bo‘lib, u faqat t o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi:

jf(x)dx:F(t), a<t<b.

Ta’rif. Agar t>b—0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa,
bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning [a;b) oraligdagi xos-

b
mas integrali deyiladi va u J f(x)dx kabi belgilanadi.

Demak,
b t
J70od= lim 0= lim, [ £y

Agar t—b—0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lib, u chek-
li bo‘lsa, xosmas integral yaginlashuvchi deyiladi, f(x) funksiya
esa |a;b) da integrallanuvchi funksiya deb ataladi.

Agar t—>b—0 da F() funksivaning limiti cheksiz bo‘lsa,

b
J.f(x)dx xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi. Yuqorida limit

mavjud bo‘lmagan holda ham biz xosmas integralni uzoglashuv-
chi deymiz.

Xuddi yuqoridagidek, a nugta f(x) ning maxsus nuqtasi
bo‘lganda (a;b] oraliq bo‘vicha xosmas integral ta’riflanadi.

f(x) funksiya (a;b] oraligda berilgan bo‘lib, a nuqta shu funk-
slyaning maxsus nuqtasi bo‘lsin. Bu funksiva (a;b] ning istalgan
[t;:b] (a<t<b) qgismida integrallanuvchi, ya'ni ushbu

Jf(@ydx=F(2)
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integral mavjud bo‘lsin.
Ta'rif. Agar t—a+0 da F(t) funksiyaning lim £(z) limiti mav-

t—a+0

jud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning (a;b] ora-

b
ligdagi xosmas integrali deb ataladi va u J f(x)dx kabi belgila-

a

nadi. Demak,
b b
j f()dx= lim £()= lim j [ (x)dx.
Agar t—a+0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli

b
bo‘lsa, J-f(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi, f(x) esa (a;b]

da integrallanuvchi funksiya deyiladi. Agar t—>a+0 da F(t) ning
b

limiti cheksiz bo‘lsa, u holda Jf(x)dx xosmas integral uzoq-
lashuvchi deyiladi. Yuqoridagi limit mavjud bo‘lmagan holda
ham biz integralni uzoglashuvchi deymiz.

Agar f(x) funksiva [a;b} kesmaning biror ichki ¢ nugtasida
Iim /' (x) = oo bo'lsa, u holda aniq integralning additivlik xossa-

X
siga ko'ra bu integralni ikkita integralning yig‘indisi ko‘rinishda
ifodalaymiz:

j-f(x)d’c = j;f(x)d’c + }f(x)dr = [gfr}oj‘f(x)dx + tl_i}{l}jf(x)dx‘

Agar tenglikning o‘ng tomonidagi limitlar mavjud bo‘lsa, u
holda xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi, aks holda uzog-
lashuvchi deyiladi.

Geometrik nuqtayi nazardan chegaralanmagan funksivaning
xosmas integrali y=f(x) egri chiziq, x=a, x=b to‘g‘ri chiziglar bi-
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lan chegaralangan va x—b-0 da (x—a+0, x—»>c+0) Oy o'qi yo'na-
lishida cheksiz cho‘zilgan figuraning chekli yuzga ega ekanligini
anglatadi (I-rasm).

a a+g b
l-rasm

1
1-misol. J'.d_x ni vaginlashishga tekshiring.
0 X

Yechish. Bunda x=0 nugqta integral ostidagi funksiyaning
maxsus nuqtasidir. Bu holda ta’rif bo‘vicha
1 1
dx . dx ) L.
?[ﬁ - zll(r)?o'!‘g\/? B rllgr)o 2\/;”*:1%15?0(2 - 2\/;) =2

Demak, berilgan integral yaginlashuvchi va uning giymati 2
ga teng.

dx

Vi-x

Yechish. Bunda x=1 nugta integral ostidagi funksiyaning max-
sus nugtasidir.
Bu holda

integralni yaqinlashishga tekshiring.

2-misol. j
0

dx  dx
——== lim |——— = lim (21—
J,ll_x 14106{,/1_)( 1—1}11}0( *

= lim(-2V1-1+2)=2.

=1

l_
0=
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Demak, bu integral ham yaqginlashuvchi.
dx

1
3-misol. J' ~~ integralni vaginlfashishga tekshiring.
o £
Yechish. Ta’rifga ko‘ra
1 1
de . dx . .
— = lim | —= lim lnjx”}: lim (In1—In¢) = +oo,
5 X 1—>0+0’ X 1—0+0 1—>0+0

ya’ni bu xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.

b
4-misol. J' dx a € R, a<b integralni yaqginlashishga tek-

(b—x)""

shiring.
Yechish. Tkki holni qaraymiz. i-hol. a=I bo‘lsin. U holda

h ! !
| K fim | H___lim [(b—x)ydb-x) =
; (b ﬂx)a I-ab—Du (b — x)a 14>)7-0d
1-a (
im0 L i (b0 = (b~ a) ) =

=60 |- 1 — ¢ =0

(b_a)l—a
= I-a

oC

k]

,a<l, a>l.

2-hol. a=1 bo‘lsin. U holda

h

[ = tim [ = lim nf x| -
(b-x) =r0i(b—x) 00 "

= lirgo(lnfb—tf—ln1b—a1):+oo.

a a

dx

G integral a<1 bo‘lganda vaginlashuvchi, o1
— X

Demak, j

da uzoqlashuvchi bo‘lar ekan.
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6-§. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining xossalari

Quyida maxsus nugtasi b bo‘lgan f(x) funksiyaning [a;b) ora-

b
liq Jf(x)dx bo‘yicha olingan xosmas integralining xossalarini

keltiramiz. Bu xossalarni maxsus nugtasi a bo‘lgan funksiyaning
(a;b] oralig bo‘yicha olingan xosmas integrallari uchun ham te-
gishlicha bayon qilish mumkin.

1°. Agar f(x) funksivaning [a;b) dagi xosmas integrali yagin-
lashuvchi bo‘lsa, bu funksiyaning |c:b), (a<c<b) oraliq bo‘yicha
integrali ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bunda

b ¢ b
[rede=[ o+ [ 7 (xdx
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
b b
2°, Agar J.f(x)dx va J@(E)dx integrallar yaginlashuvchi

bo‘lsa, u holda ixtiyoriy a, B sonlar uchun
b

[(a 100 £ Bo(x)d

a

integral ham vaqinlashuvchi bo‘lib,

J(af(x) £ Bo(x))de = o IUSLE ﬂjgo(x)a’x

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

3°. Agar Jif(x)dx integral yaqginlashuvchi bo‘lib, [a;b) da

b
f(x)=0 bo‘lsa, u holda Jf(x)a’xZO bo‘ladi.
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b h
4°. Agar jf(x)dx va jq)(x)dx integrallar yaqginlashuvchi bo‘lib,

b b
Ja;b) da f(x)<p(x) bo‘lsa, u holda jf(x)dxé J(p(x)a’x bo‘ladi.

5° f(x) va p(x) funksiyalar |a;b) da uzluksiz bo‘lib, b esa ular-
ning maxsus nuqtasi va 0<f(x)<e(x), xefa;b) bo‘lsin. U holda
b b

a) J.(p(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, J.f(x)dx ham yaqinlashuv-

chi bo ladi;

b) jf(x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, J‘P(X)dx ham uzoqglashuv-

chi bo* lddl.

Misol tarigasida 3° xossaning isbotini keltiramiz. Qolgan xos-
salar bevosita xosmas integral va uning vaginlashuvchiligi ta’rif-
laridan kelib chigadi.

3° xossaning isboti. Aniq integralning xossalariga asosan f(x)=0

bo‘lsa, ixtivoriy tela;b) uchun :[f(x)deO bo‘ladi. Bundan

}f(x)dx = rlggolj f(X)dx 20

ekanligi kelib chiqddi

Masalan, /= j’ dx ni hisoblang.

2 (14 x)x

Yechish. Ushbu integralda x=¢(t)=t> almashtirishni bajara-
miz. Ravshanki, ¢(t) funksiya (0;1} oraligda ¢'(t)=2t>0 uzluksiz
hosilaga ega hamda ¢(0)=0, ¢(1)=1. Demak,
2tdt T odt N

*2![_{»[2 :2arctgt’0:2Z:5.

f(1+ x)Wx J(Hz )
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13-bob. IKKI O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR

1-§. 1kki o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi

Tabiatda, fan va texnikaning turli tarmogqlarida uchraydigan
ko‘pchilik funksiyalar bitta o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lmay, ko‘p
o‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘ladi.

Masalan, tomonlari x va y (x>0, y>0) ga teng bo‘lgan to'g'ri
to‘rtburchakning yuzi

S=x-y (1)
bo‘lib, u x va y o‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘ladi. Bu x va y o‘zgaruv-
chilarning turli giymatlariga ko‘ra (1) formula yordamida ularga
mos S ning giymati topiladi.

Barcha haqiyqiy sonlar to‘plam R ni olib, bu to‘plamning ixti-
yoriy ikki x va y elementlari (haqigiy sonlar) yordamida (x,y) juft-
likni tuzamiz. Barcha shunday juftliklar to‘plami

{Ge,y): xe R,ye R}
ni R?orqali belgilaymiz:
R2={(x,y): xcR,ye R}

Odatda, R? to‘plamning elementi (juftlik) shu to'plamning
nugqtasi deyiladi.

Agar (x.yDeR2, (x,,y,)eR?, bo'lib, x;=x,,y,=y, bo‘ladi, (x|,
y;) va (x,,y,) nugtalar bir-biriga teng deyiladi:

(xp )’]):(Xg, }’_7)

Tekislikda Dekart koordinatalari sistemasi OXY ni olib, OX
o'qi bo‘yicha x o‘zgaruvchining givmatlarini (xeR),0Y o‘qi bo‘yi-
cha y o‘zgaruvchining giymatlarini (veR) joylashtiramiz. Unda
(x,y) juftlik (x,y)eR? tekislikda bitta

M=M(x,y)
nugtani aniglaydi. Bunda x—M nugtaning birinchi koordinata-
si (abssissasi) y—M nuqtaning ikkinchi koordinatasi (ordinata-
si) bo‘ladi.



(Demak, barcha (x,¥):xeR,yeR nuqgtalar (juftliklar) to‘plami
tekislikni ifodalaydi.
Aytaylik, (x;,y,)€R?, (x,,y,)€R? bo'lsin. ma’lumki ushbu

\/(xz _xl)z +(», *Jﬁ):

miqgdor (x,,y,) va (x,,y,) nuqtalar orasidagi masofa deyiladi. Uni
d((x,,y)),(x5,y,)) kabi belgilaymiz:

d((xlayl)v(xzvyz)):\/Exz —xx)z +(y3 _y])2

Masofa quyidagi xossalarga ega:

1) d((x,y,),(x5,¥,)>0,

2) (0% %0, ¥)=d (%), x,3),

3) d(X,.¥y)(X3,Y,)=AUX¥,),(X5,Y5)) HdL(X,,Y5)(%5,Y5))

Endi R? to‘plamning (tekislikning) ba’zi-bir gism to‘plamla-
riga misollar keltiramiz.

) R? tekislikning (a,b) nuqtasini hamda >0 sonni olaylik.
Tekislikning shunday (x,y) nugtalari to‘plamini qaraymizki, x va
y koordinatalar ushbu

(x-a)?+(y-b)’<r?
tengsizlikni ganoatlantirsin. Bunday nugtalar to‘ptami yopiq
doira deyiladi va
{Ge,3)e R2: (x-a)+(y-b)*<r’}
kabi belgilanadi. Bunda (a,b) nuqta doira markazi, r esa radiu-
si deyiladi.
2) Tekislikning shunday (x,v) nuqtalari to‘plamini qaraylikchi
x va y lar ushbu
(=@ +(y—bf <P
tengsizlikni qanoarlantirsin. Bunday nuqtalar to‘plami ochig
doira deyiladi va
{(x,3)eR": (x-a)f +(y-b)*<r}
kabi belgilanadi.



3) Ushbu
{(x.)e R2: (x-a)+(y-b)*=r’}

to‘plam markazi (a,b) nuqtada, radiusi r ga teng aylana deyiladi.

4) Tekislikning shunday (x,y) nuqtalar to‘plamini qaraymiz-
ki, ularning x va y koordinatalari ushbu a<x<b, c<y<d (a,b,c,d-
haqiqiy sonlar) tengsizliklarni ganoatlantirsin. Bunday nuqtalar
to‘plami to‘g‘ri to‘rtburchak deyiladi va

{(x,y)e R%: a<x<b, c<y<d}
kabi belgilanadi.
5) Tekislikning shunday (x,y) nuqtalar to‘plamini qaraylikki, ul-
arrii X va y koordinatalari ushbu
a<x<b, c<y<d
tengsizliklarni qanoatlantirsin. Bunday nuqtalar to‘plami ochiq
to‘g‘ri to'rtburchak deyiladi va
{(x,y) eR?: a<x<b, c<y<d}

kabi belgilanadi.

Tekislikda biror M to‘plam berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar M to‘plamdan olingan har bir (x,y) nuqtaga biror
qoida yoki qonunga ko‘ra bitta haqigiy z soni mos qoyilgan bo‘lsa,
M to‘plamda ikki o‘zgaruvchili funksiva berilgan deyiladi va

z=x,y)
kabi yoziladi. Odatda M to‘plam funksiyaning aniglanish sohasi,
X va y (o‘zgaruvchilar) funksiya argumentlari, z esa x va y ular-
ning funksiyasi deyiladi.
Masalan, tekislikning har bir (x,y) nuqtasiga shu nuqta koor-
dinatalari x va y larning ko‘paytmasini mos qo‘vish qoidasi be-
rilsin. Unda

=fx.y)=x"y
funksiya hosil bo‘ladi.
Quyidagi funksiyalar

[§%)
[
(V%)



7=x+y7,

1__x2 _y2
ikki o‘zgaruvchili funksivalar bo‘ladi.
Avytaylik, M (McR?) to‘plamda biror
=fix,p)
funksiya berilgan bo‘lsin. M to‘plamning (x,,y,) nuqtasini olam-
iz. Funksiya shu (x,.y,) nuqtaga bitta z, sonni mos qo‘yadi. Bu
z, son
=fx,y)
funksiyaning (x,, y,) nuqtadagi giymati deyiladi va
=Xy
kabi yoziladi.
Ma’lumki, koordinatalari x,y,z bo‘lgan (x,v,z) nugta fazodagi
nugtani ifodalaydi.
Uning (x,,y,,Z,) nuqtasi fazo nuqtasi bo‘ladi.
Barcha x,y,z nugtalardan iborat (bunda (x,y)eM,z=f(x,y))
to'plam z=f(x,y) funksiyaning grafigi deviladi.
Masalan,

funksiyaning aniqlanish sohasi

[—x7—y>0, x+yr< ], xTHy< I,
va’nt markazi (0, 0) nugtada, radiusi 1 ga teng doiradan iborat
bo‘ladi.

Avtaylik, z=f(x,y) funksiva M (McR?) to‘plamda berilgan
bo'lib, x va y o‘zgaruvchilarning har biri (a,p) integralda beril-
gan funksiyalar

x=p(1), y=u(1), te(a,B)
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bo‘lsin. Bunda t o‘zgaruvchi (a,B) oraligda o‘zgarganda mos x va
y lardan tuzilgan (x,y) juftlik M to‘plamga tegishli bo'lsin. Nati-
jada ushbu

=x,y)=flp (), ()
funksiya hosil bo‘ladi. Bunda z finksiya t o‘zgaruvchining murak-
kab funksivyasi bo‘ladi.

2-§. Tekislik nuqtalaridan iborat ketma-ketlik va uning limiti
Har bir natural n songa tekislikda bitta (x,y,) nuqtani mos
go‘yuvchi qoidaga ega bo‘laylik:
Bu goidaga binoan; n—(x_,y_ ) (n=1,2,3,..)
(xpy]);(x]’yg)x"u(xn;yn);"'
to‘plamga ega bo‘lamiz. Bu to‘plam tekislik nugtalaridan ib-
orat ketma-ketlik deyiladi va {(x_y )} kabi belgilanadi. Bun-
da har bir
x,.y,) (n=123..)
nugta ketma-ketlikning hadi deyiladi.

Masalan,
I 1 11
151 S T bl T bl
( )(2 2) (n n)

(1,0),(1,2),..,(1n),...;
(L,D,(—1,—1,(1L1),...

tekislik nuqtalaridan iborat ketma-ketliklar bo‘ladi.
Aytaylik, biror {(x .,y )}:
(xl,yl),(xz,}’z),...,(x}1,y,),...
ketma-ketlik hamda (a,b) nuqta berilgan bo‘lsin.
Ta’rif. Agar ixtiyoriy £>0 son olinganda ham shunday natural
son n, topilsa, barcha n>n, uchun

d((x,.y,).(a,b) )<e (2)



tengsizlik bajarilsa, (a,b) nugta {(xy )} ketma-ketlikning limi-
ti deyiladi va
lim(x",yn): (a,b)

kabi yoziladi.
Ravshanki, bu ta'rifdagi (2) tengsizlikni quyidagicha
\ﬁxn —a)’ +(y,—b) <¢
ham yozish mumkin.
Aytaylik, {(x .y}
(XY ) (3 ) s (X,
ketma-ketlikning limiti (a,b) bo‘lsin:

lim(x , vy )=(a,b).

Ketma-ketlik limiti ta’rifiga ko'ra ixtiyoriy £>0 son olinganda
ham shunday notural n, son topiladiki, barchan>n, uchun

d((x,. y,).(a,b) )<e, ya'ni
\/(;" —a)z +(y)1 _b)2 <&

bo‘ladi.
Ravshanki, bu tengsizlikdan quyidagi
Ix,—a| <e, |y,—b|<e
tengsizliklar kelib chigadi. Bu esa

limx, =a, liﬁm v, =b
bo‘lishini bildiradi.

Shunday qilib, tekislik nuqtalaridan iborat {(x_,y )}: ketma-ket-
likning limiti (a,b) bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlikning koordina-
talaridan iborat {x_} va {y } sonlar ketma-ketliklari ham limitga
ega bo‘ladi. Ularning limiti (a,b) nuqtaning mos koordinatalari-
ga teng bo‘ladi:
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lim(x,,v,)=(a,b):

limx =a, limy, =5

n—yee

Aytaylik, tekislik nugtalaridan iborat {(x,y )}: ketma-ketlik
berilgan bo‘lib, ularning koordinatalaridan tuzilgan
{x,} va {y} m=123,...)
sonlar ketma-ketliklari mos ravishda a va b limitlarga ega
bo‘lsin:

limx, =a, limy =5

n—oc n—ee

Sonlar ketma-ketligi limiti ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy >0 son
olinganda ham shunday natural n, son topiladiki, barcha n>n,
uchun

Ix, —a<—=
J2
bo‘ladi.

Shuningdek, ixtiyoriy £>0 olinganda ham shunday natural n,’
son topiladiki, barcha n>n," uchun

y,—al<—=
n \/5
bo‘ladi.
Agar n; va n,’ natural sonlarning kattasini ny* deyilsa, unda
barcha n>n* uchun bir yo‘la

>4 £
—a| < —=, bl <—
’xn al \/—2— 'Vv } \/-5

tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:
\/ e Y (&) g’
(xnha)z-*—( ”___b)z < el + - = 2—58,
g %) \E) TV
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Demak,

d((x,,,).(@,b)=\[(x, —a) +(y, ~b)’ <&

bundan

lim(x,,y,) =(a,b)

bo‘lishi kelib chigadi.

Shunday qilib, tekislik nuqtalaridan iborat {(x,,y )} ketma-ket-
likning koordinatalaridan tuzilgan {x_} va {y } sonlar ketma-ket-
liklarining limiti (a,b) nugtaning mos koordinatalariga teng
bo‘lsa, u holda {(x ,y,)} ketma-ketlikning limiti (a,b) bo‘ladi.

3-§. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning limiti

Aytaylik, tekislikda biror M to'plam va (X,,y,) nugta berilgan
bo‘lsin.

Ta’rif. Markazi (x,,y,) nuqtada, radiusi e(s>0) ga teng bo‘lgan
doira (ochiq doira) (x,,y,) nugtaning atrofi (doiraviy atrofi) de-
yiladi va Ug ((x4,y,)) kabi belgilanadi:

Ue((xp,y ) ={(x.3)e R?: (x—x,)?+(y—y,)*<e?}.

Agar (x,,y,) nuqtaning har bir atrofida M to'plamning (x,y)
nuqtadan fargli kamida bitta nugtasi mavjud bo‘lsa, (x,,y,) nuqta
M to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.

Masalan,

M={(xy)e R°: x*+y’<l}
to‘plamning har bir nugtasi shu to‘plamning limit nugtasi bo‘la-
di.

Agar (x,,y,) nugta M to'plamning limit nuqtasi bo‘lsa, u holda

1) (x,,¥y) nugtaning har bir atrofida M to‘plamning cheksiz
ko‘p nuqtalari bo‘ladi.

2) M to'plamning nugtalaridan (x,,y,) nuqtaga intiluvchi
{(x,,y,)} ketma-ketlik ((x,,y,)eM, n=1,2,..) gratish mumkin:

]irn(x" 5 «Vn ) = (-X:Q s )J(] )
n—soo
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Tekislikda biror M to‘plam berilgan bo‘lib, (x,,y,) nuqta M
to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

Shu to‘plamda z=f{x,y) funksiya aniglangan deylik.

Ta’rif. Agar M to‘plamning nuqtalaridan tuzilgan (x,.y,) ga
intiluvchi har ganday {(x_,y )} ketma-ketlik olinganda ham mos
{f(x,,y,)} ketma-ketlik har doim bitta A songa intilsa, A son f(x,y)
funksiyaning (x,,y,) nuqtadagi limiti deyiladi va

lim f(x,y)=4

=
Y=o

kabi yoziladi.
Funksiya limitini quyidagicha ta’riflasa ham bo‘ladi.
Ta’rif. Agar ixtiyoriy €>0 son olinganda ham shunday 3>0 son
d((x,vy)}(x()zy()))<6
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha (x,y)e M nuqtalar uchun.
e, y)—Al<e
tengsizlik bajarilsa, A son f(x,y) funksiyaning (x,,y, ) nuqtadagi
limiti deyiladi va
lim f(x,y)=4

XXy
Vg

kabi belgilanadi.
Masalan, f(x,v)=x?+y? funksivaning (0,0) nuqtadagi limiti 0
bo‘lishi quyidagicha ko‘rsatiladi:
(0,0) nuqtaga intiluvchi {(x,y,)} ketma-ketlikni olamiz:
,llijg(xn,}’,,) =(0,0)

Yuqgorida aytilganlariga ko‘ra bu holda

limx, =0, limy, =0

n-—yoe n—o0

bo‘ladi. Berilgan funksivaning (x
gan ketma-ketlik

»Y,) dagi giymatlaridan tuzil-

X,y =1, 4y, )}
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bo'lib, x, -0, y. —0 da f(x_,y,)=x_’+y *>0 bo‘ladi. Demak,
lim f(x, ) = lim(x* + %) = 0.
20 130
Limitga ega bo‘lgan funksivalarning ba’zi-bir xossalarini kel-
tiramiz:
1) Agar
lim f(x,y)

13X,
Yy =2¥

limit mavjud va chekli bo‘lsa, u holda f(x,y) funksiya (Xg5¥g)
nugtaning vetarlicha kichik atrofida chegaralangan bo‘ladi.

2) Agar
lim f(x,p) = 4, le glx,y)=8

XX,
Yy Iy

limitlar mavjud bo‘lsa, u holda f(x,y)+g(x,y) funksiyaning limi-
ti mavjud bo‘lib,
lin [ £(x,y) % g(x, )] = A B

Yoy

bo‘ladi.
3) Agar
Iim f(x,y)=4, hm g(x,v) =8

limitlar mavjud bo‘lsa, u holda f(x,y)-g(x,y) funksivaning ham
limiti mavjud va

lim[f(x.y) g(x.»)]=4-B

oy
bo‘ladi.
4) Agar
lim f(x,y) =4, lim g(x,y)=8
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bo'lib, lim g(x,¥)#0 bo'lsa, u holda /%) funksiyaning 1i-
e g(x,y)

miti mavjud bo‘lib,

A
lim £ _ A4
x>, g(x’y) B

bo‘ladi.
4-8§. Tkki o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi

Aytaylik z=f(x,y) funksiya M to‘plamda berilgan bo‘lib,
(Xy,¥o)eM nuqta M to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
Ta’rif. Agar

}Ln;nl S(x,»)= f(xq, )

Yoy

bo'lsa, f(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtada uzluksiz deyiladi.

Funksiya limiti ta’rifini e’tiborga olib, funksiyaning (X;.v,)
nuqtadagi uzliksizligini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy £>0 son olinganda ham shunday >0 son
topilsaki, d((x,y),(x,,y,))<d tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
(x,y)eM nuqtalar uchun

V) —flx gy ) 1<e

tengsizlik bajarilsa, f(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtada uzluksiz de-
yiladi.

Funksiya uzluksizligini uning orttirmasi yordamida ham
ta’riflash mumkin.

M to‘plamda (x,,y,) nugta bilan birga

(x,tAx,y,TAY)
nugtani ham ofamiz. So‘ng ushbu
Af '(x(,,y (}) :f (x(/ TAX,Y 7] +Ay) _f (X(),)’())

ayirmani qaraymiz. Odatda bu ayirma, f(x,y) funksiyaning (x,,v,)
nuqgtadagi to‘lig orttirmasi deyiladi.
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Ta’rif. Agar argument orttirmalari AX va Ay nolga intilganda

funksiyaning to‘liq orttirmasi Af(x,,y,) ham nolga intilsa
lim A (x,, ) = 0
v—0

f(x,y) funksiva (x,,y,) nuqtada uzluksiz deyiladi.

Agar f(x,y) funksiya M to‘plamning har bir nugtasida uzluksiz
bo‘lsa, u shu M to‘plamda uzluksiz deyiladi.

Eslatma. Agar yuqoridagi

Hm £ ) = /(6o 3)
munosabat bajarilmasa, f(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtada uzlishga
ega deyiladi.

M to‘plamda berilgan f(x,y) funksiva to'plamining bir necha
nuqtasida voki to‘plamdagi biror chiziqda uzilishga ega bo‘lishi
mumkin.

Endi ikki o‘zgaruvchili uzluksiz funksivaning ba’zi-bir xossa-
larini keltiramiz.

Aytaylik, f(x,y) va g(x,y) funksivalarning har biri M to‘plamda
berilgan bo'lib, M to'plamning (X,,y,) nugtasida uzluksiz bo‘lsin.

U holda:

1) fix,y)#a(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

2) f(x,y) - g(x,y) funksiva (x,.y,) nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

3 / ((" ‘)) funksiya (g(x,y) =0) (x,.y,,) nuqtada uzluksiz bo‘ladi

g(x,y

5-§. 1kki o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari

z=f(x,y) funksiva M (McR?2) to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu
M to'plamda (x,,y;) nugta birga (x,+Ax,y,) nuqtani olib ushbu
f(x() +Ax;y()) _—f(x(),yg)
ayirmani qaraymiz. Odatda bu ayirma f(x,y) funksiyaning (x,,y,)
nuqtadagi x o‘zgaruvchi (argument) bo‘yicha xususiy orttirmasi
deyifadi va A f(x,,y,) kabi belgilanadi:
262



A SOy o) = tAx,y ) ~f(Xgry)
Xuddi shunga o‘xshash
BSxy ) S50 D)Xy )
ayirma f(x,y) funksiyaning (x,,y,) nuqtadagi y o‘zgaruvchi (argu-
ment) bo‘yicha xususiy orttirmasi deyiladi.
Masalan, f(x,v)=x-v funksiyaning xususiy orttirmalari
A JCY)=foc+8x,3) -, p) =(xTAX) * y-xy=y AX,
A SOV = yHAY) -fix,y)=x  (y HAy)-xy=x Ay
bo‘ladi.
M to‘plamda (x,,v,) nugta bilan birga (x,+AX,v,) va (X;,y,+Ay)
nuqtalarni olib, funksivaning xususiy orttirmalarini topamiz:
AJOxpy ) =X TAXY o) —[(X0.0),
A"f(x();yg) :f(xo,}’0+AJ’) _f(xgvyg)
Ta’rif. Agar Ax—0 da
A S (xo 2)
Ax
nisbatning limiti mavjud bo‘lsa, bu limit f(x,y) funksiyaning (x,,y,)
nugtadagi x o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi deyiladi va

S0 Y0 yoki £.10x,3,)
ox

kabi belgilanadi:

of (x5, v,) , .
= [ ) = lim

— hm f('x() +Ax,yo)—f(x0,_v0)
Av—0 Ax

A,x’j.(x() 2 ,Vo ) =
Ax

X

Xuddi shunga o*xshash Ay—0 da
A, S (x4, %)
Ay

D
N
V8]



nisbatning limiti mavjud bo‘lsa, bu limit f(x,y) funksiyaning
(Xy,¥,) nuqtadagi y o‘zgaruvchi bo'yicha xususiy hosilasi deyila-
di va
9 f(xy5Ys)
dy yoki f} (xpy,)
kabi belgilanadi:

a]ﬁ(xO’yO f (KO,V )_h f(x07y()+Ay)_.f(x07y0)'
av Ay

Keltirilgan ta’rifdan ko‘rinadiki, z=f(x,y) funksivaning x
o‘zgaruvchi bo‘vicha xususiy hosilasini hisoblashda bu funksiya-
ning y o‘zgaruvchini o‘zgarmas, y bo‘yicha xususiy hosilasini hi-
soblashda esa x o‘zgaruvchini o‘zgarmas deb garash kerak ekan.

Demak, z=f(x,v) funksivaning xususiy hosilalarini hisoblash-
da bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilalar jadvali hamda hosila
hisoblashdagi mazkur qoidalardan foydalanish mumkin bo‘ladi.

Masalan:

1) fix,y)=x%+ y? funksiyaning xususiy hosilalari

[ Gy)=(x+y) =2x,  f (xy)=(x>+y?), =2y,

2) fix,y)=xY, (x>0) funkswanmg xususw hosilalari

U _ 2
p (v )=y
af d

—(x")=x"Inx,

N dx

6-§. Funksiyaning to‘lig orttirmasi
z=f(x,y) funksiya M (McR?) to‘'plamda berilgan bo‘lib,
to‘plamning (X, y,) nuqtasini belgilaymiz.

z oz . : :
9z va — xususiy hosilalar mavjud va ular (x,,y,) nuqtada
ox v

uzluksiz bo‘lsin.



Endi z=f(x,y) funksivaning (x,y,) huqtadagi orttirmasi

Af(x,,y,) ni quyidagicha yozib olamiz:
My ) =X TAX, ¥t A (XY TAVF
Hfxp YotV S Xy y )] 3
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:
Sy TAX, vy, 8 —f(x), ¥ AV = (X T0AX, Y, TAY) - AX,
S Yot —fX,y ) =S, (%Y g0, AY) - Ay

(0<#, 6,<1). Natijada yuqoridagi (3) tenglik ushbu ko‘rinishga ke-
ladi.
Afxp ¥o) = (g0 Ax,y,tAY) “Ax S (X, yp10, - AY) Ay (4)

Shartga ko‘ra funksiyaning f" va f ' xususiy hosilalari (x,,y,)
nugtada uzluksiz. Demak, )

lim £.(x, +0-Ax,y, + A) = /. (3, 3y,

Av—>
kr—r}o f‘ (%5, 35 +0, - Ay) = 1./ (x,, 1)-
Av—
Shunday qilib,
fx ’(x() +0 'Ax;}'0+Ay) :fx ngy)7()) +a,
S X0y O M) =S (x ),y 0) +B 3

deb yozish mumkin. Bunda o va f lar Ax va Ay larga bog'lig ham-
da Ax—0, Ay—0 da a—0, B—-0 (4) va (5) munosabatlardan

Ay )=, (X y o) T *Ax+
L, gy ) B Ay=
L Kpyy) AXH (xpy ) Ay T
o AXFB-AY
bo‘lishi kelib chigadi. Demak
My ) = (X JAXHS, (X gy JAy T Ax+B Ay (6)
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bu funksiya orttirmasining formulasi deyiladi.

Natija. Agar f(x,y) funfsiya (x,.y,) nuqtada uzluksiz f, f "xu-
susiy hosilalarga ega bo‘lsa, funksiya shu (x,,y,) nuqtada uzluk-
siz bo‘ladi.

7-§. 1kki o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali

z=f,(x,y) funksiva M (McR?) to‘plamda berilgan. Bu M
to‘plamda (x,, y,) va (x,+AX, y,+Ay) nugtalarni olib funksiya ort-
tirmasini topamiz.

My o) /oy TAX,y AV 0 )
Ta’rif. Agar f(x,y) funksiyaning (x,,y,) nuqtadagi orttirmasi
ushbu
Af(xpy ) =A Ax+B Ayta Ax+f Ay
ko‘rinishida ifodalansa, funksiya (x,,y,) nuqtada differensiallanuv-
chi deyiladi, bunda A,B — o‘zgarmas. « va [} esa Ax va Ay ga
bog‘lig hamda Ax—0, Ay—0 da « va 3 lar ham nolga intiladi.
Aytaylik, f(x,y) funksiya (x,,y,) nugtada differensiallanuvchi
bo‘lsin. Unda ta’rifga ko‘ra
Af(xpy )= A-AX+BAy+a-Ax+B Ay
bo‘ladi. Bu tenglikda Ax=0,Ay=0 deb topamiz.
AX f(x),y))=A Ax+o-Ax
keyingi tenglikning ikki tomonini Ax ga bo‘lib,
A, S (X, )
Ax

=A+a

tenglikka kelamiz. Bunda esa
11m A.\'f(x()’y())
Ax

=lim(d+a)=A4
Ax—0 Ax—0

bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

f\’ ’(x(/’y()) =A.
Xuddi shunga o‘xshash, (6) tenglikda Ax=0,Ay=0 deb,
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Ay fixyy ) =B Ay+B Ay

; A f(x,,V .
ASGe) gy tim 2/ Cod0) oy pipy =B,
Ay Ar—0 Ay Ax—0

fy'(xo,yo)=B
bo‘lishini topamiz.

Shunday qilib, quyidagi xulosaga kelamiz. Agar f(x,y) funksi-
ya (x,y,) nugtada differensiallanuvchi bo‘lsa, funksiya shu nugta-
da f' va fy' xususiy hosilalarga ega bo‘ladi. Funksiya orttirma-
si esa ushbu

A(xpy ) = (XY ) -Ax+fy (XY p) Ay To-Ax+f-Ay
ko‘rinishga keladi.

Aytaylik, z=f(x,y) funksiva (x,,y,) nuqtada differensiallanuv-
chi bo‘lsin. U holda

d
Af (xy,¥5) = iA?C+a‘—fAy—koprJrﬁ-Ay
ax ay
bo‘ladi. Bu ifodadagi
of . o
= Ax+ =2
ax M ay Ay

yig'indi f(x,y) funksiyaning (xg,¥y) nuqtadagi differensiali devila-
di va df(x,,y,) yoki dz kabi belgilanadi:

df(x(n yo) =dz= af(xo,}’o) Ax+ af(xo’yn) Ay

ox v

Demak, funksiya differensial funksiva orttirmasining Ax va

Ay ga nisbatan chizigli bosh gismi. Agar Ax=dx,Ay=dy devilsa, u
holda funksiya differensiali ushbu ko‘rinishni oladi:

dz:df:a‘—fderala’y.
ox dy
f(x,y) va g(x,y) funksiyalar M to‘plamda berilgan bo'lib, (Xg¥g)
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda
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Jx.y)te(x,y),

J6,3) -g(x.y).
A o))
g(x,y)

funksiyalar ham shu (x0,y0) nugtada differensiallanuvchi va
d[ftx,y)+g(x,y) |=df(x,y)=dg(x.y),
dfx,y) gx.y) J=
x,y) dfix.y)+g(x.y) - dfix.y),
d[ f(x,y)} _ 800 p)df (x. )~ f (x,¥)dg(x,7)
g(x,») g’ (x,y)

bo‘ladi. Shuningdek,

dfcfixy)]=c df{x,y), c=const

bo‘ladi.

8-§. 1kki o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli xususiy
hosilalari va differensiali

z=f(x,y) funksiva M (McR?) to‘plamda berilgan bo'lib,
(x,v)eM nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Ravshanki, funk-
siya (X,y) nuqtada xususiy f (x,y), fy'(x,y) hosilalariga ega bo‘ladi.
Bu xususiy hosilalar o'z navbatida x va y o‘zgaruvchilarning

funksiyasi bo'lishi mumkin.

Ta’rif. z=f(x,y) funksiya xususiy hosilalari f (x,y) va f (x.y)
larning xususiy hosilalari berilgan funksivaning ikkinchi tartibli

xususiy hosilalari deyiladi va
S Ly f S yoki
3f IS 3 IS
ox’ "oxdy dvox oy’
kabi belgilanadi. Demak,
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} 2 ) D . 0° o dfd
fx,: :a J::(fx(xsy))_‘,:_(—f_) fx\ - f (f( > ))‘ :a_v(l}

Jox d dxdy ax
N A DRENT o 2f ) =Y
f—"-‘_ayax'(f“(x’”)x ox (av) f - —(f".(x,y))x av\ dy
2 2
Eslatma. Odatda o f va E—f— xususiy hosilalar aralash hosi-
dxdy oyox

lalar deyiladi.

Bu aralash hosilalar (x,y) nuqgtada uzluksiz bo‘lsa, bir-biriga
teng bo‘ladi.

Xuddi yuqoridagidek, z=f(x,y) funksiyaning uchinchi,
to‘rtinchi va hokazo tartibli xususiy hosilalari ta’riflanadi.

Masalan,

SO y)=x2+y+x2y?

funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari quyidagicha
bo‘ladi.

a a 2 2 2 9 2
-é£:g(x'+y“+x*y“):2x+2xy‘,
3;[ 3 — (X + VXY ) =2v+2x7y,
})
a3f 0 d )
P, Z(a“x)(z“z-“"):

=242y =2(1+%),

df_a (o) 9 )
= — =—2v+2x° =
3 ( ) ay( y+2x7y)

=2+2x" =2(1+x7),
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a3f 9 )
— = — (2x+2xy7) =4xy
%) ay( x+2xy") =4xy

a*f
Oxdy
Aytaylik, z=f(x,y) funksiya M to‘plamda berilgan bo‘lib,

(x,y)eM nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Ma'lumki, funksi-
vaning diffrensiali

=5a;(2y+2x2y):4xy

dfxy= dx+§f b 7)
Y

bo‘ladi.

Ta'rif. z=f(x,y) funksiyvaning (x,y) nuqtadagi differensiali
df(x,y) ning differensiali berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli
differensiali deyiladi va d2f(x,y) kabi belgilanadi. Demak,

d*fix,y)=d(df(x.y)).

Endi f(x,y) funksiya differensialining (7) ifodasidan foydala-
nib, f(x,y) funksivaning ikkinchi tartibli differensiali ifodasini to-
pamiz:
dzf(x,y):d(df(x,y)):d[gldxﬂ‘?)ldv)z
X

y
(df) d\'+( f]dy.
dx dy

8f i dx + af dv =
av Ox ay | ox
2 2
= a { dx + a_f_
ox’ dxady’

Agar
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d 9>\ s x+—a— G dy =
ay ax ay ayl dy

2
:__8 / dr+—a—idv

dyox )
va
ﬂ = izi
oxdy dvox

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

d’ f(x,y)= ( fdx+af )dx+

dxdy ~
2
+ s s dy =
Jdyox '
2 2
9 {d +—— of dxdy +
ox dxdy
a f fd 2 —
ayax ay’
S ' f 3f
dx’ +2 dxd d
oo " oxdy - ay’ 4
bo‘ladi.
Demak,

9 9’ )
d’ [ (x, v)— fd2+2afdxd + fdy
oxdy v’
Xuddi yuqoridagidek, z=f(x,y) funksiyaning uchinchi, to‘r-
tinchi va hakozo tartibli differensiallari ta’riflanadi va ularning
ifodalari topiladi.




Tkki o‘zgaruvchi funksiva uchun Teylor formulasini yozish
mumbkin. Quyida bunday formulani keltirish bilan kifoyalanamiz.
z=f(x.y) funksiya (x,,y,) nugtaning

Ue((x),y )= {(x,3) € RZ:d((x,3),(x, 1)) <5}
atrofida berilgan bo‘lib, unda funksiya birinchi, ikkinchi va hoka-
zo (n+1) tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. U holda

)
£ =1 i)+ LI (e ¢
a.f(xoayo) f(xo,yo) _ 2
T 0= °)+2 g ORI
FL vy (),
+2|—————axay (x—=x,)(v yo)wL—————ay2 (y=y,) J+...+

1 an n a”.f(x—x n—
;[ax{(x—x()) +‘C,11——8Féy—o)(x—xﬂ) y—y )+t

ad" 1 (o
+—————f(r?’y°)(y—y0)"‘l]+k
ov"

bo‘ladi.
Bu formula ikki o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi de-
yiladi.

9-8§. 1kki o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremum giymatlari

Avytaylik, z=f{x,y) funksiva McR? to‘plamda berilgan bo'lib,
(x, v, )eM bo'lsin.

Ta’rif. Agar (x,,y,) nugtaning M to‘plamga tegishli shunday

Us((xpy )= {(x,3)€ RZ: d((x,3),(x,y 1)) <8}
atrofi topilsaki, ixtiyoriy (x,y)eU(x,,y,)} uchun
S 3)<fxpy)
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tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtada lokal mak-
simumga erishadi deyiladi. (x,,¥,) nuqta funksiyaga maksimum
giymat beradigan nuqta, f(x,.y,) esa f(x,y) funksiyaning maksi-
mum giymati deyiladi. Uni
maxi{fix,y)}, ((x.y)eUs((xy,y,)))
kabi belgilanadi. Demak
f(‘x()’yo)z maxl{]r(x;.}y}

Ta’rif. Agar (x,,y,) nuqtaning M to‘plamga tegishli bo‘lgan

shunday
Us((x,y )= {(x,)€ R: d((x.y),(xp,y )}

atrofi topilsaki, ixtiyoriy (x,y)eU4(x,,y,) uchun

S y)zftx gy ,)
tengsizlik orinli bo‘lsa, f(x,y) funfsiya, (x,,y,) nuqtada lokal
minimumga erishadi deyiladi. (x,,y,) nuqta funksiyaga minimum
giymat beradigan nuqta, f{x,.y,) esa funksiyaning minimum qiy-
mati deyiladi. Uni
min{fx.y)}, (x.3)€U((x4,y,))
kabi belgilanadi.
Demak,

SO,y )= min{fix,y)}
funksivaning maksimum va minimum giymatlari umumiy nom
bilan uning ekstremumi deyiladi.
10-§. Funksiya ekstremumining zaruriy va yetarli shartlari

z=ftx,y) funksiya McR? to‘plamda berilgan bo'lib, (x, y,)
nuqtada ekstremumga, aytaylik maksimumga erishsin. Unda (x,,
¥,/ nuqtaning shunday Us((x,.y,)) atrofidagi ixtiyoriy (x, y) nugta-
lar uchun

Soe)<fxy,y,)
bo‘ladi. Jumladan
xy)eU(x,y,)
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uchun ham

SOy )2f(x,y,)
bo‘ladi. Bu hol bir o‘zgaruvchili f{x,y,) funksiyaning (bunda x
argument) x, nuqtada o‘zining eng katta qgivmatiga erishishini
bildiradi.

Agar fix,y) funfsiya, (x,y,) nuqtada x o‘zgaruvchi bo‘yicha f '
xususiy hosilaga ega bo‘lsa, u holda Ferma teoremasiga ko‘ra

f xpyy) =0
bo‘ladi.

Yuqoridagidek, (x,y,) nugtaning Us((x,y,)) atrofidagi ixti-
yoriy nugtada, jumladan

x,y)eUy(xyy,)
uchun

Sy )<y )
bo‘ladi. Bu esa bir o‘zgaruvchili f(x,y) funksiyani (bunda y argu-
ment) y, nuqtada o‘zining eng katta giymatiga erishishini bildira-
di.

Agar f(x,y) funksiya f(x,y, nuqtada y bo‘yicha f} Xususiy
hosilaga ega bo‘lsa, vana Ferma teoremasiga ko‘ra fy'(x(),yo):()
bo‘ladi.

7=f{x,y) funksia (x,y,) nuqtada minumumga erishganda ham
xuddi shunday hol yuz beradi. Shunday qilib, z=f(x,y) funksiya
(x;,¥,)eM nuqgtada ekstremumga erishsa va shu nuqtada funksiya
£ fy’xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda

L6y =0, 1,65y, =0
bo‘ladi. Bu funksiya ekstremumga erishishning zaruriy shartini
ifodalaydi.

Funksiya xususiv hosilalarini nolga aylantiradigan nugtalar
uning stasionar (turg‘un) nugtalari deyiladi.

=f(x,3) funksiya M(McR?) to‘plamda berilgan bo'lib, (x,,y,)
nuqta va uning atrofi U,((x,.y,)) shu to'plamga tegishli bolsin:
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(xpypeM.  Uyllxyy))cM
Agar (x,y)eU((x,y,) nuqtalarda
f (X ) _f (x();y()) >0
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtada maksimumga
S y)—fx,y)<0
bolsa, fix,y) funksiya (x,,y,) nuqtada maksimumga erishadi.
Demak, (x,y,) nuqtaning Uy((x,y,) atrofidagi (x,») nuqta-
larda
Jx ) =)
ayirmaning har doim musbat yoki manfiy bo‘lishini aniqglash
kerak bo‘ladi. Uni hal etishda f{x,y) funksivaga ma’lum shartlar
go‘viladi z=f{x,y) funksiya uchun:
1) (xpy,) nugtaning Uy ((x,y,)) atroﬁdafx',fy'hamda/"’xg, f’xy,
f’)g xususiy hosilalar mavjud va ular uzluksiz.
2) £, 6545 =0, £, (x4 ,) =0

Teylor formulasidan foydalanib topamiz:

S = flgyg)+ Ludo) (ot
ox
o (xg,¥0)
+——8x Y=y +
+2'[:3 f(x xo) +2823;(x_xo)(y—yo)+

9’ ,
+ av{ (Y=1) :‘

bunda ikkinchi tartibli xususiy hosilalar

(xg+0,(x—xp). Y, + 0,7 (y—y,)
nuqtada hisoblangan (0<6,, 6,<1).
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Natijada,

f(x,y) = f(xos,vo)di_%lig;{ (X—xn)l +
+2%(x_xo)(y_y0)+%;j;‘(}’“yo)2:|

bo‘ladi.
Quyidagi belgilashlarni bajaramiz:

fg (x()ayo) I f (xo’yo) f‘ (xo’yo):alzv f‘z (Xo’yo):azz

Shartga ko‘ra ikkinchi tartibli xususiy hosilalar (x,,y,) nugta-
da uzluksiz. Demak,

f(z (xo +60,(x—x,), ¥, +6,(y—y, )) =
:fr, (xn,yo)—ka“ =a, +a,,
f"‘(x +9( ) ¥y, +6, ( VO)):f\;-(x(,,yo)Jrau:
=a, +0,,,
J G +0,(x = x,), 3 +6,(y = ) =
= f (xo, Vo) Uy =ayy + 0,
Bunda x—x,—~0, y—y,—0 da o, a,,, a.,, larning har biri nol-
ga intiladi.
Natijada
F)= S a3+ [y e +
F2a,(x—x, )y —v,) +
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+a22 (y — Yo )2 :I +

+_;‘[an (X_xo)z +2a12(x—x0)(y—y0)+a22(y——y0)2

bo‘lib,
S,y —fxpy )
ayirmaning ishorasi
a; (x—xp)*+2a,,(x—x )(y=yy)+
+a22(y—y0)

ifodaning ishorasiga bog‘liq bo‘ladi.

1) Agar a; -332—3212>0 va a,,>0 bo‘lsa u holda

JOey)—fxpy9)>0

bo‘lib, f(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtada minimumga erishadi.

2) Agar a;,-ay,—a?,>0 va a;;<0 bo‘lsa u holda

S W) —f(xpy)<0
bo‘lib, f{x,y) funksiya (x,,y,) nuqtada maksimumga erishadi.
3) Agar a a),—a% <0 bo‘lsa, u holda

S, ) —fxpyp)
ayirma ishora saglamaydi. Bu holda f{x,») funksiya (x,.y,) nuqta-
da ekstremumga erishmaydi.

4) Agar a| -a),—a%,=0 bo'lsa, u holda f{x,y) funksiya (x,y,)
nuqtada ekstremumga erishishi ham mumkin, erishmasligi ham
mumkin. Uni qo‘shimcha tekshirish bilan hal gilinadi.

Misol. Ushbu

7=x7=2xy+2y2 —4dx+6y+10
funksiyaning ekstremumi topilsin.

<« Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:

oz 0z
—_:2x—2v—4, —:—2X+4)7+6
oz . ay
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Bu xususiy hosilalarini nolga tenglab ushbu
2x-2y—-4=0,
—2x+4y+6=0

sistemani yechamiz. Bu sistemaning yechimi x=/, y=—] ya’ni
(1,1 bo'ladi. Demak, (1,—1) beriigan funksivaning statsionar
nugtasi bo‘ladi.

Funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini topib, ular-
ning statsionar (1,—1) nuqtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

0’z 9
=2 (2x-2y-4)=2,
ox’ ax( ¥o2y=4)
92 9 (ori2p+6)=4.
" dy
d’z 9
=2 (2x-2y-4)==2
0xdy ay( y=4)
Demak,
a, =2, a,,=—2, a,,=4.

Endi a;ja,,—a2, ni hisoblaymiz:
ay,a,,7a% ;=2 4—(—2)>=8—4=4
Demak, a;ja,,—a?,4>0 va a,,=2>0. Yuqorida aytilganiga ko'ra
berilgan funksiya (1,—1) nugtada minimumga erishadi.
Funksiyaning minimum qiymati
minf(x,y)=min(x-—2xy+2)°—dx+6y)=5
ga teng bo‘ladi.»>
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14-bob. QATORLAR

1-§. Sonli qatorlar

Biror
a,,a5,a3-.,ay,..
sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lib, uning yordamida ushbu
a,ta,ta; . ta, (1)

ifodani hosil gilamiz

Odatda (1) ifoda sonli qator deyiladi. Bunda a,(1,2,3,...) son-
lar gatorning hadlari (@, — birinchi had, a, — ikkinchi had,...,
a,—n — had yoki umumiy had) deyiladi.

(1) qgator gisqacha

2.4,
n=1
kabt yoziladi:
Ya,=a+a,+a,+-+a,+
n=1
Bu qator hadlari yordamida quydagi yig‘indilarni tuzamiz:
S,=a,,
S,=a, ta,,
S;=a,ta,ta,,

Ular (1) gatorning gismiyv vig‘indilari deyiladi.
Natijada, (1) qatorning gismiy vig‘indilaridan iborat ushbu
S, 8, 85,8,
sonlar ketma-ketligi hosil bo‘ladi.
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1
Masalan, agar a, :—Z—n bo‘lsa, u holda gator

=1
I 1 1 | _
—F—t—F. A —+... yoki n
24y T 21'2

N
ko‘rinishda bo‘ladi. Agar a, =(—1)" '~ bo'lsa, u holda quyidagi

n
ko‘rinishdagi gatorga ega bo‘lamiz:
oo n-1
1 1 1 o1 . -1
l— =+ == (=) =+ yoki Z( -
2 3 4 n -2 R

Ta’rif. Agar n—o da (1) qatorning gismiy yig'indilaridan ibo-
rat {S.} sonlar ketma-ketligi chekli limitga ega,
lim§, =S
bolsa, (1) qator yaqinlashuvchi, S esa qatorning yig‘indisi de-
yiladi:

SZZa” =a +a,+ - +a, -
n=1

Ta’rif. Agar n—w da (1) qatorning qgismiy vig‘indilaridan ibo-
rat {S_} sonlar ketma-ketligining limiti cheksiz yoki bu limit mav-
jud bo‘lmasa, (1) gator uzoqlashuvchi deyiladi.

Masalan, ushbu

111 1
e +
112 23 3 n(n+1)

qatorning gismiy yig‘indisi
1

) L
12023 n(n+1)
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ga teng.
Demak, qaralayotgan qator yaginlashuvchi va uning yig‘in-
disi 1 ga teng.
Ushbu
I—I+1—]+. =D+
Qatorning gismiy yig‘indisi
1, n—toq bo'lsa
S =lol4lolg- (D)t =) O Tl0d Do n
0, agar n— jufi bo'lsa
bo‘lib, ketma-ketlik limitga ega emas.
Demak, bu gator uzoglashuvchi.
Yaginlashuvchi va uzoglashuvchi gatorlarga misollar ko‘ramiz.
t-misol. Ushbu gatorni vaginlashishga tekshiring:
1 1 1 1
—+ et +-e
1-3 2-4 3.5 n(n+2)

Yechish. Berilgan qatorning n-xususiy vig‘indisi

”:~1—+—1-+—1— et . Bu yig'indini soddalash-
'3 2.4 3.5 n(n+2)
tirish magsadida gatorning n-hadini quyidagi
_ = r 1 ko‘rinishda yozib olamiz. U holda
nn+2)y 2\n n+2

tft o1 I 1 Il lj
S”:— —_— ] ——— |+ - == |F+ e+
2(1 3) 2(2 4) 2(3 5

I~
2]
—_—



1/ 1 1 1(1 1 J I 1 1 1
= —t— |+ = —— =—|l+=———-
2\n—-1 n+i 2\n n+2 2 2 n+l n+?2

e ) 3
bo‘ladi. Ravshanki, {S,} ketma-ketlik limiti mavjud va 7 ga teng.

Demak, berilgan  qgator  vaginlashuvchi  bo‘lib, uni
3 1 1 1 1 39 1

__—.+ + +...+M+...’ yok] —_— —_—
4 1.3 24 3-5 n(n+12) 4 Snln+?2)

kabi yozish mumkin ekan.

2-misol. Ushbu qatorni 1+ —— -

EEEE

ginlashishga tekshiring.

Yechish. Bu gatorning n—xususiy yigindisi
1 {
S, >—=+— n= \/_
4 L va " 3/; V; \/— \f

=1+—
\/— f \/- d n n—ta

bo‘lganligi sababli, limS =-+eo bo‘ladi. Demak, berilgan gator

>

uzogqlashuvchi.

Geometrik gator. Qatorga eng sodda misol sifatida geometrik
progressiya barcha hadlarining yig‘indisini olishimiz mumkin:

atagtag+.. Fag I+ (3)

bunda a=0. Bu qator geometrik gator deyiladi. Geometrik qator
g ning ganday qiymatlarida vaqginlashuvchi bo‘lishini aniglay-
miz. Buning uchun uning n-xususiy yig‘indisini qaraymiz. Geo-
metrik progressiva birinchi n ta hadi yig'indisining formulasiga
ko‘ra (g=1)

orink.



Agar |q[<1 bo‘lsa, u holda limg” =0 bo'lib, im.S, mavjud va

N300 n—eo

. . a q" a
lim§, :hm(l —a ):1 bo‘ladi. Demak, |g/<l bo‘l-
-9 -q

n—»c0 n—yoo 1— q

a
ganda (3) gator yaqginlashuvchi va uning yig‘indisi T:—q bo‘ladi.

Agar |g[>1 bo‘lsa, u holda limg” =eo va im.S, = boladi.

n—yoo n—roo

Demak, bu holda geometrik qator uzoqlashuvchi bo‘ladi. Agar

c . a n
g=—1 bo‘lsa, qatorning xususiy yigindisi S, = 5(1 +(=D")
bo‘ladi. Ravshanki (garang, 3-misol) bu holda xususiy yig‘indilar
ketma-ketligi uzoglashuvchi, demak (3) qator ham uzoglashuvchi
bo‘ladi. Agar g=I bo‘lsa, qatorning xususiy yig'indisi S, =a+a-+...
a=na va [im§, = oo bo‘ladi.

Shunday qilib, geometrik gator |q|<1 bo‘lganda yaginlashuvchi,
la>1 bo‘lganda uzoqlashuvchi bo‘ladi. Yaginlashuvchi bo‘lgan
holda cheksiz kamayuvchi geometrik progressiva vig'indisining
formulasi hosil bo‘ladi:

a 2 n-
——=a+taq+aq +..taqg +..
l-g
2-§. Yagqinlashuvchi gatorlarning xossalari
Yaginlashuvchi gatorlar bir nechta xossalarga ega.

1-xossa. Agar

a,=a+a,+a,++a,+ (D

n=i
qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi S ga teng bo‘lsa, u
holda

[§9]
o
[V5]



