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S("Z BOSHI 

lahon ta1im tizimida matematika fanidan ma'lum bir 80ha (xususan ijtimoiy 
gumanitar. iqtisod sohalari) talabalari uchun maxsus darslik. o'quv qo'llanma 
yaratish yangilik emas. Bunday kitoblarning o'ziga xosligi shundan iborat: 

- bir tomondan matematika - MA TEMA TIKAligicha qolib. fundamental fan 
sifatida matematik lushunchalar. aksiomalar. teoremalarning uzviy bog'lanishda 
mantiqiy izchilligida qat'iy bayon qilinishi zarur. Tatabalarda mantiqiy, algoritmik. 
abstrakt fikrlashlarning sintezi bo'igan - matematik fikrlashni shakllantirishga xizmat 
qilishi kerak; 

- ikkinchi tomondan muayyan sohaning talab va ehtiyojlaridan kelib chiqib. 
uning o'ziga xos jihatlarini aks ettirishi lozim. Talabalarning matematikani maqsadli 
o'rganishini ta'minlash bilan birga o'zlashtirishini osonlashtirishi kerak. 

Masalaning bu ikki tomoni ma'ium mutanosiblikda shunday uyg'unlashuvi 
kerakki. natijada kurs ma1um sohaning muayyan masalalarini yechishga retsetlar 
beruvchi qo'llanma yoki talabalarda matematika faqat hisoblashlarni o'rganadigan 
fan degan tushunchani hosil qilmasligi kerak. Mana shu tamoyildan kelib chiqib, 
matematikaga "tabiat haqidagi barcha bilimlarimizni sistemaga soluvchi. tabiat va 
jamiyatdagi jarayonlarning matematik modellarini o'rganuvchi fan" deb ta'rif 
'~leri Igan. 

Ushbu o'quv qo'llanma oliy matematikadan max sus iqtisodchilar uchun 
yozilgan bo'lib. ko'p hollarda matematik tushunchalarning iqtisodiy talqini berildi va 
iqtisodiy mazmundagi masala, misollar keltirildi: -

O'quv qo'llanmada modellashtirish. matritsa va determinantlar. chiziqli 
tenglamalar sistemasi. chiziqli fazo elementlari. limitlar nazariyasi. bir o'zgaruvchili 
va ko'p o'zgaruvchili funksiyalarning difTerensial hisobi. integral hisob elementlari. 
oddiy difTerensial tenglamalar va qatorlarga doir misol va masalalar berilgan. 

Barcha bo'limlarda qisqa nazariy ma'iumotiar keltirilgan. Qator masalalar 
yechimlari bilan berilgan nazorat ishlari hamda mustaqil yechish uchun misol va 
masalalar tavsiya etilgan. 

Mualliflar masalalar to'plamini yozishda bergan maslahatlari. fikr­
mulohazalari hamda yordamlari uchun TDIU "Oliy matematika" kafedrasi professor­
o'qituvchilari va laborantlariga o'z minnatdorchiligini bildiradi. 

Mazkur kitob o'zbek tilidagi iqtisodchilar uchun musus yozilgan dastlabki 
masalalar to'plami bo'iganligi uchun kamchiliklardan xoli bo'lmasa kerak. 
Kamchiliklami bartaraf etish va kitobning sifatini yaxshilash borasidagi fikr­
mulohazalarini bildirgan o'rtoqlarga mualliflar oldindan o'z minnatdorchiligini 
bildiradilar. 
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I-bob. DASTLABKI TUSHUNCHALAR • 

1.1. Matematik modellashtirish 
Jamiyatning rivoj topishi cheklangBn resurslar (xomashyo, texnika vositalari, 

kapital qo'yilmalari, yer, suv va boshqalar)dan oqilona foydalanish, optimal 
yechimlar topish, iqtisodiy jarayonning matematik modelini tuzish, uni tahlil qilish, 
prognoz berishni taqozo etadi. 

Matematik model - real ishlab chiqarish ja.rayonini aks ettiruvchi formal 
munosabatlar majmuidir. Real hayotda uchraydigan jarayonlami muqobil matematik 
modelini yaratish g'oyatda murakkab vazifa. Shu sababli ba'zi shartlar bilan tuzilgan 
matematik model asl holdan biroz farq qiladi. Biror jarayon uchun model 
tuzilayotganda qancha ko'p ta'sir etuvchi faktorlar e'tiborga olinsa (ko'p o'zgaruvchi 
funksiyalar sifatida qaralganda), tuzilgan model shuncha Bniqroq bo'ladi. 

Biz bilgan y=ax+b chiziqli, y=ax2"'bx+c kVBdratik. y=x· (.1:E R) darajali. 
y=a' ko'rsatkichli va boshqa elementar funksiyalar iqtisodiy jarayonlaming 
matematik modeli sifatida ko'p qo'llaniladi. 

Model so'zi lotincha "modulus" so'zidan olingan bo'lib, o'ichov. me'yor. 
miqdor degan ma'nolami anglatadi. Iqtisodiyotdagi obyektlami matemBtik 
modellashtirish yordamida iqtisodiy jarayonlBmi kuzalish va tahlil qilish mumkin. 
Iqtisodchilar modellami qurayotib muhim faktorlami ajratib olishadi va qo'yilgan 
masalani yechish uchun uncha muhim bo'imagan parametrlami hisobga olishmaydi. 

MatemBtik mode liar ahamyatini quyidagilBrda ko'rish mumkin: 
• iqtisodiy matematik modellar yordamida moddiy, mehnat va pul resurslaridan 

oqilona foydalanish; 
• matematik mode liar va usotlar iqtisodiy va tabiiy fanlami rivojlantirishda 

yetakchi vosita bo'lib xizmat qiladi; 
• matematik modellarga, ulaming iqtisodiy jarayonni adekvat aks ettirishi yetarli 

bo'imaganda tuzatish kiritish mumkin; 
• matematik modellar yordamida iqlisodiy jarayonlar fBqatgina chuqur tahlil 

qilinibgina qolmasdan, balki ulaming yangi o'rganilmagan qonuniyatlarini ham 
ochish imkoniyati yaratiladi. Shuningdek, ular yordamida iqtisodiyotning kelgusidagi 
rivojlanishini oldindan bashorat qilish mumkin bo'ladi; 

• matematik mode liar hisoblash ishlarini mexanizatsiyalash va avtomatlashtirish 
bilan birga aqliy mehnatni yengillashtiradi, iqtisodiy soha xodimlari mehnatining 
ilmiy asosini tashkil etadi va ulami boshqarib turadi. 

1.2. Iqtisodiy obyektlarning matematik modellari 
Iqtisodiy obyektlBming matematik modellarini tuzish quyidagi bosqichlBrdan 

iborat: 
I) iqtisodiy jarayon har tomonlama o'rganib chiqiladi. Nazariy va sifat jihatdan 

tahlil qilinib. uning parametrlari ichki va tashqi informatsion aloqalar, ishlab 
chiqarish resurslari, rejalashtirish davri kabi ko'rsatkichlar aniqlanadi; 

2) izlanayotgan noma1um o'zgaruvchilar qanday maqsadni ko'zda tutilishi, natija 
nimalarga olib kelishi aniqlanadi; 



3) modellashtirilayotgan jarayonning iqtisodiy matematik modeli tenglama. 
lengsizliklar tizimi shaklid8 ifodalanadi; 

4) tuzilgan m81ematik modelning miqdoriy yechimini aniqlaydigan usul 
t8nlanadi; 

5) masalani yechish uchun kerak bo'lgan barcha iqtisodiy (umumiy) ma'iumotiar 
to'planadi; 

6) olingan ma'iumotl8r stalistik tahlil qilinib, tanlangan usul va matemalik model 
orqali qo'yilgan vazifa yechil8di; 

7)0lingan natija har tomonlama (iqtisodiy) tahlil qilinib, optimal variant 
tanlanadi. 

Yuqorida aytib o'tilgan bosqichlar bir-biri bilan chambarchas bog'liq bo'lib, biri 
ikkinchisini to'idirib turadi va bu usullar har qanday masalalami hal qilishda eng 
optimal yo'ini tanlashda qo'llaniladi. 

Iqtisodiy jarayonning birinchi modeli fransuz olimi F. Kene tomonidan 
yaralilg8n. U I 758-yilda "Iqtisodiy jadval", 1766-yilda "Arifmetik fonnula" nomli 
asarlarini chop ettirgan. F. Kene o'z asarlarida jamiY8tda takror ishl8b chiqrishning 
asosiy bosqichlarini matematik model shaklida ifodalagan. 

XIX asrda modellashtirish soh8siga L. V8l'ras, O. Kumo, V. Pareto, F. Edjvort 
kabi matema'iklar o'zlarining katta hissalarini qo'shganlar. 1930-1950-yillarda bu 
~ ohada 0' sish darajasi sezilmadi. 1960-1 980-yilllarda iqtisodiy matematik 
modellashtirish YO'nalishi deyarli qayla tug'ildi. 

XX asrda Nobel mukofotining sovrindorlari D. Xiks, R. Solou. 
V. Leontyevlaming ilmiy tadqiqotlari ham iqtisodiyotda matem8tik modellar 
qo'llanilishi bilan bog'liq edi. Bu jarayon davom etgan keyingi yillarda ham iqtisod 
sohasidagi Nobel mukofotlarining ko'pchiligi matematik modellarga berildi. 
Iqtisodchilar turli iqlisodiy hodisalami o'rganish uchun uni iqtisodiy model deb 
ataladigan sodda, fonnal kO'rinishidan foydalanadilar. 

Har qanday iqtisodiy tekshirish, nazariya (iqtisodiy model) va amaliyot 
(statislik malumotlar)ning birlashmasidan iborat. Kuzatilayotgan hodisalami 
tushuntirish va lasvirlash uchun nazariy modeldan foyc!alaniladi, modelni qurish va 
asoslash uchun esa statistik ma'iumotiar yig'iladi. 

Iqtisodiy jarayonlaming matematik modellari tenglama, tengsizlik, fonnula 
ko'rinishida ifodalan8di. Masalan: Bank aholidan quyidagi shartlar bilan omonat 
qabul qiladi: bankning yillik foiz stavkasi R (R - o'nli kasrda ifodalangan foiz 
stavkasi, ya'ni, agar R=0,12 bo'lsa, stavka 12 %ni tashkil etadi); foizlami qo'shib 
hisoblashlar yiliga k marta amalga oshiriladi (agar k=4 bo'lsa, foizlar har kvartalda, 
agar k=12 bo'lsa, foizlar har oyda qO'shib hisoblanadi va h.k.). U holda har bir 

qO'shib hisoblash davrida qO'yilgan omonat ; =!i foizga onadi. 
k 

Faraz qilaylik, omonatchi bank hisobiga Ao so'm qo'yg8n bo'lsa, u holda 
birinchi qO'shib hisoblash davridan keyingi summa: 

A, = A" +11,,)(; =.4,,(1+;), 

ikkinchi davr oxirida 
Al = A, + A,)(i = A, (I +i)= A.O +i)(1 +i)= A,,(I +iY, 



xuddi shunday n - qo'shib hisoblash davridan keyin 
A. "A,(I+i)" (1.1 ) 

hosil bo'ladi. 
Shunday qilib A •• A" AI' A,... elementlar ketma-ketligi b, = A.(I + i), mahraji 

q = (I + i) bo'lgan geometrik progressiyani tashkH qiladi. 
I. Yillik stavkasi 8 % bo'lgan bankka 100000 so'm omonat qo'yiladi. Foizlar 

har kvartalda qO'shib hisoblanadi. Hisobda 5 yildan keyin qanday summa hosil 
bo'ladi? 

Yechish, Masalani yechish uchun Bvval uning matematik modelini tuzib 
olamiz. Masalaning shartiga ko'ra, A, = 100000 so'm, R = 0.08, k = 4, n = 4·5 = 20. 

5 yil davomidagi qo'shib hisoblashlar soni (1.1) formuladan foydalanib: 

AlO =I~I+ 0~8r =100000(1,02)'" .. 146595 so'm. 

Javob: Bank hisobida 5 yildan keyin 146595 so'm hosil bo'ladi. 
2. Aziza har 3 oyning oxirida bankka 30000 so'm qo'yadi, bankning yillik 

stavkasi 10 % foizlami har kvartalda qo'shib hisoblaydi. Azizaning hisobida 5 yildan 
keyin qanday summa hosil bo'ladi? 

Yechish, 
Berilgan 

P = 30000 
. 0,1 
/=-

4 
k .. 4 

n=20 
5 10 -? 

I Demak, n = 20 marta omonat qo'yiladi. n - omonat P 
so'm, (n-I) esa bankda bir to'lov davri saqlangan. mos 
foizlami qo's~ip hisoblanganidan keyin P(I + i) so'm. /1- 2-

omonat bankda 2 davr saqlangan p(1+i)1 so'm va h.k. 
Xuddi shuningdek, I~monat p·(1+i)"·' so'mga aylanadi. 
Hisobdagi umumiy summa: 

S, = p .. P(I + i) + P(1 + i)1 +". + PO + ;r-I 

Yig'indining hadlari b,=P, q=(l ... i) bo'lgan geometrik progressiyani tashkil 
qiladi. 

s = P(1-(1 + i)') _ P(I-(I +i)") '"' P((I + it -I) 
• 1 - (1 + i) - - i i ' 

Demak, masalaning matematik modeli ifodasi: 
S. = P«I +i)" -1) . 

/ 

Bu formuladan foydalanib: 

S = 30000 (I +0.025)10 -I) .. 300.2554.5 .. 766340 so'm 
• 0.025 

( 1.2) 

Javob: Azizaning hisobida 5 yildan so'ng 766340 so'm hosil bo'ladi. Bunda 
bankdan foizlar hisobiga olingan summa 766340-30 000·4·5 = 166340 so'm. 

3. Alisher o'z qizini kelgusi 4 yil davomida har oyda 10 000 so'mdan renta 
bilan ta'minlab turish uchun bankka qancha pul qo'yishi kerak? Bankning foiz 
stavkasi yiliga 12 %, qo'shib hisoblashlar har oyda amalga oshiriladi. 
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Yedish. 
Berilgan 

p= 10000 
n = IN = 48 

;= 0.12=0.01 
12 

~.-? 

• 
Qo'yiladigan omonat summasi A ni 

A = A, + Al + A, + ... + A. 

ko'rinishda ifodalab olamiz. (bu yerda AI - omonatning 
birinchi davrida orttirib olinadigan qismi, A2 - ikkita 
davrda ortganidan keyin olinadigan qismi. va h.k.). Agar P 
renta kattaligi bo'I5a, u holda 

p= A,(I +i) • 

P=A2(1+i)1 

P=A.(I+i)", 

Bu yerda i - bina qo'shib hisoblash davridagi bank foizi. Bundan 
p P P 

.4, = \.;:i' Al = (I + 1)1 •... A. = (I + i)" 

va natijada, 

A = A, + Al + A
J 
+ ... A = J_I_ + -1-1 + _1_, + ... + _1_): 

• '\ I + i (I + i) (I + i)· (I + n· 
'lavs ichidagi ifoda h, = _1-. va q = _1-. bo'lgan geometrik progressiyaning birinchi 

1+1 1+1 

n ta hadi yig'indisidan iborat. Natijada, Sn = b,(I-q") formulaga ko'ra: 
I-q 

A =~ 1-(1 :;)' = P{(1+;t -1)=!.(I~~I+;t)= p.I-(I+it" 
1+1 1 __ 1_ i(l+if i 1 

It i 
Shunday qilib, n marta P so'mdan olib turish uchun bir marta qo'yiladigan 

omonat kattaligi quyidagi formula bilan hisoblanadi: 

A = p-'-(I+i)"" (1.3) 
i 

Demak, masalaning matematik modeli tuzildi, endi son qiymatlarini qo'yamiz: 

A = 10000. 1-(1,01)-" .. )79739,6 
0.01 

Javob: Bankka 379739,6 so'm qo'yilishi kerak. 
Nominal va real stavka bir-biridan farqlanadi. Real foiz stavkasi - yil davomida 

bank hisobidagi summaning haqiqiy o'sishi. Nominal stavka esa - bank e'lon qilgan 
stavka. 

4. R = 0,06 va k = 12 bo'lgan bank uchun real foiz stavkasini aniqlang. 
Yedish. Masalaning shartiga ko'ra, bankning nominal stavkasi 6%. foizlar 

yiliga 12 marta qo'shib hisoblanadi. Faraz qilaylik, boshlang'ich summa Ao so'm. u 
holda bir yildan keyin bank hisobidagi summa (12 oydan keyin) 

( 0.06)'1 Il 
A'l =A" 1+12 =A.(1,005) =A,·1.0617, 

omonatning bir yilda o'sish foizi quyidagi proporsiyadan topiladi: 
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A" ..... 1 00"/. 

AI! - A • ..... xo/. 

x = AI! - A, .100% = 1,0617Ao - Ao .100"10 = 6,1 ~ •. 
A., A" 

Shunday qilib, real foiz stavkasi - 6,17%. 
5, Quyidagi jadvalda bank e'lon qilgan nominal foiz stavka R, boshlang'ich 

omonal summasi Ao va yillik foiz qo'yib hisoblashlar soni k berilgan n la to'iov 
davridan kevin bank hisobida hosil bo'ladiga • --•••••• _ ••• -"'''1--'·0' 

I Variant R, " Au K n 
(INnl marta 

1 !!I'm) 

Variant R, " Ao K n 
(minI marta 
",'m) 

I 12 80 6 24 16 IS 50 3 12 
2 6 120 4 20 17 12 140 5 20 

i 3 8 ISO 3 IS 18 8 100 10 32 
4 9 100 4 20 19 10 100 6 24 
5 14 200 4 16 20 12 60 6 12 
6 18 140 2 10 21 14 70 5 20 
7 20 80 3 IS 22 IS 60 4 8 
8 IS ISO 4 20 23 10 80 2 16 
9 20 120 4 20 24 8 80 4 20 

, 10 20 100 6 24 25 6 36. 6 24 
: II 25 80 4 12 26 16 320 7 28 
i 12 16 75 2 36 27 12 240 8 32 

13 14 120 4 _28 28 8 20 3 12 
! 14 12 140 6 42 29 6 160 4 40 

i 15 14/ ISO 8 16 30 12 120 10 36 
6. Komil universitetga kirganida, ola-onasi uni chet elda o'qishni davom ettirishl 

uchun 6000 AQSH doll. yig'moqchi bo'\ishdi. Bu summani ta'minlash uchun ota­
ona 2006-yil I-sentabrdan to 2010-yil I-martgacha har oyda bankka pul qo'yib 
tunnoqchi bo'lishdi. Tanlangan bankning yillik foiz stavkasi 9 'Yo, har oyda to'laydi. 
Har oyda ular bankka qanchadan pul qo'yib turishlari kerak. 

7. Bill 35 yoshida yiliga 9 'Yoni har oyda qo'shib hisoblaydigan sug'urta 
kompaniyasi bilan shunday shartnoma tuzdi: Bill 65 yoshgacha har oyda 350 AQSH 
doll. to'lab turadi. Nafaqaga chiqqandan keyingi 10 yil davomida hosil bo'igan 
fonddan har oy bir xii miqdorda pul olib turadi. Bill har oyda qanchadan pul olib 
turadi? 

8. Bank murakkab foizlar bo'yicha yiliga 24 -10 dan qo'shib hisoblashlami har 
oyda bajaradi. Boshlang'ich summa 360 pul birligi bo'lsa, 8 oydan keyin qo'yilgan 
omona! summasi qancha bo'ladi? 

9. Erkin har oyning oxirida bankka 500$ dan qo'yib turadi. Bank e'lon qilgBn 
nominal stavka 7 'Yo, yiliga 2 marta qo'shib hisoblanadi. 8 yildan keyin uning 
bankdagi hisobida qandaY summa hosil bo'ladi? 

Transport masalasining matemalikmodeli.mtaobyektdaa .. al ' .• u. 

miqdorda bir xii mahsulot bor. Bu mahsulotlami n ts iste'molchiga hi' hl' .... h" 

II 
• 



miqdorda yetkazib berish zarur. c" (; = r.' 2 •.... m; j = 1. 2. . ..• n) - bir birlik yukni har 

bir i - obyekldan j - iste'molehiga yetkazib berish nand ma'ium. Yuk tashishning 
shunday rejasini tuzish kerakki, bunda bareha obyektlardagi mahsulotlar to'la 
larqatilsin, iste'molchilaming talabi to'laligieha qondirilsin harnda barcha yuklami 
tashishga ketgan xarajat minimal bo'isin. 

Transport masalasiningjadval shaklidagi ko'rinishi quyidagieha: 

~ 
. 

a, bl b2 ... bn 

al ell ell ... eln 

a2 C21 C22 ... C2n 

.. . .. . . .. . .. . .. 
am Cml Cm2 ... Cmn 

-- --

Transport masalasining noma'iumlari X,,(; = 1. 2 ..... m; j = 1. 2 ..... n) bilan har 

bir i - obyekldan j - iSle'molchiga yetkazib beriladigan yuk miqdorini belgilab. 
model tuzamiz. Barcha m ta obyektdagi yuklar to'la tarqatilishini quyidagi 
tenglamalar sistemasi bilan ifodalaymiz: 

·x" +X'l + ... +X,. =a, 

XI' +XII + ... +X1• =al 

x., +X.l + ... +X_ =a. 

Barcha n ta iste'molchi talablari to'la qondirilishini keyingi tenglamalar sistemasi 
bilan ifodalaymiz: 

XII + XI' + ...... + X~, = b, 

X'I + XII + ...... +x.1 =b1 

X,. +XIo + ...... +X_ =b. 

Masalaning iqtisodiy ma'nosiga ko'ra x,, ~ 0(;: I. m. j = \.m. j = \. n) va barcha 
mahsulotni tashish uchun ketgan xarajatlar: 

l'=<'"X" +CIIXIl + ... +c,.X,. +c1'X1' + ('IlX lI + ... +C1.X1• + . . +c.,X", +C.1X. 1 + 

+ ... +c_X .. = ti:c"x" 
,.1 lei 

funksiyani minimallashtirish kerak. Odatda bu funksiya maqsad funksiyasi deyiladi. 
Bulaming barchasini birlashtirgan holda transport masaIasining umumiy 
kO'rinishdagi matematik modelini hosil qilamiz: 
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tX. =0, (i=Gn) ,., 

tX. =b, (j=Gi) ,., 
x,, ~o (i=l.mj=l,n) 

y = ftc,x, -+ min 
Jet ,., 

Quyidagi transpon masalasini matematik tahlillar asosida yechimini keltirib 
o'tamiz. 

10. A,. A). A] - korxonalarga B, va B) omborlardan mahsulot yetkazib berish 
xarajatlari va B,. Bl omborlarning mahsulot zaxiralari hamda har bir korxonaning 
mahsulotga bo'lgan talablari quyidagi jadvalda berilgan: 

~ 50 70 100 I 

B, I 

100 I 3 2 
120 5 2 4 

Reja qanday tuzilganda har bir B, ombordagi mahsulotlar to'liq taqsimlanadi 

va Ai korxona talabi to'la qondirilgan holda yukni tashish uchun qilingan xarajatlar 
minimal bo'ladi. 

Yechislr. B, ombordan A I korxonaga x,, miqdorda mahsulot yetkazib berilsin. 

(i = 1.2; j = 1.2.3). U holda Bi ombordagi jami mahsulotlar miqdori: 

{
X,.:t XII + X" = 100 

XI' +Xll + XLI =120 

tenglamalar sistemasi orqali ifodalanadi. Har bir A, korxonaga keltirilgan 

mahsulotlar esa quyidagi tenglamalar sistemasi orqali ifodalanadi: 

I

X" +Xl' =50 
X,I+XIl =70 

X" +X!l'"I00 

barcha yuklarni tashish uchun qilingan sarf xarajatlar esa 
r = X" +3XII +2X" + 5X1, + 2XI, +4Xu 

ga teng bo'ladi. Demak. masalaning shartiga ko'ra unga tuzulgan matematik model 
quyidagicha bo'ladi: 

X" + XII +X" =100 

Xl' +XII + Xl' = 120 

X,,+X 2,=50 

X'I +Xu =70 

XI) +Xll =100 

Y = XII +3XII +2X" + 5Xl , + 2XlI +4XII ..... min 

X" ~O (i=1.2j=I,). 
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Maqsad funksiyani quyidagi ko'rinishda yozib olamiz: 

Y = (X" + XII + X,,)+2(XI, + XII +Xn)+2X1I +X,) +3XI, +2XI)"' 

= 100+ 240+ (XII + Xn)+ X'I + 2(XI, + Xv)+ Xli = 340+100-X" + XII + 2(120-XIl ) + XII = 

= 680- X" + (70- Xn) - 2XII +(50-X,,) = 800- 2X" -3XII 

Demak, r =800-2X" -3X2I --+min bo'lishi uchun X" va XII noma'lumlar eng 
kana bo'lishi kerak: 

~ ~ ~mmlY)=800-100-210=490 {
X" + XI' = 50 {X" :S 50 {max X" = 50 . ~ 
X,I+XII=70 Xu:S70 max Xu =70 

Demak, masalaning optimal yechimi: 
X" .,50, XII =0, X" =50. XI' =0. XII ,..70, Xu = 50. 

11. Korxonada uch xiI xomashyodan foydalanib ikki turdagi mahsulot ishlab 
chiqariladi. Quyidagi jadvalda har bir turdagi mahsulotga ketadigan xarajatlar. 
xomashyo zaxiralari va ulardan olinadigan foyda kO'rsatilgan. Eng ko'p foyda olish 
modelini tu . ---eo 

, Har bir turdagi bir-birlik mahsulot 
Xomashyo zahirasi uchun ailin2an xaraiat 

.N'~ I .N'~2 

20 : 2 
12 

, 
I 

30 I 

Olinadigan foyda l 40 -. 

Quyidagi misollarni yeching: 
12. 

13. 

14. 

Z(.1') = 3X,- 2XI + X) -+ max 

1

2X,-3X) <-I 

3X,-4XI +2X) >6 

X, +2X,-X, > 2 

X, ~ 0 i = 1,2.3 

X,+2X,-X,+X,>4 

X,-X,+3X,<5 

2X, + 3X, - 2X, > 4 

X,+3X,=8 

lex) = 2X, + X, +3X, + X, --+ mn 

X, ~ 0 i = 1,2.3,4 

{
-x, +X, +2X, -X, =2 

9X, - X,-6X, -SX. = 6 

Z(.1')=4X,-X1 +3X) +4X, --+mBX 
X,~O i=I,2.3,4 

14 
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16. 

1

-x, + 2Xl + x, - X. + 2X, = 3 

X, +2XI +2XI +2X,+9X,=3 

2X, -)Xl -X,+2X. -X, =1 

Z(.I) = 9X, -IIX, - lX, + IX, + SX, -+ max 

X, ~ 0 i = 1,2, l, 4, S 

1

-X, + X, + x, - 4X, + 2X, = 5 

lX,-Xl +2X, +7X. +9X, =8 

2X, +2X,-X, +9X, + lX, :15 

Z(.I) = X, • Xl + X, - X, + lX, -+ mix 

X, ~ 0 i = 1,2,3,4,5 

Quyidagi transport masalalarining matematik modelini tuzing: 
17. 

~ 40 20 

20 7 4 
30 5 5 
10 6 8 

18. 

~ 
I 

100 50 50 

50 '-9 7 I 
70 8 5 3 
80 4 2 6 

19. 

~ 200 150 80 110 

40 8 -5 15 12 I 

250 10 12 7 8 I 

120 9 4 8 7 I 
130 5 9 6 3 

20. 

~ 250 300 200 200 
a; 

200 9 8 3 I 

350 7 10 6 4 

400 2 3 8 12 

IS 



1.3. Funluiya v.uning berilish usullari 
Barcha ratsional (Q) va irratsional (I) sonlar to'plami birgalikda haqiqiy sonlar 

to'plamini tashkil qiladi. Haqiqiy sonlar to'plami R harfi bilan belgilanadi. X va Y 
lar haqiqiy sonlaming biror qism to'plamlari bo'lib, of va y mos ravishda shu 
to'plamlarelementlari x eX. ye Y bo'isin. 

Ta'rif. Agar X to'plamdagi har bir x songa biror qoida yoki qonunga ko'ra Y 
to'plamning bitta y soni mos qo'yilgan bo'lsa, X to'plamda funksiya berilgan 
(aniqlangan) deb ataladi va (: X -+)' yoki .1''' f{x) gbi belgilanadi. Bu ta'rifdagi 
X va Y lar orasidagi bog'lanish funksional bog'lanish deyiladi. 

X to'plam funksiyaning aniqlanish sohasi deyiladi. Y to'plam, ya 'ni X ning 
har bir x elementiga mos kelgan ({x) elementlar to'plami funksiyaning o'zgarish 
sohasi deyiladi. 

Funksiyalar jadval. grafik. analitik usullarda berilishi mumkin: 
y .. ({x) funksiya analitik usulda berilganda uning X va Y sohalari berilmagan 
bo'lishi mumkin, ammo ular f{x} funksiyaning xossalaridan foydalanib aniqlanadi. 

Agar X sohani Y sohaga akslantirganda o'zaro bir qiymatli moslik, ya'ni 
y = ({x) funksiya bajarilsa, u holda x ni y orqali x'" g0') kabi ifodalash mumkin. 
Oxirgi funksiya y = ((x) funksiyaga teskari funksiya deyiladi. 

x = g(y) funksiya uchun Y aniqlanish sohasi X esa funksiyaning o'zgarish 
sohasi bo'ladi. g(((x)}=x va /(g(I')}=Y bo'igani uchun y=f(x) va x=g{y) 
funksiyalar o'zaro teskari funksiyalar bo'ladi. 

21. Funksiyaning qiymatlar to'plamini topiRg: 
1 

Yechish. 
1 

)<= -. 
lsin 2x + 4cos 2x 

)" = --=----:---
1 . 2 4 

Maxrajda qavsdan tashqariga ~ = 5 ni chiqaramiz: 

~=cosp.~=sinp deb faraz qilib (bunday bo'lishi mumkin, 
5 5 5(-sm x+-cos2x) 

5 5 

chunki (~)l + (i)l = 1 ), quyidagini olamiz: .. ,yoki 
5 5 5(cospsm2x+smpcos2x) 

.1'= . 1 . sin(2.r+p) ifoda [-I;I} kesmada (yoki 5sin(2x+p) [-5:5] kesmada) 
5slR(2x + P) 

barcha mumkin bo'igan qiymatlami qabul qilishini hisobga olib quyidagini topamiz: 
1 1 

)'e(~;51'-'[5:+00) 
-hI 

22. y = 10 funksiyaning qiymatlar to'plamini toping. 
Yechish. Berilgan funksiyaga teskari funk~i~aning aniqlanish sohasi, shu 

funksiyaning qiymatlar to'plamidan iborat. )' = 10 funksiyaga teskari funksiyani 

topamiz, x ni y orqali ifodalab, - 2Xl .. Igy yoki Xl = -~llIY' x2 ~ 0 bo'igani uchun 

-.!.lgy~O bundan IgySO va ye(O;I]. ya'ni topilgan yarim interval berilgan 
2 

funksiyaning qiymatlar to'plami bo'ladi. 
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Funksiyalarning Iniqlanisb soha!lini toping: 

23 -~ 2~ 24 _ V16-x' . y- + • y----, 
x-I Ig(x-I)" 

.JJin x - 0,5 26. y = -Iog,(x-I) 
iJx-2 

25. }'=.J4-xlgx 

27 
arcsin(X -I) 

.}'= 
Igx 

Funksiyalarning qiymatlar sobasini toping: 

28. y = Ssin x + 2cosx. 
3x 

30. r=--, 
. 1 +x 

" 
29. y='-' 

3 
31. y = ------:-­

(sin x + cosx)' + 2 

1.4. Funksiya IO!Isalari 
a) Aniqlanish sohasi X dan iborat bo'lgan fIx) funksiya uchun har qanday 

X€X uchun -X€X bo'lib, hamda f(-x)=f(x) tenglik bajarilsa funksiya juft 
r(- x) = - f(x) bo'lsa toq, aks holda f(x) umumiy ko'rinishdagi funksiya deyiladi. 

b) Biror X oraliqda y=f(x) funksiya uchun argumentning katta qiymatiga 
funksiyaning katta (kichik) qiymati mos kelsa, funksiya o'suvchi (kamayuvchi) 
deyiladi. O'suvchi yoki kamayuvchi funksiyalar monoton funksiyalar deb ataladi. 

c) fIx) funksiya uchun shunday o'zgarmas T(T., 0) son topilsaki, 'tIXE X da 
x- T, x, UTE X bo'lib f(x- T)= f(x)= f(u T) bo'lsa, u holda f(x) davriy funksiya, 
musbat T lar ichida eng kichigi funksiyaning davri deyiladi. 

d) Agar shunday M > 0 son 'mavjud bo'lsaki, barcha x EX uchun V(x~ < M 

tengsizlik bajarilsa. f(x) X oraliqda chegaralangan deyiladi. Aks holda funksiya 
chegaralanmagan deyiladi. 

e) u = tp(x) funksiyaning aniqlanish sohasi D, qiymatlar to'plarni V bo'isin, 
)' = flu) funksiyaning aniqlanish sohasi V bo'lib, o'zgarish sohasi E bo'lsin. L' 
holda, y = f(/PIx» funksiya aniqlanish sohasi D va o'zgarish sohasi E bo'igan 
murakkab funksiya bo'ladi. 

o )' = f(x) ko'rinishdagi funksiya oshkor funksiya, F(x, y) = 0 tenglama bilan 
ifodalangan funksional bog'lanish oshkormas funksiya deyiladi. 

Funksiyalarning juft-toqligini aniqllng: 

31.y=~-~ 
cosx 

Yecltislr, Ta'rifga asosan tekshiramiz. 
(-x)' ~ x· ~ 

y(-x)=---,.---;--vl-(-x) =--"I-x' =y(x) 
C05\.-X) COH 

Demak, beriIgan funksiya o'zining aniqlanish sohasida juft funksiya ekan. 
32. y = 3' sinx 

Yecltislr. y(-.t)=3"sin(-x)=-)"sinx. Ta'rifga asosan, y(-x).,y(x) va y(-x).,­
y(x) bo'lganligi uchun berilgan funksiya umumiy ko'rinishdagi funksiya, 
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33. Funksiyaning eng kichik musbat davrini toping: y = 2 sin 4x 
Ytclrislr. Davriy funksiyaning ta'rifiga ko'ra barchax va T~ lar uchuny(x"'n 

= y(x) bo'lishi kerak. Demak. Zsin(4(x+n) = 2sin4x, yoki sin(4(x+n)-sin4x = 0, 
bundan 

2sin 4x + 4T - 4.1" COS 4.1" + 4T + 4.r = 0 
2 2 

Ya'ni, sin 2Tcos(4.r+ 2T) =0. Hosil qilingan tenglik barcha x lar uchun 
bajariladi, qachonki o'zgannas ko'paytuvchi sin2T !,. 0 bo'iganda. Demak, eng 

kichik musbal davri esa T = .!. 
2 

T > 0 son f(x) funksiya uchun eng kichik musbat daw bo'isin. U holda y=f(kx+b) 
T 

funksiyaning eng kichik musbat davri IKI bo'ladi. 

Funksiyalarning juft-toqligini aaiqlang. 
34. y=.r+sin.r 35. y=.rsin:c 

36 Ig(l-.r') -,' 37 .I"}cos:c . 
. y=~(' • Y=--,-+SIR:C 

!Jc('s.r 2' 

38. \'=. --~ 2-X") 
. 2+.r' 

40 . .I' = (sin' x + COS.f)X' 

42 . .I' = 3" x' + cosx 

39 
_ sinx 

·Y--
.r' 

41. y=x'lnr 
/g:r 

43. Y~.x'+r'+x 
• 

44 x } I 4S~:C • Y = -. --x In(l +.r ) • y =-.-,--
Sin X Sin .r+1 

Funksiyalaming eng kichik davrini toping yoki davriy emasligini isbotlang 

46. y = 4cos(.! + h) 
2 

48. v=sin'.r 

so .. v = .rsin.r 

47. y=3/g4.r+1 

49. Y = sin.!.. 
x 

SI. y = sin' 4.r 

1.5. Elementar funksiyalar 
Quyidagi funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi: 
a) Darajali funksiya y = x' (x >0) 
b) Ko'rsalkichli funksiya y=a'.a>O,a"I(.re(-<o:+cc);ye(O;+oo) 

c) Logarifmik funksiya )' = log • .r,a > O,a" \(.r e (0:+«»:), e (-<0:+«» 

d) Trigonometrik y = sinx, y = cosx,funksiyalar (-00;+<JCI) da aniqlangan. 
Qiymatlar to'plami esa -1 ~ Y ~ 1. 

e) Teskari trigonometrik y = arcsinx, y = arccosx funksiyalaming aniqlanish 
sohasi -1 ~ x::: 1, qiymatJar to'p!ami esa mos ravishda -x!2::: y::: x!2 va 0::: y::: It. 

y = arctgx,funksiyaning aniqlanish sohasi (-00;'" (0), qiymatlar to'plami esa 
-7fl2<y< 7fl2, y = arcctgx. Funksiyaning aniqlanish to'plami (-00;+00), qiymatlar 
sohasi esa O<y< It. 

II 



Elementar funksiya deb asosiy elementar funksiyalardan ehekli sondagi 
arifmetik amallar yordamida tuzilgan murakkab funksiyalarga aytiladi. 

1.6. GnfikJarni almubtirisb 
y = f(x) funksiyaning grafigi uchun quyidagi almashtirishlar mavjud: 
a) y = f (x+o) - funksiyaning grafigini Ox o'qiga parallel \aI birlilcka siljitadi, 

(0 > 0 - chapga, a < 0 - o'ngga); 
b) y = f (x)+b - funksiya grafigini Oy o'qi bo'yicha ~I birlikka siljitadi, (b > 0 -

)'uqoriga. b < 0 pastga); 
c) y = c f (x) (c~) - grafik c > 1 da Oy o'qiga nisbatan c marta cho'ziladi. 

o < c < 1 da esa c marla qisqaradi; c < 0 da grafik Ox o'qiga nisbatan simmetrik 
akslanadi. 

d) y = /(Icx) (k~) - grafik Ie > 1 day = f(x) ning grafigidan Ox o'qiga nisbatan k 
marta cho'ziladi, 0 < Ie < 1 da Ie marta qisqaradi. Ie < 0 da grafik Oy o'qiga nisbatan 
simmetrik akslanadi. 

Funksiyalar grafigini chizing: 
52. y = I - 2Xl - 4x 

Yeclrislr. To'la kvadrat ajratamiz. y = _h' - 4x + 1= -2(x ' + 2x + 1)+ 3 = -2(.1 + I)l + 3. 

Grafiklami almashtirishdan foydalanamiz. (Grafile 1) 
a) y = x2 funksiyaning grafigini chizamiz: 
b) y = (x+ 1)2 niog grafigini, y = i oi bir birlik 

chapga siljitish bilan hosil qilamiz. 
c) y = 2(x+ 1)2 grsfigini y = (x+ 1)2 grafikni Oy 

o'qi bO'yicha 2 marta cho'zish bilen hosil qilamiz. 
d) y=-2(x+ 1)2 grafigini yasash uchun y = 2(x+ I )2ning grafigini Ox o'qiga nisbatan 

simmetrile akslantiriladi. 
e) y = -2(x+ I )2+3 grafigi y=-2(x+ I )2ning gratigini Oy o'qi bo'yicha 3 birlik 

yuqoriga siljitish bilan hosil qilinadi. 

53 x + 2 ~ k' be'l I.. . y(x)=- lun slya fI gan. y(-)m topmg. 
x-2 x 

fed.islr. y(.!.)ni topish uchun funksiya ifodasidagi x o'migs .!.ni qo'yish lozim. 
x x 

!+2 
I . I 1+ 2x 

}"(-) = L-, yoki y(-) = -- . 
x !-2 x 1-2x 

x 
54. Ms'lurnki,y(x) = 2x+5 vay(3-2z(x» = lO-6x. z(x)ni toping. 
feclrislr. Sir tomondany(3-2z(x» ni y(x)dan x o'miga (3-2z(x» ni qo'yib hosil 

qilish mumkin; boshqa tomo,pdao shartga Ieo'ra y(3-2z(x» = 10-6x. Shunday qilib 
quyidagi tenglamaga ega bo'lamiz: 

2(3-2%(x» ... 5 = 1O-6x 
z(x) = l,5x+O,25. 

55 I + x funks' beril 4 - x . . • y = - Iya gan, y(-) 01 topmg. 
I-x 2+x 
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• 
56. y = 2' berilgan, y(lo&u x) ni toping. 

'I lei 3 - 1" 1 +:(x) \ Z(). . 57. Ma urn • y(x)=-, y(--)=-. x nJ topmg. 
2 + x 2 .r 

58. Ma'lumki, y = J' ,y(4*» = ~. z(x) ni toping . 
.r 

Funksiyalarning grafiklarini chizing. 

59. y = 7+6x-x2 

61. y=3·2'" 
tr 

63. y = 2cos(2.t+"2) 

3x-2 
60.1'=-­

x+\ 
62. y = 210111(4 +x) 

\-S.r 
64. y=--

2 -51" 

1.7. Iqtisodiyotda uchraydig8n funksiyalar 
Quyidagi belgilashlami kirilamiz: 
f - (price) narx; Fe - (fixed cost) o'zgarmas xarajBt; 
Q - (quantity) miqdor; vc - (average cost) o'zgaruvchan xarajat; 
R - (revenue) daromad; TC = FC + VC 
1r - (profit) foyda; 
TC - (total cost) umumiy xarajat; 
Iqtisodiyotda talab va taklif, daromad, xarajat, foyda, Kobb Duglas, Lorens 

funksiyalaridan foydBlaniladi. Iste'molchilar tomonidan sotib olingan tovar miqdori 
Q" va tovar narxi orasidagi bog'lanish Q/I" 1(1'). talab funksiyasi deyiladi. Ishlab 
chiqarilgan mahsulot miqdori Q, va tovar narxi orasidagi bog'lanish Q, = g(f) taklif 
funksiyasi deyiladi. 

M . . h h {Q/l = /(1') . h'l d' uvozanat narxm tOPIS uc un sIstema yec I a I. 
Q, =g(P) 

Ishlab chiqaruvchining daromadi tovar narxi P bilan sotilgan miqdori Q nins 
kO'paytmasidan iborat R=PQ foyda funksiyasi 1r daromed va umumiy xarajat 
funksiyalarining ayirmasidan iborat 1r = R - TC • 

65. Tovarga bo'lgan talab darajasi oilaning daromad darajasi x bilan 

y = Q - _b_ formula bilan bog'langan. Oila daromadining darajasi 158 p.b. bo'iganda 
1"+C 

tovarga bo'lgan talab darajasini toping. x = 50 bo'lganda y 0: 0, X = 74 bo'lganda, 
y = 0,8 va x = 326 bo'lganday = 2,3 ekanligi ma'lum. 

Yechish: 
0 __ 6 __ 0 

so+< 
o __ b_.O.l 

74+c 

o __ b_.2,3 
126+c 

6 
0---

50+, 
_b ___ 6_.

0
._ 

SO+c 74+, 

_b ___ b_.
2
.
J 

so+< J26+, 

{
24b" 0.8«(' + 50)«' + 74) 

276h = 2.3( c + 326)( c + 50) 

(I) 

(2) 

1_6(:....'_4_._'-,-:-5_0_--") _ 0._ 
(SO - c)(74 + c) 

6(326+<-50-t) -2,3 
(SO-t)(J26+t) 

b 
0'-­

SO+c 

{
30b .. (c + 50)(, + 74) 

120b = (c + 326)(c + 50) 
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30b (c+50)(c+74) _= c+74 dan c=IO kelib chi adi. 
120b (c + 326O)(c + 50) 4 c + 326 q 

yuqoridagilardan esa b=168, a=2.8 ekanligi kelib chiqadi. 

Demak, lalabning daromadga bog'liq grafigi y == 2,8 -~ ga leng ekan. 
1'+10 

X ~ 158 p.b bo'lganda lalab miqdori y== 2,8 -~ == 1,8 ga teng bo'lar ekan. 
158+10 

lavob: 1,8. 
66. Firma sport tovarlari ishlab chiqaradi, sport kostyumining narxi PI=30 p.b. 

bo'iganda, bir kunlik sotilish miqdori QI=50 ta, narx P2=32 p.b. bo'iganda esa 
sotilish miqdori Q2=40 tao Talab funksiyasi chiziqli. Bu tovarni ishlab chiqarishga 
kelgan xarajal TC =20+6Q. Agar kunlik foyda 580 p.b. bo'lsa, bir kunda ishlab 
chiqarilgan va sotilgan tovar miqdorini aniqlang. Tovar qanday narxda sOlilgan? 

Yechish. Talab chiziqli bo'iganligi uchun ikki nuqta orqali o'tuvchi to'g'ri chiziq 

tenglamasi Q - Q, = P - P, dan foydalanib. talab funksiyasi P=40-0,2Q2 ni topamiz. 
01 -Q, PI - Po 

R=PQ=( 40-0,2Q)Q=4OQ-0.2Ql 
Ish lab chiqaruvchining foydasi ,,= R - TC = 400 - 0.2Ql - 20 - 6Q. 

Masalaning shartiga ko'ra foyda 580 p.b. ekanligidan 
-O,2Ql+34Q-20=S80 I' (-5) 
Q2- 170Q+3000=O kvadrat tenglarnani yechib QI= 150; Q2==20 ni lopamiz. 
Unga mos keluvchi narxlar esa talab funksiya P1=10. P2==36. 

67. B tovar ishlab chiqaruvchining umumiy xarajati TC==36+6Q, bu tovarga 
bo'igan talab funksiyasi esa P=20-0,5Q ifoda bilan herilgan, bu yerda Q ming 
birlikda ishlab chiqarilgan va sotilgan lovar miqdori. P tovarning birlik narxi. Foyda 
60000 so'mdan kam bo'imasligi uchun nechta lovar ishlab chiqarish kerak? 

68. Quyidagi berilganlardan foydalanib masalani yeching: P==30-0.25Q. 
TC=200+5Q va foyda 400000 so'mdan karn bo'imasligi kerak? 

69. Uyali telefon ishlab chiqaradigan finnaning xarajat funksiyasi TC=10+4Q bu 
yerda Q bir oyda ishlab chiqarilgan telefonlar miqdori. Firmaning daromad 
funksiyasi R==0. 125Q2+ 7QAgar bir oyda 28000 telefon ishlab chiqarilgan va 
sOlilgan bo'isa , foydani loping. 

Manu yuzasidan savollar 
I. Matematik modelning mohiyali nimadan iborat? 
2. Iqtisodiy obyektlarning matematik modelini tuzish bosqichlarini sanab o'ting. 
3. Transport masalasining matematik modeli qanday tuziladi? 

• Adabiyotlar 
I. Shorahmetov Sh., Naimjanov B. Iqtisodchilar uchun matematika. - T.: Fan va 

texno)ogiya, 2007. 
2. Caq,aesa K. MaTeNaTHK .ll8CtypJlaw. -T.: 116H CHHO, 2004. 
3. CaHnH338poB UlA.. OpTHKoBa M.T. 60WJlaHrHif NonHlIBHA NBteNaTHK3 

acocnapH. - T.: T.D,HY. 2002. 
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4. MacaryToB8 P.B. MaTeMaTHKa B lIl.l1S'I8X llJlll lKOHOMHCTOB. -T.: YIOfI)'B'IH, 

1996. 
5. J8MKOB 0.0., ToncTonJlTeHKo A.Ii., qepeMHblX IO.H. M8TeM8TH'IeCKHe 

MeTOJlbl B lKOHOMHKe. - M.: 11I1C, 2004. 
6. KnHMeHKo 10.11. Bblcw811 MSTeM8THKS llJlll lKOHOMHCTOB. - M., 2005. 
7. KpeMep H.W. H JlP. npSKTHKyM no BhlcweA M8TeM8THKe JlJIll lKOHOMHCTOB. 

-M., 2004. 
S. W8nKHH A.C. 311.l18'1H C peweHHIIMH no ablcweA M8TeM8THKe reopHH 

aepoliTHOCTeH, MSTeMBTH'IeCKOA CT8THCrHKe, M8TeM8TH'IeCKoMY 

nporp8MMHpo8BHHIO. - M., 200S. 
9. MSK8poB C.11., MHllleHKo M.B. M8TeM8THKS llJlII lKOHOMHCTOB: OT 

SPH<pMeTHKH JlO 3KOHOMeTpHKH. -H., 200S. 
10. KpeMep H.W., qynphlHoB s.n. OCHOBbi M8TeM8THKH H ee npHno)J(eHHll B 

3KOHOMH'IeCKOM 06p830BBHHH. -M., 200S. 
II. EPM8KOB B.H. 06IllHA Kypc BblcweA M8TeM8THK8 Mil lKOHOMHCTOB. -H., 

2010. 
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2-bob. MATRITSA V A DETERMINANTLAR • 

2.1. Matritsalar. Diagonal va birlik matritsalar 
Sonlaming m ta satr va n ta ustundan iborat to'g'ri to'rtburchak. shaklida 

tuzilgan jadvali m)(n o'lchamli matritsa deyiladi. U 

[

all a" ". a,ol 
A = ~.'.'".~'J":':,,a,. J (2.1) 

a.1 Q.2 ... a.., 

ko'rinishida yoziladi. Bunda 0,)- haqiqiy sonlar (; = 1. m; j = ell) va matritsaning 
elementlari hisoblanib i va j lar mos ravishda qator va uslun indekslari. m" n- A 
matritsaning o'lchami deb ataladi. (2.1) formuladagi A matritsaning qisqacha 
ko'rinishi quyidagicha yoziladi: 

A =ia.~ (; = I.m;j = I.n) 

Agar matritsaning barcha elementlari nolga teng bo'isa. u holda bu matritsa nol 
matritsa deb ataladi. 

Matritsaning qatorlar soni ustunlar soniga teng bo'isa. bu matrilsa kvadral 
matritsa deyiladi. 

Kvadrat matritsaning bosh diagonaldan lashqari barcha elementlari nolga leng 
bo'isa. bunday matritsa diagonal matritsa deb ataladi. 

Diagonal matritsaning bosh diagonalidagi barcha elementlari birga teng bo'isa. 
bunday matritsa birlik matritsa deyiladi. 

Agar iloota A va B matritsat~ming o'\chamlari bir xii bo'lib. elementlari ham 
mos ravishda o'zaro teng. ya'ni 0 ,) = b,)(; = I.m j = I,n) bo'\sa. ular o'zaro teng 
matritsalar deyiladi. 

2.2. Matritsalarni qo'shish, ayirilh, songa kO'paytirish 
Bir xii o'lchamli A = (a,) va B = (b,) matritsalaming yig'indisi deb mos 

elementlar yig'indisi ei) = o'j+bi) ga teng bo'igan C = (e,) matritsaga aytiladi. 
Matritsalaming bunday qo'shishning kommutativligi va assosiativligi ravshandir. 
Matritsalar ustida ayirish amali ham mavjud bo'lib. natijada elementlari berilgan 
matritsaning mos elementlari ayirmasiga teng bo'igan matritsa hosil bo'ladi. 

Matritsalami songa ko'paytirish uchun uning har bir elementi shu songa 
kO'paytiriladi. 

I, A " B ma"';""Iom;,. y;. ';,w,;,; hl",blan., A· [: :] B· [: ;] 

[
2 3~'[3 8] [2+3 3+8] [S II] Y~clr;s". A+B= 6 5JI ... 7 2 .. 6 ... 7 5+2 = 13 7 

1 2 4 6 1+4 2+6 S 8 

. II' b" 13 -I 4) ,(I 2 3) 2. Quyidagl ama amI aJanng. 1. 2 S 0 -') I 4' 
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Ytc"'sJr • .,(3 -I 4)_,(1 2 ·3). (6 -2 1)_(3 6 9)_( 3 -I -I) 
\2 SO\.2 I 4 4 10 0 6 3 12 - 2 , -12 

[
' 2 I S} [S 4 3 0] 

3. Apr A- 3-2 4-3' s- 2 3-2 I bo'lsa, is-tAnihi.oblang. 
2112 1024 

4. Do'konga birinchi hafta 3 turdaai tovar keltirildi: muzlatkich, telcvizor va 
kir yuvish mashinalari, Quyidagi • 

XI - (10; 12; 8) 
vektor lOla tnuzlatkich, 12 lalelevizor va 8 la kir yuvish ma.hinalari keltirilganligini 
bildiradi, Agar 2·hafta bu tovarlar quyidagi 

XJ - (5: 8; 10) 
miqdorda keltirilgan 00'151, umumiy tovarlar miqdorini Iniqlang, Ytc.',". Matritsalami qo'shish qoidasiga BSosan umumiy miqdor quyidagiga 
leng OO'ladi: 

XI +Xl"'(IO: 12:8)+(5:8: 10)-(15;20; 18), 
5. 2.4, maula shanidl8i do'konlar soni ikkita bo'isin, u bolda tovarlami 

keltirishni ikklla satr VI uchla uSlunli malrilsa yordamida ifodalash mumkin, Birinchi 
salr I·do'~onga. ikkinchisi 2-do'konga keltirilgan mahsulotlar miqdori, Tovarlaming 

ikkita do'konga birinchi mana olib kelinishi quyidagi A, _(10 12 8) matritsa bilan, 
S 20 14 

ikkinchi marta olib kelinishi esa AI _( ~ I 10) matritJa bilan beritgan bo'lsa, 
12 S"IO 

keltiri Igan ja' mi tovarlal' miqdorini aniqlang, 
6, Tarmoqdagi m ta Z8vod" turdagi mahsulot ishlab chiqaradi, Am •• matritsa­

har bir Zlvodning birinchi kvartaldl bfradigan mahsulot hajmi. B,."" matritsa esa 
Zlvodlaming ikkinchi kvartalda beradigan mahsulot hajmi. (01]; h'J) - ; - Zlvodningi • 
turdagi mahsulotdan ishlab chiqarish hajmi. Quyidagilami aniqlang: 

a) ikkala kvanaldagi mahsulot hajmi; 
b) ikkinchi va birinchi kvartllda har zavodlar ishlab chiqal'gan tovarl.r hajmi 

orasidagi flrq: 
c) agar bir birlik mahsulotning qiymati A. bo'lsa, Ylrim yillikdl ishllb chiqarilgan 

mahsulot qiymatini toping, 

2.3. Matrlls.lunl ko'p.ytlrilh 
m" o'ichamii A malrit~aning b n o'lchamli B matritsaga ko'paytmasi deb 

mx" o'lchamli shunday C "" A,B matritsala ayliladiki, unina ciJ clementi A 
malritsaning i-salr elementlarini B matritsaning j-uslunidagi mOl clemcnllari"a 
kO'paytmalari yig'indisiga leng, YII'ni 

CII - 0"h'J-tollb1J +." +o,.b.., 
Agar AB '" BA bo'ISI, U holda A va B matritaalar o'mi almuhinadlgan yoki 

kommutativ matrilaalar deyiladi. MalritaalaminB kommulItivlik ,hani ba'zi 
hollardagina bajariladi. MaSllan: 
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[

I 0 2] 
A = 3 1 0; 

020 [ 
6 2 6] 

B = 10,5 6 3 matritsalar uchun 
3 6 3 

(I 0 2] (6 2 6] rl.6+O.lo,s+2.3 1·2+41·6+2·6 1.6+0.10,.5+2.3] 
A B =l3 I O. 10,.5 6 3 = }·6+1·10,.5+0·3 }·2+1-6+0·6 3·6+1·3+0·3 = 

o 2 0 3 6 1 \0·6.2·10,.5+0·3 0·2+2·6+41·6 41·6+2·3+411 

( 

12 14 12] 
= 21.5 12 21 • 

~I 12 6 

( 

6 2 6] [I ° 2] r 6-I+2·h6·0 6·0.2·1+6·2 6·2.2·0+6·0 ] 
BA= 10,.5 6 3 • 3 I 0 = lo,s·I+6·3+3-0 10,.5·0+6·1+3·2 10,.5·2+6·0+3·0 = 

3 6 3 0 2 0 l 3·1+6·}+3·0 )·0+6·1+)·2 )·2+6·0+3·0 

r \2 \4 12] 
= l28.5 12 21 

2\ 12 6 

AB=B,.f bo'lib. A va B matritsa1arning kommutativlik sharti bajarildi. 
Matritsalami ko'paytirishda quyidagi holler mavjud: 

I) A· B ko'psyuna aniqlanmagan; 
2) A· B ko'payuna aniqlangan leltin A· B .. 8· A; 

3) shunday A va 8 matritsalar bortti, ular uchun A· 8 ko' paytma lIliqlangan 
va o4·8 .. 8·A bo'ladi. 

Matritsalarni ko'paytirish kORm'lutativ emas. lekin assotsiativ ya'ni umumiy 
holda A· 8 .. 8· A 

A·(8·C)=(A·B)·C 

4) shunday A:tO. B:tO matritsalar mavjudki A·B=O bo'ladi. 

[: : l Hl-[:] 
7. Matritsalaming ko'paytmasini aniqlang. 

( 
2 J 4 - '} [J 2 '] A- , 2 -J 4 ,-; -; 

-I -2 3 , 
2 0 , 

Ydisll. 

(

2.3+34+4.1-5.2 2·2+)·1+4·3-5·41 2.1-3.1+4.2-5.1] 

A·B= 1·).2·4-}·1+4·2 1·2+2·1-)·)+4·11 1-1-2·1-3·2+4·1 = 
-I ·3-2·4+ }·I + 1·1- -1·2-2·1+}·)+I·G -1-1+ 2·1 +}·2+1·1 

(

12 19 1 1 
= 16 - S -) 

-6 5 • 

n • 
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B. [ ~,] 00'1,., A·B n; loping 
[ 

2 -I J] 
8. A = 4 2 0; 

-\ \ 

[ 
2 -\ 3] [ \] [2.\-\.2 -3 .1] [- 3] 

Yeclrislr. A-B= 4 2 O· 2 = 4·\+2·2-0·\ = 8 

-\ \ \ -\ -\·\+1·2-1·1 0 
9. Bozordan 4 hafta davomida xarid qiling8J1"3 xii mahsulot; go'sht, guruch. 

yog' miqdori A malritsa va ulsming narxlsri esa B matritsa bilan berilgan. 

(
2 3 2} A· : : :. B{:] 
324 

To'rt hafts davomida bu mahsulollami sotib olish uchun sartlanadigan 
xarajatni aniqlang. 

Yecltish. 

[

all all a,,} 
A = a1., all aJ)' 

a'i an aJ) 
[

hill 
B = b" 

bJ,) 

matritsalarni qaraymiz, a" - i -haftada j - turdagi xarid qilingan mahsulotning 

miqdori. b"esa j - turdagi mahsulotning narxi .. ~ va B matritsalami ko'paytirishdan 

hosil bo'igan C matritsa e1ementlari Cy esa i - haftada qilingan xarajatni anglatadi. 
J 

Umumiy xarajat esa ~>. ga teng bo'ladi. Oemak, ,., 

C=A·B = (: : :1r:]-(:1 
3 2 4 5400 

Oemak, mos ravishda I, 2, 3, 4 - haftalarda qilinadigan xarajatlar C 
matritsaning elementlari shaldida hosil bo'idi. Umumiy xarajat esa 
4400+5400+6800+5400 = 22000 ga teng. 

10. Zavoddan yangi ishlab chiqarilgan dvigatellarning 40 %i qayla 
la'mirlashga beriladi, qolgani foydalanishga chiqarib yuboriladi. Statislik 
ma 'Iumotlarga qaraganda ta' mirlangan dvigatellaming 65 0/.; yana qayta ta' mirlashga 
qaytariladi va 35%; yaxshi ish lab ketadi. Qayta ta'mirlashni talab qilmagan 
dvigatellarning 20%; I oydan keyin qayta ta'mirlashni talab qiladi. Qolgani esa 
yaxshi ishlab ketadi. 2 oydan keyin yaxshi ishlab ketadigan va qayta ta'mirlash kerak 
bo'igan dvigatellar qismini aniqlang. Masala sharti xuddi shu tamla davom elsa 3 
oydan keyingisini ham aniqlang. 

Yeclrish. Ishlab chiqarilgandan keyin barcha dvigatellaming 0,6 qismi yaxshi 
ishlaydi, 0,4 qismi esa qayta ta'mirlashni lalab qiladi. Bir oydan keyin yaxshi ishlab 
ketadigan dvigatellar ulushi 0,640,8+0,440,35 = 0,62 ni, qayta ta'mirlanishi kerak 
bo'igan dvigatellar ulushi esa 0,640,2+0,440,65 = 0,38 ni lashkil etadi. t-holaldagi 
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aniqlikni beruvchi X, qatomi kiritamiz. X, = ( XII:1"21), bunda XII - I -' momentdagi 
yaxshi ishlab ketadigan dvigatellar ulushi. X21 - I momentdagi qayta ta'mirlanishi 
kerak bo'igan dvigatellar ulushi. Quyidagi matritsani qaraymiz; 

A =(0
11 all) 

all an 
bunda a'J - dvigatellar ulushi, i - dvigalellar holati (ishlab ketishi yoki yo'qligi: 1-
yaxshi ishlab ketadi. 2- ta'mirlash kerak), j - bir oydan keyingi holati. Ko'rinib 
turibdiki, matritsaning qatoridagi elementlari yig'indisi I ga teng bo'lishi kerak va 
barcha elementlar nomanfiy. 

X, .. (0.60,4~ A,. , (
0.8 0,2 ). 

0.15 0,65 

bir oyden keyin 

XI =XoA =(0.6 0,4) (0.8 0.2) = (0.62 0.38); 
0.35 0,65 

ikki oydan keyin 

X2 = XI xA = Xo xA = 0.6 0,4 x . x = 2 ( ) (08 0,2 ) (0.8 0.2) 
0.35 0,65 0.35 0.65 

=(0,60,4)X(0.71 0,29 )=(0629'0371) 
0.5075 0,4925 ' " , 

Xl = X~ xA = XoA 1 = (0.634 0.366). Umumiy holda X; = Xo xA' formula o'rinli. 
Matritsani transponirlash - A matritsadan satrlari va ustunlari o'mi almashgan 

A matritsaga o'tishdir. A' matritsa A matritsaga nisbatan transponirlangan 
deyiladi. 

Ta'rifdan kelib chiqadiki. agar A matritsani o'1chami mxn bo'lsa, u holda 
transponirlangan matritsaning o'1chami nxm bo'ladi. 

Masalan: 

[
s 10] 

A = [S 7 9 ]. A' = 7 8 
10 8 20 ' 

9 20 

Transponirlashning xossalari: 
I) (A')'=A 3)(A+B)cA+B 

2) (oU)' = A.A' 4) (AB)' = B'A' 

11. Korxona uch turdagi mebel ishlab chiqarib, mahsulotini 4 ta tumanda sotadi. 

[
2 5 1 2] 

B= 1 8 3 4 

241 3 

. [~] matritsada bij - i - turdagi mebelningj - tumandagi qiymati. Agar A" I: matritsa 

orqali bir oyda tumanlarga tarqatilgan mebellar miqdori berilgan bo'lsa, korxonaning 
har bir tumandan oladigan puI miqdorini aniqlang. 
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• 
Yechislr. B matritsani transponirlaymiz. ya'ni diagonal atrofida buramiz va A 

matritsaga ko'paytirsak har bir tumandan qanchadan pul miqdori tushishi kelib 
chiqadi: 

[
2 I 2 [680] C= B·.A= 5 4 8 )([28~l= 2040 , 
I 3 I 540 

100 
2 4 3 1020 

bunda c. - i tumandan mebellami sotishdan tushgan pul miqdori. 

12. Korxona 4 xiI xomashyodan foydalanib, 3 rurdagi mahsulot ish lab chiqaradi. 
A matritsaning elementlari a'j (i = \.4:.i = iJ) orqali j - turdagi mahsulotni ish lab 
chiqarish uchun sarflanadigan ; - xomashyo miqdori aniqlanadi. B matritsa 
korxonaning ma'lum bir vaqt oralig'ida ishlab chiqargan mahsulot miqdorini 
ifodalaydi. 

2 5 3 

1
0 I 8 

A-
- I 3 I" 

2 2 J 

B =[J8~l 
110 

:nahsulot ish lab chiqarishga sarflanadigan umumiy xom ashyo miqdorini toping. 
13. Telefon apparatJarini ta'mirlovchi lISta 70 % telefonlami past darajada, 20 % 

o'lta darajada va 10 % to'liq ta'mirdan chiqardi. Statistik ma'lumotlarga ko'ra 70 % 
past darajada ta'mirlangan telefonlami bir yildan.keyin qayta 10 % past darajada, 60 
% o'rta darajada, 30 % ni to'liq ta'mirlanadi. O'na darajada ta'mirlangan telefonlami 
bir yildan keyin qayta 20 % past darajada, 50 % o'rta, 30 % ni to'liq ta'mirlashadi. 
To'liq ta'mirlangan telefonlami bir yildan keyin qayta 60 % past darajada, 40 % o'rta 
darajada ta' mirlashadi. Agar masala sharti shu tarz,da davom etsa, I, 2, 3 - yillardan 
keyingi har bir darajada ta'mirlangan telefonlar ulushini aniqlang. 

14. Ikki turdagi yog' mahsuloti uchta do'konda sotiladi. Birinchi va ikkinchi 
kvartallarda ikki turdagi yog'ning uchta do'konda sotilish hajmini mos ravishda A va 
B matritsalar bilan berilgan. 

f
20 30] 

A = 10 20 

\.25 20 

(10 151 
~ 14 12 . 

~J6 15) 

I) ikkala kvartal davomida sotilgan mahsulotlar hajmini aniqlang. 
2) Ikkinchi Icvartalda sotilgan mahsulot hajmining birinchi kvartalda sotilgan 

mahsulot hajmidan farqini aniqlang. 
15. Korxona ikki turdagi xom ashyodan foydalanib, 3 xii mahsulot ishlab 

chiqaradi. A malritsa bilan i-xii mahsulotga i - turdagi xomashyoning ishlatilish 
hajmi berilgan. B matritsa esa bir kvartalda ishlab chiqarilgan mahsulotlar hajmi. 
Xomashyo birligining narxi P matritsa bilan berilgan. Quyidagilami aniqlang. 

I) ishlatilgan jami xomashyo miqdorini aniqlovchi C matritsani; 
2) sarflangan jami xomashyoning umumiy narxi; 
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aJA=G ~ ~}B= 2 I :P=(6:3) b)A=(~ ~ ~}B= I I :P=(3;S) r 
I I] [I I] • 

\ I I J I 

16. Zavod tikuv mashinalarini ishlab chiqaradi va isblab chiqarilgan mashinalar 
ikki holatda bo'ladi. I) yaxshi ishlab ketadigan mashinalar, 2) ta'mirlashni talab 
qiladigan mashinalar. Ishlab chiqarilgan mashinalaming P %i yaxshi ishlab ketadigan 
va (I OO-P) %i qayta ta'mirlashni talab qiladigan mashinalar hisoblanadi. Statistik 
ma'limotlarga qaraganda yaxshi ishlab ketgan mashinalaming I oydan keyin 70%i 
yaxshi ishlaydi va 30 %i qayta ta'mirlashni talab qiladi. Qayta ta'mirlangan 
mashinalar esa bir oydan keyin 60 %i yaxshi ish lab ketadigan va 40 %i qayta 
ia'mirlashni talab qiladi. Yana bir oydan keyin bu mashinalaming ish lab ketish 
holatlari qanday bo'ladi? 
a) P = 80 b) P = 50 c) P = 20 

17. Quyidagi amallami bajaring: 

3(3 -I 4)_2(1 2 3). 
2 S 0 2 1 4 

18 . .4 va B matritsalar berilgan, A· B = (C,,) matritsaning cllelementini Loping. 

[
3 2 4 5] 

A= 9 2 -3 4; 

-I -S 3 II 

'3 2] 4 -I 
B=I . 

I -3 

,2 5 

2.4. Ikkiaehi V8 u£hinehi tartibli determin8ntlar 
Ikkinchi tartibli matritsaning detenninanti deb quyidagi songa aytiladi: 

~" a"l = Q\lQJ1 - olla11 
11 au 

(2.1) 

uchinchi tartibli matritsaning detenninanti deb quyidagi songa aytiladi. 
all all QI~ 

,all all ani = altOnaH + alla"all +al,aUa" -allalla" -al,a'la" -a12 a),a" (2.2) 

til! all OJ) 

2.19. Berilgan matritsalarni detenninantini hisoblang. 

[
3 2 8] 

0) A=G!) b) A=(!~) c) A= ; S ! 
YecJrish. 

a) IAI=I; ~=3'4-2.5=2. 

b) IAI = ~ ~ = 5·7 - 4· B = 3 
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'I ~ - ~ : ~- ,.,.,. ,.,. ,+ '·1·'-'· '·2-,. '·1-'· ,., --17 

2.S. Minor. Algebraik to'idiruvc:bi 
Determinant 0ik elementining Mik minori deb, bu element turgan qator va ustunni 

o'chirish natijasida hosil bo'igan determinantga aytil~i. 
Determinant Oik elementining algebraik to'idiruvchisi 

A .. = (-I)'" M.. (2.3) 

munosabat bilan aniqlanadi. 
Har qanday determinant ixtiyoriy satri (ustuni) elementlarining mos algebraik 

to'idiruvchilariga kO'paytmalarining yig'indisidan iborat, ya'ni: 
all al) ." alit 

a" a,l ... a~l=a"A" +a,IA,1 + ... +awA~ (2.4) 

10111 Q,,1 ... Q,., 

all ... U" a,. 
aI' ,., all '" 0]11. 

=Ql~~11 +Ql,A11 ........ +a",A.., (2.5) 

a., a., ... a .• 

(2.4) va (2.5) tengliklar mos ravishda deterrninantning i-satr vaj-ustun elementlari 
bo'yicha yoyilmasi deyiladi. (2.4) va (2.5) formulalar matritsalaming 
determinantlarini hisoblash uchun qo'l1aniladi. 

2.6. Yuqori tartibli matritsaning detenninanti va uninl KOSSIllari 
Kvadrat matritsa uchun shu matritsaning elementlaridan tuzilgan n - tartibli 

determinantni hisoblash mumkin. Bu determinant det A yoki IAI orqali belgilanadi: 

a" all 0 ,• 

del A =IAI= 1011 all 0 1• (2.6) 

0., 0.2 OM 

Determinantning asosiy )(ossalari 
I. Agar determinantning barcha satr elementlarini ustun elementlariga (yoki 

aksincha), Blmashtirilsa, uning qiymati o'zgarmaydi (del A = det A') . 

)0 



2. Agar determinantning ikki yonma-yon turgan satr (ustun) elelllentiari o'mini 
mos ravishda almashtirsak, determinantning qiymati qarama-qarshi ishoraga 
o'zgaradi. 

3. Agar determinantning biror satr (ustun) elementlari umumiy k ko'paytuvchiga 
ega bo'lsa, u holda bu ko'paytuvchini determinant tashqarisiga chiqarish mumkin. 

4. Agar determinantning biror satr (ustun) elementlari mos ravishda boshqa yo'l 
(ustun) elementlariga proporsional bo'lsa, u holda determinant qiymati nolga teng 
bo'ladi. 

5. Agar determinantning satr (ustun) elementlari ikki ifodaning yig'indisi 
ko'rinishida bo'lsa, u holda determinant ikki determinant yig'indisi ko'rinishida 
yozish mumkin. 

6. Agar determinantning biror ustun (satr) elementlariga boshqa ustun (satr)ning 
mos e1ementlarini umumiy kO'paytuvchi m soniga ko'paytirib qo'shilsa, uning 
qiymati o'zgarmaydi. 

20. 8erilgan determinantni to'rtf~nCh~ ~tr 3ele~eintlari bo'yicha yoyib hisoblang. 

5 3 -

-3 -2 0 4 

I 5 -4 2 

Yechish. I) To'rtinchi satr elementlari bo'yicha yoyib yechamiz: 
IAI = a"A" + auA'1 +a"A" + a"A.. = -a'IM" +auM'1 -a"Mo + a .. M .. = 

{
I 3 0, f2 3 0, t2 

-I o~ t2 -I ~ = 3 I - + 5 - + -5 3 - + 5 3 1=546 

2 0 4 -3 0 -4 3 -2 4 3-2 

2) Uchunchi ustun elementlarini nolga aylantirish usuli bilan hisoblaymiz: 

f

2
s ~I 3 _OJ = [I: -;0 ° _6

J 
{17 -10 6j_f7 -10 ~ = -3 -2 4 - -3 -2 = 

3 -2 ° 4 -3 -2 0 4 
19 17 - 2 7 

I - 4 2 19 17 ° -

=2 + , =2(-40+12)+7(68+18)=546 1-10 ~ ~17 ~ 
- 2 1-3 

21. 8erilgan determinantlami hisoblang. 

I: -3 2 -4 3 -I 0 3 
1

3 I ° 4 

5 2 4 -7 

r
5 I 10 3 

2 3. 2 
-3 2 6 -I ° 2 3 - 2 -5 

113 3 -2 ° I -8 5 3 ) 2 ° 
2 -I I 01 2 , -, -] r14 2~ 10 I 2 -I 2 -I 2 S 2 0 I 

4. S. 6. 
3 -I 2 3 6 2 I 0 o 2 -

3 6 2 3 0 -S -2 9 B 

)1 



~ -2 I 0 ~ -1 ,. ~ ~ 12 -~ 2 2 -\ -2 3 -2 4 -
7. I. 9. 

3 -2 2 3 I I I \ 3 -

3 2 6 1 3 -1 4 S -

lOt 0 ~ "i ; I ~ I{ I : ~ \ 0 I I 3 \ S 3 I 

I 1 3 2 

f12 ~14"~ " 1 ~ I 14 II II 23 IS 13 19 6 IJ 
I \ I -I 567 7 6 17 II 

I 2 3 4 29 30 2 363 

16JIO IS 22 3 · , " -Il o 64 21 4 r ~ ~ ~ 17 13 _ 20 -13 2 18 
2 -5 9 1 r -, -I 1 J 

5 9 13 6 3 -\ S -5 

9 15 21 17 6 45 -55 2 18 -7 -I 

2 0 3 

j r 2 3 2 2 0 

-I -3 I I 0 0 3 21 2 3 4 
19J 20 

3 0 4 3 -3 0 2 

3 2 2 3 3 -2 2 0 

I 7 -I 

22J2 6 2 
\ -3 4 

,4 5 1 

OJ -2 6 -2 4J f, 5 -I I~ - -4 2 2 6 5 3 I I 
23 24 o 2 12 10 8 4 -7 -

3 8 6 0 - 3 2 -I 0 

-I 1 1 0 

o 0 -I J 

25]-1 2 -I 1 
-I -3 2 9 - -3 4 -2 2 -

26 - 3 7 5 2 J 27 2 2 - 4 5 - J j [:
2 7 4 2 3, fS -6 10 -7 -1 

- -I 1 3 1 -I -2 2 -~ 6 -I 7 -4 -I 

-2 2 2 3 1 -I -4 1 1 -~ 2 7 0 5 

~
2 5 4 4 o~ f:' 1', 1', 1', 1', - 2 7 3 5 -I ,0 a, 0 0 

28 4 - 2 S - 2 - 29 b, 0 b) 0 0 

- 6 4 S 2 - c, 0 c, 0 0 

-3 3 2 - Iy, Y, Y, Y. y, t
il 0 0 0 I 
11 all 0 0 

30 " 0» on ... 0 

'~', 0., a., ... ~J 
11 



22. 
II a be 

/1 b ac 

II c ab 

= (b - a)(c - a)(c - b) ekanligini isbotlang. 

fee";s". 
II a be 

I
I b ae = I·b ·ab + Q. ac·1 + I·c·bc-bc·b ·1- ac c ·I-I·a·ab = b'a +a'c tL"b-

I c ab 

-b' ,' -c'a - a2b = b'(a - c)+ ac(a - c) - b(a- c)(a+c) = (0 - c)(b' + ac - ab -bc) = 
= (c - a)(e - b)(b - a) 

23. A = 5 I 4 - 7 bo'isa IAI ni hisoblang. 
(

3 -I 0 3 J 
5 -I 0 2 

I -8 5 3 

24. Berilgan deterrninantni uch usul bilan hisoblang: 
a) i-satr bo'yicha yoyib; 
b) j-ustun elementlari bo'yicha yoyib; 
c) Oldinj - ustundagi bittadan boshqa elementlarini nolga aylanlirib, so'ngra shu 

ustun elementlari bo'yicha yoyib. 

~ 
0 I -II 

I I - 3 2 
0) 3 _ 3 4 5 

1 4 0 -} 

3 5 -5 OJ 
4 3 - 4 2 

b) I_I 2 3 5 

5 -\ 2 -

;=3. j=2 ; = 4. j = I 

2 3 ~ 2S. Tenglamani yeching. 14 2 I = 2 

3 x-I 

26. Y =j3 
2 

.1-2 

x ~ to' •• i 'hinq funD i y.i",;,. """hok ko<ffi~;,..",;,; ,,,,,;, • 
va grafigini chizing. 

2.7. Teskari matritsa. Xosmas matritsa 
A kvadral maUitsa uchun A· A-I = A-I. A = E tenglik bajarilsa, u holda A-' 

matritsa A matritsagB teskari maUitsa deyiladi.(E birlik maUitsa). 
A kvadrat matritsaning detenninanti noldan farqli, ya'ni 1..41 ~ 0 bo'lsa, u holda 

A matritsa xosmas matritsa deb ~taladi. 
A kvadrat matritsaning teskari matritsasi mavjud (va yagona) bo'ladi, faqat va 

faqat bu matritsa xosmas bo'lsa.Teskari matritsa quyidagi munosaba! yordamida 
hisoblanadi. 
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[

All ,4" ... Au] 
_I I All An ... AI. 

A :-
IAI .. · .. · ... 

A,. AI • ... A .. 

bu yerda IAi- A matritsaning deterrninanti, Aij esa Qij elmentining a1gebraik 
to'idiruvchisi. 

27. Berilgan matritsaga teskari matritsani toping. 

(

1 2 I ] 
A= 3 -5 3 

2 7 -I 

!I 2 I! A" =-16, All ",9, AI} ",31 

feclrisll. 1~,,:3 - 5 3 i ",5+12+21+10-21+6=33: va All =9, An =-3, AI} =-3 

2 7 -Ii All'" II. A)I '" 0, A)l = -11 

16 3 I -
(-" , "] [-'" "] 33 II 3 

r' =~ q -3 0 =~ 9 -3 0 = 3 I 
0 

IAI 31 _ 3 -11 33 31 - 3 -11 II II 
31 I I - -- --
33 11 3 

Tekshirib ko'ramiz: t" , "] (' 2 ,], r ".~,.22 -32-4" 71 -"'''-''] A-I·A=- 9 -3 0 ·3 -S 3 =- 9-9+0 18+15+0 9-9+0 = 
33 33 

\ 31 -3 -II 2 7 -1 31-9-22 62+15-17 31-9+11 

(" 00][10 '] 3
1
3 0 33 0 = 0 0 = E 

0033 001 

28. Quyidagi berilgan matritsaga teskari matritsani aniqlang. 

(
I 5 1] 

A= 3 2 1 

6 -2 I 

fedislr. 
iAj = I· 2·1 +5·1·6-3· 2·1-6·2·1 +2·1·1-3·5·( =1 

(
A" All All] (4 

A-' = -! ~ A ..I '" ! 3 [AI "II II "'ll I 
All Au All -18 

-7 3] (4 -7 3] 
-5 2 '" 3 -S 2 

32 -13 -18 32 -13 

29. Quyidagi matritsali tenglamani yeching: 

(
-3 I 2] (-2 I 2] 
I 0 -I ·X = I -I 3 

-4 3 0 1 -I 4 

J4 



Yeclt;sh. 

(
-3 I 2] [-2 I 2] 

A= I 0 -I. B= I -I 3 

-4 3 0 I -I 4 

Demak, AX= B ~ A-I ·A·X :A-I·B (A-I.A = E)E.X = A-I ·B~ X = A-I·B 

(3 6 -1] (3 6 -1] (3 6 -I] (-2 1 2] (-I -2 201 
A = 1 ~ A' = {, 4 8 -I = 4 8 -I ~ X = 4 8 -I· 1 -I 3 ~ X = -I - 3 28 

l3 5 -I 3 5 -I 3 5 -I I -I 4 -2 -I 11 

30. Quyidagi matritsalaming teskari matritsasini aniqlang. 

(
2 -6 2] (6 0 3] (4 3 5] 

I. 8 4 - 2 2. 0 3 -IS 3. 6 1 I 

204 600 918 

(
0 4 8] 

4. 14 -4 -4 

4 8 0 

(
3 -5 3] 

1. I 2 I 

I -1 -2 

(
2 -5 0] 

13. 3 S -I 

I -4 2 

(
5 8 I] 

16. 3 - 2 6 

2 I -I 

( 
I 2 3] 

19. 4 0 5 

-I 6 4 

(

4 -I -5] 22. 3 -2 -I 
I I -4 

(

-I -I -I] 
S. -I 4 7 

g I -I 

(
I -4 -2] 

8. ~ -5 -16 

14.(~ I :] 
3 3 13 

(
I 2 3] 

17. 2 -I 

3 -4 

(
2 4 2] 

20. 6 -10 6 

4 14 -2 

(
4. 2 -2] 

23. 0 4 -6 

10 -8 -4 

(
2 3 4] 

6. 0 4 II 

1 -5 0 

(
4 I -3] 

9. 8 3 -6 

I -I 

( 
6 I 3] 

IS. - 2 - 5 2 

3 0 2 

(
2 -I] 

18. ~ 4 ~ 

(
3 -2 I] 

21. 2 -3 -2 

4 -I 4 

(
I 2 -3] 

24. 2 I 
I -I 4 
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[12 '] [01 '] [' -, -'] 25. 4 5 6 26. 3 4 5 27. -3 -4 -5 

789 678 -6 -7 -8 

[-' -, -'] [' , '] [10 11 12] 28. -4 -5 -6 29. 8 12 1 30. 9 8 7 

-7 -8 -9 11 2 3 1 2 3 

31. Quyidagi matritsalami teskari matritsasini toping 

[" 2l] [-' -, '] I -2 I -2 b) -I I -2 2 
a) I _I I I 1 -3 -4 

o -10 -2 -5 -3 3 -5 5 

2.8. Matritsaning nngi. Elementar almashtiri.hlar 
m)( n o'lchamli A matritsaning rangi deb, uning noldan farqli minorining eng 

yuqori tartibiga aytiladi va rong(A) yoki r{A) kabi belgilanadi. 
Matritsa ustidagi quyidagi almashtirishlar elementar almashtirishlar deb ataladi: 

0) faqat nollardan iborat salmi (ustunni) o'chirish; 
b) ikki satr (ustun)ning o'mini almashtirish; 
c) bir satr (ustun)ning barcha elementlarini biror kO'paytuvchiga 

ko'paytirib, boshqa satr (ustun) elementlariga qO'shish; 
d) satr (ustun)ning barcha elementlarini noldan farqli bir xii songa 

kO'paytirish; 
Elementar almashlirishlar matritsa rangini o·zgartirmaydi. 

e) malritsani transponirlash 
32 Berilgan matritsaning rangini toping. 

[

s 2 1 3] 
3 -I 2 

A= 
1 2 4 8 

3 -1 1 2 

Yechish. 

[52 "~ r 5 2 "l [" 5 '1 IT ·1 -4 ·1 
3 -I 1 2 -2 -3 0 -I 0 -3 -2 -I + + + 
I 2 4 8 -+l-19 -6 0 -4 -+ 0 -6 -19 -4 

3 -I 1 2 -2 -3 0 -I 0 -3 -2 -d 

[" , -+ 0 -3 -2 -I 

o 0 -15 - 2 

o 0 0 0 

Demak, r{A) = 3. 
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33. 8erilgan matritsalaming rangini aniqlang. 

[ 

I J I 4 I 1 
II J S S 2 

A: 5 S J 17 12 

4 2 2 J 1 

34. 

[: · :J 
35. MatriWilaming nutgini topin g. 

. r 25 I 0 ] 
-I 0 2 

L 
434 

l-3 1 10 

(5 6 II] 
3. ! 7 B 15 

l31 36 67 

[
-3 -6] 

s. 1 0 2 

7 2 14 

[

15 

-7 
7. 

2) 

8 

13 

5 

31 

2-11 

r 
7 3 21 

9. I - 2 - 3 

\4 9 II) 

(
-I 3 7] 

11 9 II 27 

4 3 12 

21] -4 
)8 

17 

( 

3 4 _4] 
13 2 12 9 

I 2 3 

-2 4 -) 

2. I - 2 I -4 2 

[
2 -4 3 0] 
o -I) I 

4 -7 4 -4 5 

4. 2 ) 6 8 10 
[

5 9 15 20 25] 

I 2 3 4 5 

17 -3 
6. 

[ 

9 4 

5 - 2 

-I 5] 
-8 5 
-) I 

-13 9 

[

-9 

8. -.5 

10 -I 

20 -3 -6] 
2 -) -4 

5 6 7 

[
3 5 9] 

10. 2 1 3 

4 9 -I 

3 23 43 63 8) 

II 21 )1 41 

12.14 24 44 64 B4 

)1 

8 51 108 151 208 

6 46 16 126 166 

(
4 S 2 2] 

-2 -3 -4 1 
14. 

2 I 3 4 

10 II 7 8 

• 



15.(; -I ~] 
12 0 10 

(
-3 -I 4] 

17 2 2 I 

-2 2 10 

1

0 2 -4 

-I -4 5 

19 3 7 

o -10 

2 3 0 

21.[~1 
-3 

o ~l 3 4 
10 

23( ~ 
31 

6 II] 
8 15 

36 67 

(

-3 

25 ~ 
I -6] 
o 2 
2 14 

[

IS 13 

-7 5 
27 23 31 

8 U 

21] -4 
38 

17 

(
7 3 2] 

D I -2 -3 

4 9 II 

• 

)1 

[

-2 -I -3] 
16. S 4 3 

660 

{

B 9 10] 
I S 6 I 

6 ~ B 

(

s 4 3 2] 
20 -4 -3 -2 I 

-I -5 -3 5 

6 S 4 S 

I -2 
22. 

[

2 -4 3 

o -I 
-4 ~l 
3 I 

4 -7 4 

[

5 9 IS 

'24. 2 3 6 

I 2 3 

[ 

9 4 

17 -3 
26. 

5 -2 
-13 9 

-4 5 

20 2S] 
8 10 

4 5 

-I S 1 -8 5 

-3 I 

10 -I 

[

-9 

28. -85 

20 -3 

2 -3 

5 6 

-6] -4 
7 

[

3 S 9] 
30. 2 I 3 

4 9 -I 



2.9. Matritsalar algebrasining iqtisodiyotda qo'Uanilislai 
36. Korxona 3 xiI xomashyodan foydalanib 5 xiI mahsulot ishlab chiqaradi. 

Xomashyo sarflash me'yori A matritsa bilan berilgan. 

[
4 2 I 3 6] 

A=32453 

2 I 5 2 4 

Xomashyoning birlik narxi B = (\0 25 30) matritsa bilan berilgan. Agar ishlab 
chiqarish rejasi (90, 110, 140, 180, 200) bo'lsa, korxonaning umumiy xarajatini 
toping. 

Yee";s". Avvalo ishlab chiqilgan mahsulotlar har bir turining bir birligiga 
ketadigan xarajatni toparniz. Buning uchun B va A matritsalami ko'paytiramiz: 

C = B·A :(10 2530)· 3 2 4 5 3 :(175100260215255) [
4 2 I 3 6] 
2 I 5 2 4 

90 

110 

D=1140 

180 

200, 

Umumiy xarajatni topish uchun eva D matritsalami kO'paytiramiz. 
90 

110 

X=(175 100 260 215.255).11401=152850 

180 

)00, 

37. Korxona 2 xii xomashyo sarflab 3 xiI mahsulot ishlab chiqaradi. Xom­
ashyo sarflash nonnasi quyidagi matritsa bilan berilgan: 

A{ :] 
Bu yerda a~ (i = 1,2,3,j = 1,2 ) element i· mahsulot birligigaj - xomashyodan 

qancha sarflanishini ko'rsatadi. Mahsulot ishlab chiqarish rejasi satr matritsa bilan 
berilgan 
C = (80; 120; 100). Har bir tur xomashyoning narxi ustun malritsa bilan berilgan. 

(
30) 'd'I" I B = 50 qUYI agl ami amq ang: 

I) mahsulot ishlab chiquish rejasiga zarur bo'igan xomashyo miqdori, 
2) xomashyoning umumiy narxi. 
Yee";s". Xomashyo miqdorini topish uchun C va A matritsalami 

ko'paytiramiz: 
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D,CA .(110 I~ 100)[: :j'("" 1320). 

Xomashyoning umumiy narxini topish uchun D va B matritsalami 
ko'paytiramiz: 

X=D.B=(860 1320).(30)=91800. 
SO • 

38. Hafta davomida bozordan xarid qilinadigan uch turdagi mahsulotga 
sarflanadigan pul miqdorini hisoblash kerak bo'isin. A matritsa bilan har hafta sotib 
olinadigan mahsulot miqdori. har bir mahsulot birlik narxi esa B matritsa bilan 
berilgan: 

A.I: : : B.G:] 3 4 2] 

4 3 6 

Yeclrislr. A va B matritsalami ko'paytirishdan har haftada sarf qilingan pul 

(3 4 2 [6000] : 1000 
. . . .. : 5 3 4 8000 

mlqdon kehb chlqadl. C = A . 8 = ' .r 600] = . 
,6 2 5 l 8700 
i 300 
~ 4 3 6 7600 

C matritsani har bir elementini qo'shib chiqsak umumiy xarajat kelib chiqadi. 
X= 6000+8000+8700+7600 = 30300 

39. Korxona 2 xii xomashyoni sarflab 3 xii mahsulot ishlab chiqaradi. Xom 
ashyo sarnash normasi A matritsa bilan berilgan. Har bir xomashyo turining narxi 
ustun matritsa B bilan berilgan. Mahsulot ish lab chiqarish rejasi satr matritsa C bilan 
berilgan. Mahsulot ishlab chiqarish rejasiga kerak bo'lgan xomashyo miqdorini va 
uning umumiy narxini aniqlang. 

A.[: ;] C=!120 15010) B=(30, 
40 1 

Yechish. C va A matritsalami ko'paytirib har bir tur xomashyoning qanchadan 
ishlatilishini aniqlaymiz. Umumiy narxini aniqlash uchun esa D va B matritsalarni 
ko'paytiramiz. bunda 

[
6 2] 

D=CA=(120 150 70)· ; ~ =(1530 830) X=D·B={1530 830){!~)=79Ioo 

40. Korxona 2 xii xomashyo turini sarflab 3 xii mahsulot ishlab chiqaradi. Xom 
ashyo sarflash normasi A malritsB bilan, mahsulot ishlab chiqarish rejasi esa satr 
matritsa C bilan berilgan. Har bir xomashyo turining narxi ustun matritsa B bilan 
herilgan. Mahsulot ishlab chiqarish rejasiga kerak bo'lgan xomashyo miqdorini va 
narxini aniqlang. 
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A .[: :] 
C=(120 ISO 60) B=G~)' 

Yechish. C va A matritsalami ko'paytirib har bir tur xomashyoning qanchadan 

'etgon1igini topami" D. C. A (120 1" 60 l-[: :]'(9)0 720 l ,om .. hyonin, 

umumiy narXInI aniqlash uchun D va B matritsalami ko'paytiramiz: 

X = D 8 = (930 720)'G~) = 40200 

41. Korxona 3 xii xomashyodan foydalanib 4 turdagi mahsulot ishlab 
chiqaradi. Quyidagi jadvalda korxonaning kunlik mahsulot ishlab chiqarish hajmi. 
sarflanadigan xomashyo miqdori. narxi va kunlik ish miqdori berilgan. 

Mahsulot Korxonaning kunlik mahsulot Xomashyo sarti 
turi ish lab chiQarish unumdorligi (og'irlik birligida) I 

I \3 10 8 13 5 2 13 13 
2 13 4 6 5 13 5 2 1 

, 

3 4 13 2 1 5 13 1 13 
4 \3 13 1 1 4 4 13 13 

YilJik ish kuni Xomashyo nand 
200 300 160 150 200 50 60 40 

Quyidagilami top ish talab qilinadl: 
I) har bir korxonaning mahsulot turlari bo'yicha yillik mahsuldorligi; 
2) har bir korxonaning xomashyo turlariga bo'igan ehtiyoji; 
3) har bir korxonaning ko'rsatilgan turdagi va miqdordagi mahsulotni ishlab 

chiqarishga zarur bo'igan xomashyoni sotib olish uchun yillik kredit summasi. 
Yechish. Korxonaning kunlik mahsulot ishlab chiqarish unumdorligi A, xom 

ashyo sarti B, yillik ish kunini eva xomashyo narxini D matritsa bilan bclgilaymiz. 

[

13 10 8 \3 5} [2 13 13 
134653 521 

A= B= 
4 13 2 I 5 \3 I 13,. 

13 13 I I 4 4 13 \3 

C=(200 300 160 150 200). D=(50 60 70) 

I) korxonaning yillik mahsuldorligini topish uchun C matritsani ustun matritsa 
shaklida yozib olamiz va S = A. CT ni hisoblaymiz. 

[

13 • JO 8 

13 4 6 s= 
4 13 2 

13 13 

13 5] ~: [9830] 5 13 8110 
)( 160 = 

S 6170 150 
4 7610 

200 
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• 
2) Korxonaning xomashyo turlariga bo'lgan ehtiyojini topish uchun A matritsani 

transpornirlaymiz, ya'ni diagonal atrofida buramiz va B matritsaga ko'paytiramiz: 

13 13 4 13 f 2 13 13]195 368 403 
10 4 13 13 261 320 472 

Q = A' • B = I 8 6 2 1 • 5 I = 76 131 149 

l
l3 13 

13 68 193 200 
4 13 I) 

5 13 4 156 148 195 

3) HaT biT korxonaning kO'rsatilgan turdagi va miqdordagi maxsulotni ish lab 
chiqarishga ketadigan xomashyoni sotib olish uchun zarur bo'igan yillik kredit 
summasini topish uchun D matritsani ustun matritsa shaklida yozib olamiz va 
I' = Qx D' ni hisoblaymiz. 

195 368 403 47950 

261 320 472 -[:]. 51n 

1'=176 131 149 17620 

68 193 200 22980 

156 148 195 24480 

42. Ikki turdagi resursdan foydalanib. 3 xii mahsulot ish lab chiqariladi. A 
matritsa bilan j - turdagi mahsulotga. i- turdagi resursning ishlatilish hajmi berilgan. 
X matritsa esa bir kvartal davomida ishlab chiqariladigan mahsulotlar hajmi. Har bir 
resurs birligining narxi P matritsa bilan berilgan. 

I) jami ishlatilgan resurslarni aniqlovchi S IUltritsani aniqlang; 
2) jami sarflangan resurslami umumiy narxini aniqlang. 

a)A= b)A= c)A= (3 2 2) (2 3 2) (4 2 2) 234 432 2 1 

X=121 X=II X=II (I I] (I I] (2 I] 
II 1 1 1 1 1 

1'=(6;3) P = (3; S) P = (2; 4) 

43. Korxonada ikki xii xom ashyodan foydalanib 3 turdagi mahsulot ishlab 
chiqariladi. Bir birlik mahsulot ishlab chiqarish uchun sarflanadigan xom ashyo 
normasi 

A=(2 3 I) 
142 

matritsa bilan berilgan. Agar har bir turdagi xomashyo narxi P = (2 3) va ishlab 
chiqarilgan lovarlar hajmi 

c·m 
matritsalar bilan berilgan bo'isa. u holda mahsulot ishlab chiqarish uchun qilingan 
jami xarajatlarni aniqlang. 
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Mavzu yuzasidan savollar 
I. Matritsa deb nimaga aytiladi va matritsalar ustida qanday amallar aniqlangan? 

Uchinchi tartibli determinant deb nimaga aytiladi? 
2. Kvadrat matritsaning determinanti va )(ossalari. 
J. Minor va algebraik. to'idiruvchi nima? 
4. Teskari matritsa nima? 
5. Matritsaning rangi nima? 
6. Matritsalar ustida qanday elementar almashtirishlami bilasiz? 
7. Matritsaning iqtisodiyotda qo'llanilishi. 

Adabiyotlar 
1. Shorahmetov Sh .• Naimjanov B. Iqtisodchilar uchun matematik.a. - T.: Fan va 

texnologiya. 2007. 
2. KnHMeHKo 10.11. BbicwlUI MaTeMaTHKa .ami lKOHOMHCTOB TeoPHlI, npHMepbI 

laAa ... H. - M.: 3J08MeH, 2005. 
J. Kpacc M.C., lJynpHHoB 6.n. OcHOBbl Bblcweii MaTeMaTHKH H ee npHnOlKeHHlI 

8 lKOHOMH'!eCKoM 06paJOBaHHH. - M.: .LJ.eno, 2000. 
4. npocKYPIiKOB I1.B. C60pHHK Jalla'! no JlHHeifHoif anre6pe. - M.: HaYKa, 

1998. 
5. MHHOPCKHii l1.n. C60PHHK 3a.aa'! no BblcweA MaTeMaTHKe. - M., 2004. 
6 . .LJ.aHKo fl.E., nOnOB A.T., KOlKeBHHKoBB T.R. BbicwlUI MaTeMaTHKa B 

ynpalKHeHHlIx H 3a.aa'!ax. - M.: BbicwlUIlllKona, 1998. 
7. BblCW811 MaTeMaTHKa nnll lKOHOMHCTOB. /non. pen. H.W. KpaMepa. - M.: 

IOHHTH, 2006. 
8. CoaTOB ~.Y. OnHH MaTeMantKa. - T.: YKH1)'8'!H, J-lKHn.Il. 1996. 
9. WHna ... e8 B.C. Kypc 8blcweH MareMaTHKH. - M.: npocneKT. 2005. 
10. WanKHH A.C. 3a.aa"'H C peweHHlIMH no 8blcweii MaTeMaTHKe TeopHH 

BepoliTHocTeli. MaTeMaTH ... ecKoii CTaTHCTHKe, MaTeMaTH ... ecKoMY 
nporpaMMHpOB8HHIO. - M., 2008. 

II. MaKapoB C.H., MHweHKo M.B. MaTeMaTHKa ,IlIIlI lKOHOMHCTOB: OT 
apHcpMeTHKH .110 lKOHoMetpHKH. - H., 2008. 

12. KpeMep H.W., lJynpblHoB 6.n. OcHOBbi MaTeMaTHKH H ee lIpKJIOlKeHHlI B 
lKOHOMH'!eCKOM 06paJoBaHHH. - M., 2008. 

13. EpMaKoB B.H. 06wHA XYPC BblcweA MaTeMaTHKa ,IlII1I lKOHOMHCTOB. - H. t 

2010. 
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J-bob. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI 

J.J. Chizqli tenglamalar sistemasi va unine yechimi 
Noma'lumlar soni II ta bo'igan m ta chiziqli tenglamalar sistamasining umumiy 

ko'rinishi quyidagicha: 

j
allXI + a,lxl + ". + a,.x. h, 

allx, + allxl + ... + al.x. =. h} 

\ a.lx1 + a.2x~ -+ ... + a_x,. == h., 

(3.1) 

bu yerda ajJ - noma'lumlar oldidagi koefIitsiyentlar; bi lar esa sistemaning ozod 
hadlari (i = 1.2 •... m; j = 1.2 •... II)deyiladi. 

(3.1) tenglamalar sistemas ida X,. Xl • ...• X. lar o'miga mos ravishda x:.x~ •.... x~ 
o'zgarmas sonlami qo'yish natijasida berilgan tenglamalar sistemasi ayniyatlar 
sistemasiga aylansa. u holda x~ .x~ ..... x: lar (3.1) sistemaning yechimi deb ataladi. 

Kamida bitta yechimga ega tenglamalar sistemasi birgalikdagi tenglamalar 
sistemasi deyiladi. Yechimga ega bo'imagan tenglamalar sistemasi birgalikda emas 
deb ataladi. Agar ikkita tenglamalar sistemasi bir xil yechimga ega bo'isa. yoki ikkisi 
ham yechimga ega bo'imasa. ular teng kuchli deb ataladi. 

3.2. Chiziqli tenglamalar sistemuini Kramer usulida yec:hish 
(3.1) tenglamalar sistemasini matritsa·ko'rinishda quyidagicha ifodalash 

mumkin: A· X = 8 bunda. 

all'" alII 

all A-
[

all 

all al • I Xl h2 
• X= . B= 

[
XI] h, ] 

... . .. 

0.1 Q.l a_ X. b .. 

(3.2) 

Chiziqli tenglamalar sistemasida noma'lumlar soni tenglamalar soniga teng ( m 
II) va sistema matritsasi A - xosmas. ya'ni detA .. O bo'lsa. bu sistema yagona 

yechimga ega bo'ladi. 
Bu holda sistemaning Kramer usulidagi yechimi quyidagicha bo'ladi: 
~, ~, ~ B d' ... d . . 

X I = -. X I = - ..... x. = -". un a ~ - sIstema matntsaslOlOg etermrnantl. 
~ ~ ~ 

~. - sistema determinantining k - ustunini ozod hadlar ustuni bilan almashtirishdan 
hosil bo'igan determinant. 

Agar 11~ 0 bo'isa. sistema yagona yechimga ega bo'ladi. 
Agar 11= 0 va ~. = 0(; = 1.2 .... 11) bo'isa. berilgan tenglamalar sistemasi cheksiz ko'p 

yechimga ega bo'ladi. 
Agar t,=O bo'lib. 11, lardan kamida bittasi noldan farqli bo'isa. sistema yechimga 

ega bo'imaydi. 
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I. Berilgan tenglamalar sistemasini Kramer usulida yeching. 

1
3.1, +.11 + 3.1, = 2 

5.1, - 2.11 + 2.1, = I 

2.1, +2.11 +3.1, =1 

YeclriJII. 

3 31 
6 = I 5 - 2 2 = -18 + 4 + 30 + 12 -12 -I 5 = 1 .. 0 

2 2 31 

2 I 31 
6, =/1 -2 2 =-12+2+6+6-8-3=-9 

2 3 

3 2 3 I 
61 =15 2 =9+8+15-6-6-30=-10 

2 3 

3 I 2 

6, =1 5 -2 11=-6+2+20+8-6-5=13 

2 2 

.I=~_-9 
, II -1=-9 .I =~=-IO 

I 6 
-~=13. .1,- 6 

2. Tenglamalar sistemalarini Kramer usulidan foydalanib yeching. 
2 

.I, +.r1-2.1, =-
3 

32 
I. ~4.1, +6.11 -14.1, ="3 

-32 
5.1, +2.1) +2.1, =-

3 

3. 2.1,-.11+.1,-4 

1
3.1, + 2.11 ... .1, = 5 

.I, +S.rl +2.1, :-\. 

r 29 
h, +2.1)-3.1) =. 

5. l-.I, +3.11 +.1, =-1 

3 
2.1 +4.1 -6.1 =­, ) I 2 

f.ll -.I! +.1, =6 

7. 1.1,-2.11 +.1) =9 

l.r,-4.r1 -2.r, =4 

• 

., 

1
5.1, +8.11 + r, = 2 

2. 3.1, -2.11 +6.1,,,-7 

2.1, +.11 -.I, = -5. 

1
2.1,-3.11 +.1, =-7 

4. .I, +4.11 +2 . .1) --I 
.r,-4.11-.I,=-3 . 

J I I 5 
2'.1, +2'.11 -"4.1, ='4 

1 2 2 
6. ~6.r'+9.11+.r'=3 

2.1, -.11-2.1, =-s 

1
4.1"1 +2X2 -Xl = 1 

8. 5x; + 3x2 - 2xl = 2 

3x1 +2X2 -3xl =0 

• 



[

31',+1'1+ 31',=2 

9. 51', - 21', + 31', : I 

21', +21', + lx, =6 

[

31',+21'1+ol,=7 

II. 21', +3J'1 +r,-B 

21', +1'1 +11, =-B 

[

1',-21'1 +h, =-11 

13. 2x, +lx l -4r, =17 

lx, -2xl -5r, = 7 

1
21', +2x, +1', =4 

15. 1', -h, +1', = 3 

3r, + 5x I + h, = B 

[

7r, + 51'1 - 3x, ,. 23 

17. 21',+r,-x, =11 

x, +BxI -6r, =38 

1

51', +6x, -21', =-9 

19. 21', +5r l -31', =-1 

41', - h, + 21', .. -1 5 

[

51', + 71',101') = 33 

21. x,-31',+41',.17 

21', +51'1+3ol, =B 

Ih' +61'1 + lx, =34 

23.31',+51',+71',=40 

51', + 41'1 + h, = 32 

1
21', + 51', + 4.1'" = 29 

25. X,-1'1+2.1',=5 

x,+1',+21',=13 

1
1', + 21'1 - lx, = 7 

27. 2x, +31'1-41', = 12 

1', +1'1-21', =4 

• 

[

Sl', +2r1 +51', = 4 

10. 3ol, +51', -31') .. -I 

-2r, -4ol, +31'_, =1 

1
4ol' + 61', + h) = -5 

12. 21', +6x,+5ol,.3 

31', +§ol,+4x) 2-1 

Ih' -lx, -ol, =-4 

14. 3ol, +5oll +4x, .. 32 

41', -2oll -h, = 16 

1

21', +ol,-5ol, =3 

16.3.1,-21'1. 31',=1 

h,-x, +21',:4 

[

4r, + h, + h, = 19 

lB. 2x,+2x,-ol, =2 

21', +ol, +31', =17 

[
~+~-~=~ 

m ~+~+~=~ 
~-~.~ 

1

21', -oll +5ol, = 10 

22. 51', + 21'1 -131', .. 21 

3ol,-oll +5ol, .. 12 

j
X,_2r l +31",2-12 

41', +31'1-1', = J3 
24. 

21,-51', +3ol, .,-17 

46 

l
x, +21'1 -21', "IB 

26. 2ol, +Jol,-Jol, =29 

x, -x, +1', ",-3 

1
21', -x, +41') = 21 

2B. x,-2x,-Jol, =-8 

h, +oll +41', ",19 



f2x, + 7x, -3x) = 13 
29.{x, - 2x, + X, = 2 

l5x, -2x! ~3x) = 16 
j
h' +xl-3x, =0 

30. x, +2x,-5x,=-1 

3x, -2Xl + hI =-1 

3.3. Chiziqli teagl.malar sistem.siai telkari matritsa usulida yec.ish 
Agar tenglsmalar sistemasining (m = n) matritsasi xosmas, ya 'ni derA ~ 0 

bo'lsa, u holds sistemsning matritsa ko'rinishdagi yechimi quyidagicha bo'ladi: 
X=A-'·B 

bunda, A-'- (3.2) munosabatdagi A matritsaning teskari matritsasi, B esa ozod hadlar 
matritsasi. 

3. Quyidagi tenglamalar sistemasini matritsa usulida yeching. 

Yechish. 

(2 3 4] 
A=ll 23; 
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1
2.r, + 3x2 + 4xJ = I 

X, + 2X2 + 3xJ = 0 

3x, + 4Xl + 6xj = I 

8-m x{:J 
[

A" All AJ'] [0 1.~1=24+27+16-24-24-1=t..O ~A-I=± A" Au All = 3 

A,J All All - 2 

l
~o 

X = A-I·B = 3 

-2 

demak, x, = I, X2 = I, x] = -\. 
4. Matritsali tenglamani yeching. 

-: ~2]m{] 

[
I 1 0] [5 -I 2] 
2 2·X=-6 4 6. 

o 1 -2 0 7 

[
I O} [S -I 2] 

Yechislt. ,.4: 2 2 . B= -6 4 6 

o 1 -2 0 7 

\ 
-

[~' A,,' A" 1 [-\ -\ \ 1 J 
AX=B A-' = I~! A'2 A~ AJ: = -~ - 2 \ - 2 = ~ 

A,j All A)) 2 -\ -\ 2 

3 
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Demak, 

1 

" -~ [ , '] -
3 3 3 5 -I 2 - 1 -

X= A-'·B=I ~ : i [-. • -]- l -2 l 3 
2 1 1 -2 0 7 -6 2 3 

--
3 3 3 

[" , "] x= ! -2 ! • 

-6 2 3 

3.4. Umumiy ko'rinishdagi tenglamalar sisternasiDi 
Gauss ululida yechish 

Tenglamalar sistemasini Gauss usulida yechish deganida biz sistemadagi 
noma'iumiami ketma-ket YO'qotish usuli bilan sistemani yechishni tushunamiz. 
Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechganda, berilgan sistema uchburchak 
shaklini yo trapetsiya shaklini yoki sistemada ishtirok etayotgan biror-bir tenglama 
0= a(a ~ 0) ko'rinishini olib qoladi. 

Agar sistema uchburchak shakliga keltirilgan bo'lsa, u cheksiz ko'p yechimga 
ega bo'ladi. 

Agar sistemadagi biror-bir tenglama 0 = a(a ~ 0) ko'rinishga ega bo'lsa, sistema 
yechimga ega bo'ladi. 

Birgalikda bo'lgan tenglamalar sistemasining (m=n bo'lishi shart em as) Gauss 
usulida yechishning mohiyati shundan iboratki, unda noma'iumlar ketma-ket 
yo'qotilib. sistema uchburchaksimon shaklga keltiriladi. Agar sistema 
uchburchaksimon shaklga kelsa, u yagona yechimga ega bo'ladi va uning 
noma'iumlari oxirgi tenglamadan boshlab topib boriladi (sistema cheksiz ko'p 
yechimga ega bo'ls&, noma'iumlar ketma-ket yo'qotilgach, u trapetsiyasimon shaklga 
keladi.). 

S. Sistemani Gauss usuli bilan yeching. 

j
2X' +Xl-Xl +3x, : 20 
5x,-x,+2:r I -x, -17 

-3x, +2x, -Xl +2x, = 1 

x,-x,+4xl -2x. =-4 

Yecltislt. Sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozib olamiz: 
Birinchi qadamda all ~ 0 bo'lishi zarur, lekin all = I hisoblashlar uchun qulaydir. 

Shuning UCh[un 2biri~ch~ Iva tO~'rt;~Chi [sat~la~:ng ~m~n~i ~~m~8ShtiramiZ 
5 - I 2 - 1 17 +-+ 5 - I 2 _ 1 17 -~ ) -2 

-3 2 -I 2 \ -3 2 -\ 1 

I -I 4 - -4 2 -\ 320 

•• 



l-qadam. Birinchi salr elementlarini -5, 3 va -2 ga ko'paytirib. ulami mos 
ravishda ikkinchi, uchinchi va to'rtinchi satrlarga qo'shamiz. chunki maqsad all 

elemenl ostida nollardan iboral .. zina " hosil bo'isin. 
2-qadamni o'tkazish uchun, ya 'ni matritsada au .. 0, lekin an = I yoki 

all = -1 bo'igani qulayroq. Shuning uchun ikkinchi va uchinchi satrlar o'mini 
almashtiramiz: 

m
-I 

o 4 

o -I 

o 3 

-I: -~~;lB[~ =: 141 =1~;1~4 3 
II - I3 0 4 -18 9 37 ~ 

- 9 7 28 0 3 - 9 7 28 

2-qadam. Ikkinchi satr elementlarini 4 va 3 ga ko'paytirib mos ravishda 
uchinchi va to'rtinchi satr e1ementlariga qo'shamiz, natijada all element tagida 
ikkinchi ustunda "zina" hosil bo'ladi. 

3-qadam. Hosil bo'igan matritsada all = 26 .. O. uchinchi satr elementini 

24 12 k' "b " h' 'h' N .. d - - = -- ga 0 paylln ,to rtmc I salrga qo s amlz. atlJa a: 
26 13 

~I 4 ~ 4] I -I 4 -~-41 o -I II - -11 II - -11 
_ !l x 0 0 26 _ _ 7 ++ 26 - 7 - 7 . 

13 ~ 0 19 ~ o 0 A - -5 13 13 

Kengaytirilgan matritsa zinapoya ko'rinishiga keltirildi. Vnga mos keluvchi 
sistemaning ko'rinishi quyidagicha: 

oxirgi tenglamadan 

1'1 - x, + 41') - 21', = -4 

-1',-II1'j-4x, =-11 

26x) - 7 x, = -7 

19 19 
-1'=-
13' 13 

.I, =1, uchinchidan .I = -7 + 7.1, = 0, ikkinchidan 
) 26 

X, = II + Ib, - 4.1, = 7 va birinchidan .I, = -4 + x, - 4x .• + 2x, = 5 yechimlami olamiz. 
Javob: ( 5; 7; 0; 1 ) 

6. Berilgan tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching: 

j 
. XI + 3x, + 41') - 2x, = 2 

- 31'1 -71'1 - 8xJ + 21', =-4 

2x, - x, + 31'J = 4 

lxl + 4Xl + 41'J = 3 
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• 
feclt;slt. 

1 3 4 

-3 -7 -8 2 -4 0 2 4 - 2 0 2 4 - 2 

2 -I 3 o 4 - 0 -7 -5 4 -2 - 0 -7 -5 4 -2 ' 
-2,2] (I 3 4 -~ 2] (I 3 4 -l2] 

2 4 4 0 3 0 -2 -4 4 -I 0 0 0 0-1 

l
x, + 3xl + 4x, - 2x, = 2 

Bundan o· x, + h, + 4x, - 4%, = 2 
O·.r, - 7xI - Sx, - 4x, =-2 

O·x, +O·x, +O·x, +O·x, =-1 

oxirgi lenglikdan ko'rinadiki. O·x,+O·xl+O·x,+O·x.=-I ..... 0 = -I bunday OO'lishi 
mumkin emas, demak yechim yo'q. 

3.5. KroDeker - Kapelli teoremasi 
(3.1.) Tenglamalar sistemasida koeffitsiyentlardan iOOrat A matritsa ozod 

hadlari bilan birgalikda 

[

011 Oil ... 0 ,• hi] 
A = aI, °12 ... 0 1• hI 

... ... 

0.1 Q.] ... Q_ h. 

olinsa, kengaytirilgan matritsa deb alaladi. 
Kroneker - Kapelli teoremasi: (3.1) sist~ma yechimga ega OO'lishi uchun 

rangA=rangB OO'lishi zarur va yetarlidir. 
Agar (3.1) da barcha b; i=(l... n) ozod hadlari nolga teng OO'lsa, bu 

lenglamalar sistemasi bir jinsli tenglamalar sislemasi deyiJadi. 

j
aliX. + ............ +Q •• x. =0 

Quyidagi ........................................ ~ 

a •. x.+ ............ +a ... x.-O 

bir jinsli tenglamalar sistemasini qaraylik. Bu sistema har doim yechimga ega. 
Chunki uning hech OO'lmaganda Ita trivial ",=0 (i=I,2, ... n) yechimi bor. Uning 
trivial bo'lmagan yechimi mavjud bo'\ishi uchun rtA)=r<min(m,n) bo'lishi zarur va 
yetarlidir 

7. Quyidagi berilgan tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching: 

\

6X,+Xl +3x,=4 \X,-3Xl+2X,=-2 
\. -2x,-5rl +2x,=8 2. 3x,+xl -5x,=-4 

)X, + lx, = J. 4x, - 2Xl - 3x, = -II. 

l
X1 + Xl + X, + X. = 10 

3. x,+Xl -.T,-r,=-4 

x,-x,+.r,-x.=-2 

S(I 

l
X, + 2x, + 3x, = 8 

4. hi +3%,-4x, = 5 

h, .. XI + x, = 2 



[.r,+2.r,-1']+.r,=4 x, +.r, +3x,-2x, =2 • 

5 lr,-1',+h,-x, =-1 
6. 

2x, t2x, +4x] -x, =7 

·12X,-1', + 3x,+21", =3 )X, +3.r, +5.r, -2.r, =10 

2.t, t3x,-a, +.r, =6 2x, t 2.r, + 8.r, - 3.r, = 13 r -2<, ", -', --1 r' h,' 4., .6.,·" 
7 .r,+2x,-x,+x,=6 8. 15x, +30x, +7.r, +81', =97 

. 4x, -10.r, + 5.r, -Sx, =-21 9x, +6.r1 +51', +8.r, =35 

21', -14.1', + 7.1', - 7x, = -33 61', +9x1 +3x, +4.r, =33 r -2<, ", -',-4 r" · 2<, .4., -1., -19 
9. 2x, +.1',-.r,+2.r,=-2 10.3x, +20x,+5.r,-h,=11 

3x,-2x,-x,+x,~0 31', +6x, +2.1',-x, s8 

2x,-5x, +x, -2x, =6 9x, +4x, +3.r, -2.1', =21 

21', +1', +1',-2.1', =-5 j"" -4., -., -4., .-11 
II. l13x, + Rx, + 4x, - 3.r, ,., 0 12. Ilx, -2x, +x,-2.r, =-7 

5.r, + 41', + 2.r, - 3x, = 6 51', +4x, +71', +4x, =5 

3.r, +2oT, + x, -.1', =-1 7.1',+21",+51',+21', =-1 r' · h, ", • 6., .-14 r -', .1.,. 2<,.1S 
13 . .r,-x l -2.1', +2.1', =-3 14. 5oT, -3.1', + a.I + 3x, =18 

a , + x, + 4x, + 2.1', =-2 .r, - 3x, - 5.r, -x, =-12 

3x, +2x, +5.1', +4x, =-5 71',-5.r, +.1', +4x, =21 

2x, +3.1, +7.1', +.1', =8 -1', +3.1', +3.1', +4.1', =1'1 

15. l.1'; +21', +3.r] +2.1', =2 
16. 

6x, + 2.1', + 2x, - x, = 5 

3.r, +2.1', +x, +2x, =2 -3x, + 2x, +.1', + a, =-S 

4x, +3x, +2x, +3x, =3 111', + 3.r, + 3.1') + x, = 10 r' -', ", .4',--4 r '" -]" -', ·-2 
17. x, +h,-3x,+x,=4 18. x,-x,+h)-x,=3 

5x, -S.t, +12.1', +IIx, =30 4x, -2.r, ·6x, +3x, =17 

x, -3.r, +6x, +3.1', =-2 21', - 4.r, - 2.1', + 4.1', = 6 

r"'-"'''''' 
. r · 2<,. ]', - 2<, .-< 

19. 2x, -.r,+7.1',-3.1',=-6 20. 3.1', +6.1', +S.1', -4.1', =-10 

x, + 3x, - 2.1', + 5.1', '" 24 x, + a, + 7.r, - 4x, = -14 

J.1', -2.1', +7.1',-Sx, =-3 2.1', +4.1', +2.1',-J.1', =-6 
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l

x, +21', -3x, +2x, =5 

21. x, -x, -lx, -4x, =-1 

h, + h, + x, -5x, = 22 

x, - h, -21', -31', =-s 

23. 

x, - 5'(, + 31', - 41', = -19 

x, +2%,-%, + X,. =8 

x, -XI +2.1',-3.1', =-6 

x, -%1 +1') -21', =3 

1

2.1', + 3x, + 5.1', - 4x, .. 6 

25. x, -.1', + 21', + 31', = 5 

31', +7:r1 +8r,-llr, =7 

2.t, +lr, +5r, -4r, =6 

27. 

8x, - 4x, + h, .. 6x, = 25 

lOx, -51', +51', +9x, =34 

4x, -21', +x, +21', =11 

21', - .t , + 31', + 7:r, = 14 

1

21', +1', +31',-h, =0 

29. x, -311 +.1', -x, =-12 
41', -hI +51', -x, =-30 

x, -41', +x, +r, =-13 

22. 

1

9x, + 7x, + 5x, + 6.1', = 35 

8.r, + 41', + 21', + 3.1', = 24 

Sol', +31') +.1', +2x, =15 

7.1', +5.1'1 +3.1') +41', =25 

24 .. 

6.1', + x, -31', +9.1', =16 

61', ~5r, -31', +91', =20 

21', +4r,-x, +3r, =9 

4x, +71, -2,r) +6r, =17 

l
.t, - 41', - 4x, + x, = -22 

26. x, + 7.1', + 1', -h, =12 

9r, +8x, +4.1', -1.1', =18 

7.1', +5r2 +2,r, -2.1', =16 

1

5X, +6rl +x, +IOx, =41 

28. 5x, + x, + 21', + 5x, = 21 

41', + 3x, + 7x, + 51', = 35 

h, +2x, +1', +4x, =17 

j
X' +2xl +.1') -lx, =6 

30. 2x,+xl +x,+.I',=ll 

.I, +1', +21', +2x, =9 

2.r, +3r, -5.1', -17x, =-1 

8. Bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlar sistemasini toping. 

j

3X, + x, - 8x, + 2.1', + .1', = 0 

2.1', - 2x, - lx, - 71', + 2x, = 0 

x, + 11 x I - 12 x, + 34 x, - 5 1', = 0 

x, - 5.1', + 2.1', - 16 x. + 31', = 0 

Y~ch;sh. Sislemaning oxirgi tenglamasini birinchi o'ringa yozamiz. so'ngra uni 
zinapoya shakliga keltiramiz: 

[
I -5 2 -16 3] [I -5 2 -16 3] [I -5 2 -16 3] 
3 I - 8 2 I 0 16 -14 50 8 0 B - 7 25 - 4 - -2 - 2 - 3 - 7 2 0 8 - 7 25 - 4 {) 0 0 0 0 

I II -12 34 - 5 0 16 -14 50 - 8 0 0 0 0 0 

Matritsaning rangi r'" r(A) '" 2. X .. Xl o'zgaruvchilaming bazis minori ~ -8i" 0; X,. 

X2 ni asosiy o'zgaruvchilar sifatida tanlab olamiz va ularni asosiy bo'imagan Xl. X4. X\ 

lar orqali ifodalaymiz: 

52 



J.r, -s.r! +2.r.-16.r •• }.r, =0 

i 1.1. -7.1, + 25.1, -4.1, = 0 

FUDCIameotai yechimlar sUIcmasi el, el, e) ni hosil qilish uchtm asosiy bo'Imagan 
o'zgaruvchi Xl, x... X, lami birlilr. malritsa E) saIr eIcmentl.; billal almashtinaniz. X) = 
I, X4 = 0, X~ = 0 da sistemaning ko'rinishi quyidagidla bo'Jadj: 

{

.I, - 5:&": + 2 = 0 

b!-7=O 

1.._-'__ 19 7 •. bazi _L' • hosil .,_. (19 7 ) 
iAII .... , :&", = -, :&". = - ya nl 5 y~llnml ql_nlZ: ~. = -; -; 1. O. 0 

I . I I I 

I) Shunga o'xshash yana illita bazis yechimni topamiz: 

x) = 0; X4 = I; X, = 0 da ~,= (~; - 2S; O. 1.0 'f 
.1 I 

.r)=0; .r,=0; .r,= I da ~J=(-.!.:.!.: O.O.I} 
\ 2 2 

Topilgan yechimlar (vektorlar) e .. el. e) fundamental sistemani tashlr.il qiladi. e" 
e2, e) )'echimlaming Ir.omponentlarini mas ravishcia 8, 8, 2 ga Ir.o'paytirib butun 
komponcndi yechimlar sistemasini hosil qilarniz: 

(19; 7; 8; 0; 0), (3; -25; 0; 8; 0), (-I: I; 0; 0; 2). 

Ke'p ta~li iqtitodiyobiltc LeNtn' __ eli 
Ko'p tarmoqli xo'jalikni boshqarish alohida tarmoqlar orasidagi baJlmIli talah 

qiladi. Har bir tarmoq, bir tomondan ishIab cbiqaruvchi, ilr.lr.incbi tomondan boshqa 
tannoq i!hlab chiqargan mabsulotning isIe'molchisidir. Tarmoqlar orasidagi turli 
rn.ahsulollami ishlab chiqarish va'1Sle'mol qilish orqali bog'lanishni hisoblash 
masalasi andlB murallab. Bu masalani birinchi bo'lib mashhur amerika iqtisodchisi 
V.V. LeonteV 1936-yil malematik model ko'rinishida irodalagan. U 1929-1932-
yillarda ameritadagi iqtisodiy depressiyani tahlil qilisbga urungan bu model 
rnalritsalar algebnlsiga ~ . 

.................. r 
Quyidagi 

:&", - ~>. + y, (; = 1.111 ,-, 
tenglama balans munosabal deyiladi. Bu yerda Xi - i tarmoq mahsuJ()ljning wnwniy 
hajmi (yalpi ishlab chiqarish) .t'j - j - tarmoqning ~ - mahsulotni ishlab chiqarish 
mobaynida iSle'mol qilingan ; - tannoqniog mahsulot miqdori; y, - ; - tarmoqning 
ishlab chiqarishdan tashqariga realizatsiya (isle'moI) uchun mo'ijallangan mahsulot 
miqdori yoki chekli iste'moI mahsuloti. Sodda ko'rinishda baJans munosabalning 
ko'rinishi: • 

.r, = .til + Xj2 + ... +.r. +y .. i = 1,2, ... , n. (3.4) 

(3.4) tenaJamaJar baIans tenglamalar deyiJadi. Leontev quyidagi muhim raklni 
o'maIp1: Q •• :&"./:&",; uzoq vaqt davomida jude gekin o'zgandi. uni o'zpnnas son 

sifatida qarash mumkin. Bu PIShunarIi chunki ishlab chiqarUh leXooIogiyui uzoq 
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vaqt bir xii darajada saqlanib qoladi. nalijada j - larmoqning o'z mahsuloti Xj 

miqdomi ishlab chiqarishi uchun j. larmoqning iste'mol qilish hajmi o'zgarmas son. 
(3.4) lenglamani quyidagicha yozish mumkin: 

1'1 :::Ii Dill'. + QIlX2 + ... + Q1 .. X" + ,. 

%2 = Q21.1. + DUX! + ... + 02. X" + y! (3.5) 

X. = Q"I.I, + a.2.r~ ..... + Q.X. + ..t. 
Matritsa ko'rinishida esa 

X=A·X+Y (3.6) 
yoki 

(E-A)·X=Y (3.7) 

bu yerda 

.I, ] all all ... a,.] [Y' ] 
X -I .rl A _ a" all'" a J• )' _ YJ - . - , - . 

". .., ,-, ... ... 
x.. a.1 Q.1 ... a.. Y .. 

X - yalpi mahsulot, A - to'g'ridan-to'g'ri xarajatlar koeffitsiyentining 
matritsasi, Y - chekli iSle'mol. (3.6) munosabal tarmoqlararo modelning chiziqli 
tenglamasi deyiladi. Tarmoqlararo modelning asosiy vazifasi A malrilsa ma'ium 
bo'isa va berilgan Y vektomi ta'minlansa , yalpi mahsulot ishlab chiqarish vektori X 
ni topishdan iOOrat. X quyidagi formula OO'yicha topiladi: 

X=(E-Ar'Y=SY. (3.8) 
S = (E - At· matritsa to'la xarajatlar matritsasi deyiladi. Agar ixtiyoriy J' ~ ° vektor 
uchun, (3.7) lenglamaning shunday X ~ ° yechimi mavjud OO'lsa ,A ~ ° matritsa 

samarali deyiladi. Agar o. ~o barcha i,j=I,n, max i:a. SI va shunday j no mer 
,.1.2. ,H ,.1 

mavjud bo'lib, fa. < I OO'lsa, A matritsa samarador deyiJadi, ya'ni aij >0 OO'lsa, ,., 
IXllyoriy ustun (satr) elementlari yig'indisi birdan kichik OO'15a, A matritsaning 
samaradorligi saqlanadi. Qiymatli balans holi qaralganda o'rganilayotgan j xo'jalik 
mahsulotini tannarxi I so'mdan oshmasligi uni rentabilligini bildiradi. Masalan 
quyidagi rnatritsada ifodalangan mahsulot samarador: 

[

OJ 0.2 0,4] 
A = 0,1 0,6 0,2 

0.4 0,1 0,3 

9. Quyidagi matritsalar mahsuldorligini tekshiring. 

(
0,6 0.5) (0,6 0.2) 

0) .4= 0,7 0.8 h) A= 0.2 0,8 

(

0.2 
c) A= 0,1 

0.6 

0.3 ° 1 ° 0,3 
O,S 0,7 
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0.1 0,9 

Q) .4= O,S o.s 
OJ 1.1 

0,41 
O,S 

OJ
1 



Tarmoqning yalpi mahsulot miqdori va barcha tarmoqlargt bo'igan pul 
xarajatlari orasidagi farq tarmoqning sof mahsuloli deyiladi. 

10. Quyidagi jadvalda tannoqlaming reja davriga mo'ijallangan xarajat 
koeflitsiyentlari va chekli mahsuloti shartli pul birligida berilgan. 

Iste'mol 
Chekli l Tarmoq 

sanoat 
qishloq mahsulot I 

xo'jaliRi I 

Ishlab 
sanoat 0,3 0,25 300 I 

chiqarish qishloq 
0,15 0,12 I 

xo'jaligi 
100 

Quyidagilar: 
a) tarmoqlaming rejalashtirilgan yalpi mahsulot miqdorini, tarmoqlararo mahsulot 

yetkazib berish, tarmoqlaming sofmahsuloti; 
b) agar qishloq xo'jaligining chekli mahsuloti 20 %ga, sanoatniki 10 %ga 

oshirilsa, har bir tarmoqning zarur yalpi ishlab chiqarish miqdorini topish kerak. 
Yechish. a) TO'g'ridan-to'g'ri xarajatlar koeflitsiyentini A matritsa va chekli 

mahsulot vektori Y ni yozib olarniz: 

( 
0,3 0,25) (300) 

A= 0,15 0.12' Y .. 100 

b d (
1-0,3 -0.25) (0,7 -0,25) . . 'b I . un an £ - A = = matntsanl yozl 0 amlz. 
-0.15 1-0.12 -0,15 0,88 

U holda to'la xarajatlar matriJ.&aSi 

_I I (0,88 0,15) (1.52 0.26} 
S = (£ - A) = 0.5785 0,25 0.7 = 0,43 1.21 

(3.8) formula bo'yicha yalpi mahsulot vektori X ni aniqlaymiz: 

X =(1.52 0,26).(300)=(482) 
0.43 1,21 100 250 

Tarmoqlar mahsulot yetkazib berish miqdori Xi; ni X'I = U • . XI formuladan 

topamiz. Masalan XII = all . X, = 0.3·482 = 144.6. 

Tarmoqlaming yalpi mahsuloti, tarmoqlararo mahsulot yetkazib berish, 
shuningdek tarmoqlaming sof mahsulotlarini hisoblab topib, quyidagi jadvalni 
tuzamiz: 

ISle'mol 
Chekli Yalpi 

Tarmoq 
sanoat 

qishloq 
m ahsu lot mahsulot . xo'jaligi 

Ishlab 
sanoal 144,6 62,S 300 482 

chiqarish 
qishloq 

72,3 30 100 150 
xo'jaligi 

Sofmahsulot 265,1 157,5 
Yaloi mahsulot 482 250 I 

55 
• 



• 
(b) shartga ko'ra chekJi mahsulot vektori: 

y =(300.\,\)=(330) 
\00,\,2 \20 

U holda (3.8) fonnulaga asosan mahsulot vektori quyidagicha bo'ladi: 

X-S·Y- ... (
\.52 0.26) (330) (S32.B} 
0.43 1.2\ \20 2B7.\ 

Shunday qilib, sanoatdagi ishlab chiqarishni ~32,8 shartli pul birligigacha, 
qishloq xo'jaligida 287,1 shartli pul birligigacha oshirish kerak. 

11. Oyoq kiyimlari ishlab chiqaradigan fabrika Sh S2, Sl xomashyodan 
foydalanib 3 xii mahsulot ish lab chiqaradi. Har bir juft oyoq kiyimiga xomashyodan 
sarHanish me'yori quyidagi jadvalda berilgan: 

Xomashyo Bir juft oyoq kiyimiga sarflanadigan Birkunda 
turi xomashyo miqdori sartlanadigan I 

etik krasovka tufli xomashyo 
S. 4 2 3 1700 

S2 1 3 1 1100 I 
I 

- Sl 7 I 4 2100 
Bir kunda ishlab chiqariladigan har bir turdagi oyoq kiyimning sonini hisoblang. 

Yecltislt. Xl. X2, Xl - mos ravishda etik., krasovka, tuflidan bir kunda ishlab 
chiqariladin oyoq k.iyimlar soni. U holda har bir turdagi xomashyoning sarflanishiga 
mos quyidagi sistemani tuzamiz: '. 

1
4X, + 2x, + 3x, = 1700 

x, +3.r! +x, =1100 
7x, +3x, +4%, =2100 

tuzilgan tenglamalar sistemasini Kramer usulidan foydalanib yechamiz: 

4 2 ~ 1700 2 ~ r: 1700 ~ 1'1=11 J 1=-101'1,=1100 3 1=-1500ll,=1 1100 1",-2500 

7 1 2100 1 7 2100 

4 2 17~ 
ll, =11 3 1100 =-2000 =x, = ~ = 150; x! =~=250: x, =~=200 

7 I 21 II 

11. Korxona 3 xiI xomashYodan foydalanib 3 xiI mahsulot ishlab chiqaradi. Ishlab 
chiqarishning tavsifi quyidagi jadvalda berilgan: 

Xomashyo Har bir mahsulotga sarflanadigan Xomashyo I 

turi xomBshyo (og'irlik birligida) zaxirasi (o'girlik 
I 2 3 bir1igida) I 

1 6 4 5 2400 
I 

2 4 3 I 1450 

3 5 2 3 1550 I 
-
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Berilgan xomashyo zaxirasidan foydalanib har bir tur mahsuYotning ishlab 
chiqarish hajmini aniqlang. 

Yechish. Mahsulot ishlab chiqarish hajmlarini XI, X2, X) lar bilan belgilaymiz. 
Zaxirani lo'la sartlash sharti bilan har bir tur xomashyo uchun balans munosabatlarni 
quyidagi 3 ta noma'iumii 3 ta tenglamalar sistemasi ko'rinishida yozib olamiz. 

1
6X, + 4x, + 5x, = 2400 [6 4 5] [X'] [2400] 
4.T,+3x,+l',=1450 ~ 43 I· x, = 1450 

5x, +2l', +3.1:, '" 1550 5 2 J l'J 1550 

[
6 4 S} [XI} [2400] demak A = 4 3 I' X = x, . B = 1450 bo'lsa, AX= B =>X= A·I·B 

5 2 3 Xl 1550 

x = A-'· 8 = 

I 

3 
1 
3 
I 

3 

2 

21 
I 
3 
8 

21 

II 

21 [2400] [150] [l"] ~ . 1450 = 250 = l', 

2 1550 100 l'J 

21 

13. Firma ikkita bo'limdan iborat. O'tgan yilgi umumiy foyda 12 min. plb ni 
lashkil qiladi. Bu yil birinchi bo'lim foydasini 70 %ga, ikkinchisinikini esa 40 % ga 
oshirish rejalashtirilgan. Natijada umumiy foyda 1,5 marta ortishi kerak. 

Hac bir bo'limning: a) o'tgan yildagi; b) bu yildagi foydasi qanday kattalikda? 
Yechish. Faraz qilaylik, x va y - birinchi va ikkinchi bo'limiaming o'tgan yildagi 
foydasi. U holda masala shartini quyidagi sistema ko'rinishida yozish mumkin. 

{
- .1+ )'=12. 

1.7l' + 1.4y = lB. 

Sistemani yechib, .. -4, y=8 ni hosil qilamiz. Natijada a) birinchi bo'limning 
o'tgan yildagi foydasi - 4 min. plb, ikkinchi bo'limniki esa - 8 min. pIb; b) btl yil 
birinchi bo'limning foydasi 1,7'4 = 6,8 mIn. plb, ikkinchisiniki esa 1,4'8=11,2 min. 
p/b ni tashkil qiladi. 

14. Ofisni jihozlash uchun finna 29 predmet: narxi 20 ming plb bo'igan bir 
nechta kompyuter, 8,5 ming pIb dan ofis stollari, narxi 1,5 p/b bo'igan stullar sotib 
olishga 236 ming plb ajratdi. Keyinroq ma'ium bo'lishicha boshqa joyda 
kompyuterlarni 19,5 ming plb dan, stollarni 8 plb dan, stullami esa oldingi narxda 
olish mumkin. Har bir jihozdan arzon narxlarda qanday miqdorda sotib olinganligini 
aniqlang. 

Yechish. Faraz qilaylik X" X2, X) mos ravishda kompyuter, stol va stullar soni. 
Quyidagi tenglamalar sistemasilli hosil qilamiz: 

/

.1, + X,+ x,=29 /.11 + x1 + .1,=29 
20x, +B,5.r1 + 1.5x, = 236 Q 20.1', +B.5.r1 +1,5x, = 236 

19,5.1',+ 8(.1',+1)+1.5.1',=236 19,5x,'" 8.t,+I,5x,=22B 

Hosil qilingan tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechamiz: 
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A =[ 2

1

0 
19.5 

1 

8.5 1.5 

81,S 

29] [ 1 236 = 20 

228 -0,5 

• 1 1 29] [ 1 1 1 
8,5 1,5 236 = 20 8,5 1,5 

-0.5 0 -8 (2) -1 -1 0 

(
1 1 2911X,+ x,+ x,=29 1X,.13 

= 0 -11.5 -18.S -344 Q -11.sx,-18.~x,=-344Q x,=9 

00 I 13 l·x,=B x,=7 

Demak., firma 7 ta kompyuter, IOta stol va 13 ta stul sotib olgan. 

29](20) 
236 = 
-16 

IS. Tikuv fabrikasi 3 kun davomida kostyum, plash va kurtkalar ish lab chiqardi. 
3 \run mobaynida ishlab chiqariladigan mahsulot miqdori va ish lab chiqarish uchun 
sarflanadillan oul xaraiatlari auvid32i iadvalda berit .. 

Kunlar Mahsulot ishlab chiqarish miqdori Xarajatlar (ming 

kostyumlar plashlar kurtkalar pul birligida) 

Birinchi 50 10 30 176 

Ikkinchi 35 25 20 168 

Uchinchi 40 20 30 184 
---

Har bir mahsulot tannarxini toping. 
16. Korxona uch xiI xomashyodan foydalanib uch xiI mahsulot ishlab 

chiqaradi. Xomashyo sarli va xomashyo zaxirasj .quyidagi jadvalda berilgan. Har bir 
mahsulotdan ish lab chiqarish miqdorini aniqlang. 

-

Xomashyo turi Mahsulot turlari bo'yicha xomashyo Xomashyo 
sarti, mahsulot birligining og'irligi zaxirasi (og'irlik 

I 2 3 birligida) 
I 5 12 7 2350 I 
2 10 6 8 2060 
3 9 11 4 2270 

b) 
Xomashyo turi Har bir mahsulotga sarflanadigan Xornashyo 

xomashyo (og'irlik birligida) zaxirasi (og'irlik I 

I 2 3 birligida) I 

I 6 5 4 2200 
2 10 8 3 3350 
3 7 12 5 3390 

c) 
Xomashyo turi Mahsulot turlari bo'yicha xomashyo Xomashyo 

sarli mahsulot birligining og'irligi zaxirasi (o'girlik 
1 2 3 birligida) 

I 8 4 10 3000 
2 6 7 4 2700 
3 \3 2 3 2650 
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r Xomashyo turi Har bir mahsulotga sarflanadigan Xomashyo 

xomashyo (og'irlik birliaida) zaxirasi (o'girlik 
I 1 2 3 birligida) 

1 4 4 7 2900 
2 5 3 5 2260 
3 7 2 9 3500 

Mavzu yuzasidan savollar 
I. Kramer formulasi qanday ko'rinishga ega va qachon qo'llaniladi? 
2. Chiziqli algebraik tenglamalr sistemasi qanday shart bajarilganda yagona 

yechimga ega bo'ladi? 
3. Uchta noma'iumii ikkita tenglamadan iborat chiziqli tenglamalar sistemasi 

qanday yechiladi? 
4. Qanday shart bajarilganda 11 noma'iumii 11 ta chiziqli bir jinsli tenglamalar 

sistemasi notrivial yechimga cga? 
5. Chiziqli tengIamalar sistemasi matritsalar usuli bilan qanday yechiladi? 
6. Kroneker - Kapelli teoremasi qanday ifodalanadi? 

Adabiyotlar 
I. Shorahmetov Sh., Naimjanov B. lqtisodchilar uchun matematica. - T.: Fan va 

texnologiya, 2007. 
2. KpeMep H.M. H .IlPyrHe. BwcwaJI MaTelllaTHKa WUI JKOHOMHCTOB. - M., 2004. 
3. Kpacc M.C., t{ynpHHoB Ii.n. OcHOBW Bwcweit MaTeMaTHKH H ee 

npHnOlKeHHII B JKOHOMH'IeCKOM 06p83oB8HHH. - M.: )leno, 2000. 
4. CoaToB E.Y. OJlHit MaTeMaTHKa. -T.: YI(HTYB'IH, l-lKHJl.n, 2-lKHJl.n, 1994,3-

lKHn.n, 1996. 
5. WHna'leB B.C. Kypc Bwcweli MaTeMaTHKH. -M.: npocneKT, 2005. 
6. KpeMep H.W. H .lip. npaKTHK)'M no Bwcweit MaTeMaTHKe ,ZJ,llJI JKOHOMHCTOB. 

-M.,2004. 
7. WanKHH A.C. 3a..n8'1H c peweHHIIMH no Bblcweii M8TClllaTHKe TeopHH 

BepoIITHOCTeA, M8TeMaTH'leCKOA CTaTHCTHKe, MaTeMaTH'ICCKoMY 
nporpaMMHpoB8HHIO. - M., 2008. 

S. MaKapOB C.H., MHllleHKo M.B. MaTeMaTHKa .IlJl1l JKOHOMHCTOB: OT 

apHcIIMeTHKH.I10 JKOHOMeTpHKH. -H., 200S. 
9. KpeMep H.W., t{ynpWHOB Ii.n. OcHOBW MaTeMaTHKH H ee npHJlOlKeHKJI B 

)KOHOMH'IeCKOM 06pa30B8HHH. -M., 200S. 
10. EPM8KOB B.H. 06wHii K)'PC Bwcwcii MaTeMaTHKa .IlJlII JKOHOMHCTOB. -H., 

2010. 
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4-bob. CHIZIc)U FAW ELEMENTLARI 

4.1. Tekislik va razocta vektorlar 
I. Ta'rif. Boshi A nuqtada, oxiri B nuqtada bo'igan yo'naltirilgan kesma velctor 

deb alaladi va AB yoki ;; kabi belgilanadi. 
;; velctoming uzunligi uning moduli deb ataladi va 1;;1 kabi belgilanadi. Oxiri 

boshi bilan ustma - ust tushadigan vektor nol ~lctor deb ataladi va 0 bilan 
belgilanadi. Agar 1 ~ 1 = I bo'lsa, u holda a birlik vektor deyiladi. 

Bir to'g'ri chizqda yoki parallel to'g'ri chiziqlarda yotuvchi velctorlar kollenior 
vektorlar deyiladi. 

Agar ikki vektor o'zaro kolleniar, bir xii yo'nalgan va modullari teng bo'lsB, bu 
vektorlar teng vektorlar deyiladi. 

Bir tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi vektorlar komplanar 
vektorlar deyiladi. 

2. ~ vektoming A. soniga ko'paytmasi deb, ~ ga kolleniar, (A. > 0 da u bilan 
yo' nal ishdosh, 

A. < 0 da esa YO'nalishi qarama - qarshi) hamda moduli jA.j·I~lga teng bo'igan A.~ 

(yoki ~A.) vektorga aytiladi. 

Ikkita a va ;; vektorlaming 
yig'indisi deb uchburchak yoki 
paralJelogramm qoidasi bo'yicha 
aniqlanadigan ~ = ~ + b vektorga 
aytiladi. (4.1-rasm) 

Bir tekislikda yoki parallel 
tekisliklarda yotmagan a, b, c, 
vektorlaming yig'indisi a, b, c, 
vektorlarga qurilgan parallelipiped 
dioganalini beradi. d =;; + b + ~ 

Ikkita a va h vektorlaming 
ayirmasi deb ~ =;; + (-h) vektorga 
aytiladi (4.3-rasm) 

227' 
b 

(4.I-rasm) 

~ 
J':<-!-.: ..... . 

C 1!i1"'C" 
, , .. , , 

:':'d :' .. . .. . . , 
, 'Z: .. ~ ~ ,'~ 

;; b . b 

aJ b) 
(4.2 - rasm) 

!Jf(J 
(4.3 - rasm) 
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3. ~ vektoming (.t, y. z) koorclinatalari deb, boshlang'ich nuqtasi koordinata 
boshi bilan ustma - ust tushganda, oxirgi nuqtasining koorclinatalariga aytiladi. 

~=(x,y,z)vektomi ~"'.ri+yj+zk, (4.1) 

ko'rinishida i fodalanishi mumkin, bu yerda i. j j - birlik velctorlar (ortlar). mos 
ravishda Ox, Oy, Oz o'qlarining musbat yo'nalishi bilan mos tushadi: 

~=~=~=l. 
4. I ~ I vektoming uzunligi 

1~=.J.rI+i+ZI 
formula bilan aniqlanadi (4.4 - rasmga qarang). 

Z 

C 

y 

x 
(4.4 - rasm) 

(4.3) 

Misol. Uchta vektor berilgan: ~ = (\; -I), b = (I; ~ 2), ; = (I; 7). P = ~ +b +; ni yasang, 
uning uzunligini toping va p vektomi ~ va b vektorlar bo'yicha yoying. 

Yechish. p=~+b+; vektomi.yasash kO'pburchsk qoidasiga asosan rasrnda 

ko'rsatilgan. U holda vektomi (4.3) formulaga asosan p ",..[31;41 = 5 P vektomi ~ va 
h vektorlar bo'yicha yoyish. uni quyidagi ko'rinishda ifodalashdir: p = a~ + Ph, bu 
yerda a va p - haqiqiy sonlar uni aniqlash uchun (3; 4),. a(3; -I) + P(J; - 2) yoki 

quyidagi {3 = 3a + p tenglamalar sistemasini yozib olamiz. Olingan sistemani 
4 = -a - 2p 

yechib, a =2, P=-3; ya'ni p=2;;-3b ni olamiz. Demsk, pVektoming ;; va b 
vektorlar bo'yicha yoyilmasi 2~ va -Jij vektorlarga qurilgan parallelogramm 
dioganalidan iborat (4.5-rasmda ko'rsatilgan). 

y 
pzQ.b+c 

x 
2 .. 

(4.5 - rasm) 
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5. Vektoming YO'naltiruvchi kosinuslari deb, cosa. cosp. cosy sonlariga aytiladi. 

bunda mos ravishda a. P. y-o vektoming Ox, Oy, Oz o'qlari bilan hosil qilgan 
burchaklari: 

.I 
cosa - , 

J.lI+i+ZI 

Y 
COSP=JI I+ZI 

% + Y 
(4.4) 

cosy = Z ; bundacos1a+cos1p+cosly=1 (4.5) J.l1 + i +ZI • 

6. Ikkita o=(%"y"z,)va h=(.II'YI,zl) yig'indisining koordinatalari va a 

vektoming ). songa ko'paytmasi quyidagi formulalar bo'yicha aniqlanadi: 
Q+b=(x,. y,. z,)+(x l • YI' z,)-(x, +xI • y, + YI' z, +ZI) (4.6) 

).0 = ).(.1" y" Z,) = (b,. Ay,. ..tz,) (4.7) 

7.0 vektoming I o'qdagi proyeksiyasi deb prl 0 
pr,o=~.coslP (4.8) 

songa aytiladi. bu yerda rp a vektor va I o'q orasidagi burchak. 
8. Ikkita ~ va b vektorlaming skalyar ko'paytmasi (0. b) deb 

(o.b\=o.b=Ffb!.coslP (4.9) 

songa aytiladi. a = (.I" Y" 1,) va b = (.1'1' Yl' ZI) vektorlaming skalyar kO'paytmasi: 

(a. b) = o·b = .I,XI + Y,YI +l,ZI (4.10) 

fonnula bilan aniqlanadi. 
Vektoming skalyar kvadrati 

- - -I r:i 
(a.a)=a =M =x'+i+z1 (4.11) 

yoki 

1aI=& (4.12) 

9. a = (.1'" Y" 1,) va b = (.I,. )'1' ZI) vektorlar orasidagi burchak 

(4.\3) 

formula orqali aniqlanadi. 
10. Ikkita ova b vektorlar ortogonal deyiladi, agar ulaming skalyar ko'paytmasi 

nolga teng bo'lsa, ya'ni a·b =0. 

ll. Ikkita a=(xl,yl.I,) va b=lx1• J'I' 11) vektorlaming kolleniarlik (parallellik) 
sharti 

- - .I Y 1 I 
b = kat yoki .:J. = ~ =.:l. =-: 

x, )" z, k 
(4.14) 

ortogonallik (perpendikulyarlik) sharti 
ab '" 0 yoki X,.I, + Y,YI + liZ: .. 0 (4.15) 

MisoUar. 
I. Berilgan 0 = (2; -I; - 2) va b = (8; - 4; 0) vektorlar bO'yicha quyidagilami toping: 
a) ~ = 2a va d = ii -0: 
b) ~ va d vektorlaming uzunliklarini; 

62 



c) d vektoming skalyar kvadratini; 
d) (;, d) vektorlaming skalyar ko'paytmasini 

e) ~ va d vektorlar orasidagi burchakni 
Yeelt;s". a) la'rifga asosan ; - 2a -(4; - 2; -4); d .. b -~ .. (6; - 3; 2). 
b) (4.3) fonnulaga asosan, ;: va d vektorlaming uzunliklarini 
R"'~41 +(-2)1 +(-4)' =6; PI .. ~61+(-3)1 +21.7. 

c) Vektoming skalyar kvadrati (4.11) formulaga asosan (d, d) = dl = PlI = 71 = 49. 

d) Vektorlaming skalyar kO'paytrnasi (4.10) formulaga asosan, 
(~. d) = 4·6+ (-2)(-3)+ (-4)·2 = 22 

e) Vektorlar orasidagi burchak (4.13) formulaga asosan COS9'=(~)=~ .. 0.52 
1"1"1 6· 7 

bundan 9' = arccos 0.52.58'. 
2, Quyidagi ~ va b vektorlar berilgan. Berilgan vektorlar modullarini, ulaming 

chiziqli kombinatsiyasi ~ vektor koordinatalarini va uzunligini, ~ va h vektorlaming 
skalyar ko'paytmasini, ular orasidagi burchak kattaligini, o'zaro ortogonalligini 
aniqlang: 

- ( ./2./2) - - • r.;- -a= 0'2'2 ' b .. (-I,2,-2), c-H2a-b. 

Yee";s", R=J02 +( ~r +( ~r =1 I~=J(-I)I +21 +(_2)2 =3 

;=3.f2~-b=3./2.I~ -[-~l=r:l ya'ni ;=(I,I.5)·I~=N+II+SI =3..f) 
./2 -2 \5 
2 

-- ./2./2 - -
(a·b)=O·(-I)+-·2+-·(-2)=0 bo'igani uchun berilgan a va b vektorlarortogonal, 

2 2 

ya'ni ular orasidagi burchak kattaligi: fa"b) = 90'(%) 
J. 0=(2;1;-1) vektorga kolleniar va (a, b) = 3 shartni qanoatlantiruvchi b 

vektomi toping. 
Yedlis". Faraz qilaylik, b = (.r., Y., z,) bo'isin, u holda (~,b)= 3 = 2.t, + y. - z,. 

Kolleniarlik sharti esa .t, z Y • .. ~ = I ni beradi. Bundan .t, '" 21. y, = I. Z, "-I; ulami 
2 1 ,.1 

birinchi tenglikka qo'yib turib t=O,5 ni bosil qilamiz va .t, -I, y, '" OJ. z, ,. -0.5. 

DemaL- b=(I'.!.' _1.). ... • 2' 2 

4. a .. (5; 2; 5)vektoming b =(2;-1; 2) vektor o'qidagi proyeksiyasini toping. 
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Yeclrisll. pr,a = (a. b) = 2·5+ (-I)· 2 + 5 ·2 =.!.! = 6. 

Ihl J21 +(-lY +21 3 

3. Agar ~ + 2b va S~ - 4b vektorlar o'1.8ro perpendikulyar bo'isa. ~ va b 
birlik vektorlar orasidagi burchakni toping. 

- - - - -I - -I - - - 1 Yeclrisll. (a+2b)(Sa-4b) = Sa +6ab-Bb =6ab-3=0. ~6ab=3~ab=-. U 
2 

holda 
a·b 1 If 

cos,=~=-~rp=-. 

fin"! 2 J 

4. Quyidagi b =(8: - 3: -10; 10) vektomi 
a, =(1:0;4;3~ a; =(-2: J: 1;4~ 0, =(1; 1;-4; S~ 

u. = (I: - 2: 0; 3) vektorlar sistemasining chiziqli kombinatsiyasi ko'rinishida 
yoyish mumkin yoki yo'qligini lekshiring. 

Yeclrisll. u,,(, +u1,(1 +o).t, +o.x. =b vektor tenglamani koordinatalarda chiziqli 
lenglamalar sistemasi ko'rinishida yozib olamiz va uni Gauss usuli bilan yechamiz: 

-2 I 

-+10 3 (I) -2 -3 0 

-5 0 1 

3 1 -2 

II 
-J ' ..... [

!~J -2 1 

4 I -4 
) 4 5 

8 
-2 -) 

o -10 

) 10 

o 9 -8 

o 10 

1 8] r 1 
-4 -41 -+ 0 

o -14 \ 0 

33 0 -20 -66 

4 0 4 -8 

[

I -5 

o 
o 33 

o (I) 

100 

010 

001 

000 

-2 -3 0 o II] [I 
o -20 -66 ..... 0 

o -2 0 

008 

o I -~ 

o 0 [-H) 
o 

I] [I 0 0 3 -.0 0 
o 0 0 0 

-2 0 I 0 

o - 2: ... , = -2 _ yagona yechimi. 
o I] x, = 1 
o 3 X, = 3 

o X, = 0 

o 1 1 

o -l 

Demak. b vektor berilgan a,. 01' op u, veklorlar sistemasi orqali yagona usulda 
yoyilishi mumkin: b = u, - 2al .3a) + O· a •. 

7. a = (5; I; -2) va b = (I; 5; -2) vektorlar berilgan. 3~-;; vekloming: 
a) 3~ -b vekloming koordinata o'qlarida hosil qilgan proyeksiyalarini; 
b) uzunligini; 
c) YO'naltiruvchi kosinuslarini toping. 
8. Quyidagi ~ va b vektorlar berilgan. Berilgan veklorlar modullarini. ulaming 

chiziqli kombinatsiyasi ~ vektor koordinalalarini va uzunligini. ~ va ;; vektorlaming 
skalyar ko'paytmasini. ular orasidagi burchak kattaligini. o'zaro ortogonalligini 
aniqlang: 

a) ~=(O.O.-I.I). b=(I.1,I.I) (:=2;.b. 
b)~=(l,2.3), ;;=(-5.3,2), ~=-4~+J;;. 
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9. ~ = 2;;; + 4~ va b =;;; - ~ vektorlar berilgan, bu yerda ;;; va ~ birlik tektorlar, ular 
orasidagi burchak 120' . ~ va b vektorlar orasidagi burchakni toping. 

10. Tekislikda uchta ~,b,~ vektorlar berilgan. Ma'iumki, R=l ~=3. R=3 

(~'b)=60', 

(b~:I= 60', J = -~+b -c vektor uzunligini toping. 
11. a va fJ ning qanday qiymatlarida ~ = -fi + 3 j + fJ k va b = a i - 6) + 2k 

vektorlar: a) kolleniar, b) ortogonal? 

12. OA vektor OX, or va OZ o'qlari bilan mos ravishda !!..., !!..., !!... burchaklar 
3 3 4 

hosil qiladi. Agar 8(2; 2; - 2./2) bo'lsa, OA va 08 vektorlaming perpendikulyarligini 
isbotlang. 

13. Uchta ;(2; - 2~ /,(2; -I~ ~(2; 4) vektorlar berilgan. p = 20 -b+~ vektoming 
koordinatalarini toping hamda a va b vektorlar bo'yicha yoying. 
14. To'rtta vektor berilgan: 
-;; = (2: I; o~ b = (I; -I; 2~ ;; = (2; 2; -I~ d = (3, 7, - 7). ; vektorni b, c, d vektorlar 

bO'yicha yoying. 
15. Q = fi + 31 -6k vektoming uzunligini va YO'naltiruvchi kosinuslarini toping. 

16. m ning qanday qiymatlarida 0""mi-3/~2k va b"" i+2/-mkvektorlar o'zaro 
perpendikulyar bo'ladi? 

17. 0 = j + / + 2* vektoming b "" i - / +4* vektor yo'nalishidagi proyeksiyasini 
toping. 

18. a=31-6/-k, b=i~4/-5k v8~,,3i+4/+2k vektorlarberilgan. a+c vektorni 
b + Z. vektorga proyeksiyasini toping. 

4.1. Vektorlarninc vektor va arllash kO'paytmalari 
a vektoming b vektorga vek/or ko 'poytmas; deb, c = a" b ko'rinishda 

belgilanuvchi va quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi ~ vektorga aytiladi: 
I. ~ vektor a va ii vektorlarga perpendikulyar; 
2. ;; vektor uchidan qaralganda a vektordan ii vektorga eng qisqa burilish soat 

mili yo'nalishiga teskari yo'nalishda kuzatiladi (0, b, ~ vektorlaming bunday 
joylashuvini o'ng uchlik deyiladi); 

3. ;; vektoming moduli a va ii vektorlarga qurilgan parallelograrnmning S 

yuzasini ifodalovchi songa teng, ya'ni A=S=~sinqJ(qJ - a va ii vektorlar 

orasidagi burchak). 
Vektor ko'paytmasining aso,.siy xossalari: 
1. o .. b=-b"o; 
2. (..ta)" ii = a" (..tb): ..t~" ii~ 
3. Q)«(b+~)=o)(ii+;;;~; 
4. Agar a" 0, yoki b" o. yoki allb bo'lsa, u holda 0)( ii "" o. Xususan Q)( a" 0 . 
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Koordinata o'qlari ortlarining vektor k~'pay!"w~ 

I X I = o.} "f = o. h k = 0; 

ixf'Si.})(k =i./i,,1 =}. 

~
7 j Ie 

o)(h=, u, 0, 

h, b, h, 

0=0,; +o,j+o,k, 
agar 

b-b,l +b,}+h,k 

- - . a. a, a. 
Agar 0 va h vektorlar koIleDlar bo'lsa, u hold a b = b = b' 

s ... = 

bo'ls&, u holds 

19. ~ = j + 3} va b = J} - 4k vektorlarga qurilgan parallelogramm yuzasini 
hisoblang. 

YtchiJh. ~ va b vektorlarga qurilgan parallelogramrnning S yuzasi shu 
velctorlaming vektor kO'paytmasining moduliga teng: S= IQ)(bl. Vektor ko'paytmani 

topamiz: 
j Ie 

o)(b=11 J 01 = -121 + 4} -9k. 
3 0 -4 

Demak, S = ~(_12)1 + 41 + (_9)1 ~ JI44 +16+81 = J24lkv birlik. 

~ , b. ~ vektorlaming ara/ash ko 'pflytmasi (ab~) deb, (u)( b) vektor 
ko'paytmaning ~ vektorga skalYBr ko'paytmasiga aytiladi. AraIBsh ko'pBytmaning 
xossalari: 

4. (~x;;)·~=~·(bx~). 
Bu xossadan aralash ko'paytmani ~b~ ko'rinishida belgilash mumkin ekanligi 

kelib chiqadi. 
5. ~b~=b~~=~Qb, ya'ni kO'paytiriluvchi vektorlar o'rinlari doiraviy 

almashtirilganda aralash ko'paytma qiymati o'zgarrnaydi; 
6. Qb~=- b~~, Qb~=-~b~, ~b~=-Q~b, YB'ni qo'shni ikkita vektorlaming 

o'rinlari alamshtirilganda aralash ko'paytma ishorasini o'zgartiradi; 
7. agar vektorlardan aqalli bittasi nol vektor yoki Q, b, ~ vektorlar komplanar 

bo'lsa, u holda Qb~=O bo'ladi. 
Agar 

- - - -
u=o.; +o,j+o,1e 

b=b,l +h,J+o,k 

c=c,1 +c,j+c,1e 

bo'lsa, u holda 

r:
' 0, Q, 

(abc) = h, h,. b, •. 

c, c, c, 

Agar D, b, ~ vektorlar komplanar bo'lsa, u holda 
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t
' a, a, 

h, h, h,I",O. 

c, c, c: 

Aralash ko'paytma ko'paytiriluvchi vektorlarga qurilgan parallelopiped hajmiga 
ishora aniqligiga teng, ya'ni V = ± (abc). 

20. Uchlari A( I, 2, 0); 8(-1, 2, I); ceO; -3; 2) va D( I, 0, I) nuqtalarda OO'lgan 
piramidaning hajmini hisoblang. 

Yecltislt. Piramidaning A uchidan chiqqan qirralariga mos keluvchi vektorlami 
topamiz: 

AB=(-2:0;1}.AC=(-1:-5:2). AD=(O:-2;1). Piramidaning hajmi shu 

vektorlarga qurilgan parallelopiped hajmining .!. qismiga teng bo'iganligi sababli 
6 

1-
1 

0 1 v:t!I- 1 -5 :!.4=~ kub birlik. 
6 6 J o -2 I 

21. a va b vektorlar o'zaro 4'",45'!i burchak tashkil qilib, ~"'~"'5 bo'lsa, 

r '" Q - 2b va q'" 3a + 2b vektorlarga qurilgan uchburchak yuzini hisoblang. 
22. Uchlari A(7, 3, 4), 8( I, 0, 6), ce4, 5, -2) nuqtalardan iborat uchburchak 

yuzini hisoblang. 
23. Piramidaning uchlari berilgan: A(2, 3, 1),8(4, I, -2), ce6, 3, 7), D(-5, -4, 8). 

Uchburchakning D uchidan tushirilgan balandligi uzunligini toping. 
24. Uchburchakning uchlari berilgan: A(I, -I, 2), 8(5, -6,2), C(I, 3, -I). Uning 

8 uchidan AC tomoniga tushirilgan !?~Iandligining uzunligini hisoblang. 
25. Uchlari A(2, -I, I), B(5, 5, 4), Cp, 2, -I), D(4, 1,3) nuqtalarda bo'igan 

piramida hajmini hisoblang. 

4.3. Cbiziqli razo va unin& o'lcbovi 
Barcha kompleks sonlaming qism to'plami P quyidagi xossalami bajarsa, sonli 

may don deyiladi: 
• Agar a. PEP. u holda a + PEP va a· peP; 

• Agar a e P. u holda {-alE P: 
1 

• Agar a e P va a '" 0 • u holda - e P. 
a 

Baccha ratsional, haqiqiy, kompleks sonlar to'plami sonli maydon bo'la oladi. 
Elementlari x, y, z,,,. OO'lgsn V to'plam ustida vektor fazo aniqlangan deyiladi, agar 
.r ... y e V. va .r e V. 'Va e P uchun a· x e V bo'isa va quyidagi munosabatlar o'rinli 
bo'lsa: 

l.l'+y=y+x; 
2. (x + y) + Z = x + (y + z); 
3. shun day 30 e V element msvjud bo'isaki, '<Ix e V uchun x+O = x bo'lsa; 
4. VxeV uchun 3-xeV. 1'+(-x)",O; 

S. I·.\' '" 1'. 1 e P. I' E V; 
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6. a(fJr);(ap):r; a.peP; :reV; 

7. a(:r+y);IZJ+lZY. aeP;:r.yeV; 

8. (a + p}.t ; IZJ .. /it 
Vektor fazoning elementlari vektorlar deb ataladi. 
Haqiqiy (kompleks) koordinatali bartha n o'lchovli vektorlar to'plami K' (C') 

orqali belgilanadi. Quyidagi tartiblangan (a ...... a.) n - likka. n- o'lchovli vektor 

deyiladi. 
TO'plamdagi n - o'ichovii vektorlami qo'shish va songa ko'paytirish: 
(a,.a1 .... a..l + <P'.Pl •. ·.P.); (a, + p,.a, + Pll ... a,. + P.). 

~(a:.al ... a.); (..ta,.Ml.···~a.) 

amallari uni vektor yoki chiziqli fazoga aylantiradi. 
16. Quyidagi to'plamlardan qaysi biri sonli to'plam bo'lishini aniqlang: 

a) barcha butun sonlar to'plami; 
b) a+h../3 ko'rinishdagi barcha sonlar to'plami. bu yerda a va b - ratsional sonlar; 
c) m + "../3 ko'rinishdagi barcha sonlar to'plami, bu yerda m va n - butun sonlar; 
d) a + hi ko'rinishdagi kompleks sonlar. bu yerda a va b - ratsional sonlar. 

17. Quyidagi to'plamlaming vektor fazo OO'lishini aniqlang (to'plam 
e1ementlanni qo'shish va ulami songa ko'paytirish odatdagiday aniqlangan). 

a) elementlari haqiqiy yoki kompleks sonlardan iborat barcha kvadrat matritsalar; 
b) darajasi n bo'igan barcha kO'phadlar; 
c) [(2) = 0 shartni qsnoatlantiradigan barcha ko'phadlar to'plami; 
d)[(2) = I shartni qsnoatlantiradigan barchs'ko'phadlar to'plami; 
e) [a; b] kesmada uzluksiz barcha funksiyalar; 
j) barcha haqiqiy sonlar; 
g) barcha kompleks sonlar. 

4.4. Vektorlsrning chiziqli bog'liqligi va chiziqJi erkJiligi. 
n - o'ichovii cltiziq\i razo bazisi va koordinatalari 

Xh X2 • .... Xn vektorlaming chiziqli kombinasiyasi deb ;; ..1,;' +~;;- .... + ~.:;: 
formula bilan aniqlanuvchi ; vektorga aytiladi. bunds A,. )'2' ... ..t .. - tayin sonlar. 

Agar ;..X; .... ;: vektorlar sistemasi uchun kamida bittasi noldan farqli shun day 

..1,. ~ .... ~.sonlar mavjud bo'lib, 

..i,:r,+ ... +A.:r.;O (4.16) 

shart bajarilsa. bu sistema chiziqli bog'liqli deyiladi. Agar yuqoridagi tenglik 
faqat ..1,. = ... = ..t. = 0 bo'iganda o'rinli OO'lsa. x .. Xl, ...• Xn vektorlar sistemasi chiziqli 
erkli deyiladi. 

Ikkita kolleniar vektor har doim chiziqli bo'gliqlidir. Uchta komplanar vektor har 
doim chiziqli bog'liqli. 

n ta chiziqli bog'liqmas vektorlar sistemasi ~.;; ... ;: berilgan OO'lib. ixtiyoriy ; 
vektomi ulaming chiziqli kombinatsiyasi. ya'ni 

.r =a,t, + ... +a.tH (4.17) 

shaklida ifodalash mumkin 00'158. u holda berilgan sistema bazis deyiladi. 
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(4.17) tenglik ~ vektoming ~.~ ... i.' bazis bo'yicha yoyilmasi deYiladi. Fazoda 

chiziqli bog'liq bo'lmagan har qanday uchta ~.~.~ vektor bazis tashkil qiladi. shu 

sababli fazodagi har qanday; vektor shu bazis bo'yicha yoyilishi mumkin. n 

o'lchovli Vfazoda ~.~ ... i.' bazisniajratibolarniz \fxeVuchun x=o,e,+olfl+ ... to,l. 
yagona yoyilma mavjud. a,.a! .... a. sonlar x vektoming koordinatalari bo·lib. bunday 
yoziladi: 

.f = I a"ol.· .. a.l· 
Agar bazisning vektorlari o'zaro perpendikulyar va birlik uzunlikka ega bo'isa. bu 

bazis ortonormallangan bazis deyiladi va u ortlar deb ataluvchi i. j. k •... n vektorlar 
orqali belgilanadi. 

18, ~l1.3.5.r) • ll;(3.S)1) • Zij(S.7.1,3). 0;(7.1.3.5) vektorlar chiziqli bog'liqmi? 
Yechish: 

I 3 5 ~ 
t. _13 5 7 I 

15 7 I 

,7 I 3 ~ 
!:J.rI: 0 bo'igani uchun ct. 0;, 0,. a. vektorlar chiziqli erkli. 
19, Barcha n - o'ichovii vektorlardan iborat R' fazoning o'lchamini aniqlang va 

bazisini toping. 
Y~clr;slr. Dioganal sistemalaming vektorlari t, = (1.0 ..... O).tl = (0.1... .• 0) • 

... e. = (0.0 ..... 1) chiziqli bog'liqsiz va har bir n - o'lchovli vektor f,. e,.. r. sistema 

bO'yicha yoyiladi. Demak, f,. fl' .... e. - R' bazis va dim R' = n . 

30, Darajasi n dan oshmaydigan_~archa P.(/) ko'phadlar fazosining o'lchamini 

aniqlang va bazisni toping. 
Y~clrislr. 1.t.1 1 ..... I·ko·phadlar chiziqli bog'liqsiz sistemasi tashkil qiladi. va 

darajasi n dan yuqori bo'imagan har bir ko'phad bu sistema bo'yicha yoyiladi. 
Demak 1.1.1' ... 1' - p.(1) fazoning bazisi va dimP.(/)= n + I. 

4.5. Cbiziqli fazoda lkalyar ko'paytma tusbuDcbui 
n o'lchovli V fazoda x = (O'.OI ... ,aJ va )' = (P"Pl''''P,,) vektorlar berilgan bo·lsin. 

Ulaming skalyar kO'paytmasi r· y '" o,p, +OIPI + .. ,a.P. formula bilan aniqlanadi va 
quyidagi xossalarga ega: 

I)xy=yx 
2)(x + y)z = Xl + yz; 
3) (ar)y = o(ry); 

4) u>O. agar x .. O: 

E"klid fa:.osi. Haqiqiy so~ar to'plami ustida aniqlangan vektor fazOOa skalyar 
kO'paytma aniqlangan bo'lsa u Evklid fazosi deyiladi. Vektoming uzunligi 

I~ '" ~ = JO,I + all + .. ,a.l. Uzunligi birga teng vektor birlik vektor deyiladi. 

t,.e, ... I. bazis orto deyiladi. agar ; .. j da e,"," 0 bo·lsa. Evklid fazosining 

vektorlari uchun Koshi-Bukyak.ovskiy va uchburchak. tengsizligi bajariladi: 
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IXYISlxlYI 

I.r+ YI S IxHY~ 

4.6. Chiziqli operator 
Chiziqli operator ustida amallar. Chiziqli operatoming xos sonlari va xos 

vektorlari. 
Agar fazodagi har bir x vektorga o'sha fazorllng aniq y = Ax vektori mos 

qo'yilgan bo'lib. u ushbu A(,t,x, + ~.\',) = ,t,Ax, + A, Ax, chiziqlilik shartiga bo'ysunsa u 
holda A chiziqli operator deyiladi. bu yerda XI va .1'2 fazoning ixtiyoriy vektorlari 
), va ~ iXliyoriy sonlar. Agar shunday noldan farqli x e R" vektor mavjud bo'lsaki. 

Ax=lr (4.18) 
tenglik bajarilsa A son A chiziqli opcratoming xos soni. x esa xos vektor deyiladi. 

Boshqacha aytganda matritsani uning xos vektoriga ko·paytmasi. bu vektomi A 
baravar. cho'zish (A> l)yoki siqish (A < 1) dan iborat. A = 1 da vektor o'zgarmaydi. 

(4.18) tenglikning boshqacha ko'rinishi 
(A-AE)x=O 

£ - birlik matritsa. 0 - vektor. A matritsaning elementlari Qij - bo·lsa. A chiziqli 
operatoming e" ... ,t. bazisdagi matritsasi yana A harfi bilan belgilanadi. 

[

a" -A a" 

A _ AE = a" a" .. ~_~... a,. 

a" a.: a.-A 

a" 

xarakteristik matritsa deyiladi. A - AE = Otenglama xarakteristik tenglama deyiladi. 
31. Matritsaning xos son va xos vektorini toping. 

A = (~ ~) 
Yechislr. Matritsaning xarakteristik tenglamasi 

1
3- ~ 2 1 = O. 

I 4-./. 

bundan A' -7A, + 10 = 0, ,t, = 2, ~ = S. Xos vektomi topish uchun: 

(
all all y.r, ) = ~( .r, } 
Q JI QJ:,A.r, .l"J (

all-A all Xx,)=(O} {(a"-~)x,+a,,.r,=o /1=2 ga 
all all - ~ .f, 0 OIlX, + (a" - A)X, = 0 

mos keluvchi xos vektor 

{
.r, + 2x. = O. . h" bo I d' b b' I b d b ak . slstemamng yec Iml 'a I. u lIta teng ama, .1'2'" e 015 • XI = 
x, + 2x, = 0 

(-2b. b) = b(-2. I) bo'ladi. 
~ = 5 xos songa mos keluvchi xos vektor 

{
-h, +2.x, ~O 

.II -.11 -0 

erkli o'zgaruvchini .1'2 = c deb olsak. X2 = (c, c) = c(1. I). b va c ixtiyoriy sonlar 
bo'igani uchun billa xos songa bir nechta har xii uzunlikdagi xos vektorlar mos 
kelishi mumkin. Masalan. bir jinsli sistemaning fundamental yechimlariga mos 
keluvchi xos vektorlar 
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xl=(-2, I), x2=(I, I). 

4.7. Kvadratik formalar 
Kvadratik fonna deb L{x,. Xl' .... X.} "ta XI. x2, ... , Xn noma'lumlaming har bir 

qo'shiluvchisi bir noma'lumning kvadrati, yoki ikkita turli noma'lumning 
kO'paytmasidan iborat yig'indiga aytiladi. Kvadratik formani L = X' AX yoki 

L(x" .1"1' •.••• ~J= tta.x,.1", ko'rinishida yozish mumkin. Kvadratik formaning 
,.1,.1 

kanonik ko'rinishi deb, noma'lumlarning kO'paytmasini o'z ichiga olmagan berilgan 
kvadratik formaga ekvivalent fonnaga aytiladi. 

L .. t~>"x,xJ kvadrtik forma kanonik ko'rinishga ega deyiladi, agar barcha 
/.1,_1 

"d 0 b 'I ,. L 1 1 I ~ 1 
I ~ J a a" = 0 sa, ya m: =a"x, +aux1 + ... +a_.1". = i,.a,x, . ,., 

Har qanday kvadratik formani noma'lumlami chiziqli almashtirish X = SY (bu 
yerda X ={X" Xl' ...•. ~.} - o'zgaruvchilarning ustun matritsasi) yordamida kanonik 
ko'rinishga keltirish mumkin. 

Agar barcha x ~ 0 da L(x) > O(L(x) < 0) bo'lsa, u holda L(x) musbat (manfiy) 
aniqlangan kvadratik forma deyiladi. 

32. Kavdratik formaning matritsasini yozing. 
F= h,l -5x: +8x: + 4x,x) - 2x,x, + 6xl .1"J' 

fec";s". .~,x, = x,x, (i ~ k) ko'paytmalaming koeffitsiyentlarini a" + a" bilan 
belgilaymiz. bunda a .. = a". {a" +!'J> )x,x, hadni a .. x,x, + a"x,x, ko'rinishda yozib 
olamiz. Bunda F kvadralik formani quyidagi ko'rinishda yozish mumkin: 

F = hi + ~.t,XI - X,X, + ~XIX, - 5x; + 3x)x, - x,x, + 3x,x l + 8x;. Endi F kvadratik 

formaning A matritsasi: A _( ~ _2S -)1) ko'rinishda bo'ladi. 

-I ) 8 

lxtiyoriy kvadratik formaning o'zgaruvchilarini nomaxsus chiziqli almashlirish 
yordamida kanonik. ko'rinishga keltirish mumkin. 

Buni misolda namoyish etamiz. L=2xI2+4xIX2-3x/ kvadratik formani olamiz. X,2 
oldidagi koeffitsiyent noldan farqli bo'lgani uchun XI bO'yicha to'liq kvadratga 
keltiramiz: 

L=2(xI2+2xIX2)-3xz2=2(XI1+2xIX2+ x/- x/)-3 x/=2(x,+ xzi-5xZl 
Agar YI=X I+X2. Y2=X2 desak, L=2yI 2_5Y2J kanonik ko'rinish hosil bo'ladi. 

J3. Quyidagi matritsaga mos kvadratik formani toping. 

[ 
\ -2 3] 

A= -2 5 -I 

3 -\ 0 

{
I -2 JIX'] fec";slr. L = XitX"' {x .. .rt,.r, - 2 5 -\ .rl '" x: + Sx; - 4.r,.r1 + 6.r,x, - 2.r,x,. 
J -\ O.r, 

Quyidagi kvadratik. fonnalarning matritsasini yozing. 
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34. F = _XII + 2x: -3x; + 2xlxI + 4xlx, 35. F = 2XIX1 + 4.rlx) - 6x l x, 

36. F = X,I + .T; - 2:r,x l + SX,.T., 37. F = 3x~ ... xi - X,XI 

Quyida berilgan kavdratik fonnalami kanonik ko'rinishga keltiring. 
38. F = XII + 3x: + 4x: + 2:r,xl + 2x,.1', + 6xI .1', 39. F = 2z~ - 3x: - 4xlzI + 4.1'1.1', - 8.1'l x) 

40. F = X,I + 2z,xl + 2.1'JxJ 41. F"X,I_4z1x)+x: 

42. Uchlari A. B. C nuotalarda bo'l .. tan uc hburchakn' ... ------ -- -

~ A B C 
I 0, -I, I) (-I, 1,2) (2, -2, 4) 
2 (4,5,2) (-5, 0, -2) (I, -4, 6Y 
3 18,2, -6) (0, -5 l) (4, I, -3) 
4 (5,4,3) (-2,2, I) (0,4,4) 
5 (- 10,8,-4) (-7,7, -3) (-9,5,-7) 
6 (3,6, -3) (2 5, -2) (1,4, -3) 
7 (-5,3,1) (-2,0, 1) (-1,4,-1) 
8 (4, -2, 2) (3,2,2) (4,2, -4) 
9 (2 -1,2) (0, -I, I) (-3,0, I) 

10 - (6,2,5) (5,2,4) (7,3,5) 
II (-1,2,2) (-3,6,2) (2, -3, I) 
12 (5,4,10) (4,5,9) (\,6, II) 
13 (8,4, -4) (7,2, -3) (9,4, I) 

14 (2,5, -I) (3,6 -I) (-1,4,-3) 

I-lL (I, I, -I) (2, -3, -4) (2, I, -2) 

43. Piramidaning uchlari A, B, C. D nuqtalarda yotadi. Piramidaning hajmini 
toping. 

N2 A B C D 
I (2, -1,0) (1,-2,-2) (-1,2, I} 11,0,21 
2 (-3, -I, 0) 1-1, -I, 6) (2 2, I) (0,2, I) 
3 (6,1,-2) (0, -4, 5) (-3, 2, It 11,O,1l 
4 (1-3,7) (-1,0,3) (2 3,0) (0,3, I) 

! 5 (5,3, -4) (1,0,2) (2,3,0) (-1,3,10) 
6 (0,2,5) (-2,-1,2) (2,5, I) (7,6, 10) 
7 (1,2, I) (-6,0,5) (-3,0,0) (-1,2,4) 
8 (-8,5, -2) (2, 1,-4) (-2, -I, 7) (-3,6,4) 
9 (2,4,8) (3,6,9) (-1,0,0) (1,0,0) 
10 (4,2, -IJ 1-2, -I, 3) (10,0,-\) (1,1, I) 
II (1,2,3) (2,3,4) (3,4 5) (4,5,6) 
12 (-1, -3, -2) (-4, -3, 2) (2,2,0) (-1,0,7) 
13 (0, -I, -2) (5,3,4) (-I, I, I) (3,0,3) 
14 (2,2,2) (-3, -3, -3) (\,2,0) (-2,-3,1) 
15 (1,0,2) (5, 3, -2) (2, 1,4) (-2, -3, 8) 
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4.8. Iqtisodda chiziqli modellar. Savdoning chiziqli modeli 
n ta mamlakatning budjeti Xio X2, .. ' Xn tovarlar sotib olishga sartlanadi. Biz 

ayriboshlashning chiziqli modeli - xalqaro savdo modelini qaraymiz. 
j - mamlakatning ; - mamlakat tovarini sotib olishga sarflaydigan Xl - budjetning 

bir qismi a'j koeffitsiyentlar matritsa[~~i k~~~iZ~,.] 

A= a.,., all ... a" (4.19) 

Q", elHl .•• Q-

U holda bor budjet mamlakatning ichidan va tashqarisidan tovar sotib olishga 
sartlansa, 

ta" =1 (4.20) ,., 
o'rinli bo'ladi. (4.19) matritsa (4.20) shart bilan savdoning strukturaviy matritsasi 
deyiladi. ; - mamlakatning ichki va tashqi savdodan daromadi: 

P, = O"XI+ O,JX2+··· +Q,nXn 
Balanslashtirilgan (defitsitsiz) savdo sharti tabiiy ravishda quyidagichadir: har bir 

mamlakatning budjeti savdodan tushadigan daromaddan oshmasligi 
kerak, p. ~ x" ya 'ni 

O,tXl+ O,2Z2+ .. · +o,nXn ~X, i = I.n. Bu shartda tengsizlik belgisi bo'lishi mumkin 
emasligi isbotlanadi va 

j

all.l l +DI:rJ'l + ... +a, • .t. ::.1', 

a,!x!.+allx, + ... +a,.x; ~x' 

Q",X, + Qnl%l +. + Q..,..rr -.I .. 

(4.21) 

(4.21) sistema matritsa ko'rinishida 
.~x = x yoki (A - E)X = ii (4.22) 

Matritsaning xos soni A = 1 ga mos keluvchi xos vektor taqchilliksiz xalqaro 
savdoning budjetlaridan iborat bo'ladi. 

Misol. To'rtta mamlakat savdosining strukturaviy mBtritsasi 

A= f
O.2 OJ 0,2 0.2] 
0.4 0,) 0.1 0,2 

lOJ 0,) O.S 0,2 

0,1 0,1 0.2 0,4 

budjetlar yig'indisi XI + x2 + xl + X • .= 6270 (shartli pul birligi) bo'lsa, bu 
marnlakatlaming budjetini toping. 

Yecltish. Berilgan struktura~iy matritsa A ning xos soni A = I ga mos keluvchi xos 
vektor :r ni 

topish kerak, (A - E'ji = 0 ya' ni tenglarnani yechish kerak. 
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[

-0,8 0,) 

0.4 -0,7 

OJ 0,3 

0.1 0.1 

0,2 

0.2 IX'] [0] 0,2 x, = 0 
0.2 x, 0 

0.2 -0.6 x, ° 
0.1 

-0,5 

bu sistemaning rangi uchga leng bo'lgani uchun, noma'lumlardan bittasi erkli 
o'zgaruvchi va u orqali qolganlari ifodalanadi. Sistemani Gauss usuli bilan yechib 
xos vektor x ning komponentiarini topamiz: • 

140 146 20 
x, = me. x, = me, x, = lie. x, = c. 

Topilgan qiymatni berilgan budjedar yig'indisiga qo'yib c kattalik.ni topamiz: c = 
1210, bundan defitsitsiz savdoda mamlakatlar budjetining izlanayotgan kattaligini 
topamiz. 

XI = 1400, Xl = 1460, x) = 2200, X4 = 1210. 
44. Berilgan vektorlar sislemasi chiziqli bog'liq yoki erkli ekanligini aniqlang. 

AI = (3,5, 1,4), A2 = (-2, I, -5, -7), A) = (-I, -2, 0, -I). 
Yechislt. A IXI + A,xl + A]XJ = 0 bundan quyida tenglamalar sistemasini hosil 

qilamiz: 

Sx, + x, - 2x) = 0 X, = Sx, 

(

3X' - lx, -X) = 0 

x, - 5x, + 0 .xJ_ = 0 ::::> {XJ = I3x, 

4x,-7x,-x,-0 __ 

Oxirgi hosil qilingan tenglamalar sistemasining nolmas yechimlari ham mavjud. 
(Masalan XI= 5, Xl = I, XJ = 13). Demak, A I, A2, A) velctorlar chiziqli bog'liq ekan. 

45. Quyida berilganlarga ko'ra 8=(2,7, 11,6) vektomi AI=(2, 4, 0, 3) .Al= (-3. 
0, 1,3), AJ(I, -I, 10, -3) vektorlar orqali ifodalash mumkinmi? 

Yechish. Alxl + AJX2 + A).l") = 8 tenglamaning umumiy yechimini topamiz. 
Bundan 

(2,4,0, 3)x1 + (-3, 0, I, 3)x2 + (I, -I, 10, -3)x) = (2, 7, 11,6) ::::> 

Demak, 8 = 2AI + A2 + AJ 

2x,-3x, +X, =2 

4x, +O·x, -x, = 7 

O,x, +X, +IOx) =11 

3·x, +3x,-31", =6 

::::> Xi =2. X, =1. x) =1 

46. Quyida berilgan uchta vektorlar bazis hosil qilishini tekshiring. 
~=10.3,ll.b={I.-2.0}. ~=II,O,I}. 

1
0 - ,t, - A., = 0 lA, + .l., = 0 

Yechish. ~-,t,b-.l.,c=O::::> 3+2,t,-0·.l.,=0::::> -2A,=3 
I-O·A,-.l.,=O .l.,=1 

Bundan ko'rinadiki berilgan yuqoridagi sistemani yechimi yo'q. Demak ~.b.~ 
vektorlar chiziqli erkli. 

47. Berilgan vektorlar orasidagi burchak kosinusini aniqlang va slc.aJyar 
Ic.o'paytmasini toping. 
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Yeclrislr. ~·b = 1·(-1)+ 1·1 +3·3 = 9 

~ = 11,1.3} 
b = \-1, I, 3} 

f1 = .. h~ + I~ + 31 =.J1l ~I = ,jr-(I~)l-+-(I)--::-~-+ -'-31 = Ji1 

~.ii=I~I·~I·COSll' 

fonnuladan 9:J1i . .JIj.coSrp COS9'=~. 
II 

48. Agar,42 - AI va Al - AI vektorlar propo~ional bo'imasa, u holda Ah A2, Al 
vektorlar chiziqli bog'liq emasligini ko'rsating. 

Yeclrislr. A 1(0., b., CI) A2C02, b2, C2) Al(Ol, bl, Cl) 
A2 - AI = (02- 01; b2 - bl; C2 - CI), A) -AI = (Ol-QI; bl - bl; Cl-CI) . .42 -AI va 

A) - A I vektorlar propo~ional emasligidan 

j

a,_OI_).(o,-a l ) j().-I)aI-kl,+Q,_O 

~,-il. _..t(b1-b, ):::) (~-I)b,-).b, +b ... O 

',-e, _ ..t(e, -e,l (A.-I)c, -..le, + e .• _0 

j 
A,Q, + ~a, .. A-,a, 

Demak, A,q + ~b, .. A-,b, bo'lib, A. .. A2. AJ vektorlaming chiziqli bog'liq 

A,e, + ~"l - ~c, 
emasligi kelib chiqadi. 

K vadratik formani kanonik ko'rinishga keltiring. 
49. F = XI 2 + 2x/ + 7:1:/ + 2xIX2 + 4x~) + 2x)X1 
Yechislr. Nomalum XI ni o'z ichiga olgan hadlami guruhlab, to'la kvadrat 

ajratamiz: '-
F = XI 2 +(2xIXl+2xIXl) +2.x-/ +7xJ

l +4X~1=XI1+2xI(X2"t" x) + (X2+ X)2_ 

- (X2 + X)l + 2x21 + 7x/ + 4x;>t) '" (XI + (X2 + x)i + x/ + 6x)1 + 2x~) = (XI+ X2 + 
Xl)2 + (X2 + xli + Sx/ 

Endi Xi, X2. X) o'zgaruvchilardany.,Yl,Yl o'zgaruvchilarga 
fy' =X, +X, +X, 

o'tamiz'r1 =x, +X, 

,Yo =X, 

natijada kvadratik fonnaning kanonik ko'rinishini hosil qilamiz: F = y,' + y,' + 5y,'. 

SO. F '" XI 2 + 3X21 + 4x/ + 2xIX2 + 6x2Xl + 2xlXl 
Yeclr;slr. 

F = xI 2 + X2
1 + X) 2 + lxlxl + 2x2X) + 2x)X1 + 2x2

2 + 3x) 
1 + 4xjX) = (XI+ Xl + X)l + 

2(X2 +X)2 + X12 

J

YI = X, + X, + x, 

Belgilash kiritamiz, Yl = J'l-+ x) :::::) F = y,l + 2Y1 1 
+ Yl l 

y, =:rl 

Berilgan vektorlar sistemasi chiziqli bog'liq yoki erkli ekanligini aniqlang. 
51.a,=(2,-I,3,5), a,=(6,-3, 3. 15) 52. a,=(-4.2.8).a,=(14,-7.-28) 

53. a, = (-7.5.19). a, = (-5.7.-7). a l = (-8.7.14) 
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54. u, = (0. I. I. 0). 0l = (I, I, 3, I), 0,: (1,3, S. I). 0. = (0, I. I. 2). 

Barcha shunday a sonlami topingki bunda, B vektor, A h A2, .,. , An vektorlarga 
chizqli bog'liq bo'isin. 

55. h = (2,0,3).0, = (1,2, I), 0l = (3. 4, 5). OJ = (4, S. 7). 

56. h = (I 5,6,0), u, = (5.2. I). o! = (I 0.4.2). 
57. b = (3. s. u). u, = (2.4.3). u! = (1,6. S). uJ = (I, S. 4) 

58 Nol bo'imagan b vektor a" a2, a) va a" aJ, a6 vektorlar bilan mos ravishda 
chizqli bog'\iq bo'ls&, u holda a" 02, a), a4, OJ, a6 vektorlar chizqli bog'\iq vektorlar 
sistemasi ekanligini isbo! qiling. 

59. Quyidagi berilgan vektorlarni bazis hosil qilishini tekshiring. 
~ = 14. 0, II. b = 13. I. -II. ~ = 10. - 2.1/ 

60. ~ = \1. 0, 41, b = I-I. 1.3), ~ = II, - 2, 0 ) 

61. ~ = {1.2. -I). b = 1- 3. O. 2). c = II, -I. 41 

62. ~ = \1.2. -II. b = 12. 3, 0 I. c = I-I, I. 21 
Berilgan vektorlaminig skalyar kO'paytmasini va uzunliklarini aniqlang. 

63. ~={q.IO.I). b=!4.0.-41. 64. ~={7.0.6). b=I-2,-I.sl. 

65. ~=12.s.-31. b=lo.7.3). 66. ~=117.-1.81. b=I-2.-I.s). 

Quyida berilgan formulalami kanonik ko'rinishga keltiring. 
67. F = 21',2 - 31'/ - 41', 1'2 - 8x!X) + 4x)X1 68. F = 1',2 + 2x,X2 + 2xzX) 
69. F = 1',2 + 41'22 + x) 

2 + 2x,X2 + 2xzX) + 8x)X, 

Mavzu yuzasid8. s8vollar 
I. Vektor deb nimaga aytiladi? 
2. Vektoming moduli uning koordinatalari orqali qanday ifodalanadi? 
3.Vektorlar uchun qanday chiziqli amallar aniqlangan? 
4. VektorIaming YO'naltiruvchi kosinuslari uning koordinatalari orqali qanday 

i fodalanad i? 
5. VektorIaming kolleniarlik shartlari. 
6. Bazis deb nimaga aytiladi? 
7. Vektorlaming skalyar ko'paytmasi deb nimaga aytiladi? 
8. Ikki vektor orasidagi burchak nima? 
9. Ikkita vektorning vektor ko'paytmasi nima? 
IO.VektorIaming aralash kO'paytmasi deb nimaga aytiladi? 
11.Vektorlaming perpendikulyarlik va parallellik shartlari. 
12.Qanday vektorIar komplanar deb ataladi? 
13.Vektor va aralash kO'paytmaning geometrik ma'nosi. 
14.Chiziqli fazoning ta'rifi. 
15. n o'ichovli fazoda vektoming uzunligi, vektorlaming skalyar ko'paytmasi, 

ular orasidagi burchak qanday aniqlanadi? 
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S-bob. ANALITIK GEOMETRIYANING ASOSIY TUSHUNCHALARI 

VA USULLARI 

5.1. Tekislikda to'g'ri chiziqlar 
Tekislikda to'g'ri chiziqning umumiy tenglamasi 

A.r+8y+C=0 (AI +81 .. 0) 

Burchak koeffitsiyentli tenglamasi 
y=h+h, 

(k - burchak koeffitsiyenti, b - boshlang'ich ordinati). 
Kesmalarga nisbatan tenglamasi 

(5.1 ) 

(5.2) 

~+l.=l (5.3) 
a h 

(a va b Ox va Oy o'qlarda ajratgan kesmalar). 
M1(xl; YI) va M-z{X2; Y2) nuqtalar orqali o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi quyidagicha 
aniqlanadi: 

X-XI = Y- )'1 

XI-XI YI-YI 

Ikkita to'g'ri chiziqy = klx+b l vay = k~+b2 yoki A1x+BtY+CI = 0 va A}X+B2Y+C2 

= 0 tenglamalar bilan berilgan bo'isin, ular orasidagi ({J burchak 

yoki 

formulalar bilan topiladi. 
To'g'ri chiziqlaming parallellik sharti: 

*1.k2 yoki ~=~ 
AI 81 

TO'g'ri chiziqlarning perpendikulyarlik sharti: 

k!=-f yoki ~·Al+BI·Bl=O 
I 

MrI.,xo; Yo) nuqtadan Ax+BytC = 0 to'g'ri chiziqgacha bo'lgan masofa 
d = lAx, + By. + q 

~AI +81 

formula bilan aniqlanadi. 
MisoUar. 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

1. M1(2, 0) va Ml(3, 4) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing. 
x-x y- y YecJrish. __ I = __ I formulaga ko'ra, 
x, -X, y,- y, 

x-2 y-O x-2 y 
-=- ~--=-
3-2 4-0 I 4 

2. Berilgan to'g'ri chiziqlarni O'28ro parallel va perpendikulyar bo'igan 
juftliklarga ajrating. 

I) 2y + 3x + 5 = 0 2) 6y ... 9x - 25 = 0 
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3)2y+x+8=O 4)y-2x+IO=<J 
Yeclrislr. AI = 3 A2 = 9 AJ = I A. =-2 

B, = 2 B2 = 6 BJ = 2 B. = I 
(5.6) fonnulaga ko'ra AlA. + B)B. = 0 tenglik o'rinli ekanligidan 3) va 4) - to'g'ri 

chiziqlar o'zaro perpendikulyar. (5.5) fonnulaga ko'ra ~ =!i = ~ tenglik 
AI Bl 3 

qanoatlanganligidan I> va 2) to'g'ri chiziqlar o'zaro parallel. 
3, M(O;3) nuqtadan o'tuvchi va a = (2,1) vektorga parallel tog'ri chiziq 

tenglamasini tuzing. 
Yeclrislr. M(O,3,> nuqtadan o'tuvchi biror to'g'ri chiziq tenglamasini qaraymiz. 
Demak bu to'g'ri chiziq M(O,3,) va Mr/..x,y) nuqtalardan o'tadi hamda a ga parallel 
bo'ladi. U holda MM. va a vektorlar kolleniar. Vektorlaming kolleniarlik shartidan 

~ = y ~ 3 to'g'ri chiziq tenglamasi hosil bo'ladi. 

4. 3x + y - 6 = 0 to'g'ri chiziq va A(-3; 1),8(3; 3) nuqtaJar orqal: o'tuvchi 
to'g'ri chiziqJar orasidagi burchakni aniqlang. 
Yeclrislr. A(-3; I) va B(3; 3) nuqtalar orqali o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi 
y = lex'" b bo'isin, u holda 

{
I: -3k+ b f2b = 4 I 

::) ~ ::)k=-
3 = 3k + b lb = 2 ) 

Demak, y = -3x + 6 va y = ~ 1"+ 2 to'g'ri chiziqlar orasidagi burchakni aniqlaymiz. 

I 
I -3-- 1r 

(5.4) fonnualga ko'ra (k, = -3, k2 = -3) tgrp = __ 3 => lp = -2 ekanligi kelib 
I-I 

chiqadi. 
5. C( I; I) nuqtadan o'tuvchi va koordinata burchagidan yuzasi 2 kv. birlik 

bo'igan uchburchak ajratadigan to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing. 
Yeclrislr. Izlanayotgan to'g'ri chiziq tenglamasini kesmaJarga nisbalan yozib 

olamiz. !: + L = I a va b ni top ish kerak. To'g'ri chiziq C( I; J) nuqtadan o'tgani 
a b 

uchun uning koordinatalari bu to'g'ri chiziq tenglamasini qanoatlantiradi: 

!+!=I, yoki a+b=ab. 
a b 

Koordinata burchagidagi uchburchakning yuzi ± S = .!.ab yoki ab = ± 4 shunday 
2 

qilib, ikkita tenglamalar sistemasini yechish kerak: 

{
a + b = 4. {a + b = -4, 

I. 2. • 
ub os 4; ah = -4; 

Bu sistemaJami yechib: 
I) h = 4- a, a(4-a)= 4, a l -o4Q+4 = 0; a, = 2. b, = 2. 

2)b",-4-a,a(4+a)=4. a l +40-4 .. 0: 0u =-2±2.J2. al ",-2+2.fi,bl =-2-2.fi. 

a J '" -2 - 2.fi. bJ = -2 + 2.fi. 
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Demak, masala shat1ini qanoatlantiruvchi uchta to'g'ri chiziq mavjud: 

I) ~+[=I; 2) .r + y =10 3) x+~=l. 
2 2 ~ -2-2Ji . -2-2.fi 2"2-2 

6. Uchlari A(7; 9), B(2; -3), C(3; 6) nuqtalarda bo'igan uchburchakning: 
a) M medianalar kesishish nuqtasi koordinatalarini 
b) A uchidan chiqib BC tomonini E nuqtada kesib o'tuvchi AE bessektrisasi asosi E 
nuqta koordinatalarini aniqlang. 

Yechish. a) D nuqta BCtomonni o'rtasi bo'iganligi uchun (I-rasm) 
x =x,.+.t.=3+2=~ 

n 2 2 2 

Y =)',+y,=6-3=2. ~ ,.{~.2.} 
" 2 2 2 \2'2 

M medianalar kesishish nuqta bo'lganligi uchun bu AD kesmani 1 = 2: 1 (uchburchak 
uchidan boshlab hisoblanganda) nisbatda bo'ladi. Demak M nuqtani koordinatalari 
quyidagicha aniqlanadi: 

7+20~ 9+2.~ 
:r+A.r 2 y+1y, 2 

X" =_0' __ 1 =--=4y" =_, __ 1 =--=4 
I+,l 1+2 I+..l 1+2 

Demak, M(4;4). 

10 
8 

6 

4 

,y 

A(7; 9) 

7 X 

(1- rasm) 

b) Ikki nuqta orasidagi masofa fonnulasiga ko'ra: 

IAc.1 = J(7 -3)' + (9_6)' = S.IABj = J(7 _2)' + (9+ 3Y = 13. 

AE bissektrisa BC tomonni quyidagicha nisbatda bo'ladi: 

). = ~:~L I~~L 2. ~ 
IEBj lAB! J) 

3+ L 2 
x _ Xc +..l:r. ___ 13 __ 49 
E- 1+1 - IS-IS' 

5 
Yr.=Yc+).y.=6+ 0

0

(-3) 7 
1+), 5 1+- 2 +-

13 J) 
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Demak. E( 49 ; !... ). 
18 2 

7. Uchlari A(-7; 2); B(5; -3); C(8; I) nuqtalarda bo'igan ABC uchburchakni B 
uchidan chiqarilgan mediana. balandlik, bissektrisa tenglamalarini tuzing. 

Yeclrislr. B(5; -3) nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziqlar to'plami quyidagi 
ko'rinishda bo'ladi (2-rasm): 

y+3=k(x-5) (.) 

8,_ 

6,_ 

-2'-

-4 B(5; -3) 

(2 - rssm) 

BD mediana tenglamasini tuzamiz. Buning uchun avval D nuqtaning 
koordinatalarini aniqlab, B va D nuqtalar orqali o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini 
tuzamiz. D nuqta AC tomonni!l~ o'rtasi ekanligidan uning koordinatalari 

.f. + Xc - 7 + 8 I )-. + Yr 2 + 1 3 
XLJ =-2-=-2-="2'Yu =-2-=-2-="2 

D(~;2) bo·ladi. BD mediana burchak koeffitsiyenti esa kH,,=)',,-Y. =~+3 =-1 
- 2 xn-x R )12-5 

bo'ladi. 
(.) formulaga k =-1 ni qo'yib BD mediana tenglamasini quyidagicha tuzib 

olamiz: 
y+3=-(x-5) yoki x+y-2=O. 

BE balandlik tenglamasini tuzamiz. bunda AC va BE lo'g'ri chiziqlaming 
perpendikulyarlik shartidan foydalanamiz. AC to'g'ri chiziq burchak koeffitsiyenti 

Ie = YI" - Y. =.!..::3. = _..!... 
A' X, -X.. 8+7 15 

AC va BE to'g'ri chiziqlar perpendikulyar bo'iganligi uchun (5.6) formulaga ko'ra 
1 

Ie.t =--=15. 
t .... 

Demak, (.) formulaga ko'ra BE to'g'ri chiziq tenglamasi quyidagicha bo'ladi: 
y+ 3 = 15(.1'-5) yoki 15x-y-78 = O. 

BE bissektrisa tenglarnasini tuzamiz: 
LABF= LFBC ~ IgLABF -lgLFBC => (5.4) 

II • 
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formulaga ko'ra: k.(:f/l(' 
l+k'I,k., 

k_()1F k .. _~ 5 ~ ---=---.1..", - ij - kif 
1 4 5 ~ I+k •• ·k.,. +3'k.. I---k 12 .1 

J3k~, + I !kif' -33 = 0 (k.F ), = -.!..!., (kv-)z = 2.. BF bissektrisa Ox o'q bilan o'lmas 
3 II 

burchak tashkil qilganligi uchun (ko. ~ = -.!..!. yechimni olamiz. Demak BF bisseklrisa 
3 

tenglamasi y+3=-.!..!.(x-S) yoki Ilx+Jy-46 = 0 kO'ri~ishda bo'ladi. 
3 

8. Quyidagi jadvalda muzqaymoqning nand va unga mos keluvchi bir kunlik 
sotilish miqdori berilgan. 

, P sOlilish narxi 

o P = f(Q) funksiya grafigini chizing. 
o Muzqaymoqqa bo'igan lalab funksiyasini toping. 

Yee";!". Talab funksiyasi chiziqli bo'lgani uchun ixtiyoriy ikki nuqta orqali 
o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasidan foydalanib, uni ko'rinishini topamiz. 

500 

300 
200 

3 -rasm 

Q-Q, p-P'. Q-900 P-IOO Q-900 P-IOO --=--. --=--, --=-- 200 
Ql-Q, P1-P, 300-900 400-100 -600 300 

Q-900 Q I 
--= P-IOO ~ P=--+550. k=--;b=SSO 

-2 2 2 
9. Ikki turdagi transport vositasi bilan yuk tashish xarajatlari P = 100 + 4Q va 

P = 200 + 3Q funksiyalar bilan ifodalangan. Bunda Q - yuz kilometrlardagi masofa, P 
- pul birligidagi transport xarajatiari. Qaysi masofadan boshlab ikkinchi yuk tashish 
mashinasida birinchisiga qaraganda yuk tashish arzonga tushadi. 

Yee";s". {P = 4Q+ I 00 tenglamalar sistemasini yechib to'g'ri chiziqlaming 
P=JQ+200 

kesishish nuqtasini topamiz M(IOO; 500). Rasmdan ko'rinib turibdiki Op o'q 
bO'yicha (xarajat narxi) qaralganda M nuqtadan yuqorida ikkinchi mashina uchun 
sarf-xarajat birinchi mashinanikiga qaraganda pastda joylashgan. Demak, M(lOO; 
500) dan bosh lab uning yuqori qismida ikkinchi mashina xarajatlari kam bo'ladi. 
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400 
200 

0' 10 Q 
(4 - rasm) 

10. 5x - y + 10 = 0 va t!x + 4y + 9 = 0 to'g'ri chiziqlaming kesishish 
nuqtasidan o'tuvchi va x+ 3y = 0 to'g'ri chiziqqa parallel bo'lgan to'g'ri chiziq 
tenglarnasini tuzing. 

11. 3x + 4y - I = 0 va 4x - 3y + 5 = 0 tenglamalar bilan berilgan ikki to'g'ri 
chiziqlar orasidagi burchakni toping. 

12. Parallelogramm ik.k.ita tomonining tenglamalari x+}+5=0 va x - 4y = 0 
bo'lib, diagonallarining kesishish nuqtasi 0(2;-2) bo'lsa, qolgan tomonlarining 
tenglamalarini tuzing. 

13. A(-4; 1) nuqtadan o'tuvchi va koordinata o'qlariga parallel bo'lgan to'g'ri 
chiziqlar tenglamalarini tuzing. 

14. Uchlari A( I; -3) va 8(4; 3) nuqtalarda bo'lgan kesmani uchta teng qismlarga 
ajraling va bo'linish nuqtalarining koordinatalarini aniqlang. 

15, Agar uchburchak tomonlari o'rtalari koordinatalari A(-2; I), B(2; 3), C(4;­
I) lar bo'lsa, uning uchlari koordinatafarini aniqlang. 

16. (3; -I) nuqta oraqli o'tuvchi va Ox o'qi bilan 45° burchak tashkil qiluvchi 
lo'g'ri chiziq tenglarnasini luzing. 

17. A(-3; I) va 8(3; 3) nuqtalar orqali o'tuvchi to'g'ri chiziq va 3x+y-6=0 
to'g'ri chiziqlar orasidagi burchak bissektrisa tenglamasini tuzing. 

18. Uchburchakning A(-I; 2), B(3; -I), C(O; 4) uchlaridan uning qarama -
qarshi tomoniga parallel to'g'ri chiziq o'tkazing va shu to'g'ri chiziqlaming 
tenglamalarini tuzing, 

19. Uchburchakning uchta uchi koordinatalari A(-I; 3), B(3; -2), C(5; 3) lar 
berilgan. a) uchla tomoni tenglamasi, b) B uchidan chiqqan medianasi, c) C uchidan 
A8 lornoniga tushirilgan balandlik lenglarnalarini tuzing. 

20. Uchburchak ikki uchi koordinatalari A(-2; I), 8(3; -4) va balandliklari 
kesishish nuqtasi D(5; -I) berilgan. Berilgan uchburchak tornonlari tenglamalarini 
luzing. 

21. Diagonallari 10 sm v.a 6 sm, kana diagonali Ox o'qida, kichigi esa Oy 
o'qidajoylashgan romb tomonlari lenglamasini tuzing. 

22. Tovar ishlab chiqarish xarajatlari quyidagicha: mahsulOI miqdori 100 ta 
bo'iganda xarajal 200 ptb, 300 ta bo'lganda 500 ptb, agar xarajat funksiyasi chiziqli 
bo'lsa, 500 ta rnahsulot ishlab chiqarishga qancha xarajat sarflanishini aniqlang. 
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23. Ish lab chiqaruvchiga 60 ta tovardan 300 p/b, 100 ta dan esa 800 plb foyda 

keladi. Agar foyda funksiyasi chiziqli bo'I5a, u holda 500 ta tovami sotishdan 
keladigan foydani toping. 

24. Tovami ikkita magazinda sotishdan keladigan foyda P = -2+3Q va P = -

3+~Q funksiyalar bilan ifodalanadi. Bunda Q - yuz donada miqdor, P - foyda 
5 

birligi, ming so'mda. Qaysi miqdordan boshlab ikkinchi magazinda savdo qilish 
foydali bo'ladi? • 

25. Firma tovarining nanci 2000 so'm bo'iganda, bu tovardan 400 ta, 4000 so'm 
bo'lganda esa 700 ta ishlab chiqaradi. Bu mahsulotga bo'lgan taklif funksiyasini 
toping. 

26. Gvozdikaga bo'igan talab narx 100 so'm bo'iganda xarid 2000 dona, 200 
so'm bo'iganda esa 1500 dona. Gvozdikaga bo'igan talab funksiyani toping. 

27. B to varni ishlab chiqarishga sartlanadigan o'zgaruvchan xarajat 
quyidagicha: 

l]fn~- J :~o J 
O'zgarma, xarajat esa 9000 plb bo'lsa, xarajat funksiyasini toping. 

28. Ikki turdagi transport vositasi bilan yuk tashish xarajatlari y = I 50+50x va y 
= 250+ 25x tenglamalar bilan ifodalanadi. Qaysi masofadan boshalab ikkinchi tJrdagi 
transport vositasiga ketgan xarajatJar birinchisiga nisbatan kam bo'ladi? 

29. Ishlab chiqarish hajmi y ni mehnat unurndorligi x ga bog'liqligi chiziqli va x = 

3 da y = 185, x = 5 da y = 305 bo'!sa, ishlab chiqarish tenglamasini toping. x = 20 
da ishlab chiqarish hajmini aniqlang. 

5.2. Ikkinchi tartibli egri chiziqlar. Aylana. ellips, giperbola va parabola 
tenglamalari 

lkkinchi tartibli egri chiziqning umumiy tenglamasi: 
AXI +B.ry+CX+Dyl +Ey+F-O (AI +BI .. 0) (5.7) 

Aylana. Berilgan nuqtadan bir xii R masofada joylashgan nuqtalar to'plamning 
geometrik o'miga aylana deyiladi. Berilgan nuqta uning markazi R, masofa esa 
uning radiusi deyiladi. 

Radiusi R ga teng, markazi C(xo..Yo) va 0(0;0) nuqtalarda bo'igan aylanalaming 
mos ravishda tenglamalari quyidagi ko'rinishda bo'ladi: 

(x - xo)2 + (y - yol = If 
x2+/=R2 

(5.8) 
(5.9) 

30. Quyidagi tenglama bilan berilgan aylana markazining koordinataillri va 
radiusini toping. 

.r l + i -8x+6y-11 = 0 

Yechis". Hadlami guruhlab. to'la kvadrat ajratamiz. 
xl -Sx+16-16+i+6y+9-9-11=0 yoki (X-4)1+(y+3)1=36. Bundan aylana 
markazi C(4; -3) va radiusi R = 6. 

31. Markazi (0; 3) nuqtada bo'igan (3; 7) nuqtadan o'tuvchi aylana radiusini 
toping. 
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fechis". (5; 8) fonnulaga ko'ra: (3 - 0)2 + (7 - 3)2 =R2; 32 + 42 =·R2
; R2 = 52; 

R=5. 
32. Radiusi .Jlj ga teng hamda (I; 0) va (0; -I) nuqtalardan o'tuvchi aylana 

tenglamasini tuzing. 
fec/lis". (x - :co)2 + (y - YO)2 = 13 (5.8). Aylana (I; 0) va (0; -I) nuqtalardan 

, I" h (I-x.)·+(O-yo) =13 (x.-\) +Y. =13 { , , { " 
o tgan Igl uc un ::::) ::::) 

(O-x.)' +(-I-y.)' =13 x.'+{yo+I)' =13 
(:co - 1)2 + Yo 2 = Xo 2 + (yo + 1)2 
xo2

- 2..ro+l+ yo2 = xo2 + Y02+ 2yo+ I 
Xo = 'Yo = > (-.Yo -I )2 + Yo 2 

= 13 
2Yo2+2Yo-12=0 y/+yo-6=0 
Yo=-3 = > Xo- 3 
Yo= 2 = > Xo _-2 

demak, masala shartini qanoatlantiruvchi 2 aylana: 
(x _3)' +(y + 3)' = 3(.r+ 2)' +(y-2)' = 13 

33. Uchta A(-4; I), B(2; 7), C(8; 1) nuqtalardan o'tuvchi aylana tenglamasini 
tuzing. 

fechish. (5.8)ga ko'ra va A, B, C nuqtalar aylanada yotganligi uchun, ulaming 
koordinatalari bu (5.8) tenglikni qanoatlantiradi: 

1

(-4-X,)' +(1- Yo)' =R' 

(2-x,)' +(7-.v,)' =R' 

(8-xo)' +(1- yS = R' 

Birinchi tenglamadan ikkinchisi~lc.eyin uchinchisini ayirib (mustaqil) Xo = 2, Yo 
= 1, keyin esa bu sonlami birorta tenglamafa qo'yib, R = 6 ekanligini topamiz. 
Demak, aylananing umumiy tenglamasi (x-2) +(y-l)2 = 36 bo'ladi. 

34. Markazi A(4; 7) nuqtada bo'igan va 3x-4y+1=0 to'g'ri chiziqqa urinadigan 
aylana tenglamasini yozing. 

fechish. Aylananing radiusi A nuqtadan 3x-4.,v+l=0 to'g'ri chiziqqacha bo'igan 
masofadan iboral. Bu masofani nuqtadan to'g'ri chiziqqacha bo'igan masofa 
formulasidan foydalanib topamiz (5-rasm). Bunda A(4; 7) nuqatadan 3x-4.,v+1=0 
to'g'ri chiziqqacha bo'igan rnasofani topamiz. 

iH - 4 . 7 + 1\ IS 
d = i =-5 :3 ::::) R =3. Demak, aylana tenglarnasi (x-4Y +(y-7Y =9. 

3' +4' 
y 

x 
(5 - rasm) 
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[llips. Ellips deb, uning ixtiyoriy nuql8$idan fokuslari deb ataluvchi ikki F;.FI 

nuqtalarigacha bo'igan masofalar yig'indisi o'zgarmas bo'igan nuqtalaming 
geometrik o'rniga aytiladi (6-rasm). 

AI F 2(-C; c F I(C. 0) A2 

82 

(6 - rasm) 

Ellipsning kanonik tenglamasi (koordinat8 o'qlari ellips o'qlari bilan ustma-ust 
tushganda): 

bu yerda 0 va b - eHips yarim o'qlari. 
Agar a>h bo'lsa, 

Xl i 
1+"]=1, 
a b 

b2 = 0 2 
_ e2

, 

F dC; 0) va F 2(C; 0) - ellips fokuslari. 
Ellips ekssentritsiteti (e < I ell ips uchun) 

c 
e=-

b 

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 

Ellipsnig M(.t, y) nuqtasidan fokuslarigacha bo'igan masora (fokal radiuslar) 
quyidagi formulalar bo'yicha topiladi: 

rl=O-ex, r2'0+ex (S.B) 
Ellipsning direktrisalari tenglamalari 

Q Q~ 
y=±-=±- (5.14) 

e c 
35. 9Xl + 25 yl = 225 eUips berilgan. Uning yarim o'qlari, fokuslari 

koordinatalarini, ekssentritsitetini, direktrisalari tenglamalarini toping. 
Zl / 

Yecltislr. 9z l +25/=225=>-+-=1 0=5, b=3-o'qlari 
25 9 

o>b =>(5.II)formuladancl =a1 -h l =25-9=16 e =±4 
Fokuslari: F 1.(4; 0) va F 2.(-4; 0) 

Ek 
... ,. ~al -b l 4 

ssentntsltetl e = - = ---= -
u u 5 

(5.14) formualga ko'ra direktrisalari tenglamalari y = ±~ = ±~ = ± 25 
e 4 4 

5 
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16. O'z hankai davomida Jf - 9 to','ri dIiziqqa nisbaIIn .4(1; 0) IIIIqbIp ucb 
marta yaqiaroq bo'lpn ouqIIIamins nyelaoriyaini miqllng. 

fdIsA. I .. O(I=J(;r-lt + ,1. !UU,!-J(9-;rY Ml bilan M nuqaadan .r = 9 to','ri 

chiziqqa tushirilgan perpendikulywning uosi belgilanpn. U hoIda 
J.J(;r-IY .. ,! .. J(9-;rY. Tcqlikning ikbIa tomoaini kvadratp ko'tarib. 

1 I 

b l -91- 72 yoki !...L.I tcngI.nani hosil qi1amiz. bu yerda Q = 3; b = 21i. 
9 • 

I I 

17. Apr lr-5y-30 '"' 0 lO'g'ri chizjq !.... L = 1 ellipsga urinib o'ti5bj DJa'lum 
75 24 

bo'1sa, shu winish nuqtanina koordinalalarini lOping. 

fed ... lr-5y-30 = 0 co'g'ri c:hizjq VI ~ + " -I ellipsnilll umumiy DlJqtasini 
75 24 

';rl i... 
175" 24 =1 IaJSIam8lar sillanasioi ycdUb ...,.mz. To','ri cbiziq ellipIga 
i 211 - 5, - JO .. 0 

uringaaligi uchun War biua UIIJIIlD.iy nuqtap ega. Dmtak.. tengIamabr sisaemasi biUa 
ycchimp ep bo'lishi kcrak.. 

i I I f(5y+JOY 
:!....L .. I I 2 J .. I (~+6'i y' 
q5 24 ~ 75 L"'I~~+_=I 1 .... ,+l6=0 ~y=-4 .r = S. 
! 24 12 24 
)11-5) -30= 0 S,+JO 

;r-
2 

Demak. urinish nuqIa .-.S; -4) bo'1adi... 
Cipe ....... Ixtiyoriy nllqtasi., fokus!. deb lUluvchi nuqtaIarpcha bo'igan 

mao&&. lyiJ:u.siaing """yut qiymali o'zsam- soada ibonl nuqc.Ia'aiDs 
geomdrilt o'mi giperboiD deyiladi. 

y 

.L { r ./ #,:r.y) 

\:..... _/ 

.A~\J(i'-···· 

J: 

(7-rBD) ., 

GipaiJobuins kaoanik fCnIIamasi (kDen'i-'e o'qJ.ri gipaboIa o'qIar1 
bilan UIIma-USl tushadi) 

7! l =1 --2 
OJ b 

(S.l5) 

.., 
• 



• 
o. b - mos ravishda gipebolaning haqiqiy va mavhum yarim o'qlari (7 - rasm) 

c2 = J + b2
• (5.16) 

F,(c; O~ F1(-c; 0)- giperbola fokuslari, c>o, giperbola ekssentritsiteti (e > I) (5.12) 
fonnula bilan topiladi. 

Giperbolaning M(x; y) nuqtasidan fokuslarigacha bo'lgan masofalar: 
'1 = lex-al. '2 = lex + 01 (5.17) 

Giperbolaning ikkita assimtotasi mavjud: 
b 

y=±-x 
Q 

Giperbolaning direktrisalari tenglamalari: 

(S.18) 

b b! 
y=±-=±- (S.19) 

e c 
38. 16.11 -9l = 144 giperbola berilgan. Uning yarim o'qini, fokuslari 

koordinatalarini. ekssentritsitetini. direktrisasi va assimptotalari tenglamasini toping. 
Y~c"is". Berilgan giperbolaning kanonik ko'rinishdagi tenglamasini yozib 

olamiz. 
1 I 

.tY 1 2 b2 • S l". k ---: '" > 0 =9 = 16 = > o'qlan 0 = 3 b = 4 ( 16) lormulaga o'ra 9 16' •. 

C
I =u l +b l =25 c = ±S. Fokuslari: F I(S; 0) va F 2(-S; 0) (S.12) fonnuladan 

ekssentrisiteti t = ~ = ~ . 
b 3 

Direktrisasi (S.14) fonnulaga ko'ra y,. ±~,. ±~~ assimptotalari tenglamalari (S.18) 
c 5 

formulaga ko'ra y=±~.r = ±~.r 
Q 3 

Fokuslari absissa o'qida. koordinata boshiga nisbatan simmetrik va uchlari 

orasidagi masofa 2c=20. asimtota tenglamalari y=±~.r bo'igan giperbola 
4 

tenglamasini tuzing. 

Y~c/ris/r. Asimptota tenglamalari b 4 b 'I' h y=±-.l=±-.r 0 gam uc un 
u 3 

b=4k. u=Jk. k >0, 

(k - proporsionallik koeffisenti)ni C=~QI +b l fonnulaga qo'yib k = 2 ni topamiz, u 
holda b = 8, 0 = 6 bo'ladi. Demak biz izlayotgan giperbolaning umumiy tenglamasi 
.11 / 
---=lbo'ladi. 
36 64 

40. Tenglamasi 
1 I 

~ + L = I bo'igan eHips berilgan. Uchlari ellipsning 
8 5 

fokuslaridan. fokuslari esa uning uchlarida bo'igan giperbola tenglamasini luzing. 
Ytc/rislt. Masala shartiga ko'ra Q. =c" C, =U" Q, =Ji. b, =JS shuning uchun 

u, = c, =.J8-5 =.fj, b, = Jc; -u; = JS; demak izlanayotgan giperbola tenglamasi 

.II / " ---=1. bo lad!. 
3 5 
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Parabola. fa'Tif. Berilgan nuqta (fokus) dan va berilgan to'g'ri chiziq 
(direktrisa) dan bir xii uzoqlikda joylashgan nuqtalar to'plamining geometrik o'miga 
parabola deyiladi. (8 - rasm). 

Uchi koordinatalar OOshida bo'igan (agar y Ox o'qiga simrnetrik bo'lsa) 
parabola tenglamasi 

-- .... 

i=2px 
y 

---
p<O --

-pi 

.' 
.. -

(5.20) 

p>O 

(8 - rasm) 

agar yO>, o'qiga simmetrik OO'lsa 
x2=2py 

yoki 
y=Ai 

y 

I· ::"'\" 
bu yerda p yoki A = ~ - parabola parametrlari. (9 - rasm) 

2p 

;r 

(9 - rasm) 

Parabola fokusi F(E;O) dan Ox o'qigacha bo'igan masofa (fokal- radius) 
2 

formula OO'yicha topiladi. 
Parabolaning direktrisasi: 

r = r+E. 
2 

19 • 

(5.21 ) 

(5.22) 

(5.23) 



• 
x=-J!. (5.24) 

2 
41. Agar parabolaning uchi koordinatalar bosh ida bo'lib. u 14(2; 4) nuqtadan 

o'tsa va Ox o'qiga nisbatan simmetrik bo'lsa, uning tenglamasini tuzing va fokusini 
toping. 

Yeclrislr. Ox o'qiga simmetrik va 0(0; 0) nuqtadan o'tganligi uchun (5.20) 
formulagako'ra/=2px => 42=4p 

p=4 => /=8x va F={f;OJ => F(2;0) 
42. Uchi koordinata boshida bo'lgan parabola A(2; 4) nuqta orqali o'tadi va Ox 

o'qiga nisbatan simmetrik. Parabolaning tenglamasi, fokuslari va direktrisalarini 
toping. 

Yeclrislr. Parabola 0(0; 0) nuqtadan o'tgani uchun, Ox o'qiga simmetrik bo'igani 
uchun uning tenglamasi / = 2px ko'rinishda. A nuqtaning koordinatasini bu 
tengJamaga qo'yib 42 = 2p'2, ya'ni p = 4 ekanligini topamiz. Demak parabola 
tenglamsi 1= SA", uning direktrisasi esa x = -2, fokusi F (2; 0). 

43. Berilgan F(2; 0) nuqtadan va y = 2 to'g'ri chiziqdan bir xii uzoqlikda 
joylashgan nuqtalar geometrik o'mining tenglamasini tuzing 

Yeclri.,Ir. M(x, y) izlanayotgan chiziqning ixtiyoriy nuqtasi bo'isin, u holda 

iM'l= MA yoki J(x-2Y + l =J(y-2f bu yerda A(x, 2), M nuqtadan y = 2 to'g'ri 

chiziqqa o'tkazilgan perpendikulyaming kesishish nuqtasi. Bu tenglikning ikkala 

tomonini kvadratga ko'tarib xl-4x+4+yl=y!-4y+4 yoki y=_.!.xl+x parabola 
4 

tenglamasini hosila qilamiz. 

5.3. Fazoda tekislik va to'g'ri c:hiziq tenllamalari 
Berilgan Mr!..:to. Yo. zo) nuqta orqali o'tuvchi va n=(A, B, C) vektorga 

perpendikulyar tekislik tenglamasi 
A(x -:to) + Bty - yo)+C(z - zo)=O (5.25) 

Kesmalarga nisbatan tenglamasi esa 

!.+1.+!=1 (5.26) 
abc 

(0, b, cmos ravishda Ox, Oy, Oz o'qlaridan ajratilgan kesrnalar); 
Tekislikning umumiy tenglamasi 

Ax + By + Cz + D = 0 (5.27) 
A(xl), Yo, zo) nuqtadan Ax + By + Cz + D = 0 tekislikkacha bo'igan masofa 

d = I Axo + Byo + CZo + D I 
JAz+BI+CZ 

lkkita tekislik Alx + BIY + Clz + DI _ 0 va A}X + 81)' + e2z + ~ = 0 berilgan 
bo'isin. Ikkita tekislik orasidagi burchak kosinusi ~ quyidagi munosabatdan topiladi: 

A ... B +CC (528) COSq/=t . 
A,l + B,l +C,l A; + B; +C; 

Ikkita tekislikning parallellik sharti: 
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.1.=~=~ (5.29) 
A, B, C, 

Tekisliklaming perpendikulyarlik sharti: 
AIA2 + 8182 ,;- CIC2 .O (5.30) 

Fazoda to'g'ri chiziq tenglamasi: 
Ikkita tekislikning kesishish chizig'i sifatida: 

{
A,x, +B,y+C,r+D, =0 (5.31) 
A,x+B,y+C,z+D, =0 

Berilgan M(x" y,. z,) nuqta orqali o'tuvchi va YO'naltiruvchi vektori 
S = (m.". p) bo'lgan. 

To'g'ri chiziqning kanonik tenglamasi 
x-x, = y- y, = z-z, (5.32) 

m " p 
lo'g'ri chiziqning parametrik tenglamasi 

x=x, +ml. 

y = y, + nt. (5.33) 
z = z, + pI 

Berilgan ikki nuqta M.(x .. Y .. ZI) va Mix2, Y2, Z2) orqali o'tuvchi to's'ri chiziq 
tenglamasi. 

x-x, = Y- y, = z-z, (5.34) 
x, - x, Y, - y, Z, - I, 

Ikkita to'g'ri chiziqning YO'naltiruvchi vektorlari S,(m .. ",. p,) va S,(m,. "" p,) 
berilgan bo'isin. Ikkita to'g'ri chi1,jq orasidagi burchak quyidagi munosabatdan 
topiladi: 

cos~ = ± m,m, + ",", + P,p, 
~ 1 ) lJ 2 J 1 m, +", + p,m, +", + p, 

(5.35) 

Fazoda ikkitB to'g'ri chiziqning parallellik sharti: 

5.=!i=EL (5.36) 
m, ", p, 

Fazoda ikkita to'g'ri chiziqning perpendikulyarlik sharti: 
mlm2+ nln2+ P1P2.0 (5.37) 

x - %, = Y - )" = z - Z, to'g'ri chiziq va Ax + By + Cz + D = 0 tekislik berilgan bo'lsin. 
m " p 

To'g'ri chiziq va tekislik orasidagi burchak rp quyidagi munosabatdan 
aniqlanadi: 

. I Am + B" + Cp I 
SIR tp,. JA' + 8' +C' Jm' +,,' + p' 

To'g'ri chiziq va tekislikning parallel1ik sharti: 
Am+Bn+Cp=O 

To'g'ri chiziq va tekislikning perpendikulyarlik sharti: 
A 8 C 

m " p 
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44. a) M(l; -2; 3) nuqtadan o'tuvchi va n = (3; -4; S) vektorga 

perpendikulyar, 
b) M(I; -2; 3) nuqtadan o'tuvchi va 3x - 4)' + Sz + 6 = 0 tekislikka parallel 

bo'igan teltisliklaming tenglamasini tuzing. 
Yechish. 

a) (S.2S) fonnulaga ko'raA=3, B=-4, C=S va .to=I,)'o=-2, 10=3 
= > 3(x - I) - 4(y + 2) + S(z - 3) = 0 

3x - 4)' + Sz - 26 = 0 
b) Ax + By + Cz + D = 0 tenglama bilan berilgan tekislik M( I; -2; 3) nuqtadan o'tsin 
va 3x - 4y ... Sz + 6 = 0 tekislikka parallel bo'isin. U holda (S.30) fonnulaga asosan 
ABC 3C 4C 5D ,. - = - = - ~ A = - B = --' - = 4 bo Ism = > 3x - 4)' + 5z + 4 = 0 
3 -4 5 5 5 ' C 

Mnuqta shu tekislikka tegishli ekanligidan 3·1-4·(-2)+5·3+4 =0=> 4 = - 26 
demak 3x - 4)' + Sz - 26 = 0 

45. ~=.t.:..!.=~ to'g'ri chiziq va M(2; 0; 1) nuqtadan o'tuvchi tekislik 
1 2 -I 

tenglamasini tuzing. 
Yech;sh. Tekislik M nuqtadan o'tganligi uchun (S.2S fonnula) 
A(x - 2) + B(y) + C(Z - I) = 0 S = (1; 2; -I) yo'naltiruvchi vektor n = (A; B; C) 

tekislikning nonnal vektoriga perpendikulyar ~ S· n = 0 
A+2B-C = 0 

Ikkinchi tomondan A(I; -I; -I) nuq~.lo'g'ri chiziqda yotadi, demak u 
tekislikka ham tegishli 

Oemak, 

A(I-2)+B(-I)+C(-I-I)=0 
-A -B-2C= 0 

{
A+2B-C=0 {B=3C 
A+B+2C=0 => A=-5C 

(-S(x- 2)+ 3y + (z-I»c = 0 (c .. 0) 
Sx - 3)' - z - 9 = 0 

46. Berilgan A(4; 4) nuqta va .r1+i+4.r-4y=Oaylana bilany = - x to'g'ri 
chiziqning kesishish nuqtasi orqali o'tuvchi aylana tenglamasini yozing. 

47. Koordinata boshidan .r1+i-b-4Y+16=Oaylanaga o'tkazilgan urinma 
tenglamasini yozing. 

48. Quyidagi aylanalaming markazlari va radiuslarini toping. 
a) Xl + / -6.r + 4y - 23 = 0 b) Xl + i + 5.r -7y + 2,S ~ 0 
c) xl+/+7y=0 d) XI+yl_2.r+8y-19=0 

49. A(-3; 0), B(3; 6) nuqtalar berilgan. Diametri AB kesmadan iborat bo'lgan 
aylana tenglamasini yozing. 

50. Koordinata boshidan va x+y+a = 0 to'g'ri chiziqning Xl + yl = 0 1 aylana bilan 
urinish nuqtalari orqali o'tuvchi aylana tenglamasini yozing. 

51. Berilgan A(I; -2), B(O; -I) va C(-3; 0) nuqtalar orqali o'tuvchi aylanaga 
koordinata boshidan o'tkazilgan urinma tenglamasini yozing. 
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52. x1 +/-4x+6y-S=Oaylananing Ox o'qi bilan kesishishonuqtalariga 
o'tkazilgan radiuslari orasidagi burchakni toping. 

53. A(3; 0) nuqlax1 +/-4x+2y+l=Oaylanani ichida YOlishini ko'rsaling va A 
nuqtada teng ikkiga bo'linadigan vatar tenglamasini yozing. 
(Ko 'rsarma: iz/anayorgan varar OA ga perpendiku~yar, bunda 0 - ay/ananing 
markazi.) 

54. 3,t2 + 3/ - 6..t + 8y = 0 lenglama bilan berilgan aylana radiusini va markazini 
aniqlang. 

55. A(J; I) va B(-I; 3) nuqtalardan o'tuvchi va markazi J,t - y - 2 = 0 to'g'ri 
chiziqda YOluvchi aylana tenglamasini luzing. 

56. ,t" + / ... 4,t - 4y = 0 va,t + y = 0 lenglamalaming kesishishidan hosil bo'igan 
va M(4; 4) nuqladan o'tuvchi aylana tenglamasini luzing. 

57. Yarim o'qi 5, ekssentritsileti ~ ga leng bo'igan ellipsning kanonik 
]J 

tenglamasini yo zing. 
58. Yer ellips bo'yicha harakatlanadi va uning fokuslaridan birida quyosh 

joylashgan. Yerdan quyoshgacha bo'igan eng qisqa masofa laxminan 147,5 million 
kilomelr, eng kalta masofa esa 152.5 million kilometr. Yer orbitasining katta yarim 
o'qi va ekssenlrisiletini toping. 

59. Koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik ellips M(2; .f3) va B(O; 2) nuqlalar 
orqali o'tadi. Uning lengiamasini yozing va M nuqtadan fokuslarigacha bo'igan 
masofani loping. 

60. Koordinala o'qlariga nisbatan simmelrik, fokuslari Ox o'qida joylashgan, 

M(2; ,/zi) nuqta orqali o'tuvchi ellipesning ekssenlritsileli £ = ~. Ellips lenglamasini 
4 

yozing va uning fokal radius vektorini aniqlang. (Ko 'rsarma: folca/ radius vektor/ar, 
ya 'ni M(::c, y) nuqtadan fokuslargacha ho'igan masofa/ar rl = a - e::c, r2. a + ex 
formulalar bi/an topi/adi) 

61. Fokal radiuslarini yig'indisi 2..[s, fokuslari F 1(-2; 0), F 2(2; 0) nuqlalarda 
bo'igan ellips tenglamasini yozing. 

62. Fokuslari orasidagi masofa kalta va kichik yarim o'qlari orasidagi masofaga 
leng bo'igan ellipsning ekssentritsiletini toping. 

63. x2+4/ = 4 ellipsga uchlaridan biri katta yarim o'qning oxiri bilan ustma - ust 
lushadigan lo'g'ri burchakli uchburchak chizilgan. Uning qolgan ikki uchining 
koordinatalarini toping. (Ko'rsatma: tomonlaridan biri k = tg300 og'ma lenglamasi 
yozilih, e/lips hilan kesishish nuqtasi topi/adi.) 

64. 9::c2 
... 25/=225 ellipsda, o'ng fokusigacha bo'igan masofa chap fokusigacha 

bo'igan masofadan lo'rt marta uzun bo'igan nuqtani loping. 
65. x 2+/=36 aylananing baJCha ordinatalarini uch marta qisqartirishdan hosil 

bo'igan egri chiziqning tenglamasini yozing. 
66. O'z harakali davomida A(O; I) nuqtagacha bo'igan masofa y-4=0 to'g'ri 

chiziqqacha bo'igan masofadan ikki marta qisqa bo'igan M nuqtaning 
trayektoriyasini aniqlang. 
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67. xl_4yl =I6giperbolani yasang, asimptotalarini toping. fokuslari, 

ekssentritsiteti, asimptotalari orasidagi burchakni toping. 
68. .I' -4l = 16 giperbolada ordinatasi 1 bo'lgan M nuqta olingan. Undan 

fokuslargacha bo'igan masofani loping. 
69.Giperbolaning kanonik tenglamasini yozing: a) fokuslari orasidagi masofa 10, 

uchlari orasidagi masofa esa 8 ga teng. b) haqiqiy o'q a = 2.JS, ekssentritsiteti esa e = 

JIj. 
, I 

70. Uchlari ~ + L = 1 ellepsning fokuslarida, fokuslari esa uning uchlarida 
25 9 

bo'igan giperbola tenglamasini yozing. 
71. Berilgan M,(2J"7; -3) MJ7: -&J2) nuqtalar orqali o'luvchi koordinata 

o'qlariga r,isbatan simmetrik giperbola tenglamasini yozing. 
72. Asimptotasi v = t~r va M(IO: - 3./3) nuqtadan o'tuvchi giperbola tenglamasini 

. ~ 

yozing. 
73. F (0; 2) nuqtadan va y = 4 to'g'ri chiziqdan baravar uzoqlikda joylashgan 

nuqtalar geometrik o'mining tenglamasini yozing. 
74. a) y = 4.1; b) y' = --4.1; c) .11 = 4y; d) .I' = --4y tenglamalar bilan berilgan 

parabolani chizing. fokuslari, direktritsa lenglamasini yozing. 
75. )'1 = 4.1 parabolada, fokal radiusi 4 bo'igan nuqtani toping. 
76. Agar parabola x+y = 0 to'g'ri chiziq va i+/+4y = 0 aylananing kesishish 

nllqtalari orqali o'tsa hamda Oy o'qiga nisbat~~ simmetrik bo'lsa, uning kanonik 
tenglamasi va direktritsasini yozing. 

77. A(O; 0), 8(-1; 2) nuqtalar orqali o'tuvchi va Ox o'qiga nisbatan simmetrik 
bo'igan parabola tenglamasini yozing. 

78. A(O; 0), 8(2; 4) nuqtalar orqali o'tuvchi va Oy o'qiga nisbatan simmetrik 
bo'igan parabola tenglamasini yozing. 

79. Diamelri 80 m va chuqurligi 10 m bo'igan parabola shaklidagi chuqurlik 
qazilgan. Bu chuqurlikning quyi nuqtasidan markaz bo'yicha qanday masofada 
parabolaning fokusi joylashgan. 

80. a) Ox o'qi va A( I; -I; 3) nuqta orqali o'tuvchi tekislik tenglamasini tuzing. 
b) Oy o'qi va 8(2; I; -I) nuqta orqali o'luvchi tekislik tenglamasini tuzing. 

81. Mo(2; -3; I) nuqta orqali o'tuvchi va x - 4y + 5z + 1 = 0 tekislikka parallel 
tekislik tenglamasini tuzing. 

82. M(2; -15; 1) va M2(3; I; 2) nuqtalar orqali o'tuvchi va 3x -y -4z = 0 tekislikka 
perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing. 

83. M1(2;-I;-I) va M2(3; 3; -I) nuqtalar orqali o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini 
tuzing. 

84 A( 1 2 I) . .1+2 Y z -I ". h' . d' k···· . ;; nuqtanmg - = - = - to g n c IZlq agl proye slyasml topmg. 
3 -\ 2 

85. M(4; -4; 2) nllqla orqali o'tuvchi va xOz tekisligiga parallel lekislik 
tenglamasini luzing. 

86. Ox va Oy o'qlaridan a = I, b = -I kesma ajratuvchi va A(2; 3; 4) nuqta orqali 
o'tuvchi lekislik tenglamasini luzing. 



87. Benl . hizial k 'k '6 ..... -&' ------ -- ------ ---------- ten lamaslRl tUZJnBva gratlgll'll chlzmg. 
Variant Masala sharti Variant Massla sharti 

~' -4~+ y' -6y+4=0 .r: -10.r + y' + 2y + 22 = 0 

9%' +25y' -225=0 9x'+16y'-144=0 
I. 25:r' -49y' -122S-0 10. 9x: -49y' -441 =0 

y' =9% y'=8:r 

x' +6~+ y' -IOy+30=0 x' + lOx + y' -12y+45 = 0 

4:r'+49y'-I96-0 4:r' ... 2Sy' -100 = 0 
2. 16~' -2Sy' -400=0 II. 2Sx' -36)" -900 =0 

,,' = 1:r y' = -9.r 

~'+2x+y'-4)'-I\=11 x' -2:r+ y' +10)'+ 25 =0 

I 2S:r' +36y' -900=0 16:r' + 36),' - S76 = 0 

3. 25~' -64.v' -1600= 0 12. 4.t' - 25),' -100 = 0 

.v' = S:r ,., = -7:r 

:r' -6:r+ y' +8)'=0 %'+u+y'-6y-15=0 

16:r' +25,.' -400=0 9x' ... 49,,' -441 =0 

4. 25x' - 49y' -1225= 0 IJ. 16~' - 49y' -784 = 0 

y' =16:r y' = -S~ 
:r' .. 6:r ... y' ... 6y .. 14 = 0 :r' -6% + y' -4y- 23 =0 

I 2S~' ... 49,,: -1225 - 0 2S:r' +64,.' -1600.0 

S. I 9x' -36)" -324 = 0 14. 4x'-9,.' -36=0 

y' =lx y' =-16.r 

x' - 2~+ y' + 2)'+ 1= 0 .. x' +4.r+ y' +8y-29=0 

4.r' +16y' -64 =0 16:r' +49y' -784=0 

6. 4.r' -9/ - 36 =0 15. 36x'-64y' -2304 =0 

/ = 4.r / = -3.r 

Variant Masala shani Variant Masala sharti 
x' +4.r+ y'-2y-31 =0 x' -6x+ .v'-4y .. 4 =0 

4...-' +9y:-36=0 2S...-' +9y' -225=0 

7. 4...-' -16,.' -64 = 0 16. 49y'-25...-'-1225=0 

,.' =2...- y' =-4% 

...-' -8:r+ y' +4),-29.0 %' -IO.r+)" +6)'+30=0 

3b' +49,.' -1764 = 0 49%' +4y' -196=0 

8. 9%' -25y' -225=0 17. 2si -16.r'-400=0 

y' =6.r y' :-2x 

I .r' +B.r+ y' -6,. =0 .r' + 2.r+ y' -10,.- 22 = 0 

25.r' +16,.' -400·",0 16.1' +9,.'-144=0 
19. 64y' -25.r' -1600= 0 

25. 49y' -9.1'-441 =0 

y' :-.1 .I' =3,. 
- -
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.r' -6.r+ y' -6)'+14 =0 .r'-I2.r+ y' +10)'+4S=0 

49.r' + 25)" -1225 = 0 lS.r' +4)" -100 =0 

20. 36)" -9.r' - 324 = 0 26. )6)"-lS.r' -900=0 

y' =-8.r .r' =4)' 

.r' + 2.r + ,)" - 2y + I,. 0 .r' +10.r+ y' - 2),+ 25 =0 

16.r' +4y'-64 .. 0 36.r' +16y' -576-0 

21. 9' - 4 y' - 36 " 0 27.- 25y' -4.r'-100= 0 

.r' = 9y .r' -2,)' 

.r'-2.r+ .v' +4y-31=0 .r'-6.r+ y' +2)'-15=0 

9.r' + 4y' -36 = 0 49.r' +9y' -441 =0 

22. 16y' -4.r' -64 = 0 28. 491' -16.r'-714 =0 

.r' = 7.11 .r' "' 6,)' 

.r' + 4.r + y' - .)' - 29 = 0 .r' -4.r+)" -6)'- 21 = 0 

49.r' + J6)" -1692 = 0 49.r' + 16y' -714 = 0 

23. lS1' -9.r' -225=0 29. 36)"-4.r'-144=0 

.r' = 5)' .r' =)' 

.r' - 8.r + ,)" + 8 y + 23 = 0 .r' +8.r+ y' +4)'-29 = 0 

36.r' +9y' - 324" 0 64x' +25y' -1600=0 
24. 36y' -16.r' - 576 = 0 30. 64y'-36x'-2304 -0 -.. 

Xl =16y .r'.8y 
- --

Ucbburch8kaiag yuziai .. ilObl .... 
Faraz qilaylik. M,(x,;y,). M,(.r,;y,). Mlf,;y,) - uchburchak uchlari. U holda 

yuza quyidagi formula bilan hisoblanadi: 

±s=.!.I.r,-x, )"-)'11 (5.41) 
2.r,-x) y,-)" 

x 

(5 - rasm) 
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Uchburchak yuzasi 

S =.!.ab.sinql= .!.M,MI ·M,MI sin(a, -al)=.!.M,MI ·M,MI(sina, cosal-sinal cosa,) 
222 

.W"I,{) ·cosal =x, -X" M,M, 'sinal = Y, - Y" 

M,M, ·cosa, =x, -X"~ .11,.11, 'sina, =YI- y,. 

I «(y X ) (. " )\ Ilx, - X, y, - YJ/ ±S = -2 1- Yl x,-x, -I..V,-Y,l\xl-x, 1=-2 
x,-x, y,- Y, 

agar MJ koordinata boshi bilan ustma-ust tushsa, u holda XJ = YJ = 0 va 

±s=.!.lx, Y'I 
2 x, Y, 

agar uchta nuqta bir to'g'ri chiziqda yotsa. u holda uchburchakning yuzi nolga teng 
va biz bundan uch nuqtaning bir to'g'ri chiziqda yotish shartini hosil qilamiz: 

lol'-Xl Y'-Yll=o (5.42) 
x,-Xl YI- Yl 

88. M,(O; 2); M2(2; 6); MJ(l; 4) nuqtalar bir to'g'ri chizqda yotishini ko'rsating. 
Yechish. 

= ~ =-2-(-2)=0 10-1 2-~ ~I -'1 
2-1 6- I 2 

89. Uchlari M,(3;-2); M2(4;0); M](2;5) nuqtalarda bo'igan uchburchak yuzasini 
hisoblang. 
Yechish. (5.41) formulaga ko'ra: 

is =- =- =-.(-47)=> S=23.5 11 3
-

2 -2-1 1
1

1 -~ I 
2-4-2 0-5 ,}-6 - 2 

yotishini teksh' . ----- -

Variant M, M2 MJ 

16. (9; I) (1;2) (2; I) 
17. (-I ;5) (0;3) (2;- I) 
lB. (-3;2) (0;2) (I ;5) I 

4. 19. (2;B) (-2;2) (4; 1\ 1 
5. 20. 0(1;0) (,o;B1 (-1;31 
6. 21. (-1;-3) (-2;-1) (0;-5) , 

7. 22. (0,5;4) (-2;4) (4;0,5) 

B. 23. (0;1) (-1;51 _(-3;1 01 
9. 24. 0;-31 (2;-8) (0;2) 

10. 25. (2;12) (-1;-12) (0;-4) 

II. 26. (0;5) (l ;12) (2;19) 

12. 27. (1;3) (-1 ;-9) (3; 15) 

13. 28. (0;1) (1;3) (-I ;-1) 
14. 29. (0;3) 0;B1 (-2;-7} 

15. 30. (1;5) (0;-2) (-2;-16) 
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91.Uchiari ouvid . ---------- - --- ---- --------- - ----dabo"t burchak vuzini hisobt 

Variant Variant 
\. 16. 
2. 17. 
3. 18. 
4. 19. 
S. 20. 
6. 21. 
7. 22. 
8. 23. 
9 24. 

10. 2S. 
II. 26. 
12. 27. 
13. 28. 
14. 29. 
IS. 30. 

Manu yuzasidan savollar 
I. Telislikdagi analitik geometriyaning sodda masalalarini ko'rsating va sanab 

o'ting. 
2.Tekislikdagi to'g'ri chiziq lenglamalariniyozing. 
3. Nuqtadan to'g'ri chiziqqacha bo'igan masofa. 
4. Parallel to'g'ri chiziqlar orasidagi masofa. 
S. Tekislikdagi 2 ta to'g'ri chiziq orasidagi burchak. 
6. Tekislikdagi 2 ta to'g'ri chiziqning parallelik va perpendikulyarlik shartlari. 
7. Tekislikdagi to'g'ri chiziqning burchak koeffitsiyentini aniqlash formulalari. 
8. Tekislikda to'g'ri chiziqlar dastasining tenglamasini yozing. 
9. Ikki nuqta orqali o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasidan foydalanib talab va 

taklif funksiyasinini toping. 
10. Tekislik tenglamasi Ax + By + ex + D = 0 bo'lsa, u koordinatalar 

sistemasiga nisbatan quyidagi hol1arda qanday joylashadi? 
a) D=O; b) A=O; v) A=O, 8=0; g) A=O, B=O, D=O; d) A=O, [FO. 

II. Tekislik tenglamasini yozing. 
12. Nuqtadan tekislikkacha bo'igan masofa. 
13. Ikkita paraJlel tekislik orasidagi masofa. 
14. Tekisliklaming paraJlellik va perpendikulyarlik shartlari. 
1 S. Ikki tekislik orasidagi burthak. 
16. To'g'ri chiziq va tekislikning kesilish nuqtasi qanday topiladi? 
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6-bob. L1MITLAR 

6.1. Sonli ketma- ketliklar va alaming limiti 
Agar har bir natural n 90nga biror qoida yoki qonun asosida bilts a. son mos 

qo'yilgan bo'isa. u holda {a.l sonli ketma - ketlik. deyiladi: 
a,. a2 ..... a...... (6.1) 

Boshqacha qilib aytganda sonli ketma-ketlik n- natural argumentning 
funksiyasidir: a. = f(n). • 

Masalan: {~}: {;.}: ~ I + (-Id yoki 

I I 1 
I. -. - ..... - .... ; 

2 3 n 
1 I I 1 
2·4·8 .... ·1' .. · .. 
0.2. 0.2 .... . 

Agar har qanday £>0 son uchun shun day N = N(&) > 0 son mavjud bo'isaki. 
barcha ,,~N lar uchun 

la. -oj < £ 

tengsizlik bajarilsa. u holda o'zgarmas a son {aJ ketma-ketlikning limiti deyiladi 
va quyidagicha yoziladi: 

~~a. =U. 

Agar shunday M musbat son mavjud bo'lib.1tar qanday natural n soni uchun 
Ia.ls M 

bo'isa. u holda {a.l chegaralangan ketma-ketlik deyiladi. 

Limitga ega bo'lgan ketma-ketlik yaqinlashuvchi. aks holda uzoqlashuvchi 
deyiladi. 

Agar har qanday nalural n son uchun 
a.+,>a. 

tengsizlik bajarilsa. {anI o'suvchi; 
a._,<a. 

bo'isa {an) kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Faqat o'suvchi yoki kamayuvchi 
ketma-ketlik monoton ketma-ketlik deyiladi. 

Agar (a.l ketma-ketlik monoton o'suvchi (kamayuvchi) va yuqoridan (quyidan) 
chegaralaogan bo'lsa. u limitga ega. 

6.2. Cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar 
Limiti nolga teng bo'igan ketma-ketlik cheksiz kichik miqdor deyiladi. 

Chegaralanmagan ketma-ketlik chekli limitga ega bo'lmaydi. lekin uning limiti 
cheksiz bo'lishi mimkin: 

~ a. =00. 

Agar I an I - cheksiz kichik miqdor bo'I58. u holda II/a.} - cheksiz kalta miqdor 
bo'ladi va aksincha. 
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1. {_n_} _ yaqinlashuychiligini tekshiring. 

n+1 

V h' h l' n l' n l' 1 1 d k '1 h h' lec IS • lffi-= lffi--
I
-= lm-

I 
=-=1 ета уаqш as иус 1. 

11 .... 0",) n + 1 1I~,r:) /1--10'1:1 1 + О 
11(1+-) 1+-

n n 
2. {а,} = (-1)", yoki -], ], -], ], ... limitga ega emasligini ko'rsating, 
Yechish. Haqiqatan, limit sifatida qanday sonni tasayyur qilmaylik ] yoki - 1, 

f: <0,5 da, Ix" - al < f: tengsizlik qanoatlantirilmaydi, Ви ketma-ketlikning barcha toq 
raqamlari - 1. juftlari 1 ga teng, : 

6.3.Yaqinlashuvchi ketma - ketlikning xossalari 
1) Yaqinlashuychi ketma-ketlik faqat bitta limitga ega bo'ladi. 
2) Yaqinlashuychi ketma-ketlik chegaralangandir. 
3) Yaqinlashuvchi {ап } Уа {Ьп } ketma-ketliklarining yig'indisi (ауiпnаsi) 

yaqinlashuvchi ketma-ketlik Уа uning limiti {ап } Уа {Ьп } ketma-ketliklar limitlal'ining 
yig'indisiga tengdir. 

4) Yaqinlashuychi {ап } Уа {Ьп } ketma-ketliklarning ko'paytmasi уа па 

yaqinlashuychi ketma-ketlik bo'ladi, uning limiti {ан} Уа {Ьп } limitlarining 
ko'paytmasiga tengdir, 

5) !kkita {ап } уа {Ь,,} yaqinlashuvchi, ketma-ketliklarning bo'linmasi, !.~~b",. О 

bo'lganda yaqinlashuychi ketma-ketlik Уа uning limiti {ап } уа {Ь,,} ketma-ketliklar 
• limitlarining nisbatiga tengdir, 

6) Agar yaqinlashuychi {х,,} ketma-ketlikning elementlari biror n raqamdan 
boshJab, х,,?' h (х" ~ Ь) tengsizlikni qanoatlantirsa, u hoJda Ьи ketma- kеtlikniпg f. 

limiti ham а? Ь (а ~ Ь) tengsizlikni qanoatlantiradi. 
7) Cheksiz kichik miqdorning chegaralangan ketma-ketlikka yoki sопgа 

ko'paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlikdir. 
8) Chekli sопdаgi cheksiz kichik miqdoming yig'indisi, ayirmasi уа ko'paytmasi 

cheksiz kichik miqdordir, 
3. Ketma-ketlikning limitini юрiпg. 

l' Зn l +2n+4 
,,~~ 4n l +n-з 

Yechish. Каsmiпg surat уа maxrajini n2 ga bo'lib, bo'linma Уа yig'indining 
limiti qoidalaridan foydalanamiz. 

lim (3 + 2/n + 4/n
l

) lim 3 + lim (2/n) + lim (4/n
l

) 3 + О + О 

1,;<4+ I/n - З/~Т) '!.;: 4 + "!,;-ф(l/n) - ,\i;:6/n2) = 4-:;:0-=0 = 4 
4. Ketma-ketlikning limitiпi toping. 

-гп 
x}j=~. 

Yechish. Kasming surat Уа maxraji chekli limitga ega bo'lmaydi, shuning uchun 
almashtirishni bajaramiz, surat уа maxrajni n ga bo'lib: 
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. . (I/.r" ) Iim( 1/ .r" ) 
IImx =lIm =-'-=---
._ •• ~c 1+l/n !~I+!~l/n 

cheksiz kichik va chegaralangBn ketma-ketliklaming limitidan foydalanib 
o . h ·1·1 . limx. =-=Om 051 ql amlz . 

• - 0+1 
5. Ketma-ketlikning n-+oo dagi limitini hisoblaqg. 

x. =M-.r" 
Yecltish. Bu yerda yig'indining limiti haqidagi 4-xossadan foydalanib bo'imaydi. 

chunki ketma-ketliklar yaqinlashuvchi emas. Shuning uchun Xn ni ifodasini uning 
qo'shmasiga ko'paytirib bo'lamiz. 

I. I· (M-.r"XM+.r,,) I· n+l-n I· 
Im.I = 1m = lm:=l 1m 

__ e' .-~ .In + I+,J; .Me .In + 1 +,J; 'Me .In+ 1 +,J; 

lim(I/,J;) 0 

!~Q~+l/n)+1 -1:1=0 

6. Quyidagi limitlami hisoblang. 

I
. (,,+zy +(n-Z)' 

Q) 1m .!....-..,-. '---':---'-­
.~e n +2n'-1 

) I. _--,-n!--,+(~n +_2..!...) _ 
'" 1m 

"~~ (/I-I)!+(/I + 2)! 

e) lim 2" + 7' 
-- 2" _7-" 

b) Iim 3n'-411+8 
--4n' +5n-9 

d) lim 3 + 6 + 9 + ... + 3n 
..... n1 + 4 

f)'!~,J;(~1I+ 2 -~n-3) 

7. Quyidagi limitlami hisoblang. 

a) lim{lI+l)' _(/1+1)' 
.-e(II_I)I_(n+ I)' 

) I
. (211 + 1)!+(211 + 2) 

c 1m -'-----''--..>.---'-
.- (211 + 3)!-{2n + 2)! 

. 3"-2" 
e) !~ 3'" + 2" 

b) r (3-1I}' 
'~(II+IY -(n+l)' 

d) lim (n + 4)!-(n + 2) 
.- (1I+3)! 

f) !~Jn'+8(.Jnl+2-Jn.1-3) 

6.4. Funksiyaning limiti 
Agar har qanday c > 0 son uchun shunday 6 = 6(t) > 0 son mavjud bo'lsaki. 

Ix - al < 8 bo'lganda If(x)-~ < c tengsizlik bajarilsa. b soni f (x) funksiyaning .f -+ Q 

dagi limili deyiladi va quyidagicha yoziladi: 
!~f(x)=b. 

Agar ixtiyoriy I: > 0 uchun shunday N = N( c) > 0 son mavjud bo'lib. barcha 
I.xi> N lar uchun If(x)-~ < c tengsizlik bBjBrilsa, b sonif(x} funksiyaning x -+ 00 dagi 

limiti deyilBdi va 
!~f(x)=b. 

kabi belgilanadi. 

102 



6.S. Noaniqliklar 
Umuman = , !! , CT" - r:r." O. D, 0°, OIJO, 1"', noaniqliklar mavjud va ulami ochishni 

• Q 

misollarda ko'rsatamiz. 

M· I' (4 I) I' " . ISO : lun,~, -,---- Imltm topmg. 
x -4 x-2 

Yechisb: agar x o'miga 2 ni qo'ysak, IX' - cr:, ko'rinishidagi noaniqlik hosil 
bo'ladi. Bu noaniqlikni ochish uchun qavs ichidagi ifodani umumiy maxrajga 

keltiramiz. Natijada li.J - 2,-x ), ya'ni ~ ko'rinishdagi noaniq hosil bo'ladi. Agar 
'~l\ x -4 0 

x - 2 .. 0 deb kasr qisqartirilsa, berilgan limit quyidagiga teng bo'ladi: 

ii-( __ I );_.!. 
.!.',\ x+2 4 

Misol: 
. 3x' -x' +5 . .. . 

hm , , hmltm topmg. 
'-"·3:c" +% -I' 

Yec:bish: Bu holda : ko'rinishidagi noaniqlikka ega bo'lamiz. Uni hisoblash 

uchun limit belgisi ostidagi kasming surat va maxrajini .t' ga bo'lamiz. 
I 5 

3--+) 

lim ~ ~ yuqoridagi keltirilgan limitlar haqidagi teoremalarga ko'ra 
1+---

x Xl 

quyidagilarga ega bo'lamiz: 

lim :.;3X~1,...-...c..,Xl,..+....:..5 
.~.c 3x' + X ".-;: l' 

lim3 -lim.!. + lim 2. 1- r-x I.....eX' =3 

I· I I' I I' I 1m + Im-+ 1m, 
1 ... - , ..... x I_X 

6.6. Bir tomonlama limitlar 
Agar x -+ a da x> a bo'lsa, u holda x -+ a + 0 belgi, agar x -+ a da ): < a bo'lsa, 

u holda x -+ a - 0 belgi qo'Uaniladi. f{x) funksiyaning a nuqtadagi chap va o'ng 

Iimitlari deb mos ravishda 
f(a-O); lim f(x) va /(0+0)= lim fIx) 

, .... -0 , ..... 0 

sonlarga aytiladi (agarda bu Iimitlar mavjud va chekli bo'lsa). 

Limitni bisoblash qoidalari 
agar C o'zgarmas bo'lsa, 

lime = C. 

agar limf(x) va limg(x) mavjud bo'lsa, u holda 
, .... " .. -" 

~~((.) + g(x»); !~/(x) + ~i!!g(x). 

agar limf(x) va limg(x) mavjud bo'lss, u holda 1-. . ..... 
lim(j(x)' g(x»)= lim/(x) ·Iimg(x) . . -. ...... , .... 

agar lim/(x), limg(x) mavjud va limg(x)"O bo'lsa, u holda 
;,..... ;,-" .. ~ 
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. lex) lim/(x} 
hm-=~ 
..... g(x) limg(.r) .-

e) murakkab funksiya limiti: 
agar ~i!j(.t)=b va ~~g(J")=u oo'lsa, u holda 

limj(g(x))=b bo'ladi . . -
Quyidagi ketma-ketliklaming Iimitini hisoblang. • 

8. 
. (In+2)'· 

lun • . 
·~·(3n-1) (n + 2) 

Y«ltisJr. 

( 2f ( 2f . )'00 n'OO 1+ 3n _ . I + )n 
lun • 1 -lun9 • I 9. 

·~·3ftn'OO(I-3~) (1+;) - (I-)~) (1+;) 
9 I

" h' + 2x' -I 
• 1m 1 " 

·~·3x -2J" +.1 
Y~clti5lt. 

2 I ~ 2 I . 7.1'+2.1"'_1 7+--, hm 7+---
hm 2 = lim .1.1 _. .I .I' 

• ~. 3.1 - 2x' +.1 .- 3 I - ~ 3 I 
-.2. = -3,5 . - -2 

1-2+ J I --2-+-
x x .,- Xl .rl 

10. 

,r; -8 
lim~4 
• ..... '1x-4 

YecltisJr. Belgilash kiritamiz. Vx = I bunda x ..... 64 ~ I ..... 2 demak lim a -8 = 
.~ .. .1-4 

= Iin/ -8 = lim (1- 2X,' + 2t +4L 1:_( 12 + 2t +4)= 3. 
'~2/' -4 ,~, (,-2X/+2) ,~Il\ 1+2 

11. - 12. Limitni hisoblang. 
ll. lim Xl - 3.T+ 2 

.~I Xl +x-2 

13 r J"l - 2x 
.• I!!: .11-4.1+4 

Xl _I 
15.lim~ 

'~I ~.r-l 

17. lim Xl -49 
.~,~ 

, 2 1 
19. limx - .I -5x+6 

..... .r'-7x+6 
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12. lim x
2 

- x - 6 
.~-l Xl + 6.1 + 8 

1 
14. lim.r -5.1+4 

.-, .II -16 

16 I' .I) + 27 .Im-­
.~-, .1 1 _9 

18. lim .r;=2(,r; -J2) 
J' ... 1 rl_4 

20.lim M - 1 
."l~ 



Xl _I 
11. !~I Vx':l 11. Iim~-2 

,~l :r; 'Ii X - 2 

Ajoyib limitlar 

lim sin a = 1_ birinehi ajoyib limit; __ 0 a 

lim( I +.!.)' = lim(1 + a); = t - iklci"ehi ajoyib limit. 
I_~ :r 41' • ...0 

Bundan tashqari quyidagi umumiy holdagi fonnulalami keltirib o'tamiz: 

~ )"" I. Ii 1+_(1) =e. bunda x-+abo'lgandaf(x}-+ <Xl. 
,~. f X 

I 

2. !~".!(I+q1(x));r,1 =e, bunda x-+abo'lganda qI(x)-+ O. 

3. li~(I"'~)~' =e'-: IimY..JI+b =lim(l+b); =e" 
I!~ x 1_0 ,-0 

13. Berilgan limitlarni hisoblang. 

a)limsin7x: b) lim sinAx : c) lim sin"u. 
,_0 x ... _0 sin 1h .~ sin a- ' 

d) \. 2x-sinx. ) I' Igx. f \. l-coSl' un---, e lII1-, ) Im---
I""-.x + 3cosx • ...0 X • .....0 Xl 

II h' h \. sin7x 7\' sin7x - 7 ,ee IS. a) Im--= Im--=,·I= . 
1-toO.T .-0 7x 

b) lim sin Ax = lim Axsin Ax.~,,~ =~Iim Ax sin Ax .\im~= ~.I.I = ~ 
HO sin Bx .,-. Ax sin Bx Bx B ,~ Ax ,-0 sin Bx B B 

. " 10' agar II > m. . sin" a . sin a " a- I . u" . _ • 
c) hm-.--. =\:..1--) ·U .(-.--).-=hm-.I=hma = I. agarll=m,: 

• ""'OSlna G'~ a slna- a- a....oa· ........ 
<Xl,agar "<m. 

. 2-.!.sinx 
d) lim 2x-sanx = lim x = 2-0 =2. 

'~zx+3cosx '~·I+lcosx 1+0 
x 

. Igx . sinx I 
e) hm-=hm-·--=I·I=1. 

,....n x ,...... X cosx 

lsin z.! sin.! 
. I-cosx . I . I z I 

f) hm---=hm-----1.=-hm --..l. =-·1 =-. [ j
z 

,-0 Xl .-0 Xl 2.-0 (x 12) 2 2 

24. lim 2x ... I limitni hisoblang. ( )
".' . 

,_c 2x-3 

Yechish. Kasming suratini maxrajiga bo'lib, butun qismini ajratib olamiz. 
2x+1 = (2x-3)+4 =1+_4_. 
2x-3 2x-3 2x-3 

lOS 
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x -+ «> da berilga funksiya asosi birga intiluvchi. ko'rsatgichi esa cheksirlikka 

intiluvchi darajani ifodalaydi. ya'ni I co ko'rinishdagi noaniqlikka ega bo'lamiz . 
• ' ..... !I 

~ ',.1].~:~~11 ( "'1]-; 2x + I h·, 4 "., 4 -. 4 -. ',~ 
lim -- = lim 1+-- slim 1+-- = 1+--'~{2X-3) ,~{ 2X-3) ,~( 2X-3) ( 2X-3) 

x -+ «> da _4_ -+ 0 bo'igani sababli ikkinchi ajo)ib Iimitga ko'ra: 
2x-3 

lim(1 +_4_)':" =t. lim i 4-
3
';) =8 ekanini hisobga olib. yakuniy javob 

H_ 2x - 3 ,~. 2 __ 
x 

, (2X+I)"" . . . hm -- = t' ekamm topamlZ. 
,~. 21'-3 

~ 
I ).hl . , . . . 2x-3 

25. Llmltm hlsoblang, h -,-
, 2x +1 

±i}'(2- 3 ~2-3 
. . 2X' -3. x'. x' . 2-0 

Yechrsh. Agar liJ-,-). hm ( ) E hm ( ) .. hm-.I '~2x +1 ,- I I .-- I '--2+0 
x 2+- 2+-

x' Xl 

yechadigan bo'isak. bunda [Ij tipidagi noaniqlikka kelamiz. 
2.1"1-3 2.1"'+1-4 -4 () -. 4 () 
-1-= I =1+-1-; a.t ---I-:x-+«>~ax-+O 
2x+12x+1 2x+1 2x+1 

• lim (I+a(x)).\" =t forrnuladan foydalanamiz: 
,,1,)...0 

Il. J 

usul bilan 

i 1 )'''' ~ ~I·',,) ~ !!:!!]J,r;; II,' 2:c -3 -4 ,,'.1" -4·' .--
A=li -- =1:-(1+--) =Ii (1+--) =Iimt b

.' = 
,~ 2Xl +1 .~ 2x' +1 'hI +1 

... ¥ . 12xl . 12x' . 12 12 
e'"'''' =eO bllnc/uu=hm--=hm =hm--=-=6 

,- 2X' + 1 ,- ,( I) ,- 2 1 2 
x 2+) +, 

X X 

DemakA =e6
. 

1 

26. lim(coSl")-" ni hisoblang. 
,~ 

Yecllisll. 

, 1 I CII .. -I .!!!.!:..! .. _J_Jj 
lim(coup =lim(I+(cosx-I))-.. =Iim(l+(cosx-I)~-,-' =I!'~ " =e- " 
__ .. 0 ....... 0 , ... 0 

~ , 'j -.!. ... ~~ 
1· .!! _~.I_I I 

=e 'z =t Z =-;;. 
Limitni hi sob lang. 
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27. I~ x+S)' 
• x+2 28.lim(~r 

.- 2x+5 

29. li~ 4x' + 2 r 
,- 4x'-1 

30. lim 2x +3 ~ 1 r • 2X'_4 

31 r r+x-I (' r •• ~ x'-2x+S 
32. lim Sx -2 ~ l r ,- 5x' +1 

1:1 J,I 

.~ 7x" - 3 r" 33. I~ 2~ -h +HI ) 34. II -,-,-
.- 2x -3x' -2x+3 1- 7:r +2 

Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar 
Agar a{x} va p(x) x -+ x, holda cheksiz kichik funksiyalar bo'lib. 

lim a{x} =1 
,-.. p(x} 

bo'lsa, u holda ular ekvivalent deyiladi va .f -Ho da a(x) - p(x} kabi 

belgilanadi. Masalan, lim
sinx 

=1. shu sababli x-+O da sinx - x. Shunga o'xshash 
.... x 

,f -+ 0 da quyidagi cheksiz kichik funksiyalar ekvivalentdir: 
1 

sinx - tgx-arcsinx- arctgx - In(l+x) - e'-I - x, l-cosx - ;, e' - I+x, (1' -1+ 

.. -r.-- ( }1. x \I. I In(l+x) x xlna, (I-x) - 1+/ItX, vl+x = I+x M-I+-, log •. =----. 
m Ina Ina 

" .. . sin I 3x . I - cosP x 
35.Llmltiaml topmg. I) hm l('c r 2)1un--,- . 

. -. In I + 2x .-0 X 

v h' h 1)1' sin ' 3x _I~ sin3x )' _I·~h)' _ 9 I ec IS. 1m - --- - I - - -, 
,-0 In' (I + 2x) , In(1 + 2x) .-0 2x 4 

2) I' l-cosPx I' 1-6-o,5x'L I' 1-I+O,Sla' 05 
}!!l-x-'- = ,l~ Xl = .'.!!: Xl =, jJ. 

Ajoyib limitlar iqtisodiyotning statistika. bank kredil, korxona va tashkilotlaming 
hisoblash jarayonlarida samarali foydalaniladi. Ayniqsa. bank va kredit sohalarida 
murakkab foizlami hisoblashda ikkinchi ajoyib limitdan, e soniga keltirish orqali 
hisoblash keng ko'1amda amalga oshiriladi. Bunga misol qilib quyidagilami 
keltiramiz. 

Uzluksiz foizni hisoblash masalasini ko'rib chiqamiz . 
Bankka qo'yilgan boshlang'ich summa Qo bo'lsin. Bank yiliga jamg'annaning 

p% ini to'laydi. t yildan so'ng to'lanadigan QI jamg'annaning qiYmali topilsin. 

Oddiy foizlardan foydalanilgllllda yillik jamg'armaning miqdori ~Q. qiymatga 
100 

o'sadi. QI =Q.(l+ 1~}Ql =Q.(I+ l~r'··,Q. =Q.(l+ I~)'. Amaliyotda ko'pincha 

murakkab foizlardan foydalaniladi. Bunday holatda jamg'armaning yillik miqdori 
quyidagicha qiymatga o'ssdi. 
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Q, =Q.(I+ 1~}Ql =Qo(l+ I~)'..··.Q. =Q.(I+ I~}' 
Agar jamg'armaning foiz miqdorini yilda faqat bir mana emas, n marta 

hisoblansa, yillik p% o'sishda miqdoming .!.. qismi yilning £0/, ini, jamg'armaning t 

" " yildagi miqdori esa nt ni tashkil qiladi: 

= 1+-( P)" 
Q Q. lOOk 

Faraz qilaylik , foizlar har yarim yilda qo'shib hisoblansa k = 2, har kvartalda k 
4, har oyga k = 12, har kuniga k = 365, har soatiga k = 8760 va hokazo . U 

holda jamg'arma miqdori t yilda 

~ [ 'IO'l~ Q. = lim Q.(l+~)·)=limQ. (I+~)' "0. .e~ 
.~ lOOk .~. lOOk 

bu tenglik ko'rsatkichli (eksponensial) o'sish (p > 0 da) yoki kamayish (p < 0 
da) qonunini ifodalaydi. 

Izoh. Moliya-kredit amaliyotida foizni uzluksiz hisoblashdan kamdan - kam 
foydalanilsa ham, u murakkab moliyaviy vazifalaming tahlilida, xususan investitsion 
masalalami tan lash va asoslashda foydali hisoblanadi. 

36. Agar yiliga qo'shib hisoblashlar soni cheksiz o'zgarsa, u holda real stavka 
qanday o'zgaradi? (Boshqacha aytganda k -+CXJ.da An nimaga intiladi?) .. 

Yechish. limA. =limA,.(I+f)" = =limA,.[{I+fr~r = A,./'Y.I =A.t·' bu yerda t-

bank foizlari qo'shib hisoblangan yil miqdori. Shunday qilib, agar bank foizlari 
uzluksiz ravishda qo'shib hisoblansa. u holda hisobdagi summa A = Ao ·e" , bu yerda 
Ao boshlang'ich om on at miqdori, e = 2,718 ... , R - yillik foiz stavkasi. 

37. Inflyatsiya darajasi kuniga 1% ni tashkil qilsa, yarim yildan key in 
boshlang'ich summa qanchaga kamayadi. 

( I )'" YeclriJIr. Murakkab protsentlar formulasidan Q = Qo 1- 100 . 

bunda Qo - dastlabki summa miqdori, 182 - yarim yildagi kunlar soni. Bu 
'Il 

formulani shaklini o'zgartirib, limitga o'tadi 0"00[(1 __ 1_)-'00]100 .. ~. Demak 
\. 100 e 

yarim yildan keyin dastlabki summa 6 marta kamayadi (t'·1l .. 6). 
38. Limitlami hisoblang. 
II" 3x'+41'-6 21" x'-4x+1 
··~h'-71"+2 ·'~21'·+3x'+x 

3 r h'-3x+1 
.• ~ x' +2x+3 
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4. lim 3x' + 2x - 5 
.- x' +5x' +1 



5 r 2.1" -3.1" +.1' 
· .~ 4.1" +J.r-5 

7 r 6.1"-2.1+1 
· '~2x' +.1" +5 

9 r 5.1"-3.1" +4 
· 1m 6.~' +.1'-5 

II r 14.1" + 3.1' 
· '~7x' +h-S 

13 r x· - 3.1" + 7 
· .~ 3.1" +4.1'1_2 

IS. lim 7.1" _2.1" + 2 
x' - J.r 

17 r 3-2.1"-.1" 
· '~4+X' +5.1" 

3 ' , 19 r .1 -4.1 +3 
· .~.1 .. 3x'-6x' 

Sx'-I 
21. !~~ 4.1' _ 5.1" 

23. lim hI + .1-5 
.- 4.1')-7 

9.1"-4.1'+1 
25. !~ 3.1' ' + 2.r I - 5 

27. lim 8.r' -4.1" +3 
2.1" +1 

29. lim 10.1"-5.1" + 7 
,- 1-2.1'-5.1" 

39. Lirnitni hisoblang. 

I I
· 1/.1'-16 

.Im 
..... Jx+12 -J3x+4 

I~ 

6.lim S+3x - 4Ir' 
.- 2.1"-.1'+4 

8 r 3-2.1'+4.1" 
. '~6+S.1'-3x' 

• + 3.1"-.1' X • 
10.!~ .I'_Xl +3.1' 

12.lim 6x'-4x'+S 
.- 2.1"-3.1" +1 

14. lim 3.1" - 2.r + 5 
,- 2X"_JxI + I 

16. lim 3.1" -4.1' + 5 
' ... ·6.1" + Jx-7 

18.lim8x'-7x+5 
.- 2+.1-4.1" 

20. lim 4.1' -lx-I 
• ... ·3.1" + 5.1'- 2 

22. lim 5.1' - 2.1" + 3 
.- 3-4.1'-10.1" 

24. lim 4.1" - 3.1" + I 
.-. 1+ lr' - .1'.-

26. lim 3.1"-4.1' + 2 
,- 5.1' + 3.1'-8 

2S.lim 4.1"-3.1'+2 
'-5.1" +4.1"-3 

30. lim x' +4.1'-2 
' ... ·6-21'-31" 

. .J41'-3 -.JS1'-6 
2. hm .... V.r 2 -9 



. V2-3x-tJ6-x 3.hm~"":' ___ -
.~-l VB+Xl 

5 I
, if; - 2 

.Im 
..... .J2x+ 9 - .J3x+ I 

7 I· 
V5u-1./5-x 

.Im ...... :Ix' +.r4 

. M-l./h-7 9. 11m -'-'-"';""';';:::"'-;" 
.~. '/1 +2x-3 

II r 4x
2 

- 3x -I 
.. I!!:b+h_C+4 

13.1im ,JJ:;"; -~ 
.~-I 4Xl +3x-1 

151' .{4;;-~ 
.Im I 
,~I x -4x-5 

17.1im .[2;;i-~ 
.~l 3xl -h-B 

191' ~ -..ff;;J 
.Im 2 
.-) x -2x-3 

21 r xl-10x+9 
· .. ·~J2x+7-&-2 

3Xl -2 
23'\im~2 +7-3 

I~I vl% +1-

25.lim M -J3X-li 
.~I Xl +3x-4O 

27.lim M -./);:5 
....... , xl_9 

29.lim 4XI-3x-10 
.~I '/lx-4 -Tx 
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4 r J4i+s-~ 
.. '!: J4u -Jh-I 

6 I
· V27u-1./27-x 

.Im 
, .... lJBu -lJB-x 

. J!U-J2X-! 
B.lim 3 3 

.~~ I./lx-2 
• 

lo.lim~-~ .-! '/2-x-2 

14.lim .{i';+i -.,J;;6 
.• ~I x l -8x+15 

16.lim ..r;-;:2O -~ 
.~.... Xl +3x-4 

lB,lim~-~ 
.... xl -16 

20 r 3Xl +4x-7 
. ~!!: '/B u - J4i".r 5 

22. lim .[4':;3; - ..[2;"; 
,~-I x' -7x-B 

26. lim rs:;; -.{i;';9 
.~.... x' +64 

2B.lim 3x' +5x+2 
'~-IJ4-3x-J6-x 

30.lim xl+x-2 
,-1'/3-x-T-2x 



40. Hisoblang. 

I.I;~( 4.1 -I )"" 
'~\4.r+3 

3 .• I~,! (4.r-IXln(..r+ 2)-ln(.r-I)) 

,. 
5.lim(2.r-I);:; .-1 

~' 5)"-" 7.li ~ 
• 2:1+1 

9. ,lie (2.1+ 3Xln(.r+ 2)-ID(.r)) 

" II. lim(2.r - 3);:j .-1 

13. li~{2 - h)"" 
.~5-3.r 

IS . .'~T..(2.r -7Xln(3.r + 4)-ln(3.r)) 

17.lim(4-3.r)':-1 .-1 

19. li.J 3 - 5.1)"" 
·~2-S.r 

2 I.}.!!! (3 -.I XIn(I-.r )-10(2 -.I)) 

23. lim(5.r - 4)i~ . .., 
25. uJ 3.1 -I )'.-1 

'--\.3.1+4 

• 

III 
• 

" 2. lim(3.r - 2);:; .... 

~ )
"-, 

4.li S.r-I 
.- 5.1+2 

6. !~(.r+ 2Xln(2H 3)-ln(2.t-I)) 

B. lim(3 - 2.r)6 .-1 

10.1:-( 3.1 - 4)1'-' 
·~3.r+2 

12. }~(3.r + SXln(.r + 5)-In(.r)) 

I. 

14. lim(2-.r~-:; 
.... _1 

16. 1;..1 h - 2 )1'-' 
·~\3.r+S 

lB .• 1~~(3x - 2Xln(2x -1)-1n(2.r + I)) 

" 20. lim(2.t+ 3);:; 
.... -1 

22. !i-( 3.1 + 7 )"" 
~3.r-5 

24 . .'.!!! (x - 3 XIn(2 - 3.1 )-In(S - 3x)) 

26. liDJ(3 - 5.1 ~:~I 
.~ 



27. ,1~ (2z -I XIn(I- 3x )-In(2 -]x)) 

l, 

29. lim(4x + S),'-I .-+-, 

41. Limitlami hisoblang. 

I. lim l-cos6~ 
..... 4x' 

3. lim cosSX-C05.1' 
,.... 2x' 

I-cos'x 5. lim--­
...... Xlp 

7 I· Sol' 
.Im . 

• ..... sIOx+sm7x 

9.lim~ 
..... 3sm3x 

. '2 ., 
11. lim sm x-sm x 

.... 3x' 

13. liml-cos6~ 
• ...a 4~2 

15. lim QrClg2~ 
,..0 Ig3x 

17 h ----.~ I I) 
...... sin 2x Ig'.l 

m: 
19. lim(l-x~g-2 

,-oj 

21. lim co5.1'-sinx 
'1~ J -Igx 

23.liml-cos4x 
'-oOI-coslx 

• 
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28. F-( 3-2x).), 
,=\'S-2x 

30.!~ (x- 4Xln(3 - 2x)-ln(S- 2x)) 

) 

2. lim cou-cos ~ 
,..0 3.1" 

4 I
· sin3~-sinx 

. Im-'---...;:..;....~ 
• ..G 4x 

6. lim,g2x-sin2x 
....... Xl 

, , 
8. lim~cos 2x 

~~ %~ 

10. lim IIl'Csin]x 
• ..G sin Sr 

12. lim cos4x - cos) 6x 
.-00 4.' 

14. Iiml-cos5x 
,..0 3x' 

, 
16. lim cosx - cos .l 

• ..G .rsin.t 

18. Iim,gr-sinx 
• .....0 x) 

20. lim an:sinSx 
..... Xl_x 

22. lim l-cos5x 
,..o,in3x+sin:r 

24. li-.f !!.-x}gx ,,:!\ 2 , 



25. lim .rcoSx -I 
1-.(1 xl 

27. lim cos3.r-cos.r 
.-0 \-cos.r 

29.lim~-1 
.~o l-cos2x 

26 I· xigh 
.Im J 

• ... cosx-cos.r 

28. lim (I-sin.r) 
'-i 1J"-2x 

30. lim .r/g4.r 
• ... arclg3.r 

42. 1986- yilning boshida orol aholisi soni 7500 kishini tashkil etar edi. Agar 
yiliga 2,5% dan ko'paysa, 1995-yil oxiriga kelib, orol aholisi soni qanchaga yetishi 
aniqlansin. 

43. Yuk mashinasining boshlang'ich narxi 30000$. Yiliga amonizatsiya 
ajratmasi 15% bo'isa. Yuk mashinasining narxi ikki yildan so'ng qancha bo'ladi? 5 
yil, 8 yildan so'ng-chi? 

44. 1987- yili oro Ida quyonlar soni 20000 tani tashkil etardi. Agar ular yiliga 
30% dan ko'paysa, orolda qachon 60000 ta quyon bo'lishi aniqlansin. 

45. Korxona 24 ming so'mga avtomobil sotib oldi. Yillik amortizatsiya 
avtomobil narxining 10% ini tashkil qiladi. , vaqtga bog'liq holda avtomobil narxini 
aniqlovchi tenglama tuzilsin. Avtomobilning a) 5 yildan; b) 6 yil 3 oydan keyingi 
narxi aniqlansin. 

46. Gaz plitasi - 800 (ming) so'mga sotib olindi. Yillik amortizatsiya 
boshlang'ich narxning 15% ini tashkil qiladi: 

a) t vaqtdan so'ng gaz plitasining-narxi; 
b) gaz plitasidan foydalanilgandan 6 yildan keyingi narxi; 
c) gaz plitasining xillllat muddati aniqlansin. 

47. lnflyatsiya darajasi kuniga 1 % ni tashkil qilsin, yarim yildan keyin 
boshlang'ich summa qanchaga kamayadi? 

48. Mamlakat aholisining o'sishi yiliga p % ni tashkil qiladi. Necha yildan 
keyin davlat aholisi 2 barobar ko'payadi? I) p =5%, 2)p =15 %. 

49. Inflyatsiya darajasi oyiga 6 %, kreditdan keladigan foyda yiliga 12 % ni 
tashkil qilishi uchun bank beradigan yillik stavka qanday foizda bo'lishi kerak? 

SO. Korxonaning ish haqini berish uchun xizmat qiladigan tijorat banki, unga 
tegishli bo'lgan summani karnida 9 oy ushlab turadi. Bu vaqt davomida bank bu 
pull ami qisqa muddatli kredit ko'rinishida 3 marta aylantirib oladi. Qisqa muddatli 
kreditlami xususiy tadbirkorlarga 3 oy muddatga oyiga 3 % dan beradi. Bank bu 
amallami bajarib qancha foyda oladi? 

51. 50-masalaning shanlka ko'ra bankka quyidagi ikki usullardan qaysi biri 
foydaliroq: 

I) korxonaning shaxsiy mulkidan yiIlik foiz stavkasi 20 % bo'igani; 
2) oyiga 3 % dan 3 oyda qo'yilgani. 
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Mavzu yuzasidan aavollar 

I. Funksiya la'riti va miso\lar. 
2. Funksiyaning berilish usullari. 
3. Qanday funksiyalar elementar funksiyalar deyiladi? 
4. Kelma-kellik limilining la'riti. 
5. Ajoyib limillar: 

a) birinchi ajoyib limit; 
b) ikkinchi ajoyib limit. 

6. Cheksiz kichik va cheksiz kana miqdorlar nima? 
7. Noaniqliklami ochish. 
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7-bob. FUNKSIY ANING UZLUKSIZLlGI 

7.1. Funksiy. uzluksizligini hisoblash ulull.ri 
fix) funksiya x. nuqtada uzluksiz deyiladi, agar u quyidagi uchta shartni 

qanoatlantirsa: 
Xo nuqtada aniqlangan (ya 'nij(xo}mavjud); 
r -+ r. +0 • x -+ r. -0 chek.li Iimitlarga ega; 

bu limitlar funksiyaning Xo nuqtadagi qiymatiga teng. ya 'ni: 

lim f(x}= lim f(x )= lim f(x)= f(x.) 
6~~+' I_~~ I~~ 

I. Quyidagi funksiyalami uzluksizlikka tekshiring: 

) I . a Y=-. 
x 

b) y = {x + I. agar r ~ O. 
x-I. agar x<o • 

c) {Xl. agar X .. O. 

I. agar x = 0 
d) y = x'. 

y 

+.-f. x x 

a) b) .. c) d) 

Yechish. a) Berilgan y =.!.. funksiya (0 - rasmga qarang) x = 0 nuqtada uzilishga 
x 

ega, chunki uzluksizlikning birinchi sharti buzilgan - j(0) mavjud emas. 

) Y'" Iya ( - rasmga qarang) x = nuqta UZI IS ga b {
X+I. agar X~O. funks· b 0 da ·1· h 
x-I. agar x<O 

ega. chunki uzluksizlikning birinchi sharti bajarilgan, j(0) mavjud (/(0) = I). lekin 
uchinchi shart buziladi (bu yerda funksiyaning bir tomonlama limitlari mavjud 
chapdan lim f(x)= -I. o'ngdan lim f(r} = 1,Iekin ular teng emu). 

,_O--{I • .....G+O 

c y =' lun slya c - rasmga qarang x = nuq a UZI IS ga ega ) 
{

X' agar x .. O. ~ k· ( ) 0 tad ·1· h 
I. agar x=O 

uzluksizlikning ikkita sharti bajariladi, ya'ni j(0) aniqlangan (/(0) = I) va I.i.~f(x)= 0 

chekli limit mavjud. lekin uchinchi uosiy shart buzilgan: Iim/(x)" /(0) . .... 
y = x2 funksiya (d - "rasmga qarang) x = 0 nuqtada uzluksiz, chunki 

uzluksizlikning uchala sharti bajariladi. 

lim I(x) = 1(0) = O. 
s....o 
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7.2. Funksiyaning uzililili va uning turlari 

/(x) funksiya uchun uzluksizlik shartlaridan aqaIli bittasi bajarilmasa. bu funksiya 
x nuqtada uzilishga ega deyiladi. 

Agar f (x) funksiya berilgan .to nuqtada uzluksiz bo'lmasa, bu uzilishga ega 
deyiladi. 

Uzilish turlari quyidagicha: 
I - tur uzilish - funksiyaning chap va o'ng chekli Iimitlari mavjud. lekin ular teng 

emas (7.1. b) misol. • 
II - tur uzilish - bir tomonlama chap va o'ng limitlardan biri cheksiz yoki mavjud 

emas (7.1 a) misol). 
I - tur uzilishga bartaraf qilinadigan uzilish deyiladi, bunda x -+ Xo da 

funksiyaning limiti mavjud, lekin funksiyaning Xo nuqtadagi qiymatiga teng emas 
(7.1 c)misol). 

2. y= tt:x) funksiyani x= I nuqtada uzluksizlikka tekshiring. Uzluksizlikka ega 
bo'igan holda x= 1 nuqtadagi xarakterini aniqlang. 

a) y(x)=--: b) y(x)=-'-; c) y(x)=x-I; d) y(x) = (x-I)' r {x-I. agar x2:1 

x - I x - I x + I, agar x < I 

" L' L) Xl - 3x' + 3x - I "nk' d . I D ale b .ec"IS", a y(x) = lU slya x= I a anlq anmagan. em u 
x-I 

nuqtada uzilishga ega. 

F nks· I' ... h' bl . xl-3x' +3x-I. I I' I , . u Iya Imltml ISO aymlz: lim = hm(x -I) = Im(l-I) = O. ya nt 
.-M x-I..... • ... 1 ...... 1 

chekli limit mavjud. demak x= I bartaraf qilinadigan I-tur uzilish (7.2 - rasm). 
F unksiyani x= 1 nuqtada aniqlanishini to'idirib, ya 'ni j{ 1 ~ deb faraz qilib, 

I Xl - 31" + 3x - I I d 
F(x) = l' _ I ,x ~ a 

0, x = I da 

funksiyani hosil qilamiz. Bu funksiya x= 1 nuqtada uzluksiz. 

b) y(x) = _x_ funksiya.r-I nuqtada aniqlanmagan va x= 1 nuqtada uzilishga ega 
x-I 

chunki 

lim~=+<o, va lim~=-<o (7.3-rasm) 
H'''x-I • .....,x-I 

Bir tomonlama limitlar (bina limit mavjud bo'lsa ham yetarli edi) cheksiz 
bo'lgani uchun x=1 2-tartibli u7.ilish nuqtasi. 

c) y(x)=x-I funksiya x=1 da aniqlangan, lim(x-I)=O, lim(x-\)=O. y(I)=O, 
.... I.e .... 1-0 

ya'ni 
lim y(x) = lim y(x) = y(1) = 0 
.-M"o ..... 1+0 

demak funksiya x= I nuqtada uzluksiz. (7.4 - rasm) 

{

X -I, agar x 2: I " nk . d' I d) y(x) = lU slyax=1 a anlq angany(l~, 
x+l.aRarx<1 
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lim .1'(.1) = lim (.1+ I) = 2. lim y(x) = lim (.I-I) = O. lim y(x) .. lim y(x) ~a ega 
r_l-Cl .. _1_0 ,_I.e ,-,.e ,_1-0 , ....... 0 

bo'lamiz, shun day qilib, x= I nuqtada funksiya bartaraf qilinadigan uzilishga ega (7.5 
- rasm). 

ah- ----;;A:+-I -.l-7(~ .~ 

)' y 

.I .I .I 

7.2-rasm 7.3-rasm 7.4-rasm 7.5-rasm 

3. Funksiyani uzluksizlikka tekshiring, uzilish nuqtalarini aniqlang. 

Yechish. y = _1_, 

1 +~' 
x = 0 da funksiya aniqlanmagan. Uzilish turini aniqlash uchun x = 0 da bir 

tomonlama limitlami topamiz: 

( .I -+ ...{) da ko'rsatkich darajasi .!. -+ -«>. ~; -+ 0 uchun) . 
.I 

lim _1_=_1_=1 
,-0-0 ~ 1 + 0 

1 + e' 

(.t-++Odako'rsatkichdarajasi .1--++<0. e; -++<0 uchun, _1_, -+0) 
.I -

l+e' 

lim-I-=O 
1....0+0 ~ 

I +e' 
Chap va o'ng limitlar teng bo'lmagani uchun funksiya .x = 0 nuqtada 1- tur 

uzilishga ega. 

4. y = -.1- funksiyaning uzilish nuqtasini toping va uzilish turini aniqlang . 
.1-3 

Yechish. x = 3 nuqta berilgan funksiyaning uzilish nuqtasi. Chunki 

lim /(.1) = lim -.1- = -«>, lim /(.1) = lim -.1- = +<0 . 
.I_)-Q ,_)....0 .r - 3 .I .... l-fl 1-]..o.I - 3 

Demak, ta'rifga ko'ra berilgan funksiya .10=3 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega. 

j
-I. agar .1<0; 

5. Agar /(x)=signx= 0, agar .1=0; bo'lsa,j{x) ning uzilish nuqtasini va uzilish 
I, ~ar .1>0. 

turini aniqlang. 
Yechish. Ko'rinib turibdiki, berilgan funksiyaning uzilish nuqtasi xo=O nuqta va 

lim /(.1) = -I, lim /(.1) = 1, /(.10 ) = 0 hamda j(x) F j{xo - 0) F j{xo + 0) ekanligidan I........ . ...... +0 

ta'rifga ko'ra berilgan funksiya.r9) nuqtada I-tur uzilishiga ega. 
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I 

6. J(x}= t; funksiyani uzilish nuqtasi va turlari bo'yicha tekshiring. 
I I I 

y~c";s". Xo = 0 da /(:ro)= t-;' =+«) lim (t~)=O\lQ lim (t;)=+«) dernak. :Co = 0 
,~ ... -o ....... ..0 

nuqtada funksiya 2-tur uzilishga ega. 

7.3. [.r], {:r}, sin:r. 1'(:r) funbiya'ar 
J(x}=[x] (o'qilishi "ant'e x"), bu yerda [x] - x sonining butun qisrni, ya'ni x dan 

3 katta bo'imagan eng katta butun son (masalan, [2.6] = 2, [-2.6] = -3). :r=- nuqtada 
2 

fix) = [:c], funksiya uzluksiz, yoki I~/(:r)= j~) = I, x = 1 nuqtada esa funksiya 
.... _ J \2 

I 

aniqlanganf{l) = I, lekin uzilishga ega, chunki lim/(x) rnavjud ernas (aniqrog'i bir-
.~I 

biriga teng bo'irnagan chap va o'ng chekli lirnitlar rnavjud lim /(x) = 0 
..... 1-4 

va lim /(:r) = I). 
' .... 1+0 

j(x) = [x] barcha haqiqiy sonlar to'plarnida aniqlangani bilan, elernentar 
funksiya emas, chunki bartha butun sonlarda uzulishga ega (7.1 - rasrn). 

y 

4 
3 
2 

-I 0 

y= [x] 
...---.: 
~ 
~I 

~ 

2 3 4 5 

7.1- rasm. 

x 

7.4. Uzlukliiz fuakliiya.arning asosiy IOl8lliari 
Agar funksiya qaralayotgan oraliqning ham rna nuqtasida uzluksiz bo'lsa, u holda 

funksiya shu oraliqda uzluksiz deyiladi. Elernentar funksiyalaming barchasi 
o'zlarining aniqlanish sohalarida uzluksizdir. 

1. Agar fix) va q;(x) funksiyalar :Co nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda ulaming 
yig'indisi, kO'paytmasi, bo'linmasi (rnaxraj noldan farqli OO'lganda) shu nuqtada 
uzluksiz bo'ladi. 

2. Agar y = fiu) funksiya Uo = cp (xo) nuqtada, uzluksiz OO'lsa u = cp(x) funksiya esa 
Xo nuqtada uzluksiz OO'Isa, u holda y = J [cp(x)) rnurakkab funksiya Xo nuqtada 
uzluksiz OO'ladi. 

3. Agar funksiya biror oraliqning har bir nuqtasida uzluksiz OO'Isa, u shu oraliqda 
uzluksiz deyiladi. Barcha elernentar funksiyalar o'zining aniqlanish sohasida 
uzluksizdir. 
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7.5. Bo'lsaDo KOIhi teoremalari 
Bo'ilano KOIhiniDg I-teoremaai. Agar j(x) funksiya [a; b) segmentda 

aniqlangan, uzluksiz OO'lib, segmentning chetki nuqtalarida har xii ishorali 
qiymatJarga ega OO'15a, u holda shunday c (a< c< b) nuqta topiladiki, u nuqtada 
funksiya nolga aylanadi: 

j(c) = O. 
Bo'isano KOIhiDiag 2-teoremasi. Agar / (x) funksiya [a; b) segmentda 

aniqlangan va uzluksiz OO'lib, uning chetki nuqtalaridaj(a) =A, j{b)=B qiymallarga 
ega va A;qJ bo'lsa, A va B sonlari orasida har qanday C son olinganda ham a bilan b 
orasida shunday c nuqta topiladiki, bundaj(c)=C OO'ladi. 

VeyenhtrasniDg I-teoremasi. Agar j(x) funksiya [a; b) segmentda aniqlangan va 
uzluksiz OO'lsa. funksiya shu segmentda chegaralangan OO'ladi. 

Veyenhtrasning 2 - teoremali. Agar j(x) funksiya [a; b) segmentda aniqlangan 
va uzluksiz OO'lsa. funksiya shu segmentda o'zining aniq yuqori hamda quyi 
chegaralariga erishadi. 

6. [l·Y) = ~1-l'Y funksiyani uzluksizligini tekshiring. 
2.1 

" h' h 1 .. .1- { .I, agar .I:? 0 bo'/sa, 
I ec IS • 1"'1-

- .I agar .I < 0 bo'/sa. 

Bundan ko'rinadiki, 

J 0, /(X)=l-; 
agar x> 0 bo'/sa, 

agar .I < 0 bo'/sa. 

x = 0 nuqtada funksiya aniqlanrnagan OOlib, lim [(.I) = 0 va lim [(.I) = +«> 
1 .... ..0 .I--e 

munosabat o'rinli. Demak, x = 0 nuqta j(x) funksiya uchun ikkinchi tur uzilish 
nuqtasi. 

7. Quyidagi funksiyani uzluksizligini tekshiring va grafigini chizing. 
I 

[(x) =-'-1 
Sin .I 

8. Berilgan funksiya a ning qanday qiymatida uzluksiz OO'ladi. 

[ 
1

.1 'Clgx, agar .I ~ 0 va ~ < !!..bo'/sa, 
(.1)= 2 

a ,agar .1=0 bo'/sa. 

Funksiyaning uzilish nuqtasini toping 
1 ...!.. 

10. /(x)=6-::i 9. /(.1) = 4!-' 

1 

II. /(x)=3;:; ll. [(x)= .1
1 -2, agar -I <x<2bo'/la, j

3X+ 4. agar x:S; I bo'/sa, 

j
X+ I. agar .r:S; 0 bo'/sa, 

13. /(.1)- (.1+1)1. agar 0<xs2 bo'/sa, 

4-.1, agar.r > 2 bo'/sa. 
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Berilgan funksiyalami uzilish nuqtasini va turini aniqlang 

(

X - 2. agar x < 0 bo'ua. IX - 2. agar x < 0 ho'/SIl, 

14. !(x)= 2. agarx-Obo'!la, IS. !(x) = -2. agarx=Obo'/N, 

Xl _ 2. agar x> 0 bo'/sa. -x-2,agar x >0 bo'/sa. 

16. f(x) = .II + 2 
x-2 

18. f(x) = sin.!. 
x 

20. !(.r)={X-2. agar x<2bo'/sa. 
x +2. agar x ~ 2 bo'/sa. 

x-2 
17. I(x) = xl+2 

I 
19. f(x) = Xl +.t 

(

.1'-3, agar x < 0 bo·w. 

21. 1(.1')= .1'+1. agDr' O:SxS4 bo'/sa, 

hE,agar:c> 4 bo'/sa. 

22 -28. Funksiyani uzluksizlikka tekshiring va grafigini chizing. 
3 

22. Y=-. 23. y=jJi. 

24. 

26. 

x-4 

5 
a)y=--; 

x 
b) Y=/f(l'. 

I 

a) y=3'::); 

b) y = 1-3'. 

a) Y=.1'-I~; 
-l5. 

b) y=3-~. 
x 

I 

27. a) y=2'::); 
I 

b)y=5-4?'. 

18. Funksiyaning uzilish nuqtalarini toping. Uning uzilish nuqtasi atrofidagi 
shaklini chi zing. 

I I 

I. f(x)= 2;:-; 2. !(x) = 7S::; 
I ) 

3. /(.1')= 3;:4 4. f(x)=8;:; 
I I 

S. !(x)=4~ 6. !(x) = 61:; 
J • 

7./(.1')=5;-::i 8. I(x) = 5;:;-
I I 

9. f(x)=4~ 10. I(x) = 4S::; , I 

II. /(.1')=90:; 12. /(x)=6;;) 
1 I 

13. f(x)= 7>:; 14. f(.r) = 7;;1 
I I 

15. /(.1')=6;:4 16. /(x)=9;;J 
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1 I 

17. [(.1)= 5]:; lB. [(.1)= 6;;; 
I I 

19. [(.r) .. 4~ 20. f(.r): 8~ 
I I 

21. [(.r)=)~ 22. [(.1)= 5~ 
I • 

23. f(.r) = sO=; 24. 1(.1)= S;;! 
I • 

25. [(.1)= 6-;:) 26. 1(.1)= S~ 
I , 

27.[(.r)=4~ 2B. !(.r) = );;; , I 

29. !(.r) = 60=; 30. [(.1)= 6;;) 

8erilgan funksiyani uzilish nuqta1arini toping. Ularning grafigini chizing 

j

2 agar .r~2 j.r-I agar .r~1 
I. [(.1)= 2' agar 0~.r<2 2. !(.r)=.r' agarO~.r<1 

.1+1 agar .1<0 .I' agar .1<0 

I
con agar .I S 0 

3. !(.r)= .1+1 agarO<.rS2 

2 agar .1>2 

j
X-3 agar x ~ 3 

5. !(.r)= x' agar 0$.1<3 

.I agar .1<0 

j
Sin.r agar ... ~ 0 

7. [(x)= x' agar -1~x<O 

... agar .1<-1 

j
... agar ... ~O 

9./( ... )= (.r+3y agar-2< ... <0 

... +3 agar ... $-2 

j
.r-I agar ... ~I 

11.[( ... )= x' agarOS ... SI • 

-x agar ... <0 

j
lr agar OS ... <I 

13 1( ... ) = 2 agar ... ~I 

.1+1 agar .IsO 
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j
2X agar .r~O 

4. !(.r) = -.I' agar-I S.r < 0 

-x agar x<-I 

J

XI agar 0 < x S 2 

6. !(.r)= .I-I agar .ISO 

.1+2 agar x>2 

j
l-'" agar x ~ I 

8. [(x) = log, x'agar -I < x < I 

... +) agar xS-1 

j
.r' agar ... ~I 

10. I(x) = Ig... agar I <.I < 10 

11-.1 agar .1>10 

j
.rl + I agar 0 < ... < I 

12. [(.I) = I agar .I ~ I 

... +1 agar ... ~o 

j
.r+2 agar .1>2 

14. 1(.1) = 2.1 agar 0 <.r ~ 2 

.1+3 agar .IsO 



l
ain x agar x ~ 0 

IS./(x)= x agar -2Sx<0 

2 agar ol<-2 

j
l agar x~1 

17./(x)= xl+1 agar -ISx<1 

ol+3 agar x<-I 

l
x-I agar x~2 

19./(x): (x-If agar Osx<2 

x agar x<o 

I
x agar ol~) 

21./(x). (x-2Y+2 agar Isx<3 

-x arar x<1 

I
Sinx agar ol S 0 

23./(x)= .r; agar O<xS4 

ol-3 agar ol>4 

x+2 
-- agar olsO 

2 
25./(x)=~x+1 agar 0<xS2 

ol-I agar x>2 

l
x+1 agar olSO 

27./(x)"" ./x+1 agar 0<olS4 

5-x agar x>4 

I
x agar ol~2 

29. /(ol) =oll agar 0 Sx < 2 

sinx agar x<O 

I
con agar ol S 0 

16. /(x) = ol-I agar 0< x S I 

x-I agar x>1 

j
-x agar xsO 

18/(ol)= 2%1 agar O<xSI 

x+2 agar x>1 

I
) agar ol~1 

20./(ol)- (ol+lf agar -2sol<1 

x+) agar %<-2 

l
ol-1 agar xS-1 

22./(ol) = Xl + I agar -I < x S I 

x agar ol>1 

I
-ol agarol SO 

24. /(x).. 1/% agar 0 <X S 8 

_, 9-x agar x>8 

If 
agar x~4 

sin x If If 
26.f(ol)=~-- agar --Sx<-

ooSol 4 4 

-x 

9-ol 

If 
agar ol<-"4 

agar x~8 

1/% + 2 
28./(ol)"~-- agar -ISx<8 

2 

~+I agar x<-I 
2 
If It 
--x agar x~-
2 2 

30. /(x) = ~ cos x agar 0 S x <!.. 
2 

sinx agar x < 0 

19. Funksiyaning uzilish nuqtasini toping. Uning uzilish nuqtasi atrofidagi 
shaldini chizing. 

I 

1. /(ol) =4-;:) 
..!... 

2. /(x) = 61-· 
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1 I 

3. f(x) " 5;;! 4. f(x) =3';:6 
1 , 

5. f(x) =2''''' 6. f(x)"'7~ 
I I 

7. f(x) = 8'-' s. f(x) = 9;:; 
1 , 

9. f(x) = 6'-' 10. f(x) =5'" , 
1 

II. f(x) = 3J.-· 12. f(x) =4'" , 1 

13. f(x) = 7J.-· 14. f(x)=9k 

1 , 
15. !(x)=8'" 16. f(x) = 3;:; 

• , 
17. f(x)=5J.-· 18. f(x) = 41-' 

I , 
19. f(x)=7'-' 20. !(x) = 6'" , 

I 

21. !(x) =8'" 22. f(x) = 9;:; 
1 1 

23. fIx) = 51-· 24. !(x)=6~ 
• , 

25. f(x) =3''''' 26. !(x)=4'-' 
I , 

27. f(x) = 7-':; 28. f(x) = 9;:) 
1 , 

29. f(x) = 6'-' 30. fIx) = 3J.-, 

Mavzu yuzasidan savollar 
I. Funksiya uzluksizligining ta'rifL 
2. Uzluksiz funksiyaning xossalari. 
3. Elementar funksiyalaming uzIuksizligi. 
4. Funksiyaning uzilishi, uzilish turlari. 
5. Bolsano Koshining teoremalari. 
6. Veyershtras teoremasi. 
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II-bob. BIR O'ZGARUVCHILI FUNKSIY ALARNING DlFFERENSIAL 
HISOBI 

8.1. Fuakliya bosilasi 
Aytaylik, )' '" /(x) funksiya biror X sohada aniqlangan bo'lib, x. e X va 

x, + & eX bo'isin. 

r,' if A flx Od 6.y /(x.+&)-/(x,) arl. gar ..... a&", fj.:r . 

nisbatning limiti mavjud va chekli bo'lsa, bu limit y = I{x} funksiyaning x, nuqtadagi 
hosilasi deyiladi. Hosilaning belgilanishi: 

. dy df 
y,f (x,). d.r' d.r' 

[)emak, ta'rifgs ko'ra 
/ ·(x,) '" lim fly = lim /(x, + &)- /(;r.l . 

..... fj.:r..... fj.:r (8.1) 

Agar y = I{x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo'lsa, u holda I{x} funksiya 

Xn nuqtada ditTerensialIanuvchi deyiladi, hosilani topish jarayoni ditTerensialIash 
deyiladi. 

1. y = Xl funksiyaning hosilasini hisoblang. 
Yee""". Avval x ga fj.:r orttinna berarniz va funksiya orttinnasi fly ni topib 

(8.1) - fonnulaga qo'yamiz: 
6.y = I(x. + flx)- /(;r.) = (u flxY -Xl = Xl + 2;rfj.:r + flxl -Xl = 2.r6.:r + 6.;r1 '" 6..r(2;r + 6.;r). 

(8.1) fonnulaga ko'ra: 

1 ·(x) = lim fly = lim -6X(2x + flx) = lim(2;r + 6.;r) = 2x . 
..... t.x 61'" t.x 61 .... 

2. y =.!. funksiyaning hosilasini hisoblang. 
x 

• \ \ x-;r-6.;r t.x 
Yee""".fly= /(x+flx)- /(x)=----= =----

x + 6.;r ;r .r(x + flx) x(;r + flx) 

(8.1) formulaga ko'ra: 

f .( I' 6.y I'~ flx) 1 I'~ I ) I' I I x)= Im-= 1m ---- .-=- un --- =- un =--
. • ...... fj.:r.. .r(x+6.;r) 6.;r .. x(x+flx) ..... x l +x·t.x Xl 

3. y=sinx funksiyaning hosilasini toping. 

feeltislt. 6.y = sin(l"+flx)-sin x = 2 sin ~ 'C~J"+ ~) 
(8.1) fonnulaga ko'ra: 

2 
. flx _1 &1 6.;r 

S'" -,ci..x+-~ sin-
y' = lim 6.y = lim 2 2 ,. lim ~ . lim c-1;r + 6.;r) = \. ca.u = cos x 

..... t.x ..... flx ..... flx ........ ~ 2 

2 
[)emsk: (sinx)' = eos:c 

4. y = 2;r + 3 funksiyaning hosilasini hosilaning ta'rifidan foydalanib hisoblang. 
2;r + I 
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Yeclrislr. x ga tu orttirma berib, funksiya orttirmasi ~y ni topamiz: 

~y = I(x+ !Jx)- I(x) = 2(x+!Jx) +3 _ 2u 3 = (2(u tu)+ 3)(2u 1)-(2(utu)+ IX2u 3) = 
2(utu)+1 2ul (2(x+tu)+IX2x+1) 

4tu 
(2.1" + 2tu+ IX2u I)' 

(8.1) formulaga ko'ra: 

I' ~y I'.r 4tu ) 1'_( • 4 ) 4 
Y = ~~tu = ~~\ - tu{2x+2tu+IX2x+1) =~!!l\ -(2x+2tu+IX2x+1) =- (2x+I)' . 

S. y = I~ funksiya hosilasini hisoblang. 

Yechish. x = 0 nuqtada argumentga 6.x orttirma beramiz, u holda funksiya ~y 
orttirma oladi: 

I
A..I {-tu, agar tu<O bo'isa. 

~y= .... 1 .. 
!Jx, agar tu > 0 bo'/sa. 

~y '" {-I. agar tu < 0 bo'lsa, 

lu I, agar tu > 0 bo'isa. 

Ko'rinib turibdiki, 6.x = 0 nuqtada Y=I~ funksiya hosilaga ega emas, chunki ~y 
tu 

nisbatning 6.x-+ 0 dagi limiti mavjud emas. 

8.2. Hosilaning geometrik ma'nosi 
Tekislikda berilgan y = fix) funksiya grafigining M ( .to .. Yo ), (bu yerda Yo=:/{xo) 

nuqtasiga o'tkazilgan urinmani qaraymiz. Bu urinmani hosil qiJish uchun quyidagi 
(1- rasm) chizmada avval MK lo'g'ri chiziq o'tkazamiz. So'ngra - orttirmani nolga 
qaratsak, grafikdagi K nuqta M nuqtaga yaqinlasha borib, MK to'g'ri chiziq MN -
urinma holatini egallaydi. lu .... 0 da MK to'g'ri chiziq OX - o'qining musbat 
yo'nalishi bilan hosil qilgana(tu) burchagi, MN - urinma hosil qilgan rp burchakka 
intiladi. Bu yerda MN - to'g'ri chiziqning tenglamasi y-Yo =tgrp(x-xo) ko'rinishda 
bo'lib, X-Xo = tuva tglP= Ie - MN to'g'ri chiziq OX - o'qining musbat YO'nalishi 
bilan hosil qilgan burchak koeffitsiyenti ekanligini e'tiborga olsak. MN to'g'ri chiziq 
tenglamasi y=lclu +yo ko'rinishda bo'ladi. I - chizma MKB - uchburchak uchun MB 

=tu, KB= ~y va Ig a(tu) = ~ Demak, 

I·(x.)= lim 6y = lim/ga(tu) = fglP=k 
"-oOItu .. -001 

ya'ni.f(xo)=k tenglikni hosil qilamiz. 
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Xo+ t.z ;tga(t.z) +YD) 

Yo=/(Xo) -4-~+ llx ; Yo) 

o Xo+ llx x 

(I-rasm) 

Shunday qilib, geometrik nuqtai nazardan y=j(x) funksiyaning X=Xo nuqtadagi 
[(xo) hosilasi uning grafigiga M(xo. Yo) nuqtasida o'tkazilgan urinmaning OX 
o'qining musbat yo'nalishi bilan hosil qilgan burchagining tangensiga teng. MN -
urinmaning y=k llx +Yo tenglamasida llx = x - "0, yo = j(xo) va k=[(xo). U holda 
y=j(x) funksiya grafigining M(xo. Yo) nuqtasida o'tkazilgan urinma tenglamasi 
quyidagi ko'rinishda bo'lar ekan 

y"f'(x.)-(.r-.r.)+/(x.). (S.3) 
6. y=xl + 3 funksiya grafigiga Me. 1 ;4) nuqtadan o'tkazilgan urinmaning burchak 

koeffitsiyentini toping. 
Y~clrislr. (S.2)-formulaga ko'ra: k = Igip = f'(x.) = 2.1. = 2·1" 2 

7. y=i+3x+4 funksiya grafigiga M (-I; 2) nuqtadan o'tkazilgan urinma 
tenglamasini tuzing. 

Y~clr;slr. (S.3) - formulaga ko'ra: y = /'(x.)-(.r-x.) + /(.1.) bunda 
f'(x.) = P( -1) = 2 ·(-1)+3" I, /(.1.) = /(-1) '" 2 

Demak, 
y= 1(.1-(-1»+2 

y=.r+3 

8. y=2.r1+lfunksiya grafigining M(I; 3) nuqtasiga o'tkazilgan urinmaning 
burchak koeflisiyentini toping. 

Y~clris". (8.2) formulaga kO'ra: 
k = Igt;= /(x,) = 6r~. x. =01. k = /(1)= 6 ·1' = 6 

Demak, k = 6. 

9. y"sin.T+alSr funksiyaning .Ie "'f nuqtasidan o'tkazil;gan urinmaning 

tenglamasini tuzing. 
Yeclrislr. (8.3) fonnulaga ko'ra: y = f'(x.)o(x-x.) + /(.1.) bunda, 
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f(x.) = ~ f) =sinf+cosf '" I. f'(X.) = cou. -sinxg = -I. Y = 1-{x-f} 
Demak, y=!!: +I-x. 

2 
10. y=ln.r (x > 0) funksiyaning xo=1 nuqtasidan o'tkazilgan urinma Or o'qning 

musbat YO'nalishi bilan qanday burchak hosil qiladi. 
Yeclrislr. (8.1) formulaga ko'ra: 

Igrp = /,(x.), /,(x.) =..!... Igrp = /,(1) = I. )lOb tp =!!:. 
x. 4 

1r 
Demak, '1'="4 

Hosilaning iqtisodiy ma'Dosi 
Shuni ta'kidlash lozimki, hosilaning iqtisodiy ma'nosi ko'p qirrali bo'lib, 

muayyan obyektga yo'naltirilgan maqsaddan kelib chiqadi. Biz shu masalalardan 
birini keltiramiz. V=V(t) funksiya t - vaqt davomida ishlab chiqarilgan mahsulot 
hajmi o'zgarishini bildirsin. Ishlab chiqarishning /=to vaqtdagi mehnat unumdorligini 
topish masalasini ko'raylik. Buning uchun t - vaqtga 61- orttirma beramiz, u holda 
mana shu vaqt davomida ma'lum miqdordagi loU zU(/. +6J)-U(t.)mahsulot ishlab 

chiqariladi, o'rtacha mehnat unumdorlik l .. ,," =~ tenglik orqali topiladi. t = to 

vaqtdagi mehnat unumdorligi uchun quyidagi teXIglikni hosil qilamiz: 

l(l.) = lim loU =U'(I.) 
"'.... 61 

Demak, mahsulot hajmini vaql bilan bog'lovchi Vet) funksiyaning vaqt 
bo'yicha V'(t) hosilasi ishlab chiqarishning let) unumdorligini berar ekan, ya'ni 

U'(t) = let) 

Hosilaning mexanik ma'aosi 
Moddiy nuqtaning harakati S = l(t) qoida bilan aniqlangan bo'isin, bunda t vaqt, 

S bosib o'tilgan yo'\. Vaqtning to va to + ru qiymatlarida (ru > O)·S = I (to) funksiya 
qiymatlari I (to) va I (to + ll.t) ga teng, I (to + ru) - I (to) ayirma ll.t vaqt oralig'ida 
o'tilgan ll.S yo'ini aniqlaydi: 

ll.S = I(to+ ll.t) -I(to). 

Demak, ru vaqt ichida moddiy nuqta ll.S yo'lni o'tadi. Unda t;S nisbat moddiy 
61 

nuqta harakatining o'rtacha tezligini bildiradi, !lI -+ 0 da t;S ning limiti moddiy 
61 

nuqtaning to paytdagi oniy tezligini ifodalaydi. 

u(t.) z lim t;S = lim f(/. + 61)- f(l.) = f'(I.) (8.4) 
..... 61 III'" 6J 

Shunday qilib, S = I (t) funksiyaning to nuqtadagi hosilasi mexanik nuqtai 
nazardan S = l(t) qoida bilan harakatlanayotgan moddiy nuqtaning 10 paytdagi oniy 
tezligini bildirar ekan, ya'ni S'(/)=U(/) Moddiy nuqtaning oniy tezligidan olingan 
hosila esa, uning oniy tezlanishga teng bo'ladi, u'(t) '" a(/) 
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11. S = 2J1 + I (m) qoruUyaa biJ. ~ moddiy naqtaniftg 1 =- 3 (sek) 
dagi oniy tezligini lOping. 

YecllW.. u(/) '"' Ii. 6S ,. lim s(t +AI)-S(I) .1iIII2(t + Air +~ +AI)-2I
1 
-I .. 41 + I 

..... iii·... AI ..... iii 

Demak. (3) = 4·3 • I = 13 mlsek, ,,- 13 mlsek. 
12. s=,'-,I-I+I(m) qonuniYaI bo'yicba hanbtlanayotpn moddiy nuqta 

qancha vaqtdan k~in to'xtaydi. 
Yecllisll. u(,) = 311 

- 21-1 (mfsek) moddiy nuqta banlbdanawligi ucbun unins 
tezligi nolga teng bo'lishi kent, ya'ni. 311 

- 21-1- 0 (I> 0) bundan, ,- I ekan.ligini 
topamiz. 

Demak, moddiy nuqIa I Iekunddan keyin to'mr etan. 

U. R.u. .. qeiclalart 
\. Agar f (%) funbiya % = Xo nuqtada bosilap ega bo'lsa, u hoIda istalgan 

o'zgarmu 0 lOIIi uchun "(%)-0 f (%) f'unbiya Iwm % - Xo nuqtada hosilaga ega 
boIib. bu hosila quyidagi lengIik orqaJi 1DpiJadi: 

"'(z.)-t('(Zw) (1.5) 

Agar fi%) va g(:r) fUnbiyalar % ~ hosiIaga ega bo'1sa, u 
hoIdaf'{z). I(z)! g(z) 

funksiya ham % -.It DUqIaIa tx.ilap ega bo't.i, 
v(z.)'" /'lZw)±I'(Zw) (1.6) 

3. f (%) va g(%) funksiyalar .Pz. nuqIIda hosilaga ega bo'lsa, u hoIda 
~r)s /(z)'g(z) funksiya ham r-z. nuqtada hosilaga ega bolib. bu hosila quyidagi 
tenglik orqa1i topiladi: '. 

",(z.)=/,(z.)·g(z.)+ /Iz.),,·(z.) (8.7) 

4. Agar f (%) va g(%) funksiyalar % .. .z.nuqtada hosi1aga ega bolib, g(%) .. 0 

OO'Isa. u hoIda "(z). ~ funksiya % - .z. nuqtada hosilaga ega bo'Jadj va bu hosila 

quyidagi formula bilan tcpiladi: 
.,.(1.). /'(.z.). g(z,~: ",(x,). J1r,) (8.8) 

I. y R C. Y .. O. 

3. r .. C", y' .. C,,·. 

[ .. Dr f •• I&aiy_ni ...... la .. ri jadnli 
2. r =" +,,+ w. y =,l +r +w'. 
4., ..... y ...... 

s. y ,. .,". y' .. /DI .... ., •. 

7.,., = a'. y' '" a·lna·,,'. 

9. y:lnll. y'",~ .. >0 ., 
II. r .lill".,' -"'eM,,. 

• . rI,,- ... ' 6.,--., ---J-' 
• Y 

S. , = ,.. y' = ,',,'. 
10. y = lot.'" ,. .. ~Iot. eM> 0 

-12. ,-cot •. y- __ ._. 

129 • 



II' 

IJ.y=lgu.y'= COS1X' 

, 
, u 

15. y=arcsinu. y =--r.--'j 
vI-II' 

, II' 
17. y=QTclgll. y =1+11 1 ' 

19.y=/(u),II=u(X). y'=/:(II)'U; 

• 
, 

, II 
14. y=Clgll, Y c- sinlll 

, 
. , II 

16. y=arcsmu, y =----r:--j. 
vI-II' , 

, 1/ 
18. y=arcclgu. y =-1+11 1 ' 

) , y; 
20. x = X(I), y,. y(t ,Y. =-;-. 

x, 

13. y = (3x+ 1)( ~ + 3) funksiyaning hosilasini hisoblang. 

Yeclr;slr./(x)=3x+I, g(x) = (~ "'3) (8.7)-formulagako'ra: 
2 

v '=[(x)g(x)+g'(x}j{x)=(3x+ I) '( ~ + 3)+( ~ + 3) '(3%+ J)=3( ~ + 3)+.!. (3.1+ 1)==3x+9.!. 
- 2 2 2 2 2 

14 8x+1 funks' , h '\ ' 'h' bl • y = -- Iyanmg OSI 851m ISO ang, 
2-3x 

feclr;sh. /(.1)=8%+ J, g(x)=2-3x (8,8) - fonnulaga ko'ra: 
y'= I'(x), g(x}- g'(x), /(xL (8%+ 1)'(2-3x)-(2-Jx)'(8r+ I) = 8(2-3x)+3(8x .. 1) = _1_9_ 

gl(X} (2-3x)1 (2-3x)2 (2-3x): 

8.4. Teskari va munkkab funksiyalarniDI bosilasi 
y = / (x) funksiya (a, b) oraliqda berilgan va unga teskari x= f{J (y) funksiya 

mavjud bo'isin. --
Agar y = / (x) funksiya Xo (xoe (a,b» nuqtada [(xo) hosilaga ega bo'lib [(.10) " 0 
bo'lsa, u holda bu funksiyaga teskari bo'lgan .1= (fI (y) funksiya Yo=/ (.10) nuqtada 
hosilaga ega va 

tenglik o'rinli bo'ladi. 

I 
tp'(y.) = I'(x.) 

15. y = arsinx (-1 :sxs 1) funksiyani hosilasini aniqlang. 

(8.9) 

Yeclr;slr. y=arcsinx funksiya x=siny funksiyaga nisbatan teskari funksiyadir. 

(8.9) - fonnuladan /'(yo>=_I- formulani olamiz. Bunda/(x) =arcsinx. !p(v)=siny. 
tp'(x.) 

Demak, 

( . , 1 I I 
arcslnx)=--=--= z~. 

(siny)' cosy JI-sin 1 y VI-Xl 

16.y = arccosx funksiyaning hosilasini hisoblang. 
fechislr. x = cosy ni x bo'yicha difTerensiallab I = -sin y. y: ni hosil qilamiz. 

Bundan, y' = __ 1_=_ 1 =_~; 
• siny JI-cos1 y vl-x2 

17. y = arctgx funksiyaning hosilasini hisoblang. 
18. y = arcctgx funksiyaning hosilasini hisoblang. 
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M.nkkab fuaksiy.aial "osn.1i 
y = 9'(1') funksiya X to'plamda. u = / (y) funksiya esa Y (Y = {9J(1'); l' e xl) 

to'p\amda aniq\angan bo'lib. u = /(.,(x» murakkab funksiya beri\gan bo'\sin. Agar y 

= qI (x) funksiya Xn nuqtada ., '(Xn) hosi\aga ega bo'lib. u=/ (y) funksiya esa yn (yn 
=9'(xo» nuqtada/ '(YD) hosi\aga ega bo'isa. u holda u = /(fI(X» murakkab funksiya 
ham Xo nuqtada hosiJaga ega bo'ladi va quyidagi formula bilan hisoblanadi; 

(j(9J(.1'))) , • ., ,. /'(Y. HI' (1'.) '" /'(9'(.1'.». fI' (1'.) (8.10) 

19-25. funksiyalarning hosilasini hisoblang. 
19. y = eos)x 
Yeehish. u=eosx deb belgiJashni kiritsak. y=uJ hosil bo'ladi. (8.10) -

formulaga ko'ra: 
y'= (11')'= 311 1 '11'. II' = (cos 1')',. -sin 1'. y'= -3sin 1"COS 11'. 

20. y = (1 T sin)2xt 
Yeeh;sh. 

y' = 4(1 + sin12x)1(! + sin12x)' = 4(1 uin'2x)'3sin l 2x ·cos2x· 2 = 24cos2x . sin I x(1 + sin'2x)1 

2I.Y=lg l
(,,"). 

Yeehish, y' - 21g(e-')·-I_I __ -.{-t_') - -21g(e-')~' 
cos (e ') cos (e ) 

22 
(!+1')I~ 

.y" 
(1'1 + 4r e--' 

Yeelrislr,lny = In(1 +1'Y + InV(i-=-1'Y -In(1'2 +4r -Ine-"'. 

2 '. 1, 2 2 8x 
y' = 21n(! +1') + '3 ln(I-1') - 41n(1'1 + 4) + sin x, y Y = 1 + X - 3(1- x) - x2 + 4 + cos x. 

, (I+1'YV(I-1'Y [ 2 2 11' } y = -------+COS1' 
(1'1 +4re-·" 1+1' 3(1-1') 1'1 +4 

23. y = 1'Qrt'lg' 51' + In/gr. 

Yeehish, 
" 2 S I I , 1 S1'arclg l 51' I I 

Y =arclR 51'+3:Wl'cIR 5.1'--+-·--zarclg 51'+ I +-.-'-. 

24. y = orc sec.1' 

Yeehislr. 

I + 251'1 'rx cos1 
l' 1 + 251' SUl1' cos l' 

, 

x=secy'" cosy' 
, ( I) sin y , , cos

l 
Y I I I 

cosy cosly smy l' I_~ 1'-Ixl-1 
(1') .. -, 1--,y'Y=-'-"J'H=~' 

25. y=x1.r" ·sin2x. 

Yeclrish. 

1'1 

y' = 31'1. e" sin a + 1"(21"'" ).sin2x+ .r'·I"'2·cos2.r = 1'1 ·e" sin2.r{3 + 2.r1 + 2.r .ctg2.r) 
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• 
YashiriD fualuiya bOlilali 

Hoota x va y o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish F(x,y)=O tengJama 
ko'rinishlda berilgan bo'isin. F(x,y)=O yashirin funksiyani oshkor ko'rinishga 
keltirmasdan hosilasini topish qoidasini ko'rsatamiz. y ni x ning funksiyasi deb 
F(x,y)=O tenglamaning ikkala qismini differensiallash, so'ngra hosil qilingan 
tenglamani y' ni topish kerak. Buni quyidagi misolda ko'rsatamiz. 

Misol: X4+y -3xy=O yashirin funksiyaning y' hosilasini hisoblang. 
Yechish: y ni x ning funksiyasi deb bergilangan tenglamasining ikkala 

qismini differensiaflaymiz 4x' +4y'y' -3y-Jxy' = 0 bundan esa y' = (4x-' -3y)/(3x- 4/) 
ni topamiz. 

26 -28. funksiyalaming hosilasini hisoblang. 
26. x· e' + y. e' = .xy . 

Yecbish: (x ·e' + y·e' i = (x.v)'. e' + xe'y' + y' ·e' + y·e' = y+ xy', 

y'.(xe! +e' -xl= -e' - y·e' + y, bundan y'= Y,-k + ye'l. 
e +x(e' -I) 

27. In(x' + y') = 2aTcig 1:., 
x 

Yechish. 
2x + 2 )Y' = 2 1 . .xy' - Y 
xl .. y' I+(//x l

) Xl 

28. y =,t' 

x + yy' = .xy' - y, 
, x+y 

y =--. 
x-y 

Yechish: y=x' logarifmlab. Iny=;:lnxni olamiz. Uni x bo'yicha 
differensiaflab, 

I 'I 1 I - y = n x + x· - = n x + I. y' = x'(Inx + I). 
y x 

hosil bo'ladi. Tenglamani avval logarifmlab, keyin differensiallash hosila olishni 
ancha soddalashtiradi. 

8.5. Funksiya differensiali va uning taqribiy hisoblashlardagi 
tatbiqlari 

Hosila ta'rifiga ko'ra, y' = lim fly limitning ta'rifiga asosan esa fly = y' +c(x) 
",_0 f"x .ir 

yoki fly = v' +&{x},it ifodaga ega bo'lamiz. lim &(x)=O tenglikdan ko'rinib turibdiki, . "'~ 

funksiya orttirmasi .1y ni ikki qismga ajratish mumkin. Birinchi qism erkli 
o'zgaruvchining orttirmasi .1x ga nisbatan chiziqli bo'igan, ikkinchi qismi .it ga 
nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik miqdordan iborat. Birinchi qism y'.it funksiya 
orttirmasining asosiy qismi (bosh qismi) yoki differensiali deyiladi va 

dy=y'6x (8.11) 
kabi belgilanadi. Erkli o'zgaruvchining differensiali uning orttirmasiga teng, ya'ni 

dx=6x. U holda (8.11) ifoda dy=y 'dx yoki dy=f'(x)dy kabi yoziladi. 
d(y)=y'd:c. dy=/,(x',ix (8.12) 

29. Y = x-' .. 2Xl + 2 funksiyaning differensialini hisoblang. 
Yechish. (8.11) formulaga ko'ra: 
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dy = y'dx = (Xl + 2X' + 2),dx = (h' + 4.1)dr. 

30. y = e)' + cox2x funksiya differensialini toping. 
Yeclrislt. dy = y'dx formulaga ko'ra: 

dy=(e
1 
.• + coslt)'dx = ((It)"eh + (cosltY)dr = (2eh -2sinlt)dr = 2(i' -sinlt)dx. 

31. y = In(e" +.r+ 1) funksiyaning differensialini toping. 

[ ]
' 2~h + I Yecltislt. dy",dln(e" +.r+I)= In(e" +.1+1) dx .. I ·dx 

e • +x+1 
2," + I demak, dy = I . dx 

e • +.1+ 1 

Faraz qilayIik. u(x) va v(x) funksiyalar (a, b) intervalda berilgan bo'lib • 
.r E (a.h) nuqtada differensiallanuvchi bo'isin. U holda. I/(X)± v(x). I/(x)·v(x), hamda 

11(.1), (v(x) ~ 0) funksiyalar ham shu intervalda differensiallanuvchi bo'ladi, ya'ni, 
vIr) 

d(1I(X) ± v(x») = dl/(x) ± dv(x) 

d(1I(X)' v(x») = v(x)· dII(x) + 11(1')' dv(x). 

111(X)]= v(x)·du(X)-II(X)·dv(X) (v(r)~O) bo'ladi. 
wlv(x) V'(X) 

Funksiyaning differensialidan uning qiymatlarini taqribiy hisoblashda foydalaniladi. 
[(xo +.it) .. [(1'0)+ 1'(1'0 ).l1r munosabatdan taqribiy hisoblashda foydalaniladi. 

32. V2s miqdomi taqribiy hisoblang. 
Yecltislt. Bu miqdomi f (x) = I,{; funksiyani x = 28 nuqtadagi qiymati deb 

qarash mumkin. Agar .10 =27 deb olsak, unda flz '" x -.I, = 1 bo'lib, yuqorida ko'rib 
o'tilgan formulaga asosan 

V2s .. ((x.) + /,(xo)flz = 1/27 +::h ·1 = 3 + ~ .. 3.0037. Demak V2s ,,3.0037. 
3V27' 27 

Parametrik ko'riaishda berilgn f.akaiyaaiftg hosilasi 

Faraz qilaylik. y funksiyaning x argumentga bo'g'liqligi {;: (,~) tenglamalar 

bilan parametrik shaklda berilgan bo'isin. Masalan: 
I) x = x. +/'(, y = y. + m·( - to'g'ri chiziqning parametrik tenglamasi. 
2) x=xo+R·cos(. y"'y,+r·sin( - aylananing parametrik tenglamasi (x-x.) va 
(y- Yo) lami kvadratga ko'tarib. qo'shish natijasida (haqiqatan ham 

(x-x. y +(y- y.Y .. R'- markazi Mo(:co. ,Yo)nuqtada bo'igan aylana tenglamasini hosil 
qilamiz). 

3) Xuddi shuningdek., x = a'cost, y = b'sint - ellipsning paramelrik tenglamasi. !. va 
• Q 

I I 

l ni kvadratga ko'tarib qo'shib • .;. + iT=1 tenglamani hosil qilamiz. 
b a b 

Parametr t ga bJ orttirma beramiz, mos ravishda hx va 6.y orttinnalar hosil 
bo'ladi. U holday dan:c bo'yicha hosila: 
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• 
Ay 

• I' Ay I' AI Y; k' fly y;(1) Y = lm-= on ........ =- yo, -=-. 
, ",-4 tu t>s-tJ tu r; rJr r;(,) 

At 
33. r =t l

• cos I I, y = fl. sinl/; y; hosilani hisoblang. 

Yec";s". r; = 2e l
• cos I I +t1'(-2coSI' sinl) = 2t l

• (cosl-sin I )COSI, 

y; = 2e l• sin l I + el. ·2 COSI . sin I - 2el • (COS I + sin I )sin I, 

. y; sinl+cosl l+lgl (Tr} (Tr Tr) 
)" =--;-=Igl' . -lgl·--=lgt·lg 1+- '''-+"*,1'10-+"*. 

r. cos I - Sin I 1 - Igl 4 4 2 
34. r=a(l-sinl~ y=a(l-cos/~; y:=? 

" II' II . (I ,. . • sin I t ( ...L) .ee IS. r.=a -cost,. y.=aSlnt,y,=--:ctg- ''102"" . 
I-cosl 2 

35-37. y; hosilasini hisoblang. 
35. r=ocost. y=asinr; 

I' 
36. r=t l

• Y=3"-t; 

37. r=e l
., y=e'·. 

1.6. Yuqori tartibli bosilalar 
Birinchi tartibli hosiladan olingan hosila ikkinchi tanibli hosila deyiladi va ,v"J 

.. (x), ::~ belgilaming biri bilan belgilanadi. 

lkkinchi tanibli hosilaning hosilasiga uchinchi tanibli hosila deyiladi va y"',f' 
- (x), d'~ (8.12) belgilaming biri bilan belgilanadi . ... 
Umuman, y=IM funksiyaning n-tanibli hosilasi deb, uning (n-1) - tartibli 
hosilasining hosilasiga aytiladi va /"1. 1"). ::~ (8.13) belgilaming biri bilan 

belgilanadi. 
y = I (x) funksiya differensiali ely ning differensiali berilgan funksiyaning 

ikkinchi tanibli differensiali deb ataladi va ely yoki "/(x) kabi belgilanadi: 
ely = d(dy) yoki "/(x) = d(dl(x» (8.14) 

Funksiyaning differensialini uning hosilasi orqali ifodalovchi dy y'dx 
fonnulaga ko'ra: 

ely = d(dy) = d(y'dx) = dxd(y ') = dx(y ') 'dx = y "dx: 
Demak, funksiyaning ikkinchi tanibli differensiali funksiyaning ikkinchi 

tanibli hosilasining argument differensiali kvadrat ko'paytmasiga teng. 
Umumiy holda funksiyaning n - tartibli differensiali uning (n-l) - tanibli 

differensialining differensialidan iboratdir: 
Q'y = d(Q'·/y). Q'1(x) = d(cf'"1(x» (8.15) 

38. y = e' + ,/ funksiyaning uchinchi tanibli hosilasini toping. 
Yee";s". (8.13) - fonnulaga ko'ra n = 3 da y(3) = (yO)), 
y" = (y ') , = «e' + 2x) ')' = (e' + 2x)' = e' + 2 
y(3) = (e' + 2), = e' + 0 = e' 
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8.7. Dirreren.sial hisobiniog uoaiy teoremalari 
1. £erma teoremosi.j(x) funksiya quyidagi shartlami qanoatlantirsin: 

a) [a. bl kesmada uzluksiz; 
b) (a, b) oraliqda difTerensiallanuvchi; 
c) kesmaning oxirlarida/(a) = I(b) teng qiymatlar qabul qilsa, u holda, aqalli 

bilta shunday x = c (a < c < b) nuqta mavjudki, undaf(c)=O bo'ladi. 
2. Roll teoremosi. Agar I(x) funksiya quyidagi shanlami qanoatlaotirsa: 

a) [a. bJ kesmada uzluksiz; 
b) (a, b) oraliqda ditTerensiallanuvchi bo'lsa, u holda berilgan oraliqda aqalli bilta 

x = c (a < c < b) nuqta mavjudki, 
f (b)· f (a) = f' (e)(b· 8) bo'ladi. 

3.Logronj teoremasi. y = I(x) va y =g(x) quyidagi shartlami qanoatlantirsin; 
a) [a. IlJ kesmada uzluksiz; 
b) (a, b) oraliqda difTerensialanuvchi; 
c) g'(x) .. O. xe[a.bJ 

u holda bu oraliqda aqalli bina shunday x = c (a < c < b) nuqta mavjudki, 
f(b)·f(a) f'(e) --'-"-----'- = --
g(b)-g(a) g '(e) 

bo'ladi. 
4. Koslti teoremos;. Agar I (x) funksiya x oraliqning ichki nuqtasi Xo da 

o'zining eng kana (eng kichik) qiymatiga erishsa, hamda shu .1'0 nuqtada chekli 
hosilaga ega bo'lsa, u holda funksiya hosilasining Xo nuqtadagi qiymati nolga teng 
bo'ladi, ya 'ni: 

F{x) = 0 

8.8. Teylor formulasi 
Tqlor teoremos;: Agar y = I (x) funksiya x = a nuqtada aniqlangan va uning 

biror atrofida (n+ I) - tartibgacha hosilaga ega bo'lsa, u holda shunday x: q nuqta 
mavjudki unda Teylor formulasi o'rinli bo'ladi: 

/(.1') = /(0)+ /'(0)(.1'-0) + /'(0) (x-a)' + rIa) (x _ a)' + ... + /"(0) (.1'- oj" + 
2! ] "! 

j'"'''(q) .. , 
+---(.1'-0) 

(,,+1)1 

q nuqta x va a orasida yotadi, ya'ni ~=0+8(x-o) va 0<8<1. Teylor 
formulasidagi oxirgi qO'shiluvchi Lagranj shaklidagi qoldiq had deyiladi. a = 0 da 
Teylor formulasi Makloren formulasi deyiladi: 

(x) = (0) + nO)x+ /"(0) x' + reO) x' + ... + /"(0) x' + r-"(8x) x'" 0 < 8 < I 
. 2! • J! ,,! ("+ 1)1 

39/(.1') = _1- funksiyani x-I ning darajasi ko'rinishida ifodalang . 
.1'-2 

feelrislt. Funksiya a= I nuqtada aniqlangan va bu nuqtaning atrotida barcha 
hosilalari mavjud. Bu nuqtada funksiyaning qiymatini va beshinchi tartibgacha 
bo'igan hosilasini hisoblaymiz. 
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/(1)2-1.f'(1)=(~) =-1. /,,(1)=(-1.2\1) =-2 •....• /'(1)2 

(.r-2) ,., 1<-2, ,., 

(
-1.2.34.5J' 

(.r-2" =-120 
J .. I 

U holda Teylor fonnulasiga ko'ra x-I ga nisbatan ko'phadni hosil qilamiz: 
I 2, 6 ,24 ,120 , 

-=-I-(.r-I)--(.r-I)"--(.r-I) --(.r-I) --(.r-I) +R =-I-(x-I)-
x - 2 2!)! 4! ,! • 

. , " (6')('( (.r-I)·-(x-I) -(x-I) -(.r-I) +R. bulllia R = --- x-I = 
• • 6!(1<- 21 .-/ 

~""I<~<.r. 
= (~-I)' 

8.9. Lopital qoidasi 
f(x) va g(x) funksiyalar (a. b) oraliqda aniqlangan bo'lsin. 

Agar: limf(x)=O limg(x)=O bo'lsa, u holda x-+a da f(x) nisbat (.~) 
.... ,.... g(.I) 0 

ko'rinishdagi noaniqlik bo'ladi. 

Agar limf(.I) = oo.limg(x) =oobo'lsa, u holda x-+ a da f(x) nisbat 
..... .... g(.I) 

(~) ko'rinishdagi noaniqlik bo'ladi. 

Agar berilgan funksiyalar hosilaga ega-oo'lsa, yuqoridagi noaniqliklami 
ochish mumkin. Bunda Lopital qoiclasidan foydalaniladi. 

f (x) va g(x) funksiya x = a nuqta atrofida mavjud va differensiallanuvchi 
bo'lib, 
1,~f(.I)=g(Q)=O. yoki <D. 

!~g(.r)=g(Q).O. yoki 00 vag'(x) .. 0 bo'lsa,uholda 

tenglik o'rinli bo'ladi. 

lim fIx) = lim I'(x) 
.~. g(r) ..... g'(x) 

40 e' -I . h' bl . lim -,- m ISO ang. __ 0 SIn.r 

(8.17) 

V"''' e'-I 0 "d' . l'kbo'I'b .ee IS , lim-.-lim- tlpl agI noanlq I I , 
.... slnx 0 

Lopital qoidasiga ko'ra: 

lim ~=Iim (t' -I)' = lim~=!= I . 
.... 0 sin % ... 0 (sin .I)' J"'O cos .I I 

41 ' x-sinx I' .. h' bl . hm--,- ImllnJ ISO ang . 
.... x 

If /t'" L 'I 'clas' 'b' llsak x-sinx I-cosx bol'b .ee IS, oplla qOI lru Ir marta qo' a lim--,- = Iim-- 'I. 
1.....0 X ........ 2.r 

hosil bo'igan limit ham (~) tipidagi noaniqlik bo'iganligi uchun Lopital qoyidasini o 
•. b' 'II' De ak . x-sinx , I-cosx . sin.r 0 ya m Irmartaqo aymlz. m ,hm--.-=hm--- .. hm----O 

,... x' ,..., 2x .-0 2 2 
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8.10. Funksiya ekstremumlari 
Agar Xo ning yetarlicha kichik atrofidagi barcha nuqtalar uchun ftxo»/ (x) 

bo'lsa, y = f(x) funksiya uchun x = 1'0 lokal maksimum nuqta deb atal8di. 
Agar Xo ning yetarlicha kichik atrofidagi barcha nuqtalar uchun ftxo)<f (x) 

bo'lsa. x = Xo lokal minimum nuqtasi deb ataladi. Funksiyaning maksimum va 
minimumi uning ekstremal qiymatlari yoki ekstremumlari deyiladi. 

DifTerensiallanuvchi funksiyaning ekstremum nuqtasidagi hosilasi nolga teng 
bo'ladi. 

Funksiyaning elcstremumlarini topish. 
y '=/ '(x) topiladi. 
f(x)=O tenglama yechilib, statsionar nuqtalaming .r,; .rl ; .... .r, absissalari topiladi. 
f "(x) = 0 tenglama yechimlari XI ,Xl bilan! '(X) funksiya ishoralari aniqlanadi va / 
. '(x.) >0 da x = x. minimum, f "(Xl) < 0 da esa x = X2 maksimum nuqta bo'ladi. 

x' 41" 3.r1 
'" . . • 

42. y = - - - +- + I funkslyam hoslla yordamlda tekshJrlng. 
. 4 3 2 

Yechish. f'(.r) =.rl - 4.r' + 31', /"(.r) = 31" -8.r+ 3 

f(x) = 0 ~ x(x-1)(:c-3) = 0 ~ 1'1=0, 1'1=1, xl=3 
riO) = 3 > o. r( I) = -2 < 0, r(3) = 6 > 0 demak 1'2=\ maksimum nuqta. 
,2 4+./1 4-../1 r (x)=0~3x -8x+3=O~.r, =--, .rl =--. 

. J J 

( 
4-../1) "Il' E - 00;-3- uchlln f"(l') > 0 

(
4+../1) .. "IXE -3-;+'" IIchlln f (.r»0 

(
4-../1. 4 + ./1) IIchlln /"(l') < 0 "'.rE -)-, 3 

Demak, funksiya grafigi (-Ill; 4-3./1)va (4+3./1 ;+IIl) oraliqlarda botiq, 

(4-./14+../1) 
l-)-'-3-

oraliqda esa qavariq bo'ladi. 

8.11. Funksiyani hosila yordamida teksbirish 
I to'g'ri chiziq y=/(x) funksiyaning grafigiga asimptota deyiladi, agar (xj(x)) 

nuqtadan bu to'g'ri chiziqqacha bo'lgan masofa, grafikning nuqtasi koordinata 
boshidan cheksiz uzoqlashganda nolga intilsa, funksiya grafigining vertikal, 
gorizontal va og'ma asimptotalari bo'ladi. 

Agar chap yoki o'ng lim f(r),.:tao limitlardan hech bo'imaganda bittasi ± III ga 
" ...... :&11. 

teng bo'lsa .r = l'. to'g'ri chiziq vertikal asimptota deyiladi. 
Agar uzilish nuqtasi yoki aniqlanish sohasining chegaraviy nuqtasi bo'\sa l' '" r. 

to'g'ri chiziqy=/(x) funksiyaning vertikal asimptotasi bo'lishi mumkin. 
Agar limf(.r) '" b bo'l58 y=b to'g'ri chiziq gorizontal asimptota deyiladi. .-
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Agar lim!(x) =k .. Ova lim[r(x)-h]=hoo'isa , u holda y=h+b lo'g'ri chiziq 

, ...... x ..... 

y = f(x} funksiya grafigiga og'ma asirnplota bo'ladi. 
Funksiyani leluhirishning umurniy sxemasi 

I) funksiyaning aniqlanish sohasini topish; 
2) funksiyani toq yoki juftligini lekshirish; 
3) vertikal asirnplotalami topish; 
4) funksiyani cheksizlikda tekshirish; gorizontaI"va og'rna asimplolalami topish; 
5) funksiyaning ekstremumlari va monoton oraliqlarini topish; 
6) funksiyaning qavariqlik, bOliqlik oraliqlari, bukilish nuqtalarini lopish; 
7) funksiya grafigining koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalarini topish; 
Funksiyani tekshirish grafikni chizish bilan bir vaqtda olib boriladi. 
Funksiya hosila yordamida monotonlikka, ekstremumga va grafigining qavariq 

hamda botiqligi lekshiriladi. 

!'(x-h) !'(Hh) Krilik nuqta haqida 

+ - Max 

- + Min 

+ + Ekstremum yo'q, funksiya o'suvchi 

- - Ekstremum yo'q, funksiya kamayuvchi. 
~. 

43. Y = !xl -9;} + 12x - 2 funksiyaning ektremumlarini loping. 
Yechish. 
y" = 6Xl - 18x + 12 
2) y' = 6xl -l8x + 12 = 0 6(xl -3,t + 2) = 0 ~ 6(x -I)(x -2) = 0, XI= I,X2 = 2 
3) a) x = XI - I nuqtaning atrofida y' ning ishorasi qanday o'zgarishini 

tekshiramiz. 
h = - 0,2 bo'isin. 

y' = .{(0,8) = 6(0,8 - 1)(0,8 - 2) > O. 
y' = f( 1,2) = 6(1,2 - 1)( 1,2 - 2) < O. 

Hosilaning ishorasi (+) dan (-) ga o'zgaryapti, demak x = I krilik nuqta 
maksimumdir. 

b) X2 = 2daf(I,8) < 0 vaf(2,2) > 0 
Demak X = 2 min nuqta. 

Quyidagi funksiyalaming hosilasini hisoblang. 

44 .J6HI 45 .~ . Y=--, - . y=,;,1+5,"- X 
x' 

46. y = elg'x - 3elg:t + 3x 47. y=sin' x+cos' x 

48.y _ (x-3)' 
'(x -IY(x - 4Y' 

I 

49. y= xO;-; 

Quyidagi berilgan funksiyalami ikkinchi tartibli hosilalarini hisoblang. 
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50. y = sinl.l 

52. y = Ig;r 

3 
51. y=- .II -5 

53. y =CIg;r 

54. y = ,J(:;;l. arclg;r. 55. y. arclg;r 

Berilgan funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli differensalini hisoblang. 
56. y = arctg;r 57. y = tg;r 

58. y = sin 2.1 + COS X 59.y=lnxl 

60. y = /1.1.1. + Ig2x. 

Lopital qoidasidan foydalanib quyidagi limitlami hisoblang. 

61. lim e' -e" 
• .... In(.I+I) 

63. li-"I+~)' l..!!!l x 

tg tr.l 

62.lim~ 
,~I 1n(1-.l) 

64 I
· e"-I 

. Im-­
, .... sin 3.r 

Funksiyalami monotonlik oraliqlarini toping. 
65. y=x'+2x-3 66. y=x(I+.J;) 

67.y=2-sinx. OSxS2tr. 

Funksiyaning ekstremumlarini toping. 
xl-4x ~x 

68. y=-- 69. y=-
x-2 x 

70. y=x~4_Xl 71. y =x-cosx: 
Funksiyaning qavariq va botiqlik oraliqlarini toping. 

3 _Xl 4 1 
72. y = -- 73. Y = 3x + 4x + 1 

.r+2 

74 x' I 9 7~ r • y=--2.r -- ;,.y=ln---1 
4 4 x+5 

76. )'=xlnx 77. y=x-Inr 

78. Berilgan funksiyalaming hosilasini hisoblang va absissasi Xo nuqtadan 
o·tlCazll~ . 1 . an urmma tenld .. _ ..... --- . 

Variant f(x) funksiya va Xo nuqta Variant f(x) funksiya va Xo nuqta 

1. /(x)=xJ+3x1.6.r+4, xo=1. 16. f(x) =e lo
-' + 21nx. Xo = 2. 

2. /(x) = 2x2+Sx+2, Xo= -2. 17. f(x)=r-cosx. xo=!!.. 
4 

3. /(x) =x~+j?-5x.7, x~=-1. 18. /(x) =x-sinr, Xo=!. 
4 

4. ) I 19. /(x) =Xl +In(x-I~ xo=2. 
/(x) =x2 +2.r1 -6, Xo= 4. 

5. /(x) = r' +rh , Xo'" 2. 20. /(x) =Xl +11'+2. xo= O. 

L-
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6. f(x) = 30

' + 3", Xo = 2. 21. f(x) = llU', Xo= e. 

7. x+3 22. f(x) =Iog~·""'. Xo = 2. f(x) =-, .xo= 4. 
i 3-x 

8. f(.x) ""Xl + In x, Xo" e. fez) -Ioa~l>-"', Xo'"'2. 
23. 

9. f(.x) =cos3x+5x ;zo=!tl3 24. K i f(.x) '" coslx, .xo'" -. 
6 

10. f(.x) =..Jx, .xo = 2. 25. 2x+3 f(x) =--, Xo= 3. 
4x-1I 

II. f(x) =sin2x-ln(HI~ xo=O. 26. /(X)=-log;'·I .... xo=-I. 

12. f(x) =4.[;, Xo= 3. 27. f(x)=9-x l .xo=2. 
i 

13. f(x) =sinx, xo=.!. 28. f(x) =411U'-3x, Xo= 4. I 
I 

4 

: 14. f(x) =e' +;rl. Xo =1. 29. f(x) =sinHcos2x . .xo "'.!. 
I 4 
i 15. flx) =3' +xo

,. xo=2. 30. Sx-I 
f(x) =-, Xo = 2. I 3x-S '----- - - -- -~ 

79. Quyida berilgan funksiyalar hosilalarini differensiyalash qoidalari va 
forrnulalardan fovdalanib hisobl ------------- -- -------- ---------

Variant Funksi~a Variant Funksiya 
I. y= Xl sin2x 16. y = arclg./i + eo.' 

2. y =e"'lg2x 17. y .. (sin 2.r j" 
3. y = V x' + sin' x 18. y= (Xl + Ir lo 

4. y = .[;l";i . CII 3x 19. (x - 2)' 
y= 

J(x-lr(r-3Y' 

5. y = 3''''' 'l' 20. M 
y-~ 

(H2r 
6. y = e' omo" .r. 21. y .. xIJI-x l 

7. y=(3x' -clg'xY 22. .J4HI 
y=--

Xl 

8. y = In'(..Jx -r" J 23. y=sin' x+cos' x 

9. y = Inlg.[; 24. y=VI+coslx I 

10. y = e,J"'h., 25. sin l x 
y=--

cos x 
II. y = sh1x' 26. y = Ig'x-3IglC+3x 
12. y .. arclg..fj";;l 27. 3+.[; 

y=J7:i 
'------' :r_' +_2 _ 
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13. y=(1" -/,'ur 28. 
y=2l-J; 

. I 

t;J; 
14. y = x'/h'x 29. y = sin'.r +3cos2.r-cos'.r ~ 
15. Y = Ig~{xs -sins 2.r) 30. 

(. )1 SIn.r 
y---

I+cos.r 

80. LoDital ooidasidan fovdaJanib ouvidaai limitlami hisobl -= 
Variant Funksiya Variant Funksiya 

\. .1'-7.11+4.1+2 16. Iim(sin .I)' lim 
.r1 -S.r+4 

, .... 
,-oj 

2. lim Ig.r - siD .I 17. I' I +cos.r Im--
, ... .r-.in.r ....... x-. 

3. " I 18. .I' +3.11-2 I' r -un-- lim 
.... sin 3.1 ,~o .II - 4.11 + S 

4. li~.!. __ 1 ) 19. , 
. eh -el 

• ..0.1 e'-I hm--
• ..0 1n(1 +.I) 

5. lim/gt ·In.r 20. I' If - 2arctg.r .... un , ..-- .:.. 
t' -I 

6. Iim(/g.r)""· 21. e' .... Iim-·_x l 

7. 
!~I+~J 

22. I' Inx Im-
.~.r) 

8. I' t' _to' 2l I' Inx 
un-- UD-
.... In(1 +.I) , ... I/x 

9. lQ' 24. lim!. '8-

I lim~ '-.1 
..... In 1-.1 

10. lim lI'tSin.r . CIg.r 25. I' CI8(.r-I) .... Im---
,~O 1n(1- x) 

II. Ii~ .!.-ct8l X) 
26. lim In(.r-S) 

.. -0 xJ .... 1 In(e' _ t l ) 

12. lim(II'-2.r] 27. ~(xt-') 
• . -l 

13. 0 28. Inx 
Iim(.r+ 1', • lim .... • .... 1 + 21nsin.r 

14. 29. 
lim;rJ In.r li~an:sin:r' ctg.r) ..... -IS. I' ;r-sinx 30. li~(I-.r)'lg~) Im---
...... .r' .... 2 

- ---
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um.l III. Demgan IUflXS1Y8.Janll eKSueIDWDlanDl tOPII\J • 

Variant Funksiya Variant Funksiya 

I. 
y={x; _XI) 6. y .. x' + &x' + 16.11 

2. y=x'-9xl +24.1-15 7. • • I , I • y;ox +-x --x 
3 4 

3. , S , 8. y =2..(a' - 6x 1 -18H 15) I y=x --x' i 3 10 
4. y = h' + 3.11 -12.1-5 9. • 1 

Y .. I-xl _!'" 
8 

5. y = (.1- 3)1(.1- 2) 10. y = -4.1+.1' 

I\, r-I 21. e>-I 
y=-- y .. -rl-2r x-I 

12. 2-4xl 
y= 1-4rl 

22. y. (x - 2)eJ-' 

13. 2Xl 23. y .. 2,'-hl 

y=--
4rl -I 

14. 2.r+1 24. Inx 
y=-- y=-rl x 

15. r'-I 25. y=3" ·t
o' 

y=47' 

16. 
I Y=(~r 26. tJ-, 

y=-
x-I 3-.1 

17. r'+16 
y=--

27. y=(4-x)e'o' 

x I 

18. 4r 28. y = r~4-xl y=--
(x + 1)1 

19. rl -Jr+3 29. y = InJ2.r1 +4H 3 y= 
x-I 

20. 4 30. y=rl·tV' i y= I 
rl + 2x-3 I 

Iqtisodiyotda differensial hisobning qo'llaailishi 
I. Chegaraviy knttaliklar. Hosilaning iqtisodiyotda qo'llanishi iqtisodiy obyekl 

yoki jarayonlaming chegaraviy xarakteristikasini oIish imkonini beradi. Chegaraviy 
kattaliklar iqlisodiy obyektlaming holatini emas, balki vaqt bo'yicha yoki boshqa 
lekshiriiayolgan faktorga nisbalan o'zgarish tezligini xarakterlaydi. 

2. lshlab chiqarish xarajatlari. Agar ishlab chiqarishning xal'1ljat funksiyasi y 
ni ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori x ning funksiyasi sifatida qaralsa, ya'ni 
y =C(x) u holda, y' = C'(r) ishlab chiqarishning chegaraviy xarajatini ifodalaydi va 
taxminan bir birlik qO'shimcha mahsulot ishlab chiqarish uchun sarflanadigan 
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O'zgaruvchan xarajatni o'sishini xarakterlaydi. O'rtacha xarajat bir birlik mahsulot 
ishlab chiqarishga sarflanadigan xarajatdir. Ya'ni: 

C(.r) 
y--­

.1' 
3. ISle 'mol va jamg 'arma funksiyasi. Agar x milliy daromad, C(.r) iste'mol 

funksiyasi (daromadning sarflanadigan qismi), S(.r) • jamg'arma funksiyasi OO'lss, u 
holda 

.1' = C(.r) +S(.I') 

bo'ladi. Uni x OO'yicha difTerensiallab: 

dC+dS=1 
J.r d.r 

tenglamani hosil qilamiz. bu yerda dC iste'molga bo'igan chegaraviy moyillik; dS 
d.r d.r 

jamg'armaga bo'igan chegaraviy moyillik. 
4.E/asliklik. Bir o'zgaruvchan kattalikni OOshqasining o'zgarishiga 

ta'sirchanlik o'ichovidir. Funksiyaning elastikligi bilta o'zgaruvchining I % ga 
o'zgarishi natijasida boshqa o'zgaruvchi necha foizga o'zgarishini ko'rsatadi. 
Funksiyaning elastikligi quyidagi munosabat bilan aniqlanadi: 

E.(y)=~.y: yoki E.(y)=.r·T, 
}' 

bu yerda T. = (Iny)' =!.. y: - funksiyaning nisbiy o'zgarish tezligi (tempi, sur'ati). 
y 

Funksiyaning elastikligi narxga OOg'liq OO'lgan talab va taklifning tahlilida 
qo'llaniladi. U talab va taklifni, narxning o'zgarishiga ta'sirini ko'rsatadi va narx I % 
ga o'zgarganda talab va taklif taxmirian qanday foizga o'zgarishini ko'rsatadi. Agar 
IE,(y~ > I bo'\sa, u holda talab elastik, agar IE.(y~ = I bo'lss, birlik elastik (neytral), 

agar IE,(y~ < I bo'lsa, talab noelastik OO'ladi. 
82. Firmaning mahsulot ishlab chiqarishga sarflanBdigBn xarajBt funksiyasi 

quyidagicha: 
y(r)=O.I.r'-I,2.r1 + 5.r+ 250 (pu/ birllk) 

Ishlab chiqarishning o'rla va chegaraviy xarajatini toping va uning x = 10 dagi 
qiymatini toping. 

Yechish. Funksiyaning y'(.r) hosilasini va uning x = 10 da y'(IO) qiymatJn' 
topamiz. Ishlab chiqarishning chegaraviy xarajatlari: 
y'(x) = 0.3.1'1 - 2.4.r+ S. y'(IO) = 30 - 24 + S = II 

O'rta h . tl y(.r} 0,1.1" -1,2.1'1 + 5.r+ 250 0 I 1 12 5 250 c B lUlIllJa ar: y=-= = ,.1' - . .1'+ +-. 
r.r .I' 

y = y(lO) = 10-12 + 5 + 25 = 2Bbu ~rilgan ishlBb chiqarish darajasida bir birlik mahsulot 
10 

ishlab chiqarishga sarflanadigan o'rtacha xarajatdir. Funksiya orttirmasini taqribiy 
hisoblash formulasiga ko'ra ~C.dC .. C'(.r~.C'(IO) kattalikni shunday ifodalash 
mukin: agar IOta mahsulot ishlab chiqarilgan 00'158, u holda o'n birinchi mahsulot 
ishlab chiqarish bo'yicha qO'shimcha xarajatlar taxminan C(IO) =9 ga teng. 

141 • 



• 
83. MemlakaUling iste'mol funksiyesi C(x)=1O+0.47.t+0,36l'l!· bu yerde;r -

jami milliy daromad (pul birligida) iste'molga OO'lgan chegaraviy moyillikni; 
agar milliy daromad 15 miIliard plb. 00'158, jamg'annaga bo'lgan chegaraviy 

moyillikni toping. 
I 

Yechish. Iste'molga bo'lgan chegaraviy moyillik: C(l')=O,47+0.27x·': uning 

qiymati esa C'(15)=0.47+0,27.~ .. O,57 Jamg'armag, bo'lgan chegaraviy moyillik: 
1.'15 

S'(r)= I-C'(x)= 0,43. 
84. To'g'ri to'rtburchak shaklidagi 2,4)( 1,5m' kartondan qopqoqsiz quti yasash 

talab qilinadi. KartOJIDing to'rttala burchagidan tomoni qanday bo'lgan kvadrat kesib 
olinganda, yasalgan qutining hajmi maksimal bo'ladi. 

Yechish, tomoni x m bo'lgan kvadrat qirqib olinsin. U holda 
kvadraUling tomonlari uzunliklari 2,4-2x va I,S-2.t m dan bo'\ib qoladi. Hosil 
qilingan to'g'ri burchakli parallelopiped (I,S-2.t) uchun h = x, asosining tomonlari 
2,4-2.t va I ,S-2x m bo'ladi. Demal, hosil qilingan qutining hajmi V (x)= x(2,4-2.t)( 
I ,5-2.t) bo'lib bu ;', 

funksiyanin5 maksimum qiymatini topamiz. (2,4-2.t) ~'/\ 
V (x)== x(2,4-2r)( I,S-2.t) = 4l" - 7.8l" + 3.6l' ~ 
V'(r)= 12l'l -15.6.1"+ 3.6 Vex) maksimumini v'(l') = 0 " , < ) 
tenglamani yechib, V(l'o) qiymatlaming eng kattasi '/ 

olinadi.12rl-15.6l'+3.6=0~r,=1. r l =O.3. r,"'~ bo'lganda \ (" " 
Vex) funksiyaoing qiymati manfly bo'ladi,(hajm manfly , ..-
,on bo"m.yd;) d,m.k. q;",;b oH .... kv,",,,t tom"'; -,"",3m. <"'/ 

'./ 

8S.Agar erta pishar kartoshka terimini avgustning ooshida ooshlansa, u holda 
har bir sotihdan 200 kg dan hosil olish murnkin va har bir kilogrami 12 plb. dan 
sotiladi. Terimni bir haftaga kechiktirish har sotihdan 50 kg dan hosildorlikni 
oshiradi, lekin narx har hafta 2 plb. ga anonlashadi. Agar terim muddati S hafta 
bo'lsa, kartoshkani sotishdan olinadigan foyda eng ko'p bo'lishi uchun hosilni qaysi 
haftada yig'ib olish kerak. 

Yechish. Hosilni 1 - haftada yig'ib olganda foyda eng ko'p bo'lsin( lSI S 5) U 
holda shu haftada kartoshkani bir kilogramining narxi 12-2(/-1) = 14-2t plb. bo'ladi. 
Hosildorlik esa har gektaridan 200+50(1-1) = 150+50t kg dan bo'ladi. Bir gektar 
hosilni umumiy foyda tenglarnasini tuzib olamiz: 
.or(I) = (200+ 50(1 -1)X12- 2(1- 1)= l00(3+IX7 -1)= 100(21 + 4/-(1). Demak, umumiy foyda 
eng ko'p bo'lishi uchun "'(1) = 100(21 ... 4/_12 )funksiya maksimum qiymatini topish 
kerak. Buning uchun esa ,,'(/)=Otenglamani yechib, aniqlangan 1 sonini umumiy 
foyda tenglamsiga qo'ysak har bir gektar yerdan olinadigan max daromad kelib 
chiqadi. ,..'(/) = 0 ~ 4 - 2t = O. I. = 2. Oemak ,..(2)= 100(21 +8-4)= 2500mavsum 
davomida bir gektar yerdan olinshi mumkin bo'lgan eng ko'p daromad. Shunday 
qilib hosilni ikkinchi haftada yig'ib olish kerak ekan. 
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86. Korxona ishlab chiqarayotgan mahsulot nand p va unga bo'lgan lalab q 
orasidagi bog'lanish q z 18 -.fP tenglik bilan ifodalangan. Talabning elastikligini 
toping. Narxning qanday qiymatlarida latab e1astik, neytral va noelaslik bo'ladi. 
Narx p = 100; p = 150 pul birligi bo'lganda korxona rahbarJariga bir birlik tover 
narxi haqida qanday maslahatlar berish mumkin? 

Yechish. Talabning elastikligi fonnulasiga ko'ra: 

E,(q)=~(18-.fP) =- ( .fP
JPr 18-"p 218- p 

Talab neytral holati qachon bo'l ishini IE, (q ~ = 1 tenglarnani yechi narxning qiymali 

aniqlanadi·IEp(q~=I~ (.fPJP)=1. p=I44. Keyin p>Ovaq>0(p<324) 
218- p 

ekanligini hisobga olib, agar 0 < p < 144 bo'lsa talab noelaslik; 144 < P < 324 da esa 
lalab elastik. 

87. Konfet sotishdan kelgan daromad R = 50x - O.5.r l
, bu yerda x - solilgan 

mahsulot hajmi (birligi minglarda). Agar: a) 10 ming birlik; b) 60 ming birlilc. 
mahsulot sOlilgan bo'lsa, o'rta va chegaraviy daromadni toping. 

88. Ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori x ning xarajat funksiyaga bog'liqligi 
y=100x-0.2.1") ko'rinishida berilgan. Mahsulot hajmi 10 birlik bo'iganda o'nacha va 
chegaraviy xarajatni aniqlang. 

89. Mahsulotning tannarxi y va ishlab chiqarilayotgan mahsulot hajmi x 
orasidagi bo'glanish y:61n(1+3.r) tenglarna bilan ifodalangan. !shlab 
chiqarilayotgan hajmi 10 birlik bo'lganda o'rtacha va chegaraviy tannarxni aniqlang. 

90. Brigadaning mehnal unumdorligi y = _2.511 + 151 + 100 tenglama bilan 
berilgan. Bu yerda O:S IS 8 - ish vaqti (soatlarda). Mehnat unumdorligining I = 2 va 
t = 7 da tezlik va temp o'zgarishini aniqlang. 

• 
91. Mamlakatning iSle'mol funic.siyasi C(x) = 13+ O,2Sx+ 0,37', bu yerda x - jami 

milliy daromad. a) iste'molga bo'lgan chegaraviy moyillikni; b) agar milliy daromad 
32 ga teng bo'lsa, jamg'annaga chegaraviy moyillikni toping. 

1 

92. Mamlakatning jamg'arma funksiyasi S(r)= 25-0,53.r-0.4hl ,bu yerda .r 
jami milliy daromad. Topish kerak: a) iste'molga chegaraviy moyillik; b) agar milliy 
daromad 27 bo'lsa, jamg'annaga chegaraviy moyillik. 

93. Korxonaning tayyor mahsuloti tannarxi y (mIn. so'm) va mahsulot hajmi 
orasidagi bog'lanish y = J.r+ 4 - 2 tenglama bilan ifodalanadi. Korxona 12 ming dona 
mahsulot ishalab chiqargandagi narxning elaslikligini toping. Korxona rahbarlariga 
ishlab chiqarilayotgan mahsulot miqdorini o'zganirish haqida qanday maslahatlar 
berish mumkin. 

94.Tarmoqning korxonalari uchun ishlab chiqarilayotgan paniyadagi detallar 
miqdori .r (ming birlik) va ulami tayyorlashga ketgan xarajat y (ming so'm) 

y= 27 +6tenglama bilan ifodalanadi. Partiyada 10 ming donadan detal ishlab 
x 

chiqarayotgan korxonalar uchun xarajat elastikligini toping. 
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9S.Talab funksiyasining berilgan narxdagi elastikligini toping. 
a) q+IOp=SO. p=3: 

b) Sq+3p=70, p=70; 

c) pl+p+4q=26, p=2vap=4. 

96. Quyidagi talab funksiyalar uchun, talab e1astik bo'ladigan p ning 
qiymatlarini toping: 

a) 2p+3q=12: b) q=SO(15-,JP}, c) q=V3600-p' 

97. Tovarga bo'igan talab va taklif funksiyalarining narx x ga bog'liqligi 

20+1"1 25-1"+41"1 I I b·1 be·1 T· hk k q = --. S = ' teng ama ar 1 an n gan. OplS era: 
1+101" 1+101" 

a) muvozanat narxni; 
b) talab va yaklifning muvozanat narxdagi elastikligi; 
c) muvozanat narx 5% ga o'zgarganda daromadning o'zgarishini. 

98. Tunika bo'lagidan silindr shaklidagi to'la sirti S bo'lgan qopqoqli chelak 
yasash talab qilinadi. Maksimal hajmdagi chelakning o'lchamlari qanday bo'lishi 
kerak? 

99. Bi, tomoni devor bilan o'ralgan to'g'ti to'rtbuchakli yuzani o'rash talab 
qilinadi. Devorga parallel tomonni o'raydigan panjaraning har bir metrining narxi 60 
plb.; qolgan ikkita tomonini o'raydigan panjaraning har bir metri esa 90 plb. turadi. 
10800 plb. ga ega bo'la turib, qanday maksimal yuzani o'rab olish mumkin. 

100. To'g'ri to'rt burchakli sohani p~l)jara bilan o'rash talab qiJinadi. 
Kichik tomonga parallel to'siq bilan ajratilgan. Tashqarini o'raydigan panjaraning 
metri 900f"b. ichkarini o'raydigan panjaraning metri 1600p.b maydonning yuzasi 
esa 153m bo'lsa, o'rash narxini minimallashtiradigan maydon o'lchamlarini 
toping. 

101. tovarga bo'lgan talab P =-(f+20Q+2, (10 < Q < 20) uni ishlab 
chiqarishga ketadigan xarajat funksiyasi TC = 4+ 15Q ko'rinishida bo'lsa, foyda 
maksimal bo'ladigan mahsulo! miqdori va narxini aniqlang. 

Mavzu yuzasidan savollar 
I. Hosilaning ta'rifi: geometrik ma'nosi, iq!isodiy rna'nosi, mexanik ma'nosi. 
2. Quyidagi tasdiqlardan qaysi biri to'g'ri 

a) agar funksiya biror nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda shu nuqtada funksiya 
ditTerensiallanuvchi bo'ladi. 

b) agar funksiya biror nuqtada difTerensiallanuvchi bo'lsa, u holda shu nuqtada 
funksiya uzluksiz bo'ladi. 

3. Elementar funksiyalaming hosilalari jadvalini yozing. 
4. Murakkab, teskari, yashirin ko'rinishdagi, parametrik ko'rinishdagi 

funksiyalaming xosilalari. 
S. Funksiyaning differensiali deb nimaga aytiladi? 
6. O'rta qiymat haqidagi teoremalar: 

a) ferma teoremasi. 
b) roll teoremasi. 
c) Lagranj teoremasi. 
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d) Koshi teoremasi. 
e) Lopital teoremasi. 

7. Hosilaning iqtisodiyotda qo'llanilishi. 
8. O'suvchi va kamayuvchi funksiyalar ta'riflari. 
9. Funksiyaning ekstremumi nima va u qanday topiladi. 
10. Ekstremumning zaruriy shartlari. 
II. Ekstremumning yetarli shartlari. 
12. Funksiyaning qavariq va botiqliligi, bukulish nuqtalari qanday topiladi? 
13. Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik qiymatlari qanday topiladi? 
14. Funksiya qanday sxema bilan tekshirilib, grafigi chiziladi? 
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9-bob. KO'P O'ZGARUVCHILI FUNKSIY A 

9.1. Ko'p o'zgaruvchili funksiy. v. uning berilish ulull.ri 
Agar biror D to'plamning har bir (x, y) haqiqiy sonlar juftligi biror qoida bilan Z 

to'plamdagi yagona z haqiqiy songa mos qo'yilgan bo'lsa, u holda D to'plamda ikki 
o'zgaruvchining funksiyasi z aniqlangan deyiladi va quyidagi ko'mishlarda 
belgilanadi: 

z = /(x,y). z = Z(x.y). z = F (x, y), va h.k. 

Bu yerda x va y erkli o'zgaruvchilar yoki argumentlar, z esa erksiz o'zgaruvchi 
yoki funksiya deb ataladi. D - to'plam bu funksiyaning aniqlanish sohasi deyiladi. Z -
to'plam funksiyaning o'zgarish sohasi deyladi. 

z=/ (x. y) funksiyaning argumentlarining tayin x = x. va y = Yo qiymatlarida 
qabul qiladigan Zo xususiy qiymatini topish quyidagicha yoziladi : 

zo=zl ..... yoki zo=/(Xo.yo). , ... ~ 
Geometrik nu.qtai nazardan z=/ (x. y) funksiyaning 0 .. , to'g'ri burchakli 

koordinatalar sistemasidagi tasviri (funksiyaning grafigi) biror sirtdan ( nuqtalar 
to'plamidan ) iborat. 

I. z = ~""4-+-4-x-+-2-y--X-:l~_-y":"l funksiyaning aniqlanish sohasini toping. 

feelt;sh. 
Z = J4 +4r+ 2y _Xl - yl = J9 -(4 -41: +:el )':'(1 -2y + i) = J9 -(x - 2)1 -(y _1)1 

Demak 9-(x-2) 2_(y-\)2 ~O, ya;ni (x_2)2 + (y-li $9 shartda berilgan funksiya 
haqiqiy qiymatlar qabul qiladi. Demak. funksiyaning aniqlanish sohasi markazi (2; I) 
nuqtada, radiusi 3 ga teng bo'lgan doiradan, o'zgarish sohasi esa [0.3] sohadan iborat. 

[slalgan chekli sondagi o'zgaruvchining funksiyasi ham yuqoridagidek 
aniqlanadi 11 o'zgaruvchili funksiyasining aniqlanish sohasi 11 ta haqiqiy sonning 
(x,. Xl' ...• X.) sistemasidan tuzilgan D to'plamdan iborat bo'[adi. n ta o'zgaTUvchining 
funksiyasi quyidagicha belgilanadi. 

y = /(X., X2, .... xn). y = y(x., X2, ...• x.). 

2. Funksiyalaming aniqlanish sohasini toping va grafigini chizing: 
a) :=Xl+yl; b) Z=JR1_Xl_i 

feelt;slt. a) Bu funksiya x vay ning barcha qiymatlarida z 
aniq[angan -exl <:c < +«>; -exl < Y ~ +«>. Uning grafigi 
aylanma paraboloid deb ataladigan ikkinchi tartibli sirtdan 
iborat. Aylanma paraboloid / = 2pz parabolani Oz o'qi 
atrofida aylantirishdan hosi[ bo'ladi. Bu esaxl + / = 2pz x 
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• 
funksiyaning grafigidan iborat bo'ladi (1 - rasm). 

b) z = J R' - x' - y' Funksiyaning aniqlanish sohasi ildiz 
ostidagi ifodaning nomanfiy bo'ladigan barcha qiymatlari 
ya'ni x' + y' ~ R' dan iborat. Su funksiyaning gratigi 
radiusi R bo'igan sferaning yuqori yarmi bo'igan x e \ \ .. ' 

o ,. -- -... \:' 
-.... ---- -,# ... , 

ikkinchi tartibli sirtdir. Chunki funksiya o'zining 
aniqlanish sohasida faqat nomanfiy qiymatlar qabul qiladi. (2 - rasm). 

Quyida berilgan funksiyalami aniqlanish sohasini toping va garatigini chizing. 
1 3. z=x+ y 4. Z=-: __ _ 

~9-x' - y' 

S. z = ...frY 6. z = y.j; 
7. :=,,,,!,,,,,, __ 

~Xl + y'-4 
8. z = arcsin(x + y) 

9. z=ln(x'+/+z'-I) 10. u =J:r+ y+z 

9.2. Ko'p o'zgaruvchili funksiya limiti 
Agar ikki o'zgaruvchining z = / (x, y) = / (P) funksiyasi Po-P(X();Yo) nuqtaning 

biror atrofida aniqlangan bo'isa va £ > 0 son uchun shunday /) > 0 son topilsaki 
d(P: Po)<d (d - ikki nuqta orasidagi masofa)-iengsizlikni qanoatIantiruvchi barcha 
p(x,y) nuqtalar uchun 

I/(x;y) - AI < E 

tengsizlik bajarilsa, u holda A o'zgarmas son z=F (x, y) funksiyaning PoI..xo, Yo) 
nuqtadagi limiti deyiladi. A sonining z = /(x,y) funksiyaning p(x,y)--+p(xo,yo ) dagi 
Iimiti bo'lishi quyidagicha yoziladi 

lim y = A yoki lim /(x,y) = A 
P""'PO .T'-'·te 

Y-+Yo 

Uch va undan ortiq o'zgaruvchining limiti ta'rifi shunga o'xshash kiritiladi. 
Agar bir necha o'zgaruvchi funksiyasining limiti nolga teng bo'lsa, u holda u 

cheksiz kichik deb ataladi. Sir o'zgaruvchining funksiyasi uchun limitlar haqidagi 
barcha asosiy teoremalar bir necha o'zgaruvchining funksiyasi uchun ham o'rinlidir. 
II. Quyidagi limitni hisoblang. 

. In(l-x'- /) 
hm--....2~=~--'. 

!~ ~Xl + y' 

Yechish. x va y nuqtalar orasidagi masofa p = Jx' + y' (p = ~ deb 
belgilash kiritamiz). x-+O, y-+O dan p-+O ekanligi kelib chiqadi. 

I 
" 1 I 1 I. --,'(-2p) 

De ak I· .1.n.~(1 ... -.;;..r_-~y-"-) I' n(l-p) I' (n(l-p » I' I-p 0 m , Irn- = Im--- = 1m - 1m = 
;.:: Jx' + y' p.... P .-.. p' ,....., 1 
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Limitga ega bo'igan ikki o'zgaruvchili funksiyalaming bir neeha xossalarini 
keltirib o'tamiz: 

I) Agar lim (x.),) limit mavjud va cheldi bo'lsa, u holda f (.r, y) funksiya 
'_I, 
1"_'. 

(.roJlo) nuqtaning yetarlicha kichik atrofda chegaralangan bo'ladi. 
2) Agar lim /(1',,) - A , lim g(l'.),) • B limitlar mavjud bo'lsa, u holda --"" .-.. , .... ,.. , ... ~ 

/(1'. y)± g(l'. y) funksiyaning ham limiti mavjud va lim[(l'.y) t g(l'.Y)] = At B . . -.. 
r_r, 

bo'ladi. 
3) Agar lim /(x.y) = A, lim g(l'.)') = B limitlar mavjud bo'lsa, u holda f_" ._ .. 1-,. 1-4J\t 

/(.1. y).g(l'. y) funksiyaning ham lirniti mavjud va lim [/(1'.),) g(l'.y)] = A·B bo'ladi. ,-.. 
t-1t 

4) Agar lim/(1'.),)=A, Iimg(.r.),)=Blimitlar mavjud bo'lib, limg(l'.Y)"'O 
~_, .~~ J_~ 

'""'1, '''''1 1-1. 

bo'lsa, u holda /(1'.),) funksiya ham limtga ega va lim /(1'.),) = ~ bo'ladi. 
gel', y) ,-., gel'. y) B ,.-.r. 

Ikki o'zgaruvchili funksiyaning limitini hisoblash bir o'zgaruvchili funksiya 
limitini hisoblashga nisbatan ancha murakkab. Buning sababi to'g'ri chiziqda faqat 
ikkita YO'nalish bor, argument limit nuqtaga faqat ikki tarafdan o'ng va chapdan 
intiladi. Tekislikda bunday YO'nalishlar cheksiz ko'p va funksiyaning limiti turli 
YO'nalishlar bo'yicha ustma-ust tushmasligi mumkin. 

12. lim ,21'), I limit mavju8"emasligini isbotlang. 
r .. O :r + y .... 

ftc"is". (0, 0) nuqtaga y = b: to'g'ri chiziq bo'yicha yaqinlashamiz. Agar y = 

Ia bo'lsa, u holda lim ,Uy 1 = lim 2.rtr "'~: limit to'g'ri chiziqning burchak 
:::: x + Y :::: 1" + b I + k 

koeffisentiga bog'liq chiqdi. Lekin funksiyaning limiti (x,y) nuqtaning (0, 0) ga qaysi 
yo'nalishda yaqinlashishiga bog'liq bo'imasligi kerak. Demak, qaralayotgan limit 
mavjud emas. 

13. Limitlami hisoblang 

)1 · sin.ry b)l' (, Il-I",I )I~I I)'~' d)1' . IEl" ) I' In(l'+e-" ) a Im--. 1m l' +)" .c +-. unsm--,e 1m . 
• ....0 y.l...... .I..r ,- 2x+}' , ..... ~.r2 +y' 
.1'-' r- ."-01 .r-- 1'......0 

. I_I ... 1\ 
ftclrislr. 0) lim 91n.t)' =lim.ry =lim)'zQ. b) lim{.rl + ,z, ..... '1 =lim~ =0, 

.. .....e X .-O;r'-.......... ..- e ' ,-........ ,....- r_ 

c) Ji.JI+!)f, =lim'~~ =lime' ce, 
I~.r .. ~ ,....., ,....., , .... 

e) lim In(.r+e-h
) _In(I+,o) 

:~ JX1+yl -~ .. 1n2. 

UI 

d)limsio~ = lim.!. = I, 
;:: 2.r+), 1-2 

• 



• 
14. -23. Limitlami hisoblang 

14. lim(:ry~1 uy) 
. xli 

IS. hm-]--) 
.-00 ;.:::x +y 
'-" 

16. lim sin(.r+ y) 17. lill){xy ·In xy ] .... x+y ,..., 
'· ... -1 T-I 

1 
. x- Y 18. Iim(.r+ 2y)e ~ 19. hm-)--l , ... :.::.r - y ,_a 

20. lim~ 21. lim J..-,g...!l.... 
I~ I+x''r ;:::! xy I + xy ,-.0 

. Xl+/ 23. limlog,(.r+ y) 22. hm-l--, 
~~: J +)' 

.-1 
~. 

9.3. Funksiyaaing uzluksizligi 
z = I (x, y) funksiya M to'plamda berilgan bo'lib (xo, Yo) 

to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. 
Agar 

lim f(x,y)= /(l'o,Yo) 
.' ..... TO 

)'-Ye 

bo'lsa, u holdaf(x, y) funksiya (xo, Yo) nuqtada uzluksiz deb ataladi. 

nuqta shu M 

(9.1 ) 

Agar ixtiyoriy E> 0 son olinganda ham shunday Ii > 0 son topilsaki, d {(x, y), 
(xo. Yo)) < Ii tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha (x, y)e M nuqtalar uchun 
If(x,y) - f(x •. y.1 < E bo'lsa. u holda f (.t, y) funksiya (xo, Yo) nuqtada uzluksiz deb 

ataladi. 
Agar I (x, y) funksiya M to'plamining har bir nuqrasida uzluksiz bo'isa. u 

holda funksiya shu M to'plamda uzluksiz deyiladi. 
Agar argument orttirmalari ~ va ~y nolga intilganda funksiyaning to'liq 

orttirmasi ~f (xo, Yo) = f(x. + 6.1"')'0 + ~Y )- f(x., y.) ham nolga intilsa, ya 'ni 
lim(4«x.,y.) =0 bo'lsa, u holda I (x, y) funksiya (xo, Yo) nuqtada uzluksiz deb 
~.-OO 
~, ... 
ataladi. 

24. f(x,y) = xl + yl funksiyaning uzluksizligini tekshiring. 
Yechish. (xo; Yo) nuqtani hamda (xo + ~; Yo + ~y) ni olib, funksiyaning to'Jiq 

orttirmasini hisoblaymiz : 
6[(xo, Yo) =/(xo+~o; Yo+~Yo) f(Xo. yo)=(xo+~o)1 + (yo + 6yo)1 - xol - yol = 

= 2L\x·x + 6xI + 26yy + ~yl = ~(2x + ~) + 6y(2y + 6y). 
bundan esa lim(~f(x •. y.) = lim (6.1"(2.r +.11") + ~y(2y + ~y) = 0 ekanligini lopamiz. 

61-4) 6.1-0 
1\1 . ....0 .\,1-0 

Yuqoridagi ta'riflarga ko'ra I(x, y) funksiya (xo. Yo) nuqtada uzluksiz. 
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Ikki o'zgaruvchili uzluksiz funksiyalaming ba'zi xossalari: 
(x. y) va g(x, y) funksiyalar M to'plamda berilgan bo'lib, (xo; Yo) eM bo'lsin: 

I) Agar / (x, y) va g(x, y) funksiyalaming har biri (xo; Yo) nuqtada uzluksiz 
bo'lsa. u holda/(x, y) ± g(x, y) funksiya ham shu (xo; Yo) nuqtada uzluksiz bo'ladi. 

2) Agar / (x, y) va g(x, y) funksiyalaming har biri (.:co; Yo) nuqtada uzluksiz 
bo'isa. u holda/(x)· g(x) funksiya ham (X'o; Yo) nuqtada uzluksiz bo'ladi. 

J) Agar / (x, y) va g(x. y) funksiyalaming har biri (X'o; Yo) nuqtada uzluksiz 

bo'lib. g(xo; Yo)" 0 bo'lsa, u holda fIx) funksiya ham shu (xo,vo) nuqtada uzluksiz 
g(x) 

bo·ladi. 
4) Agar / (x. y) funksiya chegaralangan yopiq M to'plamda uzluksiz bo'lss, u 

holda funksiya shu to'plamda chegaralangan bo'ladi. 
25. Funksiyani MaC I; I) nuqtada uzluksizlikk.a tekshirin·g. z = x' y + \ 0.1'1 .[y . 

Yechish. Uzluksizlikni (9.1 )ga ko'ra tekshiramiz: 
lim(x' y + I OXI .[y)= I' .\ + \ 0 .1 1 

• Ji OK II . Demak, funksiya MaC I; 1) nuqtada uzluksiz. 
,~I 

• ~I 

26. Funksiyani (0; 0) nuqtada uzlusizlikka tekshiring. z = X+ Y . 
x-y 

Yechish. (0; 0) nuqtagay = lex to'g'ri chiziqlar bo'yicha yaqinlashamiz. U holda 
x+y x+a I+k L"I ... I'kl d I'h bo'id' d k Iim--=Iim--=-. Imltammg qlymau turl ar a turlc a a I, ema 

:-:~ x-)' , ... x-a I-k 

ikki o'zgaruvchili funksiyaning limiti mavjud emas va (0; 0) nuqta funksiyaning 
uzilishish nuqtasi. 

9.4. Xu,usiy hOlilalar 
z ~ /(x, y) funksiya M to'plamda berilgan bo'isin. Bu M to'plamda (xo; Yo) va 

(xo+dx; Yo) nuqtalami olib, bu nuqtalardagi funksiya qiymatlari ayirmasini 
hisoblaymiz: 

/(xo+tu', Yo) -/(xo; Yo) 
Bu ayirma / (x, y) funksiyaning (xo; Yo) nuqtadagi x o'zgaruvchi bo'yicha 

xususiy orttirmasi deyiladi va &/(Xo. Yo) kabi belgilanadi: &./(X'o; Yo) .. /(Xo+dx; 
Yo) -/(xo; Yo)· 

Xuddi shunga o'xshash &/(xo; Yo) =/(.TQ, Yo+&y) - /(xo; Yo) ayirma/(x, y) 
funksiyaning (xo; Yo) nuqtadagi y argument bo'yicha xususiy orttirmasi deyiladi. 
Agar dx-O da 

6'/(Xo,Y,) 

6.r 
(9.2) 

nisbatning limiti mavjud va chekli bo'lsa, bu limit / (x, y) funksiyaning (xo; Yo) 
nuqtadagi x argument bo'yicha ·xususiy hosilasi deb ataladi va pi (xo; YoY(px) yoki 
r ,(.t.: Y.) qisqacha qilib (pf) / (p:t: ) yoki f' x kabi belgilanadi 

O/(x,.y.) "'f' (x, )z lim 6,/(X.,y,) -lim f(:co +M.y,)- f(x"y,) 
Ox I • Y. ..... M"" M 

(9.3) 

Xuddi shunga o'xshash /ly-+O da 

In • 



• 
/i,/<x.;y.) 

/iy 
(9.4) 

nisbatning limiti mavjud va chekli bo'lsa, bu limit j(x, y) funksiyaning (.to; Yo) 
nuqtasidagi y argument bo'yicha XU!Usiy hosilasi deb ataladi va qisqacha qilib 
(pj)/(py) yoki/y kabi belgilanadi 

q(xo'Y') = lim /(xo,)'o +~)')- /(xo'Y') 
OJ ...... ~)' 

(9.5) 

17. Funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblang I(x, y)=x· 

ftchish. (a /)/(ax)= k) , = y. x·-I
• (a /)/(a y)= (.r') J = x' In x . 

18. Funksiyalaming i'Jz va i'Jz xususiy hosilalarini toping. z '"' Xl + 3X,[y _ y + y' . 
ax OJ x 

ftclrish. i'Jz xususiy hosila hisoblanayotganda (y) ni o'zgannas deb qaraladi. ax 

- = x ,+ 3x,fY J' - Y ,+ - ,= 2x + 3,[y - 0 -, = 2x + 3,[y -,;. az (,)' ( \ ' (l) l l 
ax r r x 

Endi (x) o'zgaruvchini o'zgannas kattalik deb qaraymiz: 

i'Jz I')' (d ' ()'I) I 2)' I 2y -=,r' .. + 3x~y J' -)' r + - , =O+3r~-I+-=3x~-I+-. 
OJ r 2"y;r 2"y ;r 

19. Z=.ty.f"-". 

fechish. 
i'Jz ',_, I .'_,.' \ .'_,' ,'_,' I .,'-,' I ,'_,' \ OJ = (x)') • e ' , + If J ' (xy) = )' . e + 2x . e . (xy) = Y\" + 2x e ~ 

i'Jz '" i ' ')' , " ) , , I.' , .' ,'\ -=(xy), e' -, +\e' -, ,(xy) =r·e -, -2y·,' -, .(xy)=x¥' -, -2ie - f 
OJ 

30. Funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalarini hisoblang. 
a) II=h'y+3x'l+l)'Z'; b) ,,=z"·; c) ,,=x'·+)". 

fechish. a) Avval x bO'yicha hosilani hisoblaymiz. bunda z vay ni o'zgarmas 

deb olamiz. u. =(h'y+3x l l +l"YZ", =(h'y), +(lxl
/). +(.Tyz'l,. 

u. = 4xy+9x'l + yz'. y bo'yicha xususiy hosilani topish uchun x va z ni o'zgannas deb 
qaraymiz. 

u, =(h'y+3x'i +l)'Z'), = (2;r'Y) , +(3x1y'), + (l)'Z'), =2;r' +6r1y+;rz'. 

Z bo'yicha hosila ham shunday hisoblanib quyidagi tenglik aniqlanadi: 

II, = (2x'y+3x'y' +l)'Z'), = (2;r')": + (3x1y'), + (:I)'Z'), =5l)'Z'. 

b) u = z·'. u. = (z"). = z"lnz(;ry). = yz'r Inz. u, = (z'!). = z""lnz(xy) .. '" :a"·lnz. 

( 
.. )' .. -I U,=z ,=xy·z . 

c)u = x'· + y'; u = z·'. u, = (r' + y' i. = (x' i. +(y' i. = yx'-' + y'lny; 

( , .) (,) I ,) 'I ,-I u1 =.1' +.y 1=.1' '+V' r=:r n.r+.J)' . 

31. Funksiyalarning xususiy hosilalarini toping. 
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I. z,. 2:r' -:ry' +1.1' y-2y' +3:r-4y+ I 

1. u = s' cos 41 

5. z = In(:r l + i) 

7.u zr"~(:r' + i +z') 

9. z:rJY+t 

II. z '" In(:r+ Iny) 

I3.U=';'~y:%) 

IS. z =e'·'(2:r-I) 

17. z = :re' +:r' 

19. % = In(J; + JY) 

21. z = arCI{;: + I) 
, 

21. z = cosy 
r 

25. % = (51"+ lyXI2:r-7y) 

27. z = 7:r't'" 

29. z=:ro.,y •.• 

2.11- y:r' +n' + y'% 

.I' .L 4.z=-+ 
y :r' 

6. z=....2... 
:r+y 

! -.! 
S. u =t" +t ' 

10. z,.:ryt ... l, 

12. z = ,],"'1'." 

14. % = art8inJ;Y 

16. % = sin{:r +JY) 

IS.%=ln~r+i 

20. Z,.:r" 

22. % =:ryt"" 

. Y 24. z=arcSlnf"i'l'" 
-.Ix- + y. 

26. z = (4:r1 -lyX2.r+9y') 

2B. Z = 1nj4.r+ 7.n 

10. z" (3:r+4YX7:r-Sy) 
5x-2y 

9.5. Ko'p o,zgaruvC:hili funksiya difYerensiali 
z = / (.I. y) funksiya M to'plarnda berilgan bo'isin. Bu M to'plamda (Xo; Yo) va 

(xo+~;Yo+.1y) nuqtalami olib. funksiyaning to'liq orttinnasini aniqlaymiz: 
.1/(Xo. Yo) = /(Xo+.1xo, Yo MYo) - j(Xo. Yo) (9.6) 

Agar lex. y) funksiyaning (Xo. Yo) nuqtadagi orttinnasi 
.1/(xo;Yo) = A~+B.1y+o&+p.1y (9.7) 

us • 



• 
ko'rinishda ifodalansa, u holda funksiya (X(l, Yo) nuqtada differensiallanuvchi deb 
ataladi. bunda A, B - o'zgarmaslar. a va p esa /lx va I\y ga bog'liq. hamda /lx ....... 0. 
l\y ....... O da a--+O. p ....... O bo'ladi. 

Yuqoridagi (9.7) formulada A= f:(x.; yo~ B= f;(x,; yo)A = f,Jxo; Yo). B= f, 
(xo; Yo)· 

Agar /(xo; Yo) funksiya (Xo; Yo) nuqtadaJ.(xo; Yo)./y (xo; Yo) xususiy hosilalarga 
ega bo'lib. bu xususiy hosilalar (.to; Yo) nuqtada utIuksiz bo'isa. u holda / (x. y) 
funksiya (xo; Yo) nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi. Z = / (x; y) funksiya (.to; Yo) 
nuqtada differensiallanuvchi bo'isa 

iJf 0/ 
L\f(xo. Yo)= iJ:r 6:r + ely . Ay + a· 6:r + p. Ay (9.8) 

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu ifodadagi iJf A.t + 0/ ·Ay yig'indi/(x; y) funksiyaning (.to; 
iJ:r ely 

Yo) nuqtadagi differensiali deb ataladi va y d/(xo; Yo) yoki dz kabi belgilanadi: 

d/(xo;yo)= dz= O/(-;Yo) 6:r + O/(~Yo) 'Ay (9.9) 

Agar L\x = dx, I\y = dy bo'lishini e'tiborga olsak, u holda 

df =! dx+: . ely (9.10) 

32, ;; = xly - xyl funksiyaning differensialini toping. 

Yechish. : = (x')'- xy'), = 2:ry- /, : :,,(X'y- xi), = x' - hy. 

(9.10) formulaga ko'ra dz = (2xy-yJ)dx + (xl-2xy)O:v 
33. Funksiyaning differensialini toping. 
a) z = e"'" .sin(x' y') b) u = arclg(xyZ) 

Yechislt. a) DitTerensiallash qoidasidan va (9.10) formuladan foydalanib: 
dz [2 ,'.,' . ( 1 ,) 1 ,' .. ' (, ,) ,., . ( '2) ", = xe ·smx y +2:r)'·e cosx y Jdx+[2y·e'·' ·smx y +2yr-·/!'" " 

"COS(X' yl)jdy = e"'" (2x[sin(x' y') + J" cos(x' y'»)dx + 2y(sin(x' y') + x, cos(x' y' »)dy}, 

b yzdx xzdy xydz I (y 
) du=--, +--+--, =--- z·d:r+xz·dy+xy·dz~ 

I + (xyz )- I + (xyz Y I + (xyz) I + (.ryz Y 

34. - 45. Quyidagi funksiyalaming ditTerensiallarini toping. 

34. z=2x'-xy+3y' 35. Z=~X'_y' 

36. z = In(3r+ 2y) 37. z = 2" 

38. z=r' 39. z = arcsin x- y 
2:r+ y 

, 
40. z = xyarclg 1:. 41. z = e'e' 

x 
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42. z =,-'1.'·1) 

44. U =lgI xy 
Z 

43. u = tn·, 

45. u=,'(cosy+zsinx) 

9.6. Yuqorl t.rtibli Iaolil.lar 
Z = f(x. y) funksiya M to'plamda berilgan va u (x.; Yo) nuqtada 

ditferensiallanuvehi bo'isin. 

z = f(x. y) funksiyaning xususiy hosilalari f;. f: dan olingan a f'.. a I: 
ax ay 

a f: a/.· . h '1 I beril fu k' . 'kk' h' 'bl' . h '1 . _._, -' XUSUSIY OSI a arga gan n slyantng I tne I tartl I XUSUSIY OSI aSI ax ar 
deyiladi va 

kabi belgilanadi. 

. alf alf alf alf 
f,~. f:'. f~.f;' yokl ~. axay' ay ay' ay! 

Demak: f;' 2~ = (/;(.r,y»: = ~(Z); /:' all/:, ». a (al ) 
... = ax.ay =( ,(X,y , = ay ax 

f ' al f (/:'( »' a (Of). ·"=ay.ax= ,x,y '=ax ay' I ' alf f' »' a (Of) 
"sa7=('.(x. y '''ay Or 

Yuqorida ko'~atib o'tilgan all va all xususiy hosilalar aralash hosilalar 
axay Oyar 

deb ataladi. Bu aralash hosilalar-~x; y) nuqtada uzluksiz bo'lsa, bir-biriga teng 
bo'ladi. 

Xuddu shuningdek z=j(x. y) funksiyaning uehinehi. to'rtinchi va hokazo tartibli 
xususiy hosilalar aniqlanadi. 

46. f(x.y) = xi+yi funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari hisoblansin 

Yeclrislr. 

Of =~(x'+y')=Jxl, Of =~(x)+/)=Jyl 
ax ax ay ay 

Demak. 

alf = ~(Of) = ~(Jxl) = 6x 0
1
/ = ~(Of) = ~(Jyl) = 6y ax l ax ar ar • ayl ay Or Oy • 

alf o (Of) 0 1 aray = Or ar = ay (3x ) .. O. 

47. Ikki o'zgaruvehil~ z = In(1 +.r+ 2y) funksiyaning xususiy hosilalarini 
hisoblang 

Yeclrislr. Birinchi tartibli xususiy hosilalaming ko'rinishi: 

z: 21n(I+x+2y)', ___ 1_; z' -1n(1+.r+2y)~ ___ 2_. Hosil qilingan funksiyalami 
1+%+2y , 1+.r+2y 

ikki o'zgaruvehining yangi funksiyasi sifatida qaraymiz. 
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, ( I)' I "( I )' ( 2)' 2 
zp = l+x+2y ,= (J+x+2yY; I,.. =z,. = l+x+2y ," = l+x+2y ,=-, .• ; 

, 
0' _(_2 ) __ 4 
... - l+x+2y ,- (l+x+2yt· 

48. Funksiyaning ikkinehi tartibli xususiy hosilalarini hisoblang .)'''' x)" In!. 
• y 

49. Agar z=sinx·lgy OO'Isa, u holda alz =~ ekanligini isbotlang. 
dray Oyar 

50 - 57. Berilgan funksiyalami ikkinehi tartibli hosilalarini hisoblang 

50. Z =3x1 + 2x/-4xy+Xl y- / 51. u = t'y. 

51. U = sin( x~' ) 53. Z = IIKsin(.r + y) 

x+y 
54. z = inlg-- 55. Z = zsin l)' + y cos xy 

x-y 

56. z = x1In(.r+ y) 57. :=x1sin-lY 

9.7. Ko'p o'zgaruvchili runbiyalarRing lokal ekstremumlari 
Agar Z = f(x. y) funksiyaning P=(Xo; Yo) nuqtadagi qiymati uning shu 

nuqtaning biror atrofiga tegishli ixtiyoriy p(x, y) qiymatidan katl8 (kiehik) OO'lsa Po 
(xo; Yo) nuqta maksimum (minimum) nuqta deyiladi. 

Lokal maksimum va minimum nuqtalar lokal ekstremum nuqtalar deyiladi. 
Bunda z = [(.t. y) funksiya Po( Xo; Yo) nuqtada lokal ekstremumga erishadi. 

Teorema: Agar z = [(x. y) differensiallanuvehi funksiya PtJ,xo. Yo) nuqtada lokal 
ekstremumga erishsa, u holda uning bu nuqtadagi birinehi tartibli xususiy hosilalari 
nolga teng bo'ladi: 

Oz(Po) = 0; 
ax-

az(Po) = o. 
oy 

Birinehi tartibli xususiy hosilalari 0 ga teng (yoki mavjud bo'imagan nuqtalar), 
kiritik nuqtalar deyiladi. Ulami ekstremumga tekshirish, ikki o'zgaruvchili funksiya 
ekstremumi mavjudligining yetarlilik shartlari yordarnida tekshiriladi. 

PtJ,xo, Yo) nuqta z = [(x.y) funksiyaning statsionar nuqtasi OO'lsin. Pc/...xo. Yo) 

da . 'kk' h' 'bl' . h '1 I . a1z(p.) a1z(Po) a1z(p,) nuqta gl I me I tartl I xusuSIY OSI a an --1- = A --= B --1- = C 
dr dr·ay ay 

uchun 4 =I;:~ = AC - Bl determinant tekshiriladi. z = [(x,y) funksiyaning Pc/...xo. Yo) 

statsionar nuqtada ekstremumining yetarlilik sharti quyidagicha ifodalanadi: 
I) ,hO 0 ekstremum mavjud bo'lih. bunda agar A>O (yoki A = 0 da C> 0) 

bo'lsa Pc/...xo. >"I) nuqtada funksiya lokal minimumga, agar ,4<0 (yoki A=O da C<O) 
bo'lsa lokal maksimumga ega OO'ladi. 
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2) 6 < 0 - lolcal ekatremum yo'q; 
3) 6 = 0 - qO'shimcha tekshirishlami talab qiladi. 

58 B '1 50 20 fu Ie. • • 1._ I .. . . en gan 1I • .ry + - + -. x. O. y * 0 n slyanmg e.."tremum aTlm topmg. 
x y 

Yeclrislr. Kritilc. nuqtani topish uchun birinchi tartibli xususiy hosilalarini 0 ga 
tenglashtiramiz: 

au 50 au 20 
-.y--~O --1'-- ... 0 
ill' x2 ' OJ y' . 

Bu sistemani yechib Xl y = SO . .ry2 = 20 • .t = 5; y = 2 ekanligini topamiz. Shunday 
qilib MoI..5. 2) kritik nuqta. 

Ikkinchi tartibli hosilalami va ulami MoI..5. 2) nuqtadagi qiymadarini aniqlaymiz: 

,,_100 "(S2)_IOO_~. "_I "52)=1' ,,_40 u"(52)=40=5 
U u - ] t Un ,- -, U .. r - , u..,.( , , Un· - 1 t ,,.' 8 

X I~ 5 . Y 

A=~>O va 6=AC-Bl=~.s-ll"'3>0 dan funksiya Mri5. 2) nuqtada minimumga 
5 5 

SO 20 ega. II ... =u(s. 2)=5·2+-+-=30. 
5 2 

9.8. Sbartli eklltremumlar 
1 = 1(1'. y) funksiyaning shartli ekstremumi deb bu funle.siyaning .t va y 

o'zgaruvchilaming bog'lash tenglamasi deb ataluvchi qI(.t, y) = 0 tenglama bilan 
bog'langanlik shartida erishadigan ekstremumga aytiladi. 

Nuqtalami bog'lovchi tenglamalar sistemasi: G={(x,Y)IY,(:c,y)I = 1,2, ... m) ni 
qanoatlantiradigan G sohada aniql8Il@8n va differensialanuvchi z = I(x, y} funksiyani 
qaraymiz. Bu sohada shunday ''''0(%0:)'0) nuqtani topish kerakki '\f M(x.y) E G 
uchun fiMc)~f(M) shart bajarilishi Ic.erak.. Bunday masalalar 1 = 1(1'. y) 
funksiyanig shartli ekstremumini topish masalasi deyiladi. 

Shartli elc.stremumni topish uchun Lagranjning noma'lum koetlitsiyentlar 
usulini keltiramiz 

L(.t,y,AJ = f{.t,y) + I:r;tA.,Y,(x,y) 
Lagranj funlc.siyasi ekstremumini zaruruiy sharti quyidagi ko'rinishga ega: 

L(x.y.1) = I(x.y) + 19'(x.y) 

{ 

~t .• If + r'" ~ =0 ~r d" ,-I "" 
8(_ af + ~'" ilY, =0 
~v &-r "".1 , .... 

.!k Y.(x.y).= 0 . . , 
vA, 

i=1.2 ..... m 

{

L'=O 

Ly=O 

ql(x) = 0 

Bu m+2 no'malumli tenglamadan iborat sistemadan .t.y.)..(i=I.l .... m) 
no'malumlaming topiladi. A, sonlar Lagranj koeffitsiyenlari deyiladi. 59. z = .ty 
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funksiyaning x va y lar a+y-3=O tenglama bilan bog'langanlik sharti ostidagi 
ekstremumini toping. 

Ene kicbik kvadratlar asali 
I. Masalaning qo'yilishi. x va y o'zgaruvchili n marta 

(x,. y,Hx1. YI~""(X •• y.)tajriba o'tkaziladi. x va y lar orasida bog'lanish y=ax ... b 

ko'rinishda deb faraz qilinadi. Eng kichik kvadratlar usuliga asosan xatoliklar 
kvadratlarining yig' indisi 

s = t(f(x,)- y,)1 (9.11 ) 
,_I 

eng kichik y = ax + b bo'ladigan qilib J(l') funksiyaning parametrlari a va b tanlab 

olinadi. 
2. Agar [(x) - chiziqli funksiya bo'lsa, ya'niy = ax + b bo'lsa, u holda 

• I 

S = L (ax, + b - y,) ,., 
a va b parametrlarga ega. Uning ekstremumini topamiz. 
Normll tenglamalar sistemasi: 

1
~=0 
0(1 
0$ 
-=0 
ob 

l(
t X,I)(I + (~>, \ .. = ~>, y,. 
/-1 ,.. r '-I 

(~>. In + "b = i>, . , .. r ,.1 

(9.12) 

dan olamiz. 
Qulaylik uchun quyidagi belgilashlarni kiritamiz: 

i:X,1 = S, Ix, = x, i:x. y, = P, ~>, = l'; u holda sistemaning ko'rinishi: 
,.1 ,.1 lat ,.1 

{
Sk+Xb=P (9.13) 
nub = r 

Ikkita x, y o'zgaruvchili (9.14) ikki tenglamalar sistemasini yechib, 

k = "P - .\1'. b = Sy - P X (9.14 ) 
lIS_Xl "S_XI 

ni hosil qilamiz. J = kx + b tenglama koeffitsentlari (9.15) bO'yicha hisoblanadi va bu 
tenglik regressiya tenglamasi deyiladi. 

3. Agar [(x) kvadratik funksiya bo'lsa, u holda y = ax l +b.r+c bo'lib, 

S = :t (ar,' + bx, + C - y, r bo'ladi. a, b, c parametrlar normaltenglamar sisitemasidan ,., 
aniqlanadi: 
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'~=O 
00 

~=O 
ob 
os =0 
or 

( i>~)o+(i>: il.+ (iX,1 t= l).ly,. 
,.1 ,.1 r '_I ! ,.1 

( tx~}+(i>,lil.+(tx, t = tx, y,. 
~ ~ r ~ r ~ 

(tx,1 t+(tx, )"'+nc= ty,. 
,.1 r , .. I r ,.1 

(9.1 S) 

60. Avtomobil poygasi haqida quyidagi ma'iumotiar bor: x - masofa(ming kIn.) 
va y - yonilg'i sarti (lIming km.), 

x va y o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanishni chiziqli ekanligini bilgan holda, empirik 
formula y = ax + b ni eng kichik kvadratlar usuli bilan toping. 

Yeclrislr. larur yigindilami topib olamiz ix,. i>" tx,l, tx,y,. Oradagi 
, .. I ,.1 ,.1 ,-1 

hisoblashlar quyidagi jadvalda kO'rsatilgan. 

i x, y, x,Y, X,I 

I ; 50 0,2 10 2500 
70 0,5 3S 4900 

3 90 0,8 72 8100 
4 110 1,1 121 12100 
5 130 1,3 169 16900 
L 450 3,9 

-
407 44500_ 

Normal tenglamalar sistemasi esa (9.13) formulaga ko'ra quyidagicha bo'ladi: 

{
44S000 + 4SOb = 407 

4S00 + Sb = 3.9 

yechimi 0 = 0.014. b = -0,48. Shunday qilib. chiziqli bog'lanishning 
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8erilgan larga mos KelUvChl h1SOolash8lar QUYlcJagljSOVSlaa Kin tilgan: 
N :I, y, 6,1 x,y, 

I -3 22 9 -66 
2 -2 20 4 -40 
3 -I 21 I -21 
4 0 23 0 0 
5 I 19 I 19 
6 2 25 4 50 
7 3 23 9 69 
7 0 153 28 11 

Shunday qilib, n = 7, X = 0, Y = 153, P = II, S = 28. bundan esa 
7·1-0·153 II 28·15)-11·0 IS3 R . I' . 

k = = - .. 0,393, b = = - • 21,86. egresslya leng amasmmg 
7·28 - 0 28 7·28 - 0 7 

ko'rinishi: 

y = ~~:r+ I ~J 2004 yil bu belgilashlarda x = 4 ga to'g'ri keladi. Uni regressiya 

I . "b II IS3 . h '1'1 . teng amaslga '10 yl , Y = -·4 + - = 23,43 m OSI 'II arruz. 
28 7 

62. Jadvalda reklamaga sarf X (ming pIb.), mahsulol miqdori Y (ming dona) 
haqida ma'iumol berilgan. 

X, 1 2 3 4 5 Rl--1 I Y. f 1,6 4 7,4 ~ 18 

x va y o'zgaruvchilar orasida kvadrat bog'lanish y = ax l +b:r+c mavjud bo'lsa, a, b, c 

parametrlar qiymatini eng kichik kvadratlar metodi bilan toping. 
Ytchish. Yechim uchun zarur bo'igan yig'indilami topamiz. 

~>" i>,I, i>:, ix,', iy" ix,y" iX,ly,. 
,.1 ,.1 ,.1 •• 1 ,.1 ,.1 ,.1 

Hisoblash natiialari iadvalda keltiril an. 
i x, y, I x, x; • x, x,y, ' x}y, 

I 1 1,6 I I I 1,6 1,6 
2 2 4 4 8 16 8 16 
3 3 7,4 9 27 81 22,2 66,6 
4 4 12 16 64 256 48 196 
5 5 18 25 125 625 90 450 

lL 15 43 55 225 979 169,8 680,2 
-- -- -
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(9.\3) fonnulaga ko'ra nonnal tenglamasi quyidagicha bo'ladi: 

1
979a + 22Sb + sSe = 680.2 

22Sa + SSb + 1 Sc = 169,8 

SSa + ISb + Sc .. 49 

bu tenglamalar sistemasining yechimi a = 0,3; b = 0,48; c = 5.06. Demak, izlanayotgan 
bog'lanishning kO'rinishi: y = 0,3.1'1 +0,48.r+5.06. 

63 - 68. Berilgan nuqtalar uchun regressiya tcnglamasini tuzing. 
63. (I; 6), (2; 8), (3; 9), (4; 10). 
64. (-2; -12), (0; -7), (2; -3), (4; 2). 
6~. (-2; 10), (-I; 9), (0; 8), (I; 7), (2; 6). 
66. (2; 5), (3; 6), (4; 8), (5; 10), (6; II). 
67. (-4; 12), (-I; 6), (2; 0), (5; -6), (8; -13). 
68. (-5;-6), (-3; -2), (-I; 3), (I; 7), (3; 12). 
Quyida berilgan masalalarda X va y o'zgaruvchilar chiziqli bog'liq ekanligi 

ma'ium bo'lsa, eng kichik kvadratlar metodi bilan emperik fonnulani toping. 
69. x - tovaminl!. narxi (DIb.t v - sotilish miadori (minI!. dona). 

7,0 

80 

70. Korxonada elektr energiyasi istc'mol darajasi - x (min. kVt.s); y -
mahsulot birligining nand 

71. x - dvigate -eks ulatats1 anm 
40 50 60 

18 20 21 24 

1,6 

18,0 

o'rtae 
70 

25 

ha muddati (oy); 

Tajriba natijalariga ko'ra eng kichik kvadratlar metodi bilan y = ax + b emperik 
bog'lanishni muqobil (altemativ) funksiya bilan solishtiring, ulardan qaysi biri tajriba 
ma'iumotiariga mos keladi: 

72. 

Muqobil (altemativ) bog'lanish y = 2.r+O.l.l'I. 

73. 

Muqobil (altemativ) bog'lanish y .. .J; . 
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74. 

Muqobil (altemativ) bog'lanish y = r' . 

3,0 

0,12 

75. Ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori x va xarajatlar y (ming pIb.) haqidagi 
tajriba natijalari ma'lum 

x, 10 20 30 40 50 

y, 2,0 5,9 12,0 20,0 30,0 
~ ~ - ~ ~ 

Bu yerda: x - avtomobilni ekspulatatsiya qilish muddati (yillar). y - xarajatlar 
summasi. Topish kerak: a) regressiya tenglamasi; b) avtomobilni o'n yil!ik 
ekspulatatsiyasiga sarflanadigan xarajat summasi. 

9.9. Ko'p o'zgaruvchili funuiyalarning iqtisodiyotda qo'Uanishi 
Umumiy holda X tovarga bo'lgan tala~_ko'p o'zgaruvchi funksiya bo'ladi. 

ya'ni sotib olinayotgan tovaming miqdori Q. uning narxi P" ikkilamchi xomashyo 
narxi - pY' iste'molchining o'rtacha daromad darajasi Y. yil fasHari I va hokazolarga 
bog'liq. 

~ xususiy hosila Q. talabning faqat P, tovar narxi o'zgarganda 
oP, 

o'zgarish tezligining o'lchov birligi bo'lib xizmat qiladi, bu holda qolgan barcha 
o'zgaruvchilar o'zgarmas deb faraz qilinadi. Xuddi shunga o'xshash xususiy hosila 

oQ. xomashyoning narxi p} o'zgarganda X tovarga bo'igan talab qanday tezlikda 
iJQ, 
o'zgarishini ko'rsatadi. 

Xususiy hosi lalaming ishorasidan foydalanib, X va Y tovarlaming xarakterini 
lopish mumkin. aynan: 

agar. ~ > 0 va o P, 

bosuvchi. 

agar. ~< 0 va a P, 

to'ldiruvchi tovarlar hisoblanadi. 

~> 
a p. 

o bo'lsa. X va Y tovarlar o'rin 

a Q. 
a P, < 0 bo'IS8. X va Y tovarlar o'rin 

77. AvtomobilJarga ehtiyot qismlari ishlab chiqaradigan finna o'z mahsulotmi 
ichki va tashqi bozorga chiqarish imkoniyatiga ega. Tashqi bozorda talab quyidagi 
ifoda bilan berilgan: 
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PI ..... 8QI = 421. 
Ichki bozorda esa: 

P2 + 2,5C?2 = 80. 
Bu yerda: QI va Q2 mos ravishda bir hafta davomida tashqi va ichki bozorda 

sotib olinadigan miqdor; PI va P2 tashqi va ichki bozordagi narxlar. Firmaning 
umumiy harajatlari 

TC = 250 + 5Q; 
bu erda Q = QI + Q2. 
Agar 
I) firma narxlaming o'zgartirish siyosatini o'tkazish imkoniyatiga ega bo'lsa, 

2) ikkita OOzordagi narxlar bir xii OO'lsa. 
Maksimal foydaga ega OO'\ish uchun har qaysi OOzorda firmaning mahsulotiga 

qanday narx o'matilishi kerak. Har bir holda finnaning foydasini aniqlang. 
Yechish. 
Masalaning birinchi qismi firma o'zining iste'molchilarini ajratishi mumkin va 

har bir bozorda o'ziga eng ma'qul narxini qo'yishi mumkin deb faraz qilinadi. Tashqi 
OOzordagi talab funksiyasi PI + 8QI = 421, ichki bozorda esa P2 + 2,5Q2 = 80 
firmaning umumiy daromadi tashqi va ichki OOzordagi daromadlar yig'indisiga teng: 
R = RI + R2 = PIQI + P2Q2 = (421- 8QI)QI + (80- 2,5Q2)Q2 = = 421QI- 8QI2 + 
80Q2 - 2.5Q22 

Firmaning umumiy xarajati: 
TC = 250 + 5(QI + Q2) 

demak. foyda funksiyasi 
1C = R - TC = 421QI- 8QI2 + 80Q2 - 2,5Q/- 250 - 5QI- 5Q2. 

Biz Q ga bog'liq bo'lgan foyda funksiyasini hosil qildik. Endi firmaning 
foydasi maksimum OO'lganda QI va Q2 laming qiymatini aniqlash masalasini 
qaraymiz. Buning uchun QI va Q2 bo'yicha xususiy hosilalami topib Oga tenglaymiz. 

{
Olf/OO, = 421 -160,-5. {416 -16Q , ,,0 

Olf/OQI = 80-5Q~ -5; 75 .5Q 1 = 0 

Bu tenglamalar sistemasini yechib QI = 26, 0, = IS ni topamiz. 
Ikkinchi shartni tekshirarniz: 

&x100/=-16, &x1aQ}=-5, &x1iJQIQ2=0. 

iflf Ollf ( (J'lf)2 ) ( ) -. -,. -- =(.16· -5 -0=80>0 
iJQ,' iJQ2' iJQ,iJQ~ 

va &7tiCQI 2 = -16 < 0 
Demak. foyda funksiyasining maksimumga erishish sharti bajariladi. Shunday 

qilib, firma maksimum foydaga ega bo'lishi uchun tashqi bozorga 26 ta ichki bozorga 
IS ta mahsulot chiqarishi kerak. QI va Q2 ning bu qiymatlarini talab funksiyasiga 
qo'yib PI va P2 narx1ami topamiz 

PI = 421 - 8QI '" 421 - 8.w26 = 2\3, 
P2 = 80 - 2.50, = 80 - 2,5 xIS = 42,5 

16~ 
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Demak tovaming tashqi bozordagi narxi 213 pul birligi, ichki bozordagi nanti 

esa 42,5 pul birligi bo'lib, finnaning foydasi: 
1C = 421Q, _8Q,1 + 80Ql-2,5Qzl- 5Q- 5Ql" 421x26- Sx262 + SOxI5-

-2.5xI52-250- 5"-26- 5xl5 = 5720,5 pul birligi. 
Finnaning haftalik foydasi - narx o'zgarish siyosatini o'tkazish shartlarida H = 

5720,5 pul birligini tashkil qiladi. 
Iste'molchilar bozorini ajratish imkoniyati \»'Imagan holda ichki va tashqi 

narx bir xii bo'ladi: PI = P2 = P. U holda tashqi va ichki bozorga chiqariladigan tovar 
miqdori teng bo'ladi: 

421 - P 80 - P Q, = ~= 52,625 - O,125P; Q, z --' £ 32 - O,4P 
8 ~5 

Umumiy miqdori Q = Q, + Q2 = 84,625 - 0,525P, bunda p = 84,m - Q -
0.525 

yagona bozor uchun yangi talab funksiyasi. 
Yagona bozordagi daromad: 

TR = PQ = 84,625 - Q Q = 84.625 _ ~ 
0.S25 0,525 0,525' 

Umumiy harajatlar 
TC = 250 + 5Q; 

Firmaning foyda funksiyasi: 
84,625 Q' 

It = --Q----250-5Q 
0525 0.S2.S ' 

Foyda maksimum bo'ladigan birinchi tartibli shartga asosan Q ning qiymatini 
top ish zarur. 

shartga asosan. 

iJlr '" 84.625 -~-5",0 
iJQ 0.525 0.525 

Q =41; 

i:J 11C 1i:J~ < 0 maksimum sharti. 
Demak, Q =41 nuqtada foyda funksiyasi maksimumga erishadi. 

84,625 412 1C(41)= --)(41--- -250-5)(41,,2951.9 
0.525 0,525 

Endi birlashgan bozorda tovarning narxini aniqlash kerak. 
birlashgan Lalab funksiyasidan foydalanamiz. 

P(41) '" 84,625 - 41 '" 83 10. 
0.525 • 

Buning uchun 

E'tibor qilamizki. birinchi va ikkinchi hollarda bozorda chiqarilayotgan 
tovaming miqdori bir xil. Lekin birinchi holda firmlUling tovarlariga bo'igan narx har 
xii, natijada foyda olish imkoniyatiga ega bo'ladi. 

HI = 5720,5, 1f2 = 2951,9. 
78. Korxona ikki lurdagi A va B tovarlar ishlab chiqaradi. Firmaning kunlik 

foydasi quyidagi ifoda bilan berilgan: 
"(QA' Q.)=-3Q; +6Q.Q. -4.5Q; -90Q. +150Q. -700. 
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Bu yerda Q. va Q. - bir kunda ishlab chiqariladigan A va lJ tovarlaming 
miqdori. Foydani maksimallashtirish uchun korxona A va B tovarlardan nechtadan 
ishlab chiqarishi kerak. 

79. A va B mahsulollami ishlab chiqaruvchi finnaning daromadi quyidagi ifoda 
bilan beriladi: R '" -2Q; -8Q.Q, -4.75Q~ -24OQ. + 4OOQ, + 200. Daromadni 
maksimallashtiradigan A va B tovami ish lab chiqarish miqdorini aniqlang. Finnaning 
maksimal foydasini toping. 

80. Ikki turdagi mahsulot ishlab chiqaradigan finnaning umumiy xarajatlari 
quyidagi tenglama bilan berilgan: r(c)", 2 ... 2 +4.ry+ 3y' - 224 ... - 294y+ 8140. 

Bu yerda x yay mos ravishda A va B lovarlaming miqdori. Topish kerak: 
Finna xarajatini minimallashliradigan A va B tovarlaming miqdori; 
\1inimal xarajatning kattaligi. 

81. Kichik nonvoyxona ikki turdagi non pishiradi. Oddiy non 100 plb., shinnoy 
non 300 plb. Nonvoyxonaning lo'la xarajatlari: 

TC '" 20 ... 2 -30 ... y+ 20/ - 3760 ... - 2270y + 186700. 

Bu yerda: x - oddiy non miqdori. y - shinnoy non miqdori. Topish kerak: 
I) Foyda maksimal bo'lishi uchun nonvoyxona har bir turdagi nondan nechtadan 
pishirishi kerak. 
2) Nonvoyxonaning kunlik maksimal foydasini toping. 

82. A va B turdagi tennis raketkalarini ishlab chiqaradi. Q. va Q. sondagi 
raketkalami sotishdan kunlik daromad TR '" 70Q, + 9OQ,. Bu raketkalami ishlab 
chiqarishga sarflanadigan kunlik xarajatlar 

TC '" 5Q~ -4Q.Q. +Q~ + 2OQ. + 88Q. + 30. 

Foydani maksimallashtirish ucnun finna A va B raketkalardan nechtadan ishlab 
chiqarish kerak. Finnaning kunlik foydasi qanday. 

83. Ishlab chiqaruvchining ikkita fabrilcasi bor. Birinchi fabrikadagi xarajatlari: 
C, = o,2Qi + 50Q, + 125. Ikkinchi fabrikaning xarajatlari: C2 '" O.4Qi + 40Q, + 250. 

Bu yerdaQ, va Q2 mos ravishda birinchi va ikkinchi fabrikaJagi ishlab 
chiqarish hajmi. Mahsulot esa P", 20- O.2(Q, + Q2) narx bilan sotiladi. lshlab 
chiqaruvchi umumiy foydasini maksimallashtiruvchi har bir fabrikaning ishlab 
chiqarish hajmini toping. Mahsulot birligining narxi va maksimal foydani aniqlang. 

84.- 89. Funksiyani shartli ekstremumlarini toping. 
84. z= x2_xy+ / + 9x - 6y + 20 85. z = ~ -xy+.o/(x>O; y>O) 

86. z = 3x2 
- xl + 3/ + 4y 87. z=y.j;-yl-x+6y 

88.z=ei(x+yl). 89.z=4-VX1+yl 

90 - 94 misollarda birinctfl tartibli xususiy hosilalar topilsin. 
90 a) z = 5x2

_ \3.xy + 6/; h) z '" 4i + lrV -8y\ 
c) z=7wl +6wx +4i - 8.ry -3/; d) z"'2w4+ 7wxy-3i+4/ 

91. a) z"'(Sx+3y)(llr-7y); 
c) z = (4w -3x +7y}(7w2 + Iii - 3y'); 
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h) z"'( 4Xl - 3y}(2x + 9)'\ 
d) z = \3x/ (9x - 4y). 



92. a) z = 4w + 7x + 2y 
3w·2x + 3y 

c) z=4e5Ay; 

b) z = (5.1 - 7y»); 

d) z - 1nj4x + 7yl 

(8x + 7 y)~ (3x+4y)(7x-8y) 
b~ z = 5 2 93. a) z = 2 3 x - y x- y 

c) z = (llx.5y»)(6x·7y); d) z = (lx+ Ilyy (5x+4y); 

94. a) z = 7Je5Ay; b) z = 6xy/e1"2; 

95- 100 misollarda funksiyaning ekstrimumlarini aniqlang 
95./(.1, y) = .12 + 3xy +2,5/- 5.1 - 6y + 1,5 

96./(x,y) = i + 3xy + 2,51- 5.1 - 8y + 3,5 

97./(x,y) =.J + 2xy-1,51 + 0,5y +5 

98./(x,y) =·i + 2xy- 1,51- h + 5y + 0,5 

99./(x,y) = 3x2 + 2xy +0,25/-IOx + 3),.:: 4 

100./(x,y) = ·h2 + 2xy-l,51+ 75x-12,5y + 9375. 

101. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalami toping 
a) z = x2i + 5.1; b) z = (3.xy- 4/)(x. 4); 
c) z = 5xly + 3y/:c; d) z =- (x + Y Y(x - y); 

e)z = In[(x2-ly(J + I)]; f)z = e 

102. Ekstremal nuqtalami aniqlang. 
a) z = 6O:c + 37 -4xy - 6x2 

- 31 + 30; 
b)z = 6x1 + 6y -12xy; 
c) z = 5.11 + 3:c2 

... 6.xy - 2/- 2.5; 
d) z = .6; + 8xy - 21 + 5.1 + 3y + 17. 

x2 .2xy + yl 

Mavzu yuzuidan savollar 
I. Ko'p o'zgaruvchili funksiya. 
2. Ko'p o'zgaruvchili funksiya limiti, uzluksizligi. 
3. Ko'p o'zgaruvchi funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilasi. 
4. Ko'p o'zgaruvchi funksiyaning to'la differensiali. 
5. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosilalari qanday 

hisoblanadi? 
6. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari qanday hisoblanadi? 
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7. Ko'p o'zgaruvchili funksiYB ekstremumlarining zaruriy VB yetarli shartlari. 
8. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning eng kana va eng kichik qiymatlari qanday 

topiladi? 
9. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning shartli ekstremumlari qandBY topiladi? 
I O.Eng kichik kvadnitlar usuli nimalardan iborat? 
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2004. 
23. KpeMep H.M. H .llpyrHe. Bblcwall MaTeMaTHKa Mil JKOHOMHCTOB. - M .• 

2004. 
24. K.nHMeHKo IO.H. BbICW8JI MBTeMBTHU Mil 3KOHOMHCTOB. - M., 2005. 
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26. MacaryroBa P.B. MaTeMBTHKa B lB.l18'1ax Mil 3KOHOMHCTOB. -T.: 

'YKHTYB'IH, 1996. 
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3KOHOMHCTOB. - M .• 2004. 
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• 
IO-bob.INTEGRAL HISOB 

10.t. Boshlang'ic:h (unksiya va integral 
Berilgan f(x) funksiya (a,b) intervalda aniqlangan bo'lsin. Agar F '(x) =.f(x) 

(bunda xE (d) tenglik o'rinli bo'lsa, F(x) funksiya j(x) funksiyaning (a,b) 

intervaldagi boshlang'ichi deyiladi. Berilgan j(x) funksiyaning ixtiyoriy ikkita 
boshlang'ich funktsiyasi bir-biridan o'zgarmas son88 farq qiladi. 

j(x) funksiyaning F(x)+c (bunda c- o'zgarmas son) boshlang'ich funksiyalar 

to'plami j(x) funksiyaning noaniq integrali deyiladi va ff(x)dx = F(x) + C 

kO'rinishida ifodalanadi 

10.2. NoaDiq integral xosulari 
I. (j/(x)dx)' = I(x), I!'<x)dx = I(x) + C. bu yerda C - ixtiyoriy o'zgarmas son. 

2. IA/(x)dx = A I/(x)dx • bu yerda A - o'zgannas son. 

3. flr,(x)± /1 (x)}tr = I/,(x)dl+ I/1(X)dx 

4. Agar Jf(x)dr = F(x) + C va x = y(1) differensiallanuvchi funksiya bo'lsa, u 

holda Jf(y(t)~I) = F(y(I»" C . 

Xususan, ff(al + b)dl =.!.. F(al + b) + C,(a;o' 0). 
a 

10.3 Elementar fuuksiyalarning Doaniq integral/ari jadvali 
•• 1 

I. fx"dx= :+1 +C,(n;o'-l); f1.dx=x+C; . 

2. I~=I~+C. 
x 

3. Ja'dx = ~+C,(a >O,a;o' I); Je'dx= e' +C. 
Ina 

4. J.~inxdr = -cou +C. 

5. ICOs.Tdr=sinx+C. 

6. J Igxdx = -Inlcos~ + C . 

7, J clgxdr = l~sin~+C . 

8. J+=Ig.t+C. 
cos x 

9. f4- =-CIgx+C. 
Sin :r 

10. I~ = Inl.g·xJ+c. 
SIn:r r 21 
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II. J~ = Inl.g(~+!J+C. 
cos x r 2 41 

I d.r I x I x I dx 12. -2--2 =-arclg-+C=--arclg-+C,.(at:.O); --2 =arClgx+C. 
a +x a a a 0 I+x 

J d.r I ~-a 13. -2--2 =-In +C.(ot:.O). 
x -0 2a x+o 

14. f~=I.JH~x:+al+c.(a .. o) . 
...;x l +a " 

15. f~a.rcsin~+c . 
../a' -x' Q 

10.4. Integral.shning asosiy ulun.ri 
Bevosita integrallash. Bunda integral ostidagi ifoda elementar a1mashtirishlar 

bilan jadvalga keltiriladi. So'ngra integral xossalaridan foydalanib. boshlang'ich 
funksiya topiladi. 

1 I t I' h'sobl I I42ax..{;-Sbx' +14x+20 cJx . negra m 1 ang:, = x' . 

YUh;sh. Darajaning va noaniq' integralning xossalaridan foydalanib: 

I, '" 420 VfcJx-5b Idr+ 14 Jx"cJx + 20 Ix·lcJx =84o..{; -Sbx+ 141~~- 20 +c. 
x 

2.lntegralni hisoblang: I,,, f((+X()dr. 
x I+x' 

Yech;sh. Integral ostidagi ifodaning suratini 
(I +.r')", I + 2.r+ x' = (I +X')+ 2x ko'rinis(ula yozib olamiz va maxrajga hadma-had 

bo'lamiz. I: '" Id.r + J~dr=I~~+2.arClgHC. 
x l+x' 

-b" . 
3. lntegralnihisoblang: 1,= rra-b'Ydr=" +C JI In a-b' 

-b- III.IblU 
Yech;sh. rra'b')'dr= a +C=~+c. 

JI In a-b" In\Q-b' ] 

4.lntegralni hisoblang: I'"' I . ~os2x. dr. 
sm" xeos' x 

Yechish. 

J casu J cos' x-sin
l 
x I I I 1 != dr= dr= -,-dx- --I-dx=-CIg;r-Ig:l+C. 

sin' xcos' x sin l xcos l x sin" x eos x 

5. Integralni hisoblang: 1= J -t-dx. 
x' +1 

Yech;sh. 
. 

I
X· +1-1 I (x' -lXx' +1)+1 I( I ..... I 1 x' != -,--d.r= ~ d.r= xl -l,.....+ -1-dx=--x+OI"Clgx+C. 

x"+1 x"+1 x +1 3 

6 Ix+1 • ....,.-:-dz • 
...;x' 
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• 
.l'+ I If" -! -qA.,. ! -! 2 

fec";s". f R fix = Jl x 1 +X 1 r = 2.1 1 -2.1 I +C =2..[; - ..[; +C. 

2.0'miga qo'yish usuli. lxtiyoriy o'zgaruvchi x ni boshqa ixtiyoriy .T ga bog'liq 
differensiallanuvchi funksiya bilan almashtirish mumkin. 

lntegrallami hisoblashda quyidagi qoidalami hisobga olish foydalidir: 

I) Agar If(x)dx = F(x)+C, u holda I /(ar +b)dr = .!.F(u:c+b)+C. Masalan: 
o 

a) I sinxdx=-cos.I+C, bo'igani uchun Isin(ar+b)dr=-.!.cos(ar+b)+C; 
Q 

b) Idx=I~+c. bo'iganiuchun I~=.!.Inja.r+~+C. 
x ar+b 0 

2) Agar integral ostidagi ifodani f(x)f(x) yoki 1'(.1):/(.1) ko'rinishida 
ifodalash mumkin bo'lsa. u holda f'(x)dr=df(x)ekanligidan quyidagilar kelib 
chiqadi: 

I/(x)!'(I)dr = I/(x)if(x) =.!. /'(1)+ C; I 1'(.1)) dx = J df«x)l = I~/(xl + C 
2 /1 /.1 

3) ILr(x)qJ(I)+ I(x)rp'(x)! dx = f (f .,,)' dx = J d(f .,,)= /(x).~x)+C, 

4) J x' /(.x')ir =~ J .I' /(x')ix' = ~ I I· /(1 }cil, bundo I = .I'. 

5) J f'(x)dr - J d/(x) -.!. /(.1) C 
0' + /'(1) - a' + /'(.1) - 0 arclg 0 +.', 

6) I !'(x)dr - -.!...I~~"'C 
0' - /'(.1) 2a ''/a"=7WI . 

7) J {'(1')dr _ I df(1') = arcsin /(.1) + C. 
Jo'- 1'(.1) Jo' -/'(1') a 

8) J f:(x)dx. = J ~/(x). =1~(x)-Jf'(x)±all+C 
Ji-(x)±a- JI-(1')±a-

7. Integralni hisoblang: 
a) J arc/~1 dx b) J Qsinx-bs~nx dx c) J sin,x dx 

1+1" QSln1'+bslnx cos x 

fec";s". a) J arc/~ dx= J(arctgx)arcIgxdx= IarcIgxd(arctgx)=.!.arclg'1'+C. 
1+.1' 2 

b) J acos1'-bsinx.L- I (acosx + bsin1')dx J d(acoS.I+bsinx) I I . J .....= = = naslnJ:+bcos'I+C 
Qsm J: + bcoS.I asin x +bcoSl' asin .I ... bcoS.I . 

c) I sin,x dx = - I (co"li dx = - J dco,sx = _1-.-+ C. 
cos .I cos X cos x 6cos .I 

8. lntegralni hisoblang: J (In(1 +.r) + welgx l... , 
1+1'1 I+.r r 
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fechish. 

J (In(1 + ~) + arcIgr'L. = f [In(1 + x Xarcrgr) + arcrgr(ln(1 + x)) L = f [In(1 + x Xarcrgr)f dr = 
I+.t' l+:r r j 

= 1n(1 + x)· arclgr + C. 

9.lntegralni hisoblang: J = f cos9x·dr. 

. j9X) I ( I I f I Yech,sh. dr=ul9" ="9d9x)~J= cos9x.dr="9 cos9x.d(9x)="9sin9:r+C. 

10. Integralni hisoblang: J = f ,-., xdr. 

Yechislr . 
• 1- I 2)dr I d( , ) f" I I ,,( , ) I " Xw = --(- x = -- -x' ~ / = e- xdr =-- e- d -x- =--e- +c. 

2 2 2 2 

II. lntegralni hisoblang: / = I ~. 
vlO-x' 

Yeclrislr. d(lO- x~)= -2x·dr ekanligidan 

/ = I ~=-! f(lO-x~rd(lo-XI)=-~IO-xl +c. 
vlO-x' 2 

12. lntegralni hisoblang: 0)/ = I ~ b) / = f ~ dx r 
a:r+b +~xl_I 

. J dx I I a'dx I I d(ar+b) I _I~. Yeclrtslr. a) / '" --=- --=- .. -I ...... +~+c. 
a:r+b a a:r+b a a:r+b a 

b)~+ ~Xl -I f(X_~Xl -I f = ~.r+p-:j')'~_~XI -I r = (x' _(Xl -I)y = I ekanligidan 

/ = I ~ ~ r = I ~ -~x~ -I r dx': 2 I xldx_ 2 I dXl - I· tb - I tb = ~x) -x-
+~ 3 

J( ' ~ (' ) 2 l 2(, ~ - x' -Ifd x' -I =-x -x-- x' -If +c. 
3 3 

3. O'zgaruvchilami almashtirish usuli. Agar noaniq integral jadval ko'rinishida 

bo'lmasa. u holda ba'zan o'miga qo'yish usuliga murojaat etiladi. I f(x}dr ni topish 

kerak bo'lsa x = '(/)almashtirish bajariladi. 
~I) funksiya uzIuksiz, uzluksiz hosilaga ega va teskari funksiyasi mavjud, 

dx=rp'(/)r.i/bo'lgani uchun ff(x)d:r= If(ip(I»).rp'(I)dr. Qanday qilib qulay 

almashtirishni olish mumkin degan savolga umumiy javob berish mumkin emas. 
Qulay almashtirishni top ish mashqlar bilan o'zlashtiriladi. Noaniq integralda 
o'zgaruvchilami almashtirish usuliga qator misollar keltiramiz. 

13. Inlegralni hisoblang: f= I ~. 
"X-VX 

Yeclris". Ildiz ostidagi ifodalardan ozod bo'lish uchun x = I' belgilashni 
kiritamiz. 

, 61'dl IJdl Il_I+I IJ_I 
dx",d~' )=(,') dl =61' ·dl ekanligidan J = I.,.---r=6 I- =6 I --dr ",,61-+ 

I -I I-I I-I 1-\ 

173 • 



• 
+ I!!!.... = 61(11 +I + I~I +6tnjt-~; 2/1 +3/1 +61 +61n~ -II; 2..(; + ~ +6\G +61nlll; -11+ C I_I roO 

14. Integralni hisoblang: /; 1 JIOu
1 

tb. 
x 

Yechish. Belgilashni quyidagicha qilamiz: JIO+:r' ;1, bUDdan Xl ;/1_10. Bu 
tenglikni ikkala tomonini integrallab 2xtb ; 2/dl yoki xdr = Idt ga ega OO'lamiz. 
dx xdx Idt 
-;=7= 11_10 va 

/= I'~= (-IO+IOdl=Idl+IOI~=/+ 10 I,/-~I= 
/1-10 11-10 /1-10 2JiO /+ 10 

=JIOu! + JIO I .J)O;;l-JIO +c 
2 IOu! +JIO 

Ko'rsarma: Ja l - Xl, Ja! + x' ,le' _ a! ko'rinishdagi funksiyalarni 
integrallashda quyidagi belgilashlar kiritiladi: 

I) Jal-x' funksiya uchraganda x=a·sinl, belgilanib Ja' -x' =a'COSl topiladi. 

d:x = a·eos/·d', I = arcsin(x/a~ Bunda -u < x < a. -!!.. < 1 <!!... 
2 2 

2) ..r;;z::;; ko'rinishdagi funksiyalar uchraganda x = atgt belgilanadi. Bundan 

f""""ll ~ '( ') a a x Tr Tr "u'+x' = a I+lg / =--, d:x=-!-dl, l=arcIg-. --<1<-. 
eosl cos I .p. 2 2 

3) Jx'-u l ko'rinishdagi funksiyalar uchraganda .t=~kabi belgilanadi. 
e051 

B d f""""ll a sin 1 a Tr Tr un an "x'-a' :algr. dx=-I-dl, /;arccos-, --</<-. 
cos 1 x 2 2 

IS, Integralni hisoblang: / = 1 d:x . 
J(a l -xlt 

Yeclrish, x=asinl belgilashni kiritamiz. Bundan esa tb=aeosl·dt (0<1< Tr/2} va 

/; I dr = I acosI·dl = I aeosl·dt - 1 I...!!!.....=!l!.+c 
J(al-xIY pa'-alsinl,l Ja'cos'/ o! eos!1 a! 

. x RITX)' ~ x SIOI=-, eosl= 1- - =---. Igl=~. 
a a a "a'-x' 

Yuqoridagi belgilashga ko'ra 

OO'lib, integralning oxirgi ko'rinishi J = J x +c 
a' aI_xl 

16, Integralni hisoblang: / = I J4::r
1 

tb. 
x 

. 2'" I~4+4Ig" 2dl Yechtsh. x=2lgl, bundan dx=-I- (0<I<x/2) va 1= ._-= 
cos 1 161g'l cos' 1 

174 



I J dr I f cosldr I I d(sin,) I I.' \-1 I • x =- z- --c- ---,SIR', .. ---+C, 'gf"-
~ 'g"'cos1x 4 sin', 4 sin', 12 12sin1

, 2 

ekanligidan sin'=~z~ va 1=-_1_
1
J(4+x'Y +c. 

",1+,,1, -/4+XI llx 

17.lnlegralni hisoblang: I,. Jib (n3). 
XI.JXI -9 

f«ltlslr, x .. _3_ belgilashni kiritamiz. Bundan d:r = Jsn:' dI, (0 <, < 1(/2) VI 
cos, cos 1 

I 3sinl ct I I 1 1= ._-=- cos,d'=-sinl+C. 
_9_. _9 __ 9 COS'I 9 9 
COSI, cos' I 

3 . r:--Tl I 
COSI =-,=sml = "I-cos' 1 = 

x 

H .Jx' -9 .JXI -9 
,. 1-----, demak./---+c. 

Xl x 9x 

18.lntegnalni hisoblang l/dr, ' 
1+, 

fmrlsll. Birinchi usul: f eAdx ,. t +eA)'d:r _ ri(1 +e
A

). 2M +c. 
Ji':7 JI +e' 7i':7 

Ikkinchi usul: Faraz qilaylik I + e' = t. Bundan t'dx .. dl. NBlijada, 

I~= I~=2Ji+c=2~ +c, 
-.'1 +,' ", 

Integnallami hisoblang. 

19. I~:!~~' 
3 + lx' 

20. lb+) dIr. 
b+ 1 

21. t l 

+ I d:r. 
x-I 

11. I 7" . 
x -5 1J·I~ (x + 1)1 

I x'd:r 14. -0' 
I+x 

I xdx 25. J7;i' 
Xl + 1 

26. rf + Inx d:r. 
x 27·I~· 

7+Ix' 

28. I d:r 
b-sx' . 

I J:dr 
29. hI +3 ' lO·Jn· a4 

-J" 

x1dr x'd:r 33. IJtn:an x 
tb:. 31. I-.. ...12. I~' I+x x -I I-Xl 

x 
IJTCfg-

3S. I, ...... ·llutr, 
,1" 

34·I~' 36. I~' 4+.1' x 
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• 
5'~ e'dx 

39. Jcos.rx* . 37. Jr' 38. J-. 
e' -I 

40. JSin(Ia~)~. I xtb 42. J xsin(l- x')dr 41. -2-2 . 
x cos .x 

43. Jtgxdr . 44. I CIg.xcix . 45. JSin) 6x cos 6xdx 

46. J~dr 
3 +cos3x 

47. J.{t; d:r. 
cos' x 

48. IClg"'x dr. 
sin' x 

49. J dx . 
.Jxl + 2x+ 8 

SO. J I dr l' 
~l-2x-x 

51. lb' 4J' - Xl 

4. Bo'laklab inte&rallash. Agar u(x) va \{x) - differensiallanuvchi funksiyalar 
Oo'isa. u holda ular ko'payunasining differensiali d(/III) = udv+ vdll. Bu ifodaning 

:kkala tomonini integrallab J d(uv)", J udv+ J vdu yoIr.i J udv=/111- J vdll formulani 

olamiz. 
Bo'laklab integrallash usuli turli sinfdagi funksiyalar kO'paytmalarini 

integrallashda foydalaniladi: 

J p.(x)ea'dt, J P.{x}cosaxdr. J P.(x)sinaxd:r. J P.{X)arCIg:rdr. J P,(x)arcsinxdr, 

J P.{x}arccosxdr. J P.{x}lnxdr. 

Dastlabki uchta integralda u uchun P.{x} ko'phad qabul qilinadi. oxirgi to'nta 

integralda uchun esa mos ravishda arctgx, arcsiox, arccou, lox lar qabul qilinadi. 
Ba'zi hollarda bo'laklab integrallash formulasini bir necha marta qo'llash zarur 
bo'ladi. 

52.lntegralni hisoblang: J x·e'''dr. 

Yechish. u = x va dv = e'''dr deb olamiz, u holda 

"'dx - x -"dr 1 -h C 

1
11 = x. d" = d:r ) 

Jxe = dv=e-"dx.v= Je-"dr =-~e-" --se - 2s e 
+ . 

v ni topishda integrallash doimiysini har doim nolga teng deb hisoblash mumkin. 

53. J arclgxd:r ni hisoblang. 

Yechish. u '" arc/gx deb olamiz, u holda 

j dr I " '" arc/gx. dll '" --. dr 1 J arc/gxdr = 1 + x' = x·arc/gx- J ~ = x.arcIg:r--lnll + x:1 +C 

J 1 +x' 2 
dv = dx. v '" dr = x 

54. J (x' + 1 ~os:r. dr integralni hisoblang. 
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Yechislr. Bu misolda bo'lakaJab integrallash formulasini ikki marta qo'llashga 
to'g'ri keladi. 

I( ' L {"=1'~+1. dll=2zdt;} (' L, I' (, l· x-+i,ICosl'.tt= . = 1'-+iJSlnl'-2 l'Stnl'.tt= l'-+ipml'-
dv=cOSl'dl'. v = sin l' 

{
a=x da=.tt· } ~. ) .' . - -.rcosx+lcosxdr =(xl+l~in.r+2.rcosx-2Icoudr= 

,5\0 1'dl' a db. b .. -COS.r 

(.t~ + l~inx+ 21'Cosx-2sin.r+C = 2.rcosx + (.r l -i~in.r+C. 

55. Noaniq integralni hisoblang: It'" cos{J.rdr. 

Yechish. Bu integralni ikki marta bo'laklab integrallaymiz: 

f e'" cos{J.r.tt.. I. "'~t'- .sinJfr-~ f t" sinJfrdr = 

1
11 '" r". till = a . e"'.tt; I 
dv=cos{Jx·.tt. v=-sm{J.r P P 

P 

1
11 = e" . till = a . e·.tt I 
dv = sin {Jxdr. v = -icOSJfr '"' it'''' . sinfJ.r-i( - iCOSfJ.r+i It''' ,cos{J.r.tt) '" 

eaf a~ 
~(psin pu acosfJ.r)-~ I t'- ·cosfJ.r.tt. P- p-

Bundan /= f e" cosfJ.rdr deb ushbu tenglikka ega bo'imaiz: 

e'" a l 

/ = p~ (psinfJ.r+acos/fr)- p) / bu tenglamani / ganisbatan yechib, 

e" ~ ... 

f t'" cos fJ.r.tt = -, --I (p sin {J.r + a cos fJ.r) + C yechimni olamiz. 
a- + P 

56. Integralni hisoblang: / .. I l'"ln.rdr. n .. -\. 

dr •• 1 

Yechislr. u = hn, dv = .r'.tt. bundan du = -. v = I .r"dr =_1'_; 
.r n+l 

x·· 1 I z .. llnx .1'''.' 
/ =-.In.r--I l'·dr------, +C. 

n+l n+1 n+l (n+1T 

57. Integralni hisoblang: f.rsin ubc. 

Yeclrislr. Faraz qilaylik u '" x, sin:c fix = dv. Bundan du = dx, v '" - cosx. 

Natijada, Jx sin xdx = -nos x + Jcosxdl = -x cos x + sin" + C. 

Integrallami hisoblang: 
58. fl" contil . 

61. f(5x+6)COS2ubc. 

59. 1ln.rdr. 

62. J.rarclgrdl'. 
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60. 1xln(.r-I)dr. 

63. Jzehdr . 
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64. J,. 'in xdr 65. J~ . 
SIR' x 

66. I :un 
cos' x· 

67. J.JI.7dr. 68. fllll:,in ub. 69. Iln: dr. 
x 

70. Irxdr. 71. I(1n x)' dr . 72 toinxdr .• jj;; . 

73. Hdr. 
t 

74. JxT'dr 75. J~dr. 
sin J 

.I 

S. Kvadrat uchhadni o'z ichiga olgan ba'zi funksiyalami intewllash. 
Quyidagi integrallami qaraymiz: 

/ =J dr / =1 Ax+B dx. / =1 dr /,.1 Ax+B J.. I ~ • l., ) • .. iLl. 
ax'+bx+c . ax"+bx+c Jax1+bx+c Jaxl+bxtc 

Bu integrallami hisoblash uchun malU1ljdagi uchhaddan to'la kvadrat ajratamiz. 

, (' b c) i' b C b
1 

b
1

) (' '\ w"+bx+c=a x· ... -xt- = x· ... -x+- ... -,--, =ar±m'f 
a a 20 a 40' 4a' 

b c b1 
, 

bu yerda t = X+-. - --, = ±m' 
2a 0 40 

76. Integralni hisoblang/, = 1~ . 
4x'+4x+S 

Yeehish. To'la kvadrat ko'rinishga keltirib olamiz: 

, "I 5 1 1 ) [( 1 )1 ] .1 1 ) I 4x"t4x+S= x"+-·2·x+-+--- =4 x+- tl = .. v +1 bundat=x+-.d.r=dt. 
2 444 2 2 

I I dt 1 1 2:r+ 1 Demak 1,=- -,-=-orclgl+C=-arClg--+C. 
4 " + 1 4 4 2 

dr 
77.1ntegralni toping: 1, = I /2+3x-2x1 

v h' h' ~' 3 9 9 ) ~' 25 ) (' , \ lee IS. -2x"+3x+2=_ x--2·-x+----1 =-, r-- =2m'-r~ 
4 10 16 16 

5 I I dt I . t 1 . 4x-3 
111=-, dt=d.r. Bundan /, =~ ~=~Brcsln-=""""EBrcsln--+C. 

4 . ,,2 ym 1 _1 1 ,,2 III ,,2 S 

I:X--~ 
4 

12 - inlegralni topish uchun suratda maxrajning hosilasini ajratib olamiz va 
yig'indining hosilasini topamiz: 

20 2ax+b-b 2a:r+b b I A ( ) Ab 
x=-x= =---- uhoda h+B=- 20:r+b +B--. 

20 20 2a 2a 2a 2a 
Bundan 
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A ( (Ab)' A ~Ab • l- 2ar+b)+ S-- t -(2al'+b) , S-- ()dr 
1,= J 20 20 -f2D dx+f' 20 =~f 2ta+b + 
. ar1+/JJC+c axl+bx+c ar'+bx+c 20 ar1+bx+c 

+(B_Ablf dx =~I(2ar+b)dr+(B_Ab)'I' 
20 j ax1+br+c 20 0r'+hr+c 20 ,. 

I (2~+b)dr = I d(ax;l +bHCL Injarl +/JJC+~~J2 =~.lnjarl +bJC+9+(S- Ab).J,. 
or' +bx+c or' +br+c 20 20 

14 - integral ham xuddi shunday aniqlanadi. 

78. Integralni hisoblang J I 3x -I dx. 
4x -4x+ 17 

V'''" (. )' b 8z-4+4 3( ) I .ee IS. 4.r--41'+17 =8x-4. undan 3x-I=3·----I=- 8JC-4 +- va 
882 

4Xl -4H 17 =,.( Xl - 2 .~+~+.!. -.!.) = 4~' + 4l 1= x-.!.; 1 = ~ f (Bx-4)dr + 
\ 2 4 4 4 2 8 4x'-4x+17 

IJdt 3 Id(4X'-4X+17) II 13.JAI '" I 2%-1 +- -_-=- .+-·-orclg-=-I'rx -4x+I'I+-orc1g--+c. 
8 1"+1 8 4x·-4.r+17 8 2 2 8 16 4 

Integrallarni hisoblang 

79. J61' l dx . 80. J(S1' I +71'-3.)d.r. 
.t 

r- 4 
81. -, dx. 

x 
82. j<rl : \)1 dx. 

r 

83. I( J; + 2Vx)dr. f I 2 84. (rz-V"l)dx. 
r • x' 

85 r.JX- I») dx. 
x 

86 r- I 
• v;rdx. 

J dx 88. f S- 2C!g'x dx . 87. . 
sin l .rcos' x cos- x 

89·I~· 
.l' +8 

9O.J~. 
x- -s 

91. lb. 
4 + x' 

92·I~· 
,,12-x-

93. }g':rdx. 94. Ielg' rdx. 
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10.5. Ka.r ntlional funksiyalani i.leanU .... 

1'. (x) ifoda, bu yerda P",(x). Qn(X) - mos ravishda m, n - darajali kO'phadlar, 
Q.(x) 

ratsional kasr (yoki funksiya) deyiladi. Agar m < n OO'lsa ratsional leasr to'g'ri. m ~ n 
bo'iganda esa noto'g'ri deyiladi. 

Agar integral ostidagi kasr noto'g'ri bo'lsa, OO'lish usuli bilan bo'linuvchidan 
bo'linma va qoldiqni ajratib olish mumkin. 

Xl +2 2x+1 
Masalan, =x-I+-- . 

Xl tx-1 Xl +.1-1 
Har qanday ko'phadni chiziqli va kvadratik kO'paytuvchilarga 

mumkin. Q.(x) = (x - a)a (x
2 + px + q)p ... oo'I5a, u holda quyidagi 

o'rinli 

ajratilsa 

yoyilma 

P(x) _~ ~ ~ M,xtN, , - + I t ... t t + 
(x-a)"(.r· + p.r+q)/... .r-a (x-a) (.r-a)".r l + p.r+q 

M,x+ N, M,.r+ N, 
+ (Xl ~ px + ~): + ... + (Xl + p.r + q)' + ... 

95. Integralni hisoblang J~ 
(.1"+ 1)(2.1"+ I) 

Yechish. Integral ostidagi funksiyani sodda kasrlari yig'indisi ko'rinishida 
ifodalaymiz. 

_-=.x __ = _A_ + _B_ 
(x + 1)(2.1+ I) x+ I 2.r+ I 

A va B o'zgannaslami x=A(2x+I)+B(x+I)=(2A+B)x+(A+B) ayniyatdan 
topamiz. 

2A+B=l ,A+B=O sistemani yechib. A=I ; B=-1 ni topamiz. 

J(-I- __ I_)d.r = I~.T+ ~-.!.1~2.r+ 11+ C = InJ.r + IL +C 
.r+ I 2.r+ I 2 Ji;':i 

96, lntegralni hisoblang 
f (7.r-S)dl d.r 
x' +x' -6x 

Yechish. Kasming maxrajini ko'paytuvchilarga ajratib x' + x' - 6x = x(x - 2)(x oj. 3) 

7:e-5 ABC 
:-+-oj.-

x(:e - 2)(.r+3) x x- 2 x+ J 

7x-5=A(x-2)(x+J)+Bx(x+J)+Cx(x-2)= x'(A + B+C)+ :e(A + 3B- 2C)- 6A 

X ning bir xii darajalari oldidagi koeffitsientlarini tenglab A+B+C=O , -6A=-5 

A+ JB-2C=7 ni hosil qilamiz va A= ~ B = .!..c = _ 26 
6' 10 15 

J 
5 I 9 I 26 I 5 9 26 

(_. - +-----)ci.r" -Inl.rj+ -Inlx- ~- -Infa" + ~+ C. 
6 x 10:e-2 IS:e+) 6 10 IS 

Integrallami hisoblang. 
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97. J_z-cD.. 
x+3 

x' 
99. I-J-dx. 

x -8 

dx 
101. I (u I)(u 3)' 

103. J ?X+ 7 
x' +x-2 dx. 

105. I~z' +~.L. I 1 .... 
Z + ... + 4 ... + 4 

J07. J6XI+IOx+2 dr. 
hI +5x2 + 2.1 

98. J~cD.. 
x' + 4 

dx 
100. I(u 2)(z+) . 

x-4 cD. 
102. J (x _ 2)(x _ 3) 

104. J3x
1

: 2x - 3 dx 
x -x 

2x - 3 d:J: 
106. J(x l _3x+2)J . 

Trigonometrik funksiyalar.i iDtegnlllsb 

I sin" x . cos' xtb:, m, n E Z ko'rinishdagi integral quyidagicha hisoblanadi. 

Agar m va n - juft musbat sonlar bo'isa darajani pasaytirish formulalaridan 
foydalaniladi . 

. l-cos2z l+cos2.... sin 2 ... 
Sin z = ; cos ' z = ; Sin .... cos x 
222 

Univenalalmlsbtirisb 
• • .., • 2t I-t2 

t = tg;, -7r < .r < 71 bu almashtlnsh natlJaslda SIDX = ~, COSX = u:t2 
21ft J . d -J 2t l_r

l
) Zlir x == 2arcctgt tb: = ~t u holda R(si1U. con) x - R(~; ~ ----, 

1+ l+t 1+r' 1+r"' 

108.lntegralni hisoblang Jeos 2 x·sin 2 xdr. 

v L' L J ' ., JI+COS 2x I-cosh JI , .eCnlSn. cos' x·sm' ... dz= --2---2-dx = 4'(1-cos' h)dr= 

I I II + eos 4.1 I I I I I I. 
=4".1-4" 2 tb:=4"x-i x -ll eos4xd(4x)=ix-32sm 4.r+C 

Integl'Bllami hisoblang 

109. Isin' 1dr 

112. JSin' xdx 

110. Jeos' ~dx 

113. I sin I x cos J xdJ: 

III • 

Ill. Jeos J xdJ: 

114. JSin l ~COS' ~dx 
2 2 



• 
IlS. J sin· xdx 116. JSin I ~cos I ~dr 

2 2 
117. JSin 1 x cos· xdx 

118. Jcos 6 3xdt 119. fsin) rcos l rdx 120. J cos 7 xeb: 

) JSirf X 123. J sin J xdt 121. r~s x dx 122. -!-dx 
sm l x co x 

114. Jeos l xdr 125. fxsin l rldx 126. fe' cos 1 e'd:c . 

10.6. Aniq inteeral 
Faraz qilaylik, y=/(x) funlcsiya [a,b] kesmada aniqlangan. [a,b] kesmani n 

ta bo'lakka bo'lamiz. Q = Xo < x, < Xl < ... < x. = b. Har bir [x,_" x.] oraliqda 

ixtiyoriy ~j nuqtani olamiz va I.f('; I~X. yig'indini tuzamiz, bu yerda Lllj=Xj-

I.' 
XI-I. tf(';, ~x. kO'rinishidagi yig'indi integral yig'indi deyiladi, uning max,u . .. , 
...... 0 dagi limiti (mavjud va chekli oo'lsa) f(:c) funksiyaning a dan b gacha oraliqdagi 
aniq integrali deyiladi va quyidagicha belgilan~j: 

b • 

If(x)dx= lim lim D1~ .)&-, 
II 1IIP6 ... ""O ,.1 

Bu holda /(:c) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi deyiladi. F(x) 
funksiyaning [a,b] kesmada uzluksiz yoki bir neeha uzilish nuqtalariga ega 
bo'lishi, uning integrallanuvchi bo'\ishi uchun yetarlidir. 

Agar /(x) funksiya [a.b) kesmada uzluksiz, Jr<x)dr=F(x)+c aniqmas integraJi 

• 
mavjud bo'isa u holda Jr(x)dx=F(b)-F(a) Nyuton-Leybnis formulasi o'rinli bo'ladi: . 

• • 
I) ~f(x)dr=c V<x)dx bu yerda c- o'zgarmas son. 

• •• 
2) J<,r<x)±g(x»)tr= Jr<x)dr± Jg(x)dr · .. 
· . 

3) f<,r<x)dr= - V<x)dx 
• • 

4) }u-<x)dr=O 

· 
III 



6 , 6 

5) I(f(x)dx= If(x)dx+ If(x)dl'. a<c<b 

Bir nechta misollar keltiramiz: 
6Idx 116 I I b-a 

I) -=--. =--+-=-(a/htO) 
.Xl X b a ab 

'I dx 10 11 11 2) --1 = arctgx I = arclg I - arctg 0 = - - 0 = -
ol+X 4 4 

o'I' dx .,0'. . 11 If 3) ~- = arcsm 0' = arcsmO,5 - aresmO = - - 0 =-
o'l'I_Xl 6 6 

II 4 ". • 4 

4) f ~1+sin2x dx= f ~siri X+co~ x+2sinxcOlr1r= f(sim + cosr)dx=-cosr Hirul: 4=1 
o 0 0 

5>I---lJ-dx = I e I, dx = ~ +2 I--2-' = I + 2arclge'l~ = 1- - + 2arcIge 
I (I + e')2 I 1+ 2J + 2e' 1 I de' 11 

o I+e 0 I+e oI+e 2 

Aniq integnlning iqtisodiyotda qo'llanilishi 
Ishlab chiqarishning va iste'molchining yutug'i. 
Talab va taklif funksiyalarining kesishgan nuqtasi muvozanat nuqtasi deyiladi. 

Tovami o'z narxidan ko'ra ancha arzon muvozanat narxida sotib 
olgan iste'molchi yutuqqa erishaai. Barcha iste'molchilar tomonidan tejalgan 
pullaming yig'indisi iSle'mol yutug'i deyiladi. 

Talab egri chizig'j P=/(Q) va P=P, • tovaming muvozanat narxi bo'lsin. 
Iste'mol yutug'i yuqoridan lalab egri chizig'i, quyidan P = Pf to'g'ri chiziq bilan 
chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzini beradi (rasmdagi shtrixlangan 
)'UZB). 

Pr 

Iste'mol (xarid) yutug'ini hisoblash rOnnUlB.!l1 

I.Y. '" f' V(Q) - p. w· Xuddi s~uningdek 

ishlab chiqaruvchining tovami mo'ljallaganidan 
yuqori muvozanat narxida sotishdan olgan 
qo'shimcha summasi ishlab chiqaruvchi (SONV) 

III 

p 

Q, Q 
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yutug'i deyiladi va ST. = f'1f, -g(Q)]dQ 

formula bilan hisoblanadi. 
127, Tovarga bo'lgan talab va taklif funksiyalari berilgan: 

PD = -q~ - 5q + 249. P, = q' + 4q + 6, 0 < q < 13. Bu yerda q - tovar miqdori, P - esa 

tovaming so'mdagi nand. 
Topish kerak: • 
a) Tovaming muvozanat narxi va miqdori; b) Xarid yutug'i; c) Sotuv yutug'i. 
Y~ch;sh, a) Muvozanat narxi va miqdor talab va taklif teng bo'igan nuqtadir, 

ya'ni: Pu = P, 

{

p =-q' -5q+249 
D ~ ~ 2q' + 9q - 243 = 0 kvadrat tenglamaning ildizlari q, = -135: q, = 9. 

Ps =q +4q+6 

q = 9 ni tenglamalar sistemasiga qo'yib, tovaming muvozanat narxini hosil qilamiz P 
= 123. Demak muvozanal nuqtasi P(9; 123). 

b) Iste'mol yutug'i 

I.Y. = ((-q' - Sq + 249-123)tq =[ -f- S~' + 126q]l: = 688.5. 

249 
c) Ishlab chiqaruvchining yutug'i 123 

SJ'. = r'lpe - g(Q)]dQ 

formulaga ko'ra 

S.I'.= .a123-q~-4q-6)dq=(1l7q-q: -2q')/: =648. ~.I'. p,,(q) 

128, Tovami ishlab chiqaruvchi yakka hokimlikka ega. Talab funksiyasi 
P = -q~ - 25q + 2000.0 < q < 13; xarajal funksiyasi TC = O,lq' + 572q + 250. bu yerda P -
tovaming narxi, q - bir kunda ishlab chiqariladigan lovar miqdori. Topish kerak: 

a) foydani maksimallashtiradigan tovar narxi va miqdori; 
b) foydani maksimallashliradigan narxdagi iste'mol yutug'i. 
Yeclt;sh, Yakka hokim ishlab chiqaruvchi o'z mahsulotiga foydani 

maksimallashtiradigan narx qo'yadi. Shuning uchun avval foyda funksiyasini tuzib 
uning ekstremumlarini aniqlaymiz. Daromad TR = p.q = _ql -25q' + 2oooq, u holda 
foyda funksiyasi 

If = TR - TC=_ql -25q~ + 2000q -O.lq2 -S72q- 250 = -q' - 2S.lq' + 1428q - 250. 

~; =-3q' -50,2q+1428=0 ~q, =-31,73 q, =IS. 

Musbat yechim uchun ikkinchi tartibli hosila ishorasini tekshiramiz: 

:~ =(-6q-50,2)j .. " .. -140,2<O.demak bu nuqtada foyda funksiyasi maksimumga 

erishadi. P(IS)-I S~ - 2S·1 S + 2000 = 1400 Shunday qilib, har kuni 15 dona mahsulot 
ish lab chiqariladi va 1400 pIb. dan sotiladi. 

b)Xaridyutug'i: H.Y.= flpu(q)-PE}1q= n-q~-2Sq+2ooo-I400~= 
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( 
, 25! )/" - q3 - + + 600q • '"'5062.5 plb. 

129. -147-misollarda berilgan talab va takliffunksiyalari uchun 
a) muvozanat narx P va mahsulot miqdor q; 
b) xarid yutug'i; 
c) ishlab chiqaruvchining yutug'ini toping. 

129. p',=4+q.Pv =16-2q,O<q<B. 

130. Ps '"' 5 + O,5Q, Pn 21-I.5Q. 

131. Ps =q~ +5q, PI) =-q~ -Sq + 1000. O<q < 29. 

132. P, =z' +IOz+2,P(J =-z' +2z+332.0<z<19. 

133. Pf =q' +4q+6, Pn =-q' -5q+249,O<q<\3. 

134. Ps =z' +IOz+20. PI) =-z' -2.r+580,O<z<23. 

135. P, = z' + 7 z + S. Pv = -z! - 9z + 365. 0 < z <15. 

136. Ps =q' +3q + 5, P" = -q' -lIq + 5705,0< q <70. 

137. P, = ql +q' + 100, Pv = ql -9OOq+9200, 0 < q < 17. 

138. P, =q' +Sq+212. Pv =q' -IOq' +2Sq+1412. 

139. Ps .1+4, Po - .J236-2I,Sq, 0 < q < 10. 
2 

140. Ps =~+6, PI) =.l1I7-4z. 0 < z < 29. 
3 

141. Ps = .JS:x+9. P" = .J737-a. 0<% <368. 

142. Ps =~IOq + 25, Pn =.J2425-IOq, 0 <% <242. 

143. 1'., = (q + 8)'4, PD = (583-12q )1'1,0 <.r < 48. 

144. p( = q + 30, PD = 225/(o,2q + 2 ~ 
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145. P
s 

_ 2Oq+lOOO, p = 1225 
q+30 /) (O,lq+2Y' 

146. P
s 

= 20q + 2250 P = 3200 
q+30 ' IJ (O,2q+3)2' 

147. Ps = e,·O.2.. PIJ = t'-o,". 

148 - 152 misollarda yakka hokimning tovariga bo'lgan talab va xarajat 
funksiyasi berilgan. Quyidagilami topish kerak: 
a) foydani maksimallashtiradigan narxni; 
b) iste'mol yutug'ini toping. 

148. TC=O,5q2+2oo, P=140-3q, O<q<40. 

149. TC = 2(/ +500, P = 300-4q, 0 < q < 75. 

150. TC = 0.2q2 + 210, P = 78-l.Iq. 0 < q <54. 

151. TC=q2+2q+600. P=-q2-3q+382. O<q<\8, 

152. TC = q! + 4q + 700. P = -o,lq' - 2q +214, 0 < q < 40, 

Mavzu yuzasidan savollar 
I. Funksiyaning boshlang'ichi va noaniq integral deb nimaga aytiladi? 
2. Noaniq integralning asosiy xossalari. 
3. Funksiyani integrallashning asosiy usullarini sanab o'ling. 
4, NOlo'g'ri kasr qanday integrallanadi? 
5. Bo'laklab integrallash fonnulasi. 
6. Qanday funksiyalami integrallashda noaniq koeffitsentlar usulidan 

foydalaniladi? 
7. Sodda trigonometrik funksiyalami integrallash usullari. 
8. [a; b] kesmada}{x) funksiyani aniq integraJlash deb nimaga aytiladi. 
9. Aniq integralning geomctrik ma'nosi. 
I O.Aniq integralning asosiy xossalari. 
Il.Nyuton Leybines fonnulasini keltirib chiqaring. 
12.Aniq integra1ni hisoblashning asosiy usullari. 
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II - bob. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR 

11.1. Differensial tenglama haqida tushuncha. 
Umumiy yechim, umumiy integral 

n-Tartibli oddiy differensial tenglama deb, 
F( , ,. (01)-0 x, >. y, y ..... y - (11.1) 

ko'rinishidagi tenglamaga aytiladi, bu yerda y = y(x)-noma'lum funksiya. 
( 11.1) tenglamani ayniyatga aylantiradigan har qanday y = tp{x) funksiya bu 

tenglamaning yechimi deyiladi. Agar yechim F{x. y)=O kabi yopiq ko'rinishda 
berilsa, u (11.1) tenglamaning integrali deyiladi. 

Agar tenglamadagi funksiya bir argumentli bo'lsa, bunday tenglama oddiy 
differensial tenglama deyiladi. Agar tenglamadagi funksiya, ko'p o'zgaruvchan 
bo'lsa uning xususiy hosilalari ham ishtirok etadi. Bunday tenglama xususiy 
hosilali differensial tenglama deyiladi. Biz faqat oddiy differensial tenglamalami 
o'rganamiz va kelgusida qisqalik uchun differensial tenglama deb ataymiz. 

Differensial tenglamaga kiruvchi hosila (differensial)laming eng yuqori tartibi 
differensial tenglamaning tartibi deyiladi. Masalan: y' = x + y. y' = x· cos x + y - birinchi 
tartibli differensial tenglamalar. y' + y = x - esa ikkinchi tartibli differensial tenglama. 

Differensial tenglamaning yechimi deb. tenglamani ayniyatga aylantiradigan 
differensiallanuvchi y = y(x) funksiyaga aytiladi. 

n - tartibli differensial tenglamaning n ta ixtiyoriy o'zgannaslarga bog'liq 
bo'lgan yechimi. bu tenglamaning umumiy yechimi deyiladi. Bu o'zgaruvchilaming 
aniq son qiymatlarida olingan yechim differensial tenglamaning xususiy yechimi 
deyiladi. 

(11.1) tenglama uchun Koshi masalasi boshlang'ich shartlar deb 

ataluvchi ushbu ~ .•• " = Yo. /1"'0 = Y~' .... 
(n-ill _ (n-II . 

y '='0 - Yo shartlaml 
qanoatlantiruvchi yechimini topishdan iboratdir. 

Differensial tenglamaning yechimini topish uni integrallash deyiladi. 
Yechimning grafigi integral egri chizig'i deyiladi. 
I. Berilgany=cle'+ C2eh (I) funksiya 

y'-)y'+2y=0 (2) 

tenglamaning yechimi ekanligini iSbotlang. 
Yechish. (1 }-funksiyani ketma-ket differensiallab quyidagi 

/ = cle' + 2c2 e
lx

, y' = cle" + 4cl e
l

' tengliklarga kelamiz. Bu sistemani cle' va 
c2i' ga nisbatan yechib: 

cle" = 2y' - y' , c,e" =.!. (y' - y'). Bu ifodalami (1) ga qo'yib (2) ni hosil qilamiz. 
2 

2. Berilgan y' - ex' + hy = 0 (3) funksiya y' - (xy' + Xl)y' + 2xy = 0 (4) 
tenglamaning yechimi bo'lishini tekshiring. 

Yechish. (3) tenglamani x bo'yicha di fferensiallab 
y 1 y' _ ex 2 + Y + xy' = 0 (5) 

bundan ex l = y2y' + Y + xy' = Y + (yl + x)y' (6) 

II. 



tenglikka kelamiz. cx20ing ifodasini (3) P qo'yib 
/ - (yl y' + xy' + y)x ~ 3,ry = 0 (7) yl - y'(xyl + Xl) + 2.ry = 0, tenglamani 
hosil qilamiz. 

J.y' = 2xe,1 tenglamaning ,,0)=1 boshlang'ich shanni qanoatlantiruvchi 
yechimini toping. 

Yee";s". Aniqmas integnllning Ia'ritiga ko'ra, berilgan tenglamaning umumiy 
yechimi 

y = f 2xe,I d.r (8) 

Differensial ostidagi o'zgaruvchini almashtirib quyidagini olamiz: 

y = f2xer' cb;l = e" + c (9). 

Boshlang'ich shartni hisobga olib, I = I +C, tenglikka kelamiz, bundan c = O. 
Shunday qilib izlanayotgan xU5usiy yechimning ko'rinishi: y = Xt,1 • 

Topilgan funksiya differensial tenglamaning (0; I) nuqtadan o'tuvchi integral 
egri chizig'ini ifodalaydi. 

Quyidagi funksiyalar differensial tenglamaning integrali ekanliginini tekshiring. 
4. Xl -.:cy + / = cl,(x - 2y)y' = 2..1' - y. 

S. x~ = cy,xy'- y = yl . 

• 
6. / - 2 = Co e' ,2.1'2 y.y' + / = 2. 

I 

7. y = C. In x - ~ + Cl.x(y· + I) + y' = O. 
4 

11.2. O'zgaruvchisi .jraladigaa teaglamalar 
Ushbu, 

M{x}dx + N(y)dy = 0 (11.2) 
ko'rinishdagi tenglama o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar deyiladi, 
bu yerda M{x), N(y) - uzluksiz funksiyalar. 

Tenglama hadma - had integrallash yo'li bilan yechiladi: 
fM(.r)d%+ fN(y)dyzc. 

8.y' = 1:'. differensial tenglarnani yeching. 
x 

Yee";s". Tenglama o'zgaruvchisi ajraladigan differensial tenglarna, uni 

quyidagi kO'rinishga keltiramiz: ~ .. 1.. => dy = d.r. Tenglikning ikkala tomonini 
d.r x y x 

integral1ab. Inj,i .. 1~-'1 + I~ umumiy integral va y = c.r - umumiy yechimni hosil 

qi!amiz. 
9. (.I' -I}y' + 2,ry' = 0 differensial tengiamaning y(O) = i boshlang'ich shartni 

qanoatlantiradigan xususiy yechimni toping. 

fee";slr. (.r 1 _1}ty=_2,ryldx=> I~ =_I 2:d.r =>.!.=ln~I-II+c. 
y .r -I y 
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ShundlY qilib umumiy integral y(lnlXl -II + C) co I boshlang'ich shlrtni y(O) = = I ni 

qo'yib: 

I (O+C) = I => C = I. 8undan xususiy integral y(ln/xl -1/ + I) = I ni lopamiz. 

10. Tenglamani yeching: yx~dy-In.rdr-O. 

fee""It. 8erilgan tenglamani quyidagi ko'rinishda yozib olamiz: ydy _In~ dr. 
x' 

Bu tenglikni ikkala tomonini integrallab Iyd)': f'n: dr ni hosil qilamiz. Tenglikni 
.r 

o'ng tomonini bo'laldab integrallaymiz. 

d.r I I / I I" i I ( ) u=ln.r. dv=.,~du=-. v .. --~----In.r+ x'dx -,,-In.r+1 +c. 
r' x x 2.r 2 .r 

11. Tenglamani yeching: .1" +1 .. Jx+ )'+1. 

fecit is". Z - r+ .I' + I almashtirishdan foydalanamiz. bu yerda : - z{.r). U holda 

Z' .. y' + I va berilgan tenglamaning ko'rinishi z' -.r;, yoki j; .. dx ya 'ni ;: 

o'zgaruvchiga nisbatan o'zgaruvchili ajraladigan differensial tenglamaga keldi, uni , , 
yechib Iz 'd:= Jd.r, 2z~ = .t+c. Avvalgi o'zgaruvchilarga qaytib, 2Jr+ y+1 "'HC. 

yoki y=0.25(x+C)l-.r-I .. 

Differensial tenglamalami yeching. Agar boshlang'ich shart berilgan bo'isa 
xususiy yechimini toping: 

12. Tenglamani yeching. JI- .1': dr - ydy '" 0 

feclt;s": O'zgaruvchilami ajratib, dx= Jydy, tenglikni hosil qilamiz, uni 
1-.1" 

integrallab .r+c=-JI-yl yoki (r+cf+i=1 yechimnitopamiz. 
13. Tenglarnani yeching. e" (I + y'),. I 
fee";s": O'zgaruvchilami ajratib quyidagilami hosil qilamiz. 

I+/=t'. l=t'-I. dr=t'_I. -.!!L.=dr. ely =dx uniintegrallaymiz 
d). e' -I t'(I-t") 

r+C", II t"" 11),= III,('-~~'L"nll-t"1 bundan r+C.I~I-"'1 yoki I-e" =t'" =c,,,' 
-t -t 

bunda c, '" ef umumiy yechimni quyidagi ko'rinishda yozish mumkin. 
C,e'+e'Y :) yak; e'=~(1-e··)=C!(1,e''') va y=o 

1 

Tengiarnalami yeching 
14. (3r-I)dy+ id.r,. 0 15. 3.r: yd.t+ 2J4- r'dy-O 

16. ry' + 2y .. 2rY.)" 17. t":'{y' -1)1y-dx .. O 

18. r'(y' -1)= 2.1" 19. ,"'dx+ydy=O 
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20. y' = (.r+ yy 21. (2.r+3y-I),ir+(04.r+6y-s)dy",e 

22. xydx+(x+ 1)eIy = 0 23. y' Clgx + Y = 2,y(O) = -1 

24 . ..r;r-:tdx = :cydy 25 . .ry' + y = /,y(I) = 0,5 

26 • .l)' y' = I - xl 27. y' y( 1 +e') = e', y(O) = 1 

, ) 
28 • .r y - y = y 29. (if+x}dt + (Jy - y )ely = OJl{O)=4 

30. y' = .j4.r+ 2y-1 31. z'=IO'" 

32.y' =cos(y- x) 33. y'clgr+y=2; y(0)=-1 

34, y' = Jifl; y(2) = 0 35.xy'+y=l; y(1)=0.5 

36.(.l+2y)y'=I; y(0)=-1 37. (I +xl )y'd.r -(y~ -I )r'dy = 0; y(1)=-1 

38. (.[xY+,Jx~'-y=O; Y(I)=I 39. x~(2Y.1"-I)=I; y(1)=0 

11.3. Bir jinsli. differensial tenetamalu 
Agar f(Al",AY) = A- f(x. y) ayniyat o'rinli OO'lsa, f(x, y) m darajali bir jinsli 

I I 

funksiya deyiladi. Masalan; nos::!'.; x- ycos::!'.; V:r' + y'; :r - y funksiyalar bir jinsli 
x .r .I)' 

funksiyalardir. 
I) Agar p(x.y) VQ Q(:r.y)bir xii o'ichovii bir jinsli funksiyalar OO'lsa, u holda 

p(:r,y),ir + Q(x,y)dy =0 (*) 

birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama deyiladi. 
(*) tenglamay=u.ralmashtirish yordamida, bu yerda u yangi noma'iumii funksiya, 
o'zgal\lvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi. 

40. Tenglamani yeching. y'=.1+ Y 
:r-y 

Yechish: Tenglama bir jinsli bo'lgani ucl1un y=u:c alrnashtirishni bajaramiz, 

.. d' " h '1 '1' T 1 ,1+11 k' ,1+11
1 

natlJa a y =u+xu m OSI ql amlz. eng ama u+xu =- yo I III "'--
I-II 1-1/ 

ko'rinishini oladi. O'zgal\lvc~i1arni ajratib I-~ du= d:r ni hosil qilamiz. Uni 
1+1/ .r 

integrallab arclgu -.!.'n(l+u2)=lnI1'1+C1 ni topamiz. 
2 

Oldingi o'zgaruvchilarga qaytib arctg!= ~ '"(1"'~J+I"1x1 +C yoki 
... .'f 
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• 
arctg r= In~x! + y: +C ni hosil qilamiz . . 

41. Tenglamani yeching. y' = ~ + l'. 
)' x 

Yeelr;slr: y=ux almashtirishni bajarib u+xu '= /Iu+u yoki xu '=! ni hosil • 
qilamiz. Bundan udu =!! yoki .!. i=/nICxl. Dastlabki o'zgaruvchilarga qaytib 

• 2 

/=iln(Cx J
) yoki y=±X~ln(c'x') hosil bo'ladi. 

42. Tenglamani yeching. xdy,. (H y)lr. 
Yeelris". Bir jinsli tenglamada y" /a almashtirishni bajanuniz. U holda 

dy = uth: +xdll. Bu tenglikni tenglamaga qo'yib, x(udx +xdu),. (ula}dr; xdu,. tit ni 
olamiz. Hosil bo'igan o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamani yechamiz. 

du = tit; 1/ = Inl~+C. Eski o'zgaruvchilarga qaytib, y "x(I~~+C) ni hosil qilamiz. 
x 

2) y'=,( a,x+b,y+C,) ko'rinishdagi tenglama koordinatalar boshini Jl ax+by+c 

,I,.t + b,), +C, = 0 va to'g'ri chiziqlaming kesishish nuqtasiga ko'chirish bilan bir jinsli 
tenglamaga keltiriladi. Agar bu to'g'ri chiziqlar kesishsa, u holda U,H b,y" k(ax + by); 

natijada tenglamaning ko'rinishi y' = F(ax +by) va z = ax +by almashtirish bilan 
o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi. 

3) Ba'zan tenglamalar y = z· almashtirish bilan bir jinsli tenglamaga keltiriladi. 
Bu yerda m oldindan ma'ium bo'imagan son. --

43. Tenglamani yeching. y' '" H Y +(Y-I)' 
x+1 x-I 

Yechish: L:..!.,.uy-(ul)=X+y -I bo'igani uchun berilgan tenglamaning 
x+1 x+1 x+1 

o'ng tomoni :t + Y ifodaning funksiyasi bo'ladi. x + y = 0 va x + I = 0 chiziqlar (-I; I) 
r+1 

nuqtada kesishgani uchun koordinata o'qlarini bu nuqtaga parallel ko'chirib, yangi 
o'zgaruvchilarga o'tamiz: / = x + I, Z = Y -I. Izlanayotgan funksiya z = z(/). 

, dz dz tit dy 'bo'l . h be '1 I ' z (z j' z ,. - ,. -' - ,. - ,. y gam uc un n gan teng ama z = I + - + - I 
dl th:dl dx I I) 

ko'rinishga keladi. Hosil bo'igan bir jinsli tenglamani yechish uchun 1/ = zit 

almashtirishni bajaramiz, bu yerda u = 1.1(1). U holda z .. ul, Z' = U'l + 1/ va tenglama 

'/1 = 1 + lol', yoki -..!!!:., .. !!!.. ko'rinishga keladi, ya'ni o'zgaruvchisi ajraladigan 
1+11' I 

tenglama bo'ladi. 
Tenglikni hadma-had integrallab, 

yoki 

z y-I 
LI = - = - bo'igani uchun 

I x+1 

arclg u = lUlu! + c, 

u = Ig(ln~ + c). 
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y =01 +(.1'+ 1)/g{tDIx+ ~+ c) hosil bo'ladi. 
44. Tenglamani yeching. (x' - 2xy}:ty-(xy-l):u = o. 

Y I!chish. y = xu almashtirish kiritamiz. dy = xdu + udx. ~ 

(x~ -2x ·xu )1)'+(1- 211)4dx,. (u -I/'):u ~ .r(1-211~ =u'dx. 

0 , h'I" . 1-2u dx Ikkal . .. II . zgaruvc 1 arm aJratamlz: -,-du,. - . a tomomm mtegra aynuz: 
II' x 

J
I- 211 Idx I I J- 2 Jdx -~-dll = -. ""Tdll + -du = -; 

U X II U x 

I 1 ') I Y {y1 ) x In\11 x(, =--; 11=-. I -;-'xC, =--; 
II x ;r" Y 

!c I 

bo'ladi. ~e~-I=O. 
x 

45. Tenglamalami yeching. 
I. (.1'+ y)dT+ xdy = 0 

3. X/~_(X'+/):tr=O 

5. X'y''' y{yl +x') 

7. (x),_x 1 )y' = y' 

9. xy'=yln~ 
.1' 

II. xdy- yd;r "~X1 + / dx 

13 ' 1-3x-3y 
. y = 

I+x+)" 

15. (y' + I) In y+x = y+x 
x+3 x+3 

II" I , 
--2Inu = Inx+lnC, -- = In II +In+ InC 
-I II 

ic _~I=t I 
.! 

demak yechim quyidagicha 
X 

2. xy'dy-(x' + yl):tr .. O 

4. ;rcos;dy+(x-ycos;r=o 

6. (.rye: +x' )dy- y'C;dr-O 

8. x/dy. (x' + y'}a 
10. y-xy'''x+)y' 

12.(4x' +xy+ y'}ir+(4l +3xy+x')dy-o 

14. (y+2)dx=(2:r+ y-4)dy 

16 
,y+2 y-2x 

.y"--+Ig--
x+1 x+1 

11.4. Birinchi tartibli chiziqli differensial tengl.malar 
46. Tenglamani yeching. l' +2y =4x 

y'+2y=0 tenglamani yechimini topamiz. 7.-- -2ch, In)' = -2r +C,. y'" C(x),-tJr 

uni berilgan tenglamaga qo'yamiz. 
y'+2y-4x=Ct'" _2C,,1, +2C,'" -4x-0 

('(.t)=4xe", C(x) = 4 I:re"dx .. ,l'(2.:r-1)+C. umumiy yechim esa 

y = C(X)e·1. = h-\ +C.,'" , C. -ixtiyoriy o'zgarmas son. 

47. Differensial tenglamani ~eching. y' - ~ y .. h', 
x 

fl!c"is". Avval y' -~.Y = 0 ni yechamiz. 
:r 

fly 2v dv 2dr I 
-===> ...... =- ">1nI>i=2\~=> y=o: • 
dr x y x 
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Faraz qilaylik. C=C(x). u holda y=C(X)r1 uni berilgan tenglamaga qo'yib. 

u{x} ni topamiz: 

C'xl - 2xC - ~ rlC = 2r l => C' = 2r => C = Xl + C1 bundan berilgan tenglamaning 
.r 

umumiy yechimini topamiz. y 2 (r~ + c,}.r~ . 
48-53-misollarda differensial tenglamalami yeching, boshlang'ich sharti berilgan 

bo'lsa. xususiy yechimini toping. 

48. y' + ylgx = _1_ 49.; y' + .xy + I = 0 
cos x 

50. y =.r( y' -.1" cosx) 51. (2x + I) y' = 4.1" + 2y 

52. 1I'---.1',-I-x=O.y(O) =0 
. I-x" 

53. x y' + y + e'· 0, y(a) = b. 

BerDulii teoglamasi 
y' - p(x)y = y"q(x) ko'rinishidagi differensial tenglamaga (/I .. 0.n .. 1 ). 

Hemulli tenglamasi deyiladi. Herilgan tenglamani z = y' - • almashtirish yordamida 
chiziqli differensial tenglama ko'rinishiga keltiriladi. 

54. Differensialtenglamani yeching. y' + 2y = y'x . 
.1" 

Yechish. Ravshanki y = 0 berilgan tenglamanmg yechimi bo'ladi. y = 0 dan farqli 
yechimlarini topish uchun berilgan tenglamaning ikkala tomonini / ga bo'lib 
yuborib, 

I 2 1 
~ + _. - = r tenglamaga kelamiz. r x y 

-.!..=z almashtirishni bajarsak, z' = ): bo'lib. tenglama quyidagi chiziqli tenglamaga 
h y" 

keladi: 

z' -~z = x bu tenglamani yechib, 
x 

)' = - , ~~ , ekanligiga ishonch hosil qilamiz. 
r"1 +CX" 

Demak. berilgan tenglamaning yechimlari 

y=O va y= I ~ , bo'larekan. 
r 1 + CX" 

Differensial tenglamalami yeching. 
55. y' +2y=/e' 56. (I +;) y' +hy = xI,y(O) = 0.5 
57. y' = / cos.r + ylgx. 
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11.5. Ikkiarhi tartibli differeasiallnp .... r • 
IkJcjnchi tanibli oddiy differellllial tenglama deb 

F(r, y, y', y') = 0 (11.3) 

ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi. Agar differensial teng1ama 
F(r,.v',y·) = 0 (11.4) 

kO'rinishida bo'l58., u holda tenglamaning tanibi darajani pasaytirish Z'"' y' 
almashtirish yordarnida bittaga pasaytirish mumkin, Bu holda z' = y' boIadi. 

Agar tenglamaning ko'rinishi 
F(y, y', y') = 0 (I \.5) 

bo'lsa, u holda z= y' almashtirishdan foydalaniladi va z = z(y) y ning funksiyasi 

sifatida qaraladi. Bunda y' = dy' = dz ,. z dz 
dx dy dy 

58. Tenglamani yeching: y' = y'ctg;r . 
Yechisll. Faraz qilaylik, z= y'. U holda y' = (y')' = z' • berilgan tenglamaning 

k .. h' , bo'i' dz ok' dz dsinr had a-had O'"",s I Z =z·C(g:f.::I<O sin. -=dgK'dx y I -=-.- m 
z : amI" 

i ntegrallab. JnI~ = Jr+in .ai + In c,. bu yerda c I > 0, yoki z = CI sUu. 

Z = 0 tenglamaning yechimi bo'lgani uchun, uning ixtiyoriy yechimi z = CI 1m. 

CI ixtiyoriy son. 

z ,. dy bo'igani uchun dy - CI lila tix. Oxirgi tenglikni integrallab y = - CI cos :c 
dx 

+ C2 ni olamiz. 
Tenglamalami yeching. 

59. y' =_.! 
y 

60. 1",' + y' z 0 61. XY·"Y'Jn L . 
I" 

11.6. O'zearmn kodfibiyeatli ikki tartibli dlliDqli differeuial tenclamalar 
O'zgarmas koeffitsiyentli ikki tartibli chiziqli differensial tenglama deb 

y' + py' + qy = r(l') (1 \.6) 

ko'rinishdagi lenglamaga aytiladi. Bu yerda p va q - haqiqiy sonlar, r(x) - biror 
funksiya. Agar r(x) aynan noIga teng bo'l ... berilgan tcngIama bir jillllli. ales holda bir 
jinsli ernas deyiladi. 
Bir finsli differensial tenglamaga 

y' + py' +qy = 0 (11.7) 
Quyidagi xarakteristik tenglama mos qo'yiladi. 

Al + pA + q = 0 (I \.8) 

A .o'zgaruvchi. 
Quyidagi hollar yuz beris", mumkin: 

I) Agar (11.8) xarakteristik tenglama haqiqiy 1" 11 i1dizlarga ega bo'isa. u 
holda (11.7) tenglamaning umumiy yechimi 

y = c~A,> +c,e¥ 01.9) 
ko'rinishda bo'ladi, 
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2) Agar (11.8) xarakteristik tenglama bitta A ikki karrali yechimga ega bo'lsa, u 

holda ( 11.7) tenglamaning yechimi 
y;: (el + c1x)e.... (11.1 0) 

ko'rinishda bo'ladi. 
3) Agar (11.8) xarakteristik tenglama kompleks yechimga ega OO'lsa, 

A = a ± i/3 , bu yerda a = -f-P = ~q - ~] . u hold!! (11.7) tenglamaning umumiy 

yechimi 
y = cle'" sin f3:t + c]e'" cos fJx (11.11) 

ko'rinishda bo'ladi. 
62. Differensial tenglamalami yeching. 

a)2y"-y'-y=0; b)4y"+4y'+y=0: c)y·+2y'+5y=0. 

Yechish. a) Xarakteristik tenglama 2i - A. -1 = 0 turli ildizlarga ega 

A, = 1, Az = -0.5, shuning uchun differensial tenglamaning umumiy yechimi 

Y = cle' + ele-.,'l • 

b) Bu holda xarakteristik tenglama 4,e + 4~ + I = 0 bina ikki karrali ~ =-112 
yechimga ega bo'ladi. shuning uchun izlanayotgan umumiy yechim 

-~12 -"2 
Y = cle +eze 

c) ~l + 2A + 5 = 0 xarakteristik tenglama A. =;.i ± 2i kompleks ildizlarga ega 
OO'ladi. shuning uchun y = cle-' sin 2,r + c2e-' cos 2x. 

Bir jil1sli bo 'Imagan differensial tenglamaning yechimini qaraymiz. 

Birinehi usul. Ixtiyoriy o'zgannasni variatsiyalash usuli. 
Faraz qilaylik (11.6) differensial tenglamaga mos (11.7) bir jinsli tenglamasining 

yechimi 
y(l')= c,y, (,r)+ C1Yl(l') (11.12) 

bo'isin. U holda (11.6) berilgan tenglamaning yechimi (11.12) ko'rinishda OO'ladi. bu 
yerda CI va Cz - x o'zgaruvchining funksiyalari. Bu funksiyalar 

{~~y: + C~y: = 0 (11.13) 
(,y, + e,y, = r 

sistemani yechish natijasida topilishi mumkin. 

69. Tenglamani yeching. y" + y = _1_. 
cos .I 

Yechislr. Xarakteristik tenglama ~' + 1= 0 ning yechimlari kompleks (A =± 2). 
u holda bir jinsli y' + y = 0 tenglamaning umumiy yechimi 

y = c, sinx + C2 taU (11.14) 

Berilgan lenglamaning umumiy yechimini (11.14) ko'rinishida qidiramiz. CI va 
C2 - x o'zgaruvchining funksiyalari. ulami (11.13) sistemadan topamiz: 
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C;sinr+C; cos.r =0 

C' r' . I ,COSr-LISlnr=-
cosr 

(11.15) ni yechib C;=I,C;=-Ig:r. U holda 
, I Idcas.r _I.._..J L, = (-Ig:r)dt= --=I''I'"''''AI+C •. 

cos X 

Demak. umumiy yechim y=(.r+C)sinx+(1nlcos~+C,)cosx. 

Shunday qilib berilgan tenglamaning umumiy yechimi 
y = (x+ C)sinx +(1n1cos~+ C, )cou. 

bu yerda C1• C4 - ixtiyoriy o'zgarmaslar. 
70. Tenglamani yeching. y "-y '-2y=x ·e' 

(11.15) 

C, =r+C) va 

Yechish: y' '-y '-2y=O tenglamaning umumiy yechimini topamiz. Xarakteristik 
tenglama 

lI-k-2=O ildizlari k,=-l. k}=2 Bu tenglamaning umumiy yechimi esa 
y=C,e"~C]l!1t endi y "-y'-2y=x .e' xususiy yechimi y. ni topamiz. 

Tenglamaning o'ng tarafi birinchi darajali ko'p had bo'igani va a 2 1 

xarakteristik tenglamaning yechimi bo'igani uchun xususiy yechimni y·=(Ax+B)e' 
ko'rinishida qidiramiz. (eslatib o'tamizki, nolinchi darajali ko'p had o'zgarmas 
sondan iborat, birinchi darajadagisi" (Ax+B) , ikkinchi darajadagisi esa Ai +Bx+C. 
va hokazo ... ) 

A va B o'zgarmas sonlami topish uchun birinchi va ikkinchi tartibli hosilalami 
topamiz, va berilgan tengJamalarga qo'yamiz, 

0'.) '=Ae'+(Ax+B)e', (y.) "=Ae'+Ae'+(Ax+B)e'; 
2Ae'++(Ax+B)e'-(Ae'++(Ax+B)e')-2(Ax+B)e'=xe' 

X ning bir xii darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirish 
2A+B-A-B-2B=O. A-A-2A=1 yoki A-2B=O, -2A=1 =>A= -;, B=~A =-~ 

Bundan xususiy yechim y.=(- ~x -~ umumiy yechim esa 

TenglamaJami yeching. 
71. y'-9y=O 

73. y' - 2y' + y = le' 

75. y' + y = cos x 

y= C,e'x+C • .e1x 
- ;-(h + 1),'" 

72. y. - 2y' + 2y = 0 

74. y' + y' -6y = xeh 

76. y. + y' = sin 2 x . 

11.7. Yuqori tartibli c:hiziqli difTerensial tengl.malar 
y(O'= [(x) differensial teftslama. 

77. Tenglamani yeching y< (x) = sinx. 
Yechish. Berilgan tenglalllJ'ni 4 marta integrallaymiz: Ir'(X)dr= Isinxdr+C" 

y"(x)=-cos.r+c" I(y-(r»dr= I(-cou+c,)+Cl' . ) . 
y"(x)=-sinx+C,x+C!. Y'(X)=cosx+c,~ +C!x+C). y(x)=sinr+C, ~ +C! ~ +C)x+C, 

Tenglamalami yeching. 
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78 • I 79 ' I 11 Inl ,11 0 • .r = . , y =--.y(-)=-.y(-)= . 

alIS' z 4 2 4 

80. y'lGI = SOU. 81. y. = ';' .. v(I) = 2./(1) = l,y'(I) = I. 
z 

y' = f(z,y')tenglama i = :(.I),y' = :'(.1) almashtirish bilan birinchi tartibli tenglama 
keltiriladi. 

y. = f(y,y') • 

lenglama quyidagi 

dy d'y '" dy , 
d.r = p(y). dzl = dy = dz = pp 

almashtirish bilan P(Y) funklliyaga nisbatan birinchi tartibli tenglamaga keltiriladi. 
, I f P "-. (y.p). 

P 
82. Koshi m.ualasini yeching. 

, tip ,tip 
y =p- p a-

dy dz 

y' + 2)1}" = 0.y(0) = 2, y'(O) = -4 . 

fee" is". y' = p, almuhtirishdan keyin p(y) ga nisbatan birinchi 

tartibli tenglamani olamiz: ~ + 2W = o. yoki : = -2y. Bundan pni lopamiz: 

;--2y.fdP"-f2ydy+C,. p=-y'+C,. De~.y'=-y'+c,. 8unga boshlang'ich 

qiymallami qo'yib -4=-4+C 1=>C I=O. Demak. y' = _y2. dy, = th: • .!. =.r y" _1_. 
-y Y .r+e, 

B hI " h ha . "b 1 1 os ang IC 5 rtnl qo yl 2 _-- _> C, "-. 
O+C, 2 

Shunday qilib xususiy yechim y __ 2_. 
2.r+1 

Tenglamalami yeching. 

83. Y./I' + (i)' = o. ~. y'y'= I,y(.!.) = I.y'(.!.> = I. 
2 2 

Yuqori tartibli chiziqli bir jinsli o'zgarrnas koeffitsiyentli ditTerensial tenglamalar. 
y'.1 + Ply' .... 11 + P2Y'''''' + ... + P .... ly' + P.y = 0 (11.16) 

bu yerda PI' P" .. , P. - o'zgannas sonlar. (11.16) ning yechimi p = eA" ko'rinishida 

qidirarniz va (A' + PIA .... I + P2A'" + ... + P .... IA + P.)eA> = O. yoki 

P.(A) = A' + p,A ... ' + p,A .... ' + ... + P .... IA + p. = 0 (11.17) 

tenglama xarakteristik tenglama deyiladi. 
Turli hollami qaraymiz: 

I) Agar xarakteristik tenglamaning yechimlari haqiqiy va turlicha bo'lsa, u 
holda, 

YI =e.l,l.Y2=eJI
' ... ·.Y.=e""'. 

(11.16) ning chiziqli bog'liqsiz yechimlari, umumiy yechim esa, 
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Y. = r,C,eA;z ,., 
ko'rinishda yoziladi. 

2) Agar xarakteristik tenglama yechimlari orasida bir juft kompleks ildizlar 
oo'15a: 

A, =h+iw, A~ =h-iw 

bu yerda i = r-I. u holda ularga ikkita kompleks ildiz mos keladi. 
y, =~"'J c,,-(cosftII+;sinm.r). 

y;- = ,J.,' = e" (costUr - isin an). 

Ulardan ikkita chiziqli bog'\iqsiz haqi~ yechimlar tuzish mumkin: 

Y 
,. y, + y • .. ,Iu cosOJr 
'2 . 

bl -b, .,. v, = = It sm(/Jl". . • 2i 

3) Agar xarakteristik tenglama yechimlari orasida k karrali A ""0 yechim bo'lsa.. u 
holda Y. = x'e"'. s = O. 1 •...• Ie -1 (11.16) tenglamaning yechimi bo'ladi. 

DitTerensial tenglamani yeching. 
85. y. - 2y' - y' + 2y = 0 . 

Y tclrislr. Xarakteristik tenglama A' - 2'!' - A + 2 = 0 ni yechib l. = 1. A~ = -I, A~ z 2 ni 
hosil qilamiz. U holda umumiy yechimning ko'rini5hi y_ ,. C,e~' + C:e" + C,e" . 

86. y. -4y· -6y' +-4y=O. 

Yeclrislr, Xarakteristik tenglama / - H1 + 6,( - 4 = O. A, = 2, A, = 1 ±i.~ = \- j. 

Umumiy yechimning ko'rinishi y_ = C,,:' +e'(CI cosx+ C, sin xl. 

87. y·' +4y· +8y" +8y' +4y = o. 
Ytclrislr. Xarakteristik tenglamani ko'paytuvchilarga ajratib A' .. 4A' + 8A' + SA + 4 = 0 

(i.: + 2A ... 2)' = 0, xarakteristik tenglamaning yechimlari A, = A, = -\ + i. A, = A, = -1 -; . 

Oemak, umumiy yechim y_ =,"(C, cos x +C!xcos:r +C, sin:r+C,xsinx). 
88.y·+ y' -2y = 0 89. y'-2y' + y= 0 

90. y'-4y'+13y=0 91. y. -8y = 0 

92. y •• - y = 0 93. y.' - 6 y" + 9 y. = 0 

94. y •• + 2y· + y = 0 95. y··-5y'+4y=0. 

11.8. Iqtisodiyotda diffennsial tenglamalar appanti 
Faraz qilaylik, y=y(l) biror ishlab chiqaruvchining t vaqt mobaynida realizatsiya 

qiladigan tovar miqdori. Tovaming nand o'zgarmas bo'isin. U holday=y(l) funksiya 
y'=ky (11.18) 
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tenglamani qanoatlantiradi, bu yerda k=mp/, m· investitsiya normasi, p. 

sotilish nand, /. investitsiya kattaligi va mahsulot ishlab chiqarish tezligi orasidagi 
proporsionallik koeffisiyenti. 
(11.IS) tenglama o'zgaruvchisi ajraladigan differensial tenglamadir. 

Uning yechimi 
y = Yoe

4U",1 (I \.19) 

bu yerda Yo = y(lo) 

(11.18) tenglama aholining o'sishi, dinamikasini ifodalaydi. 
96. Agar y' = ky tenglamadagi proporsionallik koeffisiyenti 0,1 ga teng bo'!sa, 

realizalsiya qilingan mahsulot miqdori boshlang'ich vaqtdagi bilan solishtirilganda, 
qancha vaql o'tgandan keyin ikki marta ko'payadi? 

Realizatsiya qilingan mahsulot miqdorini ikkilanishiga ketadigan vaqt 20 %ga 
kamayishi uchun investitsiya normasini qancha foizga oshirish kerak? 

Yec"is". (11.22) da to=O, k=O,I,y=2yo deb faraz qilsak2yo = yot
O

•
I
, tenglikka 

kelamiz, bundan t = 101n2 .. 6,93 (vaqt birligi). Endi tl = O,8t, kl = klO,S = 1,25k, 
ya'ni investitsiya normasini 25% ga oshirish kerak. 

Nanming o'zgarmasligi haqidagi faraz vaqtning qisqa oralig'i uchun o'rinli. 
Umumiy holdap narx miqdor y ga bog'liq kamayuvchi funksiyadir p=P(Y). 

U holda y' = ky tenglamaning ko'rinishi 
y' = mlp(y)· y (11.20) 

o'zgaruvchilari ajraladigan lenglama bo'lib qolaveradi. 
(11.20) ko'rinishidagi tenglama bilan aholi sommg o'sishi, epidemiya 
rivojlanishining dinamikasi, reklama tarqalish jarayoni va hokazoiar ifodalanadi. 

97. Talab va takti f funksiyalari mos ravishda y = 25 - 2p + 3 dp , x = 15 - p + 4 dp . 
dl dl 

Agar boshlang'ich momentida p=9 bo'lsa, muvozanat narxining narxga bog'liqligini 
toping. 

Yec"is". Talab va taklifning tengligidan 25-2p+3
dp 

=15_p+4
dp

, bundan 
dl dl 

dp = 10 - p, ya'ni o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamani hosil qilamiz. Bu 
dt 

tenglamani yechib, p = 10 - Ce -I tenglamani hosil qilamiz. P(O) = 9 shartdan, c = I 
kelib chiqadi, nihoyatp = 10 - Ce- I va !~p=!~IO-e-')=IO=cons" bo'lib, narx 

turg'unlikka ega. 
98. Tovar narxi P(Y) = (5+3e- V

) y-'; m=O,6, 1=0,4, y(0)=1 tenglama bilan berilgan 
y=y(t) ishlab chiqarilgan mahsulot miqdorining vaqtga bog'liqligini toping. 

99. Tovarga bo'igan lalab va taklif funksiyasining ko'rinishi:)':50-2p-4~, 
dl 

x=70+2p-S!!£.. Agar P(O) = 10 bo'lsa, 
dt 

1) Muvozanat narxning vaqlga bog'liqligini toping. 
2) Muvozanat narxi turg'unmi ? 

100. Biror tovarga bo'lgan lalab va takliffunksiyasi y=30-p-4dp. xz 20+p+ elp. 
d, d, 
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a) Muvozanat narxning vaqtga bog'lanishini toping. 
b) Muvozanat nanei turg'unmi ? 
Differensial tenglamalar nazariyasini iqtisodiyotning uzluksiz modellarida 

qo'llanishiga doir misollami qaraymiz, bu yerda erkin o'zgaruvchi t - vaqt. Bunday 
mode liar uzoq vaqt mobaynida iqtisodiy sistemalar evolyutsiyasini tekshirishda 
foydali : ular iqtisodiy dinamikaning tekshirish predmetidir. 

Ishlab chiqarishning tabiiy o'sish modeli. 
Birinchi tartibli differensial tenglamalar. 
Faraz qilaylik, qandaydir mahsulot p narxda sotiladi Q(t) - t -vaqtda ishlab 

chiqarilgan mahsulot miqdori dew, u holda bu vaqt davomida pQ(t) ga teng 
daromad olinadi. Faraz qilaylik, ko'rsatilgan daromadning bir qismi mahsulot ishlab 
chiqarish investitsiyaga sarfbo'lsin, ya'ni 

/(t)=mpQ{t) (I) 
m - investitsiya normasi va 0 < m < I. 

Agar bozomi yetarlicha ta'minlangan degan tasavvurdan kelib chiqilsa, u holda 
ishlab chiqarishda foydalaniladi. Bu yana ishlab chiqarish tezligini (akselleratsiya) 
oshishiga olib keladi. ish lab chiqarish tezligi esa investitsiyaning o'sishiga 
proporsional, ya 'ni 

Q' = II (2) 
bu yerda 1//- akselleratsiya normasi. (I) formulani (2) qo'yib 

Q' = kQ,k = ImpQ (3) 

ni olamiz. (3) differensial tenglama o'zgaruvchilari ajraladigan tenglama. Bu 
tenglama umumiy yechimining ko'rinishi Q = Cell, bunda C - ixtiyoriy o'zgarmas. 

Faraz qilaylik, boshlang'ich moment t = 10 da mahsulot ishlab chiqarish hajmi Qo 
berilgan. U holda bu shartdan o'zgirmas C ni ifodalash mumkin: 

Q. = Ce'" bunda C = Que-I',. Bundan (3) tenglamaning xususiy yechimini 
topamiz: 

Q = Qoel(f-It l (4) 

Shunga e'tibor berish kerakki, matematik modellar umumiylik xossasiga ega. 
Biologik tajribalardan kelib chiqadiki, bakteriyalaming ko'payish protsessi (4) 
tenglama bilan ifodalanadi. Radi08ktiv parchalanish protsessi ham (4) formula bilan 
ifodalanadigan qonuniyatga bo'ysuriadi. 

Raqobat sharoitida ishlab thiqarishning o'slshi 
Faraz qilaylik, p = P(Q) - kamayuvchi funksiya, ya'ni mahsulot hajmining 

orrishi bilan bozorda uning nand kamayadi : dp/dQ < O. Endi (I )-(3) fonnulalardan Q 
ga nisbatan chiziqli bo'lmagan o'zgaruvchilari ajraladigan birinchi tartibli 
differensial tenglama olamiz: 

• Q' = a P(Q).Q (5) 
Bu tenglamaning o'ng tomonidagi barcha ko'paytuvchilar musbatligidan Q' > 0, 

ya'ni Q(t) funksiya o'suvchi. 
Fl:nksiya o'sish xarakteri uning ikkinchi hosilasi bilan aniqlanadi. (5) tenglamadan 

Q" =a p(Q).Q. 
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• 
Talab elastikligini kiritib, bu tenglilmi o'zganirish mumkin: E(p) = dQp ,bundan 

dpQ 

Q" = aQ'p(1 + dpQ ), yoki dQ < 0, bo'lgani uchun E < 0, nihoyat 
pdQ dp 

Q" = QQ'P(I-..!...) (6) lEI 
(6) tenglamadan elastik lalabda Q" > 0, ya'ni lEI> I ekanligi kelib chi'ladi va 

Q(t) funksiyaning grafigi pastga 'lavari'l. Bu esa progressiv o'sishini bildiradi. 
Noelastik talabda 1E1 < I va bu holda Q" < 0 - Q(t) funksiya yu'loriga 'lavari'l, bu 

sekin o'sishini (yetarlicha ta'minlangan ) bildiradi. 
Soddalik uehun P(Q) bog'lanishni chizi'lli funksiya ko'rinishda 'labul 'lilamiz 
P(Q) = a - hQ, a > 0, h > O. U holda (5) tenglamaning ko'rinishi: 

Q' = ala -bQ)Q (7) 
bundan 

Q" = aQ'(a - 2bQ) (8) 
(7) va (8) munosaballardan : Q' = O.Q = 0 da va Q = alb da Q" < O.Q > a f 2b da; 

Q=Q(t) funk;iya grafigini egilish nu'llasi Q = al2b. 

Keynsning dinamik modeli 
Dinamikaning asosiy komponentlari bo'igan i'ltisodiyotning daromad va harakat 

'lismlari sodda balans modelini 'laraymiz. Fara:ttjilaylik, Y(t), E(t), S(I). /(1) - mos 
ravishda milliy daromad, davlat chi'limlari, iSle'mol va investitsiya. Bu 
kattaliklaming barchasi I va'ltning funksiyasi sifatida qaraladi. U holda 'luyidagi 
munosabatlar o'rinli : 

I'(t) = S(t)+ /(/)+ £(/), 
S(t) = a(t)I'(/)+ b(/), (9) 

1(1) K(t) )"(/) bu yerda aCt) - iste'molga moyillik koeffitsiyenti (0 < a(t) < I), h(t) -

chekli iSle'mol, K(I) - akseleratsiya nonnasi. (9) tenglamaga kiradigan barcha 
funksiyalar musbat. 

(9) lenglamalaming ma'nosini oydinlashtiramiz. Bareha xarajatlaming yig'indisi 
milliy daromadga teng bo'lishi kerak - bu balans birinchi tenglamada akslantirilgan. 
Xal'l xo'jaligida umumiy iste'mol milliy daromadning bir 'lismi bo'lgan iehki 
iste'mol va chekli iSle'moldan iborat mana shu tashkil etuvchilar ikkinchi tenglamada 
kO'rsatilgan. Nihoyal inveslitsiya kanaligi ixtiyoriy bo'lishi mumkin emas: u davlal 
texnologiyasi va infratuzilmasi xarakterlaydigan kanalik akseleratsiya nonnasini 
oxirgi milliy daromadga kO'paytmasi bilan ani'llanadi. 

Faraz 'lilaylik, a(t), b(/), k(1), E(l) funksiyalar berilgan - ular davlat evolyutsiyasi 
va faoliyatini xaraklerlaydi. Milliy daromad dinamikasi r(/) ni lopish talab qilinadi. 

Ikkinchi lenglamadan S(I) ni va uehinchi lenglamadan 1(1) ni birinehi lenglamaga 
qo'yamiz. Y(t) funksiyaga nisbatan chizi'lli bir jinsli bo'lmagan birinchi tartibli 
differensial lenglama olamiz : 

Y' = \- a(t) Y b(/) + E(t) 
k(/) k(t) 

(10) 
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Biz asosiy parametrlar a, b, Ie ni o'zgannas sonlar deb faraz qili,b, ancha sodda 
holni tekshiramiz. U holda (10) tenglama o'zgarmas koeffitsiyentli birinchi tartibli 
chiziqli differensial tenglamaga kelib soddalashadi: 

Y' _ ~ y _ b + E (II) 

'. k Ma'iumki, bir jinsli bo'imagan tenglamaning umumiy yechimi uning qandaydir 
xususiy yechimi va unga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi yig'indisidan 
iborat. (11) tenglamaning xususiy yechimi sifatida y' = 0 dagi, ya'ni muvozanat 
yechimini olamiz, ya'ni 

y = b+E (12) 
, I-a 

Ko'rish qiyin emaski, bu kattalik musbat. Bir jinsli tenglamaning umumiy 

yechimi r=cel({l~a,) fonnula bilan beriladi. (II) tenglamaning umumiy yechimi 

quyidagi ko'rinishda : 
b+E !:!, 

Y(t)=--+Ce' (13) 
I-a 

Agar vaqtning boshlang'ich momentida Yo < Yp bo'lsa, u holda C =Yo - Yp< 0 va 
egri chiziqlar (12) muvozanat yechimidan pastga keladi, ya'ni milliy daromad vaqt 
o'tishi bilan masalaning berilgan parametrlari a,b,le va E da kamayadi, chunki (13) da 
eksponenta darajasi musbat. Agar Yo > Yp bo'lsa, u holda C > 0 va vaqt o'tishi bilan 
milliy daromad o'sadi, integral egri chiziqlar Y = Yo muvozanat to'g'ri chizig'idan 
yuqoriga ketadi. 

o 'sf.rhning nolelassile modeli 
Faraz qilaylik, Y = F (K,L) milliy daromad, bu yerda F - bir jinsli birinchi 

tartibli ishlab chiqarish funksiyasi: (F (tK, IL) = F (K,L», K - sarflangan mablag' 
hajmi, L - mehnat sarli hajmi. Fond qurollanish kattaligi k = KIL bo'isin. U holda 
ishlab chiqarish unumdorligi quyidagi fonnula bilan aniqlanadi : 

I(k). F(K. L) • F(K I) 
L • (14) 

Bu bo'limda qaralayotgan masalaning maqsadi qurollanish fond dinamikasini 
vaqtning funksiyasi sifatida ifodalashdir. 

Har qanday model ma'ium farazlarga asoslanganligi uchun biz ham ba'zi bir 
parametrlami kiritishimiz Z8TUf. 

Quyidagilar bajariladi, deb faraz qilamiz : 
I. Mehnat resurslari vaqtida tabiiy o'sish o'rinli 

L'=aL (IS) 
2. Mablag' ishlab chiqarish fondiga va amortizatsiyaga sarflanadi, ya'ni 

I,. K' + PK , bu yerda p - amol1izatsiya nonnasi. 
Agar 1- investitsiya ( sarflangan mablag' ) nonnasi bo'lsa, u holda 

r-/Y-K'+!JK yoki K'=IF(K,L)-/JK (16) 
Ie - fond qurollanish ta'rifidan kelib chiqadiki,/"k=lnK -lnL. 

Bu tenglikni t bo'yicha differensiallab, 
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k'=/f(x)-(a+p)1e (17) 

tenglamani olamiz, bu yerdaf(x) funksiya (14) ronnula bo'yicha aniqlangan. Olingan 
(17) munosabal o'zgaruvchilari ajraladigan birinchi tartibli chiziqli bo'imagan 
ditTerensial lenglama. Bu tenglamaning statsionar yechimini aniqlaymiz: k' = 0 
shartdan, 

1f(1e)-(a+p)Ie=O (18) 
ya'ni Ie = const - o'zgarmas kattalik. chiziqli bo'imagllll (18) algebraik tenglamaning 
yechimi. 

Ishlab chiqarish funksiyasi F(K,L) =.,fKi uchun (17) tenglamaning integral egri 
chiziqlari va statsionar yechimini toping. 
(14) dan f(k) =..[i. u holda (17) teng!amaning ko'rinishi 

df 
..L = l..[i - (a + fJ)k • 
dt 

Bu tenglamaning stalsionar yechimi quyidagi tenglikdan kelib chiqadi: 
l..{k - (a + p)k = 0, bundan (17) tenglamaning nol bo'imagan xususiy yechimi 
k,,=(I(a+{3):. 

(17) differen~ial tenglamani "o'zgaruvchilami ajratish" usuli bilan yechamiz. 
dk _ dl 

Ji'~ - (a + p)..[ir 
Bu tenglamani ..[i = z almashtirishdan so'ng integrallab, umumiy yechimining 

oxirgi ko'rinishini olamiz. 

1e(t)=[a!p+cex~_a;PI)J (19) 

Demak, o'zgarmaydigan parametrlarda I,a,p fond qurollanish funksiyasi o'z 
slatsionar qiymatiga boshlang'ich shartlardan bog'liqsiz ravishda turg'un barqaror 
intiladi. Bu slatsionar nuqta Ie = Ie .. barqaror muvozanat nuqtasi bo'ladi. 

Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar 
Oldindan aytib beriladigan narxlar bilan bozor modeli. Prognoz qilinadigan 

narxlar bilan bozor modelini qaraymiz. Oddiy bozor modellarida talab va taklif 
odatda lovaming shu kundagi narxi bilan bog'liq bo'ladi. Lekin talab va laklif aniq 
hollarda narxning tashkil qilinishi va narxning o'zgarishi tempi bilan bog'\iq bo'ladi. 
t vaqt bo'yicha uzluksiz va differensiallanuvchi funksiyalar modelida bu 
xarakteristikalar mos ravishda p(t) narx funksiyasini birinchi va ikkinchi hosilalarini 
tavsitlaydi. 

: Faraz qilaylik. talab funksiyasi D va taklif funksiyasi S, narx funksiyasi p va 
uning hosilalari bilan quyidagicha bog'lanishga ega bo'lsin. 

D(I) = 3p' - p' -2p+lB. 

S(t) = 4p' + p' +3p +3 
(20) 

(20) da qabul qilingan bog'lanishlar to'la realistik (amaliy): buni narx funksiyasining 
hosilalari qO'shiluvchilarda oydinlashtiramiz. 
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I. Talab narxning o'zgarishi bilan "qizdiriladi". Agar temp o'~sa (p' > 0), u 
holda bozoming talabga qiziqishi ortadi va aksincha. Narxning tez o'sishi xaridomi 
qo'rqitadi, shuning uchun narx funksiyasining birinchi hosilasi manfiy ishora bilan 
kiradi. 

2. Taklif yana ko'proq o'lchamda narxning o'zgarish tempi bilan kuchaytiriladi, 
shuning uchun S(t) funksiyadagi p' ning koeffitsiyenti D(t) dagiga nisbalan kalla. 
Shuningdek narxning o'sishi taklifni oshiradi, shuning uchun p' ni o'z ichiga oluvchi 
qO'shiluvchi S(t) ning ifodasiga e-) ishora bilan kiradi. 

Narxning vaqtga bog'lanishini o'matish talab qilinsin. Bozoming muvozanat 
holati D=S lenglik bilan xarakterlanganligi uchun (20) tenglamaning o'ng 
tomonlarini tenglashtiramiz va soddalashtirib, quyidagini yechamiz: 

p'+2p'+5p"'\S (2\) 

(21) munosabat p(t) funksiyaga nisbatan chiziqli bir jinsli bo'imagan ikkinchi tartibli 
differensial tenglama. Bunday tenglamaning umumiy yechimi biror xususiy yechimi 
va unga mos bir jinsli 

p'+2p'+Sp=0 (22) 
tenglamaning umumiy yechimi yig'indisidan iboratdir. 
(22) uchun xarakteristik tenglama: It? + 2k + 5 = O. Vning ildizlari qo'shma kompleks 
sonlar: kl•z '" - I ± 2; va natijada (22) lenglamaning umumiy yechimi quyidagi 
formula bilan beriladi: p(tl '" e-' (c, cos2r + C1 sin2r). bu yerda C, va Cz - iXliyoriy 
0' zgarmaslar. 

Bir jinsli bo'imagan (21) tenglamaning xususiy yechimi sifatida p=p" - narxni 
belgilaydigan o'zgarmas kattalikni olamiz. Buni (2\) ga qo'ysak, PI! ni qiymatini 
olamiz: 

Pst = 3. Shunday qilib, (21) lenglama umumiy yechimining ko'rinishi 
P(t) = 3 + e 'I(C 1 cos2t +CZ sin2t) (23) 

Ko'rish qiyin emaski, r -+ IX) da P(/) -+ p. '" 3, ya'ni barcha integral egri chiziqlar 
p=3 gorizontal asimptotaga ega va uning atrofida tebranadi. Bu barcha narxlar 
o'matilgan P .. narxga intilishini va uning atrofida lebranishini bildiriladi, bu 
tebranishlaming ampliludasi vaqt o'tishi bilan 0'58 boshlaydi. 

Bu masalaning xususiy yechimlarini ikki varianlda keltinuniz: 
I. Koshi masalasi. Faraz qilaylik, boshlang'ich momentda narx va uning 

o'zgarish tendensiyasi ma'ium : t = 0, p = 4, p' = I. Birinchi shartni (23) formulaga 
qO'yib P(O) = C1 + 3 = 4, bundan C1 '" I ni olamiz, ya'ni: p(r) '" 3 + e' 
'( cos2r +CZ sin2r) 

Buni differensia\1aymiz : 
p' (I) = e -I[(2Cz - I )cos2t - (C1 + 2)sin21] (24) 

Endi Koshi masalasinins ikkinchi shartini qo'lIaymiz: p' (0)=2Cr 1=1. bundan 
Cz = I. 

Nihoyal Koshi masalasi yechimining ko'rinishi quyidagicha bo'ladi: 
P(I)=3+e"{eos2t + sin2t); yoki aneha qulay ko'rinishdap(r) '" 3 + ,fit'" co9(2r -II' 14). 
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2. Aralasb masala. Faraz qilaylik, vaqtning boshlang'ich momentida talab va 

taklifma'lum: t = 0, P = 4, 0 = 16. 
Birinchi boshlang'ich shan oldingidek bo'lgani uchun, bu yerda ham (24) 

yechimga ega bo'lamiz. U holda p(t) funksiyaning hosilslari quyidagi fonnulalar 
bilan ifodalanadi: 

p' (t) = e -'[(2C2 - 1 )cos2t - (C2 +2)sin2tJ, 
p' (t) = - e -'[(4C2 +3)cos2t .. (3C2 - 5)sin2t). 

Bundan p' (0) = 2 C2 -I va p' (0) = - 4C2 - 3. 
Bu tengliklami D(t) ning (20) ko'rinishini hisobga olgan holda masalaning 

ikkinchi D(0)=16 shaniga qo'yib, C2=-1 ni olamiz. Shunday qilib, berilgan masala 
yechimining ko'rinishi p(t) = 3 + e "(cos2t - sin2t) yoki aneha qulay fonnada: 

p(t) = 3 - he-' sin(2/-1I' 14) (25) 
10 I. Usti ochiq rezervuardagi suvning dastlabki harorati 700S edi, 10 minutdan 

so'ng suvning harorati 650S bo'ldi, rezervuami o'rab turgan muhitning harorati 150S. 
I) Boshlang'ich momentdan 30 minut keyin rezervuardagi suvning haroratini toping; 
2) qaysi vaqtda rezervuardagi temperatura 200S bo'lishini toping. 

Yechilishi. I. Suvning o'zgaruvchi haroratini T bilan belgilab, suvning sovish 
qonuni funk~iyasini vaqtning funksiyasi sifatida belgilaymiz. Suvning sovish tezligi 

va T lami bog'lovchi funksiyaning o'zgarish tezligidir, ya'ni u ar hosila bo'ladi. 
dl 

ar tezlik rezervuardagi suv harorati bil<ln rezervuami o'rab olgan muhit 
dl 

harorati orasidagi ayirmaga proporsional, ya 'ni R (T -I So), bunda R - proporsionallik 
koeffitsiyenti. U holda 

ar =R(T-IS.). 
dl 

O'zgaruvchilami ajratamiz: 

yoki 

~Rdl. 
T-IS 

2. (2) tenglamani integrallaymiz: 

I...!!...- = IRdT'. In(T -15·)= RI + C 
T -IS 

T -15 = eR' + C = eR'e C = eRIC" bundan T=C,e Rt + 15 (3) 
Sovush qonunini hosil qildik, bu yerda t - vaqt va T - suv harorati - chekli 

o'zgaruvchilar. 
3. Berilgan boshlang'ich shartlar 1=0. T = 70'C da C o'zgarmas miqdomi 

topamiz. 
Quyidagiga ega bo'lamiz: 

70'=C,e"'+ISo yoki SS·=C,eo=C,.I=C,.C,=SS· (4) 

(4) tenglikdagi C, ning qiymatini (3) tenglikka qo'yib, quyidagini hosil 
qilamiz: 

T=SSoe"'+ISO (5) 
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4. R o'zgarmas miqdomi topamiz. Masalaning shartida I" \0 plinutdan so'ng 
r,,65·C bo'lishi berilgan. Bu qiymatlami (5) tenglamaga qO'yib, ushbuni hosil 
qilamiz: 

6S· = S5· t"o + IS 
yoki 

50·" 55·t'O', 
yoki 

10 ... 
-"t . 
II 

(6) 

(6) tenglikni logarifmlab, yozamiz: 
IgI0-lgll .. \OR [qt, 

bundan 
R = I-II! II = 1-1,0414 = _ 0,0414 "-{),009532 

10 Ig e 10 . 0,4343 4,343 
(7) 

R ning qiymatini (S) tenglamaga qo'yib I va T o'zgaruvchilami bog'lovchi sovish 
qonunini hosil qilamiz: 

T" 55· t..,··oom, + IS·. (8) 
5. Suvning boshlang'ich momentdan 30 minul keyingi haroratini topamiz. (8) 

tenglamaga I = 30 minut qiymatni qo'yamiz: 
T = SSoe ... · ... mIC + 15°, 

bundan 
T=SSOe"',ll6 +15°. 

Hisoblaymiz: 
x = 55 ' e-<l 216 , Igx" Ig X" 1& 55 - 0,2861& r " 1,7404 - 0,286 • 0,4343 " 1,7404 - 0.1242 = 1,6162, 

x=41.32 .. 41 

U holda 
T ,,41' + ISO ,,56". 

6. Qancha vaqtdan keyin rezervuardagi suvning harorali 20° S bo'lishini 
topamiz. (8) tenglamaga T .. 20' qiymatni qo'yamiz: 

bundan 
20° = 55° e-O,OO9532, + 15° yoki S° = 55° e..()·009332, , 

e-O
,009512' =..!. .. 0,0909 yoki - 0,OO9532t Ige = IgO,0909 = 2,9586, 

11 

I ,,- 2,9586 .. 1,041 .. 2S I min ,,4 soat II min. 
O,009S32 ·0,4343 0,009532 ·0,4343 

102. Radiyning yemirilish tezligi berilgan har bir vaqt momentida radiyning 
dastlabki miqdoriga propo~ional ekanligi tajribada aniqlangan. Boshlang'ich vaqt 
momentida I = 0 R. gramm raaiy bor edi. Radiy miqdorini iSlalgan t vaqt momenti 
uchun hisoblash forrnulasini tuzing, 

Yeehilishi: I. Radiy yemirilish qonunining funksiyasini tuzamiz. Faraz 
qilaylik, proponionallik koeflitsiyenti R ma'lum bo'lsin (R > 0). I vaqt momentida 
hali yemirilmagan radiy miqdorini R bilan belgilaymiz, R ni t ning funksiyasi 
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sifatida topish talab qilinadi. Radiyning yemirilish tcziigi I va R ni bog'lovehi 

funksiyaning o'zgarish tezligidir, bu esa dR hosiladir. Masalaning shartida 
dl 

dR 
-=-kR (1) 
dt 

berilgan. 
Minus ishora R fuoksiyaning kamayuvchi ekanligini ko'rsatadi, demak, 

• 
dR h ok' - < 0, kR > O. e u I k > 0 va R> O. 
R 

(I) tenglikdan: 

dR =-kill 
R 

2. (2) tenglamaning ikkala qismini integrallaymiz: 

Jd: =-JRdt, 

bundan 
InR =-kl + InC 

Yl.lki 
InR-lnC=-kt, 

bundan 

In~=-A:t C . 

(4) tenglikni potensirlaymiz: 
R C = eoRI yoki R =Ce°Rr 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Radiy yemirilishining umumiy qonunini hosil qildik. bu yerda , 0 vaqt va R 0 

shu vaqt momentida hali yemirilmagan radiy miqdori. 
3. Berilgan boshlang'ieh shartlar 1=0. R = R. da C o'zgarmas miqdor C ni 

topamiz. Bu qiymatlami (5) tenglamaga qo'yib, 
R. =Ce-R-O, C=Ro 

ni hosil qilamiz. 
U holda izlanayotgan funksiya 

R = Roe° Rr 

bo'ladi. 
103. Radiy o'zining dastlabki miqdoriga proporsional tezlik bilan yemiriladi. 

Hozirgi momentda bor bo'igan miqdorining YBrmisi qanehB vaqtdan keyin 
yemiriladi. Radiy uchun proporsionallik koeffitsiyenti R = 0,00044 ekanligi 
aniqlangan (vaqt o'ichov birligi __ yil). 

104. Suyuqlikda aylanayotgan dislrning burchak tezligi ishqBlanish hisobiga 
sekinlashadi. lshqalanish burchak tezlikka proporsional ekanligi aniqlangan. I) agar 
disk 1=0 bo'iganda 12 rad/sek tezlik bilan aylangBn bo'lib, 1=10 sekundda esa uning 
tezligi 8 radlsek bo'igan bo'lsa, disk 1=120 sek momentda qanday tezlik bilan 
aylanishini toping; 
2) vaqtning qaysi moment ida uni I radlsek tezlik bilan aylinishini toping. 
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Yechilisbi: I. Diskning aylanish qonurum 1 vaqtning funJ<siyasi sifatida 
tUlJImiz. 0) -disk aylanishining burchak tezligi bo'lsin, U holda diskning aylanishi 

ishqalanish kuchlari ta'siri ostida sekinlashishi dtJJ bo'ladi. 
dJ 

Masalaning shartiga ko'ra: 

dO) = ktJJ (I) 
dl 

bunda k -proporsionallik koeffitsiyenti. O'zgaruvchilami bo'lamiz: 
dtJJ 
-=~ m 
d/ 

2. (2) tenglamaning ikkala qismini integrallaymiz: 

JdtJJ 
'" k JdJ, In 0) '" kt + C (3) 

tJJ 
bundan 

OJ = ,1IJ+c. OJ = ,lIJtc. 

tJJ"'e"'C, yoki m=C,r lb (4) 

3. I'" 10 sek va m '" 12 radlsek boshlang'ich shartlarda o'zgarmas miqdor C, ni 
topamiz. Bu qiymatlami (4) tenglamaga qo'yib, C, ni topamiz: 

12 = C,r"", 12=C,. 
4. Dastlab berilganlar 1 = 10 sek, m '" 8 radlsek ga muvofiq, R ning son 

qiymatini topamiz. Bu qiymatlami (5) tenglamaga qo'yamiz: 
8=12e·'o, 

bundan 
'ON 2 e "'-,IORlgr",lg2-lg3, 

3 
R '" Ig2 -Ig 3 '" _ Ig3 - Ig 2 '" _ 0,4771- 0.3010 '" -0.0405 . 

10lgr 10Ige 10·0,4343 
R ning qiymatini (5) tenglamaga qo'yamiz: 

m = 12e -o,040.I1 (6) 
5. Diskning I'" 120 sek vaqt momentidagi aylanish tezligini topamiz. (6) 

tenglamaga 1 = 120 sek qiymatni qo'yamiz: 

Cd = 12e~·00I0S120 = l2e~,9 = 0,09 rad.sek. 

6. Disk 1 radlsek tezlik bilan aylanadigan vaqt momentini topamiz. (6) 
tenglamaga 0) = 1 qiymatni qo'yamiz va 1 ni topamiz: 

1 = 12e -0,040! 1 bundan e -0,000'. = 2- . 
, 12' 

• I 12 
-O,04051Igr=lgl-lgI2,1= g =6Isek. 

0.040Slge 
105. Suyuqlikda aylanayotgan diskka ta'sir qilayotgan sekinlashtiruvchi kuch 

burchak tezlikka proporsional. Agar disk 1= oda 20 radlsek tezlik bilan, 1 = 8 da esa 
16 radlsek tezlik bilan aylansa, diskning 2 radlsek tezlik bilan aylanadigan vaqt 
momentini toping. 
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Dirrerensiat tenglamalarning iqtisodiyotda qo'llanilishi 

Faraz qilaylik, y = Y{I) - ishlab chiqarilgan va vaqtning 1 onida sotilgan 
mahsulot miqciori. Bu tovar nand (qaralayotgan vaqt oralig'ida o'zgannas). U holda 
Y = Y(I) funksiya 

y' = Ry (I) 

tenglamani qanoatlantiradi, bu yerda R = mp/, m - investJtslya normasi, p - sotilish 
narxi, 1- investitsiya kattaligi va mahsulot ishla8 chiqarish tezligi orasidagi 
proporsionallik koeffitsiyenti. 

(1) teng1arna o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama. Uning yechimi: 
tI,-,,) 

y=yoe 
bu yerda Yo = ,.(1 0 1 (2) 

Shuningdek. (1) tenglama aholining ko'payishi, doimiy inllatsiya jarayonida 
narx - navoning o'sishini bildiradi. 

106. Qaneha vaqt oralig'ida realizatsiya qilingan mahsulot miqdori boshlang'ieh 
miqdor bilan solishtirilgan ikki baravar ko'payadi, (\) tenglarnadagi proporsionallik 
koeffitsiyenti R = 0.1. Realizatsiya qilingan mahsulot miqdori ikki marta oshishi 
uehun zarur bo'ladigan vaqt oralig'i 20 % ga qisqartirish uchun investitsiya 
normasini neeha foiz orttirish kerak. 

Yechish: Faraz qilaylik, (2) tenglamada I. = 0, Ie '" 0,1 .v '" 2yo bo'lsa, u holda 

2yo = YO/Oil ga kelamiz, bundan I = lOin 2 .. 6.93 (vaqt birligi) I, '" 0,81 deb faraz qilib 

*, = * 10.8" 1.25* ni, ya'ni investitsiya normasini 25 % orttirish kerakligini hosil 
qilamiz. 

Tajribadan ma'iumki, narxning o'zgarmasligi haqidagi faraz (to'yinmagan 
bozor) faqat vaqtning qisqa oralig'iga tegishli. 

Umumiy holda p narx realizatsiya qilingan mahsulot miqdori y ning 
(p = p(y)) karnayuvchi funksiyasi. 

y' = mlp(y). y, (3) 
yana o'zgaruvchisi ajraladigan tenglama bo'lib qoladi. 

ShWlingdek. (3) tenglarna aholining ko'payishi, epidemiyaning tarqalishi, 
reklama tarqatilish jarayoni va h.k.lami ifodalaydi. 

2. Tog'. ko'l posyolkasi aholisi sonining vaqt o'tishi bilan quyidagi tenglama 
bilan voziladi: 

• y' '" O,3y(2 -10"' y) 

bu yerda Y'" Y(ll, I . vaqt (yil). Vaqtning boshlang'ieh onida posyolka aholisi 500 
kishi. Ueh yildan keyin aholi soni qBncha bo'l adi. 

Yechish: tenglamadagi o'zgaruvchilami Bjratib, quyidagi tenglamaga kelarniz. 

ely -di 
0,3 ;(2 -10"' y r 

va bu tenglikni hadma - had integrallab 

,J~"'O,61+C" u,~ 
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Y = CeO., 
yoki 2 _ 10-< Y (4) 

ni hosil qilamiz. 
C o'zgarmasning qiymati boshlang'ich shandan topiladi: y(0)= 500 bo'igani 

uchun. 
C u 256.4. (4) tenglikdan u funksiyaning ifodasi 

512,8 eO.6, 

Y = I - 0,02564 eO.6I 

U holda .v(3) = 5 12,8e"/(I- 0.02564 el
"). 2685. 

Eslatib o'tamiz, talabning elastikligi (narxga nisbatan) 

E (Y)= pdy . 
, ydp 

Ba'zi hollarda elastiklik berilganda talab funksiyasi qiziqish uyg'otadi. 

107. Agar Ep = -2 = conSI va y(3) =.!. bo'iganda talab funksiyasini toping. 
6 

Yechisb: elastiklik ta'rifidan 
pay 

-2=--, 
y dp 

ya'ni izlanayotgan funksiya o'zgaruvchilari ajraladigan tenglama bilan heriladi. 
Bu tenglamani yechib 

p-1 '" cy. 

Boshlang'ich shan y(3)= 1/6 ni hisobga olib, c = 2/3ni hosil qilamiz. 
108. Talab va taklif(mos ravishda) 

)' = 25 - 2p + 3:, 

x=15-p+4dp 
dJ 

Boshlang'ich vaqtda p" 9 bo'lsa muvozanat narxning, vaqtga bog'\iqligini 
toping. 

Yechish. Talab va taldifning tengligidan 

25-2p+3dp =IS-p+4dp 
dl dJ 

bundan dp = 10 _ p. 
dl 

ya 'ni o'zgaruvchisi ajraladigan differensial tenglamani hosil qilamiz. 
Bu tenglamani yechib 

p=lo-cr'. 

P(O)= 9 shandan, c = S kelib chiqadi 
p=IO-I-I 

limp = lim(IO - t-' )= 10 = conll, narx turg'un. ,-- , .... 
109. Talab funksiyasi p(y). 2 - y; I", I, ..-(0) .. O,S herilgan, sotilgan mahsulot 

hajmining ifodasini toping. 
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Yechish. Bu holda (3) tenglamaning ko'rilishi. 

y'=(2-y)·y yoki -( dy) =d, ko'rinishga ega bo'ladi. 
2- y Y 

Hadma - had integrallab, quyidagini hosil qilamiz. 

I~y ~ 21 = -2' Hi' bu erda C = ± e
t
, 

y(o)",O.5 ekanligini hisobga olib, c=-3 ni topamiz. U uchun quyidagi ifodani hosil 
qilamiz. 

2 
y = 1+ 3e-21 • 

Bu funksiyanir.g grafigi 

2 

o In 

(bu holda talabning elastikligini L (y)= y - 2 funksiya bilan, egri chiziqning bukilish 
f y ., 

nuqtasining holatini aniqlovchi L,(Y)= -1 shart, y = 1 ni beradi). 

Rasmda tasvirlangan egri chiziq logistik deyiladi. Bu kabi egri chiziqlar 
axborotning tarqalishi (reklama), epidemiya dinamikasi, chegaralangan muhitda 
bakteriyalaming ko'payish jarayonini ifodalaydi. 

110. Biror tarmoq vaqtning I onida olgan daromadi Y(/~ 1(,)- investisiya va 
C(I) - iste' mol kattaligining yig' indisidan iborat. 

r(,) = 1(1)+ C(/) (5) 

Daromadning o'sish kattaligini investisiya kattaligiga proporsional, ya'ni 
b Y'(t) = 1(,) (6) bu 

yerda b -daromad o'sishining kapital sig'im koeffitsiyenti. 
Faraz qilaylik, C(I) olinayotgan daromadning ajratilgan qismi: C(I) = (1- m XI). 

bu yerda m - investisiya norrnasi. U holda (5) va (6) dan 

}"=~Y 
b 

bu esa (I) tenglamaga teng kuchli. 

(7) 

111. Iste'mol kattaligi C = 2/, daromad o'sishining kapital sig'imi 

koeffitsiyenti b =.!., y(o)= 2, ma'ium bo'isa daromad funksiyasi J' = Y(/) ni toping. 
2 

Yechish. (5) va (6) munosabatlardan r(/) = .!. l"(I) + 21 tenglamani hosil 
2 

qilamiz, ya'ni darom8d funksiyasi birinchi tartibli chiziqli bir jinsli bo'imagan 
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tenglamani qanoatlantiradi. Uni yYechish uchun yechimni r(t}=u(/H(/) ko'rinishida 
qidiramiz. U holda U(/)= 21t-" +e-~ +c, v = t" ni hosil qilamiz. O'zgarrnas c ning 
qiymatini boshlang'ich shartlardan topamiz. y(0)= U(ojv(o)= 2, bo'lgani uchun c = I. 
Bundan 1'(1)= 2t +e" + 1 ni hosil qilamiz. 

112. To'yilmagan bozor sharoitida, agar vaqtning boshlang'ich onida ishlab 
chiqarish hajmi y. = y(0)= 24 (sh.b), investisiys norrnasi 0,6, sotilish narxi 0,15 (sh.b) 
va 1 = 0,4 bo'lsa 6 oydan keyingi ishlab chiqarish hsjmini aniqlang. 

113. Tovamingnarxi P{Y)=(S+3e-'}Y-', ".=0.6 e=0.6, 1=0,4 )~O)=l. 

Mavzu yuzasidau savollar 
I. Qsndsy tenglamslar differensialtenglamalar deyilsdi? 
2. Differensial tenglamaning yechimi deb nimaga sytiladi? 
3. Differensial tenglamaning qanday yechimi umumiy, qanday yechimi 

xususiy deyiladi? 
4. Qanday tenglama o'zgaruvchisi ajraladigan difTerensiallenglama deyiladi? 
5. Qanday tenglama bir jinsli differensial tenglama deyiladi? 
6. Qanday tenglama chiziqli differensial tenglama deyiladi? 
7. O'zgarrnasni variatsiyalash usuli nima? 
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• 
12-bob. QATORLAR 

12.1. Sonli qltorlar, 150siy tushunch.lar 
Sonli ah Q2. aJ •...• a", ... ketma-ketlik hadlaridan tuzilgan .. 

a, + a l + oJ + .,. + Q. + ... = L Q. .. , ( 12.1 ) 

ifodaga sonli qalor deyiladi. Bu yerda ah a2. aJ • . ~ .• a ••... qator hadlari. a. esa 
qatoming umumiy hadi deyiladi. 

12.2. Yaqinllshuvchi sonli qatorlar VI ullming lossallri 
Qatoming chekli sondagi hadlari yig'indisini ko'ramiz: 

s, ="1' S2 =u, +u! .... ,S. =u. +11 2 +"'+UjII 

S,. S~ • ... S •... -xususiy yig'indilar ketma-ketligi deyiladi. 
Ta'rif; Agar xususiy yig'indilar ketma - ketligining chekli limiti mavjud 

bo'lsa. ya'ni 
limn _" Sn =S. S-chekli son. 

lenglik o'rinli bo'isa. qator yaqinlashuvchi. S esa uning yig'indisi deyiladi. Bu holda 
r~;q u,=S deb yozsa bo'ladi. 

Aks holda, ya'ni xususiy yig'indilar ketma-ketligi chekli limitga ega 
bo'lmasa yoki limiti mavjud bo'imasa qator uzoqlashuvchi_ deyiladi. 

I Q . . had" . 2 4 6 . atomlng umumlY Inl toping. - + - + - + .. ~. 
5 9 13 

feclt;sh. Kasrlaming suratlariga e'tibor beradigan bo'lsak ular birinchi hadi 2 
ga va ayirmasi ham 2 bo'lgan arifmetik progressiyani tashkil qiladi. Mahraji esa 
birinchi hadi 5 va ayirmasi 4 bo'lgan arifmetik progressiya tashkil qiladi. Ishonch 

2n 
hosil qilish qiyin emaski. qaloming umumiy hadi u. = 4n + I' 

2. ~_.!.+~_ 24 + ... 
5 10 17 26 

Yeclt;slt. ~ = 2~ -1 . ...!. = 3~ -1 , =::> U = (-:.' r~i(,.....:': .0'_=-_d 
5 2- + 1 10 3' + 1 • (n + I Y ~ I 

3. Geometrik progressiyaning hadlaridan tuzilgan geometrik qatoming 
yaqinlashuvchiligini tekshiring. . 

2 PI-I ,"-I a+aq+aq + ... +aq + ... £...aq ( 12.2 ) ,., 
Yech;slt. Progressiya mahraji q ning qanday qiymatlarida (12.2) qator 

yaqinlashadi. qaysi qiymatlarida qator uzoqlashishini aniqlash kerak. 

Bizga ma'lumki q -I da S. - xususiy yig'indisi s. = a(q' -I) formula bo'yicha 
q-I 

hisoblanadi. Quyidagi hollar bo'lishi mumkin: 
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I) agar Iql < I bo'lsa, u holda lim q" - O,lim S. -lim( !!L. _...!!.-.) .. ~, ya'ni qator 
.~- .- .~q-I q-I I-q 

yaqinlashadi va uning yig'indisi S '"' ~; 
I-q 

2) agar Iql> I bo'isa. u holda lim q' '"' 00, demak. limS. = IX) va qator 
11 .... 10 ,,_ 

uzoqlashadi; 
3) agar q=1 bo'isa u holda berilgan qatoming Ko'rinishi a + a + ... a + ...• uning 

n - xususiy yig'indi5iS.=a+a+ ... +a=na va limS.=limna=oo. ya'ni qator II.... If .... ., 

uzoqlashadi; 
4) agar q=-I bo'isa. u holda bcrilgan qatoming ko'rini5hi a-a+a-a+ ... + (-I)"" 

la- ... n juft bo'iganida S.=O. n toq bo'iganida S.=a. demak limS. mavjud emss ..... 
a" 0 bo'I5a va qator uzoqlashadi. Shunday qilib. geomctrik qator Iql < 1 da S = _a_ 

I-q 
yig'indiga yaqinlashadi va I~ ~ I da uzoqla5hadi. 

4 Q . " d' .. . I 1 I 1 , ator ylg m 151m topmg. - + - + - + ... + -(--) + .... 
1·2 2·3 3·4 nn+1 

.., h' h Q' ., " d' . S 1 1 1 
I ec IS. atommg n-xususly ylg m 151 • '" \.2 + N + ).4 + ... + n{n + I)' 

1 1 1 1 I 1 _ .. - 1- - -_. - - - - - - - - - - ------- = - - --
I ·2 - 2 • 2·3 - 2 3' 3·4 - 3 4'·.. n(n + I) n n + 1 ' 

1 1 1 1 1 1 lIn 
S = (1- -) + (- - -) + (- - -) + ... + ~ - -) = 1-- = -. 

• 2 2 3 3 4 n n+1 n+1 n+1 

Bundan limS. = lim-n- =1. ya'ni berilgan qatoming yig'indisi S = 1. 11- "--n+l 

Yaqialasbuvc:bi qatorlaraiD& IOIIIIIan, qatoraiD& yaqillla.bisb belpari 
I. Qatoming chekli sondagi hadlarini tashlab yuborish yoki qo'shish uning 

yaqinlashishiga ta'sir qilmaydi. 

2. Agar i:a. = S· • tho = S· yaqinlashuvchi qatorlar bo'isa. u holda t (a. + h.) 
~ ~ ~ .. 

yaqinlashadi va ~)a. + h.) = s· + S6 bo'ladi . 
• -1 

3.Agar yaqinlashuvchi qator va o'zgannas son c berilgan bo·lsa. u holda tea . ... . 
yaqinlashadi va LCD. '"' cS· bo'ladi . .. , 
I. Sonli qator yaqinlashishining Koshi a1omati. 
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fa, qator yaqinlashishi uchun. ixtiyoriy E > 0 da shunday N nomer topilsaki. 
-, 

barcha m > n > N lar uchun la, + a,., + ... + 0.1 < E shartning bajarilishi zarur va 

yetarlidir. 
1. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti: 

e 

Agar La" qator yaqinlashsa. u holda uning umumiy hadi nolga intiladi, ya'ni .. , 
lima, =0. -

S Q . . I h· h·· k h· . 1 1 I 1 . atommg yaqm as IS ml te s Inng. 1 + - + - + _. + -(--) + ... 
1·2 2·3 3·4 /I /1+1 

Yechish. Qator yaqinlashishining zaruriy shartiga asosan ~o" =0, 

~II--;[) = ~ - ~-:;t 
ekanligini hisobga olsak bu qatoming xususiy yig'indisi 

S. = 1 + t --~-- = 1 + t(! __ 1_.)=1 +(I-!)+(!- !)+ ... +( ! __ I ) '" 2 -....!...; 
,.,k(.l:+I) ,., k (k+l) 2 23 \11 /1+1 /1+1 

ko'rinishda bo'ladi. u holda limS. = li.J 2 - _1_) = 2 -lim-'-· = 2, shuning uchun bu 
,- .~ 11+1 -11+1 

qator yaqinlashadi va uning yig'indisi 2 ga teng bo'ladi. 

6. :t_"- qatomi yaqinlashishini tekshiring . 
.. ,/1+10 ·'0 

Yechish. Q = _/1_. lim _/1_ = 1 bo'igani uchun qator uzoqlashadi. 
, 11+10 '-11+10 

e 2" + 3' ... .. . . 
7. L .-~-- qatorlaml yaqmlashishml tekshmng 

•• , 6 

Yechish. a, = ~ = - + - = b, + C.' ~). va L c, qatorlar maxraji q < 2" 3' (I)" (I)' .. 
6 3 2 _1_' 

bo'igan geometrik progressiya tashkil qilgani uchun yaqinlashadi. Ulaming yig'indisi 
mos ravishda 

S. = -bL. = !, S, = I. Shuning uchun qator yaqinlashadi va yig'indisi 1,5 ga teng. 
I-q 2 

Quyidagi qatoming yig'indisini toping. 
III (-1)'-' 

8.1-
2

+ 4- i +··+--y:;- ... ·· 
1 I I 1 1 1 

9. (2+3)+(4"+9)+ ...... (2-"+3-")+··· 

10. ~+_I_+_I_+ ... + 1 + ... II. t-~ 
1·4 4·7 7-10 (3/1 - 2)(3/1+ I) ,.0411+ 811 + 3 

(Ko'rsalma: Umumiy had a~ oi elementar kasrlarga ajrating.) 

I I (I I) 
(3/1-2)(3/1+1) =3 3/1-2 - 3/1+1 . 

Qatorlaming uzoqlashuvchi ekanligini isbotJang: 
12. I - I + I - I + I - I + ... 
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(Ko rsa/ma. S. '" ) 
, {I. n-Ioq 

O. n-jufl 

13. I+.!. + .!.+.!. + ... +.!. + ... 
2 3 4 n 

1 1 1 1 
14. 1 + .fi + .J3 + J4 + ... + ..r;, + ... (Ko'rsa/ma. Koshi mezonidan foydalanamiz) 

I ~ ~ lin r;; 
15.ja. + ... +0" =fTn +"+'Ji;( Fn + ... + J2n = J2n = V'2' 

1 1 1 1 
16. ---r:==::' + ,...-:; + r;;-; + ... + + .... 

.;1·2 v2·3 ,,3·4 ~n(n+l) 

17.- 22. Qatorlaming yigi'ndisini toping. 

• 1 
17. L n(n-;l} -, 

• 1 __ _ 
18. ~ (3;=JX3-;"+ 2)' 

19. i:s.~+2" 
_, 10' . 

20. t~~~-
_,nl(n+lY' 

• 1 

21. L -(2~-IX2';-+Sr .. , 
• 6 

22. L (3n _ 2X3n + 4)' .. , 

123. Musbat belli qatorlar 

Agar ~:a. qatoming barcha hadlari 0. ~O bo'lsa, musbal hadli qator yoki 

qisqacha musbat qator deyiladi . .. 
Musbat qatorlar ~>. ning yaqinlashuvchi bo'lishi uchun uning qisrniy ... , 

yig'indilari ketma - ketligi {sol ning yuqoridan chegaralangan bo'lishi zarur va 
yetarli. 

Musbat qatorlami taqqoslash alomati. 
Ikkita i:a. va ~). musbat qatorlar berilgan bo'isin. ... ~, 

I) Agar n ning biror n.(n. ~ 1) qiymalidan boshlab barcha n 2 n. lar uchun Q. 5 b • .. 
tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda ~). qatoming yaqinlashuvchi bo'lishidan .. , 

., 
fa. qstoming ham yaqinlashuvchi bo'lishi yoki ~>" qatoming uzoqlashuvchi 
~ ~ .. 
bo'lishidan ~)n qaloming ham uzoqlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi . 

.. I 
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2) Agar n--.oo da ~ nisbat ushbu 1im~=k.(O:SkS __ ) limitga ega bo'isa 
b" "-hH 

k < ctJ bo'iganida tho qatoming yaqinlashuvchi bo'lishidan tao qatoming 
~ ~ 

yaqinlashuvchi bo'lishi, k > 0 bo'!ganda th. qatoming uzoqlashuvchi bo'lishidan 
-I 

~>. qatorning uzoqlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi . 
.. I 

3) Agar barcha n lar uchun Q
MI S b~1 tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda 

Q. b. 
~ ~ 

~). qatoming yaqinlashuvchi bo'lishidan ~>. qatoming ham yaqinlashuvchiligi 
,...1 ,,-I 

%) ., 

yoki ~>. qatorning uzoqlashuvchi bo'lishidan ~>. qatoming ham .-1 .-1 
uzoqlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi. 

23. Ushbu 1 + 2...;. _1 ___ 1_ ...... + 2. ... _1_+ ... qator yaqinlashuvchimi? 
1·: 1·:-3 1·:,],,, .". ,,,.1): 

Yechish: Bu qatorning yaqinlashuvchi ekanligi ma'tum bo'igan 
(S=I+!+.!. ... .!.+ +.!.=~-2) I+!.,..!.+.!.+ +.!..+ .. ·qatorbilan 

n ::1';1"':1'; l-=- :::1:'-- . .. :" 

laqqoslaymiz. ~""1 
1. ' 
1 1 

i 'I 
-<-
3 :1 
1 1 -c­
"'. :1 

• 1 1 ;<; 

~ c: .:,. .. . 
1 1 

:,,-1.': < :;. 

Berilgan qatoming har bir hadi yaqinlashuvchi qatorning mos hadidan katta 
emasligidan uning ham yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. 

24 . .!.. .... .!. +.!.. + ... + ~ + ... qator yaqinlashuvchimi? 
,T ... "! ,I '" 

Yechish: Bu misolni ! +! -;-! ~ ...... ~~ ... bilan taqqoslab yechish mumkin. 
1 z 3 PI 

~ 

Koshi alomati: Musbat hadli qatorlar La. uchun lim Va: =q mavjud bo'isin. 
,,-I --

agar q < 1 bo'lsa, qator yaqinlashadi; 
agar q > I bo'lsa, qator uzoqlashadi; 
gar q = I yaqinlashish haqidagi savol ochiq qoladi. 

25. t I 2 qatoming yaqinlashishini tekshiring . 
••• 4n + In + 3 

e 

26. ~>. qatorning yaqinlashishini tekshiring. 
pi 
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1) i(--/-)' 
owl n- +1 

• 1 

2) Lin' n 
.O! 

. (. ) .. 3) L _PI 

.. I n+1 

feelr;slr. I) lim Va: = lim +- = O. Qalor yaqinlashadi. .- ·-n +1 

2) lim ~'Q: = lim ~ = 0 . Qator yaqinlashadi. 
"..... .....Inn 

3) lim~J;'~ = li..J .-!!_). = 1;-(1 + !)-. = ,-1 < I. Qator yaqinlashadi . 
• - ~n+1 ~ n 
27. Qatoming yaqinlashuvchanligini isbot qiling va yig'indisini toping. 
mi' 1 

I) ?; ~T;-i;' 2) ~n ""'!'--+-I-ln-+-3-0' 

• 14 _ 
3) L4-9n!~14"~48' .. , • 1 

4) Lnl +5n+6' 
_I 

• 6 
5) L4~! -9' .. , • 1 

6) L9n! +3n-2' 
001 

• 7 
7) L 49,,-'-:;'7n::'I2' 

.O! 

• 24 
8) L9"nT =-12n_5' .. , 

• I 
9) L4n! ;32,,+63' .... 

• 1 
10)L~i' ... n 

• I 
II) L~I~~12' ... • 3 

12) L9nl +3n-2' 
.01 

• I 
13) L9~! +1s;~4' .. , 

• I _ 
14) L4~~4n'+35' .... 

• 7 
15) L 49,,! +7n:I2' 

.. I 

• I 
16) L n' + Is,;~ 56' -, 

• 6 
17) L9n"T"+6n_S' .. ' 

• I 
18) L4n! +16n-;jS' .... 

• 8 
19) L i6~!-=8n-IS' 

-I .. 
• 9 

20) L9111 + 2111-8' 
001 

• 1_ 
21) L I + I3n -~-42 ' .. , n 

• 7 _ 
22) L49n! +3511-6' ... 
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e 1 
23) LIIl +911+20' 

_I 

• 4 
24) L 4112 +411-3" 

-\ 

• 1 
25) L 911l + 2111+ 10' 

-I 

• 3 
26) L 911!-311-2' ... 

~ I 
27) L II!+II_I2' 

-I 

• I. 
28) LIIl+411+3' ... 

• I 
29) L II! +411' 

-I 

• I 
30) L II: +611+5' 

_I 

18. Qatoming YBqinlashishini tekshiring. 
• 1 1 \) ~ -Ig,.,.. 

i... 11 "II _I 

• 1 
3) L,,: -Inll 

•• 1 

c " 

5) LBrcsin(II' +3r)' 
-I 

• 2 
7) L 3-,+ II -t" ... 

9) i ~(/: -I} 
_I ;,In+3 

• 211+ I 
11) Lsin II! (II-.;:JY . -, 

· \ . \ 13)'t"'r sin -. 
i... .... 11 II -, 

• 1 sin \_. IS) Lv;.;:s 11-\ .. , 

17) f~+311 
•• 1 S· +n° 

· '/ 
2)L-~' 

"''111 +2 

• I 4) L)!arcIg~. 
.. I "II 4'111 

6) t(l- cos.!} 
_I II 

· (.r. } 8)~ ,';;:;-1 

10) iln ">5. 
•• , II' + 4 

• I + 3 
12) L 7"'"""'" arclg -",--. 

_,lJII+2 11- +5 

. 2.rr 
SIn---

14) i: -1f!.±l. 
•• 1 "'" n 

• 1 \ 
\6) L-·an:lgy=. 

_, 11-\ ~1I-1 

18) t_:":~_. 
... II +11+2 
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19) t{~~-~-
•• ,n +In'n· 

20) t{t; -I)~. .-, 

~ - 1 
21) L lJnurc/g~. ,., 22)t+~~· 

..." +sm2" 

• 1 
23) Ln.si\7. .. , 

• n) 
24) LIn ;1.;:t . ... 

25) t 2':'.!.~~_~ 
"., 3' + sin n . 

• I 
26) ~arc/g(n_l)1Jnl+l. 

27) tnl/g' a-. 
,,_I n 

• 1 
28) L ;=-cos2 6n· ... 

• n 
29) L ,,~l.t'~ T5· ... 

~ I . 1 
30) L~smTn . 

... 'In+1 

29. Qatoming yaqinlashishini tekshiring. 
I) t~~~. 2) tl.3.~ ..... (2n-I). 

_, II! •• , 3· (" + 1) 

3) t(n+1)! .-~ 
_, 3n + 5 2". 

5) t L~_~·~~_-}l 
•• , 7· 9 . 11 ..... (2n + 5)" 

7) t~~ 
_1 3" . 

. • n 

9) L(n+3)!· .-, 
• s· 

II) L4-;;! . • ·1 

13) i:("!~. 
•• , 2,,· 

• 

4) t 3' W 
.. , (/1+ 1)(· 

6) i: n!(2n + I)! 
_, (3,,)! . 

8) f(n+2)! 
-I ,," . 

• 2.5.8-.. .. (3n-I) . 
10) Lln 3.7.11 ..... (4,,_I) 

-I 

• 2n+1 
12) ~7:2-. 

s 
• arclg-

14) L __ ~n . 
... n! 
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• n" 16)t~ 15) Lrry-
_I n. _I 3" + 1 2n)( 

17) f 5"(n+ I)! . 
.. I (In)! 

IS) f(3n+ 2t 
owl 10" ·n-

• 
19) f 5n-I_. 

_,5'(n+I)! 
20) f( i )"n'. 

.. I 10 

21) i(n+I)~. 
... 1 n! 

22) i n~ +3. 
_I (n + I)! 

23) 'tn+2. 
_I II! 

24)f~· 
_I (n+I)! 

• 2" 26) f 3.S.7 ..... (2n+1). 25) L--
_I 5"(2n -I)" ... 2· 5 ·8 ..... (3n - I) 

27) f-~. e It 
2S) L(2n+l~g-; . 

•• 1 (3n)! ... __ 3 

29) f (n +,!l~. • II! 1 
30) L (l1g -; . 

".1 n. _I 2n. 5 

30. Qatoming yaqinlashishini tekshiring . 

. (n + 2 )" • ( n )"' I) L ---- 2) L -- . 
_I 311 -I _I 3n + 1 

3) f V;;(!!.=. 2. ) J, 

_I 2n+l· 
4) f(arcsin ~)" . 

owl 2n+3 

5) f("+ ~)". 
_, 2n 6) t,(,gf. r 

7) f( 2n )"' 
_I 411+3 

8) t(_n _)2,+1 
_I 3n+1 . 

9) f(~)"· 
... 311-2 . 

• ( 1 )lo 10) L arcsin -; . 
_I 2 
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ll) t ( ,!!.I )J" . 
,,' S" 

12) t("+~),, .~. 
_, /I S' 

• 1 )" 1 
13) ~(I + ~ . 4~ 14) i(2II+3)". 

.. , ,,+1 

r. n~.)" 

15) ~(i~+If. 16) i(S"-I)" 
.., Srr 

17) f(~~'/-4~:2)" 
,., 6,,--3,,-1 18) t,L,,:J. 

19) t.(arCSin~r 20) f(2"-I)" 
.. , 211 

21) f( arctg 2,,1+_J. ,., 22) t(2~' +1)" 
_, ,,-+1 

23) f(~1I+2)'("_Iy, 
"., 4,,-1 

24) tr ·t-·. ... 

25) t,(tg 2""+ 1 r- 26) f 4'("'!!")" 
,., II + 1 

27) f(~~~:+--"!!~)" 
... , 411' - 3" - 1 . 

28) t(211+2)·(n+lr. .., 3n+1 

29) f(~'!.=~)~. 
.. , 311+1 

..:! • II 

30) ~f2n' +1' ._ . 

Oal.mber alom.ti. Musbat hadli Ut+u!+uJ+ '.' +u.+ u._/+.. qator uchun 
U"+l 

keyingi hadning oldingi hadga nisbatining n cheksizga o'sgandagi limiti ~~ -:;;- - I 

mavjud bo'isin. U holda I) agar /< 1 bo'lsa qator yaqinlashuvchi; 2) /> 1 bo'isa. 
qator uzoqlashuvchi bo'ladi. 3) /=/ bo'iganda esa bu alomat qatoming 
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanligini hal qila olmaydi. 

Quyidagi qatorlaming yaqinlashuvchiligini tekshiring. 
31. aft =.!. 

'" V.C·L'_L. a-I. a - I 1 
~ .. RQII. ..- -, 11.'- -( -) ---

n~ "+1: ":(11"1) 

w. 



• 
IIm. __ ~ = \:m"_S -~-: -. = llm

n 
__ 2.... ... 0 < 1 qator yaqinlashadi. 

an . ""."+-1' ,,"1 

32. an=;' 
1/ It-· L • _+1 .-1 ~ n-I 1 
ltC IS,,: a.=.; a •. ,=:;;;;-=-::;;; 1Im,,_. ...11m._.-=:-<1 

l • .'. an 2". 

yaqinlashadi. 
s" 

33. a. =-;;; 
. s" I"',,,,. S";"I. 

Ytclt,sh: lImr. __ a. '";; - {cnlc.o)=IIm.~_:;;- "hmn _ .. -: _"" rJ: 

yaqinlashishning zaruriy sharti bajarilmaganligi sababli qator uzoqlashadi. 
J4. Dalamber alomati bo'yicha quyidagi misolni tekshiring. 

1+!+!+"'+~+ ... 
: J .. 

Yecltish: an=!; a.+,=.2-. demak./=Iim,. __ !II!.;. -lim
n

_ .. 2....; 
II ,,+1 .", ... +\ 

qator 

!.=lIm,._ • ...!..=lIm._.(l-2....)=I. ya'ni /=1 ekan. Lekin bizga ma·lumki. bu 
" "-1 ,,+1 

garmonik qator uzoqlashuvchi. 
35. Ushbu qatorga .!.. ... .!..+.!.. + ... + 1 Do/amber alomatini 

I·' i" .'., (:n-1J(:n.l: 

qo'llang. 

YtcMslt: Bizda an = (. 1)1(. 11; a.+,= _, )1 , n- lion.,. ~ ,,;:,.+1 (Zn.') 

/=lIm ~ = 11m (:"-1)(:"+1) -11m ~ - 1 
"-. Ill, "-. (2" +1)(:",.3) n -Ie : .. +J 

Lekin, bu qator yuqorida kO'rsatganligimizga muvofiq yaqinlashuvchidir. Bulardan 
ko'rinadiki, 1= J bo'igan holda qator yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchiligini 
boshqa usul bilan tekshirish kerak ekan. 

36. a •• ,=-I­
("·'1~ 

Yecltish: Dalamber alomati qatoming yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi 
ekanining aniqlashga irnkon bermaydi. Uning yaqinlashuvchiligini boshqa usulda 
tekshiramiz. 

I+...!;.+.!..-"-.!.. ...... +_1_...... 11m" a =0 
1·: :.J J.", ,,~ ..... 1) ~- •• 

bo'lgani uchun 

-.-' -, = ! -..!.. ekanligini hisobga olib, qatoming xususiy yig'indisi 
11 1,".1,. !'I ,.-1 
S =I+~·. -'- - 1..- r". (!-..!..) -1+(1- !)+(!'_!)' + ... + (!.-..!..) - 2 _.2.... u 

n ""k-11&"Jr"1~ k-l k 11.-1 2: J "".1 ".1 

( 1) 1 lImS"::::tm 2--.- =2- IIm--=2 
holda, .-... ,~. 11- 1 .-"11 - 1 

Shuning uchun bu qator yaqinlashadi va uning yig'indisi 2 sa teng . . " J7. a.=-; 

Y~cltislt: a.= ~; .. 
_<".-+11"·:' (".1:~.:n-1)1'I. (""1)" II !!w. 11m (1· I)~ 1 

O"·'-r,,+1\ = "':'"l.1~ --.. -,-i D'l",..,IZ." - n"'z -r-; .. ,> qator 

uzoqlashadi. 

Koshini.g integral alomati 
Musbat hadli u,+uz+uJ+ ... +u.+u •. ,+ ... qatorda u.=/(n)=/(:c) bo'lib 1M"> 0 

kamayuvchi funksiya bo'lsa, hamda J; f(x)dx yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda 
a,+az+ .... +a.+ ... ham alballa yaqinlashuvchi bo'ladi. 
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Mis"/: .:+!. +..!.. ... '" + _1_ + ... qator yaqinluhuvchimi? 
: 5 1G 11''''1 . 

" "." 1 ...... 1 1 1 • .... b I~C ,s : - .., - > - > ... > --:> ... hamda J --lim QT,,"xi 
: i 10 ,,' +1 1 .1+, .-.. , I 

=Um._. arctgb - QTCfgl - ~ -; = ~ demak. qator yaqinlashuvehi ekan 

.. 1 I I I I 
38. ~ n.2" =~+ 2.2 2 + 3.2) + ... + n.2" + .... 

~ I 
" "." I I k I" sha '" .. I I~C IS. Q'=~.2;s2-;;=b.e anlgl ray n'~2' qator max raJ I q="2<1 

bo'igan geometrik progressiya hadlari yig'indisidan iborat va u yaqinlashuvchi. 
Taqqoslash alomatiga ko'ra berilgan qator yaqinlashuvchi. 

I I I 
39. 1+-+-+"'+1+'" 

4 9 " 
'" I 

(Ko'rsatma. L-(--I-) qator bilan taqqoslash alomatini qo'Uang.) 
•• , n n+ 

I I I I I I 
40. 1+ -+ - + ... + -+ .... a ~ 2. 33. I + ~+ 7F.+ ... + -;r + ... r 3" nQ v2 V3 Vn 

Ko'rsatma. Taqqoslash uchun :t.!. garmonik qatordan foydalaniladi. 
-, " 

Oalamber yoki Koshi alomatidan foydalanib. qatorlaming yaqinlashishini tekshiring. 
I 21 32 n1 

41. -+---;-+-+ ... +-+ ... 
2 2' 2 2" 

Y~c";s". Oalamber alomatiga ko'ra lim a .. , = lim (n +1
1
)1 =.!. < I. Oemak, qator 

.. ......, Off ,......." 2 

yaqinlashuvchi. 
31 32 3' 3" 

42.3+---;-+-1 +-, + ... +-+ ... 
2' 3 4 n" 

y~c";s". Koshi alomatiga ko'ra limcfa: ,., lim _fr = lim 1 = 0 <I. Demalc., qator --- ...... V;; ...... n 

yaqinlashuvchi. 
100 lOOl lOOJ 100" 

43. - + --+--+ ... + --+ ... 
I! 2! 3! n! 

44. i: 2"~! 
... 1 n 

c 2-' 
47. ~(3n)" 

49. t _n_~ 
.. , (n+!r' 

2 

45 I 2! 3! 4! II! 
• + 21 + Jl + 4' + ... + n" + ... 

.. 3" n! 46·L-· _, nil 

• 4"-3 

48.~J"_3· 

• n!Q· 
50. L-. . a,te.a>O . 

... n 

m 



• 
Il.4.lshonsi almalhinuvcbi qatorlar. Leybnil teoremasi 

., 
Agar ixtiyoriy ,. uchun La. sonli qatoming a. va a •. / hadlari turli ishoraga ega 

.-1 
bo'lsa, bunday qatorga ishorasi almashinuvchi qator deyiladi va quyidagi ko'rinishda 
yoziladi. .. 

~)-l)"+lc • 
.. I 

bu yerda c. > O. 
Leybnis a/Otnllti: agar ishorasi almashinuvchi qatorda har bir had absolyut 

qiymati bo'yicha o'zidan oldingi haddan kichik va lim a. = Obo'lsa qator ..... ., 
yaqinlashuvchi bo'ladi. 

SI. Quyidagi qatorlami yaqinlashishini tekshiring. 

I) t{-Ijl; 2) t(-I)-\ 3)t(-li(n+I)"; 
... 1 n II.I~ _I n 

4) f (-Ir(n -I)"'~"; 
..0 n+ 1 

5) i)-It' n!e_". 
_I nil'" • 

6)f~(-lr 
.... 3' . 

. I I I . ~ (-It' . 
Yechtsh. 1) I> - > ... > - > ... va lim - = 0 bo'lgam uchun L ---- qator Leybms 

2 n -~n _, n 

alomatiga ko'ra yaqinlashadi. 
I I I . I ,"." ~ (-It' 

2) ~ > --,- > ... > c- > .... va 11m T = 0 bo Igaru uchun L----r--
..JI ~2 ~'n -'lin _, ...;n 

qator Leybnis 

alomatiga ko'ra yaqinlashadi. 

3) lima"=lim(~~)' = lim(1 +.1-)' =e .. O- qator yaqinlashishining zaruriy sharti 
-- II~ n ,. ..... n 

bajarilmaganligi uchun uzoqlashadi. 

~ _I)"~" (":!-'~(_" _10(-11 
4)1' _" - = lime ,., = lime ,., = lime-1' = O. qator yaqinlashadi. 

n + I "....... ....- .-.., 

" ~)' . - jP >! do 0; qatar yaqin/ashadi. 
5) 1· n!e \. n '-2' e \. ..J21D'1 2 Im- :: 1m - ..... ' JfI1--= Im-- s 

11-- n-" "e n" n' ......."1' 1 
P ~ - do 00; qatar uzoq/ashadi. 

2 

6) f -3~' cheksiz kamayuvchi (q < I) geometrik progressiya yaqinlashadi va t ~~ 
.... -

Leybnis teoremasiga ko'ra yaqinlashadi, demak berilgan qator yaqinlashadi. 
1 1 1 (-1)-' 

52. 1- J3 + .[s - .J7 +... + .J2n -1 +... 

\ I \ (-\)-' 
53. 1-'3'+51-?+"'+ (2n_I)2 + ... 
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I I 1 (-I)" 
54 -----+--- ... +--+ ... 

. 21n 2 31n 3 41n 4 "In" 

., I _I __ n 
55. L(-2") n+1 .-, 56. I<-I)"" 2n+1 

., n(n+ 1) 

57. I(-I)°" ~ 
•• 1 n! n(n + I) 

12.5. Ishorasi is:tiyoriy bo'lgan sonli qatorlar 

Agar tlo. qator yaqinlashuvchi bo'lsa, i:.a. qator absolyut yaqinlashuvchi 
-, 

deyiladi. 

Agar i:a. yaqinlashuvchi, lekin fla.1 uzoqlashuvchi bo'lsa, i:a. qator 
,,=1 .. , -, 

shartli yaqinlashuvchi deyiladi. 
Absolyut yaqinlashuvchi va shartli yaqinlashuvchi qatorlar orasidagi farq 

quyidagicha: Absolyut yaqinlashuvchi qatorlar asosan, hadlari tez kamayuvchi 
bo'lgani uchun yaqinlashadi. Shartli yaqinlashuvchi qator esa musbat va manfiy 
hadlar uchun yaqinlashadi. 

Absolyut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar bir-biridan keskin farq qiladi. 
Absolyut yaqinlashuvchi va shw::t!i yaqinlashuvchi qatoming xossalari ham bir­
biridan keskin farq qiladi. Absolyut yaqinlashuvchi qatorlar o'z xossalari bo'yicha 
chekli yig'indini eslatadi, bunday qatorlami qo'shish, ko'paytirish va hadlarini 
o'mini almashtirish mumkin. Shartli yaqinlashuvchi qatorlar bunday xossalarga ega 
emas. 

M 1 h I· . 1 h h' 1 1 1 1 (-1)"" . . asa an, s art I yaqm as uvc I - - + -3 - - + ... + -- + ... qatoml qaraymlz. 
2 4 n 

Uning hadlarini o'mini almashtirib, quyidagicha guruhlaymiz: 
1 1 1 1 1 1 1 1 Qa . 'da' k ' . . hd . (1- - --)+(--- --)+ (--- --)+... toml qUYI gl 0 nms a yozamlz: 
2 4 J 6 8 S 10 12 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 • • hadlari" .. 
(---)+(---)+(---)+ ... =-(1--+---+---+ ... ). ya nl qator m 0 mml 

2 4 6 8 10 12 2 2 J 4 5 6 

almashtirishdan uning yig'indisi 2 marta kamaydi. Ko'rsatish mumkinki ( Riman 
teoremasi ) shartli yaqinlashuvchi qator hadlarini o'mini almashtirish bilan oldindan 
berilgan ixtiyoriy yig'indini, hatto uzoqlashuvchi qatomi hosil qilish mumkin. 

12.6. Funluio.al qatorlar 
Hadlari x ning funksiyalaridan iborat bo'lgan 

u,(x)+ "1(.1')+ ... + u.{x) + ... '" I:u.(:r) qator funksional qator deyiladi . .. , 
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~ 

1) L In" x = In x + Inl x + In J x + ... 
11=1 

2) 
~ sin ra _. sin 2x sin 3x 
~-l- - Sin X + -2-+-1- + ... 
.. , II 2 3 

~ 

Agar ~:U.(x.) sonli qator yaqinlashsa. funksional qator x = Xo nuqtada yaqinlashuvchi ,., 
deyiladi. Funksional qator yaqinlashuvchi bo'ladigan barcha x lar to'plami uning 
yaqinlashish sohasi deyiladi. 
s.(.r)=u,(.r)+u,(x)+ ... +u.(.l) yig'indi funksional qato';'ing n - qismiy yig'indisi 

deyiladi. 
s(.r) = ~S.(.r) funksiya funksional qatoming yig'indisi deb. R.(.l)s S(x)- S.(x) ayinna 

esa qator qoldiqli deyiladi. 
59. Quyidagi qatorlami yaqinlashish sohasini toping. 
• x 

I) ~sin--' 
£.. 1" .. , 2) i:,e-'" 

-, 
1. X 

Yechish. 1) .. ,(x} = sin f: Ii,., (x) = sin 2~+1 : 
I () 510-, 

liml f ,., X = lim~':' < I. chunki 
..... f.(x)· .- . .r 

" 51n-
2" 

,,-+ CO~ ~ -+ 0 cheksiz kichik miqdor. u holda sin~, - ~-, • sin ~ - .!... U holda 
2" 2"' 2"' 2" 2" 

li."lf_,((.r)) = liJ~, : ~II =! < I. Demak, qator butun sonlar o'qida 
"~f • .r ·-12" 2", :'! 

yaqinlashadi. 

2) i:.e-'<'; 1I.(.r) = e-'<': .... ,(.r)= e-I •• ,~.; .. , 
x = 0 da ".{.l).1 ~ Oqator uzoqlashadi. 

lime-'!:"'} = {O agar.r > 0, 
...- co agarx<O . 

Funk.sional qatorning tdis yaqinlllsltislti 

-x><x<co da 

Agar yaqinlashuvchi i: .. .{.r) funksional qator uchun har qanday ,., 
c> 0 berilganda ham shunday N(c)topish mumkin bo'lsaki, ,,~N bo'lganda [a, bl 
kesmadagi istalgan x uchun R.(.r) < E tengsizlik bajarilsa, berilgan funksional qator [a, 
b] da tekis yaqinlashuvchi deyiladi. 

Veyenhtras alomari. Agar iu.(.l)qator uchun hadlari musbat sonli shunday .. , . 
Le, qator mavjud bo'lib, .lela, b] da I",(x~= c,bo'lsa, u holda funsional qator bu 
.,.1 

[a, b] kesmada tekis yaqinlashadi. 

60 cos x cos 2.l cos /'IX b h I h k' . I h'sh' . • -, . + '-,- + ... '" -,- +... qator arc a x ar uc un te IS yaqm as I Inl 
I' 2' 11-

isbotlang. 
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... ,,:"L () tOur 1 1 1 1 • 'n1ash hi .ec UIIJ. 'II. X =--,-'S--. va 1+-1+--.+ .. -+,+---qator yaql uvc 
,,- ,,- 2 3' ,,-

bo'igani uchun berilgan qator hareha r lar uchun tekis yaqinlashadi. 

Tem YIIf;IIIa/"",c/Ii I~ fI'IDrl"";", JCtWMII'; 
I) Agar telc.is yaqinlashuvchi fimksional qatorning hadlari [a, b) kcsmada 

uzlulc:siz bo'lsa, u holda uning yig'indisi S(.r) ham bu kesmada uzluksiz bo'ladi; 
2) Agar tekis yaqinlashuvchi funksional qatoming hadlari [a, b) kesmada 

uzIuksiz bo'lib, qatar bu kesmada tms yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda 
.. II • • •• 

jS(x)1r= jll,(x)1r+ jll!(.r)rtr+ ... + III.(x)1r+.-.= rjll.(x)1r, buyerda S(x) - qator 
• II • " .... 

yig'indisi: 

J) r JII.(.r)dr funksional qatoming had\ari [a, b) kesmada aniqlangan va bu 
-'. 

kesmada u:(x) uzIuksiz hosilalarga ega bo'mn. Agar bu kesmada berilgan 
qalor yaqinlashuvchi va uning hadlari hosilalaridan luzilgan 

rll:(Z)= 1I;(Z)+II;(.r) ...... +1I:(r)qator tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u hoIda funksional ... 
qatoming yig'indisi s(z) ham [a, b) kesmada bosilaga ega bo'ladi va S'(z)= rll:(z) . 

Quyidagi qatorlarni yaqinlasbish xankterini aniqlang. . 
61. ~)1-.r}:r •. OS:rSl. 

~ 

- x· 
63. ~ -,. -I S Z S I. L,,_ ... 

• 1 
65. r--. -2<z<--_ 

... x+2" 

r-cos". 67. ---,----. -<0 <:r<+«>. ... ,,-

• .r0 

62. L -, 0 <:r < --. 
...II! 

- 1 64. L-l-"I' -<0 < r <-. 
.. IX +If 

- ,,! I 
66. ~ -,- (z" +.r- ~ - S .I' S l 

... -.JII! 2' 

• sinllr 
68. ~ ___ , -<0 <:r < +«>. 

...lJ,,' + x' 

12.7. Ihlrwjali qatorllir . 
Co + c,(:r- a)+ ... +c.(.r-ar + ... = ~:C.(.r- Q)" 

..0 

... 

ko'rinishdagi qator darajali qIIor deyiladi, bu yerda cJ.." = 0, I, 2, ... ) - o'zgannaslar. 
Bu qatar chiziqli almashtirish yordamida . . ~. 

co+c • .r+ ... +c..r + ... = ~c..r ... 
qator ko'rinishiga Iceltiriladi. 
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• 
Darajali qalorning xossalari 

~ 

a) Agar J(x) - darajali qatoming yig'indisi bo'lsa, u holda f(x} = LC/ ning 
..... 

yaqinlashish oralig'i (-R; R) ichidagi ixtiyoriy [a, b] kesmadaJ(x) funksiya uzluksiz, 
darajali qatomi esa bu kesmada hadma-had integrallash mumlcin: 
" • II " 

Jf(x~= Jcod.r+ Jc,xd.r+ ... + Jc.x·d.r+ ... (*) 

b) yaqinlashish oralig'ida darajali qatomi hadma-had differensiallash mumkin: 
/'(x}=c, +2c:x+3c)x' + ... +nc.x-' +... (**) 

Bunda (*) va (U) qatorlaming yaqinlashish radiusi berilgan qatorlamiki kabi R 
bo'ladi. 

Abel teoremasi. Agar darajali qator biror x = xo '# 0 da yaqinlashsa, u holda u 

barcha I~ < 1.r,1 qiymatlarida absolyut yaqinlashadi. 
69. -2x+4.r) -6x' +8x' - ... +(-1)" ·2n·x:-' +... qatoming xe (-1;1) oraliqda 

yig'indisini toping. 
Yeclrislr. Qatomi ([0. x] bu yerda x e (-I; I» oraliqda integrallash geometrik 

qatorga olib keladi. - x' + x' - x6 + x" - ... + (-I)' Xl. + ... bu esa geometrik 

progressiyaning yig'indisini beradi. b, = _Xl, q = _Xl => S = ~ = . - Xl, . 
I-q 1 +.r-

Berilgan qatorga qaytarniz, uning yig'indisini esa Sex) ni differensiallab topamiz: 

(
XI)' --2x 

S'(x)= -1-;;> = -~ + x'Y· 
1 ) 

70. Qatoming x e (-I; I) oraliqda yig' indisini toping: x + ~ + ~ + ... 
2 3 

Yeclrislr. Qator yaqinlashish oralig'ida hadma - had differensiallanib geometrik 
qator ko'rinishiga keltiriladi. S'(x} = 1 + x + .I' + .II + ... , uning yig'indisi 

s=--'-- (b, =I.q=x). Qatoming yig'indisini [0; x] oraliqda (bundaxe(-I;I» 
I-x 

integrallab topamiz: 
• • d.r 

s(x)= Js'(x~= J-=-Injl-r 
• .1- x 

71-74. Qatorlami hadma - had differensiallab, yig'indisini toping. 
xJ 

J" Xl X' x7 

71. x + -- + - + ... 72. x - -- + _.- - -- +. 
3 5 3 5 7 

Xl x" 
73.1+-+-+ ... 

2! 4' 
x x' x' 74. -+-+-+ ... 

1·2 2·3 3·4 

75. Qatoming yaqinlashish sohasini toping. 

I) t~x· 
".1 n! . 

2) i~-!.".. 
_, n! 
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3) f. (n + I)i x~. 
".1 n! 

4) i: (n!Y x" . 
... (2n) 

• 2" 6)t(n+I).r". 5) L--- x". 
_, n(n+l) ... 2"(n' + I) 

7) t( n+~r ·x". 
• S' 

8) LTnX" . •• , n + 6 _, n 

• x" • 3" n! 
9)L~· 10) LnX. .. , _, n+1 

II)t--~;-· 
"., n In n 

12) t(I+!)"X·. 
_, n 

· . 
I3)L~fX". _, n+1 

14) t( ~ ),X". 
.... n+1 

15) t t_~x· .. • 1'1_-1 

16)L-· 
•• 1 " ... 3n 

• nl 

18) t !2n) x". 17) L--x·. 
_, n+1 ... n" 

19) t x~. 
,..! n 

20) i:~.~. 
_, (n+lr 

" 
• I • "ix-21) L--~-x·. 22)L()" 
... , (n+ Ir ... n+1 

• 3" • • x" 23) L ---!-. 24) L;;r). 
, .. ~n _, n+1 

-.,r" 26) t 2" x' . 25) r-x·. 
•• , n! ... ~(2n-I)3' 

27) f.(n+IYx". • 1':1...-1 
28) r--. 

_I 2" _,2/1-1 

29) i:.~. 
• 1 .. 1 

30) r-x-. 
.. ,/1·3 .. ,2n+1 

2Jt • 



• 
Agar qator biror x = xo ~ 0 da uzoqlashsa u bar.cha I~ > IXol da uzoqlashadi. 

Shunday R son mavjudki, (u 0 ham cr:I ham bo'lishi mumkin). 
a) I~ < R,(R .. 0) da qator absolyut yaqinlashadi. 

b) 1-rI> R.(R<<<» da qator uzoqlashadi. 
R soni darajali qatoming yaqinlashish radiusi, (-R, R) oraliq esa yaqinlashish oralig'i 
deyiladi. 
Darajali qatoming yaqinlashish radiusi quyidagi formul~lar bo'yicha topiladi. 

R I· 1 R I' I a.1 = Im::r-. = Im,-j' 
-va. ""°-11 

Darajali qatoming yaqinlashish oralig'ini aniqlang va oraliqning chekkalarida uning 
yaqinlashishini tekshiring. 

x! x) x' 
76. I + x + r + JP + .. , + n' + .... p > O. 

feelrislr. R = I~I . a. = Ii (n + I)' I = I. Shunday qilib, qator l~ < I da yaqinlashadi 
It a n" -I, , 

\ a I:cJ> I da uzoqlashadi. Endi oraliqning chegaralarida qatoming yaqinlashishini 

.. .. I I (-I)" 
tekshlramlZ. F araz qllayhk, x = -I, u holda qator I -I + 2P - Y + ... + 7 + .... 

Ishorasi almashinuvchi qator p > 1 da absolyut va 0 < p < 1 da shanli yaqinlashadi. 
1 1 I --

x = 1 da qatoming ko'rinishi: 2 + - + - + ... + - + ... va p > I da yaqinlashadi 
2' 3' n' . 

o < p < 1 da uzoqlashadi. 
x x 2 x) x" 

77 1+-+-2-+-)-+",+---+", 
. 3·2 3·3 3·4 3'(n+1) 

2x 4x 2 8x) 2" x" 
78 I+:-;-r.:'+~+~+"'+ 5- + ... 

• 31,,3 51..,3! 71..,3) (2n+I)13" 

79. f~ 
_. /I 

., (-I)"x' 
8O.I~ ,., 

'" I" 

81. L 2"n!' 
... 1 

., 
82. L(-1)"(2n+ 1)2X' 

.-0 

(x+I)2 (x+I») (x+l)" 
83. (HI)+--+--2-+"'+--' + ... 

2·4 3·4 n·4~ 

Ko'rsatma. I = x + I almashtirishni bajaring. 
84. (h-5)- (h-5)1 + (h-5») _ ... + (-I)-'(2x-5)' + ... 

3 5 2n-\ 

X x) x' (-I)' xll -' 
85. 1-5Ji+ Sl..{j- 5)J4+"'+' + ... 

232 



Y~ch;s". Yaqinlashish radiusini topish formulasi bartha t, ~ 0 OO'lganda 
o'rinli. Bu holda eu= 0, k ~ I. Dalamber a10mati bo'yicha qatomi har bir x uchun 
absolyut yaqinlashishga tekshiramiz: 

I ' •• 1 I 

r I~I=I~S"~~II=! ' .~ a .. .t~'-' S.l'· , . 
s'7r:i 

Demak. qator .tSI < I da yaqinlashadi va %5
1 

> I da (qator yaqinlashishining zaruriy 

sharti bajarilmaydi) qator uzoqlashadi. Shunday qilib berilgan darajali qator 
.tE (-.s..j) da yaqinlashadi. 
Quyidagi darajali qatorlaming yaqinlashish sohasini toping: 

'" (x-I)" 
86. ~(2n-lr 

88. i(1'-I)' 
.. , 2" 

90. t (2,r - 3)" 
,., 2n-1 

., n!x" 
92. L(n+l)" -, 

87. t. (.t+ I)" 
_, (2n-I)! 

89. t(nt)' .. , 
.. 

91. Lnlx .... ' .-, 

93. i: 2"-' Xl .... : .. , 
n.8. Funksiyani darajali qatorga yoyish 

Agar j(x) funksiya x = Q nuqtaning atrofida (n+ I) tartibligicha hosilalarga ega 
OO'lsa, u holda quyidagi Teylor formulasi o'rinlidir. 

/(x) = /(1'0)+ f(Xr;) (x-lO)+ r<Xr;) (.x-1O)1 + ... + f"'(Xr;) (1'-1'0)· +R,,(x) 
I! 2! n 

f'''''(x +8(1'-1' » 
buyerda R.(.l') = 0 0 (1'-1'0)"",(0<8<1). 

(n+ I)! 

RJ,.x}-Teylor formulasining Lagranj shaklidagi qoldiq hadi deyiladi. 

R,,(x) = [(1'0)+ f(Xr;) (x-xo)+ r<1O) (1'-1'0)1 + ... + f"'(1O) (1'-1'0)" , ko'phad y=j(x) 
I! 2! n 

funksiyaning n darajali Teylbr kO'phadi deyiladi. 
x = 0 da Teylor formulasining xususiy holi - Maklaren formulasi hosil bo'ladi. 

/(x) = /(0)+/(0) x+j(O) rz + ... +r'(O) x· +R,,(x) 
I! 2! n. 

bu yerda 
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• 
" = ' .... 1 (8x) x" (0<8<1) 
• ." (n+I)!' . 

Elementar funksiyalami Maklaren qatoriga yoyilmasi. 
• x Xl X" 

l) e = I +-+-+ ... +-+ ... (-<10 < X < CO) . 
I! 2! n! ' 

• X Xl X' Xl".' 
2) smx=---+-- ... +---+ ... (-<IO<x<IO)· 

I! 3! 5! (2n+I)! ' 
Xl X" Xl. 

J) cosx=I--+-- ... +(-I)"--... (-<IO<X<CO)' 
2! 4! (2n)! • 

X
2 

X.J ".1 X" 
4) Inx(l+x)=x--+-- ... +(-I) - ... (-1 <.lSI) 

2 3 n 
5) (I +1')" "I +~x+ m(III-I) x' + ... + "'(111-1) ... (",-,,+ I) r' + ... (-1 < r < I) 

I! 2! n! 

94. Elementar funksiyalami qatorga yoyilmasidan foydalanib, quyidagi 

funk ' I . . I' . () In 1+ .r slya amI daraJa I qatorga yOylng. f x = .',.- . 
I-x 

. () I + X x' .r l .r" x' fec/flsh: f r = In- = In(1 +.r)-ln(I-.r)=(x-- +.- - - +-, + ... )-
I-r 2 3 4 5 

.r2 Xl x" X, 2Xl 2x' 
- ( - x - -- - '- --- - -. - ... ) = 2x + - + --- + ... 

2345 35 .. 
: X'O 

95. f(x}=e" . 96. /(x) = '1-' 
-x 

97. - 114. Funksiyalami x nins darajalari bo'yicha darajali qatorga yoying. 

97. y=/,-1, 

99. 1 = r' cosr 

101. )' = In(5 + 2.r) 

I 
103. 1=,:7 

105. y = X',-l. 

107. y = (I +x)ln(1 +X) 

109. 1. ~~Q.+!1 
1+)' 

III y=e-·sin.r 

214 

x 
98. y=sin'2 

100. y = 10(1 + 51') 

102. y = .Jt-~~! 

3 
104. 1 = 4-1' 

1 06. y = rarctgr 

108. y= z~I1{!,-x) 
x' --

110. y" e' In(1 +.1:) 

112. y = xarclgr - In(1 + r1 ) 



113. y = (arCIgx r 114. y=ln(6+.r-.r!) • 

II~. Ba'zi funksiyalaming darajali qatorga yoyilmasi quyidagicha: 
I) 1 I 2 I 7 , 

Ig.r=:r+-:r + '-:r +--:r + ... 
3 15 315 

! J 

2) sin(:r + a) = sin a + :rcosa-:1'-. sin a _:1'-. cos a + ... 
2! 3! 
, , 

3) cos(:r + a)= cos a - :rsina- ~cosa +:1'-. sina + ... 
2! 3! 

4) 
, 1 1 , :r' 2 • 

COS".r=-+-cos2.r=I-:r"+---:r + ... 
2 2 3 45 

5) ( )' .I 3, 5 J 
1±:r,=I±-+-.r"±-.r - ... 

2 8 16 

6) ( )"! .I 3 , T 5 J I ±:r ! = 1+ - + - .I" T -:r - ... 
2 8 16 

, . ., j :r' .I' 31. ) 
7) e =<~1-2+6-720x + ... 

l • 

8) ,,0" =I ... x+~-~+ ... 
2 8 

Xl J 

9) e'" =1+x+-+:1'-. 
2 8 

10) In !.:!'! = 2:r+ ~x, + ~.x' + ~ x' + ... 
I-.x 3 5 7·. 

( 
-,-) ( '--..,.) .I' 3 I 5 , 11)lnx+,:r"+1 =-In..,!I+.r·-:r=.x--+-x --x + ... 

6 40 112 

.2 ,. 6 

12) lnisin:ri = In.l' _:1'-. - !....- - -!-- - .... 0 <::r < fr. 
6 180 2835 

:rl :r' :r' 17.1' 1r 1r 
13) In coSX' = - - - - - -- - -- - .... - - < :r < -. 

2 12 45 2520 2 2 

14) 1 , 7, 62. 1.1 11 In Ig:r! = In x: + -.I" + -.I + -:r + .... 0 < '"1 < - . 
3 90 2835 2 

• Mavzu YUZAsida. savollar 
I. Yaqinlashuvchi sonli qatoming yig'indisi deb nimaga aytiladi? 

2. Yaqinlashuvchi qatorlaming asosiy xossalarini sanab o'ting. 
3. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti qanday? 
4. Musbat hadli qator yaqinlashishining yetarlilik shartlari qanday? 
S. Ishorasi almashinuvchi qatorlaming yaqinlashishi qanday tekshiriladi? 

23~ 



• 
6. Qanday sonli qatorlar absalyut yaqinlashuvchi, qandaylari shartli 

yaqinlashuvchi deyiladi? 
7. Funksional qator nima? 
8. Funksional qatorning yaqinlashishi qanday tekshiriladi? 
9. Qanday qator darajali qator deyiladi? 
10. Darajali qatorning yaqinlashish sohasi qanday topiladi? 
11. Funksiya darajali qatorga yoyilishi uchun qJnday shartni qanoatlantirishi 

kerak? 
12. Teylor va Makloren qatorlari qanday qatorlar? 
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