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SO‘ZBOSHI

Jahon ta’lim tizimida matematika fanidan ma’lum bir soha
(xususan ijtimoiy gumanitar, iqtisod sohalari) talabalari uchun maxsus
darslik, o‘quv qo‘llanma yaratish yangilik emas. Bunday kitoblarning
o‘ziga xosligi quyidagilardan iborat:

— bir tomondan matematika — MATEMATIKALIligicha qolib,
fundamental fan sifatida matematik tushunchalar, aksiomalar,
teoremalarning uzviy bog‘lanishda mantiqiy izchilligida qat’iy bayon
qilinishi zarur. Talabalarda mantiqiy, algoritmik, abstrakt fikrlashlarning
sintezi bo‘lgan — matematik fikrlashni shakllantirishga xizmat qilishi
kerak;

— ikkinchi tomondan muayyan sohaning talab va ehtiyojlaridan
kelib chiqib, uning o‘ziga xos jihatlarini aks ettirishi lozim.
Talabalarning matematikani magsadli o°‘rganishini ta’minlash bilan birga
o‘zlashtirishini osonlashtirishi kerak.

Masalaning bu ikki tomoni ma’lum mutanosiblikda shunday
uyg‘unlashuvi kerakki, natijada kurs ma’lum sohaning muayyan
masalalarini yechishga retseptlar beruvchi darslik yoki talabalarda
«Matematika — faqat hisoblashlarni o ‘rganadigan fan» degan
tushunchani hosil qilmasligi kerak. Mana shu tamoyildan kelib chiqib,
matematikaga «tabiat hagidagi barcha bilimlarimizni sistemaga
soluvchi, tabiat va jamiyatdagi jarayonlarning matematik modellarini
0 ‘rganuvchi fan», deya ta’rif berilgan.

Ushbu darslik maxsus iqtisodchilar uchun yozilgan bo‘lib, ko‘p
hollarda matematik tushunchalarning iqtisodiy talgini berildi va
igtisodiy mazmundagi masala, misollar keltirildi.

Darslikda analitik geometriya va chiziqli algebra elementlari,
chiziqli fazo elementlari, limitlar nazariyasi, bir va ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyalarning differensial va integral hisobi, oddiy differensial
tenglamalar va gatorlar nazariyasi bayon qilingan.
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Darslikka mualliflarning Toshkent davlat iqtisodiyot universtetida
«Iqtisodchilar uchun matematika» fanidan o‘qigan ma’ruzalari asos qilib
olindi. Darslikning ma’lum bo‘limlarini yaratishda o‘z yordamlarini,
maslahat va fikr-mulohazalarini bergan «Oliy matematika»
kafedrasining  professor-o‘qituvchilari ~ S.S. Isamuhamedov, D.S.
Asraqulova, A.R. G‘ulomovlarga o‘z minnat-dorchiligimizni bildiramiz.

Mazkur kitob iqgtisodchilar uchun maxsus yozilgan dastlabki
o‘zbek tilidagi darslik bo‘lganligi uchun kamchiliklardan xoli bo‘lmasa
kerak. Kamchiliklarni bartaraf etish va kitobning sifatini yaxshilash
borasidagi fikr va mulohazalarini bildirgan kitobxonlarga mualliflar
oldindan o‘z minnatdorchiligini bildiradilar.



1. Tekislikda analitik geometriya
Tekislikda dekart koordinatalar sistemasi

Agar tekislikda biror tartibda belgilangan o‘zaro perpendikular
o‘qlar berilgan bo‘lib, unda birlik masshtab aniglangan bo‘lsa, u holda
tekislikda dekart koordinatalar sistemasi berilgan deyiladi.

O‘qlarning kesishish nuqtasi koordinatalar boshi, o‘qlarning o‘zi
esa koordinatalar o ‘qi deyiladi.

ys

d (0] x

Bunda Ox — abssissalar 0°‘qi, Oy — ordinatalar o‘qi deyiladi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasi va ixtiyoriy nuqta M
berilgan bo‘lsin. M nuqtadan Ox va Oy o‘qlariga perpendikular to‘g‘ri
chiziqlar o‘tkazamiz. Bu perpendikular to‘g‘ri chiziqlarning
koordinatalar o‘qi bilan kesishish nuqtalarini mos ravishda 4 va B
orqali belgilaymiz:

L

OA=x va OB=y sonlar M nugtaning bu sistemadagi koordinatalari
deyiladi va M(x;y) kabi belgilanadi.
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Tekislikda analitik geometriyaning sodda masalalari.
Ikki nuqta orasidagi nuqta
Tekislikda M,(x;y) va M,(x;»,) nuqgtalar berilgan bo‘lsin. Bu
nuqtalardan koordinatalar o‘qiga perpendikularlar o‘tkazamiz:

U holda |OB/=xz, [OA/=x1, [MiC[=[AB[=x2-x1, [M:C[=/DE/=y>y1.
Agar M,(x;y) va M,(x;y,)nuqtalar orasidagi masofani d orqali

belgilasak, u holda AMM,C dan  |MM,|=d =[x, %) +(»-n) -

|M1Mz]:d=\l(xz—x1)z+(}’z—}’1)2 ¢
(1)-formuladagi M,(x;y) va M,(x,;y,) nuqtalar orasidagi masofa
hisoblash formulasi deyiladi.
Masalan. Uc/hlari A(-7; 2); B(5; -3); C(8; 1) nuqtalarda bo‘lgan

ABC uchburchakning AB tomoni uzunligini toping.

Yechish: |4B|=|(-7-5) +(2-(-3))’ =14+25 =169 =13.

“~

Kesmani “berilgan nisbatda bo‘lish

Mi(x1;y1) va Mz(x2;y2) nuqtalar berilgan bo‘lsin. M;M> kesmani

M| nisbatda bo‘luvchi M(x;y) nuqtaning koordinatalarini

= oo

aniqlaymiz:



ammdecc e .-

M; E c
mmmmmmmees Foommeeee A
o A ! B e
2 —> X
X x X2
s . ’M,Ml_@ . lzx_xl .. .
Ma’lumki, ~——I ;| |BC yo X, —x Oxirgi munosabatni x ga
x +Ax
nisbatan yechib, * =—llji- Xuddi shu kabi y=z‘1:—%yi munosabat
aniqlanadi.
X +Ax N+iy,
= R ES 2
Demak, X 4 > 12 @)
. MM . .
(2)-formula M;M; kesmani /1=i lew: nisbatda bo‘luvchi M(x;y)
2

nuqtaning koordinatalarini aniqlash formulasidir.
A=1 bo‘lsa, M nuqta M;M:kesmani teng ikkiga bo‘ladi:

x:m , = yl + yZ .
2 2
Masalan. Uchlan 4(-7,9) va B(—4,—-3) nuqtalarda bo‘lgan kesmani
AC:CB=2 nisbatda bo‘luvchi C(x,y) nuqtaning koordinatalarini toping.
Yechish: A =2, x=:w=£=_5, y=w=

1+2 3. 1+2
Demak, C(-5;1).

1.

Uchburchakning yuzini hisoblash

A(x1;y1), B(x1,y2) va C(xs;y3) — nuqtalar ABC uchburchakning
uchlari bo‘lsin:



1 . 1 . 1 . .
Ma’lumki, S=5a-bsmq)=5AB~ACsm(a,—az)= EAB-AC(smalcosaz—51na2cosa,).

Lekin AB sin ai=y>-y1, AC cos a=x2>-x1, AC sin a;=y3-yi. U holda
£5, = [02 =205~ 5)- 0 -3 - 2}

Agar A(xiyr) uchburchak uchi koordinatalar boshi bilan ustma-ust
tushsa, u holda iSA=%-[y2'x3— ¥;,-%,] Bir to‘gri chizigda yotuvchi

uchta nuqta uchburchak tashkil etmaydi: Ss=0.
Demak, (yz—yi1)(xs—x1)—(ys—yi)(x2—x11)=0 uchta A(x1; yi), B(x2; yz) va
C(x3; y3) nuqtaning bir to‘gri chiziqda yotishi shartini ifodalar ekan.
Masalan. Uchlari 4(~7; 2); B(5; —3); C(8; 1) nuqtalarda bo‘lgan
ABC uchburchakning yuzini toping.
Yechish: iSA=%.[(—3—2)(8—(—7))—(1—2)(5—2)]. S, ic =36.

To‘g‘ri chizigning turli xil tenglamalari

Ta’rif. OXY dekart koordinatalari kiritilgan tekislikda yotgan egri
chiziq tenglamasi deb, bu egri chiziqda yotuvchi nugtalar koordinatalari
x va y ni bog‘lovchi tenglamaga aytiladi.

Umumiy holda egri chiziq tenglamasi F(x,y)=0 ko‘rinishda,
mumkin bo‘lgan hollarda y=f(x) yoki x=g(y) oshkor ko‘rinishdagi



tengliklar orqali beriladi. Bu yerda Fi(x,y), f(x,y) va ¢(y) funksiyalar egri
chizigni aniqlovchi qonun-qoidalami ifoda etadilar.

Endi berilgan A(x1y;) va B(xz2yz) nuqtalardan bir xil masofada
yotuvchi nuqtalarning geometrik o‘mini ifoda etuvchi tenglamani
topaylik.

K(x,y) nuqta 4 va B nuqtalardan bir xil masofada yotsin, u holda
Ka=(x-x} +(-») =J(x—x,) +(~y,] =KB

X-2xx1+xP+y?2yy1+y P =x?-2xx 2+ x 2P +y’=2yya+y 2 (2x2-2x  )x +

+(Q2yr-2y)y+ (P +yrP-xr—y7)=0.
Bu yerda, 2x>-2xi=a, 2y>-2yi=b, x’+yr-x’-y’=c belgilashlami
kiritsak, quyidagi tenglama hosil bo‘ladi:
ax+by+c=0 (1)

bu tenglamada a,b,c lar o‘zgarmas sonlardir. (1)-tenglama to‘g‘ri
chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. Bu tenglamaning ayrim maxsus
hollarini qaraymiz:

1) agar ¢=0 bo‘lsa, ax+by=0 yoki y =—% x, b#0, ya’ni to‘g‘ri chiziq
koordinata boshidan o‘tadi;

2) agar b=0, a+#0 bo‘lsa, x= —5 =const ya’ni to‘g‘ri chiziq OY o‘qqa
parallel bo‘ladi;

3) agar a=0, b#0 bo‘lsa, ¥= —g =const  ya'ni to‘g‘ri chiziq OX

0°‘qqa parallel bo‘ladi;



4) agar b=0 va c=0 bo‘lsa, x=0, ya’ni to‘g‘ri chiziq QY o‘q bilan ustma-
ust tushadi;
5) agar b#0, a=0 va c=0 bo‘lsa, y=0 to‘g‘ri chiziq OX o‘qi bilan ustma-
ust tushadi.

Agar (1)-tenglamada a#0, b#0 va c#0 bo‘lsa, quyidagini hosil -

. . x c c .
qilamiz ax+by=-c =>-c+—yc—=l, LT Tyt deb belgilasak
a b
i.'._}_)_:l_
m n

To‘g‘ri chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasini hosil gilamiz,
bu yerda |m| va |4 berilgan to‘g‘ri chiziqning koordinata o‘glarining
kesishidan hosil bo‘lgan kesmalar uzunliklariga teng bo‘ladi.

Agar (1)-tenglamada b#0 bo‘lsa, uni quyidagi ko‘rinishga olib
kelish mumkin: dx+by+c=0:>y=—%x—%, bu yerda —% = k,—% =d deb
belgilash kiritib, y=kx+d ko‘rinishdagi tenglamani hosil gilamiz. Bu
tenglama to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi deyiladi.
Tenglamadagi k& koeffitsient to‘g‘ri chizigning OX o‘qi bilan musbat
yo‘nalish bo‘yicha hosil gilgan ¢ burchakning tangensiga teng, ya’ni
k=tggp.

Endi A(x1y;) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini
topamiz, bunda burchak koeffitsienti k berilgan deb qaraladi. To‘g‘ri
chiziq tenglamasini y=Akx+d ko‘rinishda izlaymiz, u holda y;=k - x;+d
tenglik o‘rinli bo‘ladi, ikkala tenglikni hadma-had ayirib quyidagini
hosil gilamiz:

y=y =k-(x-x) 2)
A(x1,y1) va B(x2y2) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini
topaylik. (2)-tenglamaga ko‘ra, quyidagini hosil gilamiz:
. Y270
Y=y =k-(x,-x) yoki k %
k ning qiymatini (2)-tenglamaga qo‘ysak, quyidagini hosil gilamiz:
10



Y=h _*~%
Y= XX

Masalan 1. M;(2, 0) va M3, 4) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri

y_yl —_—_u.(x_xl) yoki
X =X

chiziq tenglamasini tuzing.
. X=X _ YN ¢ x-2_y-0
Yechish: P, formulaga ko‘ra 32 4.0 =
x-2_y
1 4

Masalan 2. C(1; 1) nugtadan o‘tuvchi va koordinata burchagidan
yuzasi 2 kv. birlik bo‘lgan uchburchak ajratadigan to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.

Yechish: lIzlanayotgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini kesmalarga
nisbatan yozib olamiz. £+{~ =1 g va b ni topish kerak. To‘g‘ri chiziq

C(l; 1) nuqtadan o‘tgani uchun uning koordinatalari bu to‘g‘ri chiziq
tenglamasini qanoatlantiradi:

l+l“lr ki at+b=ab
2B yoki a+b=ab.

1
Koordinata burchagidagi uchburchakning yuzi %S ="2-ab yoki

ab=+ 4. Shunday qilib, ikkita tenglamar sistemasini yechish kerak:
1 {a+b=4, {a+b:—4,
ab =4, ab =—4,;
Bu sistemalarni yechib:
)b=4-a, a(d-a)=4, a*-4a+4=0; a,=2, b =2.
2)b=-4-a, a(d+a)=4, a’ +4a—4=0; a,, =—2+2J2 a,=-2+22, b,=-2-2V2,
a, =2-2V2, b, =-2+22.

Demak, masala shartini qanoatlantiruvchi uchta to‘g‘ri chiziq
mavjud:

X, Y_ I x Yy _ 1
1)2+2 Y W23 Caialr ¢ 3) 2-272 2422
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Masalan 3. Ikki turdagi transport vositasi bilan yuk tashish

xarajatlari P=100+40Q va P=200+3Q funksiyalar bilan ifodalangan.
Bunda Q — yuz km lardagi masofa, P — pul birligidagi transport
xarajatlari. Qaysi masofadan boshlab ikkinchi yuk tashish mashinasida
birinchisiga qaraganada yuk tashish arzonga tushadi.
P=40+100
P=30+200
chiziglarning kesishish nuqtasini topamiz M(100; 500). Rasmdan
ko‘rinib turibdiki Op o°‘q bo‘yicha (xarajat narxi) qaralganda M
nuqtadan yuqorida ikkinchi mashina uchun sarf-xarajat birinchi
mashinanikiga qaraganada pastda joylashgan. Demak M(100; 500) dan
boshlab uning yuqori qismida ikkinchi mashina xarajatlari kam bo‘ladi.

Yechish: { tenglamalar sistemasini yechib to‘g‘ri

O 100 200 300

Masalan 4. Har oydagi o‘zgarmas xarajatlar 10000 pul birligi
(p.b)ni, o‘zgaruvchi xarajatlar 30 p.b.ni, bir yillik mahsulot uchun
tushum 50 p.b.ni bilgan holda foyda funksiyasini tuzing va grafigini
chizing.

Yechish: x birlik mahsulot ishlab chiqarish uchun jami xarajatlar C(x)
o‘zgarmas F va o‘zgaruvchi ¥V xarajatlardan iboratdir. C(x)=F+V.
Umumiy daromad yoki tushum: R(x)=p-x. Bu yerda, p — bir yillik
mahsulot narxi x —sotilgan mahsulot miqdori.

Sodda holda o‘zgaruvchan xarajatlar xishlab chigarish mahsulot

miqdoriga to‘g‘ri proporsional.
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C=b+ax. y
Bu yerda, b— o‘zgarmas xarajatlarni,

a— proporsionallik koeffitsienti bir birlik 10000 " Cx)
mahsulot ishlab chigarish uchun sarflan- i 500 -
gan o‘zgaruvchan xarajatlarni ifodalaydi. B R(x) x
Masala shartiga ko‘ra F=10000, V=30 - x, C(x)=10000+30 - x,
R(x)=50 - x

Shunday qilib, foyda: P(x)=R(x)-C(x) P(x)=50x-30x—10000=20x—1000

x ning 500 dan kichik giymatlarida, ya’ni mahsulot hajmi 50 sh.b.
(shartli birlik) dan kam ishlab chiqarilsa, ishlab chiqarish zararli.

x=500 sh.b. hajmda foyda ham, zarar ham yo‘q. x ning 500 dan
katta qiymatlarida ishlab chiqarish foydali.

To‘g’ri chiziqqa doir asosiy masalalar.

To‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak

y=kx+d, va y=k,x+d, to‘g‘ri chiziglar berilgan bo‘lsin. Bu
to‘g‘ri chiziglar kesishish nuqtasi atrofida, birinchi to‘g‘ri chizigni soat
strelkasiga teskari yo‘nalishda aylantirish natijasida to ikkinchi to‘g‘ri
chiziq bilan ustma-ust tushguncha hosil bo‘lgan burchak ¢, ikki to‘g‘ri

chiziq orasidagi burchak deyiladi.

71
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g0, —tgp, _ Kk -k
1+igp, -1gp, l+k, -k~
Agar ki=k: bo‘lsa, 1g¢=0, ya’'ni ¢=0 ekanligidan, to‘g‘ri
chiziqlarning parallel ekanligi kelib chiqadi va, aksincha, agar to‘g‘ri
chiziqlar parallel, ya’'ni @, =@, bo‘lsa, ig@¢ =0 va, demak, k>=k; ekanligi
kelib chigadi.
Demak, to‘g‘ri chiziqlarning parallellik sharti, k;=k; ekan.

Endi, agar to‘g‘ri chiziglar uchun ¢, - ¢, =%, ya’'ni ¢=§ bo‘lsa, u

P=0,~p, =gP=

b 4 T 1
holda @, =—+@, va 1g@, =tg(“+¢1)=—dg¢1 == > 8@, tgp, =-1
2 2 2o,

ekan, demak, agar ikki to‘g‘ri chiziq o‘zaro perpendikular bo‘lsa
k, -k, =~1 tenglik o‘rinli bo‘lar ekan. Aksincha, agar %, -k, =-1 bo‘lsa, u

1 1
holda k. = P yani 8¢ =- o —cgp = tg(%ﬂl’l ) demak,
1

1
o-@ =% bo‘lar ekan, ya’ni to‘g‘ri chiziqlaming perpendikularlik sharti

k, -k, =-1 tenglik orqali berilar ekan.
To‘g‘ri chiziqlar umumiy ko‘rinishda berilgan bo‘lsin:
ax+by+c, =0
a,x+b,y+c,=0
b
U holda bu to‘g‘ri chiziglarning parallellik sharti :—’ = ZL tenglik orqali
2 2
beriladi, ularing perpendikularlik sharti esa a,-a, +b,-b, =0 tenglik
bilan ifodalanadi.
Agar qaralayotgan to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘imasa,
ax+by+c =0
a,x+b,y+c, =0
tenglamalar sistemasi yechimi shu to‘g‘ri chiziqlaming kesishish
nugqtasidan iborat bo‘ladi.



Nugtadan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofa

Endi berilgan M{(xo,y¢) nuqtadan ax+by+c=0 to‘g‘ri chiziqqacha
bo‘lgan masofani topaylik. To‘g‘ri chiziq tenglamasini y=kx+d

ko‘rinishga keltiramiz, k:—%, d=—%. Berilgan M nuqtadan o‘tib y=kx+d

to‘g‘ri chiziqga perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi: ¥y -~ ¥, = —;(x - X,). Quyidagi sistemani yechamiz,

y =kx +d 1

1 Sk +d—y, =——(x%— %) = E'x, —ky, +kd =—x, +x, =
Nh=W = ~;(x, —%) k
- - 2 _ L2 2
:x|=x0+l;:y0 kd:>y1=k-x"+lgy" kd+d=kx°+k Yo 2kd+k d+d _
k*+1 k*+1 k°+1

kg +kly, +d
K +1

y M (%> ¥0)
y=hkx+d
/ ) "
/ x

Sistema yechimi (x,»,) bilan aniglanuvchi B (x, y,) nugta va M (x,,y,)

nugqtalar orasidagi masofani topamiz:
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xo +hy,—kd __ )’ +[kx0+kzyo+d]2 _
0

MB = J(x, ~x,)* + (3, = 3,)} =\/( K+l k41

) V(xo +hyy —kd —kPxy = x3)7 + (ko +k2yo +d —k2y, = y,)°  Jlhkxo +y, +d)2 (K2 +1) ]

k2 +1 k*+1

a c
[kxo—y°+d‘=’ ;xo Yo Zizlaxo"'byo*‘cl

Vi +1 ‘[(_%)ZH Ja + 8

Demak, M(xs, yg¢) nuqtadan ax+by+c=0 to‘g‘ri chizigqacha
bo‘lgan masofani d deb belgilasak, ushbu
lax, + &yy + cf
\/ a?® + b2

d =

formulani hosil qilamiz.
Masalan. 3x+y—6=0 to‘g‘ri chiziq va A(-3, 1), B(3; 3) nuqtalar
orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchakni aniglang.
Yechish: A(-3; 1) va B(3; 3) nuqtalar orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasi

=k=

1=-3k+b 2b=4 1
b=2 3

y = kx+b bo‘lsin, u holda {3 =3k+b

1
Demak, y = -3x+6va y= 3 2 to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchakni

1
~3_=
(4
aniqlaymiz. g¢ = 43 13 = 9= ekanligi kelib chiqadi.

Talab va taklif gonuni
Iste’molchining bozordan sotib olmoqchi bo‘lgan mahsulot

miqdori shu mahsulotning narxiga bog‘liq. Sotilgan mahsulot narxi va
miqdori orasidagi bog‘lanish talab funksiyasi yoki qonuni deyiladi.



Ishlab chiqaruvchi sotuvga chigargan mahsulot miqdori ham shu
mahsulotning narxiga bog‘lig. Sotuvchi chiqarilgan mahsulot narxi va
miqdori orasidagi munosabat taklif funksiyasi yoki qonuni deyiladi.

Eng sodda holda bu funksiyalar chiziglidir.
P % D-talab qonuni;
§ - taklif qonuni;
x—mahsulot miqdori;
p—-mahsulot 1 birligining narxi.

Agar ikki xil: p,, p, narxlardagi ma’lum mahsulot uchun sotuv
miqdori: x;, x, ma’lum bo‘lsa, shu mahsulotga bo‘lgan talabning
chizigli funksiyasini tuzish mumkin:

p—n =u(x—xl)
Xy =X

Talab va taklif funksiyalarining egri chiziglari kesishgan (x,; v,)
nuqta bozorning shu mahsulotga nisbatan muvozanat nuqtasi deyiladi.
Po —bozorning muvozanat narxi, X, —bozorning muvozanat miqdori
deyiladi.

Agar talab funksiyasi p(x) ma’lum bo‘lsa, umumiy daromad R=xp(x).

Ko‘p hollarda hukumat aholi ma’lum mahsulotni imkonli narxlarda
olishi uchun shu mahsulotga ¢ soliq belgilaydi yoki shu mahsulotga S
subsidiya (subsidiya — ....) €’lon giladi.

Chizigli modellardan foydalanilganda, mahsulotning bozordagi P;
narxi shu mahsulotga bo‘lgan talabni aniqlasa, taklifni esa ishlab
chigaruvchi qabul qilgan. P narx aniqglaydi. Bu narxlar o‘zaro quyidagi
munosabatda P, =F+t, p,=ps—S.

Bu yerda, ¢+ va § — bir birlik mahsulotga belgilangan soliq va
(subsidiya — ....). N



Demak, soliq yoki (subsidiya — ...) kiritilishi D talabni
o‘zgartirmaydi, lekin taklif funksiyasi ¢ birlik yuqoriga (§') yoki S
birlik pastga (S") parallel siljiydi.

Ba’zan subsidiya o‘rniga eng quyi narx miqdori kiritiladi. Bu holda
hukumat x; —x, migdordagi ortigcha mahsulotni sotib oladi.

Ba’zi soliqlar, masalan QQS (qo‘shimcha giymat solig‘i) narxga
proporsional. Bu holda taklif funksiyasining Ox o‘qi bilan kesishish
nugqtasi o‘zgarmasdan, uning 0x o‘qqa og‘ish burchagi o‘zgaradi.

D
+H—

v

X x

(=]
=
o

Masalan. Ma’lum mahsulotga bo‘lgan talab va taklif qonunlari
quyidagi munosabatlarda aniqlansa: p=—2x+12, p=x+3.
a) bozorning muvozanat nuqtasini aniglang;
b) 3 sh.b. soliq kiritilgandagi muvozanat nuqtasini aniqlang;
d) mahsulot hajmi 2 marta oshishi uchun ganday subsidiya e’lon
qilinishi kerak?
e) 20% li proporsional soliq kiritilgandagi muvozanat nuqtani va
hukumat daromadini aniqlang;
/) hukumat mahsulot birligiga 7 sh.b.ga teng eng quyi narxni belgiladi.
Ortiqcha mahsulotni sotib olish uchun qancha miqdordagi pul birligi
kerak?

Yechish: a) bozorning M muvozanat nuqtasini aniglaymiz:

p=—2x+12 x+3=-2x+12
p=x+3 3x=9, x=3, p=6

Demak, bozorning muvozanat nuqtasi M(3; 6)
18
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b) agar r=3 miqdoridagi soliq Kkiritilgan bo‘lsa, u holda bozoming
muvozanat nuqtasini topish uchun tenglamalar sistemasi quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:
D: p,=-2x+12, §: p;=x+3, F =ps+3.
Bozordagi pr narx va ishlab chiqarishlarning ps narxlari orasidagi
munosabatdan foydalanib bozorning yangi muvozanat nuqtasi uchun
Pr=—2x+12

quyidagi tenglamalar sistemasini hosil gilamiz: {
Ps=x+6

Bu sistemani yechib, yangi muvozanat M’(2; 8) nuqtani topamiz.
Demak, mahsulot birligi uni #=3 miqdordagi soliq belgilansa, bozorning
muvozanat narxi 2 birlik ortib, muvozanat hajmi 1 birlik kamayar ekan.

d) agar subsidiya taqdim etilgan bo‘Isa, u holda bozorning muvozanat
nugqtasini aniqlash uchun tenglamalar sistemasi

D: p,=-2x+12, S: py=x+3. Po=p;-S.

Masala shartiga ko‘ra yangi sotuv hajmi 3+2=5 birlikka teng.
Sistemada x=5 ni qo‘yib: p; =2, p;=5. S=p,-p, =5-2=3.

e) agar soliq 20% ni tashkil qilsa, u holda bozor narxi 120% ni tashkil
etib, bundan 100% ni mahsulot yetkazuvchilar, 20% ni davlat oladi.

Demak, mahsulot yetkazuvchilar quyidagicha miqdorda olishadi:

0 s
120: pT 6pT‘

Talab funksiyasi o‘zgarmasdan qoladi, taklif funksiyasi o‘rniga

Ps=

5 . .
Ps = gl’r munosabat olinadi:



{Pr =-2x+12

5
=pr=x+3
6 Pr
Bu sistemani ochib, »* yangi muvozanat nuqtani topamiz:

—2x+12=§x+§, x=2§, p,.=6é , M’ 22; 6é .
5 5 8 4 8 4

Ko‘rinib turibdiki, davlatning R daromadi
| » shtrixlangan to‘rtburchakning yuziga teng
0" 22 b * miqdorga bo‘ladi.

/) agar mahsulot eng quyi narxda belgilangan bo‘lsa, talab va taklif
tenglamalaridan talab va taklif hajmlarini aniqlash mumkin. Ularning
orasidagi farq davlat tomonidan qoplanadi. Demak, masala shartiga
ko‘ra p=7,uholda

xg=p-3=7-3=4, xP=lzT—p=l—22_—7=2.5,

Hukumatning xarajatlari esa (x; —x,)- p=(4-2.5)-7=105.

Koordinatalarni almashtirish.
Qutb koordinatalari

Qutb koordinatalar sistemasi berilgan, agar tekislikda biror O
nuqta — qutb boshi, shu nuqtadan o‘tuvchi OA to‘g‘ri chiziq — qutb
o‘qi va masshtab birligi berilgan bo‘lsa. Qutb koordinatalar
sistemasidagi M nuqtaning vaziyatini qutb boshidan shu nuqtagacha
bo‘lgan masofa r=|OM| qutb radiusi va qutb radiusi bilan qutb o‘qi
tashkil etgan burchak @ qutb burchagi bir giymatni aniqlaydi. Qutb

o‘qiga nisbatan soat strelkasiga teskari yo‘nalishdagi burchak musbat,
20



soat strelkasi bo‘yicha burchak — manfiy burchak deyiladi. Qutb
burchagi bir-biridan 27zn ga farq qiluvchi cheksiz ko‘p burchaklar
qabul qiladi. 0<@<27z shartni qanoatlantiruvchi burchakka bosh

qutb burchagi deyiladi.

M(r;p) yozuvi rva ¢ qutb koordinatali M nuqtani anglatadi.

Oxy dekart sistemaning boshini O qutb sistemasining boshi
bilan ustma-ust tushadigan va qutb o‘qini abssissalar 0°‘qining musbat
yo‘nalishi bilan ustma-ust tushadigan qilib joylashtiramiz.

M nuqta dekat sistemada x va y koordinatalarga, qutb
sistemasida esa r va ¢ koordinatalarga ega bo‘lsin. U holda M
nuqtaning dekart va qutb sistemalaridagi koordinatalari quyidagicha

munosabatda bo‘ladi.
x=rcos@, y=sing qutb sistemasidan dekart sistemaga o‘tish formulasi,

r=,/x2+y2, cos¢=£,sin¢=z tg¢=£,0$¢_<_27r, 0<r{+ow dekart
r y

’
r

Sistema-dan qutb sistemasiga o‘tish formulasi.

vyt
y o MGy
[}
7
]
' -
(0 x X a

Masalan. A(-1; J3) nuqtaning qutb koordinatalarini aniqlang.
Yechish:  x=-1, y=3. r=y{-1¥+5 =2. A(-1; B) nuqta

koordinatalar sistemasining ikkinchi choragida yotgani uchun

1 2 5
tg¢=——\/—§, ¢7=—Z- (2; ?ﬂ-]
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Koordinata o‘qlarini parallel ko‘chirish

Ikkita dekart koordinatalar sistemasida bir xil ismli o‘glar
parallel, bir xil yo‘nalgan va o‘qlarning har birida bir xil masshtab
birligi aniqlangan bo‘lsin. «Yangi» koordinatalar sistemasi «eski»sini
parallel  ko‘chirishdan  hosil qilingan  bo‘lib, (x,;¥,) yangi
koordinatalar sistemasining eski sistemaga nisbatan koordinatalari
bo‘lsin. U holda, quyidagi chizmaga ko‘ra:

x =x"4+ x4
— (1)
¥y Y + ¥y,
(1)-tenglikdan koordinatalarni almashtirishning o°‘glami parallel
ko‘chirish formulasi hosil bo‘ladi.

Koordinata o‘glarini burish

Tekislikda umumiy koordinata boshi O nuqta bo‘lgan Oxy (eski)
koordinatalar sistemasi va bu sistemani a burchakka burishdan hosil

qgilingan Oxy'(yangi) koordinatalar sistemasi berilgan  bo‘Isin.
Tekislikdagi ixtiyoriy M nuqtaning eski koordinatalarini yangi
koordinatalari orqali ifodalovchi formulani keltirib chiqaramiz:
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Ya

~

o C

Bu holda, yuqoridagi chizmaga ko‘ra OC=0D-4B, CM=BD+MA
bo‘lganida o‘qlarni burish formulalarini hosil gilamiz:
x=x'cosa — y'sinx
i ’ 2
y=x'sma+ y'cosx

IKkinchi tartibli egri chiziglar: aylana, ellips, giperbola,
parabola va ularning kanonik tenglamasini hosil qilish

Ta’rif. Tekislikda berilgan M (x, y,) nuqgtadan bir xil R masofada
yotuvchi barcha nuqtalarning geometrik o‘mi aylana deyiladi. Berilgan
M (x, y,) nuqta aylana markazi, R masofa esa aylana radiusi deb ataladi.

Markazi M(x,,y,) nuqtada va radiusi R ga teng bo‘lgan aylana
tenglamasini keltirib chiqaraylik. B(x, y) nuqta aylanada yotuvchi nuqta
bo‘lsin. U holda, ta’rifga ko‘ra aylana tenglamasi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

MB=V(x—x0)2+(y—yo)2 =R  yoki (x—xo)2+(y—)’o)2 =R’ 1)
(1)-tenglamada sodda almashtirishlarni bajarsak, aylana tenglamasini
X+ +mx+ny+p=0 )



ko‘rinishga olib kelish mumkin. (2)-ko‘rinishdagi tenglamadan (1)-
ko‘rinishdagi tenglamaga o‘tishi uchun (2) da to‘liq kvadratlarni ajratish
kerak bo‘ladi, u holda m* +n* —4p >0 shart asosida

2 2 2 2
x+ﬂ + y+£ _MJE:RZ
2 2 4

tenglamani hosil qilamiz.

Masalan. Quyidagi tenglama bilan berilgan aylana markazining
koordinatalari va radiusini toping: x*+y* -8x+6y—11=0.

Yechish: Hadlarni  guruhlab, to‘la  kvadrat  ajratamiz:
x*—8x+16-16+y* +6y+9-9-11=0  yoki (x—4)* +(y+3)? =36.
Bundan aylana markazi C(4; —3) va radiusi R = 6 ekanligi kelib
chiqadi.

Masalan. A(-4; 1), B(2; 7), C(8; 1) nuqtalardan o‘tuvchi aylana
tenglamasini tuzing.

Yechish: (1)-formulaga ko‘ra va 4, B, C nuqtalar aylanada
yotganligi uchun wularning koordinatalari bu  (1)-tenglikni
qanoatlantiradi:

(—4—.1’0)2 +(1_)’o)2 =R’
(2""0)z +(7‘YO)2 =R
@—x, ) +(-y,) =R*

Birinchi tenglamadan ikkinchisini, keyin wuchinchisini ayirib
(mustaqil) xo=2, yo=1, keyin esa bu sonlarni bironta tenglamaga qo‘yib
R=6 ckanligini topamiz. Demak, aylananing umumiy tenglamasi (x—2)?
+(y—1)? = 36 bo‘ladi.

Ta’rif. Ellips deb tekislikda berilgan ikki nuqtagacha bo‘lgan
masofalar yig‘indisi deb avvaldan berilgan o‘zgarmas songa teng
bo‘lgan barcha nuqtalarning geometrik o‘rniga aytiladi.

Ta’rifdagi ikki nuqta ellipsining fokuslari deyilib, berilgan
o‘zgarmas son fokuslar orasidagi masofadan katta bo‘lishi kerak. Endi
ta’rifdan foydalanib ellips tenglamasini hosil qilaylik. Soddalik uchun

ellips fokuslari OX o‘qda, koordinata boshiga nisbatan simmetrik
24



joylashgan deb olamiz. Ya’ni F: va F? lar ellipis fokuslari bo‘lsa, ular
E(—,0) va F,(c,0) (c >0) ko‘rinishda deb olamiz.

Agar ta’rifdagi o‘zgarmas sonni 2a(a>(0) deb olsak, 2a>FF,,
ya’ni 2a>2c yoki a>c shart o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi. Agar
M(x,y) nuqta ellipsda yotsa, u holda, ta’rifga ko‘ra MF, + MF, =2a
tenglik o‘rinli bo°lishi kerak. Ya’ni
ME, + MF, =\J(x+c) +y* +(t=cf +y? =2a=(x+cf +y? =2a-f(x-c) +)* =
S(x+c) +y =4a’ —4a(x-c)’ +y* +(x-c)} +y 2 4a|(x—c) +y* =4a’ -4 >

::>a2[(x—c)2 +yZ]=(a2 —cx)z Salx’ -2’ +a’c’ +aty’ =a' -2’ ax + P o
2
:>(a2 —cz)vc2 +a’y’ =a2(a2 —cz):>x—2+ zy ~=1
a a-c
a > c bo‘lgani uchun a’-c? =5’ deya olamiz, u holda ellipsning ushbu
2

. TP - N,
kanonik tenglamasini hosil gilamiz: e 1 3)
(3)-tenglama bilan berilgan ellips koordinata o‘qlariga va koordinata
boshiga nisbatan simmetrik bo‘ladi. a va b musbat sonlar deb qaralib,
ular ellipsning yarim o‘qlari deyiladi. (3)-tenglamani keltirib chiqarishda

a>b edi, shuning uchun uning fokuslari OX o‘qida joylashgan bo‘lib,

fokuslar koordinata boshidan c=+va’>-b* masofada yotadi. 5 =g<1

nisbat ellipsning ekssentritsiteti deyiladi. Ellipsda yotgan M(x,y)
nuqtadan fokuslargacha bo‘lgan masofalar fokal radius-vektorlar deb
nomlanib, ular quyidagi tenglik orqali topiladi: r, =a-&x, r,=a+¢x.

y4 M(xy)
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Agar (3)-tenglamada a <b bo‘lsa, ellips fokuslari OY o°‘qda joylashib,
c=Vb*-a*, e= %, n=b-gy, r,=b+ey tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
Masalan 1. 9x* +25y* =225 ellips berilgan. Uning yarim o‘qlari,
fokuslari koordinatalarini, ekssentritsitetini, direktritsalari tenglamalarini
toping.
Yechish: 9x* +25y* =225 ellips tenglamasini kanonik ko‘rinishga
2 2
keltiramiz: %5—+29— =1. Bundan a=5, &=3 va o‘qlari a>b bo‘lganligidan
*=a*-b'=16, c=+4. Fokuslari esa Fi=(4; 0) va F:=(4; 0),

2 2
el er e Ja® -~ 4 . . . .
ekssentritsiteti e=<=2% . b =5 va direktritsalari tenglamalari esa
a
25 C e q. .
y=i§=i%=i~4— ko‘rinishida bo‘ladi.
5

Masalan 2. O‘z harakati davomida x=9 to‘g‘ri chizigqa nisbatan
A(1; 0) nuqtaga uch marta yaginroq bo‘lgan nuqtalarning traektoriyasini
ifodalovchi chiziq tenglamasini aniglang.

Yechish: |AM|=(x—1 +)*, |MM,|=J0~x} M; bilan M nuqtadan x=9
to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan perpendikularning asosi belgilangan. U holda
3.J(x-1F+y* =J(0-xF. Tenglikning ikkala tomonini kavadratga
ko‘tarib,

2 2
8x* +9y” =72 yoki 59-+-}:8—=1 tenglamani hosil qilamiz, bu yerda a=3;
b=212.

Ta’rif. Giperbola deb berilgan ikki nuqgtagacha bo‘lgan masofalar
ayirmasining moduli avvaldan berilgan o‘zgarmas songa teng bo‘lgan
barcha nuqtalarning geometrik o‘rniga aytiladi.

Ta’rifdagi ikki nuqta giperbolaning fokuslari deyilib, berilgan
o‘zgarmas son fokuslar orasidagi masofadan kichik bo‘lishi kerak.
Giperbola tenglamasini uning fokuslari OX o‘gida yotib, koordinata
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boshiga ‘pisbatan simmetrik joylashgan hol uchun hosil qilaylik.
Giperbola fokuslari F;,F; nuqtalarda bo‘lsa, biror ¢ > 0 son uchun ular
F(-c,0) va F,(c,0) koordinatalarga ega bo‘ladi. Agar giperbola
ta’rifidagi o‘zgarmas sonni 2a(a >o0) deb olsak, u holda 2a< F F,, ya’ni
2a<2c, a<c bo‘lishi kerak. Agar M(x,y) nuqta giperbolada yotsa,
ta’rifga ko‘ra |MF, - MF,| = 2a. Demak,

(MF, ~ MF,)’ = 44* :»(\/(x‘n)’ +y? —\/(x—c)2+yz)2 =4a® = (x+c) +y* -

—2\/<(x+c)2 +y2 i(x—c)2 +y2)+(x—c)2 +y2 = 44> :>2\/KJ¢:+(:)2 +y!X(x—c)2 +y2)=
=2 + y?)+ 2 —2a2)::»((x+c)2 +y2X(x—c)2 +y2)=«x2 )l -2a?)f =
= (xl -c? )2 +((x+c?2 +(JC(—C)2)y2 +y*= (x2 +y? )2 +\2(x2 4:y2Xc2 —‘~2a2)+ (c2 -2(12)z =

= (-2 -2 +4a? It + (257 4207 - 267 27 +4a7y? = (P - 20°) - ' =
=4

2 2
x
(az—cz)xz+4azy2=4a"—4a2c2:(az—cz)x2+a2y2=a2(a2—cz):>—2+ zy =
a a-c¢
2 2
x
=l=—5- zy 7=1
a’> c'-a

a<a<c bo‘lgani uchun c¢*-q*>=5> deya olamiz, natijada

giperbolaning quyidagi kanonik ko‘rinishdagi tenglamasi hosil bo‘ladi:
o @

(4)-tenglama ko‘rinishida berilgan giperbola koordinata o‘qlari va
koordinata boshiga nisbatan simmetrik bo‘ladi. a va b parametrlar
musbat son bo‘lib, a hagiqly yarim o‘q, » mavhum yarim o‘q deb
nomlanadi. Giperbola OX o‘qni giperbola uchlari deb ataluvchi 4:(-a,0)

va Asao) nuqtalarda kesib o‘tadi. c=+va®>+b>son fokuslardan

koordinata boshigacha bo‘lgan masofaga teng bo‘ladi. %: e >1 nisbat

. .o . b b .
giperbola ekssentritsiteti deb nomlanadi. y=;x va y=-—x to‘g‘ri

chiziglar giperbola asimptotalari deyiladi. Giperbolada yotuvchi M(x, y)
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nuqtadan fokuslargacha bo‘lgan masofalar fokal radius-vektorlar deb
atalib, quyidagicha topiladi: r, =|[ex~d|, r,=|ex+4|.

Agar (4)-tenglamada a=b bo‘lsa, bunday giperbola teng tomonli
giperbola deyiladi, uning tenglamasi x* - y* =4”, asimptotalari esa y=+x
ko‘rinishda bo‘ladi.

)yt

;{—F=l va

o‘zaro qo‘shma giperbolalar deyiladi.

Masalan 3. 16x*~9»” =144 giperbola berilgan. Uning yarim
o‘qini, fokuslari koordinatalarini, ekssentritsitetini, direktritsasi va
asimptotalari tenglamasini toping.

Yechish: Berilgan giperbolaning kanonik ko‘rinishdagi tenglamasini
yozib olamiz: %2—1161-1‘> a*=9, b= 16=> o‘glari a =3, b = 4.

c*=a’+b*=25 c=1+5 va fokuslari F i(5; 0) va F »-5; 0),

2
—
b

UL

e . c_5 .
ekssentritsitseti € = 5= 3 bo‘ladi.
b L9 b

Direktritsasi y=+—= § asimptotalari tenglamalari esa y=%*—x=%t—-x

c a 3
bo‘ladi.

A

2

2
Masalan 4. Tenglamasi %— +y? =1 bo‘lgan ellips berilgan. Uchlari

ellipsning fokuslarida, fokuslari esa uning uchlarida bo‘lgan giperbola
tenglamasini tuzing.
Yechish: Masala shartiga ko‘ra a,=c,, ¢,=a,, a,= V8, b, =5
shuning uchun a, =¢, =v8-5 =«/§, b, =/c; —a, -«/—
2
Demak, izlanayotgan giperbola tenglamasi ? - Z{ =1bo‘ladi.
Ta’rif. Berilgan nuqta va berilgan to‘g‘ri chiziqgdan teng masofada
yotuvchi barcha nuqtalarning geometrik o‘mi parabola deb aytiladi.
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Ta’rifdagi nugta parabola fokusi, to‘g‘rt chiziq uning direktritsasi
deyiladi. Parabola tenglamasini uning fokusi OX o°‘qda, direktritsasi OY

0‘qga parallel bo‘lgan hol uchun hosil qgilaylik. Parabola fokusi F(g,o)

nugqta, direktritsa tenglamasi esa x = —g bo‘lsin (p>0). Agar M(x,y) nugta

parabolada yotsa, u holda ta’rifga ko‘ra MF = x+—§ tenglik o‘rinli bo‘lishi
kerak, ya’ni
(5-2) 47 <lor B (5-2] 17 =(+2) =y =(x+2) -(x_gj’j

=y =2px
(5)-hosil bo‘ladi. (5)-tenglama bilan ifodalanuvchi parabola OX o‘qqa
nisbatan simmetrik bo‘lib, OX o‘qni koordinata boshida kesib o‘tadi, bu
nuqta parabolaning uchi deb ataladi. Parabolaning M(x,y) nuqtasi uchun

fokal radius-vektor r=x+ 7 ko‘rinishda bo‘ladi. Ushbu x’=2py (6)

tenglama bilan berilgan parabola fokusi p[o;g) nuqtada, direktritsasi

y=—§ to‘g‘ri chizigdan iborat bo‘lib, parabolaning M(x,y) nugtasi

uchun fokal radius-vektor 7 = y + § ko*rinishda bo‘ladi.




M(x,y)

)
AN 4 -

L4
2

Masalan 5. Uchi koordinata boshida bo‘lgan parabola A(2; 4)
nuqta orqali o‘tadi va Ox o‘qiga nisbatan simmetrik. Parabolaning
tenglamasi, fokuslari va direktritsasini toping.

Yechish: Parabola O(0; 0) nuqtadan o‘tgani Ox o‘qiga simmetrik
bo‘lgani uchun uning tenglamasi y*=2px ko‘rinishda. 4 nuqtaning
koordinatasini bu tenglamaga qo‘yib 4°=2p-2, ya’ni p=4 ekanligini
topamiz. Demak, parabola tenglamasi y* = 8x, uning direktritsasi esa x=
=2, fokusi F (2; 0).

Masalan 6. Berilgan F(2; () nuqtadan va y=2 to‘g‘ri chiziqdan bir
xil uzoqlikda joylashgan nugqtalar geometrik o‘rnining tenglamasini
tuzing.

Yechish: M(x, y) izlanayotgan chizigning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin, u
holda |MFl=M4 yoki (x-2F+y*=\(»-2F. Bu yerda, A(x, 2), M
nuqtadan y=2 to‘g‘ri chiziqqa o‘tkazilgan perpendikularning kesishish
nuqtasi. Bu tenglikning ikkala tomonini kavadratga ko‘tarib

. 1 .. .
x*—4x+4+y’ =y’ —4y+4 yoki y=—2x2 +x parabola tenglamasini hosil
gilamiz.

. . . . - m
Agar x va y o‘zgaruvchilar teskari proporsional, ya’ni y= T

tenglik orqali bog‘langan bo‘lsa, sistemasi OXY koordinatalar
bissektrisalarini, yangi koordinatalar OX’Y" sistemasi sifatida qarasak,

bu tenglama (x')’ —(3') =m ko‘rinishga keladi, bundan esa asimptotalari
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OX va OY o‘qlardan iborat bo‘lgan teng tomonli giperbola ekanligi kelib
chiqadi. Agar m >0 bo‘lsa giperbola I va III choraklarda, agar m<o
bo‘lsa Il va 1V choraklarda joylashgan bo‘ladi.

Endi kasr-chizigli funksiyani qaraylik:
ax+b
cx+d
Bu yerda, ¢c#0 va ad-bc#o deb olinadi. Kasr-chizigli funksiya

y:

. . d .
grafigi asimptotalari x=-— vay =—Z— bo‘lgan teng tomonli giperbola

bo‘ladi.
IKkkinchi tartibli chiziqlar klassifikatsiyasi

Ta’rif. Berilgan dekart koordinatalariga nisbatan ikkinchi darajali
tenglamalar bilan aniqlangan egri chiziq ikkinchi tartibli egri chiziq
deyiladi.

Ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasi quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

Ax® +2Bxy + Cy* +2Dx+2Ey + F =0, (1)
Aylana, ellips, giperbola va paraboladan boshqa ikkinchi tartibli
Ax? +2Bxy +Cy* +2Dx+2Ey+F =0

tenglama bilan aniqlanadigan egri chiziglar mavjudmi? Koef-
fitsientlarning qiymatiga bog‘liq ikkinchi tartibli Ax” +2Bxy+Cy” +
+2Dx+2Ey+F =0 tenglama umumiy holda aylanani, ellipsni,
giperbolani, parabolani, kesishuvchi to‘g‘ri chiziqlar juftini, parallel
to‘g‘ri chiziglar juftini, ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziglar juftini,
nuqtani aniqlashi va hech qanday chizigni aniglamasligi ham
mumkin.

Nuqgtaning bir koordinatalar  sistemasidagi  koordinatalarini
bilgan holda uning ikkinchi sistemadagi koordinatalarini aniqlash
muhim hisoblanadi. Nuqtaning bir koordinatalar sistemasidagi
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koordinatalarini uning  ikkinchi sistemadagi koordinatalari orqali
ifodalovchi formulalar koordinatalarni almashtirish formulalari deyiladi.

Koeffitsientlarning berilgan qiymatilaridagi Ax*+2Bxy+Cy*+2Dx+
+2Ey+F=0 tenglama qanday chiziqni aniqlashini bilish uchun
koordinatalar sistemasini  parallel  ko‘chirish va burish kabi
almashtirishlardan foydalaniladi. .

Tekislikda x va y «eski» koordinatalar sistemasiga nisbatan x'va y’
«yangi» koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lsin. «Eski» va «yangi»
koordinatalar sistemasi orasidagi bog‘lanishni topish muhimdir.

Koordinatalarni almashtirish mavzusidan ma’lumki

{x =x"+ x,
y=3"+y

bog‘lanish koordinatalar o‘qglarini parallel ko‘chirishni ifodalaydi.

Tekislikda umumiy koordinata boshi © nugta bo‘lgan Oxy
(eski) koordinatalar sistemasi va bu sistemani o burchakka burishdan
hosil qilingan Ox’y' (yangi) koordinatalar sistemasi berilgan bo‘Isin.
Tekislikdagi ixtiyoriy M nuqtaning eski koordinatalarini yangi
koordinatalari orqali ifodalovchi

x =x'cosa — y'sina
{ y=Xx'sina+ y'cosa

bog‘lanish o‘qlarni burish formulalarini anglatadi.

Ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasini kanonik
ko‘rinishga keltirish

Asosiy masala — koordinata o‘qlarini almashtirish yordamida
ikkinchi tartibli egri chiziqning umumiy tenglamasi (1)ni sodda
ko‘rinishga keltirib, qanday chizigni ifodalashini aniglashdir.

1. Koordinata o‘qlarini parallel ko‘chirish yordamida ikkinchi
tartibli egri chiziqning umumiy tenglamasini soddalashtirishga harakat
qilamiz. o(0;0) koordinatalar boshini
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{x=x'+x0 )
Y=Y+ @

formulalar yordamida o'(x;y) nuqtaga ko‘chiramiz:
A +3,)7 4 2B + X, X' +3,)+C(V' + 3,)? +2D(x"+x,)+2E(y' +y, )+ F =0.
Qavslamni ochib va o‘xshash hadlarni birlashtirib:
Ax"? +2Bx'y'+Cy'? +2x'(Ax, + By, + D) +2y'(Bx, +Cy, +E)+ F, =0 3)
bunda F, = x,(4x, + By, + D) + y,(Bx, + Cy, + E)+ Dx, + Ey, + F.
x, va y, koeffitsientlarni shunday tanlaymizki, quyidagi munosabat

o‘rinli bo‘Isin:

Axy+ By, + D=0
{Bx0+Cyo+E=0' “)
U holda (3)-tenglama quyidagicha ko‘rinishda bo‘ladi:
Ax'2+2Bx'y'+Cy'2+F; =0, F=Dx,+Ey,+F. &)

Demak, koordinata o‘glarini parallel ko‘chirishda (1)-umumiy
tenglama joriy koordinatalarning birinch darajalari qatnashgan
hadlaridan ozod bo‘ladi.

(4)-sistemani yechishda quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:
4

1. A:I
B

il:AC—B’;to. Bu holda sistema yagona

X =BE—CD, y =BD—AE

° AC-B*’ 7" AC-B
yechilmga ega bo‘lib, O'(x,;»,) egri chizigning markazi, egri chiziq
esa markazga ega egri chiziq deyiladi. Aylana, ellips va giperbola
markazga ega ikkinchi tartibli egri chiziqlardir.

Agara>0 bo‘lsa, egri chiziq yoki aylanani, yoki ellipsni, yoki
nuqtani (aynigan ellips), yoki mavhum ellipsni (bu holda tenglama
hech ganday geometrik shaklni ifodalamaydi) ifodalaydi.

Agara<0 bo‘lsa, egri chiziq yoki giperbolani, yoki aynigan
giperbolani (kesishuvchi egri chiziglar juftini) aniglaydi.
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Kanonik tenglamada koordinatalar ko‘paytmasi qatnashmagani
uchun, (5)-tenglamadagi bu hadni koordinata o‘qlarini burish
yordamida bartaraf etamiz:

x' = xcosa — ysina
{y' = xsina + ycosa
a burchakka burish formulasini (5)-tenglamaga qo‘yib:
Ax +2Bxy+Cy +F =0,
A, = Acos’ @ +2Bsinacosa +Csin® a,
bunda B, =(C-A)sinacosa + B(cos’ a—sin’ a),
C, = Asin’ @ —2Bsinacosa + Ccos’ a.

e burchakni shunday tanlaymizki, bunda B; koeffitsient nolga
aylansin, ya’ni (C — A)sina)sin + B(cos’a - sin’a) =0 (6)
yoki Bg’a-(C-Aga-B=0 munosabat bajarilsin. Bu tenglamani
yechib burish burchagi aniglanadi.

Yangi  koordinatalar  sistemasida  (1)-tenglama kanonik
ko‘rinishni oladi:

AX +C,y +F, =0 Q)
O‘qlarni har qanday burishda ikkinchi darajali noma’lumlar
oldidagi A4,B,C koeffitsientlar umumiy holda o‘zgarsa ham, 4C-B? ifoda
invariantdir (o‘zgarmaydi). (7)-tenglamada x'y" ifoda yo‘qligi uchun,
ya’ni B,=0 bo‘lgani uchun 4,C,(= 4C,-B’)=AC-B*, A;+Ci=4+C
bo‘lib, 4; va C; koeffitsientlarni koordinatalarni almashtirmasdan
topish imkonini beradi.

Masalan. 5x’ +8xy+5y*—18x—18y+9=0 tenglama bilan
berilgan egri chiziq tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiring va
chizing.

Yechish: Tenglama koeffitsientlarini yozing:
A=35, B=4, C=5, D=-9, E=-9, F=9.
A=AC-B*=25-16=9>0, u holda chiziq ellipsni ifodalaydi.
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Chiziq markazini aniqlaymiz:
S5xy+4y,-9=0
4x,+5y,-9=0,

A=950, A, =9, A,=9. m%:%:%:l.
x=x"+1
y=y +1°

Bu holda egri chiziq tenglamasi 5x>+8xy'+5y*~9=0
ko‘rinishini oladi.

Koordinata o‘qlarini a burchakka buramiz. Burish burchagi a ni

(6)-formula bo‘yicha 4ig’a—4=0, ;ga=+1 tenglamadan aniglaymiz.
Yechim uchun #ga =1, @=45° bo‘lgan holni qaraylik. Bu holda

koordinatalar ;=x\/—5y . ;=xj5y munosabat  bilan  bog‘lanib,

Koordinatalar boshini O'(1;l) nuqtaga ko‘chirqamiz:{

—2 —_—

. — 2
tenglama 9% + ¥2=9  yoki xT + —y9— =1 ellipsning  kanonik
tenglamasini hosil giladi.

y ¥y y

7T

A B
2. A:lB J=AC—BZ=0. Bunda quyidagi ikki hol bo‘lishi

mumkin:

a) (4)-sistema yechimga ega emas, egri chiziq markazga ega
emas. Bu holda egri chiziq tenglamasini soddalashtirishni koordinata
o‘glarini burishdan boshlash qulay bo‘ladi va doim parabolaning
kanonik tenglamasi hosil bo‘ladi.



b) (4)-sistema cheksiz ko‘p yechimga ega. Bu holda egri chiziq
aynigan parabola (parallel to‘g‘ri chiziglar jufti yoki mavhum
nuqta)ni ifodalaydi.

Masalan. 9x° —24xy +16y* —20x+110y~50=0 tenglama bilan
berilgan egri chiziq tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiring va
grafigini chizing.

Yechish: A=9, B=12, C=16, D=-10, E=55, F=-50.

A= AC-B? =144-144 =0 demak, bu chiziq parabolani ifodalaydi va
shuning uchun soddalashtirishni koordinatalar o°‘qini burishdan
boshlash qulay bo‘ladi. (6)-formulani berilgan tenglamaga qo‘llab va

x'y" had oldidagi koeffitsientni nolga tenglab quyidagiga ega
bo‘lamiz: 12tg’a +Tiga—12=0.
Bu tenglamani yechib: 1ga, =0,75 (sina, =0,6, cosa, =0,8);

ga, = —g (sina, =-0,8;cosa, =0,6).
x%,y%,x',y' noma’lumlar oldidagi koeffitsientlarni hisoblab, yangi
sistemada berilgan tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:
yi-4y -2x-2=0 (3 -2’ -2(x'+3)=0.
y

Qi

= |



2. Oliy algebra elementlari
Matritsalar va ular ustida amallar

Ta’rif. O‘Ichamlari mxnr bo‘lgan matritsa deb, satrlar soni m ga,
ustunlar soni n ga teng bo‘lgan, m-n ta sondan tashkil topgan to‘g‘ri
to‘rtburchak shaklidagi sonli jadvalga aytiladi.

Matritsalar lotin alifbosining katta harflari 4,B,C va h.k.lar bilan
belgilanadi va matritsani tashkil etuvchi sonlar uning elementlari deb
atalib, matritsaning / satri va j ustuni kesishmasida joylashgan elementi
a, ko‘rinishida yoziladi. Matritsalar

(all Az "Gy - ay, )

ko‘rinishda yoki qisqacha A=(ay),i =1m; j=1n shaklda ham
ifodalanishi mumkin. Matritsalarni ifodalashda ||| yoki [] belgilardan
ham foydalaniladi.

Birgina satrdan yoki birgina ustundan iborat matritsa vektor-satr

yoki vektor-ustun deb nomlanadi, ya’ni
bll

A= (a“,alz,- Y al,,) vektor-satr, B= . vektor-ustun.

b

ml

Matritsa o‘lchami (nxn) bo‘lsa, ya’ni satrlar soni ustunlar soniga
teng bo‘lsa, bunday matritsa n-tartibli kvadrat matritsa deyiladi.
Kvadrat matritsaning a,,i=Ln ko‘rinishdagi elementlari uning
diagonal elementlari deb atalib, ular matritsaning diagonalini tashkil
etadi deyiladi. Agar kvadrat matritsa uchun i# j bo‘lganda a, =0



bo‘lsa, bunday matritsa diagonal matritsa deyiladi. Agar diagonal
matritsada barcha i =1,n lar uchun a, =1 bo‘lsa, bunday matritsa birlik

matritsa deb ataladi va E bilan belgilanadi, ya’ni
1 0..-0---0
Ee 0 1.--0---0
0 0--:1.--0
0 0.--0---1

Agar matritsaning barcha elementlari, ya'ni istalgan i=1n, j=1m
uchun a; =0 bo‘lsa, u holda bunday matritsa 0 ko‘rinishda ifodalanadi
va nol-matritsa deyiladi.

Endi matritsalar ustida bajariladigan amallarni kiritamiz.

Ta’rif. 4=(a;) matritsaning 2 songa ko‘paytmasi deb shunday C
matritsa tushuniladiki, bunda C matritsa elementlari ¢; ushbu ¢, =14,
tenglik orqali aniqlanadi.

Xususan istalgan A matritsa uchun 0- 4 =0 bo ‘ladi.

Ta’rif. Bir xil mx#n o‘lchamli 4=(a,) va B=(b;,) matritsalar

uchun ularning yig‘indisi deb shunday mx»n o‘lchamli C=()
matritsaga aytiladiki, istalgan i=1» va j=Lm lar uchun c; element,
¢, =a; +b, tenglik orqali aniglanadi va matritsalar yig‘indisi 4+B

shaklda belgilanadi, ya’ni C=4+B.

A matritsaning B matritsaga ko‘paytmasini aniqlashda, A4
matritsaning ustunlar soni B matritsaning satrlar soniga teng bo‘lishi
talab etiladi. Ya’ni 4=(a;),,., B=(b,),. bo‘lishi kerak.

Ta’rif. 4=(a,),., va B=(b,),, matritsalar ko‘paytmasi deb,

o‘lchami mxk bo‘lgan shunday C =(c,),. matritsaga aytiladiki, uning

C; elementi
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tenglik orqali aniqlanib, matritsalar ko‘paytmasi 4-B ko‘rinishda
ifodalanadi, ya’ni C=4-B.

Yugqorida kiritilgan matritsalar ustidagi amallar uchun quyidagi
xossalar o‘rinli bo‘lib, bu xossalarning isboti, ularga mos xossalarning
sonlar ustida o‘rinli ekanligidan kelib chigadi. Bu isbotlarni
o‘quvchining o‘ziga havola gilamiz.

1. Matritsalarni qo‘shish amali uchun kommutativlik — o‘rin
almashtirish xossasi o‘rinli, ya’ni

A+B=B+ A4,

2. Matritsalarni qo‘shish amali uchun assotsiativlik ~ guruhlash

xossasi o‘rinli, ya’ni
(4+B)+C=a+B+0);

3. Matritsalarni songa ko‘paytirishda qo‘shishga nisbatan

distributivlik xossasi o‘rinli, ya’ni
A-(A+B)=A-A+1-B;

4. Matritsalarni  ko‘paytirish amalida qo‘shishga nisbatan
distributivlik xossasi o‘rinli, ya’ni 4-(B+C)=4-B+4-C yoki
(4+B)-C=A4-C+B-C;

5. Matritsani songa ko‘paytirish va matritsalarni matritsaga
ko‘paytirish orasida quyidagi xossa o‘rinli, ya’ni

A(4-B)=(4) - B =4 - (AB);

6. Matritsalarni ko‘paytirish amali uchun guruhlash xossasi

o‘rinlidir, ya’ni
A-(B-C)=(4-B)-C.

Shuni ta’kidlab o‘tish lozimki, 4-B ko‘paytma mavjud
ekanligidan B-4 ning mavjud ekanligi kelib chigmaydi, sababi 4-B
ko‘paytmani aniqlashda A matritsaning ustunlar soni B matritsaning
satrlar soniga teng bo‘lishi kerak, bunda B matritsaning ustunlar soni 4
matritsaning satrlar soniga teng bo‘lmasligi ham mumkin, shuning
uchun B - A4 ko‘paytmani har doim aniglab bo‘lmas ekan.
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1 2 1 2 3
Masalan: A=(3 4] B=(4 s 6)

matritsalar uchun 4-B ni aniqlash mumkin, lekin B-4 ni aniglab
bo‘Imaydi.

Yana shuni ta’kidlash kerakki, 4-B8 va B- A4 ko‘paytmalar mavjud
bo‘lgan tagdirda ham A-B =B- 4 tenglik o‘rinli bo‘lmasligi mumkin.

2 1 2 3
Masalan: A={3 4], B=(4 5 6)
56
matritsalar uchun 4-B ko‘paytma matritsaning o‘lchami 3x3 bo‘lsa,
B- A uchun esa 2x2. Demak, tabiiy ravishda 4-B# B- 4.

Endi A n-tartibli kvadrat matritsa bo‘lsin. U holda
A-E=E-A=A4 va O0-4A=4-0=0 munosabatlar o‘rinli ekanligini
ko‘rish qiyin emas.

Natural k£ son uchun quyidagi tenglik orqali

A'=4-4-..4
e
A matritsaning «k-darajasi»ni aniglaymiz.

Shartli ravishda 4° =E va 4' =4 deb qabul qilinadi.

Agar A matritsa elementlarining tartib raqamlarini o‘zgartirmagan
holda satrlarini ustun yoki ustunlarini satr qilib almashtirsak, hosil

bo‘lgan yangi matritsa A matritsaning transponirlangani deb nomlanib,

A' (yoki A7) shakida belgilanadi. Masalan, A=(l 2 3) bo‘lsa,

455
1 4
A’=[2 5] bo‘ladi. -
35 /
A matritsani A’ ga almashtirish matritsani transponirlash deb
nomlanadi. Transponirlash quyidagi xossalarga ega:
1. (4)'=4 2.(44)'=1-4'
1. (A+B)'=A'+B' 4. (A'B)'=B'-A'
Bu xossalarning isbotini o‘quvchiga havola gilamiz.
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Ta’rifdan kelib chigadiki, agar 4 matritsaning o‘lchami mxn
bo‘lsa, u holda transponirlangan matritsaning o‘lchami nxm bo‘ladi.
Masalan 1. Matritsalarning ko‘paytmasini aniqlang:

3 2 1
2 3 4 -5
4 1 -1
A=] 1 2 -3 4,B=13 e
-1 -2 3 1
2 0 1

Yechish:
2-343-4+4-1-5-2  2-2+43.144.3-5.0 2-1-3.1+4-2-5'1
A-B={ 1-3+2-4-3-144-2  1-2+42:1-3-3+44-0 1-1-2.1-3-2+4-1 |=
~1-3-2-4+3-141-2 —1-2-2-1+3-3+1.0 —1-142-1+3-2+1-1

12 19 2
=16 -5 -3
-6 5 8

Masalan 2. Telefon apparatlarini ta’mirlovchi usta 70%
telefonlarni past darajada, 20% ni o‘rta darajada va 10% ni to‘liq
ta’mirdan chiqardi. Statistik ma’lumotlarga ko‘ra 70% past darajada
ta’mirlangan telefonlamni bir yildan keyin qayta 10% ni past darajada,
60% ni o‘rta darajada, 30% ni to‘liq ta’mirlashadi. O‘rta darajada
ta’mirlangan telefonlarni bir yildan keyin qayta 20% ni past darajada,
50% ni o‘rta, 30% ni to‘liq ta’mirlashadi. To‘liq ta’mirlangan
telefonlarni bir yildan keyin qayta 60% ni past darajada, 40% ni o‘rta
darajada ta’mirlashadi. Agar masala sharti shu tarzda davom etsa 1, 2, 3
yillardan keyingi har bir darajada ta’mirlangan telefonlar ulushini
aniqlang.

Yechish: X,=(0,7 02 0,)
01 06 03) X =X,xA=(017 056 0727)
4=102 05 03| X,=X,xA=(0,291 0490 0,219)
06 04 0 ) X,=X,xA=(0,2585 05072 0,2343)
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Determinantlar

Matematika va uning tatbiglarida, xususan iqtisoddagi tatbiglarida
chizigli tenglamalar sistemasini yechishga to‘g‘ri keladi. Bunday
sistemalarni yechishda, ular bilan bog‘liq bo‘lgan kvadrat matritsalarni
xarakterlash uchun determinant deb nomlanuvchi son mos qo‘yiladi. Bu
son |4 yoki det(4) shaklida ifoda etiladi. Kvadrat matritsa
determinantini, uning tartibi N bo‘yicha induksiya metodi orqali
ta’riflaymiz.

Ta’rif. Olchamlari 72X n bo‘lgan matritsa deb, satrlar soni m ga,
ustunlar soni n ga teng bo‘lgan, m-n ta sondan tashkil topgan to‘g‘ri
to‘rtburchak shaklidagi sonli jadvalga aytiladi.

Matritsalar lotin alifbosining katta harflari 4,B,C va h.k.lar bilan
belgilanadi va matritsani tashkil etuvchi sonlar uning elementlari deb
atalib, matritsaning i-satri va j-ustuni kesishmasida joylashgan elementi
a,ko‘rinishda yoziladi. Matritsalar

4 . -
ayy Ay Q,; a, A
ayy Ays Ay ; - Ay,
7 B
a, a; Ay
\aml am2 .amj amn)

ko‘rinishda yoki qisqacha A=(q,),i=Lm j=Ln shaklda ham
ifodalanishi mumkin. Matritsalarni ifodalashda || yoki [] belgilardan

ham foydalaniladi.
n=1 bo‘lsin: A4=(a,). A matritsaning determinanti deb

|4 = a,, sonini olamiz. n—1 tartibli determinant aniqlangan bo‘lsin deb

faraz qilamiz.
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Ta’rif. n-tartibli 4=(a,) matritsa 4; elementining M; minori deb,
A matritsaning i-satri va j-ustunini o‘chirishdan keyin hosil bo‘lgan
(n—1) tartibli matritsa determinantiga aytiladi.

Ta’rif. n-tartibli A4=(a,) matritsa 4; elementining algebraik
to‘ldiruvchisi 4; deb quyidagi songa aytiladi: 4, =(-)'V M.

Yig‘indi fﬂ‘_ai, 4, - i-satr bo‘yicha yoyilma, kz":a,y. 4, yig‘indi esa j-

s=1

ustun bo‘yicha yoyilma deb ataladi.

Ta’rif. z":a 4, yig‘indi i-satr bo‘yicha yoyilma, Z":a,y 4, yig‘indi

g

esa  Jj-ustun bo‘yicha yoyilma deb ataladi.
Ta’rif. n-tartibli kvadrat 4=(a;) matritsaning determinanti deb,

quyidagi tenglik bilan aniglangan songa aytiladi:
lA[=§a“ Ay (1)
Bu ta’rifdan foydalanib 2- va 3-tartibli determinantlarni hisoblash

a4 4y
uchun quyidagi formulalami hosil gilamiz: # =2 bo‘lsin: 4= [ d..a )
21 %22

A matritsaning determinanti deb

2

a4y Q2| A =a. A A. = . . .

_Zalk w=ap Ayt ap Ay, = a),ay, —a,,a;, sonini olamiz.,
ey

a5y Ay

O‘ng tomondagi qo‘shiluvchilarning ishorasini ushbu sxema

asosida aniglash qulay:
~ |

3 2
Masalan. Determinantni hisoblang: ‘5 4[

3
Yechish:

2
=3-4-2-5=2.
5 .

4
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4,4, 43

n=3 bo‘lsin: 4=| %1 %2 %; |. 4 matritsaning determinanti deb

A3, A3y Q33
ay1 Gy, 453 3 4. a e a . a
22 33 21 933 2149y
31 Qyy Ay3| = Zaquk =a,, 4, +apA, +a A =ay, —ay 13 =
k= 33 Q33 a3y a3 a3y 43y
31 Gy, A3

=a,,(aya;;,— a,305,) — a1,(d,,a5; — a,3a;,) +a, (@, —ay,05,) = 8,,a,,8;; +a,,0,,0,, +

+ a5 @3,8y3 ~ Q305,05 ~ Q30530,; — Ay 31304

a1 @12 45

Ay Gy Qg3 = Ay Aylsy + 01505303, + +05)03,8); — Q130503 — d3y0538); — 0y,3,,03;
a3y d3; A3

sonni olamiz.

O‘ng tomondagi qo‘shiluvchilarning ishorasini ushbu sxema asosida

aniqlash qulay:

Uchinchi tartibli determinantni bu usulda hisoblash odatda
uchburchak usulida hisoblash deyiladi.

Uchinchi tartibli determinantni Sarrius qoidasi (elementlarni
parallel ko‘chirish usuli)da ham hisoblash mumkin:




Hiq,, a,,.a,;]— + Gy G355 —
+ o 23
+ 331~ a3~
- a a; a a3 — satrlar bo‘yicha ko“chirish.
3 33 Ay

Qyy Gy, Gy

3 2 8
Masalan. Determinantni hisoblang: 4 5 3.
2 1 4
3 2 8
Yechish: 4 5 3|=3-5-4+2.3.2+44.1-8-8-5-2-3.3-1-4-2-4=-17
2 1 4

Teorema (Laplas teoremasi). Istalgan i va j lar uchun
Yo, 4,=Fa, 4y =4 i=lm j=in
=] k=1

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Determinantning barcha yoyilmalari uning determinantiga teng

bo‘lar ekan.

1-xossa. Agar A matritsaning biron-bir satrdagi (ustundagi) barcha
elementlari nolga teng bo‘lsa, u holda uning determinanti nolga teng

bo‘ladi.

Haqigatan ham, agar matritsaning i-satri elementlari
a, =0, k=1n bo‘lsa, (1-tenglikdan |4/ =0 ekanligi kelib chigadi. Agar

matritsaning  j-ustun elementlari a, =0, k=L» bo‘lsa, Laplas

teoremasidan, ya’ni (2)-tenglikdan |4/ =0 ekanligi kelib chiqadi.

2-x0ssa. Agar 4 matritsaning biron-bir satr (ustun) elementi
soniga ko‘paytirilsa, determinant qiymati ham 2 soniga ko‘payadi, ya’'ni
A-|4 ga teng bo‘ladi. Bu xossaning isboti (1)-tenglikdan to‘g‘ridan

to‘g‘ri kelib chiqadi, chunki
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Z(ﬂ'a‘.,‘)-Aik =ﬂ-'zaik Ay :A"AI'
k=l k=l

Xossaning ustun holidagi isboti, Laplas teoremasidan, ya’ni (2)-
tenglikdan kelib chiqadi.

3-xo0ssa. 4 matritsa va uning transponirlangani A’ matritsalarning
determinantlari teng bo‘ladi, ya’ni |4=|4] tenglik o‘rinlidir.

Bu xossaning isboti to‘g‘ridan to‘g‘ri Laplas teoremasidan, ya’ni
(2)-tenglikdan kelib chiqadi. Chunki transponirlangan 4’ matritsa uchun
(1)-tenglikni, ya’'ni satr bo‘yicha yoyilmasini qarasak, bu yoyilma 4
matritsa uchun ustun bo‘yicha yoyilmadan iborat bo‘ladi, u holda (2)-
tenglikdan |4 ga tengligi kelib chiqadi. Demak |4/=|4] ekan.

4-xossa. Agar A matritsaning ikkita qo‘shni satrlari o‘mnini
almashtirsak, hosil bo‘lgan yangi A; matritsaning determinanti 4
matritsa determinantining teskari ishora bilan olinganiga teng bo‘ladi,
ya’ni |4)|=-|4] tenglik o‘rinli bo‘ladi.

A; matritsa A  matritsaning i- va i+1 satrlari o‘mini
almashtirishdan hosil bo‘lgan bo‘lsin, agar A; matritsaning ;+1 satri
bo‘yicha yoyilmasini qarasak, ya’ni

=30 ™ =S s M, 4

ekani kelib chigadi. Demak, bu holda 4-xossa isbot bo‘ldi.

Endi 4; matritsa A matritsadan i va j-satrlarining (<) o‘rinlarini
almashtirishdan hosil bo‘lgan bo‘lsin, u holda bu almashtirishni ketma-
ket keluvchi satrlar o‘mnini  almashtirish orqgali ifodalash mumkin
bo‘ladi. Aytaylik j=i+m ko‘rinishda bo‘lsin.
Li+Li+2,..,i+m-Li+m satrlar joylashuvidan
i+m,i+Li+2,...,i+m—1,i- satrlar joylashuviga o‘tish kerak, buni
quyidagicha bajarish mumkin.
Li+Li+2,..,i+m-Li+m—oi+L,i,i+2,..itm-Li+m—... i+l i+2

v itm=Li+m, i
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bu o‘tishlar soni m ga teng, so‘ngra
i+Li+2,.. . i+mi+m—Li—>. ., i+mi+)i+2,..,i+m-2,i+m-1i — bu
o‘tishlar soni m-1 ga teng.

Demak, jami m+m-1=2m-1 qadamli o‘tishlar bor ekan va 4
matritsa determinanti oz ishorasini toq marta o‘zgartirar ekan, u holda
|4,|=-|4 bo‘ladi.

5-xossa. Agar 4 matritsa bir xil ikki satr (ustun)ga ega bo‘lsa, u
holda uning determinanti nolga teng |4/=0 bo‘ladi.

Chunki, agar 4 matritsaning i va j-satrlari bir xil bo‘lsa, u holda
ularning o‘rinlarini almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsa A4; uchun
4, =4 va |4]|=-4 bo‘lishi kerak, ya’ni |4=-4], bundan esa |4=0 ekanligi
kelib chiqadi.

6-xossa. Agar 4 matritsada ikki satr (ustun)ning mos elementlari
proporsional bo‘lsa, u holda uning determinanti nolga teng, ya’ni |4/=0
bo‘ladi.

Faraz qilaylik, 4 matritsaning i-satri mos elementlari j-satrning
mos elementlariga proporsional bo‘Isin, ya’ni

a, =Aa,, k=Ln 3)
tengliklar o‘rinli bo‘lsin, (41— proporsional koeffitsienti), u holda, agar 4;
matritsani 4 matritsaning j-satri elementlarini uning i-satri elementlari
bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsa deb garasak, u holda (3)-
tenglik va 2-xossaga ko‘ra [4=1-]4,| ekanligi kelib chiqadi. 5-xossaga
ko‘ra |4, =0 bo‘ladi, demak |4|=0 ekan.

7-xossa. Agar A matritsaning biron satr (ustun) elementlarini
boshqa satr (ustun) mos elementlarining algebraik to‘ldiruvchilariga
ko*paytirib yig‘indi hosil qilsak, bunday yig‘indi nolga teng bo‘ladi,
ya’'ni

Da, 4, =0, i#j.
k=1

47



Agar A — matritsaning j-satr elementlarini uning i-satr elementlari
bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsani 4, desak, 5-xossaga ko‘ra

|4|=0 bo‘ladi. Agar 4; matritsaning j-satri bo‘yicha yoyilmasini olsak,
determinantning ta’rifiga ko‘ra |Al|=ia,., 4, =0 ekanligi kelib chiqadi.

Bu yerda, 7-xossa va Laplas teoremasiga ko‘ra quyidagi natijani
hosil qilamiz:

A
0, agar i+ j bo'lsa

,dgar i = j bo'lsa

“

8-x0ssa. A matritsaning biron-bir satri (ustuni) elementlarini bir xil
songa ko‘paytirib, boshgasiga qo‘shishdan hosil bo‘igan 4; matritsaning
determinanti 4 matritsa determinantiga teng bo‘ladi, ya’ni |4,|=|4.

Ushbu matritsalar berilgan bo‘lsin,

zaikAjk ={

k=1

a, ay -Gy, a, y, rdy,

An Ay Gy a, +4a, a,+Aa, a,+Aia,
A= 4=

a4, a--—-a, a; a; e ay,

Any Gz "Gy, D a,; Ay,

U holda (4)-tenglikdan,
]A1I=Z(aik +}'ajk)Aik =ZaikAik +X‘ZajkAik :Zaik Ay =)Al,
k=1 k=1 k=1 k=l

ya’ni 8-xossaning isboti kelib chiqadi.

9-xossa. b, b,,...,b, sonlami n-tartibli 4 matritsaning berilgan
satr  (ustun) mos elementlarining algebraik to‘ldiruvchilariga
ko‘paytmasining yig‘indisi, 4 matritsaning berilgan satr (ustun)
elementlarining b,, b,,...,b, sonlari bilan almashtirilgan matritsa
determinantiga teng bo‘ladi.

a4, 8y Gy, Ay Q- ay,
A=|a, a,--a, | vag B=|b b,..b,
an] anl'“ann anl anZ o ann

Bunda |B|=2 b, 4, tenglik o‘rinli bo‘ladi.
k=1
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Quyidagi xossani isbotsiz keltiramiz.

10-xossa. n-tartibli kvadrat A va B matritsalar uchun [4-B|=|4]-|B|
tenglik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni matritsalar ko‘paytmasining determinanti,
ularning determinantlari ko‘paytmasiga teng bo‘ladi.

Har qanday determinant ixtiyoriy satri (ustuni) elementlarining
mos algebraik to‘ldiruvchilariga ko‘paytmalarining yig‘indisidan iborat,

.1,
ya’ni:

a, a, .. a, a, - a4, .. a,
a4, .. @ . @
21 2§ L1

@y G, .. a|=a A +aAp+.va d., | =a,4;ta,4y +. a0 d,
@, .. 4, . a4,

L

Masalan. Berilgan determinantni to‘rtinchi satr elementlari bo‘yicha
yoyib hisoblang:

2 -1 3 0
-5 3 1 -2
-3 -2 0 4
1 5 -4 2

Yechish: 1) To‘rtinchi satr elementlari bo‘yicha yoyib yechamiz:
[AI = Ay + QoA Y O Ag+ a Ay =—a M va Mg —ao M +a M=
-1 3 0 2 3 0 2 -1 0 2 -1 3
=—3 1 =-2[+5-5 1 -2/+4-5 3 =2/+2-5 3 1/=546

-2 0 4{ |-3 0 4| |-3 -2 4| |3 -2 0
2) Uchunchi ustun elementlarini nolga aylantirish usuli bilan
hisoblaymiz:
- -1
2 -1 3.0 175 30? 62 17 -10 6| [17 -10 6
‘;’ 301 ‘2=_3 s o 47773 2 A4=3 -2 4=
S -2 004 - 19 17 -6 -2 7 0
1 5 -4 2| |-19 17 0 -6
~10 6 _|17 6
=2] N 4I+7I 4l=2(—40+12)+7(68+18)=54(
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Teskari matritsa

Ta’rif. A kvadrat matritsaga teskari matritsa deb, shunday 4
matritsaga  aytiladiki, uning uchun quyidagi 4-47'=4".4=E tenglik
o‘rinli bo‘lsin.

Ta’rif. Agar 4 matritsa uchun |4=0 bo‘lsa, bunday matritsa xos
bo‘lmagan matritsa, aks holda, ya’ni |4=0 bo‘lsa, xos matritsa deyiladi.

Teorema. A kvadratik matritsaga teskari 4 matritsa mavjud va
yagona bo‘lishi uchun, uning xos bo‘lmagan matritsa bo‘lishi zarur va
yetarlidir.

Zarurligi. Agar A matritsa uchun unga teskari 4™ matritsa mavjud
bo‘lsa, u holda 4-47' =£ tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerdan matrisalar
ko‘paytmasining determinanti har bir matrisa determinantlari
ko‘paytmasiga tengligi xossasiga ko‘ra, quyidagini hosil qilamiz:

|- 47| |4 =|E =1, M
demak, |4=0 bo‘lar ekan.

Yetarliligi. A matritsa xos bo‘lmagan matritsa bo‘lsin, ya’ni |4/=0.
U holda, matritsalarni of‘zaro ko‘paytirish va matritsani songa
ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra,

Ay Ay .. A, .. .4,
A, Ay A, . A,
A":L 12 An j2 2 (2)
|| Ay Ay Ay A,
Aln Aln Ajn"'Ann
ekanligi kelib chiqadi.

Endi teskari matritsaning yagona ekanligini ko‘rsatamiz. Agar B
matritsa 4 matritsa uchun teskari matritsa bo‘lsa, B=A4" ekanligini
ko‘rsatamiz. Haqiqatan ham

B=B-E=B-(A-A)=(B-A)-A"'=E-A"=4".
Demak, B=A4" ekan. (1)-tenglikdan |4"|=|4 ekanligi kelib chiqadi.
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Masalan. Berilgan matritsaga teskari matritsani
12 1
toping: 4=(3 -5 3

2 7 -1
1 2 1
Yechish:|4=|3 -5 3|=5+12+21+10-21+6=33 va
2 7 -1
A4,=-16, 4,,=9, 4, =31
A4, =9, 4,,=-3, 4, =-3
Ay, =11, 4,, =0, 4,, =11
16 3 1
-16 9 11 16 9 1Y | 33 11 3
A“=]—A¢]9 -3 0=%9 -3 o=1—31—%o
31 -3 -11 3t -3 -11 31 1 1
33 11 3
Tekshirib ko‘ramiz:
-16 9 11){1 2 1 —16+27+22 -32-45+77 -16+27-11
A"-A=3—13 9 -3 oJ‘s -5 3]:- 9-9+0 18+15+0 9-94+0 |=
31 -3 -1y {2 7 -1 31-9-22  62+15-77  31-9+11
(B0 0y (1o
=§[0 33 oJ:[o 1 o]=E
0 0 33/ 0 01
Matritsa rangi

OfIchami mx 7 bo‘lgan 4 matritsa berilgan bo‘lsin. & = min{m,n}
deb olsak, 4 matritsada satr yoki ustunlarni o‘chirish natijasida tartibi &
dan oshmaydigan bir nechta kvadrat matritsalarni hosil qilishimiz
mumkin. Mana shu kvadrat matritsalarning determinantlari berilgan A
matritsaning minorlari deb aytiladi.

Ta’rif. 4 matritsaning rangi deb uning noldan farqli minorlarining
eng yuqori tartibiga aytilib, r (4) orqali belgilanadi.

Bu ta’rifdan, agar 4#0 va 4 matritsa o‘lchami mxn bo‘lsa, u

holda r(4) < min {m,n} bo‘lar ekan.
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Ta’rif. Matritsa ustidagi elementar almashtirish deb quyidagi
almashtirishlarga aytiladi:
1. Barcha elementlari noldan iborat satr (ustun)ni tashlab yuborish.
2. Satr (ustun)ning barcha elementlarini noldan fargli songa
ko‘paytirish.
3. Satr (ustun) o‘rinlarini almashtirish.
4. Berilgan satr (ustun) elementlariga boshqa satr (ustun)
elementlarini biron songa ko‘paytirib qo‘shish.
5. Matritsani transponirlash.
Teorema. Matritsa rangi uning ustida elementar almashtirishlarni

bajarish natijasida o‘zgarmaydi.

Bu teorema isboti yuqorida keltirilgan determinantlar xossalaridan
kelib chigadi. Xuddi shuningdek, matritsa rangi uchun quyidagi xossalar
o‘rinli ekanligini ko‘rsatish mumkin:

1. /(A +B) < r(A)+r(B) 2.7(A+B) 2|H(A) - r(B)|

3.7(AB) <min {r(4),r(B)} 4.r(A'A) = r(A)

5. Agar A4 va B lar kvadrat matritsalar bo‘lib, |8/=0 bo‘lsa, u holda
r(4B)=r(4) bo‘ladi.

A=(a,) i=Lm, j=1n bo‘lsin, uning satrlaridan  quyidagi satr-
vektorlarni hosil qilamiz.

I =(ay,ay,--a,), I =(ay, ay,...a5, ), 1, =(a,,8,,,a,,)

Berilgan 1, 1,,...,/, satrlar chiziqli bog‘liq deyiladi, agarda
shunday 4,,4,,...4, sonlar mavjud bo‘lsa, ulardan birontasi noldan farqli
bo‘lib, A1, +A 1 +--+A4,1,=0 tenglik o‘rinli bo‘lsa, bu yerda
0-(0,0,...,0) xos vektor, aks holda ular chizigli-erkli satrlar deyiladi.
Demak, agar berilgan satrlar chizigli bog‘liq bo‘lsa, u holda biron-bir
satr qolganlarining chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi. Aytaylik
A,#0 bo‘lsa, u holda 1I,-m satr qolganlarining chizigli

. . . . A
kombinatsiyasi, ya’ni 1,,=—/1—1,—%~12—---— /’1"“ I, bo‘lar ekan. Agarda

m m m
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1,,1,,---,1, satrlar chizigli-erkli bo‘lsa, u holda A, 1, + A, [, +---+ 4,1, =0
tenglikdan 4, =4, =---=4, =0 ekanligi kelib chiqadi. Xuddi shuningdek,
ustun-vektorlar uchun yuqoridagilarni aytish mumkin.

Matritsalar uchun quyidagi teoremalar o‘rinli bo‘ladi.

Teorema. Matritsa uchun uning chiziqli-erkli satrlarning maksimal
soni chiziqli-erkli ustunlarning maksimal soniga teng bo‘ladi.

Teorema. Matritsa rangi undagi chizigli-erkli satrlar
(ustunlar)ning maksimal soniga teng bo‘ladi.

Matritsa rangini topish uchun matritsa ustida elementar
almashtirishlar bajarish natijasida bu matritsani  uchburchak yoki
trapetsiya ko‘rinishiga olib kelish mumkin, ya’ni

' ' ’

ay 4 ---q

r

" | —uchburchak ko‘rinish, r(4)=r.

’ r ’ ’
0 a,--a, ay,.,-ay

- trapetsiya ko‘rinish, r(4)=r.

Masalan 1. Berilgan matritsalarning rangini toping:

5 2 1 3
43 -11 2
Tl 2 4 8
3 -1 1 2
Yechish:
S 2 1 ([ =][4] s 21 3y (12 s 3=2]-1
3 211 2 ) ~2 -3 0 -1 0 -3 -2 -4
L2 4 + 3 N R “++
19 -6 0 -4 |0 -6 -19 -
3 -1 1 2/ -2 =30 -1) o -3 -2 -1
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>
Il
00 H = W

(=)}

1 2 5

0 -3 -2 -
_)

0 0 -15 -

0o 0 0

Demak, rang(A4)=2.

3
1
5| Demak, rang (A) = 3.
0

Masalan 2. Berilgan matritsalarning rangini toping:

3 23 43 63 83

1 11 21 31 41
A=|4 24 44 64 84|
8 58 108 158 208
6 46 86 126 166
Yechish:
23 43 63 83 1 11 21 31 4] 1 11 21 31 41
11 21 31 41 0 -10 -20 -30 -40 01 2 3 4
24 44 64 84 {~|0 -20 -40 -60 -80({~|0 0 O O Of.
58 108 158 208 0 -30 -60 -90 -120 0 0 0 0 O
46 86 126 166 0 -20 -40 -60 -80 0 0 0 0 0

Chiziqli tenglamar sistemasi.
Chiziqli tenglamalar sistemasining umumiy ko‘rinishi va uning

yechimi

n ta noma’lum va m ta tenglamadan iborat chizigli tenglamalar
sistemasi deb quyidagi sistemaga aytiladi:

a, x +ayx +:--

a, X ta,x,+--

a . X

[ Tm

.
a, Xt a,x,+---

8y, X ++a, x,++a, x =b

+a;x;++a,x, =b
ta,; xttax, =b,

- 1
+a,.jxj+-~-+a,.,,xn—b, ( )
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Bu yerda, a,,5,(i =1,m;j=1,n) — berilgan sonlar bo‘lib, @; ~noma’lumlar

oldidagi koeffitsientlar, b, ~ozod hadlar deyiladi.
Ta’rif. (1)-tenglamalar sistemasidagi noma’lum x,,x,,...,x, larning
o‘rniga mos ravishda ¢,,c,,....c, sonlarni qo‘yish natijasida ushbu

a,,c, +a,,c, +..a,,c, =b
@y € + ayC; +...ay,C, = b,

a,c, +a,c,+..4a,c,=b,

ayniyatlar sistemasi hosil bo‘lsa, noma’lumlaming bunday cc, c,
qiymatlari  (I)-tenglamalar sistemasining yechimi deyiladi.
Ta’rif. Agarda (1)-tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lsa, u
birgalikda deyiladi, aks holda birgalikda emas deyiladi.
Ta’rif. Birgalikda bo‘lgan tenglamalar sistemasi yagona (cheksiz
ko‘p) yechimga ega bo‘lsa, u aniq (noaniq) deyiladi.
Bizga (1)-tenglamalar sistemasidan tashqari, quyidagi
a . x, +a,x, +..+a} x, =b
ayx, +a,,x, +...+a, x, =b,

2

/ ! / _ gt
a,x, +a,,x, +..+a,, x, =b,

tenglamalar sistemasi ham berilgan bo‘lsin.
Ta’rif. Agar (1) va (2)-tenglamalar sistemalarining yechimlar
to‘plami ustma-ust tushsa, u holda ular teng kuchli (ekvivalent) deyiladi.
Endi (1) chiziqli tenglamalar sistemasining matritsa ko‘rinishini

yozamiz. Buning uchun q;, b, va X, lar yordamida quyidagi

matritsalarni hosil qilamiz.
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a.a a b

ml “m2 """ mn X m

Bu yerda, 4 koeffitsientlar (1) yoki sistema matritsasi, V ustun
matritsa, ozod hadlar matritsasi deyiladi. U holda (1)-tenglamalar
sistemasini quyidagi ko‘rinishda yoza olamiz: AX =B.

(1)-tenglamalar sistemasida tenglamalar soni noma’lumlar soniga
teng, ya’ni m = n, bo‘lsin. Bu holda sistema matritsasi 4kvadrat matritsa

bo‘ladi. Uning determinanti |4 = A deb belgilanib, sistema determinanti

deyiladi. A, bilan 4 matritsaning j-ustunini ozod hadlar ustuni bilan
almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsa determinantini belgilaymiz.

Agar A #0 bo‘lsa, ya’ni 4 xos bo‘lmagan matritsa bo‘lsa, u holda
A~! teskari matritsa mavjud bo‘ladi, u holda (2)-tenglikdan quyidagilarni
hosil qilamiz:

A AX)=A"'B=>(A'AHX=A'B=>EX=A'B=>X=4"'B ?3)

Bu yerda, matritsalarning ko‘paytirish qoidasi va teskari matritsa
hisoblash formulasiga ko‘ra quyidagi tenglikni hosil qilamiz:
Ay Ay 4, b,

AIZ Azz "'Anz bz

VI 17 “4)

Masalan. Tenglamalar sistemasini matritsa usulida yeching:
2x, +3x, +4x;, =1
x +2x,+3x,=0
3x, +4x, +6x;, =1

Yechish:
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2 3 4 1 x,
A={1 2 3}, B=10),X=Ix} |4=24+27+16-24-24-1=1%0.
3 4 6 1 X,

0o -2 1\1 1
X=47-B=| 3 0 -=-2/||0]|=|1
-2 1 1)1 {~1

Demak,x1=1, x2=1, x3=~1.

(4)-tenglikdan  x, = %(b, Ay, +by Ay 4ot by A) = éAi A,=in ekanligi
kelib chigadi. Demak, quyidagi teorema o‘rinli ekan. Bunda, 4'— A4
matritsaning teskari matritsasi, B esa ozod hadlar matritsasi.

Teorema (Kramer teoremasi). Agar sistema determinanti A =0
bo‘lsa, u holda (1)-sistema yagona yechimga ega bo‘lib, bu yechim
quyidagi formulalar orqali topiladi:

% =5 =i ©®)

Teoremadagi (4)-tenglama Kramer formulasi deb nomlanadi. (1)-
tenglamalar sistemasini (5)-tenglamalar orqali yechilishi esa Kramer
yoki determinantlar usuli deyiladi.

Masalan.  Berilgan tenglamalar sistemasini Kramer usulida
yeching:

3%, +x, +3x,=2
5%, —2x, +2x, =1,
2x, + 2x, +3x; =1
Yechish:
313
A=]S5 -2 2 =——18+4+30+12—12—15=1¢0,
2 2 3

Ay=|1 =2 2|=-1242+6+6-8-3=-9,
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23
I 2}1=9+8+15-6-6~30=-10,
1 3

3 2
Ay={5 -2 | |=-6+2+20+8-6-5=13
2 1

x =ﬁ=:—9—=—9, X, =Az—=—10, X, =—A—3~=13.
A 1 A A
Masalan.  Berilgan tenglamalar sistemasini Kramer usulida
yeching:
Tx, +6x, +3x,+7x, =3
3x, +5x, +7x, + 2x, = -1
5x, +4x, +3x,+5x, =1
Sx, +6x, +5x,+4x, =2

Yechish:
76 37 ]2 20 2/ 1 1 0
35 3 d b2 143003 4~ [° 4]
Az =— = 22—1 3 0 '-'-""10,
543515 43 5/ 0 -13 > 3 o
s 65 4lo 22 -1l 2 2 -1
363 7 0 -6 -6 -8
-6 -6 -8
157200 9 10
A = = =19 10 7|=-10
1 43501 4 3 ’
2 -1 -6
2 65 4 o -2 -1 -
7 3 3 7 |-8 0 -6 -8
5 172 l8 o1w 7| (57658
A, = = =18 10 7|=-10
5 1 35815 1 3 5 ]
-5 -1 —§
5 2 5 4 |5 0 -1 -6
76 3 7 |-8 -6 0 -8
-8 -6 -8
35 -1 2 9 0 7
A, = = =8 9 7{=10
5415 4 1 s ;
-5 -2 -6
56 2 4 |-5 -2 0 —6

58



7 6 3 3| |-8 -6 -6
-8 -6 -6

3 5 7 -1 8 9 10

A, = = =— 9 10{=10.

5 4 3 1 5 4 3 1
-5 -2 -1

5 6 5 2 -5 -2 -1

-10 -10
xl_——lo—l; xz———_lo—l; x,=-1; x,=-1,

Umumiy ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasini
Gauss usulida yechish

Shuni ta’kidlash kerakki, bu wusullarni tenglamalar soni
noma’lumlar soniga teng bo‘lgan holdagina qo‘llash mumkin. Endi
umumiy holda qo‘llaniladigan usul — Gauss usulini bayon qilamiz.
Gauss usuli noma’lumlami ketma-ket yo‘qotish usuli deb ham
nomlanadi.

Chizigli  tenglamalar sistemasi ustida bajariladigan elementar
almashtirish deb quyidagilarga aytiladi: (1)-sistemadagi biron-bir
tenglamani noldan fargli songa ko‘paytirish, tenglamalar o‘mini
almashtirish va biron-bir tenglamani songa ko‘paytirib, boshqa bir
tenglamaga qo‘shish. Mana shu almashtirishlar natijasida hosil bo‘lgan
yangi tenglamalar sistemasi avvalgisiga ekvivalent, ya’ni yechimlar
to‘plami ikkala sistema uchun bir xil bo‘ladi.

(1)-sistema matritsasi va ozod hadlar ustuni yordamida
kengaytirilgan matritsa hosil qilamiz:

XX Xy o X,

a, a, ay;-a, b

a, ay ay-a, |b,

Yugqoridagi ta’kidlangan almashtirishlar natijasida, bu matritsa
quyidagi ko‘rinishlardan biriga kelishi mumkin:
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G G G rould ¢ 20, i=ln

a) 0 ¢ o oo o, 14, m=n, r(d)=r(d)=n,
———————————— i_
0 [ T c,|d

bu holda yechim yagona;

Iil x:l o xi"
¢y Oy 6.l d,
0 sz CZn 'dz .
b) ————————— J~ ¢ #0, i=Ln B
0 0 - c_|d, m>n r(A)=r(d)=n
0 o0 0 |o
0 0 0 |o

bu holda yechim yagona;

X; xﬂ...x{...x.

Gy GGy,

——————————— =1 ¢, #0, i=ln
d it T
) 0 0., c, ldr r(d)=r(d)=r, r<n

bu holda sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi.

Xy X, X, X,

ir in

G G2 Gttt

clnldl
0 C22 e czr'"CZn!dZ

0 0 --c,c,ld

rr

€)

0 0 -0 -0 |d,
0 0 -0 -0 |d,

c, 20, i= Ln
Bu yerda, 4,,,,...,d, sonlardan birontasi noldan farqli, bu holda
Ha)=r, f(d)=r+1, ya’ni r(4)=r(4) sistema yechimga ega emas.
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Bu yerda, i, i,...i, lar 1,2,..,n ning qandaydir of‘rin
almashtirishlaridan iborat bo‘ladi. Demak, quyidagi teorema o‘rinli.
Teorema (Kroneker-Kapelli teoremasi). Agar sistema matritsasi
rangi  kengaytirilgan matritsa rangiga teng bo‘lsa, ya’ni
r(4)=r(4)bo‘lsa, u holda sistema birgalikda bo‘ladi, ya’ni yechimga
ega bo‘ladi.
Demak, biz quyidagi xulosalarni gilishimiz mumkin ekan:
1. Agar r(4) = r(4) bo‘lsa, sistema birgalikda bo‘ladi.
2. Agar r(4) = r(4) bo‘lsa, sistema birgalikda bo‘Imaydi.
3. Agar H(4)=r(d)=n bo‘lsa, sistema yagona yechimga ega
bo‘ladi.
4. Agar r(4)=r(4)<n bo‘lsa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega
bo‘ladi.

2x +x, —x;+3x, =20
. . . . Sx,—x, +2x,—x, =17
Masalan. Sistemani Gauss usulida yeching:}_; ., _ ., _|
1 2 3 4=

X —x,+4x,-2x, =4

Yechish: Sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozib olamiz:
birinchi qgadamda a,, # 0 bo‘lishi zarur, lekin 4, =1 hisoblashlar uchun
qulaydir. Shuning uchun birinchi va to‘rtinchi satrlaming o‘rnini
almashtiramiz:

2 1 -1 32 1 -1 4 —2-41[@5—“'3 =2 |
-
s -1 2 -117 s -1 2 -117) | N

-3 2 -1 2|1 -3 2 -1 2 ¢
1 -1 4 -2-4 2 1 -1 320

1-qadam. Birinchi satr elementlarini -5, 3 va -2 ga ko‘paytirib,
ularni mos ravishda ikkinchi, uchinchi va to‘rtinchi satrlarga qo‘shamiz,
chunki maqgsad a1, element ostida nollardan iborat «zina» hosil bo‘Isin.
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2-gadam. @,=2#0, lekin a,,=-1 bo‘lgani qulayroq. Shuning
uchun ikkinchi va uchinchi satrlar o‘mini almashtiramiz;

-1 4 -2-4 1 -1 4 -2-4

4 -18 9 - -
37( 0 -1 1 -4

~-413 0 4 -18 9|37

3 -9 728 0 3 -9 7/(28

]

S O O -
[
—
—
—

3-gadam. Tkkinchi satr elementlarini 4 va 3 ga ko‘paytirib mos
ravishda uchinchi va to‘rtinchi satr elementlariga qo‘shamiz, natijada a22
element tagida ikkinchi ustunda «zina» hosil bo‘ladi.

4-gadam. Hosil bo‘lgan matritsada &, =26+0, uchinchi satr

elementini - z—: = -:—i— ga ko‘paytirib, to‘rtinchi satrga qo‘shamiz.

1 4 -2-4 1 -1 4 -2-4
0] -1 11 -4-1
. ofl -1 11 -4-11
Natijada .
Jjada, 13 1ol ol 26 -7-7 0 26 77
0 o] 119
of of 24 -s{-5 kT

Kengaytirilgan matritsa zinapoya ko‘rinishiga keltirildi. Unga mos
keluvchi sistemaning ko‘rinishi quyidagicha:

X, =X, +4x, - 2x, =4

-x, ~11x, ~4x, =-11

26x, ~Tx, =~17
19 19
_x4 = —_—
13 13
.. . . -7+ 7x4 . . .
oxirgi tenglamadan xs=I/, uchinchidan x; = o6 =0, ikkinchidan

x, =11+11x; —~4x, =7 va birinchidan x, = —4+x, -4x, +2x, =5,
Masalan. Sistemani Gauss usuli bilan yeching:
2x, +x, +3x,-3x, =3
X ~3x, 4xy —x, =2
4x, = Tx, + 5%, ~x, - 2x, =-1"
X —4x, +x, +x, -5, =-2
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Yechish:

2 4 2

2 1 3 -3 03 1 310 -1-2
1 -3 1 0 -1-2 0 7 1 3 27
4 -7 5 -1 -2|-1 0 51 -1 2|7
1 41 1 -1-2 0 -1 01 0]0 s
1 -3 1 0 -1-2 31 0 -1-2
0 -1 01 OO -1 01 070

“lo o 1 4 2[7|jo 0o 1 4 27
0O 0 1 4 2,7 0O 0 0 0 0|0

X, —3x, +x, - x5 =-2 x, =14—8x, —3x;

-x, +x,=0 , X,= X3

X, +4x,+2x,=7 x; =7—4x, —2x;

Sistema cheksiz ko‘p yechimlarga ega.

Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi
Agar chizigli tenglamalar sistemasi (1)da ozod hadlar nolga teng
bo‘lsa, ya’ni b =5b=---=b,=0 bo‘lsa, hosil bo‘lgan tenglamalar
sistemasi bir jinsli tenglamalar sistemasi deyiladi, ya’ni
ay X +a, 6, +---+a,x,=0
a, X +8y, X, +---+a, x, =0

©)

a x+a,x,+--+a,x, =0

Bu sistema kengaytirilgan matritsaning oxirgi ustuni elementlari
nolga teng bo‘lgani uchun sistema matritsasi va kengaytirilgan
matritsalar rangi teng bo‘ladi, ya’ni r(4)=r(4) bo‘ladi. Shuning uchun
Kroneker-Kapelli teoremasiga ko‘ra bir jinsli tenglamalar sistemasi har
doim birgalikda bo‘ladi. Masalan, (0,0...., 0)=0 sistemaning trivial
yechimi (nol yechim) bo‘ladi.

(6)-tenglamalar sistemasining matritsa ko‘rinishi quyidagidan
iborat:
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AX =0. @)

Yugorida keltirilgan 14 xulosalarga ko‘ra, agar r(4)=n bo‘lsa
(6)-sistema yagona, nol yechimga ega, agarda »(4) <n bo‘lsa, cheksiz
ko‘p yechimga ega bo‘ladi. Demak m=n bo‘lgan holda (6)-sistema
noldan farqli yechimga ega bo‘lishi uchun uning determinanti nolga
teng bo‘lishi zarur va yetarli bo‘lar ekan.

Agar (6)-sistemada m<n bo‘lsa, ya’ni tenglamalar soni
noma’lumlar sonidan kichik bo‘lsa, (6)-sistema albatta noldan farqli
yechimlarga ega bo‘ladi (cheksiz ko‘p), chunki bu holda r(4)<m va
demak, r(4) <n bo‘ladi.

Shuni ta’kidlash  kerakki, agar X, =(x,‘°’, x, ---x,‘,‘”) va
X, = (x,‘", x,® ,~--x,§") vektorlar (7)-sistema yechimi bo‘lsa, u holda istalgan
2, va 2, sonlar uchun, ,x,+4x, vektor ham (7)-sistema yechimi
bo‘ladi, haqiqatan ham,

AA X, + A X,)= 2o AX, + 2 AX, = 30+ 40=0.  (8)

Bu tengliklar matritsalarni qo‘shish, songa ko‘paytirish va
ko‘paytirish ta’riflaridan kelib chiqadi.

(8)-tenglikdan shuni xulosa qilish mumkinki, (7)-sistema
yechimlarining chiziqli kombinatsiyasi ham (7)-sistemaning yechimi
bo‘lar ekan.

Ta’rif. Agar (7)-sistemaning X,, X,,-, X, chizigli-erkli
yechimlar sistemasi berilgan bo‘lib, bu sistemaning istalgan x yechimi
ularning chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo‘lsa, ya’ni shunday
A, 4,---, 4, sonlar mavjud bo‘lsaki,

X=X +LX,+-+ X,
bo‘lsa, u holda bu sistema fundamental yechimlar sistemasi deyiladi.
Ta’rifda X, =(x®.x?,...x"),i=12,--k ko‘rinishda bo‘lgani uchun,

k < n bo‘ladi.



Teorema. Agar (7)-sistema uchun 7(4) < bo‘lsa, u holda istalgan
fundamental yechimlar sistemasi k=n-r(4) ta yechimdan iborat
bo‘ladi.

Isboti: r(A)<n bolsin, u holda (7)-sistemaning kengaytirilgan
matritsasi elementar almashtirishlar natijasida quyidagi ko‘rinishga
keladi:

X Xyt Xyttt Xy

ir

Gy €26, 6, |0

0 cpercy ey, |0

Bu yerda, r=r(4) bo‘lib, ¢ ,#0,i=1r. Agar buni tenglama
ko‘rinishida yozsak quyidagini hosil qilamiz.
Clp Xy +Cpp X+ Cy, X, +Cpy Xy +oo 4, X, =0

Cpg Xig +o0o4Cy Xy +Cyp X+ 40y, X, =0

crr xir + crr+l xir+| +e Crn xin = 0

Bu yerda, oxirgi tenglamadan X; ni x,,.',%, lar orqali
ifodalab, undan oldingi tenglamadagi x, ning o‘rniga qo‘ysak, x,, va
X,4>""»X, laming chiziqli kombinatsiya ekanligi kelib chigadi. Shu
tariga yuqoriga ko‘tarilib, natijada quyidagilarni hosil qilamiz:

Xy = Ay Xy ¥ A X+t A, X,

Xip = gy Xipiy + Ay Xy +000+ 4y, X,

X = /1’1 Xyt ﬂ'rz X2 ¥ '“+'1rn Xin
Bu yerda, X,.;, X,,;,"'»X, lar erkli o‘zgaruvchilar deb ataladi.
Ularning soni n—r=n-r(4)=k ga teng bo‘ladi. Bu o‘zgaruvchilardan
birini 1 ga, qolganlarini 0 ga teng qilib olib, quyidagi % ta chizigli-erkli
bo‘lgan yechimlar sistemasini hosil gilamiz.
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X, =(’11v A4, 1,0, ---,0)
X, = (A Az +*s A3, 0, 1:-0)
X, =('q11n Aer s gns 0, 01"':1)

Shuni ta’kidlash lozimki, bir jinsli bo‘lmagan n» noma’lumli m ta
chiziqli tenglamalar sistemasi 4AX = B ning umumiy yechimi, unga mos
keluvchi AX =0 bir jinsli tenglamalar sistemasining umumiy yechimi
va AX =B tenglamaning biron-bir xususiy yechimi yig‘indisiga teng
bo‘ladi.

Masalan 1. Bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental
yechimlar sistemasini toping:
3x, +x, —8x; +2x, +x;, =0
2x, —2x, —3x, —7x, +2x5;, =0
x, +11x, —12x, +34x, —5x5, =0
X, —5x, +2x; —16x, +3x, =0
Yechish: Sistemaning oxirgi tenglamasini birinchi o‘ringa yozamiz,
so‘ngra uni zinapoya shakliga keltiramiz:
1 -5 2 -16 3Y (1 -5 2 -16 3) (1 -5 2 -16 3
31 -8 2 1] |0 16 -14 50 8| |0 8 ~7 25 -4
2 -2 -3 -7 2|0 8 ~7 25 -4/1!0 0 0 O O
1 11 -12 3 -5/ 0 16 -14 S0 -8 (0 0 0 O O

Matritsaning rangi r(4) = 2. xi, x2 o‘zgaruvchilaming bazis minori
’0 ;5 #0; x1, x2 ni asosiy o‘zgaruvchilar sifatida tanlab olamiz va ularni
asosiy bo‘lmagan x3, x4, xs lar orqali ifodalaymiz:

x, —5x, +2x; ~16x, +3x, =0
8x, —Tx; +25x, —4x, =0

Fundamental yechimlar sistemasi e1, e2, e3 ni hosil qilish uchun asosiy
bo‘lmagan o‘zgaruvchi x3, x4, x5 larni birlik matritsa £3 satr elementlari
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bilan almashtiramiz. x3 = I, x4 = 0, x5 = 0 da sistemaning ko‘rinishi
quyidagicha bo‘ladi:

x—5x,+2=0

{ 8x,-7=0

19 7 . . .. . . .
bundan x =g %=g ya’ni bazis yechimni hosil qilamiz:

€= (189 ; 100)

Shunga o‘xshash yana ikkita bazis yechimni topamiz:
x3=0; x4=1; xs=0da ¢,= (- —385- 0,1, o)

x3=0; x4=0; xs=1da ¢-= (—%-%-oo 1}

Topilgan yechimlar (vektorlar) e1, ez, es fundamental sistemani
tashkil qiladi. e1, e2, e3 yechimlarning komponentlarini mos ravishda 8,
8, 2 ga ko‘paytirib butun komponentli yechimlar sistemasini hosil
qilamiz: (19; 7; 8; 0; 0), 3; -25; 0; 8; 0), (-1, I; 0; 0; 2).

Agar n ta noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasida sistema
asosly matritsasining rangi noma’lum sonidan bittaga kam bo‘lsa,
ya’ni r(A)=n-1, u holda chiziqli tenglamalar sistemasining yechim
sifatida n-1 ta tenglamalar sistemasi matritsasining birinchi, ikkinchi
va h.k. ustunlarini o‘chirishdan hosil bo‘lgan ishoralari almashinuvchi
minorlari sistemasini qabul qilish mumkin. Agar bu minorlar noldan
farqli bo‘lsa, u holda bu chizigli tenglamalar sistemasining barcha
yechimlari shu sonlarga karrali bo‘ladi.

Masalan 2. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasining barcha
yechimlarini toping:
X, +2x,—x,=0
X, —x, +3x, =0
2x +x, +2x;, =0
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1 2 -1 2 -1y {1 2 -1
Yechish: [1 -1 3|~|0 -3 4|~ -3 4.
2 1 2/10 -3 4/ 1lo o o

Tenglamalar sistemasi matritsaning rangi r(4) =2 ga teng va u
noma’lumlar sonidan bittaga kam. Demak, tenglamalar sistemasining
fundamental yechimlar sistemasi k=3—2=1 ta bo‘ladi. Sistemaning
ixtiyoriy ikkita tenglamasini olamiz, masalan birinchi va ikkinchi

x, +2x, —x, =0
tenglamalarini: {xl _x,+3x,=0"
2 -1

1 -1
= -k =5k = ke =4k
R I e

1 2 ..
_ J~k =-3k , bunda k ixtiyoriy son.

Demak, sistemaning umumiy yechimi {5k;-4k;3k} ko‘rinishida
bo‘ladi, bunda £ ixtiyoriy son.

X3 =

Ko‘p tarmogqli iqtisod modeli (Balans modeli)

Balans modelining asosiy masalasi, makroiqtisodiyotni tashkil
etadigan ko‘p tarmoqli igtisodiyot faoliyatini magsadga muvofiq tarzda
samarali olib borishdan iborat bo‘lib, bu masala quyidagicha qo‘yiladi: »
ta tarmoqli xo‘jalikning har bir ishlab chiqargan mahsulot miqdori
ganday bo‘lganda ehtiyoj to‘la qondiriladi? Bu yerda shuni e’tiborga
olish kerakki, » ta tarmoqning har bir ishlab chiqargan mahsulotining bir
gismi shu tarmoq ehtiyoji uchun, bir qismi boshqa tarmogqlar ehtiyoji
uchun va yana bir qismi ishlab chiqarish bilan bog‘liq bo‘lmagan
ehtiyojlar uchun sarf etiladi.

Tarmogqlar orasidagi turli mahsulotlarni ishlab chiqarish va iste’mol
qilish orqgali bog‘lanishni hisoblash masalasi ancha murakkab. Bu
masalani birinchi bo‘lib mashhur Amerika iqgtisodchisi V.V. Leontev
1936-yilda matematik model ko‘rinishida ifodalagan. U 1929-1932-
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yillarda Amerika iqtisodiy ingirozini tahlil gilishga urungan bu model
matritsalar algebrasiga asoslagan.

Ishlab chiqarishning ma’lum bir davridagi, aytaylik, bir yillik
faoliyatini qaraylik. x; deb i-tarmogning shu davr davomida ishlab
chiqargan yalpi mahsulot hajmining pul birligida ifodalangan giymatini,
bu yerda, i=1,2,...,n. x; deb i-tarmoq mahsulotining j-tarmoq ehtiyoji
uchun sarf etilgan hajmining pul migdorini belgilaymiz. y; deb i-tarmoq
mahsulotining noishlabchiqarish ehtiyoji hajmining pul miqdorini
belgilaymiz. Tabiiyki, i tarmoq ishlab chiqargan yalpi mahsulot hajmi x;,
n ta tarmoq ehtiyojlari va noishlabchigarish ehtiyojlari uchun sarf etilgan
mahsulotlar hajmlarining pul miqdorlari yig‘indisiga teng bo‘lishi kerak,
ya’ni

X, =Z”:xy+y,, i=12,--, n ®)
=l

(8)-tenglama balans munosabatlari deb nomlanadi.

Agar q;= 3G j=1,200m) belgilashni kiritsak, a, —j-tarmoqning

X
mahsulot hajmi birligi uchun sarf etilgan i-tarmoq mahsulot hajmi
qiymatini bildiradi. a; bevosita xarajatlar koefTitsienti deb nomlanadi. a;
koefTitsientlarni qaralayotgan davrdagi ishlab chiqarish jarayonida
qo‘llanilayotgan texnologiya aniqlaydi. Qanchalik yangi, samarador
texnologiya qo‘llanilsa, a; koeffitsientlar shunchalik kichik, sarf-
xarajatlar shunchalik kam bo‘lib, samaradorlik yuqori bo‘ladi.
Qaralayotgan davr ichida a; koeffitsientlarni o‘zgarmas deb olib, ya’ni
sarf-xarajatlarni yalpi xarajatlarga chizigli bog‘liq deb qaraymiz.
x;=a;-x;, (,j=42,...,n)

Shu munosabat bilan ko‘rilgan ko‘p tarmoqli iqtisodiyot modelini
chizigli balans modeli deb ham nomlanadi. (1)-tenglamalar sistemasi
quyidagi ko‘rinishga keladi:

X =2.a,%+y,  i=12n (10)
j=t

Endi quyidagi belgilashlarni kiritaylik,
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a, a,...a,, X, Va
Bu yerda, A — texnologik matritsa, X — yalpi mahsulot vektori, ¥ —
yakuniy mahsulot vektori deb nomlanadi. Bu belgilashlarga asosan (9)-
tenglikning quyidagi matritsa ko‘rinishini hosil qilamiz:
X=AX+Y. (11)
Ko‘p tarmoqli balansning asosiy masalasi berilgan yakuniy
mahsulot vektori va bevosita xarajatlar matritsasi 4 ga ko‘ra X yalpi
mahsulot vektorini topishdan iborat bo‘ladi, ya’ni (11)-tenglamani
noma’lum vektor X ga nisbatan yechish kerak. Buning uchun uni
quyidagi ko‘rinishga olib kelamiz (E- 4)X =Y.
Agar det (E-A4)#0 bo‘lsa, u holda teskari (E-4)" matritsa
mavjud bo‘lib, yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
X=(E-4)'Y (12)
S =(E-A4)" matritsa bevosita xarajatlar matritsasi deb nomlanadi.
Bu matritsaning iqtisodiy ma’nosini tushunish uchun Y, =(0,0,---,1,---0) ,
(i=1,2,---,n) i o‘rnida 1, qolgan joylarda 0 bo‘lgan yakuniy mahsulot
birlik vektorlarini garaymiz. Ularga mos keluvchi (12)-tenglama
yechimlari quyidagiga teng bo‘ladi:

i S12 Sin

s s s
21 » 2n

X, = X,= . , X,= .
snl snl S'"l

Demak, S=(s;) matritsaning s; elementi i-tarmoqning j-tarmoq
birlik yakuniy mahsuloti Y/ ni, ishlab chigarish uchun sarf gilinishi zarur
bo‘lgan mahsulot migdori qiymatini bildiradi.

Qaralayotgan masalaning iqtisodiy ma’nosiga ko‘ra, (11)-
tenglamada 20, {(=1n) 4,20 {(,j=1n) bo‘lib, tenglama yechimi

70



uchun x>0 (i=Ln) bo‘lishi kerak. Bu holatni biz Y20, A>0 va

X >0 deb belgilaymiz.

Agar istalgan Y2>0 vektor uchun X=>0 tengsizlikni
qanoatlantiruvchi (11)-tenglamaning yechimi mavjud bo‘lsa. A>0
matritsa samarali matritsa deyiladi. Bu holda Leontev modeli ham
samarali model deyiladi.

A matritsaning samarali bo‘lishi uchun, bir nechta kriteriylar
mavjud. Ulardan biri shundan iboratki, agar 4 matritsaning har bir ustun
elementlari yig‘indisi 1 dan katta bo‘lmay, hech bo‘lmaganda biron-bir
ustun elementlari yig‘indisi 1 dan kichik bo‘lsa, u holda 4 samarali

matritsa bo‘ladi, ya’ni: mfxza.-, <1, bo‘lib, shunday jo mavjudki, uning
i-1

uchun ) a, <1 o‘rinli bo‘lsa, 4 samarali matritsa bo‘ladi.

i=1

Masalan, quyidagi matritsada ifodalangan mahsulot samarador:
03 02 04
A={01 0,6 02
04 01 03
Masalan 1. Quyidagi jadvalda tarmogqlarming reja davriga
mo‘ljallangan xarajat koeffitsientlari va chekli mahsuloti shartli pul
birligida berilgan.

. Iste’mol . Chekli
amod Sanoat QI‘S. o mahsulot
xo‘jaligi
2 300
Ishlab g?rlxl(;at 0,3 0,25
chigarish swod 0,15 0,12 100
xojaligi

Quyidagilarni:
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a) tarmoqlarning  rejalashtirilgan  yalpi mahsulot miqdorini,
tarmoqglararo mahsulot yetkazib berish, tarmoglarming sof
mahsulotini;

b) agar qishloq xo‘jaligining chekli mahsuloti 20% ga, sanoatniki
10% ga oshirilsa, har bir tarmoqning zarur yalpi ishlab chiqarish
miqdorini topish kerak.

Yechish: a) to‘g‘ridan to‘g‘ri xarajatlar koeffitsientini 4 matritsa va
chekli mahsulot vektori Y ni yozib olamiz:
y =( 03 0,25), ye (300)
015 0,12 100
bundan E_A=(1_—03,;3 1106,2152){_%35 —0(,);5) matritsani yozib olamiz.

U holda to‘la xarajatlar matritsasi

S—(E— Ay = 1 (088 015) (152 026
- 05785025 07) (043 121/

(3.8)-tenglama bo‘yicha yalpi mahsulot vektori X ni aniqlaymiz:
o -[152 0.26) (300) (482
1043 1,21) {100/ (250

Tarmoglar mahsulot yetkazib berish miqdori xij ni x,=a;-x;

formuladan topamiz. Masalan x,, =gq,,-x, =0.3-482 =144.6.

Tarmoqlarning yalpi mahsuloti, tarmoglararo mahsulot yetkazib
berish, shuningdek tarmogqlarning sof mahsulotlarini hisoblab topib,
quyidagi jadvalni tuzamiz:

Iste’mol
Tarm o] Chekli | Yalpi
°d Sanoat Ql‘s oq mahsulot{mahsulot
xo‘jaligi
Ichlab Siasx;:l)zt 144,6 62,5 300 482
chiqarish| 2o >3 | 723 | 30 100 | 150
xo‘jaligi .
Sof mahsulot 265,1 157,5
Yalpi mahsulot 482 250
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b) shartga ko‘ra chekli mahsulot vektori
Y 300-1,1 (330
“{100-1,2) {120)"

U holda (3.8)-formulaga asosan mahsulot vektori quyidagicha

bo‘ladi:
1,52 0,26\ (330 532,8
X=S'Y=(o,43 1,21)’(120){287,1}

Shunday qilib sanoatdagi ishlab chiqgarishni 532,8 shartli pul
birligigacha, qishloq xo‘jaligini 287,1 shartli pul birligigacha oshirish
kerak.

Masalan 2. Quyidagi jadvalda ma’lum bir davr uchun uch sanoat
tarmoglari balans ko‘rsatkichlari berilgan.

Talab p.b. Yakuniy | Jami
Soha Uglevodorod | Energetika | Mashinasozlik | talab | p.b.
qazib p.b.
olish va qayta
ishlash
| Uglevodorod
qazib olish va 5 35 30 30 100
qayta ishlash
Energetika 10 20 40 40 100
Mashinasozlik 20 10 20 20 50

Berilgan yakuniy talabni qanoatlantiruvchi har bir mahsulotning
yalpi ishlab chigarish hajmini aniglang. Agar yakuniy talabni har bir
tarmoq uchun mos ravishda 40, 60 va 30 p.b. oshirish kerak bo‘lsa, har
bir mahsulot hajmini mos ravishda necha foizga oshirish kerak.

Yechish: x,-i mahsulot ishlab chiqarishning yalpi hajmi, y,-i
mahsulotga bo‘lgan talab bo‘lsin, i=/, 2, 3. U holda yalpi ishlab
chiqarish va yakuniy talab vektorlari mos ravishda
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100 30
X=1100], Y=(40].
50 20

Tabiiyki, har bir tur bo‘yicha yalpi mahsulot ishlab chiqgarish hajmi
ishlab chiqarishda foydalanilgan barcha mahsulotlar hajmi va shu
mahsulotga bo‘lgan yakuniy talab hajmlari yig‘indisiga teng bo‘lishi
kerak, ya’ni,

3
X; =Zaijxj +Y:, i=7,2,3.
|

Bu yerda, 4,; ~bevosita xarajatlar koeffitsienti. Bu tenglik matritsaviy
ko‘rinishda
X=A-X+Y

bunda, 4 — bevosita xarajatlar koeffitsienti matritsasi, a,,>0; XY —
ustun matritsalar Y holda X-A-X=Y, (E-A)X=Y, X=(E-A)"Y
qo‘yilgan masalaning matritsaviy yechimi.

x;; — j—tarmoq uchun mo‘ljallangan i —~ mahsulot hajmi.

A matritsa koeffitsientlari g, >0larni aniglaymiz. j — tarmoq uchun

mo‘ljallangan i — mahsulot hajmini j — sektor umumiy ishlab chiqarish
hajmiga bo‘lib, j — turdagi bir birlik mahsulot ishlab chigarish uchun

foydalanilgan ¢ — mahsulot miqdorini hosil qilamiz, ya’ni g, =?

J

i=1 2, 3.
X1 3 X 10
a,=—=—=005 =2l "~ 0.1
Masalan, 1 X, 100 , @3y % 100 .
0.05 035 04
Demak, xarajatlar koeffitsienti matritsasi: 4= 01 01 04
02 01 02

E-A=B orqali ifodalab, B ni hisoblaymiz:

1 0 0; 1005 035 04 095 -035 -04
B=E~-A=|0 1 0]~ 01 0.1 04[=|-01 09 -04
001 02 0.1 02 0.2 0.1 0.8
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095 -035 -04
-0.1 09 -04=0514=0,
02 01 08

068 032 05 1.323 0.632 0.973
X ni

B™' matritsani topamiz:  |B[=

-1

= 0.16 068 042{={0.311 1323 0.817
0.514

0.19 0.165 0.82 037 0321 1.595

1323 0.632 09731 [30] [84.047
aniglaymiz: X=B"-Y = (E-A)"-Y {0.31 1 1323 0.817H40} =[78.599J
0.37 0321 1.595])1(20 55.837
Demak, x =84.047, x,=78599, x,=55837, ya'ni uglevodoroddan
84.047 sh.b., energetikadan 78.599 sh.b., mashinasozlikdan 55.837 sh.b.
yalpi ishlab chiqarish kerak.
Yakuniy talab berilgan miqdorda oshirilsa, yakuniy mahsulot
40
60
30

U holda har bir mahsulot bo‘yicha ishlab chigarishning yangi
hajmi
1.323 0.632 0.473( {40 119.455
X=(E-A)'-Y, ya'ni i:[osll 1.323 0.817]-[60J=[116.342} bo‘ladi
0.37 0321 1.595}}30 81.907
yoki yangi ishlab chiqarish hajmi: x, =119.455, x, =116.342, X, =81.907.
Demak, yakuniy mahsulotni berilgan miqdorda oshirilishini

ta’minlash uchun yalpi ishlab chiqarishni mos ravishda quyidagicha
foizlarda oshirish kerak:

Uglevodorod qazib olish va qayta ishlash %-100%—100%:42.13%,
1

yangi vektori quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi: Y=

energetik hajmini 48.02% ga, mashinasozlik ishlab chiqarish hajmini
46.69% ga dastlabkisiga nisbatan oshirish kerak.

Javob: Yalpi mahsulot ishlab chiqarish hajmi:

Uglevodorod qazib olish va qayta ishlash — 84.047 p.b.

75



Energetika — 78.599 p.b.

Mashinasozlik — 55.837 p.b.
Ishlab chiqarish hajmini mos ravishda 42.13, 48.02 va 46.69% ga
oshirish kerak.

Kompleks sonlar
Ta’rif. Agar x va y haqiqiy sonlar hamda i/ belgi uchun:
1) x+0-i=x, 0+i-y=iy, 1-i=i, —I-i=i,
2) faqat x=x;, y=y; bo‘lgandagina x+yi\x;+yi bo‘ladi,
3)(x+yi) £ (x,+ yi) =(xix,)+(yiy, )i,
4)(x+yi) '(xl +.Vli) =(x'x1 _J"}"l)""(x')ﬁ +X 'J’)i
x+yi ax+by+ay—bx .

5 =
)a+bi a+b* a*+b

munosabatlar o‘rinli bo‘lsa, u holda x+y ifodaga kompleks son
deyiladi.
1- va 4-shartlardan: i’=i-i=—1,# =—i,i*=1,i°=i vahk.
i=Jy=1 belgini odatda mavhum birlik deyiladi.
x+yi kompleks sonda x kompleks sonning haqigiy gqismi, yi
kompleks sonning mavhum gismi deyiladi.
x+yi va x-y o‘zaro qo‘shma kompleks sonlar deyiladi.
Kompleks sonlarni qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va darajaga
ko‘tarish ko‘phadlar ustidagi  kabi bajariladi. Bo‘lish va ildiz
chigarish amallari esa  mos ravishda ko‘paytirish va darajaga
ko‘tarish amallariga teskari amallar kabi aniqlanadi.

Kompleks sonning trigonometrik ko‘rinishi

x+yi kompleks son (x;y) haqiqiy sonlar jufti bilan aniqlanadi.
Shuning uchun x+» kompleks son tekislikdagi M(x;y) nuqta

yoki uning r=OM radius vektori bilan ifodalanadi:
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0 x x A

Bu vektorning uzunligi r=x*+»* —kompleks sonning moduli, bu
vektor bilan Ox o‘q orasidagi ¢ burchak kompleks sonning
argumenti deyiladi.

x=rcos@ , y=sin@ bo‘lgani uchun x+y-i=r-(cosp+i-sing)
boladi va bu ifodaga kompleks sonning trigonometrik ko ‘rinishi
deyiladi.
Trigonometrik ko‘rinishdagi kompleks sonlarni ko‘paytirish va
bo'lish  z =x+y i=r-(cosq +i-sing,), z, =x,+y,-i=r,-(cosg, +i-sing,)
berilgan bo‘lsa, u holda

z,-z, = 1, -y (cos(@, + @, ) +i-sin(@, +9, ) ,?=:—'(cos(¢, -@,)+i(sin(q, —q)z))).
2

2
z, =x+y l:ri (COS@ +i.s]'_n¢l) s Z, =X, +y, l:rz '(COS¢)2 +i.sin¢2)’"_,2"=
=x,+y,i=r, (cosg, +ising, )

2,2y 2, =1 1y, (COS(@ + @, + .+ @) +i-SiD(@, +, +... 40, ) -
Muavr formulalari

Agar z,=z,=..=z, =z=r(cosp+i-sing) bolsa, u  holda
z" = r"(cosng+i-sinng) munosabatni hosil gilamiz.
Bu formulaning r = 1 bo‘lgandagi ko‘rinishiga Muavr formulasi

deyiladi: (cosg@+i-sing)” =cosng+i-sinng.
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1 - L
W] =r~"(cosnp — i-sinng).

Xuddi shu kabi (

Kompleks sondan ildiz chiqarish
iz = n/r(cos¢+i-sin(p) = d;(cos ¢+j”k +isin ¢+:”k), bu yerda £=0,1,2,...,

n-1. &°=cosp+i-sing Eyler formulasi deyiladi.
Masalan. z=-2+2i. a) z*=75) ¥z .

Yechish: a) r=,/(—2) +22=202, ¢=7r+arctg:25=37”.

4
z‘:(2~/5)‘(cos%z+isin—3§) =64( s4- é4—+zsm4 —;) 64(cos 3 +isin37)=64(-1+0)=~64

3—’£+27tk 3~’€+21rk

b) ¥z=¥ —2+2i=‘/\/§(oos—3{—+isin3—:-[—)=‘f2- cos 3 3 +isin-4 3 Jk=0,1,2.

k=0da V?:ﬁ(cos%ﬂsin%):lﬂ.
k=lda z= w/—-(cos——ﬂ' H”) J§+1+i—{32—-t—1-

12 2
k=2da Yz= «/_[cos~1+ ’nllgznj J;_l—iJiH.

Algebraning asosiy teoremasi

f(x)=a,x" +ax"" +...+a, x+a, ~kompleks sonlar maydonidagi n-
darajali ko‘phad bo‘Isin.

Ta’rif. Agar x ning « son giymatida f(x) ko‘phad nolga
aylansa, u holda « soni f(x) ko‘phadning ildizi deyiladi.

Demak, x=a son f(x) ko‘phadning ildizi bo‘lsa f(a)=0
bo‘ladi.

Teorema (Bezu teoremasi). f(x) ko‘phadni x-a ga bo‘lgandagi
qoldig‘i f(a) ga teng.
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Teorema. x=a son f(x) ko‘phadning ildizi bo‘lishi uchun u
x—a ga(-) qoldigsiz bo‘linishi zarur va yetarli.

Teorema (Algebraning asosiy teoremasi). Kompleks sonlar
maydonida nolinchi darajadan yuqori darajali  har bir f(x)
ko‘phadning eng kamida bitta kompleks ildizi bor.

Teorema. Kompleks sonlar maydonida  n-darajali  f(x)
ko‘phadning »n ta ildizi bor.

Ta’rif. f(x)=q,-(x-a)-(x-a,)-..-(x—a,) ifoda ko‘phadning chiziqli
ko‘paytuvchilarga yoyilmasi deyiladi.

Hagqiqiy sonlar maydonidagi  f(x) ko‘phad uchun

x+yi kompleks son ildiz bo‘lsa, u holda x-3i qo‘shma
kompleks son ham ildiz bo‘ladi (3#0).

Haqiqiy sonlar maydonidagi f(x) ko‘phadning kompleks ildizlari
soni faqat juft bo‘lishi mumkin.

Haqiqiy sonlar maydonidagi juft darajali f(x) ko‘phadning
haqiqiy ildizlari soni faqat juft bo‘la oladi.

Haqiqly sonlar maydonida toq darajali f(x) ko‘phadning
haqiqiy ildizlari soni faqat toq bo‘la oladi.

Haqiqiy sonlar maydonidagi har bir f(x) ko‘phadni  shu
maydondagi birinchi va ikkinchi darajali ko‘phadlar ko‘paytmasi
ko‘rinishida ifodalash mumkin.

Masalan. Ko‘paytuvchilarga ajrating: f(x)=x*+1. z=-2+2i.

a) z*=7b)Yz.
Yechish: f(x)=x'+1 ko‘phadning ildizlarini topamiz.

x*+1=0, x*=—-1, x =41 =4cosr +isinz =cos 2k4+1+isin 2k4+1, k=0,12,3.
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V2, .2 L 2 2
k=1, a,=cos—+isin—=———+4i—

2 4 s 27

k=3, 12‘3—0052—+t ns—”=—J—_— £k =4, a4—cosl—+zsm7~” LE ﬁ

f(3) =x'+1=(x-q )(x-a,)(x- %)(x @)
(x-a,)(x-az)=(x—£—i£)[x-if-+iiz‘2~)=xz—Jixu,

(x—a,)(x- a,)—(x+f f]( +_‘/2§+i—{2~]=x2+ﬁx+1.

Demak, f(x)=x‘+1=(x2—ﬁx+l)-(x2+ 2x+1).

3

T .. 7
k=0, o, =cos—+isin—=—
4 4

Ratsional kasrlarni sodda kasrlarga yoyish

Ratsional ifoda deb ko‘phadlar nisbati ko‘rinishida ifodalangan
funksiyaga aytiladi, ya’ni P,(x) va 0, (x) ko‘phadlar bo‘lsa, ratsional

ifoda ushbu P((’;)) ko‘rinishda bo‘ladi. Agar P.(x) ko‘phad darajasi

0,(x) ko‘phad darajasidan katta bo‘lsa, ya’ni n>m bo‘lsa

P (x)

0.0 "

quyidagi ko‘rinishda ifoda etish mumkin:
A(x) R,(x)
=L
0. 00,

bu yerda, L, (x) va R,(x) mos ravishda n—m va k darajali ko‘phad

bo‘lib, k <m, ya’ni ((x)) to‘g‘ri kasrdan iborat bo‘ladi.

Istalgan O, (x) ko‘phadni quyidagi ko‘rinishda ifoda qilish

mumkin:
Qm(x)=a~(x—a1Y‘ '(x—aZY‘ "'(I—an)k' .

-(x2+p,x+q,)"-(x2+p2x+q2)"’-~(x2+p:x+qs)"’ (1)
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Bu yerda, a, a,,...,q,, p,, q,,---, P,, q,lar haqiqiy sonlar, ki, ks, ..., my,
mz, .., ms lar esa natural sonlardan iborat bo‘lib, p -44, <0,
i=1,2,...,s shart uchun o‘rinli bo‘ladi.
P(x) . . .
Agar Z(x—) qisqarmaydigan to‘g‘ri kasr bo‘lib, @, (x) uchun (1)-

yoyilma o‘rinli bo‘lsa, bu kasmi quyidagicha ifoda etish mumkin:

P(x) n A, A, et Ay, +
o(x) a[g[(x a,) (x~— al) (x“al)k’]

+Z‘: B,x+C, . B,6+N, et B, x+C,,
2
X px+q, (P +px+q,) (x*+p,6+q,)"”

yoki
P(x) 1[4, s Bx+C, @)
o.(x) a[H = (x-a) ,s,g(xz+pjx+qj)lJ
Ta’rif.

4 Bx+C
\(
(x-a) O + px+q)
ko‘rinishdagi kasrlar sodda kasriar deyiladi.

-, p*-4q(0

P\x
Demak, ﬁx—)) gisqarmaydigan to‘g‘ri kasrning anigmas integrali

uchun ushbu tenglikni yoza olamiz:

P(x) A, B,x+C,
~dx+ — ST K dx

IQ (x) a(gg-‘. * ;g"-(x +pjx+qj)l ]

5((?) uchun (2)-tenglikdagi 4,, B, va C, laming giymatlarini
topish uchun noma’lum koeffitsientlar usulidan foydalanamiz. (2)-
tenglikning o‘ng ta’rafidagi kasrlarni umumiy maxrajga keltirsak, bu
maxraj @, (x) ga teng bo‘lib, uning suratida 4,, B, va C,
koeffitsientlar qatnashgan, darajasi @, (x) ning darajasidan oshmaydigan

P,(x) polinomni hosil gilamiz. Agar biz (2)-tenglikni ayniyat deb

qarasak tenglikning ikki tarafidagi maxrajlar bir xil, ya'ni Q,(x)
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bo‘lgani sababli, P, =P,(x) ayniyatni hosil gilamiz. Bu ayniyatda x
larning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirish
natijasida 4,, B, va C, noma’lum koeffitsientlar uchun chiziqli
tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu sistemani yechib, (2)-
tenglikdagi 4,, B, va C;, larning qiymatlarini topamiz.
3x? +x+3
(x—1)° (x2 + 1)
Yechish: Noma’lum koeffitsientlar usuliga ko‘ra,  quyidagi
ayniyatni yoza olamiz:
Ix2+x+3 4 A, 4,  Bx+C
(x—l)Bix2 +li=;+ (x-~l)2 +(x—1)3 " x?+1
Bu tenglikning o‘ng tarafini umumiy maxrajga keltirib, so‘ngra
maxrajini tashlab yuborish natijasida, quyidagi ayniyatni hosil qilamiz:
3% +x+3= 4 (e 1P +1)+ 4, (- +1)+ 4, (x> +1)+ (B + CYx-1).
Demak,
3x  +x+3=(4 +B* +(-24, + 4,-3B+C)* +(24, — A, + 4, +3B-3C}x* +
+(=24 - B+3Ch+(4, - 4,+ 4,-C)
Bu ayniyatdagi x larning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni
tenglashtirib, quyidagi tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

Masalan. kasmi sodda kasrlarga yoying.

A, + B =0
—2A4, + A, —3B+C =0
24 — A, + A, +3B-3C =3
—2A4, + A, —B+3C =1
A —A, + A, —-C =3

Bu sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:
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e g ———— -

100 100 1 0 0 100) (1 0 0 1 00
-210-310] [0 1 0-110({ (0 1 0 -110
2-113-33(~]0 -1 1 1-33|~|]0 0 1 0-2/3 [~
-2 10-131}]j0o 1 0 131 o 0 0 2 2
1-1 1 0-13) 0 -1 1-1-113) {0 0 1 -2 03
1 0 0100) (1 0 0 100
01 0-11340f 0 1 o0 -1 10
~l0 0 1 o0-2/3|~f0 0 1 0-2 3|~
00 0 221 {0 0 0o 1-10
0 0 0-220/ |0 0 0o o0 41
1 0 0 0 01—1 ( 1
4111 o o o o0--
1 4
0 1 o0-10-211g 1 o o oo
~001oo{l~00100[1
2 2
o 00 10Xlloo o 1 ol
4 4
0 0 0 0 1|l 0o 0 0o o | 1
4 4
.. 1 7 1 1 .
Natijada A‘z—Z’ 4, =0, A3=5, B=Z’ C=Z ekanligini hosil

gilamiz, ya’ni
3x2+x+3 1 7 1 x+1

G- +1) 4G-D " 2Gc—1y 4 x*+1
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2. Fazoda analitik geometriya
Fazoda dekart koordinatalar sistemasi
Fazoning O nugtasida kesishuvchi uchta Ox, Oy, Oz to‘g'r

chiziglar olamiz va bu to‘g‘ri chiziqlarning har bir jufti orqali
tekisliklar o‘tkazamiz:

4

i
y/’o ;

Ox va Oy to‘g‘ri chiziglar orqali o‘tuvchi tekislikni Oxy tekislik
deb, golgan ikki tekislikni mos ravishda Oxz va Oyz deb belgilaymiz.
Ox, Oy, Oz to‘g‘ri chiziglar koordinata o ‘qlari (mos ravishda abssissa,
ordinata, applikata), ularning kesishish nuqtalari koordinata boshi, Oxy,
Oxz va Oyz tekisliklar koordinata tekisliklari deyiladi.

Bu usul bilan hosil gqilingan Oxyz sistema fazoda dekart
koordinatalar  sistemasi deyiladi. Odatda Ox, Oy, Oz koordinata
o‘qlarining  birlik vektorlarini mos ravishda i,j,k lar orqali
belgilanadi. 7, j, k birlik (ort, bazis) vektorlar deyiladi.




Fazoda dekart koordinatalar sistemasi va ixtiyoriy nuqta M(x;,
y1; z1) berilgan bo‘lsin. M nuqtani yasash uchun Ox o‘qdagi x;
nugtadan Oy o°qqa, Oy o‘qdagi y; nuqtadan Oy o‘qqa parallel to‘g‘ri
chiziglar o‘tkazib, ularning kesishish M(x;,ys) nuqtasini aniqlaymiz. Bu
nuqtani koordinatalar boshi bilan tutashtiramiz. Oz o°‘qdagi z; nuqtadan
shu hosil qilingan chiziqqa parallel to‘g‘ri chiziq va tekislikdagi
M(x;; y1) nuqtadan Oz o‘qqa parallel to‘g‘ri chiziq o‘tkazib, ularning
kesishish nuqtasini aniqlaymiz. Bu nuqta izlanayotgan  M(xi; y1 ,zi)
nuqgtani aniqlaydi:

M (x1,y1,21) -

(9) Xy X
B/

Vektorlar va vektorlar ustida amallar

Ta’rif. Yo‘nalishga ega kesmaga vekror deb ataladi.

Agar vektorning boshi A4 nuqtada va oxiri B nuqtada bo‘lsa, u
4B yoki a kabi belgilanadi.

a vektoming uzunligi uning moduli deb ataladi va |a| kabi
belgilanadi.

Oxiri boshi bilan ustma-ust tushadigan vektor nol vektor deb ataladi
va 0 bilan belgilanadi.

Uzunligi birga teng vektorga birlik vektor deyiladi.

Bir to‘g‘ri chizigda yoki paralell to‘g‘ri chiziglarda yotuvchi
vektorlar kolleniar vektorlar deyiladi.
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Bir xil yo‘nalgan va bir xil uzunlikdagi vektorlar teng vektorlar
deyiladi.

Bir tekislikda yoki paralell tekisliklarda yotuvchi vektorlar
komplanar vektorlar deyiladi.

2 vektorning A soniga ko‘paytmasi deb, 2 ga kolleniar, (A >0 dau
bilan yo‘nalishdosh, A < 0 da esa yo‘nalishi garama-qarshi) hamda
moduli |1]-|2|ga teng bo‘lgan La vektorga aytiladi.
Ikkita « va b vektorlarning yig‘indisi deb a
uchburchak yoki parallelogramm qoidasi b
bo‘yicha aniqlanadigan c=a+b vektorga
aytiladi.

a(x, y, z) vektor a=xi +yj+zk ko‘rinishida ifodalanishi mumkin, bu
yerda i, j, k birlik vektorlar (ortlar): i|=[1=|q=1.

|a| vektorning uzunligi |a|=yx*+y*+2z* formula bilan aniglanadi.

- - Y -z
ST e T Ear
yo ‘naltiruvchi kosinuslari deb ataladi. Bu yerda «, g, y-a vektoming
Ox, Oy, Oz o‘qlari bilan hosil qilgan burchaklari va

cos® @ +cos® B+cos’ y=1.

vektorning

a(x, y,, z)va 1;(12, Vs Z,) vektorlar berilgan bo‘lsin. U holda
c~z+i)‘(x1 Xy, Y+ Vyh 2+ 2,), Aa(Ax,, Ay, A2,).

Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi
Ta’rif. 2 va b vektorlarning skalyar ko paytmasi deb bu
vektorlamming uzunliklarini ular hosil qilgan burchak kosinusiga

ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan songa aytiladi va (a,b) yoki a-b
ko‘rinishida belgilanadi.
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Demak,
(5,5)) =a-b =l5”5l~cos¢
a(x, y,z) Va bx,y,z) vektorlaming skalyar ko‘paytmasi
(a,b)=a-b=xx, +yy, +zz, formula bilan aniglanadi.
Vektoming skalyar, kvadrati (2, 2)=a" =’5|2 =x?+y*+2* yoki |o|=Va*.
a(x, y,,z) va b(x, y,, z,) vektorlar orasidagi burchak
(a,b) _ XX, + V¥, + 2,2,
lael N
formula yordamida hisoblanadi.
Agar o va b vektorlar skalyar ko‘paytmasi nolga teng bo‘lsa, u
holda ular ortogonal vektorlar deyiladi.
a-6=0 yoki xxr+ yiyz+ zizz=0 vektorlaring ortogonallik sharti.
Birlik ortogonal vektorlar ortonormal vektorlar deyiladi.
a(x, y,z) va b(x, y,, z,) vektorlar kolleniar bo‘lsa, ya’ni a=b, u

cosp =

holda Z2-22-Z_ vektorlarning kolleniarlik sharti.

Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi

Ta’rif. a vektorning 5 vektorlar vektor ko ‘paytmasi deb, c=axb
ko‘rinishda belgilanuvchi va quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi ¢

vektorga:

1. ¢ vektor a va b vektorlarning har biriga perpendikular;

2. ¢ vektor uchidan qaralganda « vektordan 5 vektorga eng gisqa
burilishi soat mili yo‘nalishiga teskari yo‘nalishda kuzatiladi (a, b,
vektorlarning bunday joylashuvini o‘ng uchlik deyiladi);
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3. ¢ vektoming moduli s« va & vektorlarga qurilgan
parallelogrammning S yuzasini ifodalovchi songa teng, ya’ni
Ié] =S='E|H sing (p—a va b vektorlar orasidagi burchak).

c b

Vektor ko‘paytmasining asosiy xossalari:

l. axb=-bxa;

2. (AZ)szax(AB) =A(axb);

3. 2><(B+E) —axb+axc;

4. Agar a=0, yoki 5=0, yoki a6 bo‘lsa, u holda ax5=0. Xususan
axb=0.

Koordinata o‘qlari ortlarining vektor ko‘paytmasi:

a=aji+a,j+a,k, R LA
Agar _ _ . _ bo‘lsa,uholda axb=la, a, gq,
b=bi+b,j+bk b b b,
Agar a va b vektorlar kolleniar bo‘lsa, u holda Z—* = :—’ = Z—’.
x y z
a vektorning b5 vektorlar vektor ko ‘paytmasining moduli bu

vektorlarda qurilgan parallelogrammning yuzasini ifodalaydi: S=|a x5}
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a vektorning 5 vektorlarda qurilgan uchburchakning yuzasini esa

S= % lix5| formula yordamida hisoblanadi.

Uch vektorning aralash ko‘paytmasi
Ta’rif.a ,b va c vektorlarning (abc) aralash ko paytmasi deb, (axb)

vektor ko‘paytmaning ¢ vektorga skalyar ko‘paytmasiga aytiladi.
Aralash ko‘paytmaning xossalari:
1. (t_IXZ) c=a (l;xE)

2. abc=bca=cab.

3. abc=-bca, abc=-cha, abc=-ach.
4. Agar vektorlardan aqalli bittasi nol vektor yoki a, 5, ¢ vektorlar
komplanar bo‘lsa, u holda abc=0 bo‘ladi.

a=a,i+a,j+ak

- - - — a, a, a,
Agar 6=bi+b,j+a.k bosa,ubolda  (abc)=s, b, b,
c=ci+c, j+ck & 6 G
a, a, a,
Agar a, b, ¢ vektorlar komplanar bo‘lsa, u holda b, 5, 5,|=0.
¢ ¢, ¢

Aralash ko‘paytma ko‘paytiriluvchi vektorlarda qurilgan parallelepiped
hajmiga ishora anigligida teng, ya'ni ¥ = + (abc). a,b va ¢ vektorlarda

qurilgan tetraedr hajmi esa V=+ 1/6 (abc).
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Masalan 1. a) a=:i+3; va b=3j-4 vektorlarga qurilgan
parallelogramm yuzasini hisoblang.

Yechish: a va b vektorlarga qurilgan parallelogrammning S yuzasi
shu vektorlaming vektor ko‘paytmasi moduliga teng: S=|ax5|. Vektor

k
0
-4

ko‘paytmani topamiz: axb= =-12i +4;-9%.

O W N

i
1
3

Demak, §=1(-12)*+4>+(-9)* =/144+16+81 =241 kv birlik.

Masalan 2. Uchlari A(1, 2, 0); B(-1, 2, 1); C(0; -3; 2) va D(1, 0, 1)
nuqtalarda bo‘lgan piramidaning hajmini hisoblang.

Yechish: Piramidaning 4 uchidan chiqqgan qirralariga mos keluvchi
vektorlarni topamiz: 4B={-2;0;1},AC={-1;-5,2}, AD={0;~2;1}.

Piramidaning hajmi shu vektorlarga qurilgan parallelepiped

2 0 1
hajmining L gismiga teng bo‘lganligi sababli y=sl1 -5 2=1422
J 6 g 3

0 -2 1

kub birlik.
Fazoda tekislik tenglamalari va ularga doir asosiy masalalar

Fazodagi M(x,,y,,z,) nuqtadan o‘tuvchi, n(4,8,C) vektorga
perpendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzamiz. Odatda n»(4,B,C)
vektorga tekislikning normal vektori deyiladi. Buning uchun shu
tekislikda yotuvchi ixtiyoriy B(x,y,z) nuqtani olsak, MB ea n vektorlar
perpendikular bo‘ladi, ya’ni MB.n=0 bo‘ladi. Demak, quyidagilar o‘rinli
bo‘lar ekan:

MB-n=A(x—x,)+ B(y—y,)+C(z—z,) =0

Agar qavslami ochib, ifodani ixchamlasak quyidagi tenglama hosil
bo‘ladi:

Ax+By+Cz+D=0 )]



Bu yerda, D=—(4x,+8y,+Cz,). n(4B,C) vektor tekislikning normal
vektori deyiladi.

(1)-tenglama tekislikning wumumiy ko rinishdagi tenglamasi
deyiladi. Endi (1)-tenglamaning ayrim maxsus ko‘rinishlarini keltiramiz:
1. Agar D=0 bo‘lsa, u holda 4x+By+Cz=0 tekislik koordinata boshidan

o‘tadi.
2. Agar 4=0 bo‘lsa, By+Cz+ D=0 tekislik OX o°‘qqa parallel bo‘ladi.
. Agar 4=0,D=0 bo‘lsa, By+Cz=0 tekislik OX o‘qdan o‘tadi.
4. Agar 4-0, B=0 bo‘lsa, Cx+D=0 tekislik OXY tekislikka parallel
bo‘ladi.
5. Agar 4=0, B=0, D=0 bo‘lsa, cz=0 (yoki z=0) tekislik OXY tekislik
_ bilan ustma-ust tushadi.

(1)-tenglamada D=0 bo‘lganda tekislikning kesmalardagi

tenglamasini keltirib chiqarish murmkin:

w

Ax+By+Cz = D:>_2+__D_+_2 1
A B C

yoki -P-a -P.p _2_.deb belgilashni kiritsak X+2+Z=1
A B C a b ¢

tekislikning kesmalardagi tenglamasi hosil bo‘ladi.

Bir to‘g‘ri chizigda yotmaydigan uchta M(xiy.z1), M(x2,y222),
M{(x3,y3z3) nuqta orqali o‘tuvchi tekislik tenglamasi:

X=X, Y=y Z-—z
X=X Y~ N 22— 2

X3 =X Y3~V Z3— %

=0

Ushbu
Ax+By+Cz+D =0
Ax+B,y+C,z+D, =0
tekisliklar berilgan bo‘lsin.
Ikki tekislik orasidagi burchak deb tekisliklar hosil qilgan ikki

yoqli burchakka aytiladi.
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A, va #,vektorlar orasidagi ¢ burchak bu tekisliklar hosil gilgan ikki
yoqli burchaklardan biridir. Shuning uchun ¢ burchak quyidagi
tenglikdan topiladi:

e A4A4,+B,-B,+CC, @)
{n,] |n, JAZ+ B +C? - A2 + BT+ C?

Tekisliklarning  parallellik va perpendikularlik  shartlari ulami
aniglaydigan #,(4,B8,C,) va n,(4,,8,,C;) vektorlarning parallellik va
perpendikularlik shartlari bilan bir xil bo‘ladi, shuning uchun ular
quyidagicha bo‘ladi:

% - _g. - g_ tekisliklarning parallellik sharti,

4, -4, + B, - B, + C, - C, =0 tekisliklarning perpendikularlik sharti.

cos@ =

M (xo » Voo Zo) nuqtadan Ax+By+Cz+D =0 tekislikkacha bo‘lgan

masofa hisoblash formulasini keltirib  chiqaramiz. M (xo,yo,zo)
nuqtadan tekislikka tushirilgan perpendikularning asosini M{(x;,y1,z;)
bilan belgilaymiz. Izlanayotgan masofani d bilan belgilaymiz.

M(xo’yo:zo)

!
-

Mx1,y1,21),

3
]

/

;(A, B,C) tekislikning normal vektori va MM vektor o‘zaro
kolleniar vektorlardir.

92



Bu vektorlaming skalyar ko‘paytmasi

) ) - MM|
i-MM =|nI-IM|M‘oosrp=d ‘[7] bo‘lib, undan d= B munosabatni

hosil gilamiz.

ﬁ'W = A(xy — %)+ B(y, — 1)+ C(2o — 2,) = Axy + By, + Cz, — (Ax, + By, + (z,)
Mix1,y1,z1) nuqta  berilgan  tekislikda  yotgani  uchun
Ax;+By;+Cz;+D=0 bo‘ladi, bundan esa Ax;+By;+Cz;=—D kelib
chigadi. Demak,

i-MM = Ax,+ By, +Cz,+D va 7ii=JA4>+B*+C ekanligidan quyidagi
formulani hosil qilamiz:
de |Axy + Byy + Cz, + D
Ja*+B*+C?
Bu formula M(x,,5,,2,) nugtadan 4x+By+Cz+D=0 tekislikkacha
bo‘lgan masofani hisoblash formulasidir.

Masalan. Mo(2; -3; 1) nuqta orqali o‘tuvchi va x—4y+5z+1=0
tekislikka parallel tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish: Ma’lumki M,(x,; yy; z,) nugtadan o‘tib, ax+by+cz+d=0
tekislikka parallel tekislik tenglamasi a(x—x,)+5(y—y,)+c(z~2,)=0
shaklda bo‘ladi. Bizning masala uchun bu tenglama quyidagi ko‘rinishni
oladi: (x—2)-4(y+3)+5(z—-1)=0 yoki x-4y+5z-19=0.

Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamalari va
ularga doir asosiy masalalar

Umumiy holda ikki n-tekislikning kesishish nuqtalari to‘plamini
fazodagi to‘g‘ri chiziq sifatida talqin qilish mumkin.
Ax+By+Cz+D =0
Ax+B,y+Cz+D, =0
bo‘lmasa, ular to‘g‘ri chiziq bo‘yicha kesishadi, bu to‘g‘ri chiziq
tenglamasi quyidagi tenglamalar sistemasi orqali topiladi:
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Ax+By+Cz+D =0
Ax+B,y+C,z+ D, =0
Bu sistema to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.
Agar tenglamadan x va y ni z orqali topsak, u holda to‘g‘ri
=mz+
chizigning proeksiyalardagi tenglamasini hosil qilamiz: {; _ :lzz+ : .
Endi M(x,,y,,z,) nuqtadan o‘tib, p(m,n,k) vektorga parallel
bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini topaylik. Agar B(x,y,z) nugta
qidirilayotgan to‘g‘ri chiziqgda yotsa, u holda E(x—xo,y—Yo,z-zo)
vektor p vektorga parallel bo‘lishi kerak, ya’ni quyidagi tenglama hosil
bo‘ladi:

XX _ Y=Y _272%

m n k
Bu tenglama fazodagi to‘g‘ri chizigning kanonik ko‘rinishdagi
z~2z,

tenglamasi deb ataladi. Agar bu tenglamada =1t deb olsak, to‘g‘ri

xX=mt+Xx,,

chizigning quyidagi parametrik tenglamasini hosil gilamiz: ¥ =" * Yo,
z=kt+z,.
Berilgan ikki M(x.,y,,z,) va K(x,,»,,z,) nuqtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasini topaylik. Bu to‘g‘ri chiziq M(x,,y,,z,)
nuqtadan o‘tganligi uchun

X5 _ YW _z27%
m n k-
Endi bu to‘g‘ri chizigning K(x,,y,,z,) nuqtadan ham o‘tishini
e’tiborga olsak,

X~ _Y2mh _ZTZ

m n £

Natijada quyidagi tenglamani hosil gilamiz:
X=X _Y-n _z-2%

H=X% Vamh ZHoF
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Bu tenglama berilgan ikki M(x,,,,z) va K(x,,y,,z,) nuqtalardan
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasidir. Ikkita to‘g‘ri chiziq orasidagi
burchak deb bu to‘g‘ri chiziglarning yo‘naltiruvchi vektorlari
orasidagi burchakka aytiladi.

Ikkita to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektorlari S,(m,, n,, p,) va
S,(m,, n,, p,) berilgan bo‘lsin. U holda ikkita to‘g‘ri chiziq orasidagi
burchak quyidagi munosabatdan topiladi:

cosp=1 mm, +mn, + ppy
2 2 2 2 2 2
Jm +n + pl \Jm} +n} + p]
Fazoda ikkita to‘g‘ri chizigning parallellik sharti;: =~ Zr="1- P,
m n, D

Fazoda ikkita to‘g‘ri chizigning perpendikularlik sharti: mim2 + nin2
+pip2-0.
Masalan. Mi(2;-1; —-1) va M2(3; 3; —1) nugtalar orqali o‘tuvchi
to‘g‘ni chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish: X=% - Y=N _ 274 yokij
X=X Va—h HTE
x=2_ytl_z+l _ x=2 y+l_z+l
3-2 3+1 -141 1 4 0

Fazoda tekislik va to‘g‘ri chiziqlarga doir asosiy masalalar

I x;a = y;b = z;c to‘g‘ri chiziq va a: Ax+By+Cz+D=0 tekislik
orasidagi ¢ burchakni topaylik.
7(4,B,C) I

E‘—'w plm,n, kf/
— — e
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%—;p burchak p(m,n,k) va 7(4,B,C) vektorlar orasidagi burchakka teng

bo‘ladi u  holda cos(—’zi—¢)=sin¢ bo‘lgani  uchun,

[Am + Bn + Ck|
VA2 + B +C AmP +n* + K
Berilgan to‘gri chiziq va tekislikning parallel bo‘lishi uchun p va
n vektorlar perpendikular bo‘lishi kerak, ya’ni 4m+Bn+Ck=0.

Berilgan to‘g‘ri chiziq va tekislikning perpendikular bo‘lishi uchun
p va n vektorlar parallel bo‘lishi kerak, ya’ni ﬁ— = % = % .

To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning kesishgan nuqtasini topish uchun,
to‘g‘ri chiziqning parametrik tenglamasi va tekislikning umumiy
tenglamasi orqali hosil bo‘lgan sistemani yechish lozim, ya’ni
x=mt+a

sing =

y=nt+b
z=kt+c
Ax+By+Cz+D=0
tenglamalar sistemasini yechish kerak.
Masalan 1. Mo(2;-2;1) nugtadan va to‘g‘ri
chizigdan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish: M(x; y; z) izlanayotgan tekislikda yotuvchi nuqta

bo‘lsin. Mi(1; 2; —3) to‘g‘ri chiziqdagi nuqta. U holda ;(2; -3; 2)

berilgan to‘g'n chizigning  yo‘naltiruvchi vektori,
W(x— Ly-2;z+3) va m (1; 4; 4) vektorlar komplanar va
1 -4 4
(MM, MiM)=0 boladi. Demak [2 ~3 2 |=.
x—-1y-22z+3

Bundan 4x+6y+5z-1=0 izlanayotgan tekislik tenglamasi hosil
bo‘ladi.
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3x—y—-1=90 e . .
Masalan 2. 3r427-2—p 08T chiziq bilan 2x+y+z-4=0

tekislik orasidagi burchak topilsin.
Yechish: To‘g‘ri chiziq tenglamasini kanonik  ko‘rinishga
-0 1 z-1
keltiramiz: x—1-=l;— =~z——3—. Bu  to‘g‘ri chizigning yo‘naltiravchi
2

- 3
vektori 2 (1;3;——2*).
2x+y+z—4=0 tekislikning normal vektori esa ;(2;1;1). Demak, to‘g‘ri

chizigning berilgan tekislik bilan hosil gilgan burchagi

1-2+3-1 3 1 Z
. o +(_5)' 2 1
ing= = —~ 7 = =,p=arcsin=.
V22417 412 12+32+[-—%) ‘/65 Vo V6
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3. Chiziqli fazo
Chiziqli faze tushunchasi

Chiziqli fazo tushunchasi matematikadagi asosiy tushunchalardan
biri bo‘lib, iqtisodda ham muhim ahamiyatga ega.

Ta’rif. Agar bo‘sh bo‘lmagan L to‘plamning istalgan x,y,z
elementlari va 4 son uchun qo‘shish x+yeL, songa ko‘paytirish ixeL
aniglangan bo‘lib, bu amallar uchun quyidagi xossalar o‘rinli bo‘lsa:

1. x+y=y+x (qo‘shish amalining kommutativligi);

2. x+(y+z)=(x+y)+z (qo‘shishning assostiativligi);

3. L da shunday 0 (nol) element mavjudki, istalgan xeL uchun x+0=x;
4. Har bir xeZ uchun, L da shunday x elementi mavjudki, uning uchun
x+{-x)=0;

5. @ va g sonlar va xelL uchun ofsg)=(af);

6.1-x=x;

7. (@+plx=ax+fix;

8. alx+y)=ax+ay

u holda u chiziqgli yoki vektor fazo deyiladi.

Yugqoridagi ta’rifda songa ko‘paytirish amali deganda ikki holatni
farqlash kerak. Agar ta’rifdagi sonlar haqiqiy sonlar to‘plami R = (- ,+x)
dan olingan deb qaralsa, bunday chiziqli fazo hagqiqiy chizigli fazo
deyiladi, agarda bu sonlar kompleks sonlar to‘plami C dan olingan deb
qaralsa, bunday chiziqli fazo kompleks chiziqli fazo deyiladi.

Ta’rif. Agar shunday 4,4,...,4, sonlar topilib, ular uchun
x=Aa, +A4a, +...+ A,a, tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda chiziqli fazo elementi
x vektor a,a,,...a, vektorlarning chiziqli kombinatsiyasidan iborat
deyiladi.

Ta’rif. Agar hammasi ham nolga teng bo‘lmagan shunday

Ay Ay, 4, sonlar topilib, ular uchun
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Aa+A4a,+..+4a,=0 )]
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda 4, a,, ..., a, vektorlar sistemasi chizigli
bog‘liq vektorlar sistemasi deyiladi, aks holda, ya’ni (1)-tenglik o‘rinli
ekanligidan A4 =4, =...=4, =0 bo‘lsa, ular chizigli-erkli vektorlar
sistemasi deyiladi.

Agar a4, a,, ..., a, vektorlar orasida nol vektor bo‘lsa, u holda ular
chizigli bog‘liq bo‘ladi. Agar a;,4a,,...,a, vektorlardan bir nechtasi
chizigli bog‘liq bo‘lsa, u holda ularning o‘zi ham chizigli bog‘liq
bo‘ladi.

Ta’rif. Agar L chiziqli fazoda n tasi chiziqli-erkli va istalgan n+1
tasi bog‘liq bo‘lgan vektorlar mavjud bo‘lsa, ya’ni chizigli-erkli
vektorlaming maksimal soni n ga teng bo‘lsa, u holda L fazo n o ‘Ichovli
chiziqli fazo deyiladi.

Ta’rif. n o‘lchovli chiziqli fazodagi istalgan n ta chizigli-erkli
vektorlar sistemasi chizigli fazoning bazisi deyiladi.

Teorema. Chiziqli fazoning har bir elementini yagona usul bilan
bazisning chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishida ifoda gilish mumkin.

Isbot. £, ¢,,...,¢, vektorlar L dagi bazis bo‘lsin, agar
xeL (x#0) bo‘lsa, u holda x,¢,,£,,---,£, vektorlar chizigli bog‘liq
bo‘ladi, ya’ni hammasi ham nol bo‘lmagan shunday 4, 4, ....,4, sonlar
mavjudki, bunda Ax+A4, ¢, +---+4,£,=0 tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu
yerda, 4,0 bo‘lishi kerak, aks holda 44, +4,¢,+...4.£, =0 bo‘lib,
A=A=4=--=4=0 ekanligi kelib chiqadi. Demak, 4, =0 bo‘lishi
kerak, u holda

x=—-i[ _alg _..._élg
A A R @)

tenglik hosil qilamiz, ya’ni x vektor £;, £,,...,¢, laming chizigli
kombinatsiyasidan iborat ekan. Endi x ni (2)-tenglik orqali yagona
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usulda ifodalash mumkinligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, x€ L, x#0
uchun ushbu

x=a l,+a,l,++al,

x=p b+ Bl ++ B L,
tengliklar o‘rinli bo‘lsin, bu tengliklar ayirmasini olsak, u holda
(@-B),+a-p), ++(@,-B),=0 tenglikni hosil qilamiz.
£, £,,...,4, lar chiziqli-erkli bo‘lgani uchun

&-$=00-p4=02-6=0,

ya’ni o, = B, a, = B,,---,a, = B, kelib chiqadi. Demak, x vektor (2)-tenglik
orgali yagona ko‘rinishda ifodalanar ekan. Teorema isbot bo‘ldi.

Teorema. Agar L dagi ¢,, ¢,,....£, vektorlar chizigli-erkli bo‘lib,
istalgan x vektor ularning chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo‘lsa, u
holda bu vektorlar L da bazisni tashkil etadi.

Isbot. x € L bo‘lsin, u holda teorema shartiga ko‘ra 4,4,,:--,4,
sonlar mavjudki, ular uchun x=4/¢ +4 ¢, +---+A4£, bo‘ladi. Bundan
esa l-x-A4 8, ~2,€,—-~2,£,=0 tenglik kelib chiqadi, ya’ni
x,£,,£,,--,£, vektorlar chiziqli bog‘liq ekan, u holda ta’rifga ko‘ra
¢,,£,,--,¢, vektorlar bazisni tashkil etadi. Teorema isbot bo‘ldi.

£,2,,---,£, vektorlar bazis bo‘lib, x vektor ularning chizigli
kombinatsiyasidan iborat bo‘lsin, ya’ni x=x{ +x{,++x{, u
holda X, x,,"-,x, sonlar x vektorning ¢,,¢,,--,¢, bazis bo‘yicha
koordinatalari deb yuritiladi. n oflchovli L chizigli fazoda ikkita
£, 4,,-€, va £}, ¢,,---,£, bazislar berilgan bo‘Isin, u holda ¢}, £;,--,¢,
lar uchun

f=a,f +a,l,++a,l

O =a,l,+aytl,++a,l

gn :anl'el+an2£2+“'+annfn
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tengliklarni hosil gilamiz, bu yerda

ay G-y,

matritsa  £,,¢,,--,¢, bazisdan £, 3, --,£, bazisga o‘tish matritsasi
deyiladi. Shuni ta’kidlaymizki, A matritsa xos bo‘lmagan matritsa
bo‘ladi, shuning uchun unga teskari 4' matritsa mavjud bo‘lib, bu
matritsa £}, {3,-,¢, bazisdan £,,¢,,---,{, bazisga o‘tish matritsasi
bo‘ladi.

Endi berilgan vektorning turli bazislardagi koordinatalari orasidagi
bog‘lanishni qaraymiz, x € L vektor uchun

X=x by +x, 8, +..+x, L, =x 6 +x,0,+...+x,(,

bo‘lsin, u holda

X =)
X, x5
2 . 2
X= Sb X =]
*
xn x"

deb belgilasak, quyidagi tengliklarni hosil qilamiz:
X=AX o X =(47)X.
Bu yerda, A’ - A matritsaning transponirlangan matritsasidir.
n o‘lchovli-chiziqli fazoga misol keltiramiz. Elementlari
tartiblangan » ta haqiqiy sonlar majmuasidan iborat bo‘lgan
R" = {x x=(x, Xy, *+X,), X; € (—ao,+oo), i= I,—n_}
to‘plamda  x=(x, x,,-,x,)e R" va y=(»,ys5+-»¥,)€R" lar uchun

qo‘“shish:
x+y=(x+y,%5+y,..%5+y,) va A songa ko‘paytirish amalini:

Ax=(Ax,Ax,,...,Ax,) kiritsak, bu amallar chizigli fazo ta’rifidagi 1-8-
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xossalarni qanoatlantiradi. Demak, R" kiritilgan amallarga nisbatan
chiziqli fazoni tashkil etar ekan. Bundan tashqari

¢, =@, 0,--,0)

¢,=(0, 1,---,0)

birlik vektorlar sistemasi R® da bazisni tashkil etadi, chunki
Vx=(x,, X,,-, X,)€R" vektorni x=x¢ +x¢,+--+x/, ko‘rinishda
ifodalash mumkin.
Masalan 1. Quyida berilgan uchta vektorlar bazis hosil qilishini
tekshiring:
a={03,1},b={1,-2,0}, c={1,0,1}.

1-0-4, -4, =0 A =1
Bundan ko‘rinadiki sistemaning yechimi yo‘q. Demak a,b,c vektorlar
chizigli-erkli.

Masalan 2. Agar A; — A1 va A3 — A1 vektorlar proporsional
bo‘lmasa, u holda A4, A2, 43 vektorlar chizigli bog‘liq emasligini
ko‘rsating.

Yechish: Ai(ai, b1, c1) A2x(az, b2, c2) As(as, bs, ¢3) bo‘lsin.

Az — A1 =(a2—ay; ba — bi; c2— 1), A3 — A1 = (a3 —ar; b3 —b1; c3—c).
A2 — Ay va A3 — Ay vektorlar proporsional emasligidan

a,—a, #A(a,—~a,) (A-Da,—2a,+a,#0
by—b, % A(b,—b) = {(A—1)b,—Ab, +b, 20
c;—¢, #A(c,—¢) (A-De,—Ac, +¢, %20
Aa, + Aa, # Aa,
Demak by + A,b, # Ay
Ao + 20, # A
bo‘lib, 41, A2, A3 vektorlarning chizigli bog‘liq emasligi kelib chiqadi.
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Evklid fazolari

Ta’rif. Agar L chiziqli fazo berilgan bo‘lib, Vx,y € L elementlar
uchun shunday (x;)) son mos qo‘yilgan bolsa va u quyidagi xossalarni
qanoatlantirsa:

L (my)=0.x) ey el).

2, (x,y+z)=(x,y)+(x,z),(x,y,z el).

3. (exy)= ax,y)(@eRr, x,yeL).

4. (x,x)20 va fagat x=0(x € L) bo‘lganda (x;x)=0.

U holda bu chiziqli fazoda skalyar ko‘paytma aniglangan deyiladi.

Skalyar ko‘paytma kiritilgan chiziqli fazo Evklid fazosi deyiladi.

Skalyar ko‘paytma yordamida vektorning normasi (uzunligi)
tushunchasini kiritish mumkin. x vektorning uzunligi (normasi) lxl deb,
quyidagicha aniqlangan songa aytiladi:

| %] = Jlx.x)
Norma quyidagi xossalarga ega bo‘ladi.
1. lx, =0 faqat va faqat shu holdaki, agar x =0, bo‘lsa.
2. Istalgan A son uchun [Ax/=|4|-]x].
3. [(x,¥) <[]yl Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi.
4. [x+y <|x+]y] uchburchak tengsizligi.
Ikkita x va y vektorlar orasidagi burchak & quyidagi tenglik bilan
aniglanadi:

cosd = ﬁﬁ , buyerda 0 < 8 <7 deb qaraladi.

Normaning 1- va 2-xossalari to‘g‘ridan to‘g‘ri skalyar ko‘paytma
ta’rifidan kelib chigadi. 3- va 4-xossalarini isbot gilaylik. Skalyar
ko‘paytmaning ta’rifiga va 1-, 2-xossalariga ko‘ra quyidagilarni hosil
qilamiz:

0< (x+cgz, x+ay)= (x,x)+ 2a(x, ) +a’(y,»)
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Bu yerda, a= —%;—; deb olsak, quyidagi hosil bo*ladi.
@&y @& 00 e (xY) 2
0< s -2 2 = - 3 " < .
-2 o T T Fsbi bl =
=|(xy) <lx- )

Demak, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi isbot bo‘ladi. Endi 4-
xossa Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan kelib chigadi:
et o = (et pox+ )= (e x)+ 206, )+ () s +2- - A+ = (el + ) =
= |x+y <|x+y]

Agar x va y vektorlar ortogonal vektorlar orasidagi burchak % ga

teng bo‘lsa, ya'ni (x, y)=0 bo‘lsa, u holda ular ortogonal vektorlar
deyiladi.

Agarda n o‘lchovli evklid fazosidagi £, ¢,,-,¢, vektorlar uchun
(1, £)=0, i# bolib, [€|=1, i=12,...,n, bo‘lsa, u holda ular bu
fazoning ortonormal bazisi deyiladi.

Teorema. Har ganday n o‘lchovli L Evklid fazosida ortonormal
bazis mavjuddir.

Isbot. f.f:, ./, vektorlar L Evklid fazosidagi bazis bo‘lsin, shu

bazis asosida biz ortonormal bazisni hosil qilamiz. 1-qadamda ¢, = |“§1—
1

deb olamiz, tabiiy |¢,]=1 bo‘ladi.

2-qadamda f; =4 £, + f; vektor uchun 4 ni shunday tanlaymizki,

(,;’el)=0 bo‘lsin, ya’ni o= 2.s£1)=ﬂ1(f1,£1)+(fz,[1)='11+(stf|) demak,

A =—f,,£,) deb olsak ;,t’l)=0 bo‘lar ekan, endi ¢, =% deb olsak,

2

£,]=1 va (£,,£,)=0 bo‘ladi.

k<n uchun ¢,,¢,,--,¢, ortonormal vektorlar hosil qgilingan bo‘lsin,

k+1 qadamda f;, =40, +A 0, -+ Ly + fi, vektor uchun
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As Ay, A4 . sonlami shunday tanlaymizki (Z ,-,f,;.)=0,i =Lk tengliklar
o‘rinli bo‘lsin, buning uchun 4 =-(f,,¢,), i=12,....,k deb olish

yetarlidir. Agar biz ¢ = I;M' deb olsak, ¢,,¢,,---,£,,,, ortonormal
k+1

sistemani tashkil giladi. Natijada n ta qadamdan so‘ng ¢,,%,,--,¢,
ortonormal sistema hosil bo‘ladi. Istalgan ortonormal sistema chizigli-
erkli bo‘ladi, chunki agar A, ¢,+A4,¢,+--+4,¢,+---+4,£,=0 bo‘lsa, u
holda istalgan i =12,...,n uchun
(Al + AL, + -+ Al ++ AL )= (£,€)=A4 =0

ekanligi kelib chigadi. Demak, ¢,, £,,-**,£, chizigli-erkli ekan, L fazo n
o‘Ichovli bo‘lgani uchun £, ¢,,---,£, ortonormal bazis ekanligi kelib
chigadi.

Evklid fazosiga misol tariqasida chizigli n o‘lchovli fazo R" ni
keltirish mumkin. R" da  x=(x,x%,-x) va y=0nyp¥)
vektorlaring skalyar ko‘paytmasi deb quydagini olamiz:

(x’y)—_- inyi
=1

Kiritilgan skalyar ko‘paytma ta’rifdagi barcha xossalarni
qanoatlantiradi. R” da kiritilgan skalyar ko‘paytmaga mos ravishda
x=(x,x,,---,x,)eR" vektorning normasi quyidagicha aniglanadi:

Evklid fazoda ¢,=(1,0,...,0) ¢,=(0L...,0)--¢, =(00,...,1)  vektorlar
ortonormal bazisni tashkil etadi.

Chiziqli operatorlar
Ta’rif. Agar L chizigli fazoning har bir elementi xel, uchun

biron qoida, qonunga asosan L, chizigli fazoning aniq elementi mos
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qo‘yilgan bo‘lsa, L, ni L, ga akslantiruvchi operator berilgan deyiladi.
Bu operatorni 4 deb belgilab, akslantirishni 4:z, -z, shaklda ifoda
etiladi, bu akslantirishda x ning y ga mos kelishi 4x =y kabi yoziladi.

Ta’rif. Agar istalgan xeL, yel, va 4 son uchun

Alx+y)=Ax+ 4y

A4 x)=24x
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda 4:L -1, operator chizigli operator
deyiladi.

A:L»L, va B:L,-»L, chiziqli operatorlar bo‘lsa, 4 va B
operatorlarning ko‘paytmasi (yoki kompozitsiyasi) deb ushbu
(4B)(x)= 4(Bx) ko‘rinishda aniqlangan operatorga aytiladi. Bu yerda,
AB:L — L, va C =48 chizigli operatordir.

Agar 4:L->L va B:L - L chiziqli operatorlar bo‘lsa, bunday
operatorlar uchun 4+B, -4 va 4-B chizigli operatorlarni aniglashimiz
mumkin bo‘ladi. L chiziqli fazoning o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi barcha
chizigli operatorlar to‘plamini 3@) deb belgilaymiz, operatorlarni
qo‘shish va songa ko‘paytirishga nisbatan 3(z) to‘plam chizigli fazoni
tashkil etadi.

Ta’rif. Agar 4 e 3(L) operator uchun shunday 2 son mavjud bo‘lib,

Ax=2x, x=20
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda x vektor A4 operatorning xos vektori
deyiladi.

A:R" — R" chizigli operator bo‘lsin. Biz 4 operatorning matritsa
ko‘rinishini hosil gilamiz. Buning uchun »" da ¢,,¢,,....,¢, va r" da esa
£1,25,...,¢, bazislarni olaylik. xeR",4x=yeR" 4¢,eR" uchun ushbu
tengliklarni yoza olamiz:

x=x 4, +x,0,+-+x2,
Ax=y=yLi+y Ly +-+y £
Al =a Ll +a, 0, +oota,l, j=12,...,n
Bu yerdan quyidagilarni hosil qilamiz:
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Ax = ZIXJAZJ = lejzl:aije: = zl:(zl:a,jxj]Z:
= J= i= =\

ax=y=3y1;
i=]

Demak, y, = i'a,.,x 5 i=12,...,m tengliklar hosil bo‘ladi. Agar biz ushbu
J=

matritsalarni kiritsak,
Xy N a,, alz---ah
X = 4.‘2 Y= }jz 4= a;, Gy Ay,
X, Vm a, a4, "4a,,
u holda yuqoridagi tengliklarni quyidagicha yozishimiz mumkin:
AX =Y

Bu yerda, 4 matritsa qaralayotgan 4 operatorning berilgan bazislardagi
matritsasi deyiladi. 4e3(r") bo‘lsin, u holda bunday operatorga mos
keladigan matritsa kvadratik matritsa bo‘ladi.

x=(x,%,...x, )€ R" vektor 4 chiziqli operatorning A xos soniga mos
keluvchi xos vektor, ya’ni Ax = Ax bo‘lsin.
X

Agar x= f’ vektor matritsa bo‘lsa, u holda ushbu tenglik hosil

X

]

bo‘ladi AX = AX.

Bu yerdan E birlik matritsa uchun, quyidagi (4-2£)x =0 tenglikni
yoza olamiz. Bu bir jinsli tenglamalar sistemasi har doim x=0 yechimga
ega. U noldan farqli yechimga ega bo‘lishi uchun, ya’ni xos vektorning
mavjud bo‘lishi uchun |4- 4% =0 bo‘lishi, ya’ni
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ekanligi zarur va yetarlidir. Bu determinant A ga nisbatan n-tartibli
ko‘phaddan iborat bo‘ladi, uni A operatorning yoki 4 matritsaning
xarakteristik ko phadi, (1)-tenglama A operatorning (matritsaning)
xarakteristik tenglamasi deyiladi. Shuni ta’kidlash lozimki, xarakteristik -
ko‘phad garalayotgan bazisga bog‘liq bo‘lmaydi.

A operator n ta chizigli-erkli ¢,,¢,,...,¢, xos vektorlarga ega bo‘lib,
4,2,-.,4, X0s sonlari bo‘lsin, u holda 4 operatorning ¢,¢,,....¢, bazisga
mos keluvchi 4 matritsasi quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:

A4 0 -0
R [o A, oJ , ya’ni 4 matritsa diagonal matritsa bo‘lar ekan.

[4] 0-.- j_n

Aksincha, biron-bir bazisda A operator matritsasi diagonal
ko‘rinishga ega bo‘lsa, u holda bu bazis vektorlari 4 operatorning xos
vektorlari bo‘lib, matritsa diagonallaridaga sonlar uning xos sonlaridan
iborat bo‘ladi.

Agar A operator n ta turli xos sonlarga ega bo‘lsa, u holda ularga
mos keluvchi xos vektorlar chizigli-erkli bo‘lib, shu vektorlar hosil
qilgan bazisda 4 operator matritsasi diagonal ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Masalan 3. Matritsaning xos sonlari va xos vektorini toping:

()

Yechish: Matritsaning xarakteristik tenglamasi

£l

L

bundan #*~74+10=0, 4 =2, 4, =5. Xos vektomi topish uchun:
(a“ aqul)zll(xtj (a“—l ap, Ixn)=[0 ) {(au —A)x +a,x,=0
a4y A N% X i Gy, ay,—-ANx, 0/ 4% +(a,—A)x, =0

. x+2x,=0
4 =2 ga mos keluvchi xos vektor

%421, 20 sistemaning yechimi
=
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bo‘ladi, bu bitta tenglama, x> = b deb olsak, x1 = (-2b, b) = =b(-2, 1)
bo‘ladi.

- ~2x,+2x,=0 .
A,=5 xos songa mos keluvchi xos vektor { ht R erkli

x—x,=0
o‘zgaruvchini x; = ¢ deb olsak. x2 = (¢, ¢) = ¢(1, 1). b va c ixtiyoriy
sonlar bo‘lgani uchun bitta xos songa bir nechta har xil uzunlikdagi xos
vektorlar mos kelishi mumkin. Masalan bir jinsli sistemaning
fundamental yechimlariga mos keluvchi xos vektorlar

x1=(-2, 1), x2=(1, 1).

Masalan 4. 4= matritsaning xos sonlari va xos

-0 W
- O
w o o

vektorlarini toping.

Yechish: A matritsaga mos xarakteristik tenglamani yozamiz:
3-4 0 0
0 3-4 0

1 13-4

|4-AE|=0, =0 yoki (3-1)=0. Demak, 41=3-4

matritsaning uch karrali xarakteristik soni.

Xarakteristik vektorni topish uchun (4-4i£)x=0 matritsaviy
tenglamaning noldan farqli yechimlarini topamiz.

A =3 deb yagona x+y=0 tenglamani hosil gilamiz. Uni yechib,
x=-y, y=a, z=b deb x=—a, y=a, z=b, ya'ni X=(-gq, a, b)
ko‘rinishdagi xos bo‘lmagan vektorni hosil qilamiz. Uni ikkita chiziqli-
erkli 4 =(-1 1; 0) va 4, =(0; 0; 1) vektorlar orqali ifodalash mumkin.

Kvadratik formalar
Turli amaliy masalalarni yechishda kvadratik formalar hosil

bo‘lib, ularni o‘rganishga to‘g‘ri keladi.
Ta’rif. n ta o‘zgaruvchining kvadratik formasi deb
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f(xl’x2" X, ZZ% XX

i=1 j=1
tenglik orqali aniglangan f funksiyaga aytiladi.

Bu yerda, o, lar kvadratik formaning koeffitsientlari deyiladi. Ular
haqiqiy sonlar bo‘lib, @; =a; shartlarni qanoatlantiradi. Shu
koeffitsientlar yordamida tuzilgan A=(a,-,-) (,j=12,...,n) matritsa
kvadratik formaning matritsasi deyiladi, a@; = a shart bajarilgani uchun
bunday matritsalarni simmetrik matritsalar ko‘rinishida ifoda gilish
mumkin:

f(X)=X4aX. 3)
Bu yerda, X =(x,,x,,...,x, )' matritsa ustundan iboratdir.
C=(c,)(.j=12...,n) n-tartibli xos bo‘lmagan matritsa bo‘lib,

X=(xl,x2,...,x,)' va Y=(y,», ...,y,,)l lar X=CY tenglik orqali bog‘langan
bo‘Isin. U holda (3)-tenglikdan quyidagilarni hosil qilamiz:
f=X4X =(CY) A[CY)=(Y'C)A(CY)=Y'(C AC)Y =Y'A4'Y

Demak, x=cy xos bo‘lmagan chiziqli almashtirishda s kvadratik

formaga mos keluvchi matritsa quyidagicha bo‘lar ekan
A =C'AC
Agar barcha i#¥j lar uchun g;=0  bo‘lsa, ya’ni
f=ayx} +a,x; +--+a, x —Za" x;  ko‘rinishda bo‘lsa, demak kvadratik
formaning matritsasi diagonal ko‘rinishda bo‘lsa u holda
f= Zza,, x;x; forma kanonik kvadratik forma deyiladi.
i=1 j=1

Quyidagi teoremalar o‘rinlidir:

Teorema. Istalgan kvadratik formani xos bo‘lmagan chizigli
almashtirish yordamida kanonik ko‘rinishga olib kelish mumkin.

Kvadratik formaning kanonik ko‘rinishi koeffitsientlari ma’nosida
yagona bo‘lmaydi. Lekin quyidagi teorema o‘rinlidir:
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Teorema (Kvadratik forma uchun inersiya qonuni). Kvadratik
formaning barcha kanonik ko‘rinishlaridagi musbat va manfiy hadlari
soni bir xil bo‘ladi.

Kvadratik formaga mos keluvchi matritsaning rangi shu kvadratik
formaning rangi deb atalib, kvadratik formaning kanonik ko‘rinishdagi
noldan fargli koeffitsientlar soniga teng bo‘lib, yuqoridagi teoremaga
ko‘ra kvadratik formaning barcha xos bo‘lmagan chiziqgli
almashtirishlari uchun uning rangi o‘zgarmas bo‘ladi.

Agar barcha (x1.x2, ..., xn)#(0,0, ...,0) uchun
SG1x2, ..., xn)>0(f(x1X2, ...,xn)<0)  tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda
f(x1x2,...,xn) kvadratik forma musbat (manfiy) aniqlangan deyiladi.

Teorema. F=X'AX kvadratik forma musbat aniqlangan bo‘lishi
uchun 4 matritsaning barcha bosh minorlari musbat bo‘lishi zarur va
yetarlidir, ya’ni

A Gy Gy

0, a,-a,
bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Kvadratik forma manfiy aniqlangan bo‘lishi uchun esa
(-1¥A, >0,i=1,2,...,n shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Masalan 1. Berilgan kvadratik formani kanonik ko‘rinishga
keltiruvchi ortogonal almashtirishni  aniqlang: F(x1,x2,x3) =

1 -3 1
-31 1
1 ~15
ko‘rinishda bo‘ladi.
Shu matritsaning xos son va vektorlarini topamiz: [4-4E[=0Q
1-2 -3 1
-3 1-4 -1
1 ~1 5-4

4 4 2
X, + X, +5x; —6x,x, +2x,%; — 2X,X;.

Yechish: Kvadratik formaga mos  matritsa A=

=0. -A+74-36=0. A=-2, A,=3, A =6

11



Xos vektorlarni topamiz:

3 -3 1) (x) (0 3x,~3x, +x, =0
a)4 =-2 uchun (A+2E)X;=0, | -3 3 -1 |+|x, || 0] yoki {-3x +3x,~x,=0
1 -1 7)ix,) (0 x~x,+7x; =0

3x, —3x, +x; =0

Bundan esa { sistemani hosil qilamiz.

x~x,+7x, =0
Bu sistemani yechib x;=k, x2 =k, x3 = 0 ni hosil qilamiz.

b) 42=3 uchun xuddi a punktdagi kabi mulohazalarda x:=—k, x>=k,
x3=k yechimlarni hosil gilamiz.

d) 23=6 uchun ham xuddi « punktdagi kabi mulohazalarda x;=k, x> =—
k, x3 =2k yechimlarni hosil gilamiz.

Agar A matritsali F(x1,x2....,xs) kvadratik forma biror X=BX
ortogonal almashtirish yordamida kanonik ko‘rinishga keltirilgan
bo‘lsa, u holda 4,4,,..,4, koeffitsientlar B matritsa xarakteristik
tenglamasining ildizlari bo‘ladi. B ortogonal matritsaning ustunlarini
tashkil etuvchi X,,X,...X, ustun- vektorlar 4,4,,..,4, xos sonlarga mos
shu matritsaning xos vektorlarini tashkil etadi.

k ~k k
Bizning misolda X1=( J X2=( k], X3={—k]A matritsaning
0 k 2%
A=-2, 42=3, 13=6 xos sonlariga mos Xi, X2, X3 xos vektorlari

ortogonal bo‘lishi kerak. t=1 qiymatda bu vektorlarni normallab,
ortogonalligini tekshiramiz. Normal vektorlar uchun x? +x2+x?=1 shart

' 1
o‘rinli ekanligini inobatga olib X1={1 vektorni |/x? +x2 +x? =% ga

0

1
ko‘paytirib X;= L [1] normal vektorni hosil gilamiz.

50
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-1 1
Xuddi shu kabi X;=-L Xo=_L|_1l.
uddi shu kabi X ﬁ[llJ, 3 ‘/g[zlJ

X;, X2 X3 xos vektorlar o‘zaro juft-juft ortogonal, ya’ni
XT*X,=XT*X,=XT+X,=0 bo‘lgani uchun B quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi.

L T .

3 oJe V2

B=| L _L 1L

SoJe 2

L
3o

O‘zgaruvchilarning X =BXx ortogonal almashtirilishida berilgan
kvadratik forma quyidagi F =3x +6x~2x; kanonik Kko‘rinishga
keladi, bunda

x1 i+x_2+£ }2 :iL iZ_ 3 > ...xi__’_iz_.
b -
X, X | X X X X X, 2x

Iqtisodda chiziqli modellar
Matritsaning xos vektori va xos sonini topishga olib keladigan
iqtisodiy jarayonning matematik modeli sifatida xalqaro savdo modelini

keltirish mumkin.
S,,S,5+S, n ta mamlakat bo‘lib, ularning milliy daromadlari mos

ravishda x,,x,,....x, larga teng bo‘lsin. a;—S; mamlakatning S;

mamlakatdan sotib olgan tovarlarga sarf gilgan milliy daromadning

ulushi bo‘lsin. Milliy daromad to‘laligicha mamlakat ichida va boshqa

mamlakatlardan tovar xaridi uchun sarf bo‘ladi deb hisoblaymiz, ya’ni
ia,,:l, j=12,..,n

tenglik o‘rinli bo‘lishi kerak. Quyidagi matritsani qaraylik
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a, a,a
bu matritsa savdo-sotigning strukturaviy matritsasi deb nomlanadi.
Istalgan S,(i=1,n) mamlakat uchun ichki va tashqi savdodan hosil
bo‘lgan tushumi P, =a,x, +a,x, +---+a,x, tenglik orgali aniglanadi.
Mamlakat olib borayotgan savdo-sotigning muvozanatda bo‘lishi uchun
har bir mamlakat savdosi kamomadsiz bo‘lishi kerak, ya’ni har bir
mamlakat savdosidan hosil bo‘lgan tushum uning milliy daromadidan
kam bo‘lmasligi kerak. Ya’ni P, >x,, i=1n.

Agar B, > x; deb faraz qilsak, u holda quyidagilarni hosil qilamiz:

n
Pi=Ya,x, >x, i=ln.
k=1

Bu yerdan iP, > ix,. , ya’'ni Z”ZP; = izn:auxt =2":[z":a,, & :ixk >zn:x,
i=l i=] =l i=l k=l k=1 \ i=1 k=l k=1
ekanligi kelib chiqadi, bu esa qarama-qarshilikdir. Demak, £ >x
tengsizlik o‘miga P, = x, tenglik o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi. Iqtisodiy
nuqtayi nazardan bu tushunarli holatdir, chunki mamlakatlarning
barchasi bir paytda foyda ko‘rolmaydi. Mamlakatlar milliy daromadi
X
uchun X = xf vektorni kiritsak u holda £, = x;, ya’ni i“n"k =x, i=ln
H k=1

X,

tengliklardan quyidagi tenglamani hosil qilamiz: AX=X, ya’'ni
qaralayotgan masala 4 matritsaning 4 =1 xos soniga mos keladigan xos
vektorini topish masalasiga kelar ekan.
Masalan 1. To‘rtta mamlakat savdosining strukturaviy matritsasi
02 03 02 02
4= 04 03 01 02
03 03 05 0,2
01 01 02 04
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[

budjetlar yig‘indisi x1+x2+x3+x4=6270 sh.p.b. (shartli pul birligi) bo‘lsa,
bu mamlakatlarning budjetini toping.
Yechish: Berilgan strukturaviy matritsa 4 ning xos soni 4 =1 ga mos

keluvchi xos vektor X ni topish kerak (4-E)x =0, ya’ni tenglamani

yechish kerak.
-08 03 02 02Yx) (0
04 -07 01 02 {x, 0
0

03 03 -05 02 |x
01 01 02 -06)x) (0
bu sistemaning rangi uchga teng bo‘lgani uchun, noma’lumlardan bittasi
erkli o‘zgaruvchi va u orqali golganlari ifodalanadi. Sistemani Gauss
usuli bilan yechib xos vektor x ning komponentlarini topamiz:
x, =@c, X, =%c, X =@c, X, =c.
121 121 11
Topilgan giymatni berilgan budjetlar yig‘indisiga qo‘yib c kattalikni
topamiz: ¢=1210, bundan defitsitsiz savdoda mamlakatlar budjetining
izlanayotgan Kkattaligini topamiz: x1=1400, x2=1460, x3=2200,
x4=1210.
Masalan 2. x,, x,, x, davlat budjetiga ega uchta mamlakat savdosini
qaraylik. Butun davlat budjeti har bir mamlakat uchun yoki mamlakat
ichida tovar olish uchun yoki boshqa mamlakatdan import olish uchun

sarflanadi deb hisoblaymiz. Aytaylik, birinchi mamlakat o‘z budjetining

yarimini mamlakat ichidagi tovarni ayirboshlashga, budjetning %

qismini ikkinchi mamlakatdan va qolgan % gismini uchinchi

mamlakatdan mahsulot olishga sarflasin. Ikkinchi mamlakat ichki tovar
uchun ham, birinchi va uchinchi mamlakatdan mahsulot olish uchun
ham budjetni teng miqdorda tagsimlasin. Uchinch mamlakat budjetning

% qismiga birinchi mamlakatdan, qolgan % gismiga ikkinchi
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mamlakatdan tovar sotib olib, mamlakat ichida hech ganday mahsulot
ayirboshlamasin. Shu xalgaro savdo modelining xos vektori x topilsin.
Yechish: Bu xalqaro savdoning strukturaviy matritsasini kiritamiz:

I Jig I
1 1 1
2 3 2

4=11 1 1
4 3 2
1 1 0
4 3

Bunda, a;~ mamlakatning i mamlakatdan sotib olgan mahsulotining
davlat budjetidagi qismi. Bu matritsa har bir ustuni elementlarining
yig‘indisi birga teng.

i mamlakat bir yillik savdodan so‘ng quyidagi tushumga ega bo‘ladi:

E=ayx +a,x, +a,x
Masalan, birinchi mamlakat uchun tushum quyidagicha bo‘ladi:
B =%X,+%X2+—;-X3

Savdoning muvozanatli (c6anancuposanHbiit) bo‘lishi uchun har bir
mamlakat uchun savdoning tanqissizligini talab qilish zarur: barcha ilar
uchun 2> x,

Savdoning tanqissizligi sharti £, =X, i=1, 2, 3 kabi ifodalanadi.
Matritsaviy ko‘rinishda bu tenglik AX = X kabi ifodalanadi.

xl
Bu yerda, X[sz yoki (4-E)-x =0.
3

Demak, qaralayotgan hol uchun Xni aniqlovchi tenglamalar

sistemasi

L

12 3 2] (x

-2 1114 |=0 ko‘rinishiga ega.
4 "3 2

1 1 X3

4
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% =2x,
Bu sistemaning umumiy yechimi: 3

X ==X

2

Shuning uchun xos vektor deb x=x"=(4; 3; 2) vektorni olish
mumkin. Xususan, bu savdoda ishtirok etayotgan mamlakat savdosini
muvozanatlash uchun faqat ularning davlat budjetlari x :x,:x,=4:3:2
nisbatda bo‘lgandagina erishish mumkinligini anglatadi.

Masalan 3. Quyidagi jadvalda shartli mahsulot uchun ikki oy
davomida bo‘lgan talabalar xarakteristikasi keltirilgan. Shu jadval
asosida ma’lum oy uchun oldingi oyga nisbatan narx indeksi va
inflyatsiya miqdorini aniqlang.

Oldingi oy .
I
Mahsulot Shu oy uchun ?::::: uchun bir ° :;zi;oy
. Soni bir birlik . birlik )
turi . | xarajatlar xarajatlar
mahsulot narxi . . mahsulot . .
miqdori . miqdori
narxi
Tuxum 3 4000 12000 3500 10500
Non 10 2000 20000 1800 18000
Kassetalar | 2 4000 8000 4500 9000
Umumiy |- - 40000 - 37500
xarajatlar

Yechish: 3(3; 10; 2) orqali iste’mol tovarlari soni vektorini, ¢(4000;
2000; 4000) shu oydagi narxlar vektorini, Z,(3500; 1800; 4500)-oldingi oy

narxlar vektorini aniqlaymiz.

U holda narxlar indeksi quyidagi formula asosida hisoblanadi:

_Ga 100% = 29900 50 - 106,7%
ol’ q) 37500

Inflyatsiya indeksi esa i=P-100%= e ")) 100-100= € =% D 1000,
al’ q Col’ q
formula yordamida hisoblanadi. i =106,7% —100% = 6,7%
Javob: Narxlar indeksi hisobi 106,7%, inflyatsiya indeksi ko‘rsatkichi
6,7%.
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5. To‘plamlar. Ketma-ketliklar va funksiyalar limiti.
To‘plamlar va ular ustida amallar

To‘plam ta’riflanmaydigan matematik tushuncha bo‘lib, buyumlar
va obyektlarni birgalikda garash natijasida vujudga keladi.

To‘plamni tashkil etuvchi obyektlar shu to‘plamning elementlari
deyiladi.

To‘plamlar odatda lotin yoki grek alifbosining bosh harflari,
ulaming elementlari esa shu alifboning kichik harflari bilan
belgilanadi.

Agar A to‘plam ab,c,... elementlardan tuzilgan bo‘lsa, u
A={abc,..} ko‘rinishida belgilanadi. ac4— a elementning A
to‘plamga tegishli ekanligini, fe4— f elementning A to‘plamga
tegishli emasligini anglatadi.

Ta’rif. A to‘plamning har bir elementi B to‘plamda mavjud
bo‘lsa va, aksincha, B to‘plamning har bir elementi 4 to‘plamda
mavjud bo‘lsa, u holda 4 va B to‘plamlar o ‘zaro teng (bir xil)
to plamlar deyiladi va A=B kabi belgilanadi.

Ta’rif. B to‘plamning har bir elementi 4 to‘plamda mavjud
bo‘lsa, B to‘plam A to‘plamning xos bo ‘Imagan qism to plami
deyiladi va Bc 4 kabi belgilanadi.

Ta’rif. B to‘plamning barcha elementlari 4 to‘plamda mavjud
bo‘lib, 4 to‘plamda B to‘plamga tegishli bo‘lmagan elementlar ham
mavjud bo‘lsa, B to‘plam A to‘plamning gism toplami deyiladi va
Bc 4 kabi belgilanadi.

Ta’rif. Birorta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo ‘sh
to plam deyiladi va @ orqali belgilanadi.

Ta’rif. A va B to‘plamlarning kamida bittasiga tegishli barcha
elementlardan tuzilgan to‘plam A4 va B to‘plamlarning birlashmasi
deyiladi va 4UB kabi belgilanadi.
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Ta’rif. 4 va B to‘plamlarning umumiy elementlardan tuzilgan
to‘plam A va B to ‘plamlarning kesishmasi deyiladi va 4nB kabi
belgilanadi.

Ta’rif. 4 to‘plamdan B fo plamlarning ayirmasi deb, A to‘plamga
tegishli, lekin B to‘plamga tegishli bo‘lmagan elementlardan tuzilgan
to‘plamga aytiladi va A4\B kabi belgilanadi.

Ta’rif. A to‘plamning B to‘plamda hamda B to‘plamning A4
to‘plamda mavjud bo‘lmagan elementlardan tuzilgan to‘plamga 4 va
B to ‘plamlarning simmetrik ayirmasi deyiladi va A4B kabi belgilanadi.

Ta’rif. B to‘plam A4 to‘plamlaming gism to plami bo‘lganda
A\B to‘plam B to‘plamni A to‘plamgacha to ‘Idiruvchi to ‘plam deyiladi
va B kabi belgilanadi.

Ta’rif. Har qanday to‘plamning xos gqism to‘plami deb
qaralgan to‘plam universal to plam deyiladi va U orqali belgilanadi.

To‘plam ustida amallarning xossalari

1. ANB=BNA4, 2. AUB=BUA,

3. 4U(BuC)=(4uUB)uC, 4. ANA=4, AUA=4,

5. AU(ANB)=A, AN(AUB)=A, 6. AUB=4ANB, ANB=A4UB,
7. AUU=U, 8. 4NU=4,

9. 4=4, 10. 3=U,U=-2.

Ta’rif. Elementlari » sonlardan iborat to‘plam sonli to plam
deyiladi. Maktab matematika kursidan ma’lumki , N — natural sonlar
to‘plami, Z — butun sonlar to‘plami, Q — ratsional sonlar to‘plami , / —
irratsional sonlar to‘plami, R — haqiqiy sonlar to‘plami, C — kompleks
sonlar to‘plami. Bu sonli to‘plamlar uchun R=9usr va NcZc@cRcC.

To‘g‘ri chizigda biror O nuqtani aniglaymiz va uni sanoq
boshi deb o‘ng va chap tomonlariga biror birlik masshtabdagi
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kesmalarni qo‘yamiz. Bunday hosil qilingan sistemaga son o°‘gi
deyiladi.

o 1 x

Hagqiqiy sonlar va sonlar o‘qidagi nuqtalar orasida bir
qiymatli akslanish mavjud, ya’ni har bir haqiqiy songa son o‘qgida
ma’lum bir nuqta va har bir son o‘qidagi nuqtaga aniq bir haqiqiy
son mos keladi.

X to‘plamning a<x<b tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugqtalar
to‘plami [a;b] kesma yoki segment; a<x<b tengsizlikni
qanoatlantiruvchi nugtalar to‘plami (a,;b) interval; a<x<b yoki a<x<b
tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami esa mos ravishda
[a;b) va (a;b] yarim interval deb ataladi.

Elementar funksiyalar, ularning aniqlanish va
o‘zgarish sohalari

X va Y haqiqay sonlar to‘plamlari bo‘lsin.

Ta’rif. Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror f qoida yoki
qonunga ko‘ra Y to‘plamdagi bitta y son mos qo‘yilgan bo‘lsa, X
to‘plamda funksiya berilgan deb ataladi va y= s(x) kabi belgilanadi. X
to‘plam funksiyaning aniqlanish sohasi, Y esa o zgarish sohasi
deyiladi.

Demak funksiya ikki to‘plam orasidagi moslikni ifodalaydi.

Funksiyaning berilish usullari turlicha bo‘lib, ular quyidagilardan
iborat:

1. Agar y bog‘ligli o‘zgaruvchi bilan x erkli o‘zgaruvchi orasidagi
bog‘lanish formula orqali ifodalansa, u holda funksiya analitik usulda,
ya’ni y = s(x) tenglik ko‘rinishida berilgan deyiladi.

Masalan, f={(x,x> ):xeR } funksiyani y=x*, ya’ni f(x)=x* formula
orqali berish mumkin.
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Ta’rif. Analitik usulda berilgan y=s(x) funksiyaning aniqlash
sohasi deb, x argumentning shunday qiymatlar to‘plami bD(f) ga
aytiladiki, bunda har bir xe D() uchun y ning qiymati chekli va haqiqiy
son bo‘lishi lozim.

2. Funksiyaning jadval ko‘rinishida berilishi.

Masalan, 1 ={(0,1%(13)(2;-5) } funksiya berilgan bo‘lsa, uni quyidagi jadval
shaklida berish mumkin.

x 0 |1 2
fx) 1 3 -5

3. Funksiyaning  grafik  usulda  berilishii Bu  holda
F={s®):xe )} to‘plam tekislikdagi, dekart koordinatalar
sistemasida (x,f(x)) nuqtalarni belgilash natijasida hosil bo‘lgan to‘plam
shaklida beriladi. Bu to‘plam funksiya grafigi deyiladi.

Masalan, f(x) = x? funksiyani grafik usulda bersak, u quyidagicha
bo‘ladi:

4. Funksiyani biror qonun yoki qoida yordamida bayon qilish bilan

ifodalash. Masalan, Dirixle funksiyasi deb nomlanuvchi funksiya

quyidagicha beriladi:
76)-{

1, agar x ratsional son bo'lsa

0,agar x irratsional son bo'lsa
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Ta’rif. Agar barcha xeD(f) uchun s(-x)=r(x) (f(-x)=-rx)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda s funksiya juft (toq) funksiya deyiladi.
Masalan, f(x)=x* juft funksiya, f(x)=x*toq funksiya bo‘ladi.

Funksiya toq ham, juft ham bo‘lmasligi mumkin:

Masalan: f(x)=|x+sinx, y=1+x.

Ta’rif. Agar 3M>0 bo‘lsada vxeX uchun |f(x)|<M tengsizlik
o‘rinli bo‘lsa, u holda s funksiya D{(f)>x to‘plamda chegaralangan
Sfunksiya deyiladi.

Ta’rif. Agar shunday musbat 7 son mavjud bo‘lsada, vxe D(r)
uchun x+7eD(f) bo‘lib, f(x+7T)=r(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, bunday
funksiyaga davriy funksiya deyiladi. Bunday r>0 sonlarning eng
kichigi s(x) funksiyaning davri deyiladi.

Masalan, f(x)=sinx funksiyasi chegaralangan, davri 7=2~ bo‘lgan
davriy funksiyadir, chunki istalgan x uchun |sind<1(M=1) bo‘lib,
sin(x+27)=sinx tenglik o‘rinlidir.

Ta’rif. Agar vy eX, va Vx,eX uchun, x<x tengsizlikdan
f)<f(x) (f(x)>f(x)) tengsizlik ofrinli ekanligi kelib chigsa, s
funksiya D(r)> X to‘plamda o‘suvchi (kamayuvchi) funksiya deyiladi.
Agar ta’rifda Xx=D(r) bo‘lsa, funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) funksiya
deyiladi. Bunday funksiyalar monoton o ‘suvchi (kamayuvchi)
JSunksiyalar ham deyiladi.

Ta’rif. y=r(x) va y=g(x) funksiyalar o zaro teskari funksiyalar
deyiladi, agarda D(f)=E(g), E(f)=D(g) bo‘lib, istalgan xe D(f)uchun
g(f(x))=x va istalgan x e D(g) uchun f(g(x)=x tengliklar o‘rinli bo‘lsa.
Masalan, y=¢* va y=log, x funksiyalar o‘zaro teskari bo‘ladi, chunki
a®* =x va log, a* = x tengliklar o‘rinlidir.

O‘zaro teskari funksiyalar grafiklari OXY tekisligida y=x to‘g‘ri
chizig‘iga nisbatan simmetirik joylashgan bo‘ladi.
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Ta’rif. Agar y=f(x) va u=g(x) funksiyalar uchun E(@)nD(/)=o
bo‘lsa, u holda y = f(g(x)) funksiya murakkab funksiya deyiladi.

Elementar funksiyalarning turlari

Asosiy elementar funksiyalar deb quyidagi funksiyalar guruhiga
tegishli funksiyalarga aytiladi.

1. Darajali funksiya: f(x)=x*,aeR\{0}, D(f)=(0,+=). Agar |o| toq
bo‘lsa funksiya tog funksiya bo‘ladi, agar || juft bo‘lsa funksiya juft
Sfunksiya bo‘ladi.

2. Butun va kasr ratsional funksiyalar:

f)=ax" +ax™ +...+a, x+a, ﬁmksiyaga (neN va a, = const, i=171)
butun ratsional funksiya (polinom; ko‘phad) deyiladi.

Ikkita butun ratsional funksiyaning nisbatidan tuzilgan

fx)=

funksiyaga kasr ratsional funksiya deyiladi.
Masalan. s (x)=ax’+bx+c butun ratsional funksiyada,

a,x" +ax"" +--+a,_ x+a,
m m-1
byx™ +bx™ +---+b,_x+b, "’

f(x)=§ kasr ratsional funksiyaga misol, D(f)=(-e0;+0)U(0,+x),

E(f)=(-o0:0)U(0;+00).
3. Ko ‘rsatkichli funksiya: f(x)=a", a>0, a#l]
D(f) = (—0,40),E(f) = (0,+<0)
4. Logarifmik funksiya: f(x)=log,x, a>0,a#1
D(f) = (0,+99),E(f) = (- 0,+<0)
5. Trigonometrik funksiyalar: a) f(x)=sinx davriy, davri 2z ga
teng D(f)=(-w+x), E()=[~1; 1] toq funksiya. b) f(x)=cosx, davriy,
davri 2z ga teng D(f)=(-w+x), E(f)=[—1; 1] juft funksiya. c) f(x)=1tgx,

davriy, davri = ga teng, D(f):{x:xeR,x¢%+k7r,keZ}, E(f)=(~0,+x) toq
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funksiya. d) f{x)=ctgx davriy, davri = ga teng D(f)={x:xeRx=kn,keZ},
E(f)=(~o0,+0) toq funksiya.

6. Teskari trigonometrik funksiyalar:
a) fx)=arcsin x, DO=[-1, 1], B(f)= [_gg] toq funksiya.

b) f(x)=arccos x, D)=[-1; 1], E(f)=]o,r]
d) f(x)= arcigx, D(x) = (~0,+w), E(f)=(—§,§) toq funksiya
€) f(x)= arcage, D(f) = (~o+), E())=(0,7).
Ta’rif. Elementar funksiyalardan chekli sondagi algebraik amallar
va chekli sondagi murakkab funksiya hosil qilish yo‘li bilan qurilgan

funksiyalar elementar funksiyalar deyiladi.
Sonli ketma-ketliklar va ularning limiti

Ta’rif. Natural sonlar to‘plamida aniqlangan funksiyaga sonlar
ketma-ketligi deyiladi, ya’ni f:N - R.

Agar x, = f(n), ne N deb belgilashni kiritsak, sonlar ketma-ketligini
{x,},” yoki x,x,..,x,.. ko‘rinishda ifoda etish ham qabul qilingan. Bu

yerda xn ketma-ketlikning n hadi deyiladi.

Masalan, f(=1 ketma-ketlikni {l} yoki 111 L

n n n
ko‘rinishlarda ifoda etish mumkin. Bu ketma-ketlik monoton
kamayuvchi chegaralangan ketma-ketlikdic. Chunki ne Nome N uchun
n<m bo‘lsa 1>1 bolib, istalgan ne N uchun %Sl tengsizlik o‘rinli

n m
bo‘ladi.
Ta’rif. Agar istalgan >0 son uchun, ¢ atrofdan tashqarida {x,}7,
ketma-ketlikning chekli sondagi hadi bo‘lsa, u holda {x,}7, ketma-ketlik
cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi. Bu hol timx, =0 shaklda ifodalanib,
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n cheksizlikka intilganda x, ketma-ketlikning limiti 0 ga teng yoki {x,},
ketma-ketlik 0 ga yaqinlashadi deb aytiladi.

Ta’rif. Agar istalgan ¢>0 cheksiz kichik son uchun shunday »,(¢)
natural son mavjud bo‘lsa, istalgan n>n,(¢) bo‘lgan natural n son uchun
.| < & tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda fimx, =0 deyiladi.

Masalan. 1. x =1,n=1,2,... ketma-ketlikni qaraylik, agar ¢>0

" n
bo‘lsa, n<£, ya’'ni LI tengsizlikni qanoatlantiruvchi natural sonlar
n

chekli bo‘ladi, ya’ni (-s,z) ¢ atrofdan tashqarida {1} ketma-ketlikning
n

chekli hadi yotadi. :

Demak, fﬂ%=0

2. |¢/<1 bo‘Isin, u holda ¢img* =0 ekanligini ko‘rsatamiz. Hagiqatan
ham, agar ¢ =0 bo‘lsa £im0 =0 bo‘lishi 0‘z-0°zidan ravshan. Agar 0<|q <1
bo‘lsa, u holda >0 son uchun quyidagini hosil qilamiz.
| | (chunki, ¢ng|<0). Oxirgi tengsizlikni

qanoatlantiruvchi natural son chekli bo‘ladi, ya’ni (~¢¢) ¢ atrofdan
tashqarida {g"}7, ketma-ketlikning chekli hadi yotadi.
Demak g(lq|<1) son uchun timg" =0 bo‘lar ekan.

">eon L’n|q]>(nec>n<

3. x =la, a >0 ketma-ketlikni qaraylik. a >0 ekanligidan ¢>0 son
n

1

uchun n"<1cn<(lJ; va bu tengsizlikni ganoatlantiruvchi natural
& £

sonlar chekli, ya’ni ia>s tengsizlik chekli natural son uchun o‘rinli
n

bo‘lishida istalgan >0 son uchun ¢ atrofdan tashqarida {;1;}‘ ketma-

ketlikning chekli hadi yotar ekan.
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Demak, a >0 son uchun amla =0.

nox g

Cheksiz kichik ketma-ketliklar xossalari

1) agar timx, =0 va timy, =0 bo‘lsa, u holda tim(x, +7,)=0;

biror £>0 son berilganda, shunday n(s) va n,(¢) natural sonlar
mavjudki, n>n bo‘lganda ——;—< x, < % nzn,(¢) bo‘lganda ‘% <y, <§
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi, agar n>n,(s)=max{n(e).n,(c)} deb olsak, u
holda —g <x, <§ va —g <y, <§ tengsizliklar bir paytda o‘rinli bo‘ladi,
ya’ni n>ny(¢) bo‘lganda -¢<x, +y, <& tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak,
lim(x, +,)=0 bo‘ladi.

2) timx, =0 bo‘lganda, istalgan a son uchun timax, =0; haqiqatan
ham, agar «=0 bo‘lsa, ¢im0-x, =0 ekanligi ravshan. Agar a=o0 bo‘lsa, u
holda £>0 son uchun shunday n»,(¢) natural son mavjudki, »>n,(e)

bo‘lganda - £ <x <% tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda n>n,(e)

led
bo‘lganda - s<ax, <el:|kanligi kelib chigadi. Demak, limax, =0.

3) agar timx, =0 va fimy,=0 bo‘lsa, u holda ¢imx,y, =0; chunki
£>0 son uchun shunday n,ea », natural sonlar mavjudki, barcha n>n,
uchun |x|<J& va barcha n>n, uchun |y,|<Je bo‘ladi, u holda barcha
n>ny =max{n,m}lar uchun|x,y,|=|x,|-ly.| <Je-V&, ya'ni|x,y,|<¢c.

Demak, timx,y, =0.

4) agar timx, =0 bo‘lsa, {x,}7, ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.
Chunki £=1 son uchun shunday », natural son mavjudki, istalgan »>n,
uchun |x|<1 o‘rinli bo‘ladi. Agar biz k= max|, | deb olsak, istalgan
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natural n son uchun |x,|<k+1 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni {x,},
ketma-ketlikning chegaralangan ketma-ketlik ekanligi kelib chiqadi.

5) agar (imx =0 chegaralangan ketma-ketlik bo‘lsa, u holda
timx,y, =0, ya’ni {x,,};, ketma-ketlik ham cheksiz kichik ketma-ketlik
bo‘ladi.

Haqiqatan ham kx>0 son uchun, barcha natural » larda |y,|<k

bo‘lsin. >0 son uchun shunday », mavjudki, barcha »>n, lar uchun

|x,,|<—;;— tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda barcha n>n, uchun

|x,,y,,|=]x,,|-ly,,|<%-1(=£.

Demak, é’irgx" y,=0.

6) agar barcha » larda 0<x, <y, tengsizlik o‘rinli bo‘lib timy, =0
bo‘lsa, u holda timx,=0. timy, =0 bo‘lganligi uchun, ve>0 son uchun
(-s,¢) atrofdan tashqarida {x,} ketma-ketlikning ham chekli elementi
yotadi, ya’ni fimx, =0.

7) agar barcha » larda x, <z, <y, tengsizlik o’rinli bo‘lib, ¢imx, =0
va timy, =0 bo‘lsa, u holda timz, =0 bo‘ladi. Ma’lumki, x, <z, <y,
tengsizlikdan 0<:z, -x, <y, —x, tengsizlik kelib chiqadi. 1-xossaga ko‘ra
tim(y, ~x,)=0, bundan 6-xossaga ko‘ra ¢im(z, -x,)=0. U holda yana 1-
xossaga ko‘ra timz, = f_;uz[(z,, —x,)+x,]= f'ﬁ(z, —x,)+f_’v:x,, =0.

Ta’rif. 4c R to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar shunday K son mavjud
bo‘lsada, istalgan xe4 uchun x<k(K <x) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u
holda 4 to‘plam yuqoridan (quyidan) chegaralangan to‘plam deyiladi.
Bunda K son 4 to‘plamning yuqori (quyi) chegarasi deyiladi. Agar A
yuqoridan ham quyidan ham chegaralangan bo‘lsa, bunday to‘plam
chegaralangan deyladi.
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Ta’rif. Agar x<k tengsizlikni qanoatlantiruvchi vxe 4 son uchun
x<a<K (x>a>K) tengsizlikni qanoatlantiruvchi a4 element mavjud
bo‘lsa, K son 4 to‘plamning aniq yuqori (aniq quyi) chegarasi deyiladi
va sup 4 = k(inf 4= K) ko‘rinishida yoziladi.

Teorema. Agar A to‘plam yuqoridan va quyidan chegaralangan
bo‘lsa sup4 (inf 4) chekli son bo‘ladi.

Teorema. Agar {x,}-, ketma-ketlik o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lib
supfx, )=, =0 {nf{x,}=, =0) bo‘lsa, u holda timx, =0 bo‘ladi.

net

Isbot. {x,}7, o‘suvchi bo‘lsin, ya’ni x <x,<x <.-.<x <x,,<...
o‘rinli bo‘lib sup{x,}*, =0 bo‘lsin, u holda ve>0 uchun shunday », nomer
mavjudki, x, e(-£,0] bo‘ladi, u holda istalgan »>n, uchun £<x, <x, <o,
ya’ni nzn, lar uchun x, «(-£0] bo‘lar ekan. Demak, timx, =0.

Ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lgan holda ham isbot shu tarzda
bajariladi.

Ta’rif. Agar istalgan M >0 son uchun (-a;Mm) atrof ichida {x, |7,
ketma-ketlikning chekli sondagi hadi bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik
cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi. Bu hol bimx, = shaklda ifodalanib,
n cheksizlikka intilganda x, ketma-ketlik limiti cheksizlikka teng yoki
cheksizlikka intiladi deb aytiladi. Bu ta’rifda {,}7, ketma-ketlikning
biror hadidan keyingi barcha hadlari musbat bo‘lsa, tim x, = +eoMaNfiy
bo‘lsa, timx, =~ deb ta’riflanadi.

Masalan, tim(-1)" n=co, timn =+ VA fim(-n)=—.
5-ta’rifni unga teng kuchli bo‘lgan, o‘zgacha ko‘rinishdagi ta’rifga

almashtirish ham mumkin.
Agarda istalgan ¢>0 son uchun shunday », nomer mavjud

bo‘lsada barcha n > n,lar uchun |x,|>¢ tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, fimx, =,

tﬁrgx,, =—o} deyiladi. Agar istalgan s>0 uchun shunday », nomer
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mavjud bo‘lsada, barcha n>n, lar uchun x, >¢ (x, <-¢) tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, timx, = +oo deyiladi.

Teorema. Agar {x}° ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik
bo‘lsa, { 1 }“’ ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik bo‘ladi. Aksincha

X, ),

{x,}=, cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lsa, {L} cheksiz kichik ketma-

ketlik bo‘ladi. Teoremada barcha » larda x, =0 deb qaraladi.
Isbot: timx, =0 bo‘lsin, u holda istalgan katta £>0 son uchun

shunday », mavjudki, har ganday »>#, uchun lx,,|<% tengsizlik o‘rinli

bo‘ladi, u holda » > n,lar uchun

n—ro

LIS £ bo‘ladi, ya'ni 4, 4 _ .
x, x,

Aksincha, agar ,,, ! _. bo‘lsa, u holda istalgan cheksiz kichik

£>0 son uchun shunday », mavjudki, har ganday »>n, uchun |x,,|>—1—
£

X

<¢ tengsizlik bajariladi, ya’ni

bo‘ladi, u holda r>n,lar uchun

timx, =0.

Ta’rif. Agar {x, -a}7, ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik
bo‘lsa, u holda {x,}:, ketma-ketlik limiti « songa teng (yoki 2 songa
yaginlashadi) deyiladi. Bu hol timx, =a shaklda ifoda etiladi.

Demak, agar tim(x, ~a)=0 tenglik o‘rinli bo‘lsa, timx, =a deyiladi.
Bunday ketma-ketlik yaqinlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

Masalan. x,,=2i, ketma-ketlikning nechanchi hadidan boshlab
qiymatlari:

a) 0.001 dan; b) avvaldan berilgan >0 sondan kichik bo‘ladi.
Yechish: a) ketma-ketlikning » hadi 0.007 dan kichik bo‘lsin:

xn<0.001 yoki ZL,<O.001. Bu tengsizlikni noma’lum » natural songa
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nisbatan yechib 2">1000 yoki n>10ni hosil gilamiz. Demak, ketma-
ketlikning 10-hadidan boshlab giymatlari 0.001 dan kichik bo‘ladi.
b) xuddi a punktdagi mulohazalardan x, <e¢ yoki

ml

2L" < emunosabatni, bundan esa 2" >1 yoki n>I‘—‘—§— ni va, demak, n >
&
[logz 1] nomerni hosil gilamiz.
&

oo

Ta’rif. Agar istalgan M >0 son uchun (-M;M) atrof ichida {x,}°,
ketma-Kketlikning chekli sondagi hadi bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik
cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar va ularning asosiy xossalari

Ta’rif. Agar {x, -a}", ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik

bo‘lsa, u holda {x,}7, ketmz;-lketlik limiti « songa teng (yoki a songa
yagqginlashadi) deyiladi. Bu hol timx, =a shaklda ifoda etiladi.

Demak, agar tim(x, ~a)=0 tenglik o‘rinli bo‘lsa, timx, =a deyiladi.
Bunday ketma-ketlik yaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

Yagqinlashuvchi ketma-ketliklarning limiti quyidagi xossalarga ega.
Faraz qilaylik timx, =a Va timy, =b bo‘lsin, u holda:

1. Istalgan « va g sonlar uchun tim(ax, +fy,)=aa+fb,

chunki cheksiz kichik ketma-ketlik xossalariga ko‘ra,
tim(@x, + By, —aa-fb)=tima(x, -a)+ Ay, - )= 0.

2. Yaginlashuvchi  ketma-ketlik chegaralangandir. timx, =a
bo‘lsin, u holda fim(x,-a)=0 bo‘lgani uchun {, -af7, chegaralangan
ketma-ketlik bo‘ladi, ya’ni shunday k>0 son mavjudki, barcha » lar
uchun |x, -4/ <&, u holda

"xnl :l(xn -a)+a' S'xn _al+lal < K+la', neN.
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Demak, {x,}7, chegaralangan ketma-ketlik ekan.
3. f_i{nmy",\c,I =a-b.
Cheksiz kichik ketma-ketlik xossalariga ko‘ra
tim(x,y, - ab)=tim{(x, - a)y, +a(y, - b)]= tim(x, - a)y, +tima-(y, -5)=0-b+a-0=0.

4. y,#0,neN va b=0 bo‘lsa, fim> =% tenglik o‘rinli bo‘ladi.
n—0 y

Aniglik uchun 5>0 bo‘lsin, u holda £=§ uchun shunday »,

mavjudki barcha =#>n, lar uchun |y, -4< % . U holda
—2<yl —b<é=>y,, 2.0 va O<L<E, ya’ni 1 ketma-ketlik
2 2 2 v, b V.

chegaralangan ekan. U holda (» >, deb garash mumkin)
eim[i-f)ﬂmx b2, _ g, G ")b “(y ) am[

1 Jz 0

|y, b no Vo N n-»o ynb
5. Biror nomerdan boshlab x, <y, bo‘lsa, u holda a<b. Teskarisini
faraz qilamiz, ya’ni «>4 bo‘lsin, u holda >0 sonni shunday tanlab

olish mumkinki, a—¢>b+e (masalan, g<”;—") tengsizlik o‘rinli bo‘ladi,
u holda shunday », natural son mavjudki, barcha »>n, lar uchun a-¢<x,
va y, <b+¢ tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi, u holda biror n>n, uchun x, >y,

bo‘ladi. Bu esa ziddiyatdir.
Teorema. Agar {x}>, o‘suvchi (kamayuvchi) ketma-ketlik

bo‘lib, yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo‘lsa, u holda {x,}
yagqinlashuvchi va ¢imx, = supfx, } (ﬁrg x, =ir’llf{x,, }) bo‘ladi.

Isbot: Teorema shartiga ko‘ra supfx,}=a chekli son bo‘ladi, u
holda {x, -4}, ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lib, sup{x, -a}=0 bo‘ladi va 2-
teoremaga ko‘ra tim (x, - a)=0. Demak, timx, =a bo‘ladi.

Teorema. Agar barcha natural » lar uchun x, <z, <y, bo‘lib,
timx, = timy, =a bo‘lsa, u holda ¢imz, =a .
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Ishot: x,-a<z,—a<y, —a tengsizlik barcha natural » lar uchun
o‘rinli bo‘ladi, u holda 7-xossaga ko‘ra tim(z, ~a)=a. Demak, timz, =a .

Teorema (Ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi
haqidagi teorema).
Agar har bir natural » uchun [q,,5,] (a, <5,) segment berilganda
barcha » larda
[a,.6.]>[a,.1.5,..]
munosabat o‘rinli va tim(b, ~a,)=0 bo‘lsa, u holda ¢ima, va timb, limitlar

n—wo

mavjud bo‘lib (ima, =timb, =c va istalgan natural » uchun a,<c<b,

tengsizlik o‘rinlidir.
Isbot: Teorema shartiga ko‘ra {s,}7, ketma-ketlik o‘suvchi

n=1

bo‘lib, yuqoridan (masalan, 5, bilan) chegaralangan, {,}7, ketma-ketlik

esa kamayuvchi bo‘lib, quyidan (masalan, 4, bilan) chegaralangan
bo‘ladi, u holda supla,}=a eainffp,}=b desak, 4-teoremaga asosan

fima, =a, timb, =b bo‘ladi. Barcha » larda a, <a<b<b, bo‘lgani uchun

o<b-a<b -a,, neN.
va ¢tim(b,—a,)=0. 5-teoremaga ko‘ra b-a=0, ya’ni

lima, = fimb, =c, a,<c<bh, VneN.

Teorema isbot bo‘ldi.
4-teoremaning tatbig‘i sifatida quyidagi limitni ko‘rsatamiz:

fim(l+l) =d.
A0 n

Dastlab x, =(1+1Jn ketma-ketlikning o‘suvchi va yuqoridan

n
chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun biz quyidagi
tengsizlikdan va Nyuton binoidan foydalanamiz: agar x>-1 bo‘lsa,
(1+x) 21+nmx, neN.

Istalgan a,b va natural » uchun
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o t g— i ek e o e

(a+bY =3 Clat bt
k=0

tenglik o‘rinlidir, bu yerda ¢* = —™ _ m=1.2.-.n.
k\(n—k)!

(l+ L )M 1 LY
L L .
e _\ ntl =(1+ i J n+l =(1+ 1 )[(n+2)'n} =(l+ 1 )
X, (1"'1}" n+1 1+l n+1)| (n+1) n+1

o1 (n+2)'(n+1)2—n=
(n+1)° el (n+1) n+l  (n+1)°

_(n+2)(n’ +2+1)_n +3n0° +3n+2 1’ +3n" +3n+1 _
(n+1)° (n+1)° (n+1)°

xll+ . @« - -
Demak, 1< . ' ,yani x,<x,, neN :{x,, },,=, o‘suvchi ketma-ketlik

n

ekan. Endi uning yuqoridan chegaralanganligini ko‘rsatamiz.

ct.booomt 1 Jn-Ge-Dn-k-2))(n-1)-n _
Ushbu = " == d
- ) M
k! n n n/ k!
tengsizlikka ko‘ra
-1 = 1 = 1
Cr— =141+ —=2+4) —
( ) Z n* k' * ék! +ék!

1 1 1 e .
k=2 bo‘lganda, P=m<?j va bundan quyidagini hosil
qilamiz:

l(l_LJ
(1+%] <2+§2k_,_2+;+2—12+ +zf_,=2+-2721—"4—=2+(1—%)<3

Demak, x, =(1+1) <3, neN.
n

U holda 4-teoremaga ko‘ra {x,}2, ketma-ketlik limiti mavjud va
chekli bo‘ladi, uning qiymatini s orqali belgilaymiz:
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Zim(l+ lJ” =e

e n

e soni irratsional son bo‘lib, u matematika va uning tatbiqlarida katta
ahamiyat kasb etadi. e sonining o‘nli kasrga yoyilmasidagi dastlabki 10
ta ragam quyidagicha bo‘ladi e =2,7182818284...

1
Quyidagi limitni istalgan a>o uchun ko‘rsataylik: tim¥a = tima® =1,

Dastavval, a>1 deb qaraylik, u holda a% >1 bo‘lib, (1+x)" > 1+nx.
Tengsizlikda (x>-1) 1+x=a+ deb olsak,

1 1
l+n-[a"~1]$a:>o<a"—lsf—_~l, neN.
n

1
Bu yerda, » —~ da limitga o‘tsak ffg(a; -1) =0

ekanligi kelib chigadi, ya'ni ¢im a* -1.
Agar o<a<1 bo‘lsa, u holda %>1 bo‘lgani uchun

1

tim a" = fim——=1.

D

1
Demak, istalgan z>0 uchun cima" =1.

n—p

Keyingi misol sifatida istalgan a>0 (a=0) son uchun ¢im¢og, (1+1J=0
na® n
ekanligini ko‘rsatamiz. Dastavval, a>1 deb qaraylik, u holda ¢og, x

funksiya o‘suvchi bo‘lgani uchun, biz ¢, =Zoga(l+l) ketma-ketlikni hosil
n
qilsak, bu ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lib, ya’ni ¢ >¢,>-->¢, >¢,,, >,
istalgan » uchun ¢, >0, uning chekli limiti « mavjud bo‘lib, 4-teoremaga
ko‘ra
timt, =inf{t,}=a .

n o n
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a=0 ekanligini ko‘rsatamiz. Agar «>0 deb faraz qilsak, a*-1>0

bo‘lgani uchun, 1 cae1 deb olsak, u holda bunday » larda
n
t, = Zog,,[l + l) </log,a® =a.
n
Bu esa a=inf{,} ekanligiga ziddir. Demak, « =0 ekan, ya’ni
fim Zoga(l+ i) =0.

Agar o<a<1 bo‘lsa, £>1 bo‘lgani uchun

[lﬁn eoga(l + %) = lil:gr(log%(l + %)J =0.
Xuddi shuningdek,

bim Zoga(l—l) =0
n

n—®o

ekanligi ko‘rsatiladi.

e e o . 3n*+2n+4
Masalan. Ketma-ketlikning limitini hisoblang: lim A an_3

Yechish: Kasming surat va maxrajidan »n* ni qavsdan chiqarib,
bo‘linma va yig‘indining limitlari qoidalaridan foydalanamiz:
2. 4

3+ +—)
n

. 3n’+2n+4 .

n>s dn’ 4+ n-3

=1im =
Mn1(4+l—%)
n n
_lm@+2/n+4/n") lim3+1im(2/n)+1lm(4/r*) 3,0+0 3
lim(4 +1/n—3/n’) lim4+limQ/n)—lim@3/n°) 4+0-0 4

Bir o‘zgaruvchili funksiya limiti

Ta’rif. Agar f(») funksiya x, nuqtaning biron-bir atrofida
aniglangan bo‘lib (x, nuqtada aniqlangan bo‘lishi shart emas) istalgan
e>0 son uchun shunday s->0 son mavjud bo‘lsada, o<|x—x,|<&
tengsizlikni  ganoatlantiruvchi barcha x lar (ya’ni istalgan
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x€(x,~8,x,)U(xy,x, +3)) uchun |f(x)~d<e tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u
holda x argument x, ga intilganda f(x) funksiyaning limiti « ga teng
deyiladi, (bu hol tim f(x)=a shaklda ifoda etiladi).

Ta’rif. Agar timx, =x, bo‘lgan istalgan {x,}° ketma-ketlik uchun
tim f(x,)=a tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda x argument x, ga intilganda
f(x) funksiyaning limiti « ga teng deyiladi.

Yuqoridagi ta’riflar teng kuchlidir. Agar 1-ta’rifda barcha
xe(x,—&,x,) yoki (xe(xo—,x0) (xe(xo,x0+€)) lar uchun |f(x)-4| < ¢ tengsizlik
o‘rinli bo‘lishi talab gilinsa, u holda a son f(x) funksiyaning x,
nuqtadagi chap (o‘ng) limiti deyiladi va lim f()=a (xfi’"w f(x)=a)
ko‘rinishda ifoda etiladi. Chap va o‘ng limitlar uchun quyidagi
belgilashlar qo‘llaniladi:

Jim f(0=f(=0),  tim f(x)=1(x+0)

Yuqoridagi ta’rifda x, nuqta va a sifatida +o yoki -w
(cheksizliklarni olishimiz mumkin. Ta’riflarda mos o‘zgartirishlar
kiritib, quyidagi
tim f(x)=a, tim f(x)=a, timf(x)=w0, bim f(x)=40, tim f(x)=+0, tim flx)=w,
,(Z_I;wa(x)ziw' fit:f(x):oo, firgf(x):ioo, ,[_{'Ifnf(x)zw kabi limitlarni
ta’riflashimiz mumkin.

Ta’rif. Agar tim f(x)=0 (firz f(n=0) bo‘lsa, u holda x—x, (x—>)
da r(x) funksiya cheksiz kichik migdor deyiladi.

Ta’rif. Agar tim f (x) =0 ({ﬁ f(x)=x) bo‘lsa, u holda x—x, (x—>w)
da f(x) funksiya cheksiz katta miqdor deyiladi.

Funksiya limiti, cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar quyidagi
xossalarga ega:

1. tim f(x)=0 Va timg(x)=0 bo‘lsa, u holda istalgan « va g sonlar

uchun
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tim(a f(x)+ Bg(x)=0.
2. Agar tim f(x)=0 bo‘lsa, f{x) funksiya xo nuqtaning biron
(% — &%, ) (%, %, +£) ¢ atrofida chegaralangan bo‘ladi.

3. Agar f{x) funksiya xy nuqtaning biron ¢ atrofida chegaralangan
bo‘lib, £Limg(x) =0 bo‘lsa, u holda tim f(x) g(x) =0 bo‘ladi.

4. Agar tim f(x)=a bo‘lib, c<a<s bo‘lsa, u holda xo nuqtaning
(biron £>0 son uchun) (x, -&,x,)u(x,,x, +¢) atrofida c< f(x) <5 tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi.

5. Agar tmf(x)=a=0, limg(x)=wx bo‘lsa, u holda tim f(x)- g(x) = .

6. Agar f{x} funksiya xo nuqtaning biron atrofida chegaralanganda
tim g(x) = bo‘lsa, u holda l_z;m(f(x) +g(x)) = bo‘ladi.

7. Agar tim f(x) 0 bo‘lsa, u holda tim (x):w va, aksincha, agar

tim g(x)= bo‘lsa, &m-——o bo‘ladi.

)

8. Agar tim f(x)=a, timg(x)=b bo‘lsa, istalgan « ea g sonlar uchun
lim(a fx)tBg(x)=a-a+p-b, tim f(x)-g(x)=a-b bo‘ladi.

9. Agar tim f(x)=a Va fimg(x)=b=0 bo‘lsa, timZ*) (x) _a bo‘ladi.

e()

10. Agar tim f(x)=a Va timg(x)=b bo‘lsa, u holda r(g(x)) murakkab
funksiya uchun tim flg(x))=a.

11. Agar tim f(x)=a, timg(x)=b bo‘lib, x, nuqtaning biron atrofida
(yoki x,=« bo‘lgan holda, |x yetarlicha katta bo‘lgan barcha x larda)
F(x) < g(x) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda a <5 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

12. Agar x, nuqtaning biron atrofida (yoki x,=« bo‘lganda, |x
yetarlicha katta bo‘lgan barcha x larda) f(»)<p(x)<g(x) tengsizlik
o‘rinli bo‘lib, tim f(x) = tim g(x) = a bo‘lsa, u holda timo(x)=a.
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13. Agar x, nuqtaning biron atrofida (yoki x,=~ bo‘lganda, |4
yetralicha katta bo‘lgan barcha x larda) f(x)=const=a bo‘lsa, u holda
tin fs)=a.

14. Agar timf(x)=a bo‘lsa, u holda tim_ f&)= tim f(x)=a.
Aksincha, agar tim f(x)= tim f(x)=a bo‘lsa, u holda tim f(x)=a bo‘ladi.

Aniqmaslikning turlari
Ketma-ketlik va funksiyalar limitlarini hisoblayotganda
quyidagi  ko‘rinishdagi noanigliklar yuzaga kelishi ~mumkin:
9, 2,0-00, ©-,17,0°%, «°.
0 o
Bu yerdagi noanigliklarning ayrimlarini boshqasi orgali
ifodalash mumkin. Limitning xossasiga ko‘ra %:0, %:oo simvollarni

kiritishimiz mumkin. Shunga ko‘ra,

noaniqliklar  tengligini yoza olamiz, shuni ta’kidlash kerakki, bu
tengliklar sonlar tengligi ma’nosiga ega bo‘lmay, balki bir ko‘rinishdagi
noaniqlikni ikkinchi xil ko‘rinishdagi noaniqlikka olib kelish

mumkinligini anglatadi. Shu holatni e’tiborga olib g va -

ko‘rinishidagi noaniqliklarga misollar keltiramiz:

Lxk Cox 1
1. tim=—=timx=0. 2. tim==fim~=c.

=0 x x30 0 x =0 x

. 1, x —ratsional son bo'ls

3. tim% X = atiml=a. 4. x(x)= agar ‘a lo.na " ‘a

0 x x50 0, agar x—irratsional son bo‘lsa
tim =29 _ pim 40— limit mavjud emas.
=0 x x>0
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Bu misollar g ko‘rinishdagi noanigliklardan iboratdir. Endi

w-wo ko‘rinishdagi noanigliklarga misollar keltiramiz:
D) 4im(2x — x) = Lim x =+

2) bim(x+a—-x)=a
3) tim(x—~2x)= fim (— x) =—o
4) ﬁﬁ (x+y(x)—x)= f_m Z(x) limit mavjud emas.

sinx

Endi % ko‘rinishdagi 4m*2* limitni hisoblaylik. Avval
x X
¢im sinx = 0 ekanligini ko‘rsatamiz. O<x<% deb olaylik. Radiusi 1 ga teng
quyidagi aylanani qaraylik, x-<40c burchakning radian o‘lchovi
bo‘lIsin,

X

C

u holda 4C uzunligi x ga teng va sinx:%:AK, tgx:g—izBC.

Agar S, - 04C sektor yuzasi bo‘lsa, u holda
Saouc <Souc < Srosc z%OC-AK<%x<-;—OC'BCnsinx<x<tgx

tengsizlik kelib chiqgadi.
0<x< % bo‘lganda, o <sinx<x ekanligidan fimsinx=0 tenglik

kelib chiqadi. sin(-x)=-sinx bo‘lgani uchun fi’f'o sinx=0 bo‘lar ekan.
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., Sinx .. . . r
Demak timsinx=0, ya’ni tim ~ limit g ko‘rinishdagi noaniqlik ekan.

Endi 0<x< % uchun quyidagilarni hosil gilamiz.

. X sinx sin x
smx<x<tgx =>1<—< =>i>—>0sx=>0<l-—<I-cosx =
smmx COSx X X
:>0<1—S—u—1—x<25in—2—x<25in£<2-£<x
x 2 2 2
ya’ni 0<1-32X < x tengsizlik kelib chiqar ekan.
x
. sin x s s . SiDX
—_ = [ —_—=
Demak, f%(l - ) 0, ya’'ni tim . 1.
. sin(— i . . si . sin(—t) . sint
Endi 29 _SBX pogani uchun fim 5% = fim S0 _ g S
-x x =0 x >0 .t >0

sinx
=1
pd

Shunday qilib, tim .
Endi 1= ko‘rinishdagi noaniglikka doir fim{1+x)s limitni
hisoblaylik. Dastavval xlirzzo(1+x)£ limitni qaraymiz. Agar x ushbu

tengsizliklarni qanoatlantirsa, u holda » < Lenstva
X

R

—I—st
n+l

n+l
1
Y : 1y (“ +1J . 0 (1
I+—— | <(+x)r < 1+-) =3 BT cvx)r <1+ 142
n+l n ( 1 ) n n
1+——
n+l

Bu tengsizlikda x40, ya’ni 7 —> +00 bo‘lsa,

1 n l a+l .
lim(l+—) = t’im(1+—) =e va (lim (]+—1—)=lim (1+1)=1 bo‘lgani
>0 n B0 n+1 s n+l) n»= n

uchun, limitlar xossasiga asosan

1
fi'fo(1+x)x =e,

1
Endi fm(1+x) limitni qaraymiz. -x=:L almashtirishni bajarsak,
x +

x—-0 bo‘lganda r »+0 bo‘ladi, chunki :=—1%, u holda
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1+ x) =(1—L)—T —(m) =(+0)T =(+0): -(+2)
tenglik kelib chigadi. Agar biz x — -0 da, ya’ni ¢ —»+0 da limitga o‘tsak
[ ! _
J‘Z_t’r_no(1+x)x =££r+no(1+t)r (1+e)=e

hosil bo*ladi. Demak, ¢im (1+x): =e.

Shuni ta’kidlaymizki, ushbu fim Si;'x =1 limit birinchi ajoyib limit,

eim(1+x)§ =e, lim(l+-1—)a —e
[74

esa ikkinchi ajoyib limit deb nomlanadi.
Bundan tashqari quyidagi umumiy holdagi formulalarni keltirib

o‘tamiz:

/(x)
1. hm[l+—2x—)) —c, bunda x—»a bo‘lganda f(x)— «.
2. iig(l+¢(x))m=e, bunda x—a bo‘lganda ¢(x)— 0.

3. nﬂ(nf) =e™; lir_gx‘\/l+kx=1ir£(l+kx);=e"'

x X
T . 5x
Masalan 1. Limitni hisoblang: lim —————-
0 sinx +sin 7x

Ilx 2
Sx . 5x . 2 _5
Yechish: L'Osmx+sm7x lim Tlx  3x 1w 1lx 3% 11°
2sm—2~ [ Y 2sm-—2- oos7

o+l
Masalan 2. Limitni hisoblang: ﬂ(“;) .

x i(m#) im
mr+l ZF ER 1
Yechish:lim(HE) = lim (1+£)k} = i ’(Hﬁ)k:l -lim l+~k—J =e™.1=¢".
X X X x X X X X

Masalan 3. Limitni hisoblang: lim41+bx .
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bx

i 5
Yechish: lir_”r}“\71+bx =1lim (l+bx )ax -hm lll’l’l[(l'f-bx)bx:l =e“ .

x>0

Masalan 4. Limitni hisoblang: (1 sin x)um *

1 1 -1
Yechish: Tim(1—sin’ x s = m[(l_sinzx)':ﬁ] —et=l
x>0 x>0

e

1
Masalan S. Limitni hisoblang: m(x + e"); .

x50

Y
Yechish: (x+e ); =e- l:hm(l+—)x:l =—e-e' =é°.
e

Masalan 6. Limitni hisoblang: lun(;j +;)

Yechish: Kasming suratini maxrajiga bo‘lib, butun qismini ajratib
olamiz:
2x+1 =(2x_3)+4:1+ 4 '
2x-3 2x-3 2x-3
x—o da berilgan funksiya asosi birga intiluvchi, ko‘rsatgichi esa
cheksizlikka intiluvchi darajani ifodalaydi, ya’ni 1° ko‘rinishdagi. U
holda

4(4x-1)

PEPRACS 4 4x-1 4 3’{—3 2x-3 4 B3\ ,3
4 X

hm( X+ ) =lin_1(l+ ) =lim (l+ ) = (I+ )

x| 2x—3 x> 2x-3 x 2x-3 2x-3

l)

2x-3 4( _

x> da —-0 bo‘lgani sababli va lim(1+24 3)‘ e, tim—— %/ _g
X — X—»col

X —

ekanini hisobga olib, ikkinchi ajoyib limitga ko‘ra: lim (

x—pool

2x-3

Masalan 7. Limitni hisoblang: Iim

> x—e
Yechish: Quyidagicha almashtirish bajaramiz: x—e=t, bundan
x=t+e va x—>edat—>0 ckanligini e’tiborga olib quyidagiga ega
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bo‘lamiz:

1
1 e 1
fim 2 = iy DD Ly € iy ingre Dy :limlln(l+—t-)‘J —he =1,
e 10 e 0 e

X% X—¢e -0 t >0 ¢

Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar

Agar a(x) va B{x) x—x, holda cheksiz kichik funksiyalar bo‘lib,
@ =1 bo‘lsa, u holda ular ekvivalent deyiladi va x - x, da a(x) ~ g(x)

x—»x,, (x)
sinx

kabi belgilanadi. Masalan, lim——=1, shu sababli x—0 da sinx ~ x.

Shunga o‘xshash x>0 da quyidagi cheksiz kichik funksiyalar

ekvivalentdir: sinx ~ tgx~arcsinx~ arctgx ~ In(1+x) ~ e~1 ~ x, 1—cosx ~
2

2. & ~ I, @ ~1+ xng, (14" ~ l+mx, Wax=(+xm~1+2,
. m

Jog (h,) ln(l+x)
Ina lna'

Masalan 1. Limitni hisoblang: H_:g(3x—5);f—2.
Yechish: 9_13(3x—5)’%=£i_r’r21[ e 5. x>0 da  In(1+x)=x

munosabatdan ~ foydalanamiz. U  holda lm[ &= }E =

3x—6

lime® Vi =lime =2 =lme* = ¢°

x—2 x=2 x32

sin® 3x 1—cos* x

In*(1+2x) R

Yechish: 1)lim sin?3x _ [ sin3x z=lim(3—x)z=2
S n*(+2x) =0\ m(+2x)) =\2x) 4

2. Limitni hisoblang: 1) fim

2) %Hm x_po1-0- 05x)" 1105w’ oo,

x? x->° x?
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Limitlar nazariyasining iqtisodiyotdagi ba’zi tatbiqlari

Ajoyib limitlardan iqtisodiyotning statistika, bank-kredit, korxona va
tashkilotlarning hisoblash jarayonlarida samarali foydalaniladi. Aynigsa
bank va kredit sohalarida murakkab foizlarni hisoblashda ikkinchi ajoyib
limitdan, e soniga keltirish orqali hisoblash keng ko‘lamda amalga
oshiriladi. Bunga misol qilib quyidagilarni keltiramiz.

Uzluksiz foizni hisoblash masalasini ko‘rib chigamiz.

Bankka qo‘yilgan boshlang‘ich summa Qo bo‘lsin. Bank yiliga
jamg‘armaning p% ni to‘laydi. ¢ yildan so‘ng to‘lanadigan O
jamg‘armaning qiymati topilsin. Oddiy foizlardan foydalanilganda yillik
jamg‘armaning miqdori %Q,, qiymatga o‘sadi:

o =Qo(1+iJ,QZ =Q0(1+—P—)2,...,Q, :Q{HLJ'. Amaliyotda ko‘pincha

100 100 100
murakkab foizlardan foydalaniladi. Bunday holatda jamg‘armaning
yillik miqdori quyidagicha qiymatga o‘sadi:

—of1+2 o =01+ 2. 0 =01+
O, _Q°(1+100}Q2 "Qo(“‘loo) yeees O QO[I+IOOJ .

Agar jamg‘armaning foiz miqdorini yilda faqat bir marta emas, n

marta hisoblansa, yillik p% o‘sishda migdorning 1 gismi yilning 2% ni,
n n

jamg‘armaning ¢ yildagi miqdori esa nf ni tashkil giladi: g = Qo(l +ﬁ)m.
Faraz qilamiz, foizlar har yarim yilda qo‘shib hisoblansa k=2, har
kvartalda k=4, har oyga k=12, har kuniga k=365, har soatiga k=8760 va

hokazo. U holda jamg‘arma miqdori ¢ yilda

P Y P K =
e i P —p i
Q'_Pi"m(g"(”mk) J o (HlOOk) G -e™s

bu tenglik ko‘rsatkichli (ekspotensial) o‘sish (p>0 da) yoki
kamayish (p<0 da) qonunini ifodalaydi.
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Izoh: Moliya-kredit amaliyotida foizni uzluksiz hisoblashdan
kamdan-kam foydalanilsa ham, u murakkab moliyaviy vazifalarning
tahlilida, xususan investitsion masalalarni tanlash va asoslashda foydali
hisoblanadi.

Masalan 1. Agar yiliga qo‘shib hisoblashlar soni cheksiz o‘zgarsa, u
holda real stavka qanday o‘zgaradi? (Boshqgacha aytganda k¥ —»woda 4
nimaga intiladi?)

Yechish: Ajoyib limit formulasidan foydalanib,

lim 4, =lion(l+§). = =lion[{l+—§};} N

Bu yerda, ¢ bank foizlari qo‘shib hisoblangan yil miqdori. Shunday
qilib, agar bank foizlari uzluksiz ravishda qo‘shib hisoblansa, u holda
hisobdagi summa 4= 4,-¢*, bu yerda 4o bohslang‘ich omonat miqdori, e
=2,718..., R —yillik foiz stavkasi.

Masalan 2. Inflyatsiya darajasi kuniga 1% ni tashkil gilsa, yarim
yildan keyin boshlang‘ich summa ganchaga kamayadi.

100
Qo dastlabki summa miqdori, 182 yarim yildagi kunlar soni. Bu formula

182

182
Yechish: Murakkab protsentlar formulasidan Q=Q‘,(l—ij , bunda

shaklini o‘zgartirib, limitga o‘tadi Q=Qo[(l—$) MJ -2

Demak, yarim yildan keyin dastlabki summa 6 marta kamayadi
(e*x6).

Masalan 3. 5000 sh.p.b. yillik 4% foiz stavkasida 3 yildan so‘ng
gancha bo‘ladi?

Yechish: k,=kKk(1+ni), bu yerda k¥ qo‘yilgan pul migdori, » oddiy
foizlardagi yil, i foiz stavkasi.

Shartga ko‘ra K =5000, n=3, i=0,04.

K, = 5000{1 +3-0,04) = 5000-1,12 = 5600 p.b.
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Masalan 4. Agar ikki yil davomida yillik 6% oddiy foiz stavkasida
784000 sh.p.b migdori jamg‘arilgani ma’lum bo‘lsa, dastlab qancha pul
qo‘yilgan?

Yechish:K,=784000, n=2, i=006, k=? K= 781410200 =700000 p.b.

Masalan 5. x=2000 sh.p.b oddiy yillik 5% dan stavkasi bilan
necha yildan so‘ng 5000 sh.p.b. bo‘ladi?

Yechish: kK, =5000, k=2000, i=0,05. 5000 =2000{1+7-0,05).

2,5=1+n-0,05, n-0,05=1,5, n=30.

Funksiya uzluksizligi

Ta’rif. xo nuqtaning biron-bir atrofida aniglangan f(x) funksiya
uchun tim f(x) = f(x,) tenglik o‘rinli bo‘lsa, f{x) unksiya x¢ nuqtada
uzluksiz deb ataladi.

Agar  tim f(0)=/(x), (xfixrun*f(x)=f(xo)) bo‘lsa, f(x) funksiya x,
nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

Funksiya limiti xossalaridan quyidagi teorema o‘rinli ekanligi
kelib chigadi.

Teorema. Agar f(x,—0)=f(x,+0)=f(x,) bo‘lsa, f(x) funksiya x,
nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

1-ta’rifni orttirmalar tilida ham aytish mumkin. Agar
argumentning ikki x, va x,+Ax qiymatlari qaralsa, Ar argument
orttirmasi deyiladi. Bu orttirmaga mos keluvchi y=f(x) funksiya
orttirmasi Ay quyidagicha aniqlanadi:

Ay = f(x, +Ax) - f(x,)-
Agar tim{f(x, +Ax)~ f(.to)]=£xigo ay=0 bo‘lsa, u holda s(x) funksiya =,
nuqtada uzluksiz deyiladi.

Funksiya limiti xossalaridan foydalanib, uzluksiz funksiyalar
uchun quyidagi teoremalarning o‘rinli ekanligini ko‘rsatish mumkin.
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Teorema. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x, nuqtada uzluksiz

bo‘lsa, quyidagi funksiyalar ham uzluksiz bo‘ladi:

af(0)+ ), F(v) g, L.
g(x)

Bu yerda, a va g istalgan sonlar bo‘lib, funksiyalar nisbati
qaralayotganda g(x,) = 0 deb faraz gilinadi.

Teorema. Agar f(x) funksiya x=» nuqtada uzluksiz, g
funksiya esa x=x, nuqtada uzluksiz bo‘lib, g(x,)=5 tenglik o‘rinli
bo‘lsa, u holda murakkab rf(g(x)) funksiya x=x, nuqtada uzluksiz
bo‘ladi.

Ta’rif. Agar y(x) funksiya biron 4 to‘plamning har bir nuqtasida
uzluksiz bo‘lsa, bu funksiya 4 to‘plamda uzluksiz deyiladi.

Endi uzluksiz funksiyalarga misollar keltiramiz:

1. Butun va ratsional kasr funksiyalar, o‘zlarining aniqlanish
sohasida uzluksiz bo‘ladi. Haqiqatan ham, f(x)=x funksiya (-co,+x)
oraligda, ya’ni barcha x larda uzluksiz, u holda 1-teoremadan istalgan
natural » va a sonlar uchun f(x)=a-x" funksiyaning (-w,+x) oraligda
uzluksizligi kelib chiqadi. Bundan x ga nisbatan ko‘phad bo‘lgan
f(xX)=ayx" +ax"" +---+a,_x+a,
funksiya ham (- «,+») da uzluksiz bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, yana 2-teoremani e’tiborga olib, » va m natural sonlar
uchun quyidagi

ax"+ax" +---+a,_x+a,

byx™ +bx"" +---+b, x+b,
kasr-ratsional funksiya maxrajining ildizi bo‘lmagan x larda uzluksiz
ekanligi kelib chiqadi.
2. Ko‘rsatkichli funksiya, ya’ni f(x)=s* funksiya (-c«,+x) oraliqda
uzluksiz.
Dastavval tima* =1 ekanligini ko‘rsatamiz. o >t bo‘lsin, agar Mﬁ ,

1 1
a’ni -L<x<1 bo‘lsa, u holdaa™ <a* < tengsizlik o‘rinli bo‘lib, x+0
n n > g
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uchun , =[|l|] deb olsak, ([p]-» sonning butun qismi, ya’ni & sondan
X

oshmaydigan butun sonlarning eng kattasi), x -0 da »—»«~ bo‘lgani
1 1

uchun, funksiya limitining 12-xossasiga ko‘ra tim a* =fima; =1. Bundan

ima'=1 ni hosil qilamiz. Agar o0<a<1 bo‘lsa 1 va
x a

Lima™ = {im 1 =%=1

x—=0 x=0 (| *
()
ekanligi kelib chiqadi. f(x)=4* funksiyaning istalgan x=x, nuqtada

uzluksizligini ko‘rsatamiz: ¢ima* = tima® -a*™ =a® ltima*™ =a™,

XXy X~Xg XXy
3. Trigonometrik funksiyalar o‘z aniqlanish sohalarida uzluksiz.
Avval y=sinx funksiyani qaraylik:

Lim sin x = £im [(sinx—sinxo)+sinxo]= £im (sin x —sin x, ) +sin x, =
XX,

XX, x—rxg
. X=X x+x, .
= fim 2sin % . cos % +sinx,
x—x, 2

cosx funksiya chegaralangan bo‘lganligi uchun, funksiya limitining 3-
Xossasiga va timsint =0 ekanligidan

. . X—X, X=Xy . .
Lim 2sin - coS +sinx, =sinx,.
XXy 2 2

Demak, fir:: sin x = sin x;,

Xuddi shuningdek istalgan x=x, nuqtada y=cosx funksiyasi ham

uzluksiz ekanligi isbot gqilinadi. U holda I-teoremaga ko‘ra

yzsmx—tgx,x¢ +k7t(ke7r) va y_cosx
cos x sinx

=cigx, xzkn, (keZ) funksiyalar

aniglanish soha51da uzluksiz ekanligi kelib chigadi.

4. y=tog;x a>0, a=1 logarafmik funksiyaning (0,+) oraliqda
uzluksizligi. Avvalo a>1 deb, funksiya x=1 nuqtada uzluksiz ekanligini
ko‘rsatamiz. Haqgiqatan ham, x=1+r deb olsak, quyidagi

{'—')'1' Eog‘,x={irg€og,,(1+t) tenglikda ¢=o, n—{ } bo‘lsa, r—»0 da n—>ow
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bo‘lgani uchun va - Lpyps tengsizlikdan ¢og, (1 - 1) < tog, (1+1)< tog, (1 + 1)
n n n n

tengsizlik kelib chigadi. Ushbu &méog, (1 - i) =tim fog, (1 + %) =0

tenglikdan ¢imfog,(1+1)=0, ya’ni tim fog,x = og,1=0.

Agar 0<a<1 bo‘lsa, 151 va {foog,,x=€i_{7(—fogix)=0=fogll

a a
ekanligi kelib chiqadi.
Endi istalgan x=x, (x,>0) nuqtada y=rtog,x funksiyaning

uzluksizligini ko‘rsatamiz. Haqiqatan ham, agar *--1+: deb olsak,

Xo

x—>x,da r—0 bo‘ladi. Demak,
Lim fog ,x = tim| Log, Xy Log,x, | = Lim Log, Xy tog x, = Limlog (1 +t)+ fog x, = Log X,.
xxy x=>xg Xq Xy Xy 50

5. Darajali y=x", a =0 funksiyaning uzluksizligi.
y="* funksiyaning (0,+«) oraligda uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.
Murakkab funksiya uzluksizligiga doir 3-teoremaga ko‘ra
a-inx a-inx,y

limx® = bime”™ =¢

x—>xq x—>xg

6. Teskari trigonometrik funksiyalar o‘z aniqlanish sohalarida
uzluksiz.
y=arcsinx funksiyani uzluksizlikka tekshiramiz, qolgan funksiyalarni
tekshirish shunga o°‘xshash bajariladi. y = arcsinx funksiyaning aniqlanish

— 7
_xo

sohasi [-1,1] oraliq bo‘lib, o‘zgarish sohasi [—% %] dan iborat, x, e[-1,1}

bo‘lsin. Biz funksiyaning x, da o‘ngdan uzluksizligini ko‘rsatamiz,
chapdan uzluksizligi shunga o‘xshash tarzda aniglanadi. Demak, x, <x

bo‘lib, x—x,+0 bo‘lsin, u holda 0<z<§ uchun sinz<r<zg tengsizlik

o‘rinli. Bundan va y =aresinx funksiya [-1,1] da o‘suvchi bo‘lgani uchun
x, <x da quyidagini hosil qilamiz:
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sin(arcsin x — arcsin x, ) < arcsin x —arcsin x, < tgarcsinx —arcsinx, ) .

Bu yerda, sin(arcsinx)= x,cos(aresinx)=v1~x* ekanligidan

2
v —-v1-
x-yJ1-xt =J1-x* -x; < aresinx—arcsinx, < 1ox —V1-x 5
VI-x* - 1-x2 +x-x,

chigadi. Bu tengsizlikda x - x, +0 bo‘lsa,
Lim (x,/l -xz —J1-x* xn) 0 va lzm (\/l x? o 1-x] +x- xo)=

X420

Limitning 12-xossasiga asosan x{ﬂ:ﬂ +0(‘”Cﬂm x—arcsinx,)=0,

tengsizlik kelib

bu esa y=arcsinx funksiyaning x, nuqtada o‘ngdan uzluksiz ekanligini
ko‘rsatadi.

Yugqoridagi 1-6-misollardan foydalanib, elementar funksiyalar o‘z
aniqlanish sohalarida uzluksiz degan xulosani ayta olamiz.

Funksiya uzluksizligidan foydalanib, quyidagi limitlarni
hisoblashimiz mumkin:

1eim 8 0¥ D)

1
bim . {m fog,(1+x)* =fog e,

2.6m® =1 limitni hisoblaylik.

x=20 X
Bu limit % ko‘rinishdagi noaniqlikdir, agar 2" -1=rdeb olsak, x—>0da
t—>o0bo‘ladi va a* =1+t, x="log, (1+1) .

=fna

Demak, ¢im %= = tim d 1__flog,a
-0 x -0 fog, (1+t) Log,e flog.e

3 lim%, bu limit ham % ko‘rinishdagi noaniqlik bo‘lib, agar

(1+x)°-1=t deb olsak, x>0 da >0 bo‘ladi va (1+x)°* =1+, & -en (1+x)=n(1+1) .
Demak,

(1+x)° im taln(l+x) sza-en(l-'-x)- t
% = xfn(l+1) =0 x  en(l+1)

x>

a tim l?n(l+x) lim —a-t
=0 x 10 Zn(1+ ) lne
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Natijada, % ko‘rinishdagi noaniqliklarga tegishli bo‘lgan quyidagi

muhim limitlami hosil qildik:
tn(l+x) _,

4 1+
1.0im 280D _ 400 o xususan tim
x x50 X

x>0

a —I=Zna

2.4im
x~»0 x
(A+x)* -1 _

X

3.%im «a
x—¥Q

Uzluksiz funksiyalarning asosiy xossalari

Quyida keltiriladigan wuzluksiz funksiyalarning xossalarini

teorema shaklida bayon qilamiz.
Teorema (Boltsano-Koshining birinchi teoremasi). Agar r(»

funksiya [4,6] oraligda aniqlangan va uzluksiz bo‘lib, oraliq
chegaralarida turli ishorali giymatlarni qabul qilsa, ya’'ni f(a) f() <0
bo‘lsa, u holda (q,6) oraliqda shunday ¢ nuqta mavjudki, bu nuqtada
funksiya nolga teng, ya’ni f(c)=0.

Isbot: f(“;b J funksiya qiymatini ko‘raylik, agar /(” ;b)= 0 bo‘lsa,

c= “—;L—b deb olish mumkin, bu holda teorema isbot gilingan bo‘ladi. Aks

holda f(a)-f(a;b)<0 bolsa, q, =a, b,=";b deb olamiz, /‘(a;b)-f(b)<0
bo‘lsa, g4, =“—423, b =b deb olamiz. Keyingi qadamda, yuqoridagi
mulohazani [a,,5 | oraliq uchun bajaramiz. Bu jarayon biron chekli
gqadamdan keyin, masalan » qadamdan keyin to‘xtasa, u holda

f(‘“—;—bi):o bo‘lib, c=("~;b") bo‘ladi va bu holda teorema isbot

gilingan deyish mumkin, aks holda, ya’ni bu jarayon cheksiz davom
etsa, u holda ichma-ich joylashgan [q4,,5,] ketma-ketliklar hosil bo‘lib,
keyingi qadamda hosil bo‘ladigan har bir oraliq uzunligi avvalgisining
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yarmisiga teng bo‘lgani uchun b5, -q, = bz;"a, ya’'ni lim(b, -a,)=0 ekan. U

holda 6-teoremaga ko‘ra tima, = timb, = c bo‘lib, barcha n larda a, <c<s,,
ya’ni a<c<b tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Endi f(c)=0 ekanligini
ko‘rsatamiz. Funksiya uzluksiz bo‘lganligi uchun
f(0)=fggf(a..)=fi'gf(b,.)=>f2(0)=fi'gf(a,.)'f(b..)-
Endi [q,,5,] oraliglarning qurilishiga ko‘ra f(a,)- f(56,) <0 edi, u holda
S ()=timf(a,) f(5,)<0.

Demak, f(c)=0.

Teorema (Boltsano-Koshining ikkinchi teoremasi). f{x) funksiya
[a,6] oraliqgda uzluksiz bo‘lib, oraliq chegarasida turli qiymatlarni qabul
qilsa, ya’ni f(a)=4, f(b)=B bo‘lib, 4= B bo‘lsa, u holda 4 va 8 sonlari
orasida yotuvchi istalgan ¢ son uchun (4,6) intervalda shunday ¢ nuqta
mavjudki, bu nuqta uchun f(c) = c tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot: Demak, c#4, C=B bo‘lib, ¢ son 4 va B sonlar orasida
yotgani uchun (4-C)-(B-C)<0 bo‘ladi. Agar g(x)=f(x)-C  yangi
funksiya kiritsak, bu funksiya [s,5) da uzluksiz bo‘lib,
g(a)-g®) =(f(@)-C)-(f(5)-C)=(4-CXB-C)<0
bo‘lganidan g(x) funksiya uchun Boltsano-Koshining birinchi teorema
shartlari bajariladi. Demak, (a,b) intervalda shunday ¢ nuqta mavjudki,
uning uchun g(c)=0, ya’ni g(c)=f(c)—C=0.

Demak, f(c)=c. Teorema isbot bo‘ldi.
Bu teoremadan quyidagi xulosani olamiz. Agar f{x) funksiya
uchun [a,6]c D(f) bo‘lib, funksiya [4,6] da uzluksiz bo‘lsa, u holda
A=min{f(a), fO)} va B=max{f(a), f(b)}
uchun [4,B]c E(f) bo‘lar ekan.
Yuqorida keltirilgan teoremalarga taallugli misollarni
keltiramiz:
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1. f(x)=x* funksiya uchun [1, 2] oraliqda 4-teorema o‘rinli emas,
chunki f()-f(2=4>0.

2. f(x)=% funksiya uchun [-1,1]orliqda 4-teorema o‘rinli emas,

sababi, f{x) funksiya x=0 nuqtada aniqlanmagan.
-1, agar x{(0 bo‘lsa
3. /()= {0, agar x20 bo‘lsa
funksiya uchun [-2,2] oraliqda 4 va 5-teoremalar o‘rinli emas, chunki
f(x) funksiya bu oraligda uzluksiz emas, x=0 nuqta uzilish
nuqta: f(-0)=-1, f(+0)=1, ya’ni f(-0)# f(+0).

Teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar f{x)
funksiya [e,6] oraliqda uzluksiz bo‘lsa, f{x) funksiya bu oraliqgda
chegaralangan bo‘ladi, ya’ni shunday » va M sonlari mavjud bo‘ladiki,
istalgan xea,5] uchun m< f(x) <M tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Teoremani isbot qilish uchun, teskarisini faraz gilish usulini
qo‘llaymiz. Ya’ni f{x) funksiya [e,5] oraligda chegaralangan bo‘lmasin.

ath nuqgta bilan [4,5] oraligni teng ikkiga bo‘lamiz, hosil bo‘lgan ikki

oraligdan birida f{x) funksiya chegaralangan bo‘lmaydi, chunki aks
holda, ya’ni ikkala oraliqda ham funksiya chegaralangan bo‘lsa, u holda
f(x) funksiya [s,6] oraliqda ham chegaralangan bo‘lar edi. Demak,

[a,“;b} yoki {“;b,b] oraliqda f{x) funksiya chegaralangan bo‘lmaydi,

agar ikkalasida ham chegaralangan bo‘lmasa, ulardan chapdagisini
olamiz. Hosil bo‘lgan kichik oraligni qaytadan [4,,5,] deb belgilaymiz.
Keyingi qadamda, yuqoridagi mulohazani [4,,5,] oraliq uchun bajarib,
[a,.5,] oraligni hosil gilamiz. Bu jarayon cheksiz marta davom etadi,
chunki aks holda funksiya [a,,5,] ko‘rinishdagi oraligda bir paytda ham
chegaralangan, ham chegaralanmagan bo‘lib qoladi. Demak, har bir
natural » uchun [a,,5,] oraliq hosil bo‘lib, bu oraligda f{x) funksiya
chegaralangan bo‘lmadi. Bu oraliglar ichma-ich joylashgan bo‘lib,
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b, ~a, :5’2%1’ u holda 6-teoremaga ko‘ra tima, =timb, =c Va ce(a,b). f(x)

funksiya uzluksizligidan tim f(a,)=tim f(5,) = f(c) tenglikni hosil qilamiz.
Agar A va B sonlar 4<f(c)<B tengsizlikni ganoatlantiruvchi qilib
olingan bo‘lsa, funksiya limitining 4-xossasiga ko‘ra shunday >0 son
mavjud bo‘ladiki, istalgan xe(c-¢ c+s) uchun 4<yf(x)<p tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi. U holda shunday natural » mavjudki, uning uchun
c—e<a, <c<b, <c+¢ tengsizlik bajariladi.

Demak, istalgan xe[a,,5,] uchun 4< f(x) <8 tengsizlik o‘rinli bo‘lar
ekan. Ammo farazga ko‘ra f{x) funksiya [a,,5,] oraligda chegaralangan
emas edi. Bu qarama-qarshilik teoremani isbot qiladi.

Teorema (Veyershtarssning ikkinchi teoremasi). Agar f{x)
funksiya [(a,4] oraligda uzluksiz bo‘lsa, bu oraligda f(x) funksiya
o‘zining yuqori aniq sup{f(x):xela,b]} va quyi aniq inf{f(x):xe[a,b]}
chegaralariga erishadi, ya’ni [4,6] oraligda shunday xs va x; nuqtalar
mavjudki, f(x,)=sup{f(x)} va f(x,)=inf{r(x)}.

Isbot: Teoremani yuqori aniq chegara uchun isbotlaymiz.
Teskarisini faraz qilaylik. Agar sup{f(x)}=#m desak, 6-teoremaga ko‘ra
M chekli son bo‘ladi. Farazga ko‘ra istalgan xefe,6] uchun f(x)<nm
tengsizlik o‘rinli bo‘Isin, u holda vxe{a,¢] uchun a - f(x)>o0.

1
M- f(x)
kelib chiqadi. Veyershtrassning  birinchi teoremasiga ko‘ra g(x)
funksiya chegaralangan bo‘ladi, ya’ni shunday s>0 son mavjudki,
istalgan xefa,6] uchun gx)<s tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak,

<5, ya’ni ?;—<M—f(x) yoki f(x)<M—é .

Bundan esa g(x)= funksiyaning [a,5] oraliqda uzluksiz ekanligi

istalgan xefq,5] uchun !
M- f(x)

Bu holda sup{f(x)}SM—é tengsizlik o‘rinli bo‘lib, bu esa

sup{f(x)} = M ekanligiga ziddir. Bu ziddiyat qilingan farazning noto‘g‘ri
ekanligini ko‘rsatadi. Teorema isbot bo‘ldi.
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Izoh: xo va x; nuqtalarda f(x,)=sup {f(x)} va f(x)=inf{f(x)}
tengliklarning o‘rinli ekanligi f{x) uzluksiz funksiya uchun [4,5] oraliqda
uning eng katta va eng kichik qiymatlari mavjud ekanligi va quyidagi
tengliklar o‘rinli ekanligini bildiradi: f(x,)= m}{f(x)} va f(x)=min{f(x)}.

xefa,b]

Funksiyaning uzilishi va uning turlari

f(x) funksiya uchun uzluksizlik shartlaridan aqalli bittasi bajariimasa,
bu funksiya x nuqtada uzilishga ega deyiladi.

Agar f (x) funksiya berilgan xo nuqtada uzluksiz bo‘lmasa, u holda f
(x) funksiya berilgan xo nuqtada uzilishga ega deyiladi.

Uzilishning quyidagi turlari mavjud:

I tur uzilish — funksiyaning chap va o‘ng chekli limitlari mavjud,
lekin ular teng emas.

II tur uzilish — bir tomonlama chap va o‘ng limitlardan biri cheksiz
yoki mavjud emas.

I tur uzilishga bartaraf gilinadigan uzilish deyiladi, bunda x—xo da
funksiyaning limiti mavjud, lekin funksiyaning xo nuqtadagi qiymatiga
teng emas.

Ax)=[x] (oqilishi «ant’e iks»), bu yerda [x] — x sonining butun
gismi, ya’ni x dan katta bo‘lmagan eng katta butun son. Masalan,
[2.6] =2, [-2.6] =-3.

x=% nuqtada fix) = [x] funksiya uzluksiz, ya'ni lim f(x)= f[%):l,

x=1 nuqtada esa funksiya aniqglangan f{1)=1, lekin I tur uzilishga ega,
chunki chap va o‘ng chekli limitlar mavjud, lekin ular teng
emas: lim flx)=0 va lim Fx)=1).

1. fix) = [x] barcha haqiqiy sonlar to‘plamida aniqlangani bilan,
elementar funksiya emas, chunki barcha butun sonlarda uzulishga ega:
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y =[x}
4 "
3 R
— 0
— {2
'l: v

2. y={x}=x—[x], — x sonining butun gismi.
y

-1 0123 4
1, agar x>0 bo'lsa

3. y=signx=40, agar x=0 bo'lsa
-1, agar x<0 bo'lsa

(«Signum» lotincha so‘z bo‘lib, ishora degan ma’noni anglatadi.)

TU’
—
1 .
0 x
—_—
-1

4. y=(-1
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5. Dirixle funksiyasi

_ |0, agar x—irratsional bo'lsa
—{l, agar x-—ratsional bo'lsa
Dirixle funksiyasini chizma shaklda tasvirlab bo‘lmaydi.
Masalan 1. Berilgan funksiyani uzilish nuqtalarini toping va
grafigini chizing:
2 agar x22
Sf(x)=42" agar 0<x<2
x+1 agar x<0

Yechish: Bu funksiya x=0 va x=2 nuqtalarda uzilishga ega
bo‘lishi mumkin. Shuning uchun shu nuqtalardagi bir tomonli
limitlarni hisoblaymiz.

f(0_0)=,%(x+l)=l , J(0+0)= lim 27 =1. Demak, x=0 nuqtada funksiya

uzluksiz.
f(2-0)=lim 2* =4, f(2+0)= tim 2=2. Demak, x=2 nuqtada funksiyai II

tur uzlilishga ega.
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x+1

2. Uzluksiz foizlar formulasi. Yilning boshida ixtiyorimizda
muddatida 4, sh.p.b. miqdorda summa mavjud bo‘lsin. Qanday qilib
yilning oxirigacha shu miqdordagi puldan maksimal foyda olish
masalasi qizigarlidir. Mavjud bo‘lgan usullardan biri — bank xizmatidan
foydalanishdir. Faraz qilaylik bank 100% yillik ustama bersin: bu bir
yillik saqlashda jamg‘arma 100% ga ortishini, boshqa gisqa muddatlarda
esa jamg‘arma shu muddatga mos proporsional (masalan, bir oyda
jamg‘arma %% ga) o‘sishini anglatadi.

Demak, bir yildan so‘ng jamg‘arma 4o+A4¢=240 miqdorga, ya’ni ikki
marta ko‘payadi. Bundan ham yuqoriroq samaraga erishish uchun 0.5
yildan so‘ng jamg‘arma hisobini yopib va shu ondayoq golgan yarim yil
uchun uni yana qayta ochirilsa, bu holda yilning birinchi yarimi oxirida
jamg‘arma miqdori 4, +%A‘, =A0(1+%), yilning oxirida esa A{l-{»%)z =225 4,

miqdorda bo‘ladi. Agar hisob raqami yopish va ochish amalini yil
davomida qancha marotaba ko‘p bajarilsa, u holda shuncha marta ko‘p
samara olish mumkin: masalan, bu amalni har oyning oxirida bajarilsa,

yilning oxirida jamg‘arma Ao(l+é]u ~2.613 4,, agar hisob har kuni yopib-

ochilsa, yilning oxirida jamg‘arma A0(1+3L65]365zz_715 4, bo‘ladi.
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Agar ochish-yopish amali uzluksiz bajarilsa (albatta natija nazariy
hisoblanadi) u holda yilning oxirida jamg‘arma

A, lim 1+1 = 4,-e~2.718..4, migdorda bo‘ladi. Shunday qilib, 100%
n n q

nominal miqdorda samarali miqdor 171...% ni tashkil etishi mumkin.
Xuddi shu mulohazalarni bankning nominal foiz miqdori p%

bo‘lganda ham aynan takrorlash mumkin. Bunda (nazariy)

jamg‘armaning mumkin bo‘lgan miqdori:

\ 100 Tids )

. P . p Y~ £

lim| 1+ —=<— | =4, lim|| 1+ —— = 100
Ao"-m( +100n) Aon (+100n) Ae

Umumiyroq holda 4o summa bankka p% yillik stavkada bir yil
emas, biror ¢ yil uchun saglansin. Vaqt [0,t] oraligini » ta bo‘laklarga
bo‘lib, va n ni cheksizlikka intiltirib, mumkin bo‘lgan nazariy summani

olamiz:
. G,
. )/ . p ) i
Hmj 1+ —=—¢ | =4 lim{{ 1+ —— = A, e'®
4 “-2( 100n J A ( IOOnJ Ae

2,
A= A4y’ uzluksiz foizlar formulasi deyiladi.

Masalan, p=100% yillik stavkada ikkinchi yilning (r=2) oxirida
Ae*~7414..4,, ya’ni boshlang‘ich jamg‘arma etti martadan ko‘proq
ortadi.

Uzluksizlikning iqtisodiyotda qo‘llanilishi.
Bozorning to‘r (o‘rgimchak ini) modeli

Funksiyaning uzluksiz xossalaridan biri (ildiz haqidagi teorema)
bozorning matematik modelida o‘zining ajoyib tatbig‘iga egadir.
Ma’lumki, talab va taklif — bu bozorning asosiy munosabatlar
kategoriyasidir. Ular juda ko‘p faktorlarga bog‘liq bo‘lib, mahsulot narxi
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— bu faktorlarning asosiysidir. p orqali mahsulot narxini, d orqali talab
hajmini, s orqali taklif miqdorini belgilaymiz (ular ingliz so‘zlarining
birinchi harflari: price — narx, demond — talab, supply — taklif). Yetarli
kichik p larda d(p)-s(p)>0 (talab taklifdan ustun), katta p larda teskarisi
d(p)-s(p)<0. d(p) va s(p) funksiyalar deb hisoblab, ular uchun shunday
po narx mavjudki, bunda d4(p,)=s(p,) bo‘ladi, ya’ni talab taklifga teng
degan xulosaga kelamiz. po narx muvozanat narx, shu narxdagi talab va
taklif muvozanatli deyiladi. Bozorning asosiy masalalaridan biri — bu
muvozanat narxni o‘rnatishdir. Muvozanat narxni topish uchun
o‘rgimchak ini modeli deb ataluvchi sodda modelni ko‘rib chigamiz. U
ma’lum mahsulot uchun sotuv hajmi va narxining regulyar
takrorlashuvchi siklik o‘zgarishi fenomenini tushuntirib beradi.

Faraz qilaylik, mahsulot ishlab chiqarish hajmi haqidagi garor
oldingi davrdagi mahsulot narxiga bog‘liq holda gabul qilinsin.

Quyidagi funksiyadagi holatni tahlil qilamiz:

Dastlabki nuqtada mahsulotning taklif hajmi ¢g; bo‘lib, u
mahsulotning oldingi davrdagi p; narxiga bog‘liq holda tanlangan. Bu
narx muvozanat narxidan yugqoriligi sababli dd talab chizig‘i bo‘yicha

unga bo‘lgan xarid hajmi ¢..
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Bozor holati haqidagi ma’lumotdan foydalanib ishlab chiqaruvchi
mahsulot narxini p> miqdorgacha tushurishga majbur bo‘ladi. p:
muvozanat narxdan past bo‘lgani uchun mahsulotga bo‘lgan talab g;
miqdorgacha ortadi. ss taklif chizig‘i bo‘yicha bu miqdorga p; taklif
narxi mos keladi va h.k. Bu holda spiral (g,, p,) bozorning muvozanat
nugqtasiga yaqinlashadi.

Ba’zi hollarda bu spiral «yig‘ilmasdan» «ochilishi» ham mumkin.

Tahlil etilgan «spiral»ning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchanligi
d(p) va s(p) funksiyalarning qanday xossalariga bog‘ligligini oldindan
aytish, umuman qiyin masala hisoblanadi. Yagqinlashishga ta’sir etuvchi
faqat bir omilni ko‘rsatish bilan chegaralanamiz.
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6. Funksiya hosilasi va differensiali.
Hosila tushunchasi

Biz f{x) funksiyaning xo nuqtada uzluksizligini
tim £ ()= 1(x) (1)

tenglik bajarilishi orqali ta’riflagan edik. Agar x-xo=4x argument
orttirmasi deb nomlanuvchi kattalikni kiritsak, x—x¢ da tabiiy Ax-0.
(1)-limitda yangi o‘zgaruvchiga x=x¢+4x o‘tsak, uni quydagicha yozish
mumkin:

tim f(x)= tim f(x, + Ax)= £(x,) @)
Agar funksiya orttirmasi deb nomlanuvchi f{xo+A4x)—f(x¢) =4y miqdorni
kiritsak, (2)-tenglamadan

tim{f (x, +8x)— 1 (x, )| = tim Ay = 0

tenglikni hosil qilamiz. Demak, y=f{x) funksiya xo nuqtada uzluksiz
bo‘lsa, argument orttirmasi 4x nolga intilganda, ya’ni 4x cheksiz kichik
miqdor bo‘lganda, unga mos keluvchi funksiya orttirmasi 4y=f{xo+4x)—
f(xo) ham nolga intilishi, ya’ni cheksiz kichik migdor bo‘lishi kelib
chigadi. Shuni e’tiborga olsak, xo nuqtada uzluksiz bo‘lgan y=f(x)
funksiya uchun, ushbu

m
e ®)

limit % ko‘rinishidagi noaniqlik bo‘lishligi kelib chigar ekan. Avval

ko‘rganimizdek bunday noaniqliklar qaralayotgan funksiyaga bog‘liq
bo‘lib, (3)-limit qiymati chekli, cheksiz yoki mavjud bo‘lmasligi
mumkin. Umuman aytganda (3)-ko‘rinishdagi limitni xo nuqta atrofida
berilgan istalgan funksiya uchun qarashimiz mumkin. Shuni ta’kidlash
lozimki, agar (3)-limit qaralayotgan y=f{x) funksiya uchun chekli bo‘lsa,
u holda bu funksiya x=xo nuqtada uzluksiz bo‘lishligi kelib chiqadi.
Haqiqatan ham, agar
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tim T Fo t 80— 1) _
A0 Ax

bo‘lib, a chekli son bo‘lsa, funksiya limiti ta’rifiga ko‘ra #>0 son
uchun, shunday >0 son mavjud bo‘ladiki 0<|ax/<s tengsizlikni
f(xo +AX)”f(xo)

qanoatlantiruvchi barcha Ax lar uchun a-¢< e <a+e,
ya’ni qaralayotgan 4x lar uchun, 4x>0 bo‘lganda

{a—&)-ax < f(x, + Ax)- f(x,) < (a+£)- Ax @)
yoki Ax<0 bo‘lganda

(a+e)-Ax < flx, + Ax)~ f(x,) < (@—¢)- Ax (5)

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. U holda (4)-tengsizlikdan s(x, +0)= s(x,) va
(5)-tengsizlikdan f(x,-0)= f(x,) ekanligini hosil gqilamiz. Bundan,
£im f (x, +&x) = f(x,),
ya’ni y=s(x) funksiya x=x, nuqtada uzluksiz ekanligi kelib chigadi.
Ta’rif. Agar ushbu limit giymati Q@% chekli bo‘lsa, u holda

y= f(x) funksiya x=x, nuqtada hosilaga ega deyiladi.
Limit qiymati y=s(x) funksiyaning x=x, nuqtadagi hosilasi
deyiladi va quyidagicha belgilanishi mumkin:
Yle) ) D) ) e

Demak, r'(x,) deb quyidagini

)= g L0+ 8%)= f(x0)
f(x")_{x"f—T_

tushunar ekanmiz. Hosila ta’rifidan, agar y= s(x) funksiya x=x, nuqtada
hosilaga ega bo‘lsa, bu funksiya x=x, nuqtada uzluksiz ekanligi kelib
chiqar ekan. Teskari tasdiq noto‘g‘ri ekanligini, ushbu uzluksiz s(x)=|x
funksiyaning x=0 nuqtada hosilasi mavjud emasligi isbot qiladi.
Hagqiqatan ham, quyidagi tengliklar

fim M): tim éx—= Lim Ax—:l

Ar—+0 Ax Ax—>+0 Ax  Ar+0 Ay
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———f(°+A") SO _ piy A5 _ i 225
Ax—»-o A0 Ax A0 Ax

—M limitning mavjud emasligini ko‘rsatadi, ya’ni f(x)=|x

funk51ya x=0 nuqtada hosilaga ega emas, ammo f(x)=|x uzluksiz
funksiya.

Endi, funksiya hosilasi qanday ma’no kasb etishini ko‘rib
chiqaylik.

Hosilaning geometrik ma’nosi. -‘Tekislikda  berilgan y=1(x)
funksiya grafigining M(x,,y,), (bu yerda y, = 1(x,)) nuqtasiga o‘tkazilgan
urinmani garaymiz. Bu urinmani hosil gilish uchun quyidagi chizmada,
avval MK kesuvchi to‘g‘r chiziq o‘tkazamiz. So‘ngra ax orttirmani
nolga intiltirsak, grafikdagi K nuqta, M nuqtaga yaqinlasha borib,

S(x, +Ax)

y:f(xo)

>

MK to‘g‘ri chiziq MN urinma holatini egallaydi. U Ax—0 da MK to‘g‘ri
chizi OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil qilgan afax)
burchagi, MN urinma hosil qilgan ¢ burchakka intiladi. Bu yerda, mv

to‘g‘ri chiziq tenglamasi y-y, =ge-(x-x,) ko‘rinishda bo‘lib, x-x, =Ax
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e i e e

va ge=k—MN to‘g‘ri chiziq OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil
qilgan burchak koeffitsienti ekanligini e’tiborga olsak, MN to‘g‘ri chiziq
tenglamasi  y=k-Ax+y, ko‘rinishda bo‘ladi. 1- chizmada MKB

uchburchak uchun MB=Ax, KB=Ay va wga(Ax)= % .

Demak, f(x,)= tim Y = timigals)= o=k,
ya’ni f'(x,)=k tenglikni hosil qilamiz. Shunday qilib, y=r(x)
funksiyaning x=x, nuqtadagi s'(x,) hosilasi shu funksiya grafigining
M(x, y,) nuqtasiga o‘tkazilgan s urinmaning burchak koeffitsientiga
teng bo‘lar ekan. MV  urinmaning y=k-Ax+y, tenglamasida
Ax=x-x, y,=f(x) va k=f(x,). U holda y=y(x) funksiya grafigining
M(x,,y,) nuqtasida o‘tkazilgan urinma tenglamasi quyidagi ko‘rinishda
bo‘lar ekan: y= f'(x,)-(x—x,)+ f(x,)

2. Hosilaning mexanik ma’nosi. S=s() funksiya harakat
qilayotgan jismning ¢ vaqt davomida bosib o‘tgan yo‘lini bildirsa, shu
jismning =1, vaqtdagi oniy tezligi 9(,) ni topish masalasini qaraymiz.
Buning uchun ¢ vaqtga Ar orttirma beraylik, u holda mana shu vaqt
davomida jism ma’lum bir masofa As=s{r, +As)-s(,)ni bosib o‘tadi, u
holda jismning Ar vaqt davomidagi o‘rtacha tezligini .9“.,=%ts— tenglik

orqali topish mumkin. Tabiiyki o‘rtacha tezlik, ¢=¢, vaqtdagi oniy tezlik
9,)ga qandaydir xatolik bilan teng bo‘ladi. Biz |a] vaqt kattalikni
ganchalik kichik qilib olsak, 9., o‘rtacha tezlik %) oniy tezlikka
shunchalik yaqin bo‘lib, xatolik kam bo‘ladi. Shuning uchun,
8(t) = tim 8, . = im=> = '(1)

tenglik o‘rinli deya olamiz. Natijada jismning S-=s() harakat
tenglamasida, yo‘ldan ¢ vaqt bo‘yicha olingan hosila, shu jismning ayni
t vaqtdagi tezligiga teng bo‘lar ekan, ya’ni s'()= %)
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3. Hosilaning iqtisodiy ma’nosi. Shuni ta’kidlash lozimki,
hosilaning iqtisodiy ma’nosi ko‘p qirrali bo‘lib, muayyan obyektga
yo‘naltirilgan maqsaddan kelib chiqadi. Biz shu masalalardan birini
keltiramiz. v =u(f) funksiya ¢ vaqt davomida ishlab chiqarilgan mahsulot
hajmi o‘zgarishini bildirsin. Ishlab chiqarishning =ty vaqtdagi mehnat
unumdorligini topish masalasini ko‘raylik. Buning uchun ¢ vaqtga ar
orttirma beramiz, u holda mana shu vaqt davomida ma’lum miqdordagi
AU =Uft, + A)-U(t,) mahsulot ishlab chiqariladi, o‘rtacha mehnat

unumdorligi z,,, = % tenglik orqali topiladi. Yuqoridagi mulohazalarga

o‘xshash 7=ty vaqtdagi mehnat unumdorligi uchun quyidagi tenglikni
hosil gilamiz:
z(t,)= timz,,, = fm%:(/'(to).

Demak, mahsulot hajmini vaqt bilan bog‘lovchi v() funksiyaning
vaqt bo‘yicha u'() hosilasi, ishlab chiqarishning z() unumdorligini
berar ekan, ya’ni

U)=2().

Masalan 1. Funksiya hosilasini hosilaning ta’rifi yordamida
hisoblang: y=x°.

Yechish: Funksiya orttirmasini hisoblayamiz:

Ay=f(x, +Ax)— f(x,) = (x+ Ax) —x? = x? + 2xAx+ Ax? —x? = 2xAx+Ax? = Ax(2x + Ax).

Hosilaning ta’rifiga ko‘ra: £ '(0)=tim 2 = tim 22249 _ i 024 Axy=2x.
a0 Ax A0 Ax Ax—0

Masalan 2. Funksiya hosilasini hosilaning ta’rifi yordamida
hisoblang: y=sinx.
Yechish: Avval funksiya orttirmasini hisoblayamiz:

Ay=sin(x+Ax)—sinx:25in%-oos(x+%)

Hosilaning ta’rifiga ko‘ra:
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. Ax Ax Ax
A ZSmT-cos x+—§~ sin — Ax
)"=lim—y=lim = lim 2 -limcos(x+7)=1-cosx=cosx

M0 Ax  Ax0 Ax &0 Ax a0

2
Demak, ta’rifga ko‘ra (sinx)’ = cosx.
Masalan 3. y=|x-1 funksiya hosilasini hisoblang.
Yechish: x = 1 nuqtada argumentga Ax orttirma beramiz, u holda

funksiya Ay orttirma oladi:

—Ax, agar Ax<0 bo'lsa,
Ay =|ad = * .
Ax, agar Ax>0 bo'lsa.

im L0480/ _ 1, i LO*AD-SO _ o A

Ax—»o Ax—-NO Ax ? px>-0 Ax a0 Ay

M llmltnmg mavjud emasligini ko‘rsatadi, y=|x-1

Ax—»o

ﬁmks1ya
x =1 nuqtada hosilaga ega emas, ammo y =|x-1| uzluksiz funksiya.

Hosila hisoblashning asosiy qoidalari
1. Agar f(x) funksiya x=x, nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, u holda
istalgan o‘zgarmas a son uchun g(x)=«-f(x) funksiya x=x, nuqtada
hosilaga ega bo‘lib, bu hosila quyidagi tenglik orqali topiladi
#'(x,)=a- f(x,), chunki funksiya limiti xossasiga ko‘ra:

¢'(xo)= tim olx, +Ax) cv(xo) tim. m 2L (o, + AA;:)a f(x,) fx, +Ax) flx) — e fx)

2. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x=x, nuqtada hos1laga ega bo‘lsa,
u holda ¢(x)= f(x)+g(x) funksiya ham x=x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,
bu hosila quyidagi tenglik orqali topiladi:
P(x)= f(x)1e(x)-
Hagiqatan ham, limit xossalari va hosila ta’rifiga ko‘ra:

—al
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@(x, +Ax)_¢(xo) = tim Sx, +Ax)ig(xo +Ax)"(.f(xo)ig(xo» —
Ax a0 Ax

¢'(xo ) = f:_’ff)

Cim f(xo +Ax)_f(xo)i g(xo +Ax)‘g(xo)) = lim f(xo +Ax)_f(xo)i
Ax—» Ax Ax Ax—>0 Ax

. (xo"'Ax)’_ (xo) ’ + o
if,‘.'f’og Ax £ =f(xo)_g(xo)

3. f(x) va g(x) funksiyalar x=x, nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, u
holda ¢(x)= f(x)-g(x) funksiya ham x=x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib, bu
hosila quyidagi tenglik orqali topiladi: ¢'(x,)= 7(x,) g{x,)+ f(x,)- £'(x,);

Funksiya limiti xossasiga va x=x, nuqtada hosilaga ega funksiya

shu nuqtada uzluksiz ekanligidan, quyidagini hosil qilamiz:
olx 0+Ax) ¢(xo) xo+Ax)‘g(xo+Ax)"f(xo)‘g(xo)=
AHO Ax
f,’fn,o [f(xo +Ax)—f(x,,)]-g Ko +ixx)+f(xolg(xo +Ax)_g(xo)] - f,’fn,o f(xo +ixx)_f(xo)_g(xo +Ax)+

+ i ) B 088 i) o) 1) 1)

4. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x=x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

g(x,)#0 bo‘lsa, u holda ;p(x):% funksiya ham x=x, nuqtada hosilaga

ega bo‘ladi va bu hosila quyidagi formula orqali topiladi:
f(xo) g(xo) f(xo) g(xo)
g (xo
Funksiya limiti xossalari, g(x) funksiyaning x=x, dagi uzluksizligi
va g(x,)»0 ekanligidan hamda g(x) funksiya x, nuqtaning biron-bir
atrofida noldan farqli ekanligini e’tiborga olib quyidagini hosil qilamiz:
f(x°+Ax)_f(xo)
¢ (%)= tim ¢(xo+Ax)_¢("o)= ¢im g(x +ax) g(x) - &mf(xo+Ax)g(xo —f (%) g(x+Ax) -
40 Ax 8 Ax 40 g(x, +Ax)g(x,)Ax
L [l ) g)- S )+ )= )|
a0 g(x, +Ax)-g(x,) Ax
gmf(xﬁA")_f( )( x)- l’,mf( 18 (% +ar)-g(x, )} S'(%)-g(x)-/(x 0)'g'(x0).

gz(xo){“*" Ax Ax g'(x)

¢’(xo) = [”"

¢"(xo ) =
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5. Agar u=g(x) funksiya x=x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib, y= f(x)
funksiya esa u =y, = g(x,) nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, u holda y= r(g(x))
murakkab funksiya x=x, nuqtada hosilaga ega bo‘ladi va bu hosila
quyidagi
formula orqali topiladi: y;(x,)= £;(,) «.(x,)-

Hagigatan ham, murakkab funksiya limiti va hosilaga ega bo‘lgan
funksiya uzluksizligiga ko‘ra

. (s0) = tim flglx +Ax)-7(g(x,)) _ . flglx +Ax))- flglx,)) glx, +Ax)-glx) _
x Ax Ax->o g(xo + Ax) g(xo) Ax

gy 10+ 800100 0

Bu yerda, Au= g(xo +Ax)-g(x,) bo‘lib, Ax—0 da g(x) funksiya x=xo
da uzluksiz bo‘lganligidan Az — o0 kelib chigishi e’tiborga olingan.
6. Agar y=r(x) va x=g(y) funksiyalar o‘zaro teskari funksiyalar

bo‘lib, x=x, nuqtada f'(x,)2z0 va y,=r(x,) nuqtada g'(y,) hosilalar
mavjud bo‘lsa, u holda g;(yo)=7h, ya'ni x,(y,)= ( 5@ tenglik o‘rinli.

Murakkab funksiya hosilasiga vax' =1 ekanligini e’tiborga olib, x = g(/(x))
tenglikdan quyidagi kelib chigadi:
1=() =U)) x = 2, (%) £, (%)

7. Agar funksiya f(kx+b) ko‘rinishda bo‘lsa (1 (kx+b)) = k" (kx+b)
bo‘ladi. Bu tenglik murakkab funksiya hosilasidan kelib chigadi.
Yugoridagi qoidalar umumiy holda quyidagicha yozilishi mumkin:

L (a-f(x)) =a-s(x), a=const.
2. ()£l = r®zgG).
3. (/()-g(x) = /() g)+ 1))

[ (x)j [6)g()- () g'x)
glx) g'(x)
5. y=flu) u=g(x) funksiyalaruchun (r@))," =r. () v, -
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6. y=/(x) va x=g(y) o‘zaro teskari funksiyalar uchun, x' =L, .
yx

7. y=f(kx+b) funksiya uchun y' = ¥"(kx+5).
Endi asosiy elementar funksiyalarning hosilalarini hisoblaylik.
Masalan 1. y=x“ darajali funksiya uchun (x*) = & o‘rinli bo‘ladi.
Limitning xossalariga ko‘ra

Ax)*
x"[(l+——) —l:(
’ x _ ,a X a
(x")zﬂim(x+Ax) X~ tim X S

A0 Ax Ax—0 Ax x

Xususan, (x) =1.
2. y=a* (a>0) ko‘rsatkichli funksiya uchun (s*} = a*tna.
Ajoyib limit xossalariga ko‘ra

7 ax+Ax —a* a* _(an _1)

(a‘) = tim ~ = Lim =a*-fna.

Xususan, () =e*. 1- va 2-amalning isbotida mos ravishda
im8* s va im9 =1 gna ckanligidan foydalanildi.
X

x—0 X x »0

3.y=tog,x logarifmik funksiya (a>0,a#1) uchun (fog,x) = %<,
X

Hagqiqatdan ham,
g £ —4£ re
(¢og.x) = tim og.(x + Ax) - fog,x = Lim —l‘log, X+ Ax = lim 1 £og,(l + ﬂjk =1 log,e.
ax—0 Ax 4x30 Ax x50 x x x

Xususan, (¢nx) = 1
X

4.y=sinx uchun (sinx) =cosx. l-ajoyib limit va cosx funksiya
uzluksizligiga ko‘ra

. Ax Ax Ax
. i 2sin—-cos| x +— sin —
.y, sin(x+Ax)-sinx . 2 2 . 2, Ax
(sinx) = tim = tim = Lim - 6im cos| x +— |=cosx.
N T o
2 2

Bu yerdan funksiya hosilasi xossalaridan foydalanib quyidagilarni hosil
qilamiz:
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o) = s+ Z)] =) - s

! r
' (sinx ) (sinx) -cosx—sinx-(cos x) _cos’x+sin’x 1
(1gx) = = ; - sinx_ 1
cosx cos’ x cos’x cos’x
’
(ct x)’= cos X =(cosx)'-sinx—cosx-(sinx)' _-sin’x—cos’x 1
¢ sinx Sinzx Sinlx sinzx .

5. Teskari trigonometrik funksiyalar. y=arcsin x uchun
(arcsinx)' = \/Iihxz

x=sin y funksiya y=arcsin x funksiyaga teskari bo‘lgani uchun,
teskari funksiya hosilasi formulasiga ko‘ra

(arcsinx)'=y’=i= 1 _ 1 __ 1
X cosy (fi—snly -2

Xuddi shunga of‘xshash, y=arcgx, y=arccosx va y=arccig

(arccos x)' = — !
1+x?’ 1-x?

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

funksiyalar  uchun (arcrgx ) = va

(arcerg x) =-— tengliklarni hosil qilish mumkin.
1+x

Yugqorida hosil bo‘lgan formulalarni quyidagi jadval ko‘rinishida
ifoda gilamiz:

l.c'=0 10. (sinx)'=cosx
2.x'=0 11. (cosx)'= —sinx
gy - o] 1
3. (%)'=a - x* 12. (1gy)'= ——
4. (1] - 13. ()=
X X sm-x
9 1 l
) =— 4. nx)=
5 (\/;) e 1 (arcsmx)‘ ﬁ
6. (@*)'=a* I na 15. (arccosx)= ll -
-X
" s
1. (€)'=e* 16. (arcigx)= e
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8. (l°g2)=10_ga‘g=‘l_ 17. (arcctgx)= -1

x x-lna 1+x?

9. (fnx)= 1

X

Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi

Faraz gilaylik, y funksiyaning x argumentga bo‘g‘ligligi {j» iz()t)

tenglamalar bilan parametrik shaklda berilgan bo‘lsin.
Masalan. 1){“"”’ " _ tekislikdagi to'g'ri chizigning parametrik

Y=Y +m-t
tenglamasi.

2) {xz ot R'“_’St — aylananing parametrik tenglamasi.
Y=y, +r-sint
3) x = a-cost, y = b-sint — ellipsning parametrik tenglamasi.
Parametr ¢ ga A+ orftirma beramiz, mos ravishda axva ay

orttirmalar hosil bo‘ladi. U holda y funksiyadan x bo‘yicha hosila:

&

Masalan. x=e” cos’t, y=¢”sin’¢; y. hosilani hisoblang.
Yechish: x' =2¢* cos’t +e* (—2cost-sint) = 2¢% (cost —sin t)cos¢,
t

y, =2€" sin® t + ¥ - 2cost -sinz = 2¢* (cost +sint)sint,

. sin¢ +00s ¢ 1+t [ ;r), ( z z J
=-={gt- =1gt- =igt-1git+— tE—+ak, t+ =+ |.
Vi T st —sint & g B 4 2

Yugori tartibli hosilalar
Agar y=f(x) funksiya uchun (s,») oraligning har bir nugtasida

hostla mavjud bo‘lsa, u holda (q,6) oraliqda yangi s'(x) funksiyani hosil
gilamiz. Bu s'(x) funksiya x=x,e(s,) nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, u
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holda x=x, nuqtada y=r(x) funksiya ikkinchi tartibli hosilaga ega
deyilib, bu hosila y'(x,), f*(x,), & y(x"), d’/ (x") , ¥%(x,). shaklda belgilanadi.

Demak, ikkinchi tartibli hosila quyidagi tenghk orqali topilar ekan:
%)= f,if,"of’(xo +ixz-f’(x0)'

Xuddi shuningdek, y= s(x) funksiya uchun uchinchi, to‘rtinchi va
n-tartibli hosilani aniglash mumkin. Umumiy holda, agar y=s(x)
funksiya uchun (q,5) oraligning har bir nuqtasida (»—1) tartibli hosilaga
ega bo‘lib, mana shu hosil bo‘lgan funksiyani f"9(x) deb belgilasak,
o‘z navbatida s""(x) funksiya x=x, nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, bu
hosila y = s(x) funksiyaning x=x, nuqtadagi » tartibli hosilasi deyiladi. n
tartibli hosilani quyidagi ko‘rinishlarda ifoda etish mumkin:

P} 10y} C2) L), ).

Demak, ta’rifga ko‘ra n tartibli hosila

(n) Yy f("_l)(xo +Ax)— f("_l)(xo)
f (xo)" iﬁ”o Ax

tenglik orqali aniglanar ekan. Bu tenglikni umumiy holda quyidagicha
yozishimiz mumkin: f®(x)= (f("")(x)),,n =123..

Bu yerda, fO(x)= f(x).

Yugqori tartibli hosila uchun quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi:
L) =c- £)(x) ¢ = const

2.(7()+ g=) = O (x)+ £ (x)

3.(f(ax+ b))(") =a" [ (ax +b)

4.0/6)-£0)" = 32027 )- £ 0()

Bu tengliklarning barchasini matematik induksiya usuli bilan isbot
qilish mumkin. (4)-tenglik Leybnis formulasi deb nomlanadi.

Endi ayrim elementar funksiyalarning yuqori tartibli hosilalarini
keltiramiz. Bu formulalar ham matematik induksiya usuli bilan isbot
qilinadi.
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1. ") =m-(m=1{m-2)--(m—n+1", m istalgan haqiqiy son. Agar
m natural son bo‘lsa, n>m uchun ("f” =0ean=m uchun (x"f" =m.

2. (@*)” =a* -(nay, xususan (e} =¢*

3. (sinx)" = Sin(x+n-§)

4. (cos)” = oos(x +n- %)

Masalan 1. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini hisoblang:
y=sin’x.
Yechish: y'=2sinxcosx =sin2x, y"=2cos2x.

Masalan 2. Funksiyaning uchinchi tartibli hosilasini hisoblang:

y=(2x*+1)-cosx.

Yechish: Leybnis formulasidan foydalanamiz:
Jx)=2x3+1,g(x)=cosx. f'=6xf"=12x, f"=12.g'=—sinx,g" = —cosx,g" =sinx.
U holda ,~ = [f(x)-g(x)r/ = f"-g+3f"-g'+3f-g"+f-g" =(2x3—36x+1)sinx—
6(3x*-2)cosx.

Masalan 3. Funksiyaning n-tartibli hosilasini hisoblang: y =sinx.

Yechish: y'=cosx=sin(x+ %), y''=—sinx =sin(x + 2—2”—),

Y= —cos x = sin(x+32’—’),..., Y™ = sin(x +n- %).

Funksiya differensiali

Matematika tatbiqida asosan taqribiy hisoblashlar qo‘llaniladi.
Taqribiy hisoblashlarning muhim manbayi funksiya differensiali
hisoblanadi. Biz mana shu tushuncha bilan tanishamiz.

f(x) funksiya x, nuqtaning biron-bir atrofida berilgan bo‘lib, x,
nuqtada uzluksiz, ya’ni tim f(x)= f(x,) bo‘lsin. Agar x-x,=Ax va

f&x)-f(x,)=Ay deb belgilashlar kiritsak, Ax argument orttirmasi, Ay esa
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shu orttirmaga mos keluvchi funksiya orttirmasi bo‘lib, yuqoridagi limit
munosabatini quyidagicha yozish mumkin: ¢im Ay = fim[f(x, + Ax)— f(x,)]= 0.
Ta’rif. Agar Ax—»0 da, funksiya orttirmasi aAyni quyidagi
ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa,
Ay = 1z, + &x)~ f(x,) = 4- Ax + o{Ax). )
Bu yerda, 4 o‘zgarmas son, Lim (Ax) 0, u holda y=f{x) funksiya xo

nuqtada differentsiallanuvchi deyiladi va funksiyaning xo nuqtadagi
differensiali A-4x ga teng deb ataladi. Bu differensial A4-Ax=df(xq)
shaklda belgilanadi.

Izoh: afax) funksiya uchun m“(/i"):o tenglik a(ax)=0(ax)Kkabi

ifoda etiladi va o(Ax) funksiya ax—0 da Ax ga nisbatan yuqori tartibli
cheksiz kichik funksiya deyiladi. Masalan, x—0 da 1-cosx=0(x)

+=6(x) bo'ladi, chunki em™ 0 yoki x—0 da 1-cosx=0(x) bo‘ladi,
fim— y

sababi

x0 x x50 x x>0

2
tenglik o‘rinlidir. Xuddi shunga o‘xshash x-—1 da ?(x-1)=0(x-1),
1-cos(x—1)=0(x—1) vahk. '
Agar (1)-tenglikni Ax ga bo‘lib Ax—0 da limitga o‘tsak quyidagini

hosil gilamiz:
Lim Y _ = é’:m(A+ a( ))

a0 Ay Ar->0l
Bu tenglikdan, f(x) funksiyaning xo nuqtada hosilasi mavjud bo‘lib,
/'(x,)=4 ekanligi kelib chiqar ekan. Demak, f{x) funksiya x¢ nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, bu nuqtada funksiya hosilasi ham mavjud
bo‘lar ekan. Bu tasdigning teskarisi ham o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz.

2
l—cosx 2sin? > sin> .
tim = fim 2 - tim r2 -5=0
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Teorema. xo nuqtaning biron-bir atrofida berilgan f{x) funksiya shu
nuqtada s'(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u holda xs nuqtada f{x) funksiyaning
df(x,) differensiali mavjud bo‘lib, bu differensial uchun

df(x,)= f'(x,)-Ax tenglik o‘rinli.
Isbot:

f(xo +Ax)_f(xo)

f'(xo)= ffino Ax

tenglikda f("_‘{:z‘—f(") - /'(5)=afax) belgilashni kiritsak, ima{ax)=o.

U holda a(Ax)-6(ax) bo‘lgani uchun
&y =[x +8x)= fx) = (x,)- Ax + alAx)- Ax.
Demak, s(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi va
df(x,)= f"(x,)- Ax (2)
tenglik o‘rinli.

Xulosa qilib shuni aytish mumkin ekanki, f{x) funksiyaning xo
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lishi uchun, funksiyaning xo nuqtada
hosilaga ega bo‘lishi zarur va yetarli, bu nuqtadagi differensial uchun
(2)-tenglik o‘rinlidir.

Shunday qilib, xo nuqtada differensiallanuvchi funksiya orttirmasi

Ay = f'(x,)- Ax + 0(Ax) =df (x,) + 0(Ax) 3)

Taqgribiy hisoblashlarni funksiya orttirmasini uning differensiali
bilan almashtirish orqali bajarish mumkin, ya’ni (3)-tenglikda é(ax) ni
tashlab yuborsak quyidagi taqribiy ay = df(x,) tenglikni hosil gilamiz.

Bu yerda, yo‘l qo‘yilgan xatolik #(ax) ko‘rinishda bo‘lib, |ax kichik
bo‘lgani sari bu xatolik |ax ga nisbatan tezroq kichiklashib boradi.

Agar f(x) funksiya (a,5) intervalning har bir nugqtasida
differensiallanuvchi  bo‘lsa,  f(x) funksiya (s6) intervalda
differensiallanuvchi deyiladi.

Endi misollar qaraymiz. f(x)=x funksiya (-w+x) da
differensiallanuvchi bo‘lib, (2)-tenglikga ko‘ra dx=(x)'-Ax:Ax o‘rinli
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bo‘ladi, ya’ni erkli o‘zgaruvchi uchun uning differensiali va orttirmasi
teng bo‘lar ekan.
Bu tenglikdan funksiya differensiali uchun
df(x)=f'(x)-dx yoki dy=y'dx @
tenglik yoza olamiz.

Demak, f(;)- %"), y-2.

(4)-tenglikka tayanib asosiy elementar funksiyalarning differensiali
va differensiallash qoidalarini kelitiramiz:

1. d{c)=0 c=const 2. d(x“)=a-x""dx

3. dla*)=a*tnads, dle’)=e ax 4. d(tog, x)= x—gln;dx, d(tnx)= idx

5. d(sinx)= cosx dx 6. d(cosx)=—sinx dx

7. dligx)= coslzxdx 8. d(agx):—sinlzx

9. darcsin x)= — dx 10. d(arccos x)=~ 11 —dx

11. d(arcig x)= 1+lx2 12. d(arccg x)= _1+le

Differensiallash qoidalari

1. dlgf(x)=c-df(x), c=const 2. d[f(x)x g(x)]= df (x)* dg(x)
NN £12)). b (e)- £edate)

3. dlf) )t o) 4 o L) B

Yugqori tartibli differensiallar

df(x)= f'(x)&x tenglikda dx erkli o‘zgaruvchining orttirmasini
o‘zgarmas deb qarasak, df(x) funksiya differensiali x ning funksiyasi
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ekanligi kelib chigadi, shuning uchun df{x) funksiya differensialini
topish masalasini ko‘rishimiz mumkin. Bu differensial f{x) funksiyaning
ikkinchi tartibli differensiali deb atalib, 4*1(x) shaklda belgilanadi, ya’ni
d’ f(x)=d(df(x)) = (/" (x)ax) = d( ()dx = f*(x)edx - e = f7(x)t”
Xuddi shunga o‘xshash
&’ ()= f(x)ax’
d*f(x)= 1" ()’

d"f(x)= f"Mx)" yoki y® = %

tengliklarni hosil qilamiz.
Ko‘paytmaning yuqori tartibli differensiali uchun Leybnis
formulasini e’tiborga olib, quyidagi tenglikni hosil qilamiz:

& (f(e)ge))= 3 Cla™ 1(c)-d'8().
Bu yerda, d°f(x)= f(x)d°g(x)= g(x) deb olingan.

Masalan 1. Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli differensialini
hisoblang:

y = arctg
1 —2x
7 N d = dx d2 = 2
Yechish: 4y T2 dy (1+x2)2 dx?,
Masalan 2. Agar y=arctgx bo ‘Isa, @y ni hisoblang.

dx 2 2xdx*
Yechish: &y =——.d y=—7T—""73>
ls 1+x? (1+x2)Z

3x2 -1

d3y=—(1_’_—2xz)7[(1+x2)z —2x(l+x2)2xkx3 =2(1+x2)3 dx’.
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7. Funksiyani to‘liq tekshirish
Differensial hisobning asosiy teoremalari

Yuqorida kiritilgan funksiya hosilasi va differensialining tatbiglari
quyidagi teoremalarga asoslangandir.

Ferma teoremasi. Agar s(x) funksiya x, nuqtaning biron-bir
(x, -8, x,+5)(6 >0) atrofida berilgan bo‘lib, x, nuqtada eng katta (eng
kichik) qiymatga erishib, s'(x,) hosilasi mavjud bo‘lsa, u holda bu
hosila nolga teng, ya’ni f/(x,)=0.

Isbot: Istalgan xe(x,-6,x,+6) uchun f(x)<s(x,), ya’ni
f{x,)=max {f(x)} bo‘lsin, u holda s(x,) mavjudligidan

xe(xg—6,%0+8)
oy Y= p: f(xo+Ax)_f(xo)
£lxo)= tim Lt 2= 1t0)

bo‘ladi, chunki f{x, - Ax)~ f(x,)<0 va Ax>0. Xuddi shunga o‘xshash

f'(xo)=£%f(x° +4:"3‘f(xo)so

bo‘ladi, chunki f(x, -Ax)- f(x,)<0 va Ax>o0. U holda, bu tengsizliklardan
f'(x,)=0 ekanligi kelib chiqadi. Teorema isbot bo‘ldi.

Roll teoremasi. s(x) funksiya [q,s] oraligda uzluksiz va (a,5)
intervalda hosilaga ega bo‘lib, oraliq chegaralarida bir xil giymatlarni
qabul qilsa, ya’ni f(a)= s(6) bo‘lsa, u holda (a,») intervalda shunday c
nugqta topiladiki, uning uchun r'(c)=0 tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Veyershtrasning (2)-teoremasiga ko‘ra [q,5] oraliqda shunday
x, va x, nuqtalar mavjud bo‘ladiki, ular uchun f(x)= x'gzt;l{f(x)} va

flx,)= sE[upl{f(x)} tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
xelab

Agar {x;x,}={a,b} bo‘lsa, u holda f(x)=r(x,) va istalgan xela,5]
uchun f(x)= f(x,)= f(x,)=const ekanligi kelib chigadi. Demak, f'(x)=0
ekan, bu esa teoremaning {x;x,}={a,b} hol uchun isbot bo‘lganini
bildiradi.
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Agar {x;x,}={a,b} bo‘lsa, u holda x e(a,b) yoki x,e(a,5). Bundan
Ferma teoremasiga ko‘ra s'(x,)=0 yoki s'(x,)=0 ekanligi kelib chiqadi.
Teorema isbot bo‘ldi.

Taqribiy hisoblash uchun qo‘llaniladigan ko‘pgina formulalarni
hosil qilishda quyidagi Lagranj teoremasidan foydalaniladi.

Lagranj teoremasi. f(x) funksiya [s,6] oraligda uzluksiz va (a,5)
intervalda hosilaga ega bo‘lsin, u holda (a,4) intervalda shunday ¢ nuqta
mavjudki, uning uchun quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

, b)- fla
f(c)=f(2—‘{( )

Isbot: plx)= f(x)- f(a)_%‘).(x_a)

funksiyani kiritamiz. ¢(x) funksiya uchun Roll teoremasining barcha

shartlari o‘rinli va
(o iy Sb)-1la)
o')= fx) - ==

U holda shunday c e (a,5) nuqta mavjudki ¢'(c)=0, ya’'ni
¢'(C)= fl(c)_ f(bz_f(a) =0
-a

Bu tenglikdan esa f(c)= —f(bz;f(”)
-a
tenglik kelib chiqadi. Teorema isbot bo‘ldi.
Koshi teoremasi. s(x) va g(x) funksiyalar [4,5] oraliqda uzluksiz
va (qa,b) intervalda hosilaga ega bo‘lib, g(x) #0 bo‘lsin, u holda (g,5)
intervalda shunday ¢ nuqta mavjudki, uning uchun quyidagi tenglik
o‘rinli bo‘ladi:
J®)-f(a) _ f ()
g(b)-g(a) g (c)

Isbot: o(x)= F(x)- f(@) - M[g(x) g(a)] funksiyani kiritamiz.

g -
o(x) funksiya uchun Roll teoremasining barcha shartlari o°rinli va
o) = 1) -LOL@ g1y,

g(b)-g(a)
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U holda shunday c¢ e (s,6) nuqta mavjudki ¢'(c)=0, ya’ni

ey = ey LO=L@ o o
PO =17 = Dg =0

Bu tenglikdan esa
S®)-f@) _ f'()
gb)-g@ g'(o)
tenglik kelib chigadi. Teorema isbot bo‘ldi.
g(x)=x bo‘lsa, Lagranj teoremesi hosil bo‘ladi.

Masalan 1. f(x)=(x—1)(x—2)(x—3) funksiya uchun Roll teoremasi
shartlarini tekshiring.

Yechish: Funksiya [I1;3] oraliqda differensiallanuvchi va x=I,
x=2, x=3 nuqtalarda nolga aylanadi. Demak, [1;2] va [2;3]
oraliglarning har birida berilgan funksiya uchun Roll teoremasining
barcha shartlari bajariladi. (1,3) ittervalda kamida bitta shunday c¢
nuqta topiladiki, bu nuqtada f(c)=0 bo‘ladi. Berilgan funksiya
hosilasini nolga tenglab 3x?-12x+1]=0 tenglamani hosil gilamiz. Uni

yechib: C1=2—% va cz=2+71—3‘ ildizlarni hosil qilamiz.
Bunda /< ¢/<2 va 2<c:<3.

Masalan 2. y=x’-4x+3 funksiya ildizlari orasida uning
hosilasining ham illdizi bor ekanligi tekshirilsin.

Yechish: Funksiya [I1;3] oraligda differensiallanuvchi bo‘lib
x=1 va x=3 nuqtalarda nolga aylanadi: x>—4x+3=0, x1=1, x>=3.
Demak, [1;3] oraligda berilgan funksiya uchun Roll teoremasining
barcha shartlari bajariladi. (1;3) ittervalda kamida bitta shunday c¢
nuqta topiladiki, bu nuqtada f(c)=0 bo‘ladi. Berilgan funksiya
hosilasini nolga tenglab: y'=2x—4,2x—4=0, c=2va2e[l; 3].

Teylor va Makloren formulalari

Endi biz taqribiy hisoblashlarda ko‘p qo‘llaniladigan formulani
keltiramiz.
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5-teorema. Agar r(x) funksiya x¢ nuqtaning biron-bir atrofida
berilganda x, nuqtada n tartibgacha *(x), k=12,..,» hosilalari mavjud
bo‘lib,
olx,) = 7'(x,) = 7"(x,) = -+ = 7y )= 71 (x,) = 0
tengliklar o‘rinli bo‘lsa, u holda r(x) funksiya uchun r(x)=0((x-x)’)
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Isbot: Matematik induksiya usuli yordamida isbot gilamiz: n=1

bo‘lsin, u holda x,)='(x,)=0. Bundan ¢im—"&) _ gim “=E) _ .y g

x=x X — X, x—rxo X—X
0 0

tenglik kelib chigadi, ya’ni z(x)=0((x-x,)) ekan.

Endi n-1 da txy)='(x)=--="(x,) =0 tengliklardan
o(x)=0{(x-x,y') munosabat o‘rinli ekanligi kelib chigsin deb faraz
qilaylik va »da o(x,)=7(x,)=-=""x,)=2"(x,)=0 tengliklar o‘rinli
bo‘lsin. Agar r,(x)=7(x) belgilashni Kkiritsak, z,(x,)=7(x)=7""(x)=0
ekanligi kelib chiqadi.

Demak, r(x)= 0((x - %, )‘"’) . Teorema isbot bo‘ldi.

f(x) funksiya x, nuqtaning biron-bir atrofida berilgan va bu
atrofda uning (n—1) tartibli hosilasi mavjud va xp nuqtada f{x)
funksiyaning n tartibli hosilasi mavjud bo‘lsin. Bu shartlarda x¢ ning
qaralayotgan atrofida quyidagi p(x) ko‘phadni aniqlay olamiz:

)= 1)+ Ll o L)oo LNy
Agar 7, (x)= f(x)- plx) funksiyani tekshirsak,
7 (x)=7.(x,)=--=1,""(x,)=0 tengliklar kelib chigadi. Yugqoridagi
teoremaga ko‘ra r(x)=0((x-x)”) munosabat o‘rinlidir. Bundan Teylor

formulasi deb nomlanuvchi formulani hosil qilamiz:
£9= 1)+ L) LB STy e ). (1)
Bu yerda, r,(x) formulaning qoldiq hadi deyiladi.
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Isbot qilinganiga ko‘ra 7,(x)=0((x-x)"), ya'ni x o‘zgaruvchi x,
dan yetarlicha kam farq qilsa, 7,(x) ham 0 dan (x-x) tartibda
farglanadi, ya’ni » qanchalik katta bo‘lsa (|x-x,|<1 deb olish mumkin),
7,(x) ifoda 0 dan shunchalik kam farq giladi. Demak, hisoblashlarda
ushbu

76 flaoe L8 e g s LGy
tagribiy formuladan foydalanishimiz mumkin ekan.

(1)-formulada x-x,=Ax deb belgilasak, Teylor formulasining
quyidagi ko‘rinishlarini hosil gilamiz:

S&x)- 1) =41(x)= f‘(xo)Ax+§f'(xo)Ax2 +---+$ £, )ax" + 6(Ax")

& 50) = so 5y Pl ) o " 1)+ o).
Agar (l)-formulada x=0 deb olinsa, Makloren formulasi deb
nomlanuvchi ushbu formulani hosil qilamiz:
)= f(0)+ (0) ('O)x2 +~--+——f(:'(0)x” +6(x").
Endi ayrim elementar funksiyalaring yuqoridagi formulalarga
yoyilmasini topaylik:
1) f(x)=¢* bo‘lsa, f“(x)=¢* va f®(0)=1 bo‘lgani uchun

2) f(x)=sinx bo‘lsa, f"(x)= sin(x+n~%) va f“(0)= sin(n-%)
ekanligidan, n=2c bo‘lsa, s®()=0 va n=2k-1 bo‘lsa,

Fo(0)= sm( ”__) (-1)" shuning uchun

x -1 x* 2%
sinx =x— ;+5. (-1 T l) +0(x™).
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3) f(x)=cosx bo‘lsa, f(")(x)=oos(x+n--’2£J va f(")(O):cos(n-%J n=2k

bo‘lganda, /@ =cos(kr)=(~1) va n=2k-1 bo‘lganda, f*(0)=0 shuning
uchun

cosx = 1—2—+ —— 1)"——+0( ””‘)

(k)
Hosil gilingan yoyilmalar e*,sinx va cosx funksiyalar qiymatini
topish x ga nisbatan ko‘phad bo‘lgan giymatini topishga olib kelishini
ko‘rsatadi.

Lopital qoidasi

Limitlarni hisoblashda uchraydigan % va z ko‘rinishdagi

noaniqgliklarni ochishda, quyidagi Lopital qoidasi deb nomlanadigan
qoidani asoslab beruvchi teoremani keltiramiz.

Teorema. Agar ¢im< - /) limit % yoki z ko‘rinishdagi noaniqlik

X—=a g( )
bo‘lib, {szg‘ é y limit mavjud bo‘lsa, (cheksiz bo‘lishi ham mumkin), u
holda
i LGy 10
e )
tenglik o‘rinli bo‘ladi

Isbot: Isbotm ko‘rinishdagi noaniglik uchun keltiramiz. Demak,
fﬂf(x)—é’_u:g(x)—o

bo‘lsin, u holda f(a)=g(a)=0 deb olib, Lagranj teoremasiga ko‘ra

eim By T&)-1C@) _ . FENx-a)_ . 1C)_ . S

E e P e R 1 P P £ P
Bu yerdagi oxirgi tenglik |¢, ~d| <|x-d| va £, -d|<|x-q tengsizlikdan kelib

chiqadi.
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Funksiya grafigining asimptotasi

Funksiya grafigini chizishda grafik asimptotasi deb nomlanuvchi
to‘g‘ri chiziqlarning yordami kattadir.

Ta’rif. Agar funksiya grafigining M =(x,s(x)) nuqtasidan berilgan
to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan d4(»@) masofa uchun| Lim d(M)=0 tenglik
o‘rinli bo‘lsa, shu to‘g‘ri chiziq y= r(x) funksiya grafigining asimptotasi
deyiladi. Bu yerda, |M|=4yx*+f*(x) M nuqtadan koordinata boshigacha
bo‘lgan masofa.

Agar timM|=+o bo‘lsa u holda asimptota vertikal asimptota
deyiladi. Vertikal asimptota x = x, to‘g‘ri chiziq bilan ifodalanadi.

Agar  timM|=+o yoki tim/M|=+o bo‘lsa, asimptota og‘ma
asimptota deyiladi. Og‘ma asimptota y = kx+b ko‘rinishda bo‘ladi.

Agar og‘ma asimptota uchun x=0 bo‘lsa, ya’ni asimptota y=»
ko‘rinishda bo‘lsa, bunday asimptota gorizontal asimptota deyiladi.

x=x, vertikal asimptota, y=r(x) funksiyani cheksizlikka
aylantiruvchi x, nuqta bilan ifodalangani uchun, x, ni ¢im f(x)= yoki
tim_f(x)=o tengliklarni ganoatlantiruvchi nuqta deb garash kerak.

y=kx+b 0g‘ma asimptotani topish uchun ushbu tenglikdan

tinl ()~ e+ )] =0

foydalanish mumkin. Bu yerdan e:m[f () _ ] 0, ya’ni k= tim T
X

Xy X

ekanligi kelib chiqadi. U holda b = timr(x)-kx].
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Masalan. Funksiya asimptotalarini toping: y=x+2arctgx.
Yechish: Funksiya vertikal va gorizontal asimptotalarga ega
emas.
Og‘ma asimptotalarni aniglaymiz:
g p qlaym
k = lim X+207CEX _ 1im(1+m)=1, b, = lim [x+2arctg:—x]=2-§=ﬂ.
X—»+a0 X X4+ x X~p4a0
Demak, y=x+r chiziq funksiya grafigining o‘ng og‘ma asimptotasi
ekan.
k= lim XTF2ATEX _ (1+-2-"—’$‘f)=1, b = lim [x+ 2aretgr—x] = 2-(-2) = .
X—»~a0 X X=p40 X X=—0
Demak, y=x—-z chiziq funksiya grafigining chap og‘ma asimptotasi
ekan.

Funksiyani hosila yordamida tekshirish va uning grafigini yasash

Endi funksiyani tekshirishda hosilaning qo‘llanilishini ko‘rib
chiqamiz.

6-teorema. f(x) funksiya (a,5) intervalda o‘zgarmas bo‘lishi uchun,
uning hosilasi shu intervalda nolga teng bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot: Zarurligi. Agar xe(ab) uchun f(x)=c=const bo‘lsa,
7'(x)=(c) =0 bo‘lishi kelib chigadi.

Yetarliligi. Ixtiyoriy xe(ab) uchun s/(x)=0 bo‘lsin, u holda
a<x,<b va a<x<b uchun [x,x] oraligda s(x) funksiyaga Lagranj
teoremasini qo‘llasak

f(x) f(xo)

tenglik o‘rinli bo‘lib, f(c):O dan f(x)=f(x,) ekanligi kelib chigadi.
Ya’ni f(x) funksiya (a,5) intervalda o‘zgarmas ekanligini hosil gilamiz.
Teorema isbot bo‘ldi.

1), (xy<e<x)
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Natija: Agar f(x) va g(x) funksiyalar uchun (g,6) intervalda
f'(x)=g'(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, shu intervalda f{x)=g(x)+c, c=const
tenglik o‘rinlidir.

Haqgiqatan ham, ¢(x)=f(x)-g(x) funksiya uchun (s,4) intervalda
@'(x)=0 ekanligi kelib chigadii U holda 1-teoremaga ko‘ra
@(x)=c = const , x € (a,b) natijada

fG&)=glx)+c, xe(ab).

7-teorema. Agar f(x) funksiya (g,5) intervalda hosilaga ega bo‘lib,
barcha xefa,b) uchun f'(x)>0 (r(x)<0) bo‘lsa, u holda s(x) funksiya (a,5)
intervalda o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

Isbot: a<x <x,<b bo‘lsin, u holda [x,x,] oraligda Lagranj
teoremasiga ko‘ra, shunday c e (x,,x,) mavjudki, uning uchun

f(x‘)_f(x‘)zf'(c)>0.

X, =X
Bundan =x,-x >0 bo‘lgani uchun f(x,)-f(x)>0, ya’ni f(x)<r(x,).
Demak, f(x) funksiya (a,5) intervalda o‘suvchi ekan. f'(x)<0 bo‘lganda
f(x) funksiyaning kamayuvchi ekanligi shunga o‘xshash tarzda isbot
qilinadi.

Izoh: Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda o‘suvchi (kamayuvchi)
bo‘lib, shu intervalda s(x) hosila mavjud bo‘lsa, hosila uchun
()20 (f(x)<0) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, deyish mumkin, ya’ni
o‘suvchi (kamayuvchi) funksiyaning ayrim nuqtalaridagi hosilasi nolga
teng bo‘lishi mumkin. Masalan y=x* funksiya (-w,+o) oraligda o‘suvchi
bo‘lib, uning hosilasi y'=3x*, x=0 da y'(0)=0 bo‘ladi.

Funksiya ekstremumi

Funksiya grafigini chizishda uning maksimum va minimum
nuqtalari muhim o‘rin egallaydi.
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3-ta’rif. Agar x, nuqtaning shunday atrofi (x,-&,x,+5)({5>0)
mavjud bo‘lsaki, shu oraligdan olingan istalgan xe(x,-48,x,+6) uchun
&)< 1(x,) (f(x)> f(x,)) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x,
nuqgtada lokal maksimumga (lokal minimumga) erishadi deyiladi.
Funksiyaning lokal maksimum va lokal minimum nuqtalari,
funksiyaning lokal ekstremumlari yoki shunchaki funksiya

ekstemumlari deb yuritiladi.
Y
0 a X, X X x, b x

Funksiya berilgan [4,5] oraliqda bir necha lokal ekstremumlarga ega
bo‘lishi mumkin. Masalan, rasmda x,,x,,x,,x, nuqtalarda funksiya lokal
ekstremumlarga erishadi. [4,4] oraliqdagi funksiyaning eng katta va eng
kichik qiymatlari funksiyaning global ekstremumlari deyiladi. Funksiya
global ekstremumga oraliq chegaralarida erishishi mumkin. Masalan,
rasmdagi funksiya uchun £(6)= %]{f(x)} ekanligini ko‘rish mumkin.

Agar f(x) funksiya x, nuqtada lokal ekstremumga erishib, bu
nuqtada f'(x,) hosila mavjud bo‘lsa, Ferma teoremasiga ko‘ra f'(x,)=0.
Lekin, f'(x,)=0 ekanligidan, x, nuqtada funksiya ekstremumga erishadi
deya olmaymiz. Masalan y=x’ funksiya (-«,+x) da o‘suvchi bo‘lgani
uchun uning ekstremum nuqtalari mavjud emas, lekin ,'=3x* hosila
x=0 da nolga teng bo‘ladi. Shu bilan birga y=¥x* funksiya x=0 nugtada
lokal ekstremumga ega bo‘lib, bu nuqtada funksiya lokal minimumga
erishgani bilan, x=0 nuqtada funksiya hosilasi mavjud emasligini avval
ko‘rgan edik.
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Yuqgorida aytilganlarga asoslanib, lokal ekstremumning quyidagi
zaruriy shartini keltirishimiz mumkin.

f(x) funksiya x, nugtada ekstremumga erishishi uchun, shu nuqgtada
funksiya hosilasi nolga teng bo‘lishi yoki funksiya hosilasi mavjud
bo‘Imasligi zarur.

Funksiya hosilasi nolga teng bo‘lgan nuqtalar, ya’ni f'(x)=0
tenglama yechimlari va hosila mavjud bo‘lmagan nuqtalar, funksiyaning
kritik (yoki statsionar) nuqtalari deyiladi.

Demak, funksiyaning ekstremum nuqtalarini uning kritik nuqtalari
orasidan izlashimiz kerak.

0 X X, X3 X X4 x

Chizmadagi y=s(x) funksiya uchun x,x,,x,x, nuqtalar kritik
nugqtalar bo‘lib, (/'(x,) mavjud emas, /'(x,)=, f'(x,)=0, f'(x,)=0) faqat, x,
va x, nuqtalari ekstremum nugqtalari bo‘ladi.

Funksiya ekstremumining birinchi yetarli sharti

8-teorema. Agar xo kritik nuqta atrofida x nuqta chapdan o‘ngga
qarab o‘zgarganda, f(x) funksiya hosilasi o‘z ishorasini musbatdan
manfiyga o‘zgartirsa, bu xo nuqta lokal maksimum nuqta (lokal
minimum) bo‘ladi.

Isbot: Agar (x,-5,x)s>0) intervalda f/(x)>0 bo‘lsa, funksiya bu
oraligda o‘suvchi bo‘lganligidan istalgan xe(x, -6,x,) uchun f(x)< f(x,)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar (x,,x,+4) intervalda f(x)<0 bo‘lsa, bu
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oraliqda f(x) funksiya kamayuvchi bo‘lib, barcha xe(x,,x, +5) lar uchun
f(x)< flx,) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, istalgan xe(x,-5,x,+5)
uchun f(x)< f(x,), ya’ni xo nuqtada f{x) funksiya lokal maksimumga
erishar ekan. Demak, hosila xo kritik nuqta atrofida ishorasini musbatdan
manfiyga o‘zgartirsa xo nuqta, uning maksimum nuqtasi bo‘lar ekan.

Shunga o‘xshash, xo atrofida hosila ishorasi manfiydan musbatga
o‘zgargan holda xo nugta lokal minimum ekanligini isbotlash mumkin.

y=f(x) funksiyani ekstremumga tekshirishni quyidagi algoritm
bo‘yicha bajarish mumkin:

1. y'= s'(x) hosilani topish.

2. f'(x )=0 tenglama yechimlarini topish va f'(x) mavjud bo‘lmagan
nugqtalarni aniqlash, ya’ni barcha kritik nuqtalarni topish.

3.f(x)>0 va f(x)<0 tengsizliklarni yechib, s'(x) hosilaning kritik
nuqta atrofidagi ishoralarini aniqlash lozim.

Agar kritik nuqtadan chapda va o‘ngda hosila turli ishoralarga ega
bo‘lsa, funksiya shu nuqtada ekstremumga erishadi, aks holda bu kritik
nuqta ekstremum nuqta bo‘lmaydi. Kritik nuqta atrofida funksiya
hosilasi ishorasi chapda «+» va o‘ngda «» bo‘lsa bu nuqta lokal
maksimum, chapda «—» va o‘ngda «+» bo‘lsa, bu nuqta lokal minimum
nuqta bo‘ladi.

5. Funksiyaning ekstremum qiymatlarini topish.
Funksiya ekstremumining ikkinchi yetarli sharti

9-teorema. Agar x, nuqta atrofida s(x) funksiya hosilaga ega
f'(x,)=0 hamda x, nuqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
mavjud bo‘lib, f"(x,)>0(/"(x,)<0) bo‘lsa, u holda x nuqtada f(x)
funksiya lokal minimumga (lokal maksimumga) erishadi.

Isbot: f'(x,)=0 va f"(x,)>0 bo‘lsin, u holda
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i BTG )

Bundan s'(x,)=0 va Ax<0 ekanligidan, s(x,+Ax)<0 kelib chiqadi,
ya’ni x, nuqtadan chapda hosila manfiy ekan. Shunga o‘xshash
lim f'(xo +Ax)—fl(‘x0)=fl(xo)>0

ar>0 Ax
va Axr>0 bo‘lgani uchun f/(x,+Ax)>0 kelib chigadi, ya’ni xp nuqtadan
o‘ngda hosila musbat ekan. Demak, hosila xo nuqta atrofida chapdan
o‘ngga o‘z ishorasini manfiydan musbatga o‘zgartirar ekan, u holda x¢
nuqta funksiyaning lokal minimum nuqtasi bo‘ladi.

f"(x,)<0 bo‘lgan hol shunga o‘xshash isbot qilinadi. Teorema

isbot bo‘ldi.
Bu teoremaga ko‘ra, xo kritik nuqta uchun f"(x,)=0 bo‘lsada ekstremum
mavjudligi ta’minlanadi. Lekin f7(x,)=0 ekanligidan ekstremum mavjud
emas deya olmaymiz. Masalan, y=x* funksiya uchun, x=0 nuqta
ekstremum nuqta bo‘lib, y*=12x* ikkinchi tartibli hosila esa nolga teng.

Agar 7(x) funksiya [s,5] oraligda uzluksiz bo‘lsa, bu oraliqda f(x)
funksiya o‘zining eng katta va eng kichik qiymatlariga, ya’ni global
ekstremumiga erishadi. Global ekstremumga s(x) funksiya oraliqning
chegaraviy nuqtalarida erishishi mumkinligini e’tiborga olib, ularni
topish uchun quyidagi algoritmni keltiramiz:

1. f'(x) hosilani topish.

2. f(x) funksiyaning kritik nuqtalarini topish.

3. f(a), /(6) qiymatlarni aniglash va barcha kritik nuqtalarda f(x)
funksiya qiymatlarini topib, bu giymatlar orasidan eng kattasi va eng
kichigini topish.

Funksiya gavariqligi va botiqligi. Egilish nuqtalari

Funksiya grafigini chizishda, grafikning qaysi  oraliglarda

qavariqligi va botiqligini bilish muhimdir.
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Ta’rif. Agar (g,b) intervaldan olingan istalgan x va x, lar va
¢, +¢, =1 munosabatni qanoatlantiruvchi istalgan ¢, >0 va ¢,>0 sonlar
uchun

flax +4:%:) 2,/ (x)+ 4./ (x,)

(Flax +9:%)< 0/ ()+ 4,(x,))
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x) funksiya (s,4) intervalda gqavariq
(botiq) deyiladi. Bu ta’rifning geometrik ma’nosi shundan iboratki, agar
funksiya (a,6) oraligda qavariq (botiq) bo‘lsa, (s,5) oraligdan olingan
istalgan x, va x, lar uchun grafikning (x;7(x)) va (x;s(x,)) nuqgtalarini
tutashtiruvchi kesma funksiya grafigidan ordinatalar o°‘qining
yo‘nalishiga nisbatan quyida (yuqorida) yotadi.

y \ Y
S(ax +4:x%,) 1 r

PO R X NP

of (%) e/ (x) af(m)+ a0 (x) L

7(x) S(a)

Sy

\ 4

0 X, +4,x, X
0 X gntax X 1 It X

10-teorema. (0,5) intervalda hosilaga ega bo‘lgan s(x) funksiya, bu
oraligqda qavariq (botiq) bo‘lishi uchun, uning f'(x) hosilasi (a,5)
intervalda kamayuvchi (o‘suvchi) bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Isbot: Zarurligi. f(x) funksiya (a,5) intervalda qavariq bo‘lsin,
ya'ni istalgan x,x,e(ab) va g, +¢,=1 tenglikni qanoatlantiruvchi
musbat ¢, va g, sonlar uchun

fax +4,%,)2 4,/ )+ 4,/ (x,)
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tenglik o‘rinli bo‘lsin. U holda x, <x<x, tengsizlikni qanoatlantiruvchi

x lar uchun

Xy —X X=X
b q2
X, — % X, — X%

4=

deb olsak, gx +¢,x,=x bo‘lgani uchun quyidagi tengsizlikni hosil

qilamiz:

X, — X=X

flx,).

f(x)2 xlf(xl)+

X, =X Xy — X,

Bundan,
(=, =% )/ ()2 (x, ~x)/(x )+ (- x)7(x;) yoki(x, x| (x)- 15 )]2 (x—x ) (x,) - 1 (x)]
va nihoyat 7 ()= /() , fm)-76) tengsizlikni  hosil qilamiz. Bu

x—Xx X, =X
tengsizlikda avval x—=x da, so‘ngra x—x, da limitlarni topsak, ushbu
tengsizliklar kelib chiqadi:

f(X)—f(x‘)‘_'f'(;l), f(xl)_f(x)=f'(§2)'

x—x X, —Xx
Bu yerda, x, <¢, <x va x<¢&, <x, bo‘lgani uchun ¢ <¢, va f(¢)= 1¢,).
Yetarliligi. £ <& uchun ()= (&) bo‘lsa (x, <& <x, x<& <x,)
S)-1 (), flx)-7()
x—x X, =X
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlikdan
(e = G- 7 G2 =3, )1 (e, ) - £ (0)]
Yoki (x, ~x, ) (x)2 (e, = x)f 6o )+ (2~ x, ) fx,)

vanihoyat f(x)> 22=% £(x)+ 272 f(x,)
X=X X, =X
tengsizlik kelib chiqadi. Bunda 2 —: =q va :_): =g, belgilashlarga
X2 =% Pt

asosan, g¢,20,4,20,9,+9,=1 Va x=gqx +q,x, munosabatlar o‘rinli

ekanligidan
f(%xl +42xz)2q1f(x1)+qu(xz)
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tengsizlik kelib chiqadi. Demak, f(x) funksiya (a,5) intervalda gqavariq
ekan. Botiq funksiya xossasi ham shu tarzda isbotlanadi. Teorema isbot
bo‘ldi.

11-teorema. Agar f(x) funksiyaning (a,5) intervalda ikkinchi
tartibli hosilasi mavjud bo‘lib, bu intervalda s’(x)<0(s"(x)>0) bo‘lsa, u
holda s(x) funksiya (a,5) intervalda qavariq (botiq) bo‘ladi.

Isbot: f'(x)<0 (f'(x)>0) bo‘lsa, u holda s'(x) hosila (a,b)
intervalda kamayuvchi ekanligi kelib chiqadi. Bundan esa 1-teoremaga
asosan, f(x) funksiyaning (a,6) da qavariq (botiq) bo‘lishi kelib
chiqadi. Teorema isbot bo‘ldi.

Ta’rif. Agar x, ndqta s(x) funksiyaning botiqlik va qavariqlik
intervallarini ajratib turuvchi chegaraviy nuqta bo‘lsa, u holda x,
nuqta atrofida berilgan s(x) funksiya uchun bu nuqta egilish nuqtasi
deyiladi.

v

Chizmada x, va x nuqtalar egilish nuqtalari bo‘ladi.

Egilish nuqtasi ta’rifidan ular s(x) funksiya hosilasining
ekstremum nugqtalari bo‘lishi kelib chiqadi. Bularni e’tiborga olsak,
quyidagi teoremalar o‘rinli ekanligi ravshan bo‘ladi.

12-teorema (Egilish nuqtasining zaruriy sharti). Ikkinchi
tartibli hosilaga ega bo‘lgan s(x) funksiya uchun x, nuqta egilish
nuqtasi bo‘lsa, u holda s*(x,)=0.

13-teorema (Egilish nuqtasining yetarli sharti). Agar ikkinchi
tartibli hosilaga ega bo‘lgan f(x) funksiya uchun s*(x) hosila x, nuqta
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atrofida o‘z ishorasini o‘zgartirsa, x, nugta f(x) funksiyaning egilish
nuqtasi bo‘ladi.

Berilgan f(x) funksiyaning qavariqgligi, botiqlik oraliglarini va
egilish nugtalarini topishni quyidagi algoritm bo‘yicha bajarish
mumkin:

1. 77(x) hosilani topish.

2. f"(x)=0 tenglamani yechish va s"(x) hosila mavjud bo‘lmagan
nuqtalarni  topish, ya’ni s'(x) hosilaning kritik nugqtalarini
topish.

3. f'(x) ning kritik nuqtalari atrofida s”(x) hosilaning ishoralarini
aniqlash.

Buning uchun s(x)>0 va s*(x)<0 tengsizliklarni yechish lozim.

4. Egilish nuqtalarida funksiya qiymatini hisoblash.

Funksiyani tekshirish va uning grafigini chizishni  quyidagi
algoritm bo‘yicha amalga oshirsa bo‘ladi.

1. y=f(x) funksiyaning aniglanish sohasini, imkon bo‘lsa
o‘zgarish sohasini ham topish.

2. Funksiyani juftlik, toqlik va davriylikka tekshirish.

3. f(x)=0 tenglama, f(x)>0 va f(x)<0 tengsizliklarni yechish,
ya’ni funksiya nollarini, musbatlik va manfiylik intervallarini topish.

4. Funksiyani uzluksizlikka tekshirish.

5. Funksiyaning vertikal va og‘ma asimptotalarini topish.

6. s'(x) hosilani topish, hosila mavjud bo‘lmagan nuqtalarni
aniglash, f(x)=0 tenglama va s'(x)>0, f'(x)<0 tengsizliklarni yechish,
ya’ni funksiyaning kritik nugqtalarini, o‘sish va kamayish oraliglarini
topish. Funksiya ekstremumlarini topish.

7. f"(x) hosilani topib, f*(x) mavjud bo‘lmagan nuqtalarni aniqlash,
/"(x)=0 tenglama va sf"(x)>0, f'(x)<0 tengsizliklarni yechish, ya’ni
funksiyaning qavariglik, botiqlik oraliglari va egilish nugqtalarini topish.

8. Funksiya grafigiga aniqliklar kirituvchi ayrim nuqtalarni topish.
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Olingan natijalar jadval ko‘rinishida ifodalanib, shu jadval asosida
funksiya grafigining sxematik grafigi chiziladi.
Masalan 1. Funksiyalarni o‘sish va kamayish oraliglarini toping:
x* 1

2
=——-x"+—.
Y=Y Ty

Yechish: Funksiya birinchi tartibli hosilasining nollarini

aniglaymiz.
y'=x>2x=x(x—2)x;=0 va x;=2 nuqtalarda hosila nolga aylanadi.
Butun sonlar o‘qi bu nugqtalar bilan uch bo‘lakka ajraladi: (—w;
0),(0; 2) va (2; to). (—o; 0) va (2; +») oraliglarda hosila doimiy
musbat, demak funksiya o‘suvchi, (0; 2) oraliglarda esa hosila doimiy
manfiy. Demak, funksiya kamayuvchidir:

Masalan 2. Funksiyalarni ekstremumga tekshiring: y = 2x°-9x2 +
12x - 2.

Yechish: Funksiya birinchi tartibli hosilasini hisoblaymiz: y'=6x>~-
18x+12
Birinchi tartibli hosilani nolga tenglab statsionar nuqtalarni topamiz:

y'=6x°—18x+12=0, 6(x’-3x+2)=0=6(x-1)(x-2) = 0, xi=1,
x2=2.

Har bir statsionar nuqtada birinchi tartibli hosila ishorasi
o‘zgarishini tekshiramiz: a) x; = 1 nuqtaning atrofida

y'=1(0,8) =6(0,8—1)(0,8—-2)>0.
y'=(12)=6(1,2-1)(1,2-2)<0.

Hosilaning ishorasi (+) dan (-) ga o‘zgarayapti. Demak, x=1 nuqta
maksimumdir.
b) x2=2 nuqtaning atrofida esa f(1,8) <0 va f'(2,2) > 0. Demak x=2 min
nuqta.

Masalan 3. Funksiyaning qavariq va botiqlik oraliglarini toping:
y=xlhx.

Yechish: Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarni hisob-laymiz:

. 1 . 1 qe o . . . .
y=hx+1,y = Ikkinch tartibli hosila ishorasi o‘zgarmas oraliglarni
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aniqlaymiz. x>0 funksiya aniqlanish sohasida ,">0 va funksiya o‘zining
aniqlanish sohasida doim botiq.
Masalan 4. Funksiyani to‘la  tekshiring va  grafigini

.. +4
chizing: y= R

Yechish: a) funksiyaning aniqlanish sohasi: x e (—o0;0)u(0;+0).
b) funksiyaning wuzilish nuqtasi x=0, bunda limy=w. x=0 vertikal

asimptota;
3
d) og‘ma asimptotani aniqlaymiz: k= lim IO _ i x—j“- =1;

X X0 X

2
X

3
b= lir‘x{x 4 —x:' = Iim—47 =0. Demak, y=x og‘ma asimptota;
x X4~ x

3
X

40, x=-43;
X

e) funksiyaning Ox o‘qi bilan kesishish nuqtalari:
f) funksiyaning ekstremumlari o‘sish va kamayish oraliglarini
topamiz:

y'=1-i3.,x=2 da y=0,x=0 da y'=-o, y':-z—?,y'(2)>0.
X x
Demak, y_ =y(2)=3.x<0da y'>0 va funksiya bu oraligda o‘sadi;

g) funksiyaning qavariq va botiqlik oraliglarini, egilish nuqtasini
aniglaymiz: y" #0;)"(0)=. y">0 bo‘lgani uchun bu funksiya doim

botiq.
x (05 0) 0 0;2) 2 (2; =)
Y + - -
y" + + +
y 7 vertikal 3
)/ asimptota \ ’)/ \‘ %
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Hosilaning iqtisodiyotga tatbiqlari.
Mikroiqtisodiyotda chegaraviy (marjinal) xarajatlar

Mikroiqtisodiyotdagi ikkita oxirgi ko‘rsatkichga doir misollar
keltiramiz.

Ulardan birinchisi ishlab chigarilgan mahsulotning tannarxi C
bilan uning hajmi @ orasidagi bog‘lanish 4(Q)=0:C alogadorlik.
Shunday qilib, MC chegaraviy xarajat AC tannarxning mahsulot
miqdorining o‘sishi 4Q ga nisbati bilan xarakterlanadi:

AC
MC~XQ. )
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4C ning A4Q bilan uzluksiz bog‘ligligini faraz qilib, tabiiy
ravishda (1)-tenglikdagi munosabatni uning limiti bilan almashtirish
mumkin:
MC= ezm—_c(Q) 2)

Odatda ilovalarda matematik apparatdan foydalanib chegaraviy
xarajat deb (2)-tenglik bilan aniqlanuvchi qiymat tushuniladi.

Masalan 1. Ishlab chiqarish xarajatining ishlab chiqarilayotgan
mahsulot hajmi bilan bog‘ligligi quyidagi formula bilan ifodalangan
bo‘lsin:

C=400-0.030°p.b. (Q — mahsulot hajmi, C — pul birligi)

Q=15 hajm birligida o‘rtacha va chegaraviy xarajatni
aniqlaymiz.

Yechish: a) Mahsulot birligida sarflanadigan o‘rtacha xarajat
funksiyasi quyidagi formula bilan aniqlanadi: 5:% yoki bizning

misolda C =40-0.030?,
bundan C(15)=40-0.03-225=33.25 pul birligi.

b) Chegaraviy xarajat uchun (la) ga ko‘ra g=15da C'(15)=19.75
p.b. ni olamiz.

Boshqacha aytganda, birlik mahsulot ishlab chiqarishga o‘rtacha
sarf 33.25 pul birligini tashkil qilsa, qo‘shimcha mahsulot birligini
ishlab chiqarishga sarflanadigan qo‘shimcha xarajat 19.75 pul birligini
tashkil giladi va o‘rtacha xarajatdan oshmaydi.

Ishlab chigarish xarajatlari. Agar ishlab chiqarishning xarajat
funksiyasi y ni ishlab chigarilgan mahsulot miqdori x ning funksiyasi
sifatida qaralsa, ya’ni y=cC(x) u holda, y'=C'(x) ishlab chiqarishning
chegaraviy xarajatini ifodalaydi va taxminan bir birlik qo‘shimcha
mahsulot ishlab chiqarish uchun sarflanadigan o‘zgaruvchan xarajatning

o‘sishini xarakterlaydi. O‘rtacha xarajat bir birlik mahsulot ishlab

chiqarishga sarflanadigan xarajatdir. Ya’ni: y = C(x)
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Chegaraviy daromadlar
R=R(g)-q mahsulot hajmiga bog‘liq daromad funksiyasi
bo‘lsin. U holda

fim o = R(q)

R(g) limit chegaraviy daromad deyiladi. Iqtisodda u marjinal
daromadlar deyiladi va MR kabi belgilanadi. Demak,
MR =R'(g).
Masalan 2. Mahsulotni ishlab chiqarish hajmi funksiyasi ¢ vaqtga
bog‘liq holda

u(t)=—§t3+%tz+100t+50

ma’lum bo‘lsin, bunda 7 vaqt soatlarda 1<<8. Ish kuni boshlangandan 1
soat o‘tgandagi va ish kuni tugashiga 1 soat qolgandagi mehnat
unumdorligi va uning o‘zgarish tezligini aniglang.
Yechish: Ma’lumki, mehnat unumdorligi z(r)=«'(). U holda
2(r)=-2.5> +15¢t +100.
Ish kuni boshlangandan 1 soat o‘tgandagi unumdorlik
2(1)=-25-17 +15-1+100=112.5
ya’ni, ish boshlangandan 1 soatdan keyingi mehnat unumdorligi har
soatiga
112.5 sh.b. mahsulot.
Ish kuni tugashiga 1 soat qolgandagi mehnat unumdorligi
2A7)=-2.5-7+15-7+100=82.5
Mehnat unumdorligining o°zgarish tezligi z'(:), z/()=-5-1+15
Demak, z()=-5-1+15=10, z(7)=-5-7+15=—20. Bu ish kuni
boshlangandan keyin 1 soat o‘tganda mehnat unumdorligining tezligi
soatiga 10 sh.b.ga ortishini, ish kuni tugashiga 1 soat golganda
unumdorlik har soatiga 20 sh.b.ga kamayishini anglatadi.
Masalan 3. x ishchi kuchi xarajatlariga bog‘liq bir kunlik
mahsulot ishlab chiqarish funksiyasi O(x)=100x+3x> berilgan bo‘lsin.

Rejadagi ishni tashkillashtirish uchun 70 ishchi soat zarur.
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1) mehnat xarajatlarini bir birlikka orttirganda mahsulot ishlab
chiqarish birligini o‘zgarishini;

2) mehnat xarajatlarini bir kunda bir birlikka orttirgandagi ishlab
chiqarish funksiyasining aniq qiymatini aniqlang.

Yechish: Chegaraviy chiqimlarni aniglaymiz: AQ=0'(x)=100+6x,
0'(70)=100+6x-70 =520, ya’ni bir kunda ishlab chigarish mahsulot soni
taxminan 520 kun birlikka ortadi.

2) Mahsulot ishlab chiqarish hajmi o‘sishining aniq qiymatini topamiz:
AQ = Q(71)- Q(70) =100- 71+ 3- 71 - (100- 70 + 3-70?)= 100+ 3(71* — 707 = 523) kun.

Iste’mol va jamg‘arma funksiyasi

Agar x milliy daromad, C(x) iste’mol funksiyasi (daromadning
sarflanadigan qismi), S(x) jamg‘arma funksiyasi bo‘lsa, u holda
x=C(x)+ S5(x)
bo‘ladi. Uni x bo‘yicha differensiallab: %Jr%:l tenglamani hosil
qilamiz. Bu yerda, %—xq — iste’molga bo‘lgan chegaraviy moyillik; % -

jamg‘armaga bo‘lgan chegaraviy moyillik.

Masalan 4. Firmaning mahsulot ishlab chigarishga sarflanadigan
xarajat funksiyasi quyidagicha: y(x)=0,1x’-1,2x*+5x+250 p.b. (pul
birligi)

Ishlab chiqarishning o‘rta va chegaraviy xarajatini va uning x=10
dagi qiymatini toping.

Yechish: Funksiyaning »'(x) hosilasini va uning x=10 da '(10)
qiymatini topamiz. Ishlab chigarishning chegaraviy xarajatlari:

Y(x)=03x*~2,4x+5, y(10)=30-24+5=11

y(x) 0L’ 12" +5x+250 12 g5 05,250

X X

O‘rtacha xarajatlar: y=

- %‘L 10—12+5+25=28 bu berilgan ishlab chiqarish darajasida bir birlik

mahsulot ishlab chigarishga sarflanadigan o‘rtacha xarajatdir. Funksiya
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orttirmasini taqribiy hisoblash formulasiga ko‘ra AC=dC=C'(x)Ax, C'(10)
kattalikni shunday ifodalash mumkin: agar 10 ta mahsulot ishlab
chiqarilgan bo‘lsa, u holda o°‘n birinchi mahsulot ishlab chiqarish
bo‘yicha qo‘shimcha xarajatlar taxminan C'(10)=9 ga teng.
Masalan 5. Mamlakatning iste’mol funksiyasi C(x)=10+0,47x+
+0,36x¥*.
Bu yerda, a) x jami milliy daromadning (pul birligida) iste’molga
bo‘lgan chegaraviy moyilligini;
b) agar milliy daromad 15 milliard p.b. bo‘lsa, jamg‘armaga bo‘lgan
chegaraviy moyillikni toping.
Yechish: a) iste’'molga  bo‘lgan  chegaraviy = moyillik:
C'(x)=0,47+0,27x%; uning qiymati esa c’(15)=0,47+o,27.%z0,57;

b) jamg‘armaga bo‘lgan chegaraviy moyillik: $'(x)=1-C’(x)=0,43.

Masalan 6. To‘g‘ri to‘rtburchak shaklidagi 2,4x1,5m*kartondan
qopqoqsiz quti yasash talab qilinadi. Kartonning to‘rttala burchagidan
tomoni ganday bo‘lgan kvadrat kesib olinganda, yasalgan qutining hajmi
maksimal bo‘ladi.

Yechish: tomoni x m bo‘lgan kvadrat qirqib
olinsin. U holda kvadratning tomonlari uzunliklari
2,4-2x va 1,5-2x m dan bo‘lib qoladi. Hosil \/‘ 2, 4—2x)
qilingan to‘g‘ri burchakli paralelopiped (1,5-2x)
uchun A=x, asosining tomonlari 2,4-2x va
1,5-2x m bo‘ladi. Demak, hosil gilingan qutining
hajmi V(x)= x(2,4-2x)(1,5-2x) bo‘lib bu
funksiyaning maksimum giymatini topamiz.
(2,4-2x) V(x)=x(2,4-2x)(1,5-2x) = 4x’ —7,8x* +3,6x
V'(x)=12x>-15,6x+3,6  ¥(x) maksimumini ¥"{x)=0 tenglamani
yechib, 7(x,) qiymatlarning eng kattasi olinadi.
12x* ~15,6x+3,6 =0 =>x, =1, x,=03. x=1 bo‘lganda FV(x) funksiyaning
giymati manfiy bo‘ladi (hajm manfiy son bo‘lmaydi).
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Demak, qirqib olingan kvadrat tomoni x=0,3 m.

Masalan 7. Agar ertapishar kartoshka terimi avgustning boshida
boshlansa, u holda har bir sotixdan 200 kg dan hosil olish mumkin va
har bir kg 1 /2 p.b. da sotiladi. Terimni bir haftaga kechiktirish har
sotixdan 50 kg dan hosildorlikni oshiradi, lekin narx har hafta 2 p.b. ga
arzonlashadi. Agar terim muddati 5 hafta bo‘lsa, kartoshkani sotishdan
olinadigan foyda eng ko‘p bo‘lishi uchun hosilni qaysi haftada yig‘ib
olish kerak.

Yechish: Hosilni ¢ haftada yig‘ib olganda foyda eng ko‘p bo‘isin
(I1<t<5). U holda shu haftada kartoshkani bir kg ning narxi /2-2(t-
1)=14-2t p.b. bo‘ladi. Hosildorlik esa har gektaridan 200+50(+~1) =
150+50r kg dan bo‘ladi. Bir gektar hosilning umumiy foyda
tenglamasini tuzib olamiz:

7{e)=(200+50( ~ )12 - 2(¢ ~ 1)) =100(3+ )7 —£)=100{21 + 4¢ — 12).

Demak, umumiy foyda eng ko‘p bo‘lishi uchun
m(e)=100(21+4s~¢*)funksiya maksimum qiymatini topish kerak. Buning
uchun esa »'(f)=0tenglamani yechib, aniglangan ¢ sonint umumiy foyda
tenglamasiga qo‘ysak har bir gektar yerdan olinadigan max daromad
kelib chiqadi. z'(1)=0—>4-2t=0, to=2. Demak, m(2)=100(21+8-4)=2500
mavsum davomida bir gektar yerdan olinishi mumkin bo‘lgan eng ko‘p
daromad. Shunday qilib hosilni ikkinchi haftada yig‘ib olish kerak ekan.

Elastiklik tushunchasi
Narx-navo siyosatining analizida talabning elastiklik tushunchasi
go‘llaniladi.
Faraz qilaylik, D=f{P) talab, talab funksiyasi, P tovarning narxi
bo‘lsin. U holda ehtiyoj (talab)ning elastikligi deganda tovarning narxi
bir foizga o‘zgarayotganda ehtiyojning o‘zgarish foizi

AD/.100% iy g
B/ tushuniladi: 3

B A%~100%
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Oldingi holdagiday, 4D AP bilan uzluksiz bog‘liq deb, 4P—0 da
limitga o‘tish qulay:

E(D):p%% @)

Shunga o‘xshash tushunchani taklif S(P) funksiyasi uchun ham
kiritish mumkin. Eslatib o‘tamiz, D(P) funksiya kamayadi, S(P)
funksiya esa P narx o‘sishi bilan o‘sadi.

Elastiklikning ba’zi xossalarini ko‘rsatamiz. (4)-formuladan
elastiklik formulasini quyidagicha ifodalash mumkinligi ko‘rinib turibdi:

E(D)= P(enD(P)) . (5)
(10)-tenglikdan £(D) ning logarifmik funksiya xossalariga ega ekanligi
kelib chigadi, ya’ni
E(D,D,)= E(D,)+ E(D,),

E(D%)z) = £(D,)- E(D,).

D(P) kamayuvchi funksiya bo‘lgani uchun D'(P)<0, u holda (4)-
formulaga asosan E(D)<0. Aksincha, talab funksiyasi o‘suvchi
ekanligidan, unga mos keluvchi E(S) elastiklik funksiyasi uchun
E'(S)>0.

|E(D) ning kattaligiga qarab ehtiyojning uch turi farglanadi:

a) agar |E(D)>1, (E(D)<-1) bo‘lsa, u holda talab elastik deb
hisoblanadi;

b) agar |E(D)=1, (E(D)= —1) bo‘lsa, u holda talab birlik elastik deb
hisoblanadi;

d) agar |E(D)<1, (E(D)>-1) bo‘lsa, u holda noelastik bo‘lmagan deb
hisoblanadi.

Masalan 8. Talab funksiyasi quyidagicha bo‘lsin D(P)=Dyexp(—
kP?), Do va k — ma’lum parametrlar. P narxning qanday qiymatlarida
talab elastik bo‘lishini toping.

Yechish: (4)-formulaga asosan E(D) ifodani tuzamiz:

—2kP* D, exp(—kP?)
D, exp (- kP? ’
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Talab elastik bo‘lishi uchun 2kP* >1 tengsizlik bajarilishi zarur, bundan
P> )/ mni hosil gilamiz.

Masalan 9. Talab elastikligi har xil bo‘lgan variantlarda tovarning
narxi o‘sishi bilan daromad o°zgarishini toping.

Yechish: 1 daromad tovarning narxi P bilan D talab migdorining
ko‘paytmasiga teng: /(P)= D(P)P. Bu funksiyaning hosilasini topamiz:

I'(P)=D(P)+ D'(P)P.
Endi  (9)-formulani hisobga olib, talab elastiklikning  barcha
variantlarini tahlil qilamiz.

1) E(D)<-1 bo‘lsa, u holda bu tengsizlikni (4) ga qo‘yib, (5) ning
o‘ng tomoni manfiyligini olamiz, shunday qilib, elastik talabda P
narxning o‘sishi daromadning kamayishiga olib keladi. Aksincha, tovar
narxining kamayishi daromadning oshishiga olib keladi.

2) E(D)=-1 bo‘lsa (4) dan (6) ning o‘ng tomoni nolga tengligi
kelib chigadi. Neytral talabda tovar narxining o‘zgarishi daromadga
ta’sir gilmaydi.

3) E(D)>-1 bo‘lsa, r(p)>o elastik bo‘lmagan talabda P tovar
narxining oshishi daromadning o‘sishiga olib keladi.

Masalan 10. Faraz gilaylik, mahsulot tannarxi C va uni ishlab
chiqarish hajmi @ orasidagi bog‘lanish quyidagi formula bilan
ifodalansin: c=50-04 0, 0=30 p.b.

Mabhsulot ishlab chiqarishdagi tannarx elastikligini aniglang.

0490
50-0.40
Bundan Q=30 da izlanayotgan elastiklik taxminan 0,32 ni tashkil giladi,
ya’ni berilgan hajmda mahsulot ishlab chiqarishni /% ga oshirish
tannarxning taxminan 0,32% ga kamayishiga olib keladi.

Qo‘shimcha giymatni maksimallashtirish (iloji boricha orttirish).

Faraz qilaylik, Q sotilgan tovar miqdori, R(Q) kirim, daromad
funksiyasi, C(Q) tovar ishlab chiqarishdagi chiqim funksiyasi.
Hagiqatan bu funksiyalarning ko‘rinishi birinchi navbatda ishlab

Yechish: (9)-formulaga asosan E(Q)=-
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chiqarish usuli, infrastrukturasi va h.k.larni tashkil qilishga bog‘liq.
Ishlab chiqarilgan tovarni sotishdan olingan qo‘shimcha qiymat
quyidagi formula bilan beriladi:
Q) = Ro)-c0) 7

Mikroiqtisodiyotda quyidagi tasdiq ma’lum: go‘shimcha qiymat
maksimal bo‘lishi uchun oxirgi (nmpenenwbHsblif) kirim va oxirgi chiqim
teng bo‘lishi kerak. Oxirgi kirim va chigim ko‘rsatkichlari (9) ga
o‘xshash tarzda ifodalanadi. Shunday qilib, bu prinsipni quyidagicha
yozish mumkin: r(Q)=cC(Q).

Hagqiqatan ekstremumning zaruriy shartidan (7)-funksiya uchun
11'(Q)= 0 asosiy prinsip kelib chiqadi.

Masalan 11. Daromad va xarajat quyidagi formulalar bilan
aniqlanganda:

R(Q)=1000- 0%, C(Q)=0Q’-37Q" +1690 + 4000,

qo‘shimcha giymatning maksimumini toping.

Yechish: ) ga asosan, qo‘shimcha qiymat
11{Q)=-0Q* +360” —69Q - 4000. Qo‘shimcha qiymat funksiyasining hosilasini
nolga tenglab, quyidagi tenglamani olamiz Q°-24Q0+23=0. Bu
tenglamaning ildizlari Q;=1, (.=23. Tekshirish shuni ko‘rsatadiki,
qo‘shimcha giymat 0‘z maksimumiga 0=23 da erishadi va ITmax=1290.

Masalan 12. Korxona ishlab chigarayotgan mahsulot narxi p va
unga bo‘lgan talab ¢ orasidagi bog‘lanish ¢=18-p tenglik bilan
ifodalangan. Talabning elastikligini toping. Narxning ganday
giymatlarida talab elastik, neytral va noelastik bo‘ladi. Narx p=100;
p=150 pul birligi bo‘lganda korxona rahbarlariga bir birlik tovar narxi
haqgida qanday maslahatlar berish mumkin?

Yechish: Talabning elastikligi formulasiga ko‘ra:

Ep(q)= 18—1:/;(18_\/;)I=—5(1?‘/—;7;).
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Talabning neytral holati qachon bo‘lishini |£,(¢)=1 tenglamani yechib
narxning qiymati aniglanadi. |£ (q1=l:—(ﬁ—j=l, p=144. Keyin p>0
? 208-Jp

va g>0 (p<324) ekanligini hisobga olib, agar 0<p<I44 bo‘lsa talab
noelastik; /44<p<324 da esa talab elastik.

Mahsulot ishlab chiqarishning chegirmalari x mahsulot
miqdorining funksiyasidir: k=(x) ishlab chiqarish chegirmalari

funksiyasi bo‘lsin.
Mahsulot ishlab chiqarish miqdori 4x ga o‘zgarganda ishlab
chiqarish chegirmalari k(x+Ax)ga ortadi, ya’'ni

chegirmalar Ak = k(x + Ax)- k(x) ga o°‘zgaradi.

Chegirmalarning o‘rta qiymati %xk; nisbatga teng bo‘lib, u mahsulot
miqdorining bir birlik ortgandagi chegirmalari orttirmasidir.

lim % =k'(x) limit ishlab chigarishning chegaraviy chegirmalaridir.

Shuningdek, U(x) orqali x dona mahsulot sotgandagi tushum
funksiyasi aniqlansa, u holda lim i‘%x)=u'(x) limitni chegaraviy tushum
deyiladi.

Masalan 13. x hajmdagi mahsulot ishlab chiqarishdagi £ chiqim
funksiyasi k=100x—£33- bo‘lsa, a) 5 birlik b) 10 birlik mahsulot ishlab
chiqarishdagi chegaraviy chigimlarni aniglang.

Yechish: i = 100——1’% .

2 2
Bundan k’(5)=100—f—0=97.5, k'(lO):lOO—% =90.

Bu 5 birlik mahsulot ishlab chiqarish hajmida keyingi (oltinchi)
birlik mahsulot ishlab chiqarish uchun chegaraviy chigim 97.5; 10 hajm
birligidagi ishlab chigarishda esa u 90 ekaniligini anglatadi.

Masalan. 14. Narxning talabga bog‘ligligi p=10-2-x, bunda x
talab, p narx. x=2 bo‘lgandagi tushumning o‘zgarishini aniqlang.
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Yechish: Mabhsulot sotuvidan keladigan tushum
u=x-p=x(10-2x)=10x-2x>. Bundan w'=10-4x, «'(2)=10-4-2=2. Bu, agar
talab 2 miqdordan 3 taga ortsa, tushum taxminan 2 birlikka ortishini
anglatadi.

Funksiya elastlikligi

Funksiya hosilasi yordamida funksiya argumenti orttirmasiga mos
funksiya orttirmasini hisoblash mumkin. Ko‘pgina masalalarda erkli
o‘zgaruvchining foizlaridan o‘zgarishiga mos funksiyaning foizlardagi
o‘zgarishini (nisbiy orttirmasini) hisoblash qulaylik tug‘diradt Bular
funksiya elastikligi (ba’zan nisbiy hosila) tushunchasini kiritilishiga
sabab bo‘ladi.

y=f(x) funksiya berilgan bo‘lsin. A4x argument orttirmasi, erkli

o‘zgaruvchining nisbiy orttirmasi esa 2.
X
Ay=f(x+Ax)- f(x) funksiya orttirmasi, % funksiyaning nisbiy
y

orttirmasidir.

Funksiya nisbiy orttirmasining argument nisbiy orttirmasiga
nisbiylikni qaraymiz. Bu munosabat funksiya nisbiy orttirmasi argument
nisbiy orttirmasidan kattaligini bildiradi.

&y A _4y x
y x Ay
Agar y=f(x) funksiya differensiallashuvi bo‘lsa, u holda

Ay Ax " Ay x| x lim
5wl mi e 8
Bu limit funksiya nisbiy orttirmasi erkli o zgaruvchi nisbiy
orttirmasining Ar—odagi munosabati bo‘lib, x erkli o‘zgaruvchiga
nisbatan y=f(x) funksiyaning elastikligi deyiladi. Odatda f{x) funksiya
elastikligi E_ (y) kabi belgilanadi, ya’ni
X
Ex(y):;'%
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X o‘zgaruvchiga nisbatan elastiklik bu erkli o‘zgaruvchining 1%
ga o‘zgargandagi funksiyaning taqribiy foizlardagi o‘zgarishidir (o‘sishi
va kamayishi).

Masalan 15. y=3x-6 funksiya elastikligini x=10 dagi qiymatini
aniglang.

ish E ()X D __ % 4 3 _ x
Yechish: E,(y)—y & 336 3(x-2) x-2°

Bu, agar x 1% ga o‘ssa, u holda y 1,25% ga o‘sishini bildiradi.
Masalan 16. y=1+2x-x* funksiya elastikligini x=1 dagi giymatni
toping.

. 2x—2x*
Yechish: E (y)=—>F _.(2-2x)= .
,(y) 1+2x—~x? ( x) 1+ 2x~x?
x=1da 222 -0
1+2-1

Bu, erkli o‘zgaruvchi x 1% ga ortsa, u holda funksiya giymati
o‘zgarmasligini bildiradi.

Talabning narxga nisbatan elastikligi

Ma’lum mahsulotga bo‘lgan talab va uning narxi orasidagi
funksional bog‘lanishi (boshqa mahsulotlar narxi, iste’molchilar
daromadi va iste’mol strukturasi o‘zgarmas bo‘lgan shartda) talabga mos
narx o‘rnatilishi imkonini beradi. Lekin ko‘p iqtisodiy masalalarda
talabning qiymatini aniqlash emas, balki narxning o‘zgarishiga bog‘liq
talabning o‘zgarishini, boshqacha aytganda, narxga nisbatan talabning
elastikligini aniqlash muhimroqdir.

Faraz gilaylik, ¢ talab p narxga bog‘liq bo‘lsin:

a=f(p)

Bu yerda, Ap-narxning orttirmasi; Ag-talablarning orttirmasi.
Narxning nisbiy o‘zgarishi 22, talabning nisbiy orttirmasi 2Z.
p q
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A9 . 2 nisbat mahsulot narxi 1% ga orttirilgandagi talabning nisbiy
9 p

o‘zgarishini ifodalaydi.
Ta’rif. Narxga nisbatan talab elastikligi deb,

. (&g Ap)_p. Ag
=E, = lim| = : = |=£1lim —~
Epla) ¥ g pJ q Ap

limitga (agar u mavjud va chekli bo‘lsa) aytiladi.
Demak,E, =2 Z" talabning narxga nisbatan elastikligi, mahsulot narxi
q dp

1% ga ortgandagi shu mahsulotga bo‘lgan talabning o‘zgarishini
aniqlaydi.

Ko‘pincha, talab funksiyasi kamayuvchi bo‘lib, mahsulotning
narxi o‘sishi bilan unga bo‘lgan talab kamayadi. Demak, bu holda

4 <0.
dp
Manfiylikdan qutilish uchun talab elastikligini o‘rganishda
E -_P %
T g

Agar E, >1 bo‘lsa, ya’ni agar narxning /% ga ortishi talabning /%
dan ortiq kamayishiga mos kelsa, bu holda talab elastik deyiladi. Agar
E, =1 bo‘lsa, ya’ni agar mahsulot narxining /% ga ortishi talabning 1%
ga kamayishini keltirib chiqarsa, talab neytral deyiladi.

Agar 0<E, <1 bo‘lsa, ya’ni narxning 1% ga ortishi taklifning 1%
dan kam o‘zgarishini keltirib chiqarsa, unda talab elastik deyiladi.

Masalan 17. Talabning p narxga bog‘liqligi ¢=10-p bo‘lsa, p=2
dagi elastiklikni aniqlang

cp. o P Ad__ P - _.2_ 1 =
Yechish: E—qdp oo p( )= p.p 2daE 5= T [El=-.

Bu narx 2 bo‘lganda uni 1% ga ortishi talabning %% ga

kamayishini anglatadi.
Masalan 18. Agar talab funksiyasi ¢=< (e-const) bo‘lsa, talabning
)4

elastikligini aniqlang.
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Yechish: Talabning elastikligini hisoblaymiz:

E, =_£.ﬂ=_L(£Jl =_P_2(_%J=,
g dp  o/p\p c\p
Demak, talab mahsulot narxiga teskari proporsional bo‘lsa, u holda
har qanday narxda talabning elastikligi 1 ga teng neytraldir.

Talabning daromadga nisbatan elastikligi

Ma’lum mahsulot talabiga bog‘liq barcha faktorlar o‘zgarmasdan
iste’molchilarning daromadlari o‘zgaruvchan bo‘lsa, u holda mahsulotga
bo‘lgan q talab r daromad funksiyasidir: ¢=s(r)

Bu yerda, Ar-daromad o‘zgarishi; Ag-mos talab o‘zgarishi
bo‘lsin.

Aq. 4Ar

q r
nisbat daromadlar 1% ga ortganda mahsulotga bo‘lgan talabning
o‘zgarishini ifodalaydi.

. Ar) r d
E,(¢)=E, = lim —l:i—r-)=;d—z

ifoda daromadga nisbatan talabning elastikligi deyiladi.

Daromadga nisbatan talabning elastikligi bu iste’molchilar
daromadlar ishlab chiqarishning o‘zgarishiga bog‘liq talabning
reaksiyasi o‘Ichovidir.

Masalan 19. Shved iqtisodchisi German Vold Shvetsiyada
Birinchi Jahon urushidan keyingi davrda ba’zi iste’mol mahsulotlarini
ishlashga bo‘lgan talabning elastikligini o‘rgangan. Uning natijalari
quyidagi jadvalda keltirilgan.

Daromadga nisbatan talab Butun Shvetsiya aholisi

Iste’mol elastikligi bo‘lgan talab elastikligi
. Ishchi va Butun Mahsulot Mahsulot
mollari . . . . .
xizmatchilar Shvetsiya narxiga narxiga
gruppasi aholisi nisbatan nisbatan
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bo‘yicha

Sut va qatiq 0.25 0.00 -0.30 -
Sut 0.20 0.00 -0.20 -
Yog‘ va margarin 0.25 0.60 -0.70 -
Yog* 0.40 0.55 -0.90 +0.35
Sir 0.35 0.50 -0.20 -
Tuxum 0.50 0.70 - -
Go‘sht 0.25 0.30 -0.30 -
Cho'chqasiz 0.30 0.30 050 +0.30
go‘sht

Cho‘chqa 0.10 0.30 -0.45 +0.15
Un -0.50 —0.55 —0.15 +0.15
Qand 0.25 0.30 -0.35 +0.55

Masalan, un uchun ishchi va xizmatchilarning daromadiga
nisbatan talab elastikligi —0.50 bo‘lsa, butun aholi daromadi bo‘yicha
esa —0.55. Bu daromadlarming o‘sishi bilan unga bo‘lgan talab
kamayganini, bunda ishsizlar orasida bu ko‘rsatkich yuqori sur’atlarda
ekanligini anglatadi. Agar daromad oshsa, u holda uning iste’moli
boshqga ozig-ovqat mahsulotlari bilan almashtirishdan kamayishini
anglatadi.

Muhim muammolardan biri, masalan, maoshlarning ortishi bilan
talabning o°‘zgarishidir. Bu holda daromadga nisbatan talab elastikligi
haqgidagi bilimlar muhim hisoblanadi.

Talab va taklifning elastikligi

Ta’rif. Vaqt birligida sotuvga taklif etilgan mahsulot miqdori
taklif deyiladi. Ma’lum davr uchun mahsulot taklifi o‘suvchi
funksiyadir. Tashqi teng shartlarda ma‘lum narxdagi taklif bu narxdan
past narxdagi taklifdan doim katta bo’ladi. Lekin narxning kamayishidan
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ham taklifning o‘sishi holatlari ham kuzatiladi. Masalan, bug‘doy doniga
bo‘lgan narxning pasayishi dehqondan ma’lum daromadni olishi uchun
taklifni orttirishini undaydi.

S=S(p) narxga bog‘liq taklif funksiyasi bo‘lsin. 4p narx orttirmasi
As mos taklif orttirmasi bo‘lsin. Q—narxning nisbiy orttirmasi,

P

%-taklifning nisbiy orttirmasi.

Ta’rif. E(s)=E, hm(AS ap J PSP g limit narxga nisbatan

S p) Swnp S

taklif elastikligi deyiladi. Demak, narxga nisbatan taklif elastikligi narx
1% ga o‘zgargandagi taklif o‘zgarishi foizini bildiradi.

To‘la va o‘rtacha xarajatlar elastikligi

Tashkilotda x birlik mahsulot ishlab chiqarilsin. &(x) shu
miqdordagi ishlab chiqarish uchun to‘liq xarajatlar funksiyasi bo‘lsin. U
holda to‘la xarajatlar elastikligi

E,(k)=E, =X % _X p_p. X
k dc k c
MmcC=k'—ishlab chiqarishning chegaraviy xarajatlari. Demak, to‘la

xarajatlar elastikligi bu chegaraviy xarajatlarning o‘rtacha xarajatlarga

nisbatidir. ~=* o‘rtacha xarajatlar elastikligi.
X

x-ﬁ—k x-ﬁ—k
E, (z)=E _xdr _x T g X Tk _x dk_y_ E, -1
F " md kX | S k dx

Demak, of‘rtacha xarajatlarning elastikligi to‘la xarajatlar
elastikligida bir E, =1 bo‘lsa, o‘rtacha xarajatlar elastikligi nol. Agar

E, =0 bo‘lsa, u holda o‘rtacha xarajatlar doimiy.

Bundanxﬁ—k 0% k.
dx dx

Demak, agar to‘la xarajatlar elastikligi birga teng bo‘lsa, u holda
to‘la chegaraviy xarajatlar o‘rta to‘la xarajatlarga teng bo‘ladi.
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Masalan 20. Taklif elastikligining mavjud variantlarida narxning
o‘sishidan sotuvchi daromadi o‘zgarishini aniglang.

Yechish: q4=q4(p)-narxga bog‘liq taklif funksiyasi bo‘lsin. U holda
V daromad funksiyasi ¥V=q-p=¢(p)-p.

Narxga nisbatan daromad elastikligi

E(V)=E,(@)=E,(q)+E,(p)=E,(g)+!
bunda E,(g)-narxga nisbatan taklif elastikligi manfiydir. U holda
E,(V)=1-[E,(¢) . Quyidagi hollar bo‘lishi mumkin.

1. [E,(g)>1 bo‘lsa (taklif elastik), u holda E,(»)<0. Bu daromadning
o‘zgarishi narxning o‘zgarishi yo‘nalishiga qarama-qarshi, ya’ni elastik
taklifda narxning oshishi daromadning kamayishini, narxlarning
pasayishi daromadning o‘sishini anglatadi.

2. [E,(g)=1 bo‘lsa, (taklif neytral), u holda E,()=0. Bu narx
o‘zgarishining daromadga ta’siri yo‘qligini bildiradi.

3. [E,(g) <1 bo‘lsa, (taklif noelastik), u holda E,(r)>0. Bu narxning
o‘zgarishi daromadning ham narx yo‘nalishida o‘zgarishini anglatadi,
ya’ni narxlarning oshirilishi daromadning ham oshishini bildiradi. Bu
hol sotuvchilar uchun qulay holdir.

Masalan 21. Agar daromad 1000 sh.b.dan 1037 sh.b.gacha kun
birlikda oshib, daromadga nisbatan taklif elastikligi E,(g)=4.08 bo‘lsa,
mahsulotga bo‘lgan talab qanday o‘zgaradi?

Yechish: E (7)=4.08 miqdor r daromad /% ortganda taklif 4.08%
ga ortishini anglatadi.

10371000 ; 400, - 3.7% da ortadi.

Masala shartiga ko‘ra esa daromad

Demak, bu holda taklif 3.7-4.08=15.08% ga ortadi.
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Mehnat unumdorligi
u=u(t) orqali ¢t vaqt davomida ishlab chiqarish funksiyasini
belgilaymiz. U holda ar=¢-r, vaqt davomidagi mahsulot ishlab
chigarish hajmi
Ay = u(tl )—u(to): ult, + At)—u(to)
O‘rtacha mehnat unumdorligi — bu ishlab chiqarilgan mahsulot

hajmining unga sarflangan vaqtga nisbatidir, ya’ni z,, = %
to vaqtdagi mehnat unumdorligi deb Ar—odagi 2,, intiladigan
qiymat tushuniladi, ya’ni )= lim %

Demak, )=u'().
Ishlab chigarish samaradorligining kamayish qonuni

Bu qonun shuni tasdiglaydiki, ishlab chiqarishning asosiy
faktorlaridan birini, masalan asosiy xarajatlar X ni oshirish bilan K ning
qaysidir giymatidan boshlab ishlab chiqarish funksiyasi qiymati
kamayib boradi. Boshqacha qilib aytganda, ishlab chiqarilgan
mahsulotning ¥ hajmi K ning funksiyasi sifatida pastga gavariglik
yuqoriga qavariqlik bilan almashadigan grafik bilan ifodalanadi.

Masalan 22. Faraz qilaylik, V ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi
funksiyasi quyidagi formula bilan berilgan bo‘lsin:

V(k)=V,, [1+e?). €3]
Bu yerda, b va ¢ ma’lum musbat sonlar (ular avvalambor ishlab
chiqarishni tashkil qilish strukturasi bilan aniqlanadi), v, ishlab
chiqarilayotgan mahsulotning imkoni boricha maksimal hajmi. (8)-
funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini hisoblash qiyin emas.

e—bluc _ l

V'(K): thbze—bhc m .

v*(k)=0 shartdan kritik (shubhali) nuqta topiladi: &, = ¢ )
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va bu funksiyaning grafigi chizmada tasvirlangan.

) Viim

>

0 ko Tk

K egilish nuqtasida (9)-funksiya grafigining pastga qavarigligi
yuqoriga qavariglik bilan o‘zgaradi. Bu nuqtagacha asosiy
xarajatlarning o‘sishi mahsulot hajmining jadal o‘sishiga olib keladi:
mahsulot hajmining o‘sish sur’ati (birinchi hosilaga o‘xshash) o‘sadi,
ya’ni v*(k)>0. Agar K>K_ bo‘lsa, ishlab chiqarilayotgan mahsulot
hajmining o‘sish sur’ati kamayadi, ya’ni V"(k)<0 va asosiy
xarajatlarning samaradorligi kamayadi.

Shunday qilib, kapital qurilishiga sarflangan mablag’
strategiyasida juda muhim omil xarajatning kritik hajmini topishdir.
Kapital qurilishiga sarflangan mablag® foydaliligini oshirish uchun
b,c,V tim ko‘rsatkichlar miqdorini «yaxshilash» kerak bo‘ladi.
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8. Anigmas integral
Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral
Ta’rif. Agar barcha xe(e,b) lar uchun F'(x)=f(x) tenglik o‘rinli
bo‘lsa, u holda F(x) funksiya (ab) intervalda s(x) funksiyaga
boshlang‘ich funksiya deyiladi.

Masalan 1. F,(x)=x7+1 funksiya (-,+c)oraliqda f{x)=x funksiya

uchun boshlang‘ich funksiya bo‘ladi, chunki (%J =%-2x=x tenglik

barcha x e (~w,+w) lar uchun o‘rinlidir.
Berilgan f{x) funksiya bir nechta boshlang‘ich funksiyaga ega

bo‘lishi mumkin. Masalan, Fl(x)=x2—2+l funksiya f{x)=x funksiyaning

boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi.

Umumiy holda, agar F(x) funksiya f(x) uchun boshlang‘ich
funksiya bo‘lsa, istalgan o‘zgarmas c=const uchun F(x)+c funksiya ham
f(x) ga boshlang‘ich funksiya bo‘ladi, chunki (F'(x)+c)= F'f{x)=f(x).
Aksincha, berilgan s(x) funksiyaning istalgan ikkita boshlang‘ich
funksiyasi o‘zgarmas songa farq qilishini ko‘rsatish mumkin. Hagiqatan
ham F,(x) va F,(x) funksiyalar (s,6) da s(x) ga boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsin, u holda

[F@-FE] =F @-F6)=r6)-r0=0  xe@s)

U holda Lagranj teoremasi natijasiga ko‘ra F,(x)- F,(x)=C = const.
Xulosa qilib shuni aytish mumkinki, agar F(x) funksiya (a, b) intervalda
f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda f{x)
funksiyaning (a, b) intervaldagi istalgan boshlang‘ich funksiyasi
F(x)+C, (C=const) ko‘rinishida bo‘lar ekan.

Ta’rif. f(x) funksiyaning (a,b) intervaldagi barcha boshlang‘ich
funksiyalari j'f (x)dx ko‘rinishda belgilanib, bu ifoda f{x) funksiyaning
anigmas integrali deb ataladi. Bu yerda f{x) integral osti funksiyasi,
f(x)dx integral ostidagi ifoda deb ataladi.
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Demak, agar F(x) funksiya f{x) ning boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsa,
[f(eMx={F(x)+C: CeR}
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglik qisqacha
[f(x)ax=F(x)+C
kabi ifoda etiladi. Masalan,
dexz % +C

Berilgan funksiya uchun uning boshlang‘ich funksiyasini, ya’ni
uning aniqmas integralini topish, funksiyani integrallash deb ataladi.

Anigmas integral xossalari va uni hisoblash usullari

1. Anigmas integral hosilasi integral ostidagi funksiyaga teng

bo‘ladi, ya’ni
([t = 1)

Chunki, agar F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi

bo‘lsa,
([reMn) =(Fe)+c) = F(x)= 1)

2. Anigmas integralning differensiali integral ostidagi ifodaga teng
bo‘ladi, ya’ni d(f f{x)dx)=f(x)dx.

Hagqiqatan ham, d({f{x)dx) =d(F (x)+c)=dF (x)=F (x)dx=f(x)dx

3. Biron-bir funksiya differensialining aniqmas integrali shu
funksiyadan o‘zgarmas songa farq giladi, ya’ni [dF(x)=F(x)+C.
Agar biz F(x)ni biron-bir f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi deb
qarasak, ya'ni F'(x)=s(x) bo‘lsa, u holda dF(x)=s(x}x va
[aF(x)= [f(x)ax = F(x)+C.

4. Agar o« o‘zgarmas son bo‘lsa, u holda Jaf{(x)dx)=alf(x)dx tenglik
o‘rinli bo‘ladi.

Hosila xossasiga ko‘ra (alf{x)dx)'=a({f(x)dx)'=a - f(x).
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Demak, « j' f(x)ax funksiya «-f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi,
ya’'ni
Iaf(x)dxz a If(x)dx

5. Funksiyalar yig‘indisining integrali,  qo‘shiluvchilar
integrallarining yig‘indisiga teng, ya’ni [[f{x)xg(x) Jdx={f(x)dx{g(x)dx.
Hosila  xossasiga  ko‘ra, dfodetlgde)'=(  [fx)de)'+(
lgdn)'f)+g(x).
tenglik o‘rinli bo‘lar ekan.

6. Agar [g(e): =G(r)+C o‘rinli bo‘lsa, u holda ¢=g(x) uchun

[g(@E)l'(xMx = Glo(x))+C

Haqgiqatan ham, G'(r)= g(r) bo‘lgani uchun va G(x)= G(¢(x)) murakkab
funksiya hosilasiga asosan (G(p(x)x=G'(p(x)¢'(x)=8(p(x)9'X),
demak, G(p(x)) funksiya g(e(x))e'(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
ekan.

Bu xossadan foydalanib, anigmas integralni yangi o‘zgaruvchi
kiritib yoki o‘rniga qo‘yish usuli bilan hisoblash mumkin. Agar [f(x}x
integralda, integral ostidagi ifodani quyidagicha ifodalash mumkin
bo‘lib,

fx)dx=g(p(x))p'(x)dx=g(p(x))do(x) va [g(t)dt=G(t)+C
bo‘lsa, u holda
[ )x= [elo(x)e'(x)ax= Glolx))+ C

Masalan 2. Anigmas integralni hisoblang: _[sin‘ x cos xdx.

Yechish: Bu yerda, t=sin x deb olsak,
j'sin‘ x - cos xdx =sin* xd(sinx) = t*dt

tenglikni  hosil qilamiz va J't‘dt:ﬁss-+c tenglikka  ko‘ra,

2
sin® x
+C.

J.sin4 xcosxdx =
7. Agar [r(r=F()+e bo'lsa, uholda [f(ax+b)dx=Flax+b)+e
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Agar t=ax+b deb olsak
flax+b)dx=" flax+b)d(ax+b)= i f)r
a
tenglik o‘rinli bo‘ladi, u holda

[flax+byds=1 [r@ydr=2F@®)+c =L P@rby+e.
a a a

Elementar funksiyalar aniqmas integrallari jadvali

Anigmas integral ta’rifiga ko‘ra, elementar funksiyalar hosilasi
jadvaliga asoslanib va tenglikning o‘ng tarafidan hosila olish orqali
quyidagi elementar funksiyalarning aniqmas integrallar jadvalini tuza
olamiz.

L fodc=C

2. l-de= {dx = s
I '[ e 7.[a’dx=a—+c, [e’dx: e tc

x° tna

3. Ix"dx:—i+c, a#-1

a+t 8.[sinxdx= —cosx+c
1 dx
4 l\-dx=)1—=1¢ o
jx J‘x nxj+c 9. [cosxdx sinx+c
1 dx 1 dx
5. I1+x2 ﬁ: I1+x2 =alL‘ng+C lo.[Sinzxdx: ’.SinZX =—Ctgx+c

i dx . 1 dx
6. |——dx= =arc sinx+c¢ 1L dx= =tgx+c
IJl_xz ‘[Jl—xz [coszx [coszx &

Integralashning asosiy usullari
Bevosita integrallash
Bunda integral ostidagi ifoda elimentar almashtirishlar bilan
jadvalga keltiriladi. So‘ngra integral xossalaridan foydalanib,
boshlang‘ich funksiya topiladi.

Masalan 3. Integralni hisoblang: 1, = j42“x‘/;”5bx2 14+ 20,

x2

Yechish: Darajaning va aniqgmas integralning xossalaridan
foydalanib:
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L=42afx? - 5b [dx-+14 [x"dx + 20 [x2dx = 84aVx - 5bx+141nlx|——+C

Masalan 4. Integralni hisoblang: 7, = f(a"6") ax= l:nlfbu +C
a

Yechish: [ ’"b")‘dx_ e~ I:'b):) _ln( "'b")+c'

Yechish:
441 l —1jx” +1)+
1=Ixx:+1 Ix xxx+1 —I —l)rix Ix 71 =——x+arctgx+C

Masalan 6. [ 41

LU LR |
Yechish: Ix+lﬁ=J(x2+x2)dx=2x2—2x2+c=2\/;—%+c.
X

O‘rniga qo‘yish usuli

Erkli o‘zgaruvchi x ni boshqa ixtiyoriy x ga bog‘liq
differensiallanuvchi funksiya bilan almashtirish mumkin. Integrallarni
hisoblashda quyidagi qoidalarni hisobga olish foydalidir:

1. Agar [f(x)éx=F(x)+C,uholda | f(ax+b)dx=£F(ax+b)+C. Masalan:

a) Isinxdxz—oosx+C, bo‘lgani uchun Ism(ax+b)tbc=—loos(ax+b)+c;
a
b) I§=In|x{+c, bo‘lgani uchun IL=1m|ax+b{+c.
2. Agar integral ostidagi ifodani f(x)-f(x) yoki f ((’)) ko‘rinishida

ifodalash mumkin bo‘lsa, u holda f'(x)x=df(x)ekanligidan quyidagilar
kelib chiqadi:
[ =1 rwees (L8 (L8 uisG)c

3. [l /o) de= [ (- o) dx= Id(f-¢)=f(x)~¢(x)+c-
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4. Ix’f(xz)dx=%fx2f(x2)dx2 =%J.t-f(t)dt bunda t =x’.
5. (L _ o drl) _ Lo (x)
ey m il e el
[ |a+ £(x)
ol oy e 2a1"la el
7. o) = &) =arcsin—j—r(i)+C.
I\/ -6 IJZ - a
S(x)dx df(x) TRV
= - (x)ta?|+C
b7 k-
s 1. . arctgx , . asinx—bsinx
Masalan 7. Integrahu hisoblang: a) | T RE b) | P v
smx
) J-cos x
Yechish:
)J-arctgxdx I(arctgx)'arctgxdxz I arctgxd(arctgx)=%arctg2x+c;
b J-acosx bsmx I(aoosx+bsmx) Id(aoosx+bsinx)_1n' inx+boosx]+C'
asmx+bcosx asinx+bcosx asinx+bcosx s ’

c) J- Smxdx J-(oosx)dx j-doosx 1 +C
cos’ x cos’ x 6cos® x

1+x

Masalan 8. Integralni hisoblang: | (l"(l+x) A8 V.

Yechish:
(l + x)

I( 1+x* aragx}ix .‘. 1n(1+xXarctgx) +aragx(1n(1+x))}ix I[hl(l+xXWagx)Idx_

=In(1+x)-arcigx + C.
Masalan 9. Integralni hisoblang: @) /= | & .

ax+b’
b) 1= dx .
) J-‘;+ x? -1 ,

Yechish: a) 1= J'

_J» a-dx :lj»d(ax+b)
ax+b a’ax+b a’' ax+b

B) e+ 1] -y o1 =fer E -V T = e -1)f 1

ekanligidan

=Linjacr+c
a
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I= J.IHTJZ——I);: J‘(X—\/;{——l)zdx:ZJ.xzdr—ZIxm.dx_J'dxz_j_xs_x_
ISTRN FRNNE A TR 8

O‘zgaruvchilarni almashtirish usuli

Agar anigmas integral jadval ko‘rinishida bo‘lmasa u holda ba’zan
o‘rniga qo‘yish usuliga murojaat gilinadi. [ s(x)éx ni topish kerak bo‘lsa
x=g(t) almashtirish bajariladi.

o(r) funksiya uzluksiz, uzluksiz hosilaga ega va teskari funksiyasi
mavjud. dx=¢'(t}tbo‘lgani uchun j' S = j fle®)-¢'(t)r. Qanday qilib
muvaffaqiyatli almashtirishni olish mumkin degan savolga umumiy
javob berish mumkin emas. Foydali almashtirishni topish mashglar bilan
o‘zlashtiriladi. Anigmas integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish usuliga
qator misollar keltiramiz.

Masalan 10. Integralni hisoblang: 7= | fdfT
X=X

Yechish: 1ldiz ostidagi ifodalardan ozod bo‘lish uchun x=r¢
belgilashni kiritamiz. de=d*)=) dt =66 -ar ekanligidan

6t’d *d, 3 _1+1 31
1=[#- Y i dt=6[‘tj+

-1 -
o [ —6f (e s 6l — =20 43¢ +6¢ +6lnft—1|=2/x + 3¥x + 6Vx +6ll¥x ~ |+ C.

t—1
V10+x?

X

Masalan 11. Integralni hisoblang: 7= | dx.

Yechish: Quyidagicha belgilamiz: v10+x* =+, bundan x*>=+*-10. Bu
tenglikni ikkala tomonini integrallab 2xdx=2wr yoki xdx=rrga ega

bo‘lamiz.
j‘i _ xdx tdt

x £ £-10
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dt 1> -10+10 f dt [t Jio|
= = dt= dt+10 =
J‘ttz -10 7 £-10 J - ZJ— ]t+~/‘l
=VJ10+x? +—J1——oh
2 \/10+x +1/
Ko ‘rsatma:Ja* - x*, Va* + x*, Vx* —a* ko‘rinishdagi funksiyalarni

integrallashda quyidagi belgilashlar kiritiladi:
1. Ja*-x* funksiya uchraganda x=a-sins, belgilanib ve?-x* =a-cost

tOpiladi. dx=a-cost-dt, t=arcsin(x/a) Bunda -a<x<aq, —%<t<%.

2. Ja’+x* ko‘rinishdagi funksiyalar uchraganda x = atgt belgilanadi.
Bundan Vo’ +x* =Ja2(l +tg2t)= 2 =
cost

cosit 0 TR TNy

3. J¥*-a* ko‘rinishdagi funksiyalar uchraganda x= ;%kabi belgilanadi.

sin¢ T
Bundan vx?-a? = atgt, =2 >—dt, t:areoosg, —12z-<1<5.
cos’t x

Masalan 12. Integralni hisoblang: /= '[—Ex——
[ (1% — 32

Yechish: x=asint  belgilashni kiritamiz. Bundan esa

dx=acost-dt (0<t<x/2) va
acost-dt acost-dt
I= = =
J‘\/( —_x): J-( —a’sin t)] j-\/1160056t a ICOS t .
Yugqoridagi belgilashga ko‘ra smt—— cost=,[1- ( ) 4 zx =,
a a a -x
bo‘lib, integralning oxirgi ko‘rinishi /= —=—+cC.
avNa —Xx
Masalan 13. Integralni hisoblang: 1= j' “4”
Yechish: x=21gt, bundan dx:—zit (0<t<x/2) va
Cos
4+41g’t 24t
1=J' et oS
gt cos't
dt 1 pcosetdt 1 pdlsing)  1,. \; x
=_ =— =— = = C, =2
4"‘tg4t-cos3x R el R P pl G Rt PR
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.. 1
ekanligidan sinr=—%_-—* _ va 1:———-\/4+x2 +C.
& 1+ Ja+x? 12%° ( )3

Masalan 14. Integralni hisoblang: 7= [— \/‘i’:_g (x>3).
X vX —

. 3 . . .
Yechish: = st belgilashni kiritamiz. Bundan
dx= 3sm’dz (0<t<z/2) va
cos
I:J' 3sint @ _ 1t osur=Lsint+c. oost=3,:>sint:\/1—oos’t=
\[ cos t 9 9 x
COS t OOS l
2 —
1——=“ , demak 7=Y*"2 ¢
X
Bo‘laklab integrallash

Agar u(x) va v(x) — differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsa, u holda
ular ko‘paytmasining differensiali d(uv)=udv+vdu. Bu ifodaning ikkala

tomonini ibtegrallab [d(w)= [udv+ [vdu yoki [udv=uv— [vau formulani
olamiz.

Bo‘laklab integrallash wusuli har xil sinfdagi funksiyalar
ko‘paytmalarini integrallashda foydalaniladi:
Iﬂ(x)e'”dx, IP,,(x)oosaxdx, IP,(x)sin axdx, j P (x)arcigxdx, IP,(x)arcsin xdx,

[ P.(x)arccos xdx, [ P.(x)inxdx.

Dastlabki uchta integral # uchun P(x) ko‘phad qabul qilinadi,
oxirgi to‘rtta integral uchun esa mos ravishda arctgx, arcsinx, arccosx,
Inx lar gabul gilinadi. Ba’zi hollarda bo‘laklab integrallash formulasini
bir necha marta qo‘llash zarur bo‘ladi.

Masalan 185. Integralni hisoblang: [ x-eax

Yechish. u = x va dv = ¢**ax deb olamiz, u holda

u=2x, du=dx
J'xe's‘dx = 1 = Zesg-Lovic
dv = e dv,v= [edx =~ I 25
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v ni topishda integrallash doimiysini har doim nolga teng deb hisoblash
mumkin.
Masalan 16. |arcgxds integralni hisoblang.

Yechish: u=arctgx deb olamiz, u holda

u = arctgx,du = P
Iarctgxdx= I+x

dv=dx,v=jdx=x

=Jc-arctgx—-|-ljf:i;f2 =x-arctgx—-%ln|l+x2|+c

Masalan 17. [(x* +1)cosx-dx integralni hisoblang.

Yechish: Bu misolda bo‘laklab integrallash formulasini ikki marta
qo‘llashga to‘g‘ri keladi.
w=x’+1, du = 2xdx;

2 —
_“(x +1)COSde_ dv = cos xdx, v=sin x|

=(x? +1)sinx—2jxsinxdx=(x2 +1)sinx—

a = x, da=dx,
sin xdx =db, b=—cosx

—2‘[cosxdx=(x2 +1)sinx+2xcosx—25inx+C= 2xcosx+(xz —l)sinx+C.

=—2(—xcosx+ Icosxdx)= (x2 +l)sinx+2xcosx—

Masalan 18. Anigmas integralni hisoblang: [ e™cosfrds.
Yechish: Bu integralni ikki marta bo‘laklab integrallaymiz:

u=e" du=a-e“dx;

Ie‘“ cos fxdx = =-1—e‘”-sin x—%je"sinﬂxdx:

B

u=e", du=a-e"dx | ol .
dv=sme’ vz—%cos =Ee -Smﬂt——ﬁ(—zcosﬂx+ﬁ+Ie"x.c()sﬂxdx)=

dv=cosﬂx-dx,v=%sin,8x

= ;;:(ﬂsmﬂx+acosﬂx)—;—z Ie‘" -cos fPxdx.
Bundan [=[e*cospxax deb ushbu tenglikka ega bo‘lamiz:
I= eﬂ;:(ﬂsin fx+acos /ix)—%—il bu tenglamani / ga nisbatan yechib,

ax
e

e (Bsin fix + @ cos fx)+ C yechimni olamiz.

Ie"’ cos fxdx=
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Masalan 19. Integralni hisoblang: /= [x"Inxds, n=-1.

A+l

Yechish: u = Inx, dv=x"dx, bundan du=£, v= fx"dx= x+l;
p n

xn+l 1 B xn*l lnx xu+l

‘Inx-——— | x"dx= -
w1 n+lfx n+l  (n+1)

Ko‘p uchraydigan integrallar

Anigmas integrallarni hisoblash qoidalari va usullarini go‘llab,
ayrim anigmas integrallarni topaylik.

1. j jd(x a)—lnlx—a|+7i, (x-a=1).
(& _@dax-a)_ o @)™ 1
2. J(x—a)"' —-’(x—a)’" -j(x a)y"d(x-a)= — +c (m—l)(x—a)+c’
m#l.
d(i) x x
a8 . =aresin=+C, a)0 (==1).
a

iRl Jl T

4 [

1
'Jaz_xz ;J 2
ke
a

dx 1 1
5. = - [Rhaadip
Ixz—az 2a\x—a x+aj (J- x+a)

=L (nfr—a|~Infx+a)+C= 2 mZ=%+
2a 2a |x+a

(x ) 1 X
={—=t|=—arctg—+c.
a a

C, a=#0.

f’a
Vilta=t-x>x*+a=t-2x+x* > x=— 2 =
t

I/ 2 _ 2 2
3 _t2ta=t +a dx=t+adt

x“t+a=t , 2
2t 2t

6.

- ~_lnjt]+c mlx+Jx—+_a]+c
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7 —= 1 J[ 1 ]d:: lb[ln|x+b[—1n|x+b|]+
P

'J(x+a)(x—b) a-b* x+b x+a
+C= ! lnitLb+C.
a-b |x+a
. J’# m natural son. Agar m=1 bolsa, u holda
dx 1 x . . ogs .
Ix2+az =_arag_+C tenglik avval isbot gilingan edi.

Quyidagi belgilashni kiritamiz 3. = [ - d"zr
X" +a

Bu integralda bo‘laklab integrallashni qo‘llaymiz:
(x"+a’ )" & +a’ )™

u holda

x +a —a
+2mI X =

(x*+a )"”

dx=

N Erv . f(x T T

oy ey e

Bu yerdan
x x 2m-1
S, =————+2m3, —2a’m3J,,, va 3, = 3. 1
m (a2+a2r+ T T A M e 2a2m(x2—azr+2a2m " 1

Bu formula (m+1) integralni m integral orqali ifoda etayapti.
Bunday formulalar matematikada rekkurent formulalar deb ataladi.
Rekkurent formulani ketma-ket qo‘llash natijasida s, integralni
hisoblash 3, integralni hisoblashga olib kelinadi. 3, integral esa avval
hisoblangan

3, =larctg£+C.
a a
Masalan, (1) formulada m=1 desak,

g o b _x 2715 1 x
27 2q (P +a?) 28 T 20 [(P+ad

Agar (1) da m=2 deb 3, yordamida s, ni topa olamiz:

1 x
+——arctg—+C
2a° ga
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3. = 1 x +22 lJ x +i‘ x
& 2(x +a)z 2a*-2 4a2(x2+a2)1 8a* x*+a*

3
+——arct, Xic
8a° g

9) j
2 2
hisoblaylik. Ushbu tenglikda x* + px+q=(x+§) bhap

ko‘rinishdagi integralni p-4g<0 uchun
x +px+ qr

49— p* >0 bo‘lgani uchun, 1‘1;—”2 =a* deb belgilash mumkin. Yugqoridagi

d(x+£)
r dx _f 2 -1 dt

Ey—" J[(%)] evay

integralda x+§ =t desak

Demak, qaralayotgan integral (9)-ko‘rinishga ega.

10) I ko‘rinishdagi integralni p?-4¢g<0 bo‘lgan hol

x +px+qr
uchun hisoblaylik. x+§ =t va 4‘1;P L belgilashlarni kiritib

quyidagini hosil qilamiz.

[ I( Iz)—gjd(ﬁg)_f W p  dt

2 m_j 2 m 2 2 m=
p 4g-p? (" +a)y" 2@ +a’)
[(x+2) +—4 J

* +px+g)

J-d(t +a ) pI 1 1 P dt
GET M « +a) 2Am-1) P +a)™ 2N rad)

Qaralayotgan integral yana (10)-ko‘rinishga kelar ekan.

Kvadrat uchhadni o‘z ichiga olgan ba’zi funksiyalarni

integrallash
Quyidagi integrallarni qaraymiz:
dx Ax+B dx Ax+B
L=|—+— L=["53"" L=|—m——, = — e
l Iax2+bx+c J’axz‘rbx“‘cdn ’ J‘\/a.x2+b::c+c IVax2+bx+c
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Bu integrallarni hisoblash uchun maxrajdagi uchhaddan to‘la kvadrat

ajratamiz.
2 2
ax2+bx+c=a(x2+éx+£)=a x2+£x+£+i—2-—iz— =a(t2im2). J
a a 2¢ a 4a° 4a
2
Buyerda, r=x+>, -2 _sm.
2a a 4a

Masalan 1. Integralni hisoblang: 7, = | Ffi:_l?
X 29

Yechish: To‘la kvadrat ko‘rinishga keltirib olamiz:

2
4x? +4x+5:4(x’+%-2-x+§+l—l)={(x+%) +1]:4(t2+l) bunda

4 4 4

t=x+l,dx=dt.
2

da 1 2x+1

1 1
Demak, I, == [ —— =—aragt +C=—arct
 hi= gl =g C= e

+C. )

Masalan 2. Integralni toping: 7, = | —2—3\/%
+3Ix—2Xx

Yechish:

—2x2+3x+2:—2(xz—2-§x+—9——2—ljz—2(t2—E :2(m2—t2), tzx-é, m=§, dt=dx.
4 10 16 16 4 4

t 1 . 4x-3
—=arcsin

B dan =——1—- ———dt—z—!— in—=
un I, ﬁjm ﬁarcsmm JE

+C.

Masalan 3. Integralni hisoblang: | 4——2%;4»:
X —a4x

Yechish: (4x*-4x+17) =8x—4, bundan 3x—1=3-§x—_4—+5—1=§(8x—4)+%

va

4x2—4x+17:4(x2—2-£+£+

11 _ g oL o3 Bx—dlx
274" a 4)_4(' +4) t=x 7 =5 o

2x-1

+C.

2

+1J' Zd’ =§J'd(4§ 4Jr+17)+1-larctgi=§ln'4x’~4Jr+l7|+larctg

8°¢'+1 87 4x"-4x+17 8 2 2 8 16
2x* +3x

Masalan 4. Integralni hisoblang: [2*——dx

x*+xt+1
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Yechish: Integralni hisoblash uchun quyidagicha almashtirish
bajaramiz: x’=¢, u holda 2xdx=dt yoki xdx= ldt. Demak,

J-Z(x +3 Jr(zz:+3)arz j(zz+1)+2 J-21+1 dez dt _
xt+x? +l 2 t+t+1 Ft+l 24+l t“+r+1
1
d(t+—) t+—
1 1 2
=@ +t+D+ [——— 2~ = I +t+)+——arctg—2 +C =
2( )+I e sz 2(+ )+\/§arcg‘/§+
(t+—) +| 2= E3
2 2
=—1n(x +x? +l)+J_ ctgzt/_+l+C.
Masalan 5. Integralni hisoblang: 7, = [—% _.
gra & 4 -[(x’+1)3
Yechish: Bu misolda n=3. Rekurent formulani bir marta
1 x 2:3-3 1_x .3,
2

qo llagandan so'ng ;= 2(3_1)' * +D* * 2.3-2 % 1 (x +l)z 4

dx
L=[-% _
? I(x2+l)2
I,= LI 2" H+2'2_3 H:l 2x +111= zx +lj'2dx ud arctgx+C

20-D) (AN 222 M2 2 oA 20 2] 2

dx x 3x 3
Demak, 1,= = ctgx + C.
> 5 J‘(x2+1)3 A1) s(ien) 3T

Masalan 6. Integralni hisoblang: |

integralga yana bir marta rekurent formulani qo‘llaymiz:

3x+2
(x* +2x+1)?

Yechish:

[ 3x+2 —-(2x+2)+(2 3)dx=2[ 2x+2 [

7 +2x+1) (x +2x+10)° 2'(y +2x+10)z Kx+1)’+9]z
Birinchi  integralda  x’+2x+10=z, bunda (2x+2)dx=dz, ikkinchi
integralda esa x+ /=t almashtirish bajaramiz bunda dx=dt. U holda

3x+2 _3qdz_ 3
I(x2+2x+1)2 "2Iz2 I(t +9)? j I, +9)z
| r ¢ +12'2-3I,‘i'_ _-i_i.;_i.lm, !ic=
2(2-1)-9 (,z+9)2-' 9222749 2: 18 F+9 1837%3
3 1 x+l 1

=——r arctg—L+C
2 +2x+10) 18 x*+2x+10 54 3
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Ratsional ifodalarni integrallash
Ratsional ifoda deb ko‘phadlar nisbati ko‘rinishida ifodalangan
funksiyaga aytiladi, ya’ni 2,(x) va g, (x) ko‘phadlar bo‘lsa, ratsional ifoda
ushbu g((x)) ko‘rinishda bo‘ladi. Agar P (x) ko‘phad darajasi o,(x)
' \X

ko‘phad darajasidan katta bo‘lsa, ya’ni »>m bo‘lsa g((x)) ni quyidagi
L (x

ko‘rinishda ifoda etish mumkin:
P, (x) R, (x)
LA 7NNy 5
0.0 =5
(x) va R,(x) mos ravishda »-m va k darajali ko‘phad bo‘lib,

Bu yerda, L

n-m

k<m,ya’ni A() to‘g‘ri kasrdan iborat bo‘ladi.

olx)
Ushbu
P(x)=byx" +bx"" +---+b,_x+b,
ko‘phad ko‘rinishdagi funksiyaning anigmas integrali quyidagicha
hisoblanadi:
[R()dc= [Bx" +bx™ +..+b, x+b)dx =
by L}

__xn+l +
n+l1 n

x" +...+912:'—'x2 +b,x+C.

Demak, 5((?) ning anigmas integralini hisoblash uchun, bu
ratsional ifodani ko‘phad va to‘g‘ri kasming yig‘indisi deb qarashimiz
mumkin. Bundan tashqari, to‘g‘ri kasmi qisqarmaydigan kasr deb
hisoblaymiz.

Istalgan g, (x) ko‘phadni quyidagi ko‘rinishda ifoda gilish mumkin:

0, (x)=a-(x-a ) (x-a,)" - (x-a,)

-(x2+p,.:r+q,y"'~(x2 +p2x+q2r2---(x2+p3x+q:r’ (1)
Bu yerda, a4, a,,...,a,, p,, 4,,-.., P,, 4, lar haqiqiy sonlar, ki, k2,...kn, mi,
my, .ms lar esa natural sonlardan iborat bo‘lib, p?-44,<0, i=12,..,s

shart uchun o‘rinli bo‘ladi.
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£,(x)
0.(x)
yoyilma o‘rinli bo‘lsa, bu kasmi quyidagicha ifoda etish mumkin:

P(x) N A4, 4, P s, +
o(x) a[;[(r 11,) (x~a) (x—a,)k'J

Agar gisqarmaydigan to‘g‘ri kasr bo‘lib, ¢, (x) uchun (1)-

+ N By x+C, + B,6+N,, R B x+C,,
S X +px+g, (= +p/x+ql) (x2+p,6+qj)"’
i P (x) ki B,x+C,
oki 2 2
y (x) a[;l;(x a,)’ ;g(x +p]x+q])lJ ( )
Bu tenglikda gatnashayotgan
A Bx+C

pl—4g<0

(x-a)f “ (*+ px+q)f
ko‘rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deb nomlanadi. Biz bunday
kasrlarning anigmas integralini hisoblashni o‘rgangan edik.

Demak, £&) gisqarmaydigan to‘g‘ri kasming anigmas integrali

0.¢)

uchun ushbu tenglikni yoza olamiz:

e (S g e S e

=l 1=1 =t =1 (x +p,x+gq,

5((?) uchun (2)-tenglikdagi 4,, B, va C, laming qiymatlarini

topish uchun noma’lum koeffitsientlar usulidan foydalanamiz. (2)-
tenglikning o‘ng ta’rafidagi kasrlarni umumiy maxrajga keltirsak, bu
maxraj Q,(x) ga teng bo‘lib, uning suratida 4,, B, va C,
koeffitsientlar gatnashgan, darajasi Q,, (x) ning darajasidan oshmaydigan
ﬁ,(x) polinomni hosil gilamiz. Agar biz (2)-tenglikni ayniyat deb
qarasak tenglikning ikki tarafidagi maxrajlar bir xil, ya’ni Q,(x)
bo‘lgani sababli, P,=P,(x) ayniyatni hosil gilamiz. Bu ayniyatda x
larning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirish
natijasida 4,, B, va C, noma’lum koeffitsientlar uchun chizigli
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tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemani yechib, (3)-
ayniyatdagi 4,, B, va C; larning qiymatlarini topamiz.
Masalan 1. Misol tarigasida ushbu anigmas integralni hisoblaylik:
I 3x*+x+3
(x- 1)3 x* +1
Noma’lum koeffitsientlar usuliga ko‘ra, quyidagi ayniyatni yoza

olamiz:
3x? +x+43 4, 4, A, Bx+C
(Jc—l)’ix2 +li=x_—-I+ (x-1) * (x-1) T
Bu tenglikning o‘ng tarafini umumiy maxrajga keltirib, so‘ngra
maxrajini tashlab yuborish natijasida, quyidagi ayniyatni hosil gilamiz:
3 +x+3= 4, - (e— 1 (¢ + 1)+ 4, (e - 1)x? +1)+ 4,(x* +1)+ (Bx + CYx - 1)’
Demak,
3x2 +x+3=(4, +B)x* +(-24,+ 4, -3B+CW* +(24, — 4, + 4, +3B-3C)x* +
+(=24,-B+3C)x+(4, - 4, + 4, -C)
Bu ayniyatdagi x larning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni
tenglashtirib, quyidagi tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

A, + B =0
—2A4, + A, —3B+C =0
24, — A, + A, +3B —3C =3
— 24, + A, —B+3C =1
A, — A, + Ag —C =3

Bu sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:
1 00 1 o]0 1 00 1 0|0
-2 10 -3 1f0 010 -1 10
2-11 3 -3]3[-0-11 1-33][-
-2 10 -1 3|1 010 1 31
1-11 0 -1} 3 0-1 1 -1-13

L= N~
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1 00 1 00 1 00 1 o0]o
010 -1 1]0 010 -1 10
-0 01 0-2[3-|0 01 0 -2|3]-
0 00 2 21 000 1-10
0 0 0-2 2|0 6 00 0 41
1) N
(1 o o0 o ol—z (1 o o|—l
1 4
0O 1 0 -1 o]—z 1 o o
~]l0 o0 1 oo]%~o o 1 o|%
O o0 o 10]% o O o 1 o]%
1 1
O o o0 o — o o o o 1 =
\ 1'4) . '4)

Natijada, 4, =—%, A4,=0, 4, =%, B=-~, C =2 ekanligini hosil gilamiz,

-

Ix* +x+43 _ 1 . 7 +l.x+1
yani G-E+1) 4c-1) 26-1) 4 2741

Nihoyat, quyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz:.

IZX +i++31 j j(x 3y —j;zilldx:
__Z[”lx_lhh - 2)( ¥4 I:ﬁ*ﬂﬁf
=-%£nlx—l|—— 7 —j' x" : +Larcigric=
=—£lnlx~ll—4(xil)z +%ln(x2 +1)+i— arctgx+C =

1 x?+1 7 1

(x I 4 -1y

Masalan 2. Integrallarni hisoblang: f

+— ! arc tgx+C

X =2x

O +1)°

235




Yechish: x*+1 ifoda kasr ostidagi funksiya maxrajining ikki
karrali ildizi bo‘lgani uchun, bu funksiyani quyidagi sodda kasrlar
x*+2x _ Ax+B LGx+D
@2+ (D) @D
Bundan x*+2x= Ax+B+(Cx+D)(x*+1). Noma’lum A, B, C va D
koeffitsientlarni  topish uchun x noma’lumning bir xil darajalari
oldidagi koeffitsientlarini tenglab,

xle =1

yig‘indisi ko‘rimishida ifodalash munkin:

x’|D=0

x|4+C=-2,4=-3

x’|B+D=0,B=0
ekanligini hosil gilamiz. Demak,

xdx xdc 3 ed(P+1) 1ed(x*+1) 3 1
Ix2+l_ ZI * *

Ix’—Zx dx=—3f

2 4 1)+C.
& +1)? eyt In(x"+1)+

G+)? 27 P4l 20+ 2

Ayrim irratsional ifodalarni integrallash

Irratsional ifodalarda o‘zgaruvchi gandaydir darajadagi ildiz ostida
qatnashishini eslatib o‘tamiz.

Agar R(u,v) ifoda u va v lardan to‘rt arifmetik amallar va songa
ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan funksiya bo‘lsa, u holda bu ifoda u va v
o‘zgaruvchilarning ratsional funksiyasi deyiladi. Masalan, quyidagi
ifoda
2u—-5v+u-v

4—u’ +v°
u va v o‘zgaruvchilarning ratsional funksiyasi bo‘ladi. Ikki o‘zgaruvchili

i . ax+b .
R(u, v) ratsional funksiya uchun ushbu IR(x,",fcx+ d)dx anigmas

integralni, a,b,c va d lar haqiqiy sonlar bo‘lib, ad—c#0 va m natural son

R(u,v)=u* +3v* —
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bo‘lgan holda qanday hisoblash mumkinligini ko‘rsatamiz. Buning
uchun
ax+b m _ ax+b

t =

ex+d’ Cox+d’
yangi o‘zgaruvchi kiritsak,
, d-bc)-m-t™"
e pl)= 20 dx=gi(har= 20",
a—ct™ ya (a—ct)Z

Bundan fR(x,v/;‘;i ]dx= [R(gle), D)o (e)eit

tenglikni hosil qilamiz. ¢(t) va ¢J’(t) funksiyalar ¢ ning ratsional
funksiyalari bo‘lgani uchun R(@(t),2)-¢'(t)
funksiya ham ¢ ning ratsional funksiyasi bo‘ladi. U holda jR(q;(t),t):p’(t)dt

b .
integralni hisoblab, so‘ngra ¢ o‘zgaruvchi o‘rniga "',/Zxx: p ni qo‘yib

dastlabki integralni topamiz.
Masalan 3. Quyidagi integralni hisoblaylik'

e RN RT)

Bu yerda, 'x =t deb, yangi o‘zgaruvchi kiritamiz.
Demak, x=¢'° va dx=10¢°dt bo‘lgani uchun,
10-P°dt

J i = j 10f,5 4 J' 5
{(g;);(,g;y] ) (t 1)
Noma’lum koeffitsientlar usuliga ko‘ra
1 Ax A A A A

Fle+1) e AL S|
1=A,t4(t+I)+A2t3(t+1)+A3t2(t+1)+A4t-(t+1)+A5(t+1)+A6 =
(A + 4 (A + Y (4 + A (4 - AN (A + A+ 4
Bu yerda, 4,,4,,4,,4,,4, va 4, koeffitsientlar uchun quyidagi

tenglamalar sistemasi kelib chigadi:
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A+ 4, =0]
A +A4,=0
4,+4,=0
A4, +4,=0
A, +4,=0
4,=1

dt dt  dt dt dt
P Ll AN F K e

NP P O U O O
t 2t 3 4

u holda, ¢ =¥x ekanligini e’tiborga olsak

r, yani 4, =1, A, ==1, 4, =1, A, =—1, 4 =1, 4, =1

Demak,

t

t+1

5 10
) ] e we
frlx, Jac +bx+clt ko‘rinishdagi integrallarni hisoblashda Eyler
almashtirishlari deb nomlanuvchi almashtirishlar qo‘llaniladi.
Bular quyidagilardan iborat:
1-hol. Agar a >0 bo‘lsa, Vax* +bx+c =t+-a-x
2-hol. Agar ¢ >0 bo‘lsa, Vax? +bx+c =xt+c.
3-hol. Agar Vax® +bx+c = Jalx—x, \x—x,) bo‘lsa,
m =t-(x—x).
dx
Masalan 4. Integralni hisoblang: ~*+Vx" +x+1
Yechish: 1-holga ko‘ra quyidagilarga ega bo‘lamiz:
-1

Vxttx+l=t—x=>x+x+l= -2 +x* > x = s
2t+1

22 41)-2-( 1) , 20742642

By @+1)

dt
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IZ(t +r+ 1) 3 1 t

Bunda, '[ t- (2t+t)2 2(2t+1) 2 |2t+1|

x+\/x +x+1

_ 3 x+Vx?+x+1
2(2x+2\/x2+x+l;) '2x+21/x x+1+1 !

3x+2 e
(Jc+1)\/.1r2 +3x+3

Masalan 5. Integrallamni hisoblang: |

Yechish:
j' 3x+2 Jr:j 3(x+1)-1 —’.!x=3-[ _J' dx
(x+DVx? +3x+3 (+DVx? +3x+3 Vet +3x+3  T(x+DVa? +3x+3

Birinchi integralda to‘la kvadrat ajratamiz, ikkinchi integralda esa

1 e dt
x+1= © almashtirishni bajaramiz, bunda dx= ~7z - Uholda
dt

el
J- 12 dx=3Inx+ >+t +3x43 +I z =
(x+l)w/x2+3x+3 2 ; [1 1)2 3(1 1) .
L R R LR
ty\t t
=3lnx+i+\/x—213_x+_3+j dt =31nx+§+\/17_+_3x+—3+1nt+1+«/t2—+_tTI+
2 NErveTiLL :
2
O T I s e e %E”sf_mc
x+

Binomial integral deb nomlanuvchi integralni, ya’ni ushbu
fx"(a+x") dx integralni hisoblaylik. Bu yerda m,n va p ratsional sonlar
bo‘lib, quyidagi hollarda bu integralni hisoblash ratsional ifodani
integrallashga olib keladi.

1-hol. Agar p butun bo‘lib, N son m va n larning umumiy maxraji
bo‘lsa ¢ = ¥x almashtirish qo*llaniladi.

2-hol. Agar m butun son bo‘lib, N son p ning maxraji bo‘lsa,
t=Na+bx" almashtirish qo‘llaniladi.

3-hol. Agar m+p butun son bo‘lib, N-p ning maxraji bo‘lsa,

n

t=Na+bx

almashtirish qo‘llaniladi.
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Masalan 6. Ushbu j'( ‘g_)zdx _[x (1+xJ dx integral uchun
m=%, n=§, p=-2 ekanligi kelib chiqadi. Demak, bu integralni

hisoblash 1-holga tushar ekan. 5 va - lammg umumiy maxraji N=6

shuning uchun ¢=%/x almashtirishni bajaramlz, ya’'ni x=£, dx=68dt
tengliklarga ko‘ra

1 1\2
1423 | dx= [Pll+e?)6-rPdi=6 d
;x[”) o Pl Vot fr L
Ammo, (?+1f =¢*+2/+1 bo‘lgani uchun, ¢* Kko‘phadni #*+2:*+1

8
ko‘phadga bo‘lib, ( t’) ratsional kasrning, to‘g‘ri kasr qismini ajratib

olamiz:
£ 47 +3
— =t 2 +3-—.
(tz + ])z (t2 +1)z
Lekin 412 +3 4(1‘2 + l)—l __ 4 1 bo‘gani uchun, (1())_mtegralga

(t +1f (tz+1)2 1 +1 (t2+l)z

asosan, quyldagmi hosil gilamiz:
6 = 4 — 27 — =
’f(l S dt= l:f(t £2 +3)dr 4-[:2 J'(t 1) }

5 3
=6————2t +3t—4arctgt+l- zt +larctgt +C =
5 3 2 t*+1 2

.6 +C

£ a8 1% —21arcigt+ -0
t* +1
Dastlabki integral uchun quyidagi hosil bo‘ladi:

_“(I—J:/}:);dx ‘{/—_ 4Jx +18%x — 21z1rctg§/—+‘/__\/_—1

Trigonometrik funksiyalarni integrallash
R(u,v) ifoda u va v o‘zgaruvchilarning ratsional funksiyasi bo‘Isin.
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IR(sinx,cosx)dx integralni hisoblaylik. Bunday integralda ¢ =tg§

universal  almashtirishni  bajarib  R(sinx, cosx)dx  ifodani ¢
o‘zgaruvchining ratsional ifodasiga olib kelish mumkin. Haqiqatan ham

x 2 X
. a5 1-g"S ¢
sinx = x=1+t2,cosx= x=1+t2
I+1g22 1+’ =
€3 &3

x=2arctgt, dx=

bo‘lgani uchun
1

IR(smxcosx)dx 2'[1{1_” ir )]_szt

Bu yerda, R( 2 :+i ) :lt—z ifoda ¢ ning ratsional funksiyasi bo‘lgani

uchun, ushbu integralni hisoblab, ¢ ning o‘rniga tg% ni qo‘yib,
dastlabki integralni topamiz.

Agar R(-sinx, cosx)=—R(sinx, cosx) bo‘lsa, integralda cosx=t,
agar R(sinx—cosx)=—R(sinx, cosx) bo‘lsa, ¢=sinx almashtirishni
bajarish mumkin.

Agar R(-sinx—cosx)=R(sinx, cosx) bo‘lsa, fgx=t almashtirishni
bajarish orqali integralni ratsional funksiyani integrallashga olib kelsa
bo‘ladi.

Masalan 7. _f

TS T—cosxTs integralni hisoblang.

Yechish: Buning uchun ¢ = tg-;f almashtirishdan foydalanamiz.
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J’ dx —I 2 . dt _I 2dt _
2sinx—cosx+5 4 1-12 1+ 414245452

1417 1+£2
_f 2dt __J' dt _J- dt _
TP +at+a 347242 ( 1)2 5
t+=| +2
3 3
1 1 x
dit+- t+- 3tg=+1
=lj——3*2=l-—l—arctg—3+c=—arctg 2_4C
3 1Y (s 345 Vs Vs V5
(’*5) 13 3 3

Endi j—ﬁ% integralni hisoblaylik. Bu yerda, R(-sin x, —cos
sin” x+Cos” x

x)=R(sin x, cosx) bo‘lgani uchun t=tgx almashtirishni bajaramiz.
Natijada,
j- sinx dx =J- sinxdx j-tgx-d(tgx)=

sif x+cos’x  Jcos x-(tg’x+1) I 1gix+1
tdt 1 (sin+ cosx)’ 1 2cosx —sinx
I 3 =——tn————F——arag———+C
£+1 6 1l-sinx-cosx /3 V3 -sinx
Masalan 8. I—dx—— integralda R(-sinx,cos x)=—R(sinx, cosx)
(2 +cos x)sin x

tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun fr=cos x almashtirishni bajaramiz.
Natijada,
J~ dt _ _.‘ sin xdx =_J- d(cos x) ZI dt
(2+cosx)-sinx J(2+cosx)-sin’x 2+cosx)(l—cos’x) “(2+0)(1+?)
1 (1-cosx)2 +cos x)?

=—In +C
6 {1+ cos x)°

Shuni ta’kidlash lozimki, har doim ham berilgan integralni analitik
usulda hisoblab bo‘lmaydi.

Masalan, Iﬂ"zdx, Isin x* dx, sinx dx, dx

x £nx
integrallar mavjud bo‘lishligiga qaramasdan, ularni analitik usulda
integrallab bo‘lmaydi. Buning sababi hosilasi berilgan integral ostidagi

funksiyaga teng bo‘lgan elementar funksiya mavjud emasligidir.

Masalan 9. Integralni hisoblang: Isin’ — 2sin(Jicxcos o
x—
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dt

Yechish: t=tgx almashtirish bajaramiz, bunda x=arctgt, dx= R

Bu holda

dt
f & - el - [ame
sin® x +2sin x cos x — cos” x r P S S 421
1472 \/1+t2 Ve 147
- d@+1) ]t+1 V2 vC= [tgx+1 fl
e+ e (2y 2f {z+1+f| 2f ltgx+1+f|

Masalan. 10 Integralni hisoblang: J.cos x-cos % -cos -E dx .
Yechish:

cosx-cos—)f-c::osfdx=lJ‘(cos—x+cos—J£)-<:os—dx=1 cos —-cos —dx +

2 4 2 2

+lIms£-ws£dx=lI cos7—x+coss—x)dx+—1-j(cos3—x+cosf)dx=
2 2 4 4 4 4 4

1 . 7x 1 . 5x 1. 3x
Ly Zsin2X v ~sinEasin X+ C.
7 4 5 4 3 4 4
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9. Aniq integral tushunchasi
Egri chiziqli trapetsiya yuzi

Quyidagi egri chiziqli trapetsiya deb nomlanuvchi figuraning
yuzasini topish masalasini ko‘raylik.
y;r

=f()

y
H

PR |

a x;, x, x, x+1 b x

Bu figura yuqoridan manfiy bo‘lmagan y=f{x) funksiya grafigi
bilan, quyidan OX o‘q, yon tomonlardan x=a va x=b to‘g‘ri chiziglar
bilan chegaralangan. Buning uchun [aq,b] oraligni a=x,<x <---<x, =b
nugqtalar bilan, [x,x,,}i=0]L,...n-1, kichik oraliqlarga bo‘lamiz. Har bir
oraligdan biron-bir ¢ efx,,x,,] nuqta olib, x,, —x =Ax,i=01l...,2-1,
belgilash kiritib, quyidagi yig‘indini tuzib olamiz:

3 re-a 3)
Bu yig‘ndida f(£,)-Ax, qo‘shiluvchini biz qaralayotgan figuraning [x,,x,.,|
oraligqa mos keluvchi bo‘lagining yuzasini, balandligi s(£) va asosi Ax,
ga teng bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak yuzasiga taqgriban teng deb qarasak,
u holda yuqoridagi yig‘indini biz egri chiziqli trapetsiya yuzasining
tagribiy qiymati deb garashimiz mumkin. s ni egri chizigli trapetsiya
yuzasi deb olsak,
5= 5 riens
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Agar biz bu taqribiy tenglikdagi xatolikni kamaytirmoqchi
bo‘lsak, [x,x,] kesmalar uzunliklarini, ya’ni Ax, larni yetarlicha kichik
qilib olishimiz kerak. Buning uchun oraligni bo‘luvchi nuqtalar soni » ni
shunday oshira borishimiz kerakki, » - da max {Ax,} -0 bo‘lsin.

Demak, agar biz (3)'yig‘indida max{Ax,} >0 deb qarasak, limitda
qidirilayotgan egri chiziqli trapetsiya yuzini hosil gilar ekanmiz, ya’ni

S= tim Sf(fi)Ax,.

max{Ax, }—0 pary
Aniq integral

Ta’rif. [q,6] oraligda berilgan y=r(x) uchun, shu oraligni kichik
bo‘lakchalarga bo‘luvchi a=x,<x,...<x,=b va ¢&,&,...&, nuqtalar
uchun (3)-yig‘indi integral yig ‘indi deb ataladi.

Ta’rif. [s,6] oraligda berilgan y= f(x) funksiya uchun max{Ax,}—0
da (3)-integral yig‘indining chekli limiti mavjud bo‘lib, bu limit
bo‘linish nuqtalari x,,x,...x, va oraliglardan olinayotgan ¢,.¢,....¢,
nuqtalarga bog‘liq bo‘lmasa, y=/(x) funksiya [s,6] oraliqda
integrallanuvchi va limitning qiymati uning aniq integrali deb ataladi.

Demak, ta'rifga ko'ra [ /(o= timy , 5'rle s,

Bu yerda, f{t) integral ostidagi funksiya, s(x)x integral ostidagi ifoda, a
integralning quyi chegarasi, 5 integralning yuqori chegarasi deyiladi.

]'f(x)dx integral qiymatini topish f{#) funksiyani [a,b] oraliqda

integrallash deb ataladi.  Shuni ta’kidlash kerakki, f{#) funksiyaning
[a,b] oraliqdagi aniq integrali son bo‘lsa, shu funksiyaning anigmas
integrali funksiyalar to‘plamidan iborat bo‘ladi. Demak, aniq va anigmas
integrallar turli tushunchalar ekan.

Agar biz aniq integralda uning chegaralarining  tartibini

o‘zgartirsak, u holda [¢,6) va [b,q] uchun tuzilgan integral yig‘indilar
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ishorasi bilan farq qiladi, chunki [z,b] uchun Ax, =x,, -x, bo‘lsa, [,a]
uchun - Ax,=x,-x,, ayirma hosil bo‘ladi. Shuning uchun,

[70ods =~ [ e

Yuqorida aytilganidek, aniq integralning geometrik ma’nosini
manfiy bo‘lmagan y=/(x) funksiya hosil qilgan egri chizigli
trapetsiyaning yuzi deb tushunish mumkin ekan.

Aniq integralning iqtisodiy ma’nosini anglash uchun, y= f{f)
funksiya biron-bir ishlab chiqarishda mehnat unumdorligining vaqt
davomida o‘zgarishini aniglasin deb qaraymiz. U holda [o,7] vaqt
oralig‘ida mahsulot miqdori hajmi # ni hisoblash uchun [o,7] oraligni
0=1, <1, <t, <...<t,, <=T nuqtalar bilan kichik bo‘lakchalarga bo‘lib,
[t..2...] kichik oraligda mehnat unumdorligini tagriban o‘zgarmas s(£,) ga
¢ €lt..t..) teng deb [+, ] oraligda ishlab chigarilgan mahsulot hajmi
Au, = f()-5t, (Ar,=1,,—1) ekanligini hisobga olib, butun [0,7] oraligda
ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori # uchun quyidagi taqribiy tenglikni

n-1 n-1
hosil qilamiz: =) Au, =Y f(£)A,
i=0 i=0
Bu tenglikda aniqlikni oshirish uchun maxAs;, -0 da limitga
T
o‘tishimiz lozim. U holda, « = [f(¢)at.

Bu tenglik [0,7] vaqt davomida ishlab chiqarilgan mahsulot
migdorining hajmi u, f{z) mehnat unumdorligi funksiyasi f{#) ning aniq
integrali orqali ifoda etilar ekan. Bu integral son jihatidan f{?) funksiya
va [0, T) oraliglar hosil gilgan egri chiziqli trapetsiya yuziga teng bo‘ladi.

b
y = f(x) funksiya uchun j Sx)ax integral qaysi shartlarda mavjud

bo‘lishligini qaraymiz.
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1-teorema (Aniq integral mavjudligining yetarli sharti). Agar
y=f(x) funksiya [a,b] oraligda uzluksiz bo‘lsa, bu funksiya shu
oraliqda integrallanuvchi bo‘ladi.

Isbot: S, —max {fo)}ea S, =min {f Sx)} belgilashlarni kiritaylik. U

x€lx;, %, XELX; X141

holda
5 =max /)<, 8 = gin /)25, “)
Bu yerda, ¢ e [x,x,] oraligdan olingan istalgan nuqtadir. Agar
.+ ]clx.x.) bo‘lganda §'= max {r(x)}<S,, s=minx{ro}zs,
ekanligini e’tiborga olsak, maxAx, >0 da [4,6] oraligni bo‘lakchalarga
bo‘lishda, keyingi qadamdagi kichik bo‘lakchalar avvalgi qadamdagi
bo‘lakchalarning ichida yotadi deb hisoblashimiz mumkin. U holda (5)-
tengsizlikda "Z_lg,.Ax,. o‘suvchi ketma-ketlik "Z_ff .Ax, kamayuvchi ketma-
ketlik ~ ekanligi kelib chiqadi. Agar fm max(5,-s,)=0 ekanligini
e’tiborga olsak

J@wggim; _fgtxwgfv,-m,ﬂ.

U holda (5)-tengsizlikkako‘ra _eim S r(e)ax, = 1.

4 5
Demak, jf(x)dx mavjud va If(x)dx =1

Quyidagi teorema aniq integral mavjudligining zaruriy shartini
ifoda etadi.

2-teorema. Agar y=f(x) funksiya [a,b] oraligda integrallanuvchi
bo‘lsa, u holda bu funksiya shu oraligda chegaralangan bo‘ladi.

Isbot: f(x) funksiya [a,b] da chegaralangan bo‘lmasin, masalan,
yuqoridan chegaralanmagan deb faraz qilsak, [¢,b] ni bo‘laklarga
ajratishda a=x, <x, <---<x, =b uchun ¢ €lx,x, ] lari shunday tanlab
olish mumkin bo‘ladiki, oldindan berilgan har qanday « >0 son uchun
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S >k

tengsizlikni o°rinli qilib olish mumkin, ya’ni, S (Z; 1 )Ax,.) =+®.

Demak, f(x) funksiya [a,b] oraligda integ;;il_anuvchi emas. Bu esa
bizning farazimiz noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsatadi, ya’ni f{x) funksiya
La,b] oraligda chegaralangan bo‘lar ekan.

Aniq integral xossalari

1. Istalgan o‘zgarmas k son uchun ]‘k Sl =k ]'f (x)ax .
2. Funksiyalar yig‘indisining inteagrali qo‘shililvchilar integrallarining
yig‘indisiga teng, ya’ni bf[f(x)+ glx)ix = bff(x)dx + bjg(x)dx.

3. Istalgan a,b va ¢ (a<c <) sonlar uchun bff (e = [ (e + ]‘g(X)dX-
4. Agar a <b bo'lib, [a,b] oraligda f(x) < g(x) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa,
u holda ]' Fx)dx < ’]‘g(x)dx .

Xususan, [1,5] oraligda m < f(x)<M tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u
holda m{b—a)< [/(<Mx < M(5~a) tengsizliklar o*rinli bo‘lad.

Bu xossalar isboti to‘g‘ridan to‘g‘ri aniq integral ta’rifdan kelib
chigadi.

3-teorema (O‘rta qiymat haqidagi teorema). Agar f{x) funksiya
[a.6](a<b)oraligda integrallanuvchi bo‘lib, bu oraligda m=f(x)<Mm
tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, u holda shunday x4 son mavjudki, uning

b
uchun m<u<M tengsizlik o‘rinli bo‘lib, [f(x)dx=su-(b-a)

Isbot: 4-xossaga ko‘ra m(b-a)< j f(x)dx < M(b-a)
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[f e
Agar u==

b-a

b
belgilashni kiritsak, m<u<M o‘rinli bo‘lib, [f(x)dc=pub-a) tenglik

kelib chiqadi.
f(x) funksiya [a,b] oraligda integrallanuvchi bo‘lsin, u holda

istalgan xe[a,b] wuchun, fx) funksiya [ax] oraligda ham
integrallanuvchi bo‘ladi. Shuning uchun [a4,b] oraligda berilgan
quyidagi funksiyani aniqlay olamiz:

O(x)= [f (Ot

Bu @(x) funksiya yuqori chegarasi o‘zgaruvchi integral deyiladi. Ushbu
@D(x) funksiya xossalari bilan tanishib chigamiz.

4-teorema. [a,b] oraliqda integrallanuvchi f(x) funksiya uchun
@(x) funksiya [4,5] oraliqda uzluksiz bo‘ladi.

Isbot: f(x) chegaralangan funksiya bo‘lgani uchun, [a,b] oraliqda
m< f(x)<M tengsizlik o‘rinli bo‘lsin deb olishimiz mumkin, u holda
Ax >0 uchun

O+ x)-0(x)= | le)ee— [(e)eke = 1k + | rla)ee-

- 7= fre)e

x+Ax

Tenglikdan va quyidagi m-Axs< [f(x)dx<M-Ax tengsizlikdan,

m-Ax<@(x+4x)— —D(x)<M-Ax tengsizliklarni hosil qilamiz.

Demak, lim (@(x+Ax)-o(x))=0ya’ni f(x) funksiya x nuqtada uzluksiz
ekanligi kelib chiqadi.

S-teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] oraliqda uzluksiz bo‘lsa, u
holda #(x) funksiya (s,6) intervalda f(x) funksiya uchun boshlang‘ich
funksiya bo‘ladi, ya’ni (s,6) intervalda @'(x)= f(x) tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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Isbot: f(x) funksiya uzluksiz bo‘lgani uchun . Jgi?m]{f(t)}=m(x) va

Jox ()= M(x) desak, lim m(x)= lim M(x)= /()

Bundan  m(x)Ax<®(x+Ay-D@)sM(g-dx, yani  mix)< Aera-0l)
tengsizlikdan ushbu @'(x)- fim ?L(#"A_B__“"(") - /(x) tenglik kelib chiqadi.

Bu teoremadan [a,b] oraligda uzluksiz bo‘lgan har qanday
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi mavjud bo‘lishligi kelib chiqar
ekan.

Nyuton-Leybnis formulasi

6-teorema (Nyuton-Leybnis formulasi). f(x) funksiya [a,5] oraliqda
uzluksiz bolib, F(x) uning istalgan boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin, u
holda

[7GYx= F(p)-Fa)
bu tenglik Nyuton-Lebnis formulasi deyilib, ko‘pincha F(p)- F(a)= F(x)
kabi belgilash qo‘llaniladi.

Isbot: F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin. U
holda @(x)= [f(x}dx funksiya, ham f(x) uchun (a,b) oraligda
boshlang‘ich funksiya bo‘lgani uchun shunday ¢ o‘zgarmas son mavjud
bo‘ladiki, bunda F(x)=#x)+C tenglik o*rinli bo*ladi.

Demak,
b b b
F(b) - F(a)= ®(b) + C — D(a) ~ C = D) - W(a) = [f(x)dx— [f(x)dx = [d(x)dx

Endi aniq integralni hisoblash usullari bilan tanishamiz.

7-teorema (Yangi o‘zgaruvchi Kiritib integrallash). Agar o()
funksiya [a,s] oraligda uzluksiz hosilaga ega bo‘lib, gle)=a, o(8)=5
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bo‘lsa, [a,b] oraligda uzluksiz bo‘lgan f{x) funksiya uchun
bjf(x)dx = ?f(w(t))w'(t)dt tenglik o‘rinlidir.

" Isbo;.' F(x) funksiya [a,] oraligda f{x) funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi bo‘lsa, ya’ni _‘-f (x)dx=F(x)+C bo‘lsa, u holda anigmas
integral xossalariga ko‘ra f S (@) (t)dr = Folt))+C.

Bundan esa [r)ax=F(p)-F(a) va

o) 0k = FplB)- Flpl)= F(¢)- Fla) tenglikdan teorema  isboti

kelib chigadi.

8-teorema (Bo‘laklab integrallash usuli). u =u(x) va v=V(x)
funksiyalar [a,b] oraligda uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsa, quyidagi
tenglik o‘rinli bo‘ladi:

l]udv= uliz - l]vdu

b
Isbot: Ushbu I("V) dx=uv lj

tenglikka ko‘ra aniq integral xossalariga asoslanib,
b , b b b b
I(uv) dx= Iuv'dx+ Ivu'dx= Iudv+ J‘vdu

b

b
tenglikni hosil gilamiz. Demak, bu yerdan fuvd + [vdu=uv|’

a

b b
ya'ni fuvd=uv|, - [vdu tenglik kelib chigadi.
1

Masalan 1. Integralni integral ta’rifi yordamida hisoblang: I x'dx.

0
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Yechish: Bu integralda a=0, b=1, f{x)=x°. [0;1] kesmanin ta teng
qismlarga  bo‘lamiz, u holda har bir oraliq  uzunligi
b- a_1- 0 1

Ax, = " = va har bir oraligdan &, =x, nuqtalarni tanlaymiz.
Bu holda quyidagiga ega bo‘lamiz:
2 3 n-1
X =0,x =—,x; =—, Xy =—,. X, =——, X, =— =1,
n n n n n
1 2 2 2 2 k 2 1
f(§|)=(—) ,f(§z)=(—) e S(ER) = ﬁ) ;f(§k)'Axk=(-) =
n n n n n
Demak,
1 1
2 a2 A+-X2+-)
2 2+22432 +..407 _ n(n+l)(2n+1) . n n _1
jx dx= hme(fk)Ax =lim = =lim === =lim - =3
Masalan 2. Integralni integral ta’rifi yordamida hisoblang: Ie “dx
0
Yechish: Bu integralda f(x)=e* . [0;a] kesmani n ta teng
gismlarga bo‘lamiz, u holda har bir oraliq uzunligi Ax, =a—;—0=% va

har bir oraligdan & =x, nuqtalari tanlaymiz. Bu holda integral
yig‘indi
S,= Zf(:f,)Ax _Zf(kﬁ)ﬁ-z ; —(e"+e 4. +e")=%e:[l+e"+ea+ +e"_:"}

Qavsdagi ifoda maxraji ¢ =e” va birinchi hadi 1 bo‘lgan geometrik
progressiyadir. Geometrik progressiya hadlari yig‘indisi formulasidan
foydalanib quyidagiga ega bo‘lamiz:
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2~ ¢ deb
af & e =, @ 0] a‘e-1 "
S,.=£e"(l+e"+e"+...+e" )=3e" ¢ = valmS,=lmZer & " =|bunda |-

n n put n—w0 n-+aon Pt}
e" -1 e" ~1 [n—>ooda

t—>0

=1im(e"—1)—fe——=(e“—l)lim fe =(e"—l)limlte—L,=(e“_1)1im(t+})e _
0 e -1 -0 gf —1 pvy (e'—l) -0

(e —l)llu_)x‘}(t+l) ==e" -1

a

Demak, je‘dx =e ~1.

0

1
Masalan 3. Integralni hisoblang: Il PgeY
[\

Yechish: II dx

2
J1+x

= arctgx’ f = arcigl —arctg0 = % —0= %

1
Masalan 4. Integralni hisoblang: J. xe " dx
0

Yechish: Integralni hisoblash uchun bo‘laklab integrallash
Uu=x
dv=e""dx
usulidan foydalanamiz, bunda |z, = 4« |- U holda

Vv =—e

e—2

i -1
=2 +1=
0 e

1
I xe “dx =—xe™*
]

1
1 - a -
0+J'e *dx=—e" —e™
0

2
lnxdx.
x

Masalan S. Integralni hisoblang: I
1
Yechish: Integralni hisoblash uchun  o‘zgaruvchini
dx
almashtiramiz: /nx=t, —x‘=dt , bunda x=/ Dbo‘lsa, t=0; agar x=e

bo‘lsa, t=1 bo‘ladi. U holda
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’x 1, 1 1
J' . dx:jtzdt=§t’];=§(13—o3)=-3-.

x arcsin x
Masalan 6. Integralni hisoblang: I N dr

Yechish:  Integral ostldagl funksiya toq:
£(x)= x? arcsin x X)= (~x) arcsin(- x) _x’(-arcsinx) __ x’arcsinx _ 1)

vi+ I J+(-x)? i+ Vi+x?

va soha simmetrik bo‘lgani uchun bu integralning giymati nolga
teng, ya’ni

T
]-xz arcsin X 4
=
3

N+ x?

Xos bo‘lmagan integrallar

[a,5] oraligda y=f(x) funksiya uchun kiritilgan aniq integral
tushunchasida f' (X) funksiya [a,b] oraliqgda chegaralangan bo‘lishi
zarur edi.

Cheksiz oraliq uchun aniq integral tushunchasi. f(x) funksiya
la.+=) cheksiz oraliqda berilgan bo‘lib, istalgan a<: uchun f(x) funksiya
[a,r] oraliqda integrallanuvchi bo‘lsin. U holda istalgan a <t uchun

@(f)= [f(x)x funksiya aniglangan bo‘ladi.
Ta’rif. f(x) funksiyaning [s,+x) oraligdagi xos bo‘lmagan integrali

If (xdx  deb  ushbu ﬁﬁfb(t) limitga  aytiladi, ya’'ni

ek = eim [ (e



Agar bu limit mavjud va chekli bo‘lsa, xos bo‘lmagan integral
yaqinlashuvchi, aks holda uzoqglashuvchi deyiladi.

Xuddi shuningdek, ajf(x)dr ko‘rinishdagi xos  bo‘lmagan
integralni ta’riflash mumkin._ °°(_ «,+0) cheksiz oraligdagi xos bo‘lmagan
integral esa quyidagicha aniqlanadi: Tf (x)dx = ]'f(x)dx+ Tf(x)dx.

Agar bu integrallardan birontasi uzoglashuvchi bo‘lsa [f(x)dx

xos bo‘lmagan integral uzoglashuvchi deyiladi.
jlzdx= tim jlzdx= zim(l—l) =1

Masalan, h x t—)«nl X 140 t
Endi [4,6] oraligda chegaralanmagan funksiya uchun xos

bo‘lmagan integral tushunchasini kiritamiz. ¥ =f(x) funksiya [a,5)
yarim ochiq oraliqda uzluksiz bo‘lib, fim f (x)= bo‘lsin.
b-&

Ta’rif. fim [f(x4x limit qiymati y=/(x) funksiyaning [a,5)
yarim ochiq oraliqdagi xos bo‘lmagan integrali deyiladi. Agar bu limit
mavjud va chekli bo‘lsa, xos bo‘lmagan integral yaqinlashuvchi, aks
holda uzoglashuvchi deyiladi.

b
Limit  qiymati I f(x)dx  shaklda belgilanadi, ya’ni

b6

b
[rGMx=tim [r(xydx

Xuddi shunga o‘xshash ushbu (g,5] yarim ochiq oraligda uzluksiz
va tim f(x)= bo‘lgan y=f (x) funksiya uchun ham xos bo‘lmagan

integral ta’riflanadi. (s,6) intervalda uzluksiz, tim f(x)= va tim flx)=w
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b
bo‘lgan funksiya uchun If (x}dx xos bo‘lmagan integral quyidagi

b c b
tenglik orqali ifodalanadi: _f f(x)dx = If (x)dx+ ff (x)dx

Bu yerda, ¢ son a<c<b tengsizlikni ganoatlantiruvchi bironta
son.

Masalan 7. I-—dx ezmj'—=lim 1 (%1__1}
t

>4 (2D ., 4

{+ o, agar a <l

——_—l—,agar a>1
Demak, a<1 da integral wuzoglashuvchi, a>1 bo‘lsa
yaginlashuvchidir. 2 =1 da 1 Ildx = lim I—l-dx = lim Inx =+
a X £+ 1 X 1=+

bo‘lgani uchun, yuqoridagi integral « <1 da uzoqlashuvchi.

Lo ] 1 +o, agar a>1
d E — ~1i=
‘;[(l—x)" x=gm .[(1 x)" 5-woa l(é'"" ) n ! ,agara <1
-a

Demak, «>1 bo‘lganda xos bo‘lmagan integral uzoglashuvchi va
-4
a <1da yaqinlashuvchi. ¢=1 da f——dx— I——dx lim (~In 8) = +0

S>+0

bo‘lgani uchun, yuqoridagi integral « >1 da uzoglashuvchidir.

Masalan 8. Integralni

Yechish'
T d _ hm = hmarctgxl lim arctgb—ﬁmarctga:z—(—£)=2-£=7r.
_ml + x a—»—ac l+x b—m b+ a—»-o 2 2 2

Demak, xos bo‘Imagan integral yaqinlashuvchi.

Masalan 9. Integralni hisoblang: ljé.
o X

Yechish: Integral ostidagi f(x)=l funksiya x=0 nuqtada
X

aniqlanmagan, shuning uchun
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j—_hm ———hmln|x| M =lim(In1-Ina) = +oo,
Demak, xos bo‘lmagan integral uzoqlashuvchi

Masalan 10. Integralni hisoblang: [re™dx.
. i L5 i . I 1 1 1
Yechish: ojxe dx:bl_xlnm!xe dx = lim (- e )|o=bﬂ§—§e )=5

Demak, xos bo‘lmagan integral yaqginlashuvchi
Masalan 11. Integralni hisoblang: ]’—
s Vx

ostidagi f(x)=L funksiya x=0 nugtada

Yechish: Integral
= lim 2f] 1&(2ﬁ-2«/§)=2.

. . dx
aniqlanmagan, shuning uchun 6‘.‘/—; j Fr=
Demak, xos bo‘lmagan integral yagqinlashuvchi

Masalan 12. Integralni hisoblang: lj Jf__
-1 1—x2

Yechish: Integral ostidagi  f(x)=——L funksiya x=#1
gr g (x) T y
nuqtalarda uzilishga ega Shuning uchun,
R A 0 .l
I\/l = !’u“’%&f\ﬁ—xz =£1£arcsmx1_m+£1_rgarcsmﬂo =

]

\/1 x \/l X o _x2 _l«,
= —%mSm(—l-i—a)#»Pl%arcsin(l —a) = E+5
Demak, xos bo‘lmagan integral yaqinlashuvchi.

Aniq integralning tatbiqlari
1. Yassi shakl yuzini hisoblash

[a,b] oraliqda f{x) va g(x) funksiyalar uzluksiz bo‘lib, g(x)< f(x)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsin. X=a va x=b to‘g‘ri chiziqlar hamda f{x) va g(x)

funksiya grafiklari bilan chegaralangan S yuzani hisoblash uchun

quyidagi formula o‘rinlidir:
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5= [l7)- £lollx

Ushbu formulani isbot qilaylik. Umumiylikka zarar keltirmasdan
0 < g(x)< f(x) deb olishimiz mumkin. U holda quyidagi chizmadan
'S4 y=f®

§= [ = [uacr s = [N~ [e)x= (1)~ gt

tenglikni hosil gilamiz.
2. Aylanish jismining hajmini hisoblash

[a,b] oraliqda f{x) funksiya uzluksiz bo‘lib, f(x)>0 tengsizlik
o‘rinli bo‘lsin. Biz y=f(x) funksiya grafigini OX o‘q atrofida
aylanitirishdan hamda OXYZ fazodagi x=a va x=b tekisliklar bilan
chegaralangan aylanma jismning 7 hajmini topish masalasini qaraymiz
[a,b]. A

V4

U@CH i
d \/_
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Bu masalani hal qilish uchun  [a,6]  oraligni
a=x,<x <x, <...<x, =b nuqtalar bilan bo‘laklarga ajratamiz. So‘ngra
[x.,x,.] oraligdan biron-bir ¢ nugtani olib, [x,,x,,] oraligga mos keluvchi
aylanma jism hajmining radiusi f(£) ga va balandligi Ax; ga teng
bo‘lgan silindr hajmi bilan almashtiramiz. Ma’lumki, Ax, >0 da bu
almashtirishdagi xatolik kamayib boradi. [x,,x..] ga mos keluvchi
silindr hajmi (¢)Ax, ekanligini e’tiborga olsak, quyidagi tagribiy

n-1
tenglikni hosil gilamiz: V = D &N,
i=0

n-1 b
Natijada ushbu ¥ = lim 3> 2*(£)Ax, = [o*(x)x
i=0 a
tenglikni hosil gilamiz. Demak, aylanma jism hajmi uchun quyidagi

b
formula o‘rinlidir: ¥ = [*(x)dx

Aniq integralni iqtisodiyotda qo‘llanilishi.
Zaxiralarni boshqarishda Vilson modeli

»t)—- t(t20) vaqtdagi ma’lum mahsulotning ombordagi
zaxirasi bo‘lsin. £20 vaqtda y()>0 bo‘lsin, ya’ni omborda
mahsulot tanqisligiga yo‘l qo‘yilmasin. Mahsulotdan p intensivlik
bilan teng tagsimotda foydalanilsin, ya’ni At vaqtda ombordan
zaxiraning H#A!  qismi  olinsin. Boshga tomondan, vaqtning
ty=0,t,t,,t,,.  holatlarida omborga ©0,,0,0,,0;,.  miqdorda
mahsulot  keltirilsin. Ombordagi  y() mahsulot zaxirasining
o‘zgarishini quyidagi bo‘lakli-silliq  chiziglar bilan tasvirlash
mumkin, bunda og‘ma kesmalar parallel va u=1go.
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)

7

b----

0 ] >
0 4 x
y(t;) —orqali t> navbatdagi vaqt uchun ombordagi shu
vaqtgacha  bo‘lgan mahsulot zaxirasini, y(¢;) —orqali #; vaqtda
omborga (O, miqdordagi mahsulot keltirilgandan so‘nggi mahsulot
zaxirasini belgilaylik. Demak, y(¢;) = y(t;)+0Q,.
s birlik vaqt davomida bir birlik mahsulotni saglash uchun
xarajatlar, g bir partiya mahsulot hajmini yetkazish uchun

xarajatlar bo‘lsin.
8) holda T vaqtdagi o‘rtacha xarajatlar

K
~

T
Sr((00=t< 77=%(S |¥(®)dt + gn(T)) munosabat bilan aniglanadi, bunda
0

n(T) — [0;T] vaqt oralig‘idagi mahsulot yetkazishlar soni.

Zaxirani boshgqarish tizimini optimallashtirish - uchun
t, =0,t,,1,,t,,... mahsulot yetkazish vagqtlarini va Q,,0,,0,,0;.... mahsulot
miqdorlarini  shunday tanlash zarurki, bunda f,(») funksiya
fiksirlangan T gqiymatda minimumga erishsin. Bunda T davmi
rejalashtirish gorizonti deyiladi.

Ta’rif. Agar barcha yetkazilayotgan mahsulot miqdorlari
teng, ya’ni Qo=0,;=0:=0Qs3=...=Q va barcha vaqt oraliglari teng,
ya’ni At(=%,ieN bo‘lsa, u holda @ mahsulot miqdorini yetkazishga

mos rejaga Vilson rejasi deyiladi.
Teorema. Har qanday T vaqt uchun fr(y) funksiya minimumga
erishadigan optimal reja mavjud va u Vilson rejasidir.
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Q- [0; T] vaqt oralig‘ida n(7) mahsulot yetkazishlar soniga
mos mahsulot yetkazish hajmi bo‘lsin, ya’ni u7=0n(T). U holda
_Lesu T7 _50, gu
fr(y(t),OStST)—T( ) n(n+gn(7)) 5 " 0

Bu funksiya g, - [#8qiymatda o‘zining minimumga erishadi.
Bunda, agar "Q—T butun son bo‘lsa, g, mahsulot yetkazishning optimal

o‘Ichovini ifodalaydi va demak unga mos reja Vilson rejasidir.

Mahsulot hajmi
a dan b vaqtgacha f{#) mahsulot unumdorligida ishlab chiqarilgan

mahsulot hajmi g = {7 (#)dr formula yordamida hisoblanadi.

Agar mehnat xarajatlari vaqtga chiziqli bog‘lig, kapital xarajatlari
o‘zgarmas bo‘lsa, u holda Kobbi-Duglas funksiyasi f(t)=(ar+ )"
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu holda T vaqtdagi ishlab chiqarilgan ¢ mahsulot

hajmi = [(a+ g)e"d: formula bo‘yicha hisoblanadi.

Agar f(t) vaqt birligidagi elektr energiya xarajatlari funksiyasi
ma’lum bo‘lsa, u holda (@,b) vaqtdagi elektr energiya xarajatlarini
dastlabki formula bo‘yicha hisoblash mumkin.

Masalan 1. Ishchining mehnat unumdorlik funksiyasi
f(t)=-0.3125¢ +2.5¢, bunda ¢ vaqt, soatlarda, 0<t<7. 15 kishidan
iborat guruh bir oyda (21 kun) ishlab chiqarilgan mahsulot hajmini
toping.

Yechish: Bir ishchining 1 ish kunida ishlab chiqarish mahsulot
miqdorini hisoblaymiz:

Y y 2 5 3 5 2

a =6ff(t)dt:6f(—0.3125t +2.5t)dt=(—2§t + 3! )

15 kishilik guruhning bir oy (21 kun)da ishlab chiqarish mahsulot
miqdori g =g, -21-15=25.52-21-15=8038.8 (shartli birlik )

7
=25.52 (shb.)

0
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Diskontlash
p foizli stavka bilan ma’lum ¢ vaqtdan so‘ng olingan summa oxirgi
qiymati bo‘yicha dastlabki qo‘yilgan jamg‘armani aniqlash diskontlash
deyiladi.
Diskontlash masalasi kapital kiritishdagi iqtisodiy effektivlikni
aniqlashda keng qo‘llaniladi.
S(®) t vaqt bo‘yicha o‘zgaruvchi foydani aniqlovchi funksiya bo‘lib,

nisbiy foiz normasi i=ﬁ va foizlar uzluksiz qo‘shib hisoblansin. Bu

holda T vaqt davomidagi diskontlash X foyda K=]f(t)e'”dt formula

bo‘yicha hisoblanadi.

O‘rta giymat
Funksiya o‘rta qiymatidan korxona mulkining soliglarini hisoblash
uchun foydalaniladi. Bu soliq qiymati quyidagi tenglik yordamida
hisoblanadi:

e

bunda k& — korxona turiga bog‘liq koeffitsient, f{c) bir yillik mulkning
o‘rta qiymati, [a,b] yilga teng vaqt oralig‘i. Aniq integralni bir yilni 12
oyga bo‘lib trapetsiya formulasi bilan tarqibiy hisoblash mumkin:

N=%(M+f(1)+f(2)+...+f(l 1)).

Bunda,
f(0) - 1 yanvardagi mulk qiymati,
f(1) —1 fevraldagi mulk qiymati,

f(11) — 1 dekabrdagi mulk giymati,

f(12) —keyingi yilning 1 yanvaridagi mulk giymati.

Iqtisodda ko‘pincha o‘rta giymatlarni bilish muhim ahamiyatga
ega. Bu kabi masalalar o‘rta qiymat haqidagi teorema yordamida hal

etiladi, ya’ni
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]'f(x)dx =f(cXb—-a), bunda Ce[a; b].
Bundan f{x) funksiyaning [a; b] oraliqdagi f{c) o‘rta qiymati
1(0)= bL j f(x)dx formula yordamida hisoblanishi kelib chiqadi.
—a:

Masalan 2. Agar mahsulot hajmi 2 dan 4 shartli birlikkacha
o‘zgarganda xarajatlar funksiyasi C(x)=3x*+4x+2 bo‘yicha mahsulot
ishlab chiqarish va xarajat uchun o‘rta qiymatni toping, bunda
x —mahsulot hajmi, shartli birlikda.

Xarajatlar o‘rta qiymatni qabul qilgandagi mahsulot ishlab
chiqarish hajmini ko‘rsating.

Yechish: O‘rta giymat formulasidan foydalanamiz: a=2, b=4,
Jo)=C(x).

o'r

C. =4—_1_—2;[(3x2 +4x+2)lx=%(x3 +2x7 +2x]: —42

Demak, o‘rtacha xarajatlar 42 kun birlik.
Of‘rtacha xarajatlarga mos ishlab chiqgarish hajmini topish uchun
C(x)=42 tenglamani yechib x>0 yechimini olamiz: 3x’+4x+2=42,

32 +4x—40=0, x;=3, , =_l3§.

Demak, x=3 shartli birlik mahsulot ishlab chiqarishga o‘rtacha

xarajatlar mos keladi.
Masalan 3. Chegaraviy daromad funksiyasi R(x)=20-0.04x ga

ko‘ra daromad va talab funksiyalarini toping.

Yechish: Daromad funksiyasi: R(x)= [(20—0.04x)dx =20x-0.02x* +C.
R(0)=0 shartidan C=0 kelib chigadi.

Demak, R(x)=20x—0,02x?. Agar har bir ishlab chigarilgan mahsulot
p pul birligida sotilsa, daromad R=xp formula bo‘yicha hisoblanadi.
Demak, p(x) talab funksiyasini topish uchun daromadni x mahsulot
miqdoriga nisbatini olamiz:

p(x)=R p=20-0.02x.

_—;,
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Daromadning notekis tagsimoti koeffitsienti
y=f{x) funksiyasini qaraymiz, bunda y bu umumiy daromadning x
kam ta’minlangan aholi oladigan ulushi. Masalan, y(0,8)=0,6 tenglik
umumiy daromadning 60% ni 80% kam ta’minlangan aholi oladi.
Tabiiyki, 0<x<1, 0<y<1, y<x. y(0)=0, ya’ni nol daromadli aholi yo‘q
va y(1)=1, ya’ni butun daromad butun aholidan undiriladi.
) Rasmda y=f(x) funksiya grafigi kel-
T »=s() tirilgan. U Lorens egri chizig‘i deyiladi.
y=*  Agar daromad taqsimoti mukammal bo‘l-
! | sa, u holda umumiy daromadning 10% ni
“ . 10% aholi olgan 20% ni 20% aholi olgan
t” va hk. bo‘lardi. Bu holda daromad
S| S, T tagsimoti y=x egri chiziq bo‘lardi.

Hagqiqiy daromad tagsimotining ideal taqsimotdan og‘ishi y=x va
y=f(x) Lorens chizig‘i bilan chegaralangan soha yuzi L ning y=x, x=0 va
x=1 chiziglar bilan chegaralangan soha yuziga nisbati bilan o‘Ichanadi
va u odatda daromadning notekis taqsimoti (Jini) koeffitsienti deyiladi.
0<L<1 ekanligi ravshan. L=0 qiymat daromad tagsimoti mukamalligini
bildiradi.

Masalan 4. Lorens chizig‘i y=1-Vi-x* (0<x<], 0<y<I) ekanligini
bilgan holda Jini koeffitsientini hisoblang. (Bu yerda, x — aholi ulushi,

y — shu aholining daromadi ulushi.)
S, S,

. 1 ..
Yechish: «-= S_,: =1—«§. S, = 3 ekanhgldan k=1-25,. Demak’

1 1 .
k=1-2[-1-x" ) =1-2-0, - [Vi- 2o = 2[ I-atx-1. [i—rax=

[} 0 0

&N

D —

Hisob chizig‘i
Ko‘pincha go‘shimcha migdorda mahsulot ishlab chiqarish uchun
qancha vaqt kerakligini bilish muhim hisoblanadi. Shu kabi hisoblarda
hisob chizig‘i deb ataluvchi chizigdan foydalaniladi.
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T=F(x) birinchi x birlik mahsulotni ishlab chiqarish uchun zarur
bo‘lgan vaqt, odatda, soat o‘Ichovida bo‘lsin. U holda f{x)=F'(x), (x+1)
dagi mahsulot birligini ishlab chiqarish uchun zarur vaqtni anglatadi.
Odatda f{x)=ax® ko‘rinishidagi funksiya qo‘llaniladi, bunda a>0,
-1<b<0.

y y=ax’ y=ax?hisob chizig‘i. y = f(x) kamayuvchi
funksiyadir, chunki biror amalni bajarish
uchun zarur vaqt takrorlashlar soni ortishi
bilan kamayadi. (n;+1) dan n; ta birlik

0 »  mahsulot ishlab chiqish uchun zarur AT vaqt

AT = "j[ f(x)ax formula yordamida hisoblanadi.

Iste’molchi va yetishtiruvchining yutug‘i

P=f(x) ma’lum mahsulotga bo‘lgan talab D egri chizig‘i va p=g(x)
taklif § egri chizig‘i bo‘lsin; (xo; pg) bozorning muvozanat nugtasi
bo‘lIsin.
rt Ba’zi iste’molchilar bu mahsulotni
P>Py narxda xarid qilishlari mumkin. Py
muvozanat narxga nisbatan
iste’'molchining  yutug‘ini  topamiz.
Buning uchun [0; xo] oraligni n ta
gismlarga bo‘lamiz:

0=X, <% <% <..<X =Xx. Har bir
oraligdan x’ «[%_; ] nuqta olamiz. i=1,n.
i-oraliqdagi iste’molchi yutug‘i.
(P(x)-P)-Ax,, bunda Ax,=x-x, bo‘ladi. Barcha yutuglami yig‘ib

3 (P(x’)- A, )Ax, iste’molchining yutug‘ini aniglaymiz.

i~1
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Agar talab funksiyasi uzluksiz bo‘lsa, va n—<o, shu bilan birga
max(4x;)) —0, u holda bu interval yig‘indi limit qiymatga ega bo‘lib, u

J(&)-B)ax ga teng.
Demak, iste’molchining yutug‘i C=xj‘f(x)dx—ﬂ,~x_o. Xuddi shu kabi

yetkazuvchining yutugi p=7-x, [g(x)x keltirib chigariladi.

Iste’molchining yutug‘i D taklif funksiyasi va P=Py t/ch bilan
chegaralangan soha yuziga, yetkazuvchi yutug‘i P=Py t/ch va S taklif
egri chizig‘i orasidagi yuzaga teng.

Masalan 5. P=116-x talab va p =§x+zo taklif funksiyasiga ko‘ra
iste’-molchi va yetkazuvchi yutug‘ini bozor muvozanat nuqtasiga
nisbatan aniqlang.

Yechish: Bozorning muvozanat nuqtasini aniqlaymiz:
116—x2=§x+20, 3% +5x-2=8, % =9, x2=-—33—2.

x0=9, Py=35, Py - x9=35-9=315
Iste’molchi yutug*i: C=]‘(116—x2)1x~315=(116x—§] ~315=486
Yetkazuvchi yutug‘i esa:

9 9
P=315—j(3x+2o)dx=315—(§x2+2ox) =315-2.814180=67,5
s 6 . 6

Kapital o‘zgarishi

Agar I(1) investitsiya o‘zgarishi funksiyasi, 4(#) korxona kapitali
bo‘lsa, u holda 1(:):%.
Investitsiya o‘zgarishini bilgan holda korxona kapitali o‘zgarishini

aniqlash mumkin: a4= "jl(:)d;.
LY
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10. Qatorlar
Musbat hadli sonli qatorlar

Ta’rif. Sonli q,,a,,4,,...,4,,..., ketma-ketlik hadlaridan tuzilgan

ZanEal+a2+...+an,... €))

n=1
ifodaga sonli gator deyiladi.

Bu yerda, q,,4,,4,....q,,... qator hadlari, o, esa qatorning umumiy
hadi deyiladi. Yuqoridagi ta’rifdan ko‘rinadiki qator ma’lum qonuniyat
bilan tuzilgan sanoqli sondagi qo‘shiluvchilar yig‘indisi bilan aniglanar
ekan.

(1)-ifoda qatorning dastlabki chekli sondagi hadlaridan tuzilgan

Ushbu S;=ay, S2=ai+a;,...Sn=a1+az+... +an
yig‘indilarga, shu qatorning xususiy yig ‘indilari deyiladi.

Agar qator hadlari sanoqli ekanligini e’tiborga olsak §,.S,,....S,....
xususiy yig‘indilar ham o‘z navbatida sonli ketma-ketlikni tashkil
etishini ko‘ramiz.

Ta’rif. Agar xususiy yig‘indilarning {S»} ketma-ketligi tims, =5

chekli limitga ega bo‘lsa, u holda ushbu ia, yagqinlashuvchi qator, limit

S esa gator yig‘indisi deyiladi va ia, =5 (2)
ko‘rinishda yoziladi.

Ta’rif. Agar {s,} ketma-Ketlik chekli limitga ega bo‘lmasa (limiti
cheksiz yoki mavjud emas), u holda (1) uzoglashuvchi qator deyiladi.

Masalan 1. Quyidagi qator tekshirilsin:
R T SR
1-

+ +- _
3 3.4 S p(n+1)

+ =
Avval xususiy yig‘indilarni ko‘raylik:
L O U DU RS O T
1.2 1 2 -2 23 1
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1 111 1 1 1
=1-=+ +...
n(n+1) 2 23 n n+l n+l
Bundan S, =¢im« S, =Zim(l——l—l) =1< hosil gilamiz.

n—

Sn :L+_1_+...+
-2 2.3

Demak 2’1(%1—) yagqinlashuvchi gator bo‘lib, yig‘indisi S=1 ekan.

Masalan 2. Bizga avvaldan tanish bo‘lgan, cheksiz geometrik
progressiya hadlaridan tuzilgan qatorni ko‘raylik:

b+bq+bg’ +...+bg"" +..=) bq"" ,(b=0) 3)
n=1

bibg' _ b b .

Uning dastlabki » ta hadlan yig‘indisi s, =
1-¢g 1-q l-¢q

formula bilan aniqlanadi.
(3)-qator yig‘indisi uchun oldingi tasdiglar bevosita ¢ ga bog‘liqdir.

1) agar |g/<! bo‘lsa, limg"=0 bo‘lgani sababli S=firgS,,=l—f;

chekli limitga ega bo‘lamiz. Ya’ni |g<1 bo‘lganda (3)-ifoda
yaqinlashuvchi qator bo‘lib, uning yig‘indisi s= l—f’; formula bilan
hisoblanadi.

2) agar |g|>1 bo‘lsa, timlgln = w0 ekanligi ravshan. Shu sababli, ¢<-1
da tims, mavjud bo‘lmaydi, ¢>1 da tim S, = oo bo‘lib, (3)-ifoda
uzoqlashuvchi gator bo‘ladi.

3) agar ¢=1 desak, S, =b+b+..+b=b-n ko‘rinishni oladi. Bu holda
ham ¢ims, == bo‘lgani sababli (3)-ifoda uzoqglashuvchi qator bo‘ladi.

4) agar ¢=-1 deb olinsa (3)-ifoda qator

b-b+b-b+.+(=)""b+..
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunday qator uchun
§,=8,,=0,8,=8,,,=b (m=123.). Bu esa rims, mavjud emasligini
bildiradi. Shuning uchun g¢=-1 bo‘lgan holda ham (3)-ifoda
uzogqlashuvchi gator bo‘ladi.
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Qatorlar nazariyasini bayon qilishni yagqinlashuvchi qatorlarning
ba’zi sodda xossalarini keltirishdan boshlaymiz:

ao
da,=a,+a,+a,+..+a,+.. (1)

n=]

qator berilgan bo‘Isin. Uning hadlaridan tuzilgan @, + @2 +--.= >4,
ko‘rinishdagi qatorga (1)-qatorning m qoldig‘i deyiladi. U ham o‘z
navbatida qatordir.

1-teorema. Agar (1)-qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, uning har
qanday qoldig‘i ham yagqinlashuvchi bo‘ladi va, aksincha, qator qoldig‘i
yaqinlashuvchi bo‘lsa, uning o°zi ham yagqinlashuvchi bo‘ladi.

Isbot: Agar (1)-qator uchun s,,, xususiy yig‘indi olsak

m+k m+k

S = Za —Za + Z a,=S, +Sk,S,‘— Z a,

a=m+1 n=m+]

munosabat hosil bo‘ladi va s; ni m qoldiq qatorning k xususiy yig‘indisi
deb qaraymiz. v
Teorema shartiga ko‘ra (1)-qator yaqinlashuvchiligidan
ams' exm[sm )= timS, , -S,=5-8,.

Bundan ia,, qoldiq gatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.

Qoldiq qator yaqinlashuvchi bo‘lsin (bu yig‘indi R, bo‘lsin).
Buholda (ims, = ¢ims,,, = (im[ 5, +5; ]=5, +{imS, =S, +R <.

Demak, (1)-qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Quyidagi teoremalarni isbotsiz keltirishni lozim topdik.

2-teorema. Agar ia, yaqinlashuvchi qator bo‘lib, yig‘indisi §
bo‘lsa, Zn:b,‘ =ika, qator ham yagqinlashuvchi gator bo‘lib, yig‘indisi, £-S
ga teng bo‘ladi.

Bu teoremani quyidagicha talqin etish mumkin.
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Agar ia, yaqginlashuvchi gator bo‘lsa ika,, =kia" bo‘ladi, ya’ni

o‘zgarmas ko‘paytuvchini cheksiz yig‘indi belgisidan tashqariga
chiqarish mumkin.
3-teorema. Agar ia, va ib, yaqinlashuvchi qatorlar bo‘lsa,

r=l

i(a,, +b,) qatorlar ham  yagqinlashuvchi  qatorlar  bo‘lib,

=1

i(a,, +b)= ia, + ib_ tenglik o‘rinli bo‘ladi.

n=] n=]

Qatorlar soni chekli bo‘lganda ham teoremaning o‘rinli ekanligini
ko‘rsatish mumkin.

4-teorema. Agar > a, yaqginlashuvchi qator bo‘lsa, had tartib
n=1

ragami cheksiz o‘sib borganda qator umumiy hadi 4, nolga intiladi,

ya’ni tima, =0.

n-w

Isbot: ia, yagqinlashuvchi bo‘lgani uchun, timS, =S.

=
Demak, fimS, =S5
Agar s, -5, =a, tenglikni e’tiborga olsak,
tima, = tim[S, - S, 1= imS, - timS, , =S~ S5=0.
Natija: Agar (1)-gator uchun tima, =0 shart bajarilmasa, u holda (1)-
qator uzoqlashuvchidir.

Masalan 3. i(1+i2) uzoqlashuvchi qatordir, chunki
n=l n

tima, = lim(l +—17J =1£0
A n—x n

Ta’kidlab o‘tamizki tima, =0 bo‘lishi qator yaqinlashishining faqat

zaruriy sharti bo‘la oladi. Ya’ni ia, yagqinlashuvchi bo‘lsa, tima, =0.

n=l
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Lekin tima, =0 bo‘lganda, har doim ham ia, yaqginlashuvchi qator

bo‘lavermaydi.

Masalan, Zl=1+%+%+---+%+--- gormonik qator uchun tima, =
n -

shart bajarilsada, bu gormonik qator uzoqlashuvchi qatordir. (Biz bu
tasdigning isbotini keyinroq keltiramiz).

Agar asosiy maqsadimiz yagqinlashuvchi qatorlarni va ularning
yig‘indisini aniglash deb hisoblasak, bundan buyon n— da umumiy
hadi nolga intiladigan tim a, =0 qatorlar bilan ish ko‘rishligimiz ayon
bo‘lib chiqadi.

Agar gator yagqinlashishi va uzoglashishi haqidagi ta’riflarga e’tibor
bersak, bunday masalaga tims, ni tekshirish orqali javob olishimiz

LI
n=1 n

mumkin. Biroq har ganday qator uchun ham s, xususiy yig‘indini
tekshirish oson bajarilmaydi. Hatto, s, ning ifodasini soddalashtirib
olganda ham ushbu tim, limitni hisoblash ma‘'lum qiyinchiliklarga olib
keladi.

Bunday qiyinchiliklardan qutilish magsadida, qatorlar nazariyasi
ishlab chigilgan.

Musbat hadli qatorlar

Ta’rif. Agar barcha n=123,... lar uchun 4,>0 bo‘lsa,

o +a,+a,+-+a,+--= 3 a mushat hadli qator deyiladi.

n-1

Bizga ikkita ia,, ib, musbat hadli qatorlar berilgan bo‘Isin.

S5-teorema. Agar barcha n=123.- lar uchun g4,<5, bo'lib
ib, yagqinlashsa, ian yagqinlashuvchi qator bo‘ladi.

Isbot: Qatorlarning xususiy yig‘indilarini mos ravishda
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deb belgilaylik. Teorema shartiga ko‘ra ib,, yaqginlashuvchi, ya’ni

n=1

timS, =S, <w. Lekin, S, <S8, <8, tengsizlik o‘rinlidir. Bundan {s, |

monoton o‘suvchi ketma-ketlikning yuqoridan chegaralangan ekanligi
kelib chiqadi. Ma’lumki, har qanday chegaralangan monoton o‘suvchi
ketma-ketlik chekli limitga ega. Shu sababli, tims, =5, <o.

Demak > ., yaginlashuvchi gator ekan. Teorema isbot gilindi.

rr=1
Masalan 4. Quyidagi: 1+21—2+3i3+4i‘+--~+%+-.- qator
n
yagqinlashuvchi qatordir. Haqiqatan agar:
1.1 1 1

+2—2+?+ st

1 —+-
2¢ 2"

qatorni olsak, bu qatorlar uchun i < Zi (n=123.)
n

Ya’ni ikkinchi qator ikkinchi hadidan boshlab, birinchi hadi 2% va

maxraji q=% bo‘lgan, cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning

barcha hadlari yig‘indisidan iborat. Shu sababli, bu qator yaqinlashuvchi
1

qator bo‘lib, yig‘indisi 1+ —ZZT = 1% ga tengdir.
1-—
2

6-teorema. Agar barcha »n=123,... lar uchun q, <5, bo‘lib, ia,

=l

uzoqlashuvchi bo‘lsa, ib, ham uzoqlashuvchi qatordir.

n=1

Masalan 5. 1+L+ Lo Lo Lo qator tekshirilsin.

V2 34 Jn

Yechish: 1+%+§+%+---+%+--- gormonik qatorni olaylik. Barcha

n=123..lar uchun < hamda gormonik qator uzoqlashuvchi
n

-
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gatordir. Shuning uchun 6-tcoremaga asosan, berilgan qator
uzoqlashuvchidir.

Qator yagqinlashishi yoki uzoqlashishini boshqa qatorlarga
tagqoslamasdan, balki uning hadlaridan tuzilgan ba’zi ko‘rinishdagi
ifodalarning » >« dagi limiti qiymatiga qarab, aniqlovchi alomatlar
ishlab chiqilgan. Shulardan ba’zilarini keltirib o‘tamiz.

Dalamber alomati. ia" musbat hadli qator bo‘lib fim = = p limit
R0 a

mavjud bo‘lsin.
1) agar b <1 bo‘lsa, qator yaginlashuvchi;
2) agar »>1 bo‘lsa, qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Isbot: Teorema shartiga ko‘ra ¢im 2t = 5.

0 an
Ya’ni, har qanday yetarlicha kichik musbat € son olinmasin,
shunday ny topiladiki, undan kichik bo‘lmagan » lar uchun

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni b-e< 2" <b+e, neN,n2n
4 Yy p S

1) b<1 bo‘lsin. Biz ¢ sonni shunday tanlab olamizki, bunda 5+ £ <1 shart
bajariladi. Agar b+s=q desak, 0<g<1 bo‘ladi. O‘z navbatida n>n, lar

uchun 2+ <4, ya’ni a,, <a,q tengsizlikka ega bo‘lamiz.

a,

Oxirgi tengsizlikni n=n,, n,+1, n,+2,... lar uchun yozsak, quyidagi
tengsizliklar hosil bo‘ladi:

a,,<a,q

2
au,i»z < an.ﬂ q < aﬂgq

Qaralayotgan gatorning, ushbu a, , +a, ,, +a, ., +
n — qoldig‘ini qarasak, uning hadlari c, =4,,¢4" — geometrik progressiya
hadlaridan tuzilgan ushbu a, g+a, ¢’ +a, 4>+
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qatorning mos hadlaridan kichikdir. ic, qator, 0<g<1  bo‘lgani

n=]

sababli yaqinlashuvchi qatordir. U holda solishtirish teoremasiga ko‘ra

no qoldiq qator va undan esa ia, qator yagqinlashuvchi ekanligi kelib

chiqadi.
1) Endi 5>1 bo‘Isin. Biz £>0 shuniday tanlab olamizki 6-¢>1 bo‘ladi. U
holda n>n, lar uchun a, <a, ,<a, ., <.

Bu munosabatlar qaralayotgan musbat qator hadlari o°‘sib
borishligini hamda  tima, =0 ekanligini ko‘rsatadi. Bu esa qator

yaqinlashining zaruriy sharti bajarilmayotganligini bildiradi. Demak,
b>1 bo‘lganda ia, uzoqlashuvchi qator ekan.

Eslatma. Agar b=1 bo‘lib qolsa, qatorlarning ba’zilari
yaqinlashuvchi bo‘lsa, ba’zilari uzoqlashuvchi bo‘ladi.
Demak, Dalamber alomatini 5=1 da qo‘llab bo‘lmaydi.

Bunday hollarda qatorni boshqa alomatlar yordamida tekshirish zarur.

1.2 1-2-3

Masalan 6. Ushbu 1+ Stast qatorni yagqinlashuvchi qator

sifatida tekshiring.
1.2.3....n
1-3-5-...-2n-1)  (2n-DN

Yechish: Qatorning umumiy hadi a, =

(n+1) 2n—1)! a(n+1)  (n-1pt 1

a
l- n+l
e | T R (VY T G M »'ﬁzn+1 2

Demak, berilgan qator yaqinlashuvchi ekan.

Koshi alomati. Za (a, 20) qator uchun l’lm‘/—— ¢ bo‘lsin.

U holda: ¢<1 bo‘lganda qator yaqginlashuvchi, ¢ >1 bo‘lganda qator
uzoqlashuvchi bo‘ladi. Bu yerda ham g=I/ bo‘lib qolsa, qator
yaqinlashuvchi yoki uzogqlashuvchi ekanligi ochiq qoladi.

Masalan 7. L

——+--- qator tekshirilsin.
Zn2 n? 3 in 4

Yechish: Qatorning umumiy hadi a, = ko‘rinishga ega.

1
n"(n+1)
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Bundan, ¢imz a, =tlim» = flim ! =0<1.
oo e \ ¢n" (n+l) v fnfn +1)

Demak, berilgan gator yaqinlashuvchi ekan.

Masalan 8. Z(( 2o )J gator tekshirilsin.

+2)
Yechish.  timya, = tim ™" b “l_4>1, yami berlgan qator
uzoqlashuvchi.

Koshining integral alomati. Agar ia, sonli gator berilgan
bo‘lsa, uning umumiy hadini natural son{;r to‘plamida aniqlangan
a, = f(n) funksiya deb qarash mumkin, ya’ni ian = i fln).

Keyinchalik f(x) funksiyani //,oo] oraligda q;aym;;.

7-teorema. Agar f(x) funksiya x>/ bo‘lganda musbat uzluksiz

funksiya bo‘lib, ?f(x)dx xos bo‘lmagan integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u

holda ia, yaqinlashuvchi qator bo‘ladi va ushbu xos bo‘lmagan

integral uzoqlashsa, qator ham uzoglashuvchi bo‘ladi.

Masalan 9. Z qatorning yaqinlashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin.

n=l 7

Yechish: Qator umumiy hadi a, = f(n)= ;7 ko‘rinishda.

Qatorga mos keluvchi xos bo‘lmagan integralni hisoblaymiz:
@© @ N N
ljf(x)dx= inzdx=5zn® E"z— :511[—;1-! :}:A{Z{—%H}:l < 400,

Demak, i% yaqinlashuvchi qatordir.

Masalan 10. Z gormonik gator uzoqlashuvchi qatordir.

w1

Isbot: Qator umumiy hadi a, = f(n): ~
n
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Bunga ko‘ra: ]'f(x)dx = J'._ dx = Lim é = szlilnxf j! Zim[lnN+ 0] =0
N—»oul X N
Shunday qilib, i 1 gormonik qator uzoqlashuvchi gator ekan.
a=1 N
11 1

Masalan 11. Qator yig‘indisini toping: % 2 3t3at _(r:Tl)+"'
n

Yechish: Qatorning n xususiy yig‘indisi

Ay v 111 11 LIS
1-2 223 2 3 34 3 &7 an+l) n nel’
1 1 1 1 n
S, =@- )+(———) (———)+ o) =l =
n n+l n+l n+l

Bundan lims, = hmT =1, ya’ni berilgan qatorning yig‘indisi S=/.
RO n
2" +3°

Masalan 12. Qatorning yaqinlashishini tekshiring: Y

2" +3" =(1)" +G) =b, +c,. ib,, va ic" qatorlar
n=l

Yechish: a4, = -
6‘ n=l

3
maxraji ¢ < 1 bo‘lgan geometrik progressiya tashkil qilgani uchun
yaqinlashadj Ularning yig‘indisi mos ravishda

==, §. =1.Shuning uchun qator yaqginlashadi va yig‘indisi 1,5 ga

b

s=_b_
1-

teng.
Masalan 13. Qatornining yaqinlashishini tekshiring: Zo R Sn 3

Yechish: Qator umumiy hadini sodda kasrga yoyamiz:
2 2 2 1 1

i vsne3 [ 3Y_ 1) @n+3)Men+1) 2n+1 2043
4(n+EIn+E)

1 1 1 1 1




Masalan 14. Qatorning yaqinlashishini tekshiring: i 5

o n —]nn
Yechish: an o Jnn<n,—~Inn>-n.n*-Inn>n’>-n.
= n
1 1 11 =0 1 1)
a, = < =———~—=b,. ———=1.
nt-lnn n*-n n-1 n ;(n—l n

Demak, berilgan gator ham yagqinlashuvchi.
Masalan 15. Qatorning yaginlashishini tekshiring:

i 3n®+4n+5 )
“l6n*-3n-1) ~

2 "2
Yechish: a,=|>* %5\
6n” —-3n-1

30’ +4n+S

6
hmda_ 43)1 +4n+5] lime 6""""—llmem”—hme""“—0<1

6n’ —3n-1

Qator yaqinlashuvchi.
Ishorasi almashuvchi qatorlar

Agar {a,} ketma-ketlik elementlari musbat bo‘lsa
a—a,+a,—a, +.... “4)

ko‘rinishidagi qator ishorasi almashuvchan qator deyiladi.

8-teorema (Leybnis teoremasi). Agar (4)-qator ishorasi
almashuvchan qatorda 4, >a,>4,>.....>a, >....... bo‘lib, uning umumiy
hadi nolga intilsa (¢ima, =0), u holda (4)-qator yaqinlashuvchi qator
bo‘ladi.

Isbot: S. bilan (4)-qator xususiy yig‘indisini belgilaymiz. Agar
tim s, chekli ekanligini ko‘rsata olsak teorema isboti kelib chiqadi.

Avval: Sz Xususiy yig‘indini olib, uni

Som =(al ——a2)+(a3 “‘14)+"‘+(‘12m—1 —aZM)
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ko‘rinishda yozib olamiz. Teorema shartidan 4, , -4, >0 va s,, >0 hamda
s,, ketma-ketlik o‘suvchiligini aniglaymiz.

Shu bilan birga S2» yig‘indi uchun

Som =a,—(a, _aJ)—(a4 _as)_' "_(azm-z T Ay )_a2m . Demak, §,, <a,.

Shunday qilib, {S2m} yuqoridan chegaralangan monoton o‘suvchi ketma-
ketlik ekan. Bunday S:» ketma-ketlik m—o da chekli S limit ega
bo‘ladi, ya’ni tim$,, =S.
Ushbu s,,., =S5,, +a,,,, tenglikdan va teoremaning tima,,, =0 shartidan
timS,,, = timS,, +tima,,, =S+0=S tenglik kelib chiqadi.

Shunday qilib, tims, =5 <. Demak, (4) yaginlashuvchi qatordir.

Masalan 1. % - 332 + 33; ~ 31‘ +--- qator yaqinlashuvchi qatordir.
Chunki, 1)3525152 5. 2) tima, =tim 2 =o0.
37979781 oo " 3T

Demak, Leybnis teoremasi shartlari bajariladi.
Absolyut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar

Bizga hadlari ixtiyoriy sonlardan tashkil topgan, ushbu
o, +a,+a,+va,+=3a, (5)
qator berilgan bo‘lsin. Bu qator hadl;ri modullaridan iborat bo‘lgan,
ushbu
o #lesf ] -+ |+ = S| ©)
qatorni qaraymiz.
9-teorema. Agar i[a,,[ qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda ia,
qator ham yaqinlashuvclnl_il bo‘ladi. "
Isboti: Yordamchi qatorni qaraymiz:
3 (a +1a)= o+l )+ ey #la) @)

n=1

278



Modul xossasiga ko‘ra 0<a,+|a,|<2a,|n=123- bo‘lib, f]a,]

n=]

qator yaqinlashuvchiligiga asosan, '(2ja,) qator ham yaginlashuvchi

qator bo‘ladi. O‘z navbatida taqqoslash teoremasiga ko‘ra (7)-qator
yaqinlashuvchi bo‘ladi. Ushbu

3 e =3-(a +ia)- S

n=l n=]

tenglikdan ia, qatorning yagqinlashishi kelib chigadi.

n=1

Teskari tasdiq o‘rinli emas, ya’ni ia" yaqinlashuvchi bo‘lsa, ila"]

yaqginlashuvchi bo‘lishi shart emas.

Shunday holatlar bo‘ladiki Y a, yaqinlashuvchi, ammo Y|
uzoglashuvchidir. Bunday hollarni tartibga keltiruvchi ayrim
tushunchalarni kiritamiz.

Ta’rif. Agar berilgan ia, qator hamda uning hadlari

modullaridan tuzilgan i]a,| qator ham yagqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
> a, absolyut yaqinlashuvchi qator deyiladi.
Ta’rif. Agar ia, yaqinlashuvchi qator bo‘lib, i|a,,|

n=l =l

uzoqlashuvchi bo‘lsa, ia, qator shartli yaqinlashuvchi qator deyiladi.

Masalan 2. 1- % + % - % += i(~ iy L qator tekshirilsin.
n

=l

Yechish: Bu qator ishorasi almashuvchan qator bo‘lib, Leybnis
teoremasining barcha shartlarini qanoatlantiradi, ya’ni yaqinlashuvchi
qator.

Lekin uning hadlari modullardan tuzilgan: 1+%+§+~-+1+-~ qator
n

gormonik qator bo‘lib, uning uzoqlashuvchi qator ekanligi bizga
ma’lum. Shu sababli, Zm:(—l)"‘1 1 shartli yaginlashuvchi qgator ekan.
n=1 n
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Masalan 3. Qatorning yaqinlashishini tekshiring:

1,1 1, D
2 3 4 »
Yechish: Ma’lumki, bu qator Leybnis alomatiga ko‘ra
yagqinlashadi.

Qator hadlarining o‘rnini almashtirib, quyidagicha guruhlaymiz:

1 1 1 1 1 1 1 1
l1-—— )+ (=———= +(=————)+
(¢ 2 4) (3 6 8) (5 10 12)

ya’ni qator hadlari o‘rnini almashtirishdan uning yig‘indisi 2 marta
kamaydi. Ko‘rsatish mumkinki (Riman teoremasi) shartli
yaqinlashuvchi gator hadlari o‘mini almashtirish bilan oldindan berilgan

ixtiyoriy yig‘indini, hatto uzoqlashuvchi qatorni hosil gilish mumkin.
Darajali qatorlar
Ta’rif. Hadlari funksiyalardan iborat bo‘lgan i £.(x) ko‘rinishdagi
qatorlarga funksional qator deyiladi.

Misollar: I)ZZn"x =fux +fn’x+In’x + ey

=1
2.sinnx . sin2x sin3x
2)2 —— =sinx+—— o+
~ n 2 3

Ta’rif. Za"x"=ao+alx2+.-.+anx"+... (8)

n=1

ko‘rinishdagi funksional qatorga darajali gator deyiladi.
Bu yerda, a, darajali gator koeffitsientlari deyiladi.

3 4

@ n-1 2
Misollar: 1) S CV ™ o, 2,2 _x
) ; n X X 2 + 3 4 + N

2) 32w =14 25 +4x* +8x¢ +

=l
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Funksional qator uchun asosiy masala uning yaqinlashuvchi yoki
uzoqlashuvchi ekanligini aniglash, bu holat sonli qatornikidan farqlidir.
Darajali qatorning yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo‘lishi asosan x
o‘zgaruvchining qanday qiymat qabul gilishiga bevosita bog‘liq bo‘ladi.

Ta’rif. Agar (8) qator x=x bo‘lganda yaginlashsa, u holda (8)-
darajali qator x = x, nuqtada yaqinlashuvchi deyiladi.

Ta’rif. x o‘zgaruvchining ia,x" darajali qator yagqinlashadigan

n=l

barcha qiymatlari to‘plamiga, ushbu dargjali qatorning yaqinlashish
sohasi deyiladi va D(z) bilan belgilanadi.

Masalan 1. D x" =1+x+x% +-4x" 4

n=1

darajali qator x o‘zgaruvchining (-1, 1) oraligdan olingan har bir
qiymatida cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya yig‘indisi sifatida
yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak, bu qator uchun D(X)=(-1,1). Ta’kidlash
lozimki, ixtiyoriy darajali qatorning yaqinlashish sohasi bo‘sh emas,
chunki har qanday darajali qator hech bo‘lmaganda x=0 da chekli
yig‘indiga ega.

10-teorema (Abel teoremasi). Agar (1)-darajali qator biror x=xo
da yaqginlashsa, u holda bu gator |x <|x,| shartni qanoatlantiruvchi barcha

x larda ham yaqginlashuvchi bo‘ladi.
Isboti: Bu yerda, x,#0 deb qarash kerak, chunki x,=0 bo‘lsa,

|4 <0 shartni qanoatlantiruvchi to‘plam bo‘sh to‘plamdir.

Teorema shartiga ko‘ra, ia,xo" sonli qator yaqinlashuvchi. Sonli

n=l

qator yaginlashishining zaruriy shartiga asosan, tma,x,"=0. U holda

»
a,x,"|<c

shunday ¢>0 sonni topa olamizki, barcha n=1,2,3,... uchun

bo‘ladi.
Endi |4 <|x,| shartli ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x ni olib,

n n
X
< C—

%o

— | X
=1@,%0
X

p
a,x
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tengsizlikni e’tiborga olsak, cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya

x

hadlari yig‘indisi bo‘lgan i gator yaginlashuvchiligidan,

=1

Xo
solishtirish teoremasiga asosan (8)-qatorning yaginlashuvchiligi kelib
chiqadi. Demak, (8)-darajali qator |x<|x,| shartni bajaruvchi barcha x
larda absolyut yaqinlashuvchi qator ekan. Teorema isbot bo‘ldi.

Quyidagi natija ham o‘rinlidir. Agar biror x=xp qiymatda (8)-
darajali qator uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda |d>|x| tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha x larda (8)-qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Bu tasdiglar darajali qatorning yagqinlashish va uzoqlashish
nugqtalari to‘plamlarini aniqlashga yordam beradi.

Xususan: (8)-qator x=xo da yaqinlashuvchi bo‘lsa, y(|xfx)
intervalda yaqinlashuvchi, shuningdek x=xo da uzoglashuvchi bo‘lsa,
(8)-qator (~w;-|x,|) va(x,; ) intervallarda uzoglashuvchi bo‘ladi.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

11-teorema. Agar (8)-darajali qator x ning ba’zi qiymatlarida
yaqinlashuvchi, ba’zi giymatlarida esa uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda
yagona shunday M>0 son topiladiki, (8)-darajali qator x ning |x <M
tengsizlikni qanoatlantiruvchi giymatlarida absolyut yaqinlashuvchi, x
ning |4>M  tengsizlikni qanoatlantiruvchi giymatlarida esa
uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Bu teorema yordamida topilgan M soniga (8)-darajali qatorning
yagqinlashish radiusi, (~M, M) interval esa uning yagqinlashish intervali
deyiladi.

Quyidagilarni eslatib o‘tamiz.

Qatorning berilishiga qarab M chekli son yoki R=c bo‘lishi
mumkin. Ya’ni shunday darajali qatorlar borki, ular (-«,0) da
yagqinlashuvchi qator bo‘ladi.

Agar M chekli son bo‘lsa, u holda darajali qatorning yaqinlashish
radiusi
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yoki M = tim !_ formula bilan aniqlanadi. Umuman darajali

= 4fa,]
qatorning yaqinlashish radiusi r bilan belgilanadi (x = r).

Agar R chekli son bo‘lsa, Abel teoremasidan (8)-darajali qatorning
D(2)=(-R;R) sohada yaqinlashishi kelib chigsada, x=-r va x=Rr da
qatorning yaqinlashishi yoki uzoglashishi ochiq qoladi. Bu masala har
bir darajali qator uchun alohida-alohida ko‘rib chiqiladi.

Masalan 2. ix" =1+x+x*+---+x" +--- qatorning yaqinlashish radiusi
a=0

M = tim 2

- g

n+l

aniqglansin.
= timl=1.

Yechish: Berilgan qatorda a, =1, n=123,... R=fim-2

g L0

Masalan 3. Z—_H !+5+ +~ qatornmg yaqinlashish radiusi

topilsin.
1 N = —1 s = —-1 101
Yechish: Buyerda, a4,=—; 4o, el ekanligidan

n

= im(n+l)=lim(n+l)=oo.

oo g oot

Masalan 4. i—’:—z gatorning yaqinlashish sohasi aniglansin.

a0 71

Yechish: Berilganiga ko‘ra q, = Tz u holda R = tim "3
n

o+

=1.

111

Agar x=1 desak qator Z—~2 2t tat

ko‘rinishni oladi. Bu qator uzoqlashuvch1 qatordir.

Endi x=-1 debolsak, $CL 1,221,

ko‘rinishdagi ishorasi almashuvchan qatorga ega bo‘lamiz. Leybnis
teoremasi shartlari bajarilganligi uchun bu qator yaginlashuvchidir.

Shunday qilib qaralayotgan darajali qator (—1,1) da absolyut
yaqinlashuvchi, [-11) da yaqinlashuvchi, |q>1xe(-o-DJi0) da
uzoqlashuvchidir.
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Darajali qatorlarni differensiallash va integrallash

Darajali qatorlar muhim amaliy xususiyatlarga ega. Shu sababli,
ularning ba’zi xossalarini o‘rganamiz. Ushbuni anglash qiyin emas,
chunki darajali qator of‘zining (-RR) yagqinlashish sohasida x

o‘zgaruvining f(x):ia,x" funksiyasini aniqlaydi.

Bu f(x) funksiya (-R;R) yaqinlashish sohasida uzluksiz bo‘lib,
istalgan tartibli uzluksiz hosilalarga egadir. Shu bilan birga f'(x) hosila
yuqoridagi qator hadlarining hosilalari yig‘indisiga tengdir, ya’ni

S(x)=a, +2a,x+--+na,x"" +---EZna,,x

Xuddi shuningdek, f(:)=3 - 1a,x™? , £(x)= 3 nln~1)n—2)a,x"

va hokazo. Bu xossa, odatda «darajali qatorni hadma-had
differensiallash» xossasi deb yuritiladi.
Shu kabi «Darajali qator yig‘indisining integrali, qator hadlari
integrallarining yig‘indisiga tengdir» mazmundagi Xossa ham o‘rinlidir.
Ya’ni (- &;R) oraligdan olingan har qanday x uchun
a,x’ a,x""

jf(x)dx:C+a0x+a—2’x2+ 3 Foeeet ";+1 4o

Teylor va Makloren qatorlari
Yugqorida ia,x" darajali qator, o‘zining yagqinlashish sohasi

(-R,R) da uzluksiz f{x) funksiyani ifodalab, shu oraliqda f{x) funksiya
istalgan tartibli hosilaga ega bo‘lishi keltirilgan edi.

Endi biror oraliqda istalgan tartibli hosilaga ega bo‘lgan y=f{x)
funksiyani darajali qatorga yoyish masalasini o‘rganaylik.

«Teylor formulasi» deb ataluvchi, ushbu formula

1= 1)+ L) LN Sy r ) )

2
o‘rinlidir. Bu yerda, R»(x) qoldiq had.
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Ta’rif. Agar y=f(x) funksiya x=x¢ nuqtaning biror atrofida istalgan
tartibli hosilaga ega bo‘lsa:
f, " ( )
7= 1)+ L) Loy Sy a0)

ko‘rinishdagi qator f{x) funksiyaning Teylor qaton deylladl.

Agar e’tibor bersak, bu gator ma’lum qonuniyat bilan tuzilgan
darajali qator ekanligini ko‘ramiz. Uning koeffitsentlari f{x) funksiya va
uning hosilalarining x=x nuqtadagi qiymatlar orqali ifodalangan.

O‘mi kelganda (10) ga y=f(x) funksiyaning x=x¢ nuqta atrofidagi
Teylor qatoriga yoyilmasi deb ham ataladi.

Agar (10) da xo=0 deb olinsa, ushbu qator

- 1 . ). £70) ,
F)= 7O+ = St e Sy

Makloren gatori deb ataladi. Bu kabi qatorlardan funksiyalarning
qiymatlarini hisoblashda keng foydalaniladi.

Agar funksiya uchun formal holda Teylor yoki Makloren qatori
yozilgan bo‘lsa, bu qator berilgan funksiyani ifodalashini isbot qilish
uchun qoldiq hadining nolga intilishini isbotlash yoki bu qatorning
qaralayotgan funksiyaga yaqinlashishini boshqa biror usul bilan
ko‘rsatish kerak bo‘ladi.

Ba’zi elementar funksiyalarning Makloren qatoriga yoyilmalarini
keltiramiz:

2n-1
sinx=x-2 +%X 4. - 1)“1(;” l)+---

39
X2 x‘
008x=1—5‘+z —' (—1)( )

2 3 xn

: x x
e =l+x+—+—+--+"—+---
2t 3 n!

Bu qatorlarning har biri uchun ¢im &, (x)=0 bo‘lgani sababli, x ning

har qanday qiymatida, ya’ni xe(-«;0) da yaqinlashuvchi bo‘lib, mos
ravishda sinx, cosx, ¢* funksiyalami ifodalaydi.
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Funksiya yoyilmasini ifodalovchi Teylor yoki Makloren qatorining
yaqinlashish sohasi funksiyaning aniqlashish sohasidan farqli (uning
ma’lum qismi) bo‘lishi mumkin.

Masalan 5. f(x)=¢n(1+x) funksiya uchun bD(f)=(-1;+x) bo’lsa,

en(1+x)=x_£zi+%’+...+(_ )~ +... qator faqat (~1;1) oraliqda o‘rinlidir.
n

Masalan 6. Qatorning yaginlashish sohasini toping: 3 sin zi

sin =2 .
2" | <1, chunki
sin—x—
>
n——-)oo:>2i_—>0 cheksiz kichik miqdor, u holda sin > ~ Srrs SN~

X X X
2~+l 2 2n

Yechish: u,(x)=sin -; u,_,(x)=sin 5%; lim

2" N0

U holda uﬂf"'(") lim| > '%‘:%<l. Demak, qator butun sonlar o‘qida,

1)

ya’ni —» < x < oraligda yaqinlashadi.

Masalan 7. -2x+4x’-6x’+8x’ —...+(~1)"-2n-x>" +.. qatorning
x e(-L1) oraliqda yig‘indisini toping.

Yechish: Qatomni ([0, x] bu yerda xe(-11)) oraligda integrallash
geometrik qatorga olib keladi:—x>+x* —x®+x* —..+(-1)"x" + ... Bu esa
geometrik progressiyaning yig‘indisini beradi:

2
b =-x%, q=—x’nS=——b‘ = xz.
1-g 1+x

Berilgan qatorga qaytamiz, uning yig‘indisini esa S(x) ni differensiallab

i7e o V| _ x* - 2x
topamiz: S(x)—( 1+sz m
Masalan 8. Qatorning xe(-11) oraligda yig‘indisini toping:

xz x’
X+t .
2 3

Yechish: Qator yaqinlashish oralig‘ida hadma-had
differensiallanib geometrik qator ko‘rinishiga keltiriladi.
§(x)=1+x+x’+x’+.., uning yig‘indisi s= fl_ (b, =1, ¢=x). Qatorning

286



yig‘indisini [0; x] oraliqda (bundaxe(-11)) integrallab topamiz:
S(x): ]S'(x)dx = ]‘% = —ln]l —x]

Masalan 9. Qatorni hadma-had differensiallab, yig‘indisini
toping:

2 4

X x
I+ —+—+..
2
4 6 k4 3 5
Yechish: s(x)= l+—+—+x—+5—+ T 2 S
2 a e 8 3 s

2 4
S’:l+%+§'—+...=s.Demak, 5"(x)-S(x)=0. k*-1=0, k,=%I
S(x)=ce™ +c,e*.  8(0)=1, §'(0)=0

=1 X_ —-X
Shartlardan {%*% ¢, =1, ¢ =-1. Demak, s()= %=
—¢ +c, =0 2 2 2

Masalan 10. Elementar funksiyalami qatorga yoyilmasidan
foydalanib, quyidagi funksiyalarni darajali qatorga yoying:
1+x

=)= ln—;-

5
x' X

2 3
Yechish: f(x)= m”—‘-m(ux) in1-x) == S 22 T -
2 3 4 5
_(_x_x‘_x__x___x__ )= 2x +Ex_+2i+m
2 3 4 s 35
ln(l+x)

14+x

Masalan 11. Funksiyani darajali qatorga yoying: y=

Yechish: y=ﬂL’;i), [y )dlen(lﬂ) ln2(12+x)+c

ek = (x——+—3— LS +..)-(1—x+x2+...+(—1)"x""+n)

3
y(x):x——;xz +%x’ 4.
Masalan 12. Funksiyani darajali qatorga yoying: y=esinx.
Yechish: y(0)=0 #0)=0
Yy =—€sinx+e *cosx=e " (cosx—sinx) y'(0)=1
y'=e sinx—ecosx—e cosx—e  sinx
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”

y"=-2e"" cosx y"(0)=-2
y"=2e" cosx+2e " sinx y"(0)=2
Y ==2e" (oos X +sin x)+ 2e” (oos x—sin x) y""(0)=0

y'"=—4e " sinx
Y™ =4esinx—~4e* cosx =de*(sinx—cosx)  y™(0)=—4
Y™ =—4e*(sin x —cos x)+ de *(cos x +sinx)  y"(0)=8

—x s x 2 3 4 5 8 6
e sSmxX=xX——+—X ——X"+—X +...
13 5! 6!

Masalan 13. Funksiyani darajali qatorga yoying: y=In{6+x—x?).
Yechish:

y=m(6+x—x*)= ln(3—xx2+x)=ln(3—x)+ln(2+x)=ln3+ln(1—§)+lnz+ln(l+—;£)=

=in6+3 1y "fn +g(—1)"*1 2"—” = m6+gﬂ:(i+l)-x~

por 3" n 3" 2"

Ba’zi funksiyalarning darajali qatorga yoyilmasi quyidagicha:

1 3.2 5.7 4
l.tex=x+—x"+—x"+—x" +...
S N T TT:
x’ x’
2. sin(x+a)=sina+xcosa—jsina—§cosa+...

2 3
. X X .
3. cos(x+a)=cosa—xsma—§oosa+ ?sma+...

4

4, coszx=l+lcoSZx=l—x2+x———x6+...
2 2 3 45
! x 3 5
l1+x)7 =1+ +=x"+—x’ —..
5. (1+x) R T
1 x 3 5
ltx)2 =152+ F=x' -
6. (L£x)7 =177+ x5 fox
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. 2 4
g &M =l+x+——-"—+..
' 2 8

2 3
X

9 e =ltx+ it
) 2 8

1+x 2 2 2,

10 In—==2x+=Zx*+Zx° + Sx7 4.
1- 37 757 7
3
11. ln(x+«/x2+l.)=—h1(«/l+x2 —x)=x—x—+_3_x5__5_x7+
6 40 112
12, Inking|=lnj- X X~ X g pcn
: 6 180 2835
2 4 6 8
13, meosx=-X % _* I~ 7 . &
2 12 45 2520 2 2
1, 7 62 P
Inftgx| =Inlx|+ —x* + —x*+ —x*+.., O<[x<=
14. Infiex|=Injs]+ 3" + 565"+ S35 ™ <H<3

Qatorlar nazariyasining iqtisodiyotdagi ba’zi tatbiqlari

M(k,1)-kxI o‘lchamli haqigiy elementli matritsa to‘plami bo‘lsin.
{4,}e M(k,/) matritsalar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin, ne N .
Masalan 1. 2x2 oflchovli matritsalar ketma-ketligi. 4, = ,.(j)},

i=1,2, j=12 bo‘lsa, uni quyidagicha tushunamiz:

5=

1
()
L R A R
Ta’rif. 4=1{a,} matritsa {4,} matritsalar ketma-ketligining limiti
deyiladi, agar har qanday i va j juftlar uchun lma% =4, i=Ln, j=im
tenglik o‘rinli bo‘lsa.

1
Masalan 2. 2x2 oflchovli 4, ={m}, ne N ketma-ketlik limiti

topilsin.
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e o (1 (2
Yechish: Ma’lumki, 4, _((1/2)' (V“)’J

4((1/2)‘ gﬁﬂ ) 4

Ta’rif. {4, e M(k,1)}, ne N matrisalar ketma-ketligi uchun

A+ A+ 44 +.. )
yig‘indi matritsalar qatori deyiladi.
S,=4, S,=A+4,.., S,=A4+A4+. .+A,. 2)

xususiy yig‘indisi ketma-ketligi.

Ta’rif. Agar {s,} xususiy yig‘indilar ketma-ketligi yaginlashsa,

(1)-qator ham yagqinlashadi.
lims, =5 3)
limit (1)-qatorning yig‘indisi deyiladi.

Masalan 3. 2x2 o‘Ichovli =[(1/ 2y 3y J uchun ot A, o

““\war wsr b
qatorning yig‘indisini hisoblang.

Yechish: S,=4,+4,+..+4,, S, matritsa elementlari maxraji birdan
kichik geometrik progressiyalardir. Shuning wuchun bu qator
yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi §=1lims, =[1/13 :ﬁ)

A k o‘lchovli kvadrat matritsa bo‘lIsin.

E+A+A+..+4"+.. (4)-qator ham muhim hisoblanadi. (4)-
qatorning yaqinlashishi 4 Leontev matritsasining (produktivligi)
mahsuldorligiga ekvivalentdir.

Ta’rif. k o‘lchovli 4 kvadrat matritsa va q,+ax+ax* +..+ax"+...

darajali qator berilgan bo‘Isin.

a,+ad+ad +. . +a A" +...=ia,A” (5)

qatorga darajali matritsaviy qator deyiladi.
(5)-qatorning  yagqinlashishi oddiy = darajali  qatorning
yaqinlashishiga keltiriladi. 4 son 4 matritsaning xos qiymati deyiladi,
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agar shunday x#0 vektor topilsada ular uchun 4x=4x munosabat o‘rinli
bo‘Isa.
(5)-qator bilan birga

a+aid+al +. . +al +. .= ia_l" (6)

qatorni ko‘rib chigamiz.

Ta’rif. Agar A matritsaning har qanday 4 xos qiymati uchun (6)-
qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda (5)-matritsaviy darajali gator ham
yaqinlashuvchi deyiladi.

Agarda 4 matritsaning Frobenius soni birdan kichik bo‘lsa, u
holda A.Leontev matritsasi mahsuldor bo‘ladi. Haqigatan ham, A
nomanfiy matritsa unumdor deyiladi, agarda E+ A4+ 4+ £ +..+ 4" +...
darajali matritsaviy gator yagqginlashuvchi bo‘lsa. Yuqoridagi
mulohazalardan ma’lumki, bu matritsaviy qator yagqinlashishi uchun 4
matritsaning har qanday 4 xos soni uchun 1+1+#+..+ 4 +... sonli qator
yaqinlashsa. Bu qator |4|<1 shartda yaqinlashadi. 4 nomanfiy matritsa
bo‘lgani uchun uning modul bo‘yicha maksimal qiymati 4, haqiqiy va
nomanfiydir. Shuning uchun matritsaviy qatorning yaqinlashishi 4, <1
shartga ekvivalentdir.
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11. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti va uzluksizligi

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya ta’rifi, uning aniglanish va o‘zgarish
sohasi tushunchalarini kiritgan edik.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarga doir misollar keltiramiz.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarni Zz=f(x,x,,...,x,) ko‘rinishda ifoda
etamiz.

L z-JR 7 =

Bu funksiyaning aniqlanish sohasi  D(z)={x;x,):x? +x2 <R*}
to‘plamdan iborat. Bu to‘plam markazi 0 (0,0) (koordinata boshi)
nugqtada, radiusi R (R>0) bo‘lgan doiradir.

1

2. z= .
xl-xz

Bu funksiyaning aniqlanish sohasi D(z)={(x;x,):x, #0, x, =0}
to‘plamdan iborat. Bu to‘plam X;0X: tekislikdan OX; va OX: koordinata
o‘qlarini chiqarib tashlashdan hosil bo‘ladi.

3. Z=ax +a,x,+---+a,x,+b funksiya chiziqli funksiya deyiladi,

bu yerda g,,q,,---,a, 0°zZgarmas sonlar.

4. 2= axx,, a; 0‘zgarmas son va a, =a,. Bu funksiya kvadratik

funksiya deyiladi.
5. Igtisodda uchraydigan asosiy tushunchalardan biri, bu foydalilik
funksiyasidir. Ko‘p ofzgaruvchili foydalilik funksiyasiga misol

tariqasida quyidagi funksiyani keltirish mumkin: Z=z":a,ln(x,, -¢), bu
yerda @, >0vax,>¢; 20, Funksiyaning  aniqlanish  sohasi
D(Z)={x: x,>c;, i=1,n} to‘plamdan iborat. Bu funksiya o‘zgarmas
egiluvchanlik funksiyasi deyiladi.
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6. Ko‘p o‘zgaruvchili ishlab chiqarish funksiyasiga misol
tariqgasida quyidagi funksiyalarni keltirish mumkin:
a) z=b,x"x. Bu funksiya Kobba-Duglas funksiyasi deyiladi. Bu yerda,
x, mehnat xarajatlari, x, ishlab chiqarish fondlari hajmini bildiruvchi
o‘zgaruvchilardir.
by,b, ea b, ishlab chiqarish texnologiyasi orqali aniqlanadigan
parametrlardir.
b)  Z=a,(ax? +a,x;” )‘; Bu funksiya almashtirishning o‘zgarmas
egiluvchanlik funksiyasi deyiladi.

Ta’rif. Z=f(x1xz,...,x») ko‘p o‘zgaruvchili funksiya grafigi deb
quyidagi

l"(f):{(Z,x,,xz,...,xn):Z =f(x,,xz,...,x,,),(xl,xz,...,x,,)eD(f)}

to‘plamga aytiladi. Bu yerda, D(f) funksiyaning aniqlanish sohasi bo‘lib,
I'(f)c R munosabat o‘rinlidir.

Ta’rif. Zz=f(x,x,,...,x,) ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning
o‘zgarmaslik chizig‘i yoki o‘zgarmaslik sirti deb ushbu

{(x,,xz,...,xn)e D(f):f(xl,xz,...,x")zc}

to‘plamga aytiladi. Bu yerda, c = cons.

Masalan, z=x*+)? ikki o‘zgaruvchili funksiya grafigi, &’uch
o‘lchovli fazoda uchi koordinata boshida bo‘lgan cheksiz konusdan
iborat bo‘ladi.
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Z=\x*+y* funksiyaning o‘zgarmaslik chiziglari, markazi
koordinata boshida bo‘lgan, xor tekislikda joylashgan aylanalardan
iborat bo‘ladi. Chunki ¢>0,x*+)*=c¢* tenglik aylana tenglamasini
aniglaydi.

x=(x,%,...5,)eR" va y=(,»,...v.)eR" bo‘lsin. Bu nugqtalar
orasidagi masofa d(r,y) deb quyidagi tenglik orqali aniglangan songa
aytilishini eslatib o‘tamiz:

d(x,y) = = 1)+ -, ++(x, -, )

Ta’rif. Markazi x=(x,x,,....,x,) nuqtada, radiusi >0 ga teng ochiq

shar - s(x,R) deb, quyidagi to‘plamga aytiladi:
S(x,R)={y:d(x,y)< R}

Izoh: £>0 son uchun $(x,¢)—x nuqtaning, « s—atrofi» ham deyiladi.
S(x,R)={y:d(x,y)< R} to‘plam esa yopiq shar deyiladi.

Ta’rif. Agar Lm S, x,,-..,x,)=a tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda a

son Z= f(x, x,,...,x,) funksiyaning, x=(x, x,,...,x,) nuqta x, = (xl(o), £, .,xf’))
ga intilgandagi limiti deyiladi. Agar tenglik o‘rinli bo‘lsa. Bu hol
quyidagicha yoziladi: tim f(x)=a

Misollar:

1. Z=\1-x*—y* funksiyaning aniglanish sohasi
Dz)={xy):x* +y* <1}, ya’ni xo¥ tekislikda markazi koordinata boshi (0,0)
nugqtada, radiusi 1 ga teng bo‘lgan doiradan iboratdir.

2. Z=x-y funksiyaning o‘zgarmaslik chiziglari XOY tekisligida

xy=c, ya’ni y:% tenglama orqali aniqlangan giperboladan iborat

bo‘ladi.
24 x2 x2+x2x,lx2+xz+l+l)
3. tim A% =£im(’ e :eim(,/xf+x§+1+1):2.
;‘;:?,\/x,z+x§+l—l e X +x; +1-1 e

Ta’rif. Agar Z=f(x, x,,....x,) funksiya x, ={(x®,x?,..x®) nuqtaning
biron-bir atrofida aniqlangan bo‘lib, tim fx)=£(x,)
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tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda bu funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Masalan 4. Z= 21 - funksiya x*+y*#0 munosabatni
X +y

qanoatlantiruvchi nuqtalarda, ya’ni koordinata boshidan farqli barcha
nuqtalarda uzluksiz bo‘ladi.  Bu funksiya (0,0) nuqtada uzluksiz
bo‘lmaydi. Ammo

x2y2

x2+y?
fxy)=
0

agar x*+y* 20

agar x=0, y=0

funksiya xoy tekislikning barcha nugqtlarida uzluksiz bo‘ladi.
Uzluksizlikni (0,0) nuqtada tekshirish yetarlidir.
Y tim ! =0=1(0,0)

£im 2 2 =
(=200 x* + y ;::g

RIS
y2 x2

Xususiy hosilalar
Z=f(x, x;,...,x,) ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning barcha =x,
argumentlariga Ax, orttirma beramiz, u holda funksiya quyidagi A:

orttirmani
Az= f(x, +Ax,, x,+Ax,,--,x, +Ax")—f(x,,x2,...,x")

hosil giladi. Bu orttirma funksiyaning to‘liq orttirmasi deyiladi. Agar
Z=f(x, x;,.-,x,...x,) funksiyaning faqat i argumenti bo‘lgan =,
o‘zgaruvchiga Ax, orttirma berib, qolgan o‘zgaruvchilarni o‘zgarmas deb
qarasak, u holda funksiya hosil qilgan orttirma A : quyidagicha
aniqlanib,
Ax'z=f(x,,x2,...,x,._|,x,. +Ax,.,x,.+,,...,x")—f(x,,xz,...,x,,...,x_)

bu orttirma funksiyaning xususiy orttirmasi deyiladi.

Masalan 5. :=x funksiyaning to‘liq va xususiy orttirmalarini
topaylik:

295



Az =(x+Ax)y + Ay)—xy = x-Ay + y- Ax+ Ax - Ay
Az=(x+Ax)y-xy=y-Ax,
Ayz=x-(y+Ay)—xy=x-Ay
Ta’rif. z=f(x,x,...x,) ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning x;
o‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy hosilasi deb, x; o‘zgaruvchidan boshqa
o‘zgaruvchilarni o‘zgarmas deb qaraganda hosil bo‘lgan bir
o‘zgaruvchili, ya’ni x; o‘zgaruvchili funksiyaning, x; o‘zgaruvchi
bo‘yicha olingan hosilaga aytilib, gz:,g{— yoki f; shaklda belgilanadi,

(4 (4

ya’ni xususiy hosila quyidagi limit orqali topiladi:

A z
— = lim X
B, a0 Ax,
Masalan 6. Z=Xx-y funksiya uchun uning xususiy hosilalari
oz oz
xossalari quyidagicha bo‘ladi —=y, —=x.
quyidag Ox ¥ oy
z=arag > funksiya uchun esa
y
&_ 1 1y & 1 (x) y
N a L P2 I R R
6yl+x_zy Yy tx any_zy yitx
y y

56;_ xususiy hosila, o‘z navbatida, yana ko‘p o‘zgaruvchili funksiya

bo‘lgani uchun, uning yana xususiy hosilalarini topish mumkin. Bu
xususiy hosilalar ikkinchi tartibli xususiy hosilalar deyiladi. Xuddi
shunga o‘xshash uchinchi va hk. tartibli xususiy hosilalarni kiritish
mumkin.

Bu hosilalar quyidagicha belgilanadi:

8z of oz
= —— |—ikkinchi tartibli y hosila;
o, o Gxi(ax,] ikkinchi tartibli xususiy hos
3 2
8;’,92;):, =5%[6—§)—uchinchi tartibli xususiy hosila,
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0z
) kw2
ax,? O .. 0%, n— tartibli xususiy hosila
k+k+..+k, =n
Umuman, aralash hosilalarda tartibning ahamiyati yo‘q, ya’ni
masalan, quyidagi tenglik o‘rinlidir 0z _ &z
Ox,0x,

Ox, ox,

bu aralash hosilalarni uzluksiz deb qarash kerak.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya differensiali

Avval aytganimizdek, matematik uslublarning tatbiglari taqgribiy
hisoblashlar bilan uzviy bog‘langan bo‘lib, bir o‘zgaruvchili funksiya
uchun taqribiy hisoblashlar funksiya differensiali asosida olib borilishini
aytib o‘tgan edik. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uchun differensial
tushunchasini kiritish mumkin.

Ta’rif. Z=f(x,x,...x,) ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning
differensiali deb, 4z shaklda belgilanib quyidagicha aniglangan ifodaga
aytiladi:

4 4 oz
dZ = —Ax, + —Ax, +---+ —Ax,
ax, 1 axz 2 ax" (]
Bu yerda, dr, =Ax, tenglikni e’tiborga olsak, 4z differensial uchun
quyidagi tenglikni yoza olamiz: iz =% & +a—2dx2 v P,
o, ox, ax,

Ta’rif. Agarda x nuqtaning yetarli kichik atrofida, uning to‘lig

orttirmasi Az ni quyidagicha ifodalash mumkin bo‘lsa,
AZ=dZ+0(JAxf+Ax§+---+Ax:),

u holda z=f(x,x,...,x,) ko‘p o‘zgaruvchili funksiya x=(x,x,,...,x,)
nugtada differensiallanuvchi deyiladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uchun uning
berilgan nuqtada barcha birinchi tartibli xususiy hosilalarining
mavjudligidan, shu nuqtada funksiyaning differensiallanuvchi ekanligi
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kelib chigmaydi. Quyidagi teorema ko‘p o‘zgaruvchili funksiyani
differensiallanuvchi bo‘lishligining yetarli shartini ifoda etadi.
1-teorema. Agar Z-=f(x,x,,....x,) ko‘p o‘zgaruvchili funksiya
x=(x, x,,....x,) nuqtaning biron-bir atrofida barcha birinchi tartibli
—;—z—,i:I,Z,...,n, xususiy hosilalari mavjud bo‘lib, bu xususiy hosilalar x

i

nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda z= f(x, x,,...,x,) funksiya shu nugtada
differensiallanuvchi bo‘ladi.

Biz bu teoremani isbotsiz qabul gilamiz. Shuni ta’kidlash lozimki,
xuddi bir o‘zgaruvchili funksiyalardagi kabi, ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyalar uchun ham yuqori tartibli differensial tushunchasini kiritish
mumkin.

Yo‘nalish bo‘yicha hosila va gradient.

4=(a,,a,,....,a,) Va B=(b,b,,....b,) nuqtalar uchun boshi 4 nuqtada,
oxiri B nugtada bo‘lgan 4B vektor quyidagicha aniglanadi:

AB =(b, -aq, b, —~a,, b, -a,)
Vektor, odatda bitta kichik lotin harfi bilan belgilanadi, masalan,
a=(a,a,,a,)

Bizga ma’lumki o vektorning uzunligi uchun [a|= Jaf +a} +--+a? .
a va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi esa a-b=apb, +a, -b, +---+a, -5,
tenglik orqali aniglanadi. Bundan tashqari, « va b vektorlar orasidagi

#(0 <@ < z) burchak ushbu cosg = i
[l

tenglik orqali topiladi. a=(g,,a;.....a,) vektorga parallel va
x, = (@, x9,..,x®) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi quyidagi
tenglik orqali beriladi:

x=t-a+ Xy
Bu yerda, x=(x,x,...x,), ¢ hagigiy son. Ya’ni bu to‘g‘ri chiziqda
yotuvchi x nuqtaning koordinatalari x, =¢-a,+x, i=12,...,n ko‘rinishida
bo‘ladi.
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Agar a=(a,.a,,...,a,) birlik vektor, ya’ni H:l bo‘lsa, u holda i

koordinatasi 1 ga teng bo‘lib, qolgan koordinatalari nolga teng bo‘lgan
e birlik  vektor  uchun quyidagilarni  hosil  qilamiz
a-e =a, =‘;}-}Z|-msa, = cosq;
Bu yerda, o, burchak a« va ¢ vektorlar orasidagi burchakni

bildiradi.

Demak, l;l =1 bo‘lgani uchun cos’ @, +cos’a, +---+cos’a, =1.
Ushbu cosq,, i=12,.,n, qiymatlar & vektorning yo‘naltiruvchi
kosinuslari deyiladi. Demak, birlik a vektorni a=(cosa,, cosa,, -,cosa,)
ko‘rinishda ifoda etish mumkin.

a birlik vektor bo‘lsin, u holda Ar son uchun quyidagi orttirma
Az =f(x+At-Z)—f(x)=f(x, +Atcosa,,x, + Atoosa,,...,x, +Atcosa, ) - f(x,,x,,...,x,)
z=f(x, x,,..,x,) funksiyaning x=(x,x,....x,) nuqtadagi a vektor
yo‘nalishi bo‘yicha orttirmasi deyiladi.

Ta’rif. z=f(x,x,...x,) ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning

x=(x,x,...,x,) nuqtadagi a« vektor yo‘nalishi bo‘yicha hosilasi oz deb,

da

quyidagicha aniqlangan migdorga aytiladi: z—f = tim St A’A':' —f (x),
a -0

92 hosila z=f(x, x,,...x,) ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning a

vektor yo‘nalishi bo‘yicha o‘zgarish (o‘sish yoki kamayish) tezligini
bildiradi.

Xususan, agar e =(0,0,...0,1,0,....,0) i koordinatasi 1 ga, boshqga

0z 9z

koordinatalari nolga teng bo‘lgan birlik vektor bo‘lsa, u holda =" 3x
e, i

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Murakkab funksiya hosilasi formulasiga asosan,
quyidagi tenglikni ko‘rsatish mumkin
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Ta’rif.z = f(x,, x,,....x,) funksiyaning gradienti deb ushbu
_(8z oz o iladi
Vz_(axl o on ) vektorga aytiladi.

Ta’rifga ko‘ra, funksiyaning yo‘nalish bo‘yicha hosilasini quyidagi

skalyar ko‘paytma ko‘rinishida ifoda eta olamiz: % =Vz-ad

Bu skalyar ko‘paytmada a vektor v: gradient yo‘nalishi bilan
ustma-ust tushsa, yo‘nalish bo‘yicha hosila o‘zining eng katta giymatiga
erishadi. Demak, funksiya gradienti vz vektor, funksiya o‘sishining eng
katta bo‘lgan yo°nalishini aniglar ekan.

Masalan 7. Funksiyalarning aniqlanish sohasini toping va
grafigini chizing:

a) z=xz+y2; b) z=\/m .

Yechish: a) bu funksiya x va y ning barcha
giymatlarida aniqlangan —w<x<+00; —0<y<+o.
Uning grafigi aylanma paraboloid deb ataladigan
ikkinchi tartibli sirtdan iborat. Aylanma
paraboloid y? =2pz parabolani Oz o‘qi
atrofida aylantirishdan hosil bo‘ladi. Bu esax®+y*=2pz
funksiyaning grafigidan iborat bo‘ladi.

b) z=./R?~x* —y* funksiyaning aniglanish sohasi
ildiz ostidagi ifodaning nomanfiy bo‘ladigan
barcha qiymatlari, ya’ni x*+y* <R* dan iborat.
Bu funksiyaning grafigi radiusi R bo‘lgan
sferaning yuqori yarmi bo‘lgan
ikkinchi tartibli sirtdir. Chunki funksiya o‘zining
aniqlanish sohasida fagat nomanfiy qiymatlar qabul giladi.
In(1-x*> - y%)

Masalan 8. Limitlarni hisoblang: i
SRR
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P ——

Yechish: x va y nuqtalar orasidagi masofa p=\x*+)* deb
belgilash kiritamiz. x—0, y—0 dan p—0 ekanligi kelib chiqadi

In(1— —(2p)
Demak (1-x>-y*) = lim ML= P _ - Iim {00~ P . 1-p° -0

2 eyt e p 0 pf = 1

Masalan 9. Limitlarni hisoblang: ;.

-»ox“‘y
y0

Yechish: (0, 0) nuqtaga y = kx tof g ‘i chiziq bo‘yicha
yaqinlashamiz. Agar y=kx bo‘lsa, u holda Iim-=2_ 2xkx 2k

H"x +y xﬁx2+(kx)2=l+k2’

ya’ni limit to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientiga bog‘liq chiqdi.
Lekin funksiyaning limiti (x, y) nuqtaning
(0, 0) ga qaysi yo‘nalishda yaqinlashishiga bog‘liq bo‘lmasligi kerak.
Demak, qaralayotgan limit mavjud emas.

Masalan 10. f (x, y) = x* + »* funksiyaning uzluksizligini
tekshiring.

Yechish: (xo; yo) nuqtada funksiyaning to‘liq orttirmasini
hisoblaymiz:

Af (x0, yo) = f (xo + Axo; yo + Ayo) — f (xo, yo) = (x0 + Axo)* + (yo + Ayo)
—x0° —yo® = 2Axx + Ax2 + 2Ayy + Ay? = Ax(2x + Ax) + AyQ2y + Ay).
bundan esa Jim (AF (%, %) = im (Ax(2x + Ax) + Ay(2y + Ay) = 0 ekanligini topamiz.
Demak, yuqoridagi ta’riflarga ko‘ra f (x, y) funksiya (xo, y0) nuqtada

uzluksiz.
Masalan 11. Funksiyani (0;0) nuqtada uzlusizlikka tekshiring:
z= X +y
-y’
Yechish: (0;0) nuqtaga y=kx to‘g‘ri chiziglar bo‘yicha
yaqinlashamiz.

U holda lim ™Y = jim **** _1*k T imitlarning qiymati turli  larda turlicha

xxyx—'oxerl—

bo‘ladi. Demak, ikki o‘zgaruvchili funksiyaning limiti mavjud emas va
(0; 0) nuqta funksiyaning uzulish nuqtasi.
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Masalan 12. Funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblang: f (x,
y)=x.
Yechish: 9}% xususiy hosila hisoblanayotganda y ni o‘zgarmas

deb qaraladi: %:(x’)',= y-x?. Endi x o‘zgaruvchini o‘zgarmas

kattalik deb qarab, %(yi) Xususiy hosilani hisoblaymiz:

%=(x’),:x’-lnx.

Masalan 13. Funksiyaning differensialini hisoblang: z = x% — x>
Yechish: —g;— = (xly—xyz)', =2xy-y, % = (xzy—xyz)', =x*-2xy.
dz = Qxy—y*dx + ( x*-2xy)dy

Ko*p o‘zgaruvchili funksiyalarning lokal ekstremumlari

Ta’rif. Agar z=f(x, x,,...,x,) funksiya x, =(x?, x©,...x%) nuqtaning
biron-bir atrofida aniglangan bo‘lib, shu atrofdan olingan istalgan x
uchun r(x)< f(x,) (f(x)> f(x,)) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda xo nuqta
Z funksiya uchun lokal maksimum (lokal minimum) nuqta deyiladi.

Xuddi bir o‘zgaruvchili funksiyadagi kabi ko‘p o‘zgaruvchili
funksiya uchun ham ekstremumning zaruriy va yetarli shartlari haqidagi
teoremalarni isbot qilish mumkin.

2-teorema (Ekstremumning zaruriy sharti). Agar xo nuqta f{x)
funksiya uchun ekstremum nuqta bo‘lib, shu nuqtada funksiya

differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda ﬁi;_("—oko, =12

ya’'ni xo nuqtada funksiya gradienti nol vektorga teng bo‘ladi:
Vf(x)=(0,0,...,0)

Bu teoremadan, agar xo nuqta differensiallanuvchi funksiyaning
ekstremum nuqtasi bo‘lsa, xo nuqtadagi istalgan yo‘nalish bo‘yicha
funksiyaning hosilasi nolga tengligi kelib chiqadi, chunki
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6—£=Vf-;=zo-oosai =0.
da i=1

Endi ko‘p o‘zgaruvchili funksiya ekstremumning yetarli shartini
keltiramiz.

z=flx, x,,....x,) ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning x, =(x?,...,x?)
nuqtaning biron-bir atrofida barcha ikkinchi tartibli xususiy hosilalari
mavjud va uzluksiz funksiya bo‘lsin. U holda istalgan 1<i, j<» uchun
o,  oxx,
Agar %fa(x—") =a,(x) belgilashni kiritsak, ushbu kvadratik matritsa

au(x) a12(‘x)" - a,, (x)

A(x)= aZI(x) an(x)... a,, (x)

a,(x)a,(x).. a,(x)

a, =a, bo‘lgani uchun simmetrik matritsa bo‘ladi. Avval ko‘rganimizdek
har bir simmetrik kvadratik matritsa kvadratik forma hosil qgiladi. 4(x)
matritsaga mos keluvchi kvadratik formani L(x) bilan belgilaymiz.

Ta’rif. Agar z=f{x) funksiya uchun vf(x,)=0 bo‘lsa, xo nuqta f(x)
funksiyaning statsionar yoki kritik nuqtasi deyiladi.

3-teorema. Agar f(x) funksiya uchun x, =(x, 9, .,x) statsionar
nuqtaning biron-bir atrofida ikkinchi tartibli hosilalari mavjud va
uzluksiz bo‘lib, shu xp nuqgtada L(x¢ kvadratik forma musbat (manfiy)
aniqlangan bo‘lsa, u holda xo nuqta f{x) funksiyaning lokal minimum
(lokal maksimum) nuqtasi bo‘ladi.

Xususan, agar biz z=f{x,y) ikki o‘zgaruvchili funksiya uchun shu
teoremani qo‘llasak quyidagini hosil qilamiz.

(x,.¥,) NuUqta z= f(x,y) funksiyaning statsionar nuqtasi, ya’ni

af(xo’yo): af(xo’)’o): 0
ox oy

af af

bo‘lib, nugtaning biron-bir atrofida 2 =4, &L —4, 0L _,
ey Uy
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ikkinchi tartibli hosilalar mavjud bo‘lsin. U holda,
_ alx(x’Y) alz(an’)
A(xa y) -

a21(x’y) azz(x’)’)
simmetrik kvadratik matritsaga mos keluvchi L(x, y) kvadratik formaning
(x,,y,) nuqtada musbat aniqlangan bo‘lishi uchun

an(xo’)"o)> 0,

an(xov)’o) alz(xo’}’o)J >0
azl(xo’yo) azz(xo’)"o

bo‘lishi lozim. Demak, statsionar (x,,y,) nuqta z= f(x,y) funksiya uchun
lokal minimum nugqta bo‘lishi uchun

(%0, 70) > 0, @, (%, 70 )- @r5(xo, ¥0 )~ alax0, ¥0) > 0
shartlarning bajarilishi yetarli bo‘lar ekan. (x,,y,) nuqta lokal minimum
nugta bo‘lishligi uchun esa

an(xo’yo)< o,

au(xo»}’o) alz(xo’)’o)
>0,

2150, 30) a0, 3
ya’ni a“(xo,yo)<0, a”(xo,yo)azz(xo,yo)—a,zz(xo,yo)>0
shartlarning bajarilishi yetarli.
z= f(x,y) funksiyaning (x,,y,) statsionar nuqtasi uchun
a0, %) arafx0, 7o)~ aly(0, 70 ) < 0
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, (x,,y,) nuqta ekstremum nuqta emasligi kelib
chigadi.

Masalan 1. z=x’+)°-3x funksiyani ekstremumga tekshiraylik.
Buning uchun dastavval uning xususiy hosilalarini, keyin statsionar
nuqtalarini, so‘ngra ikkinchi tartibli hosilalar yordamida ekstremum
nuqtalarni aniqlaymiz:

§—z—=3x2 -3y, E=3y2--3Jc

ox oy
3 -3y=0 -y=0
x T = Ty :>x‘—x=0:>x(x3—l)=0
3y’ -3x=0 Yy -x=0

x =0, x, :l:>(0, 0) va (1, 1)
nugqtalar statsionar nuqtalar ekan.
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&z 8’z 8z
=a—x2=6x, a,=——=-3, a,,

axdy Toy
au(xa.V) au(an’)J

6x -3
=36xy-9
azx(x’Y) azz(x’y -3 6

bo‘lgani uchun (o, 0) ekstremum nuqta bo‘lmaydi, chunki
a”(0,0) 012(0:0) 0 -
=-9<0.
a,,(0,0) a,,(0,0) |-3
Lekin (1, 1) nuqta funksiyaning lokal minimum nugqtasi bo‘ladi, chunki

1L1) a,(1, 1
a,0,1)=6>0 va ,””( ) )J=36—9=27>0.
a2l(1’ 1) azz(lr 1

min z(x;y)=z(1;1) = -1.

a,,

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari

Dastavval R" fazodagi ayrim tushunchalar bilan tanishib chiqaylik.

Ta’rif. Agar Bcr" to‘plam berilgan bo‘lsa, shunday R>0 son
mavjud bo‘lsada, bu son uchun Bc<s(o, ) munosabat o‘rinli bo‘lsa,
ya’ni markazi koordinata boshida va radiusi R ga teng bo‘lgan shar 3
to‘plamni oz ichiga olsa, u holda Bc Rr" to‘plam chegaralangan to ‘plam
deyiladi.

Ta’rif. Agar shunday £>0 son berilgan bo‘lsa, bunda S(x,£)c B
munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holdaBcr" to‘plam uchun x nuqta ichki
nugqta deyiladi.

Ta’rif. Agar istalgan ¢>0 son uchun $(x,£) sharda B to‘plamga
tegishli va B ga tegishli bo‘lmagan nuqtalar mavjud bo‘lsa, ya’ni
S(x,e)nB2@ va S(x,£)(R"\B)= @ bolsa, u holda 5cr" to‘plam uchun x
nuqta chegaraviy nuqta deyiladi.

Ta’rif. Agar BcR"to‘plamning barcha chegaraviy nuqtalari ham
shu to‘plamga tegishli bo‘lsa, u holda bu to‘plam yopiq to ‘plam deyiladi.
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Bir o‘zgaruvchili funksiya uchun isbot qilingan Veyershtrass
teoremasini ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uchun ham isbot gilish mumkin.

4-teorema (Veyershtrass teoremasi). Agar z= f(x,, x,,...,x,) ko‘p
o‘zgaruvchili funksiya chegaralangan yopiq B to‘plamda uzluksiz
bo‘lsa, u holda bu funksiya 8 to‘plamda chegaralangan bo‘lib, shu
to‘plamda o‘zining eng katta va eng kichik qiymatlariga (global
ekstremumlarga) erishadi, ya’ni shunday k>0 musbat son,
%= (0, x9,..x®)eB va y,=(®,9,..,y®)eB nuqtalar mavjudki, ular
uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli bo‘ladi: |f(x)<k VxeB va

Fr)=suptr () 70n)=ing (7o)

Shuni ta’kidlash lozimki, funksiya global ekstremum qiymatlarga
B to‘plamning chegaraviy nuqtalarida erishishi mumkin.

Masalan 2. z=¢~".(2x* +3y?) funksiyaning x*+y’> <4 tengsizlik
bilan berilgan $(0,2) yopiq shardagi eng katta va eng kichik giymatlarini

topaylik.
Dastavval s(0,2) ochiq shardagi statsionar nuqtalarni topamiz:
% =o' [-2x{2x? +3y7)+ ax]= 25 2 (257 +3y7)]
X
g_z = e [ 2){2x? +3p%)+ 6y]= 2y - 252 +3y?)]
y
gzzo x=0 = y-{I-3*)=0
oz = =
5:0 y=0:>x-(l—x2):0

Demak, (0,0)(0,+1) va (+1,0) nuqtalar qaralayotgan funksiyaning
statsionar nuqtalari bo‘ladi. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni
keltiramiz:

?‘;—f = e‘(’x”z)(&x‘ +12x%y% —20x* - 6y + 4): a,(xy)

8%z
oxoy

= e'(”*’l)(8x3y+ 12x° - 20xy)= a,,(x. )

2
—gy—f = e*”*“’(lzy‘ +8x7)2 —30)% —4x? +6)=ay,(x, »)
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Bundan (0,0) nuqtada a::(0,0)=4, a:2(0,0)=0, a2:(0,0)=6 bo‘lib a;;>0 va
a,-a,-ah,=24>0 bo‘lgani uchun (0,0) nuqta lokal minimum nuqtasi
bo‘ladi va z(0,0)=0.

(0.£1) nuqtada q,(0.£1)=-2¢", 4,(01)=0, a,(0+1)=-10-e" bo‘lib,
a,<0 va a,-ay,-a}=20-¢*>0 bo‘lgani uchun, (0,+1) nugta lokal
maksimum nugqtasi bo‘ladi va z(0,£1)=3.¢™.

(£1,0) nuqtada a,,(+1,0)=-8e", a,(x1,0)=0, a,(+1,0)=2¢" bo‘lib, a,, <0
va a,-a,-a},=-16e” <0 bo‘lgani uchun, (x1,0) nugta ekstremum nuqta
emas. ‘

Endi berilgan funksiyani 5(0,2) sharning chegaraviy nuqtalarida,
ya’ni x’+y*=4 tenglikni ganoatlantiruvchi nugqtalarda tekshiramiz.
#* +y* =4 bo‘lsin, u holda z = )2x? +3y7)=e~fx? + y?)+ 32 ]= e 8+ 7).
Bundan x* + y* =4 bo‘lganda quyidagi tengsizlik kelib chigadi:

8-2"5z=e"(8+y2)Se"-12,

ya’ni z{+ 2,0)=£4 va z(o,:tz)zg sonlar funksiyaning §(0,2) shar
e e

chegarasidagi eng kichik va eng katta qiymatlarini beradi.

Berilgan funksiyaning 5(0,2) yopiq shardagi global ekstremumlari,
ya’ni uning eng katta va eng kichik qiymatlarini topish uchun
funksiyaning s(0,2) ochiq shardagi va chegaradagi maksimumlari ichidan
eng kattasini olsak va, shuningdek s5(0,2) ochiq shardagi va chegaradagi
minimumlar ichidan eng kichigini olsak, mos ravishda global
maksimum va global minimumlarni hosil gilamiz. Qaralayotgan holda
funksiya (0,+1) nugqtada z(0,i1)=§ lokal maksimumga erishadi.

Chegaradagi maksimum giymat esa z(0, ﬁ)_— ga teng. 1—2— <3 bo‘lgani
e

uchun, funksiya 35(0,2) shardagi eng katta giymatga (0, +1) nuqtada

erishdiva z_ =3
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5(0,2) ochiq sharda funksiya (0, 0) nugtada minimumga erishadi va
#(0,0)=0. Chegaraviy nuqtalardagi minimum z(z 2,0)=£4>0 bo‘lgani
e

uchun funksiya 5(0,2) sharda eng kichik qiymatga (0, 0) nugtada erishadi
va Z, =0.

Masalan 3. z=2x?+y’+4x~2 funksiyaning x’+)?<9 doiradagi eng
katta va eng kichik giymatlarini toping.

Yechish: Avval funksiyaning kritik nuqtalarini topamiz. Buning

uchun birinchi tartibli Xususiy hosilalarini nolga
o =4x+4=0

tenglashtiramiz: o
Ou
g = 2y =0.

Bu sistemani yechib: Mi(-1;0) yagona kritik nuqtaga ega
bo‘lamiz. Bu nuqta qaralayotgan sohaga tegishli. Funksiyaning kritik
nuqtadagi qiymatini hisoblaymiz: z(-1;0)=4.

Endi funksiyaning x*+y*=9 shardagi qiymatlarini o‘rganamiz.
y’=9-x? ifodani berilgan funksiyaga qo‘yib z=x’+4x+7 ni hosil
gilamiz. Shu bir o‘zgaruvchili funksiyani ekstremumga tekshiramiz.
Kritik  nuqtalarini topamiz: z'=2x+4=0,x=-2. Funksiyani kritik
nuqtadagi va  sohaning  chetlaridagi (-3<x<3)  qiymatlarini
hisoblaymiz: z(~3)=4, z(-2)=3, z(3)=28.

Demak, z=2x’+)’+4x-2 funksiyaning x’+)y°<9 doiradagi eng
kichik giymati -4 va eng katta giymati 28 ga teng ekan.

Shartli ekstremumlar

Ko‘p hollarda berilgan ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning
ekstremumlarini, uning argumentlari ma’lum shartlarni qanoatlantirishi
asosida topish masalasi qo‘yiladi. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar uchun
shartli ekstremumlar deb nomlanuvchi tushuncha umumiy holda
quyidagicha bayon etiladi.
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Z = f(x;, X3 Xy Xpyse-esXpm) m+m o‘zgaruvchili funksiyaning

ushbu, bog‘lovchi tenglamalar deb nomlanuvchi,

d’i(xla xZ""’xn’xn+l""’xn+m)=0

i=12,...m, x=(xx, X,.,)
tenglamalarni qanoatlantiruvchi nugqtalar ichidan topilgan ekstremumlari
uning shartli ekstremumlari deyiladi.

Ta’rif. Agar z=f(x,x,,...,x,.,) ko‘p o‘zgaruvchili funksiya
% =(0,x,..x? )} nuqtaning biron-bir atrofida aniqlangan bo‘lib,
bog‘lovchi tenglamalarni ganoatlantiruvchi barcha x nugtalar uchun
f&)=<flx) (f&)=f(x,)) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda xo nuqtada
shartli maksimumga (minimumga) erishadi deyiladi.

Berilgan z= f(x, x,,...,x,...) funksiyaning bog‘lovchi tenglamalarni
ganoatlantiruvchi shartli ekstremumini topish uchun Lagranjning
noma’lum koeffitsientlar usulini keltiramiz. Buning uchun quyidagi
yordamchi funksiyani kiritamiz: F(x)= 1(x)+ 4,¢,(x)+ -+ 4,8, (x).

Bu yerda 4,4,,..,4, noma’lum ko‘paytuvchilar deb nomlanuvchi
sonlardan iborat. Kiritilgan F(x) funksiyaning shartsiz ekstremumi (ya’ni
avval kiritilgan ko‘p o‘zgaruvchili funksiya ekstremumi ma’nosida), biz
qarayotgan Z = f(x, x,,....x,) funksiyaning shartli ekstremumi bo‘ladi. Biz
gidirayotgan x, =(x®,x?,..x? ) nuqtani va 1,4,...4, sonlarni topish

uchun

AF(x)
ox

7

=0, j=L2,...n+m

{¢,(x)=0, i=1,2,...m

tenglamalar sistemasini yechish yetarli bo‘ladi, chunki noma’lumlarning
umumiy soni va sistemadagi tenglamalar soni »+2m ga teng.

Masalan 3. z=x funksiyaning x’+y*=2 tenglikni qanoat-
lantiruvchi shartli ekstremumini toping.

Yechish: Buning uchun yordamchi: F(x,y)=x +-(x* + y?)
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funksiyani kiritib, bu funksiyaning shartsiz ekstremumini topamiz. 4
noma’lum ko‘paytuvchi va ekstremum nuqtasi uchun quyidagi
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

2 2 _ 2 2 __

xF+y =2 x4 ypi=2 x +ly =2 /7.=1,(1,—l),(—1,1)
Zo=y+2ax=0 ={(x-p)(1-21)=0={1=—, x=-y= 2 )
ox (x+ y)1+24)=0 2 LG A=—
§£=x+2,1y=0 X=y,A=—= 2
ay 2

Demak, 1= % bo‘lganda F(x,y)=x+ %(xz +?).

(1,-1) va (-1,1) statsionar nuqtalarda funksiyani tekshiramiz.

2 2 2 .
(1-1) ZTIZ:L %:1, ijz =1 Va d°F =(dc+dy)’ 20 bo‘lgani uchun, F(x,y)

funksiya (1,-1) va (-1,1) nuqtalarda minimumga erishadi. U holda z=x
funksiya esa shu nuqtalarda shartli minimumga erishadi va -, =-1.

Agar z:-% bo‘lsa, F(x, y)=xy—%(x2+ y*) va F(x,y) funksiya (1,1) va

(-1,-1) statsionar nuqtalarda maksimumga erishadi, u holda :=x
funksiya esa bu nuqtalarda shartli maksimumga erishadi va z,, =1.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning iqtisodiyotga tatbiqlari

Igtisodiyotda kelib chiqadigan ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning
ekstremumini topish masalasini qaraymiz.

Tovarning har xil turlarini ishlab chigarishdan daromad olish.

Faraz qilaylik x,,x,,...,x, ishlab chiqarilayotgan m turdagi turli xil
tovarning miqdori, ularming birlik miqdordagi narxi mos ravishda
P,p,...P, bo‘lsin. Bu tovarlarni ishlab chiqarishga ketadigan xarajat
funksiyasi berilgan bo‘lsin:

C=C(x,%,,...x,) -

U holda qo‘shimcha qiymat funksiyasi quyidagi ko‘rinishga ega
bo‘ladi.
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II=EBx + Bx, +...+ Px, —C(x,%,..... %, ) (1)
Tabiiyki, qo‘shimcha qiymat maksimumini izlash, (1)-ko‘p
o‘zgaruvchili  funksiyaning x>0 da (boshqa cheklanishlar
go‘yilmaganda) lokal ekstremumini izlash kabidir: gx_n —0, i=12,.,m.

i

Bu shart x,  o‘zgaruvchilarga nisbatan algebraik tenglamalar
sistemasiga olib keladi:

Pi_%(:-:o’ i=l,2,...,m. (2)

(3.12)-tenglamalar sistemasi iqtisodiyotning ma’lum qoidasini amalga
oshiradi: tovaming oxirgi qiymati (narxi) bu tovarni ishlab chigarishga
sarflangan xarajatlarga teng.

Shuni ta’kidlash kerakki, (2)-tenglamalar sistemasini yechish
jarayoni xarajat funksiyasining ko‘rinishiga bog‘liq va ancha murakkab
bo‘lishi mumkin.

Masalan 4. Faraz qilaylik korxonada ikki xil tovar ishlab
chiqariladi, ularning hajmi x va y bo‘lsin p, =8 va p, =10 mos ravishda
bu tovarlamning birlik miqdordagi narxi, C xarajat funksiyasi,
C=x*+xy+y* ko‘rinishda bo‘lsin.

U holda (1) ga asosan x=xx,=y da foyda ikki o‘zgaruvchining
funksiyasi bo‘ladi: I(x,y)=8x+10y—x>-xy—y*.
Lokal ekstremum sharti chizigli algebraik tenglamalar sistemasiga olib
keladi:

2x+y=8
{x +2y=10.

Buning yechimi (2,4) nuqtadan iborat. Modomiki a,=-2<0,
A=aa,-a},=3>0, u holda topilgan nuqta qo‘shimcha qiymat
funksiyasining lokal maksimumini aniglaydi va ] .,=28.

Resurslarni eng yaxshi natija beradigan qilib tagsimlash.

Faraz qilaylik X va Y resurslarning xarajat funksiyasi u=px+p,y
ko‘rinishga ega bo‘lsin, bu yerda p; va p; mos ravishda bu faktorlarning
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bahosi. Ishlab chiqarish funksiyasi « =a,x* bo‘lganda resurslarni optimal
tagsimlash masalasini qaraylik, a,—?

Resurslarni optimal tagsimlashni aniqlaydigan F(x,y,) nuqtada
xarajat va chiqarish funksiyalari urinadi.

Bu chiziglar mos ravishda a,x’=c, px+p,y=4 yoki y=(b/x)"?
y=—p,/ p,)x+ 4/ p, tenglamalar bilan aniqlanadi, bu yerda C>0 va 4>0
o‘zgarmas sonlar, b= A - Bu chiziqlarning urinish sharti quyidagi

tenglama bilan beriladi:

Bu tenglamadan x, =4"*(p,/2 p,)’* qiymat topiladi. U holda chigarish
funksiyasidagi y, :( % )}5 =4 (2% )% giymat topiladi. Demak,
0 2

resurslarming optimal taqsimlanishi x,/y, p,:2p, munosabat orqali

aniqlanar ekan.

Mabhsulot ishlab chiqarishning qo‘shimcha giymatini
maksimallashtirish

Qo‘shimcha qiymat funksiyasi odatda quyidagi formula bilan
ifodalanadi:

(K, L)= pF(K,L)-WL—kK . 3)

Bu yerda, F(K,L) ishlab chiqarish funksiyasi, p mahsulot bahosi. W
va k mos ravishda mehnatga va kapital xarajatlarga faktor narxlar, L va
x mos ravishda mehnat resurslari va kapitalning xarajatlari.
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Qo‘shimcha qiymat maksimumini aniqlashga doir ikkita misol
qaraymmz.

1. Agar (k,,L,) nugtada qo‘shimcha qiymat funksiyasi (3)-maksimal
qiymatni qabul qilsa (k,,Z,) nuqta optimal reja deyiladi. Optimal reja F
da ishlab chiqarish funksiyasi F ni o‘rniga qo‘yib oxirgi normasini
toping.

Lokal ekstremum nuqtasida qo‘shimcha qiymat funksiyasi 77(x,L)

ning birinchi hosilalari nolga teng, ya’ni
PF (Ko L,)~k =0,
y 23 (Ko,Lo)_ W =0.

. e . .. . F .
Ma’lumki, almashtirishning oxirgi normasi #=-"/ f o formula bo‘yicha

hisoblanadi, bundan optimal reja uchun u= —% kelib chiqadi.
2. Agar F(k,L)=2(kL)” bo‘lsa, qo‘shimcha qiymat funksiyasi (3)ning
maksimumi va optimal rejani toping.
Qo‘shimcha giymat funksiyasi quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
(K, L)y=2p(KL)” -WL—RK.
Lokal ekstremum shartlari optimal rejaning &k, va £, koordinatalariga
nisbatan, ikkita chiziqli tenglamalar sistemasiga olib keladi:
2,13k
SHKS =k
%PK(,;LO_E =W

Bundan optimal rejaning koordinatalarini topamiz:

K"f%%%)’ -

Bu giymatlarni qo‘shimcha qiymat funksiyasiga qo‘ysak Il funksiya
maksimumini hosil gilamiz:

CY)

- (rw)
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Eng kichik kvadratlar usuli

Eng kichik kvadratlar usuli approksimatsiya yoki funksiyani ayrim
nuqtalarda ma’lum qiymatlari bo‘yicha taxminan tiklash masalasiga
tegishlidir. Tajribada ko‘pincha formulalarni eng yaxshi yo‘l bilan
empirik tanlash masalasi kelib chiqadi. Masala quyidagicha ifodalanadi:
y noma’lum kattalikning n ta nuqtalarda kuzatishlari berilgan:

M. M,,...M, @)
va mos giymatlar olingan
U,u,,...,U, &)

Shunday U=f(M) funksiyani tanlab olish kerakki, u o‘lchanadigan
kattalik ¥ ning o‘lchash nugqtalari {M,} va natijalari {U,} orasidagi
bog‘liglikni imkoni boricha aniq ifoda etsin.

Shunday qilib, empirik formulalarni topish masalasi ikki bosqichdan
iborat:

1) f(M) bog‘lanishning umumiy ko‘rinishini topish yoki f
funksiyaning o‘zgarmas parametrlari (koeffitsientlari) aniglik darajasini
ko‘rsatish;

2) noma’lum koeffitsientlar (4) kuzatish nuqtalarida shunday tanlab
olinadiki, f(M) funksiya berilgan (5) giymatlarga iloji boricha aniq
javob bersin.

Faraz qilaylik 1-bosqichda empirik formula oz ichiga ma’lum baza
funksiyalar majmuyini hosil gilsin.

yl(M)’ y2(M),...,ym(M), (6)

ya’ni empirik formula quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
SM)=ay,(M)+a,y,(M)+...+a,y, (M) ¢
Bu yerda, a,a,,..,4a, (®)

empirik funksiyaning noma’lum parametrlari.

2-bosgich noma’lum parametrlar (8)ni aniqlashdan iborat. Ularni
shunday tanlab olish kerakki, (7) funksiyaning qiymatlari (4) nuqtalarda
(5) o‘Ichangan giymatlardan iloji boricha kam farq qilsin.

314



Eng kichik kvadratlar usuli 6 =U,- (M) xatoliklarning kvadratlari
yig‘indisini minimallashtirishdan iborat. Demak, (7) funksiya uchun,
ushbu

(o) 307 = 0, S0 =30, - Fan ) @)
funksiya barcha m argumenti bo‘yicha xususiy hosilalarni topish kerak
va ularni 0 ga tenglash lozim. Bundan m ta noma’lum gq,,q,....a,
parametrlarga nisbatan m ta chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi
hosil bo‘ladi:

Aja + A0, +..+ 4,0, =B, j=12,..m. (10)

Bu tenglamaning koeffitsientlari va ozod hadlari quyidagi formulalar
bo‘yicha aniglanadi:

Ay =A4,=3y,M)y,(M,) B, =D Uy M), jk=12,.m
j=1 i=l

S(a,,a,) (9)-funksiya musbat, pastga gavariq va chegaralangan
bo‘lgani uchun (10)-tenglamalar sistemasining yechimi, S funksiyaning
lokal maksimumi nuqtasining koordinatalaridan iborat bo‘ladi.

Iqtisodiy statistikada ma’lumotlarini qayta tekshirishda empirik
formulaga yaqinlashish masalasini hal etishda U = f(M) funksiyani bir
o‘zgaruvchining chiziqli funksiyasi ko‘rinishida izlash keng targalgan.
Bu holda (4) oflchash nuqtalarining majmuyi X, x, qiymatlaridan
iborat bo‘lib, (6)-funksiyalar majmuyi esa ikkita funksiya y,(x)=x va
»,(x) =x dan iborat.

Empirik formula (7) ning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi: y=ax+b.
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No‘malum parametrlar a va b uchun ushbu chiziqli tenglamalar
sistemasi hosil bo‘ladi:
4, a+ 4, b=B
{A“ a+4,, b=B,’
Bu yerda, koeffitsient va ozod hadlar quyidagi tengliklar bilan topiladi:

AH:inz s A12=A21=Zx,. s Apy=n
=} =

Bl=iU,x,. , B,=YU,.
i=]

i=1

Masalan 4. Avtomobil poygasi haqida quyidagi ma’lumotlar bor.
x masofa (ming km) va y yonilg‘i sarfi (I /ming km).

x, |50 |70 90 110|130
¥ 02 (05 |08 |11 |13
x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanishni chizigli ekanligini bilgan
holda

y = ax + b empirik formulani eng kichik kvadratlar usuli bilan toping.

Yechish: Zarur yigindilarni hisoblaymiz: ix,., Z Vo ixf, Z":x,. Vi
Oradagi hisoblashlar quyidagi jadvalda ko‘rsatilgan:

i x; ¥ Xy x;
1 50 0,2 10 2500
2 70 0,5 35 4900
3 90 0,8 72 8100
4 110 1,1 121 12100
5 130 1,3 169 16900
Y | 450 39 407 44500

Normal tenglamalar sistemasi quyidagicha bo‘ladi:
{44500a +450b =407

450a +5b=3,9
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Bt i

Uning yechimi ¢=0,014, 56=-0,48. Shunday qilib, chizigli bog‘lanishning
tuzilishi
y=10,014x — 0,48 ko‘rinishda bo‘ladi.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning iqtisodiyotda qo‘llanishi

Umumiy holda X tovarga bo‘lgan talab ko‘p o‘zgaruvchi funksiya
bo‘ladi, ya’ni sotib olinayotgan tovarning miqdori Ox uning narxi Px,
ikkilamchi xom-ashyo narxi Py, iste’molchining o‘rtacha daromad
darajasi Y, yil fasllari ¢ va hokazolarga bog‘liq.

Z}QD = xususiy hosila Qx talabning faqat Px tovar narxi

o‘zgarganda o°zgarish tezligining o‘lchov birligi bo‘lib xizmat qiladi, bu
holda qolgan barcha o‘zgaruvchilar o‘zgarmas deb faraz qilinadi. Xuddi
shunga o‘xshash xususiy hosila % xomashyoning narxi Py 0‘zgarganda

X tovarga bo‘lgan talab qanday tezlikda o‘zgarishini ko‘rsatadi.
Xususiy hosilalarning ishorasidan foydalanib X va Y tovarlarning
xarakterini topish mumkin, aynan:

oL o0 .
ar ——=> > O bo* v y
ag or, 0 va =) > O bo‘lsa, X va Y tovarlar o‘rin
bosuvchi,
30 o, .
X < O 3 ‘.
agar == 0 va =) < Obo‘lsa, X va Y tovarlar o‘rin

to ‘Idiruvchi tovarlar hisoblanadi.
Masalan 5. Avtomobillarga ehtiyot gismlari ishlab chigaradigan
firma o‘z mahsulotlarini ichki va tashqi bozorga chiqarish imkoniyatiga

ega.
Tashqi bozorda talab quyidagi ifoda bilan berilgan: P, + 801 = 421
Ichki bozorda esa: Py +2,50: =80

Bu yerda, Q1 va @ mos ravishda bir hafta davomida tashqi va
ichki bozorda sotib olinadigan miqdor; P; va P> tashqi va ichki
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bozordagi narxlar. Firmaning umumiy harajatlari 7C = 250 + 5Q0. Bu
yerda O = Q1+ Qs.

Agar:1) firma narxlarni o‘zgartirish siyosatini o‘tkazish imkoniyatiga
ega bo‘lsa:

2) ikkita bozordagi narxlar bir xil bo‘lsa.

Maksimal foydaga ega bo‘lish uchun har qaysi bozorda firmaning
mahsulotiga qanday narx o‘rnatilishi kerak. Har bir holda firmaning
foydasini aniglang.

Yechish: Masalaning  birinchi qismi firma  o‘zining
iste’molchilarini ajratishi mumkin va har bir bozorda o‘ziga eng ma’qul
narxni qo‘yishi mumkin deb faraz qilinadi. Tashqi bozordagi talab
funksiyasi P;+80Q1=421 ichki bozorda esa P>+2,50.=80 firmaning
umumiy daromadi tashqi va ichki bozordagi daromadlar yig‘indisiga
teng:

R=Ri + Ry =P1O1 + P2Q>= (421 - 80101 + (80—-2,502)02 =
= 42101 - 801% + 80Q2— 2,507?
Firmaning umumiy xarajati: TC = 250 + 5(Q1 + 02)
demak, foyda funksiyasi
t=R-TC =421Q1 - 80 + 8002~ 2,502>— 250 — 501 — 50a.

Biz O ga bog‘liq bo‘lgan foyda funksiyasini hosil qildik. Endi
firmaning foydasi maksimum bo‘lganda O va Q: larning qiymatini
aniqlash masalasini qaraymiz. Buning uchun Q1 va Qz bo‘yicha xususiy
hosilalarni topib nolga tenglaymiz: {ZZ Zglz z‘;i 1_—51Q62Q_1;5 {‘71;6_ —5 1Q62Q:l ; 0

Bu tenglamalar sistemasini yechib 01=26, 0>=15 ni topamiz.

Ikkinchi shartni tekshiramiz:

Pn/oQi? =-16, 0*n/6Q?=-5, ¢*n/6Q1Q2=0.
'x 'z i ’ 2 _
0 30 _(6Q,6QZ] =(-16)-(-5)-0=80 )0 va *WoQi’=-16<0

Demak, foyda funksiyaning maksimumga erishish sharti bajariladi.
Shunday qilib firma maksimum foydaga ega bo‘lishi uchun tashqi
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bozorga 26 ta ichki bozorga 15 ta mahsulot chiqarishi kerak. 0 va 0
ning bu giymatilarini talab funksiyaga qo‘yib P va P2 narxlarni topamiz:
Py =421 —-80:1 =421 - 8x26 = 213,
P>=80-2,50:=80-2,5x15=425
Demak, tovarning tashqi bozordagi narxi 2/3 pul birligi, ichki
bozordagi narxi esa 42,5 pul birligi bo‘lib, firmaning foydasi:
7 =42101 -801% + 8002 —2,502% — 50 — 502 = 42126 — 826 +
+80x15 — 2,5x15%2- 250 — 5x26 — 5x15 = 5720,5 p.b.
Firmaning haftalik foydasi — narx o‘zgarish siyosatini o‘tkazish
shartlarida z=5720,5 pul birligini tashkil giladi.
Iste’molchilar bozorini ajratish imkoniyati bo‘lmagan holda ichki
va tashqi narx bir xil bo‘ladi: P1=P>=P. U holda tashqi va ichki bozorga
chiqariladigan tovar miqdori teng bo‘ladi:

0= ls— B - 52625-0,125P; 0,=8"5 _3_o4r

Umumiy miqdori 9=01+0,=84,625-0,525P, bunda P= 84:?; - 2
yagona bozor uchun yangi talab funksiyasi.
Yagona bozordagi daromad: TR=PQ = 84’06’25;5_ 20- 8(: fzzss - o,QS; 5
Umumiy harajatlar TC =250 + 50;
Firmaning foyda funksiyasi: = g(‘;;—622?5Q - o_,QE;_s —250-5Q,

Foyda maksimum bo‘ladigan birinchi tartibli shartga asosan Q ning
Om _84625_ 20 5 _, 0 =41

3 0525 0525

0 2z /0Q? < 0 funksiya maksimumining sharti.

Demak, Q=41 nuqtada foyda funksiyasi maksimumga erishadi.
84,625 412

x4]1- —250-5x41=29519.
0525 0,525

Endi birlashgan bozorda tovarning narxini aniqlash kerak. Buning
uchun birlashgan talab funksiyasidan foydalanamiz:

qiymatini topish zarur:

x(4l) =
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84,625-41
0,525
E’tibor qiling, birinchi va ikkinchi hollarga bozorga
chigarilayotgan tovaming miqdori bir xil. Lekin birinchi holda
firmaning tovarlariga bo'lgan narx har xil, natijada foyda olish
imkoniyati bo‘ladi.

P(41)= ~83,10.

m = 5720,5, m =2951,9.
Ishlab chigarishning x va y faktoriga bog‘liq z=f(x, y) ishlab
chiqarish funksiyasi berilgan bo‘lsin.
Ishlab chigishning chegaraviy unumdorlik faktorlari:
o020z
* ox* v oy

Bunda o, - x faktorning chegaraviy unumdorligi,

o, - y faktorning chegaraviy unumdorligi.
Ishlab chiqarish ikki faktorining chegaraviy aralashish me’yori:

o, 0z 0z
’Ixy ===

@, 6y'a
g =2 02.02
¥ @, 0x Oy

Bunda 7, -ishlab chiqarish x faktorining ishlab chigarish y

faktoriga chegaraviy aralashish me’yori.
n,. —ishlab chiqarish y faktorining x faktoriga chegaraviy aralashish
me’yori.
Mahsulot ishlab chiqarishning ma'lum faktori bo‘yicha
elastiklikning xususiy qiymatlari:
0z z 0z x

g =—:2="2.2 ya €
* 0x x Ox z 7

_0z.z_0zy
dy y 9y z
Bunda ¢, — ishlab chigarish hajmining x faktor bo‘yicha elastikligi,
€, — ishlab chigarish hajmining y faktor bo‘yicha
elastikligi.
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Elastiklik koeffitsienti ishlab chiqgarishning bir faktori /% ga
o‘zgarganda va ikkinchi faktor o‘zgarmas bo‘lganda ishlab chiqgarish
hajmi qancha foizga o‘zgarishini anglatadi.

Masalan 6. :z=4x'-x*-5y ishlab chiqarish funksiyasi bo‘lib,
bunda x mehnat kuchiga xarajatlar, y mehnatiga (investitsiya) xarajatlar.

x=1 va y=2da funksiya xususiy elastikligini hisoblang.

Yechish: ?:(4::3 —x?+5y)c =12x7 - 2, g—z=(4x’ —xyt +5p), =—2xp +5.
x y

x 0z X 2 2 y aZ pd

==. - = {12x*- E = ——(5-2xp).
"z dx 4 -x7+5y ( * y), "z 8y 4 -x?+Sy (65-29)
E,(12)= —4———0.8 E (2 —9)=2_02
()b 2-- 8 —0s, B, (52)- 2 6-4)-2

Demak, mehnat kuchlga xarajatlar 1% ga ortsa, 1shlab chiqarish
hajmi 0.8% ga, mehnatga (investisiya) xarajatlar 1% ga ortsa, ishlab
chiqarish hajmi 0.2% ga ortadi.

Masalan 7. Y=F(K; L)=4-k°-I/ Kobba-Duglas ishlab chiqgarish
funksiyasining asosiy parametr va xarakteristikalarini aniglang, bunda ¥
— ishlab chiqarilayotgan mahsulot hajmi; L — mehnat xarajatlari; K —
ishlab chiqarish fondlari hajmi; 4,2, g-ishlab chigarish funksiyasi
ko‘rsatkichlarini ifodalovchi o‘zgarmas sonlar, bunda 4>0, 0<a+g<1.

Yechish: Birinchi tartibli xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

w, =Y, =4-p-K*-1** - chegaraviy mehnat unumdorligi;

=Yy =A4-a-K*"-I” ~chegaraviy mehnat invesititsiya unumdorligi
iqtisodda o, chegaraviy jamg‘arma unumdorligi deyiladi.

Kobba-Duglas funksiyasining elastikligini hisoblaymiz:

K oF K
- A-aq-K“'.If=

‘()FaK Ak %

E,(F)= LoF X “A-B-K°-IF'=p.

F oK 4K I

Demak, a — jamg‘armalar (fondlar) bo‘yicha mahsulot ishlab

chiqarish elastikligi, § — mahsulot ishlab chigarishning mehnat bo‘yicha

elastikligi K — ishlab chiqarish fondlarining nisbiy /% ga o‘zgarishi

mahsulot ishlab chiqarishning nisbiy miqdorini taxminan a% ga
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o‘zgarishini kamaytirib chiqaradi, agarda X ning 1% ga o‘zgarishi
yetarlicha kichik bo‘Isa.
Agar L mehnat xarajatlarini /% ga orttirilsa, u holda mahsulot
ishlab chigarish miqdori taxminan % ga o‘zgaradi.
Ikki faktorning aralash me’yorini aniglaymiz:
- =_&=_AﬂK"L”" _BK

o AaK'l! o

asosiy kapitalning mehnat bilan chegaraviy aralashish normasi.
@y al

mehnatning asosiy kapital bilan aralashish chegaraviy me’yori.

To‘la differensial

Y =Y(k;L)- Kobbi-Duglas ishlab chiqarish funksiyasini qaraymiz.

Bunda, yY-ishlab chiqarish mahsulotlari narxi; L-mehnat
xarajatlari; K —ishlab chiqarish fondlari hajmi.

K ishlab chiqarish fondlari hajmi va L mehnat resurslari
xarajatlarini fiksirlaymiz. U holda mahsulot ishlab chiqarish narxi
Y = Y(k; L) ishlab chiqarish funksiyasining to‘la differensiali:

dY =YidK +YidL.

Ammo, Y, -chegaraviy mehnat unumdorligi; v; —chegaraviy fond
unumdorligi. U holda, y'Akx-akx qo‘shimcha fondlar yordamida ishlab
chiqarilgan mahsulot narxi; Y, -AL-aAL mehnat xarajatlari orgali ishlab
chiqarilgan qo‘shimcha mahsulot narxi. Kichik 4L mehnat xarajatlari va
4K fondlar hajmi o‘zgarishida mahsulot ishlab chiqarish o‘zgarishi
AY~dY, AY =Y, -AK+Y,-AL.

Demak, mehnat resurslariga xarajatning oz miqdorda o‘zgarishi va
ishlab chiqarish fondlarining ham oz miqdorda o‘zgarishdan ishlab
chiqarish mahsulot narxining o‘zgarishi taxminan avvalgi fondlar
hajmida qo‘shimcha mehnat xarajatlari yordamida ishlab chigarish
mahsulot va oldingi mehnat resurslari miqdorida qo‘shimcha fondlar
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yordamida ishlab chigarish qo‘shimcha mahsulot narxlari yig‘indisiga
teng.

Y ishlab chiqarish doimiy (o‘zgarmas) bo‘lsin. U holda 4y =0 yoki
YidK +Y,dL=0.

Demak, - -Ye _ % _ 7 munosabat asosiy kapitalning mehnat

K'Y, o
bilan chegaraviy almashtirish me’yoridir (normasidir). Doimiy ishlab
chiqgarishda va yetarli kichik Ak va arda 7, =% = —%.

Demak, chegaraviy almashtirish normasi asosiy kapital xarajatlari
bir birlikka kamaysa (doimiy ishlab chigarishda) mehnat xarajatlari
necha birlikka ortishini anglatadi.

Masalan 7. Tashkilot har oyda 30 min p.b. mahsulot ishlab
chigardi. Uning asosiy fondlari 100 miln p.b., mehnat resurslari esa 1500
b. Tashkilot iqtisodchilari mahsulot hajmini 1 min kun.birlikka ortishi
uchun 4 min p.b. miqdorida uskuna sotib olish kerakligini hisoblashdi.
Ishlab chiqarish funksiyasini «+g=1 shartda Kobba-Duglas ko‘rinishida
tuzing.

Yechish: Ishlab chiqarish funksiyasini Y=4-k°1” ko‘rinishida
go‘llaymiz, bunda y-ishlab chiqarish mahsulot hajmi, L-mehnat
sarflari, k-asosiy fondlar hajmi; 4,e,p-ishlab chiqarish funksiyasi
ko‘rsatkichlari. «+ =1 bo‘lganligidan Y = 4-x°L'. A va a parametrlarni
aniqlaymiz. Masala shartiga ko‘ra Y,=30, X;=100, L,=1500, AY =1,
AK = 4.

AY = dY = Y, - AK +Y, - AL munosabatdan foydalanamiz.

Mehnat xarajatlari o‘zgarmaganligi uchun AL=0 bo‘ldi. U holda
AY =Y -AK =A4-a-K**-['-AK va Y,=4-K¢ [;* munosabatlarga masala
shartidagi berilganlarni qo‘yib:

A a-100°7"-1500"" -4 =1
{A-a-lOO”-lSOO“" =30

. . - 30
Bu sistemani yechib: « = 5> A= 100715007
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Demak, ishlab chiqgarish funksiya: Y =15.7.K¥°L'°.

Ikki tur mahsulotlar ishlab chiqish hajmi x va y bo‘lib, olinadigan
foyda miqdori mos ravishda p; va p: bo‘lsin. Bu mahsulotlarni ishlab
chiqarish uchun xarajatlar C=c(x,y) differensillanuvchi funksiya
yordamida berilgan bo‘lsin. U holda ishlab chigarishdan olinadigan
foyda I =TI(x,y)=p, - x+ p, - ¥y~ C(, y)

Foydani maksimallashtirish tabiiyki mm=ri(x,y) ikki o‘zgaruvchili
funksiyaning x20, y>0 shartdagi lokal ekstremumini topishga
keltiriladi.

sistemani yechib statsionar nuqtani topamiz.

Demak, p,=2%, p,=2¢, bunda 2°-1 tur x birlik mahsulot
ox oy ox

ishlab chiqarish uchun chegaraviy xarajatlar, g—;—Z tur y birlik mahsulot
ishlab chiqarish uchun chegaraviy xarajatlar.

=§f:’ p,:j—; munosabatning iqtisodiy ma’nosi: mahsulotning
chegaraviy qiymati (narxi) shu mahsulotni ishlab chiqarish uchun
sarflangan xarajatlarning chegaraviy giymatiga teng.

Ishlab chiqarish funksiyasi X=4-kx*.1*, a,>0, a,>0 funksiyasi
bo‘lsin, bunda A-neytral (texnologik koeffitsient) texnik rivojlanish
koeffitsienti, o, -mehnat bo‘yicha elastiklik, o, -jamg‘armalar
elastikligi.

Agar o, =a, a,=1-a bo‘lsa

X=A4-K*-I'"

Kobbi-Duglas funksiyasi hosil bo‘ladi.

Masalan 8. Yalpi ishlab chiqarish funksiyasi (mlrd p.b.) asosiy
ishlab chiqarish jamg‘armalari (mird p.b.) va mehnatga ishtirok

b
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etayotgan aholi (mln kishi) soniga bog‘liq holda X =0.931- K****. [****

funksiyasini ifodalasin.
Resurslar sarfining o‘sishi bilan ishlab chiqarish ham o‘sadi, ya’ni
oF a1 ya _ X .
—éE=a1A-K ! l'L =?‘>O,Chmh al >0
oF @ ja-l _ EX .
a—LzazA-K L =2T>0,chunk1 a, >0,
Resurslar sarfining ortishi bilan uning chegaraviy tushumi kamayadi,
ya’ni
o’X X .
K" a(a, -1)- K% . [ = q(e, 'I)F <0, chunki @, <1
2
ZZ)L( =a,(a, ~1)-K%-[*7 =(a, —1)%5 <0, chunki @, <1.

Resurslarning birining ortishi bilan ishlab chiqarish ham ortadi.
Demak, 0<¢, <1, 0<a, <1 da berilgan funksiya neoklassik.

dlnX
@ =— -~ asosiy jamg‘armalar bo‘yicha ishlab chigarish
elastikligi,
olnX

G =S K mehnat resurslari bo‘yicha ishlab chiqarish elastikligi.

Bu munosabatlar har bir faktor 1% ga ortsa ishlab chiqarish necha
foizga o‘sishini anglatadi.

Xususan, X=0.931-K°%.["** jishlab chiqarish funksiyasida
asosiy fondlarning 1% ga ko‘payishi yalpi mahsulot ishlab chiqarishni
0.539% ga ortishini, mehnatga band ishchilarning hajmi 1% ga
ko‘payishi esa yalpi ishlab chiqarishni 0.594% ga ortishini bildiradi.

Agar « <a, da jamg‘arma himoyalovchi (ekstensiv) ofsish
o‘rinlidir.

Ishlab chiqarish o‘sish sur’atini aniqlaylik:

X

Xr Kl Lt

325



Har ikki qismni L darajaga oshirib
,

X (K " (L)
Xl - KI Lt
a=a, +a, >1da ishlab chigarish faktorning o‘rtacha o‘sishidan
yuqori, @, +a, <lda pastroq bo‘ladi. Demak, & +a, >1da ishlab
chiqarish funksiyasi o‘suvchi iqtisodni ifodalaydi.
KOL tekisligida satr chiziqlari yoki izokvantalar deb F(x,L)=X,,

X, =const tenglikni qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plamiga aytiladi.
Ishlab chiqarish funksiyasi uchun
A-K*.[* =X, yoki K==

X

Lo

ya’ni sath chiziqlar asimptotalari koordinata o‘qlari bo‘lgan

giperboladir.
Aniq bir izokvantdagi turli X va L uchun ishlab chiqarish hajmi
doimiy va aniq X,dir, bu ega resurslarning o‘zaro almashinuvchanligini

anglatadi.
F(K,L)=X, izokvanta uchun dF =0, ya’ni Z—Z—dK+a—FdL 0.
Bunda & —>0 9% o, shuning uchun dk-dL <0, ya'ni 4k va 4L turli

aL
ishorali: agar 4L<o0 bo‘lsa, ya’ni ishlab chigarish hajmi kamaysa, u
holda dk >0, ya’ni |dzj kam ishlab chiqarish hajmi 4k jamg‘arma fondi
bilan qoplanadi.
Ta’rif. S, mehnatni jamg‘armalar bilan chegaraviy almashinish
me’yori deb

oF
_dK _ K _ o
L oL oF
oK

munosabatga,S, fondlarning mehnat bilan chegaraviy almashinish
me’yori deb
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A

oF

_a_ak
LTk oF
aL
o g K
munosabatga aytiladi, bunda S, -S, =1, S =B %y, K

a L ¢ L
ya’ni, mehnatni fondlar bilan almashinishi jamg‘arma ta’minotiga
proporsional.

Ishlab chiqarish funksiyasining eng yuqori ofsish chizig‘iga
izoklinlar  deyiladi.  Izoklinlar  izokvantalarga  perpendikular

ﬁ{) = @—;.376—1‘) - izoklinlar tenglamasi.

Ishlab chiqarish funksiyasi uchun ¥ - %X, % .4 % shuning
oK K oL L

uchun izoklinlar i—KdK:aiLdL differensial tenglama bilan beriladi. Uni

yechib, k=[%1’+a, bunda a=k2-%12. Bunda, (L,k,) izoklin

a, a,
o‘tuvchi nuqta.
a=0da K=1L fﬂ )
Q,
Ja,
K K=L—
a,
izoklin
~
izokvanta
L

O‘sishning ekstensiv (resurslar sarfining o‘sishi, ya’ni ishlab
chigarish masshtablarining o‘sishidan) va intensiv (resurslardan
foydalanib effektivligini orttirishdan) faktorlari muhimdir.
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Ishlab chigarish funksiyasidan foydalanib, ishlab chiqarishning
masshtabi va effektivligini aniqlaymiz.
Ishlab chiqarish funksiyasini nisbiy ko‘rsatkichlarda

)
X, (K) \L) "~

X, - mahsulot hajmi, X, —fondlar sarfi, L, —~mehnat sarfi.

X=- X0 _ga.[r-AKoLn, A
Kg Ly Ky Ly

A koeffitsient resurslarni ishlab chigarish hajmi bilan o‘lchaydi.

Agar ishlab chiqarish va resurslarni nisbiy birlikdagi o‘Ichamlarini
X, K, L orqali belgilasak, u holda ishlab chiqarish funksiyasi

X=K*L*

ko‘rinishda bo‘ladi. Shu ko‘rinishdagi ishlab chiqarish funksiyasi
uchun effektivlikni aniqlaymiz. Effektivlik bu natijaning xarajatlarga
nisbatidir. Bizning holda 2 xil xarajatlar: o‘tgan mehnatlar uchun X
fond ko‘rinishidagi va I hozirgi mehnat xarajatlari. Shuning uchun

effektivlikning 2 xil ko‘rsatkichi mavjud:

%— fond unumdorligi, %—mehnat unumdorligi.
=113
koeffitsientidir.

Igtisodiy effektivlik ko‘rsatkichi yordamida ishlab chiqarish
funksiyasi tashqi ko‘rinishdan Kobbi-Duglas funksiyasi ko‘rinishini
oladi: X=E-K*-L"“.

Bunda E =E(X, L)

Ishlab chigarish masshtabi M =K*-L '™,

Demak, ishlab chiqarish X=E-M -iqtisodiy effektivlik va ishlab
chiqarish hajmlari ko‘paytmasidir.

Masalan 9. 1960-1995-yil ko‘rsatkichlari bo‘yicha AQSH ichki
yalpi ishlab chiqarish funksiyasi X=2248k°*.L°*® ning  ishlab
chiqarish masshtabi va effektivligini aniqlang.
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Yechish: 1987-yilgi narxlar bo‘yicha mird dollarda AQSHning
yalpi ichiki ishlab chiqarish hajmi 1960-yildan 1995-yilgacha 2.82 marta
ortgan, ya’ni X=2.82, asosiy ishlab chiqarish fondlari shu davrda 2.88
marta, ya’ni X =2.88, mehnatga bandlik 1.93 marta, ya’ni L =1.93 ortgan.

Fondlar va mehnat bo‘yicha nisbiy elastiklikni topamiz:

Q, 0.404
a= = = 0.3347 - =Vu.
@ +a, 0404+0.803 »  1-a=06653

Endi resurslarning xususiy effektivligini aniqlaymiz:

=X_282_ 0
X 288 ;

=X_282 4
I 193

So‘ngra effektivlikning umumlashgan koeffitsientini aniqlaymiz:
E=E} - E;* =0.98°%%.1.46°%%' =1.278
Ishlab chiqarish masshtabini resurslar o‘sish sur’atining o‘rta
geometrigi kabi aniglaymiz:
M =K*.L"*=288%.193%% =2207
Demak, 1960-yildan 1995-yilgacha YAIM o‘sishining 2.82
martagacha ortishi ishlab chigarish masshtabining 2.207 marta ortishi va
ishlab chiqarish effektivligining 1.278 marta ortishi hisobidan amalga

oshirilgan (1.273-2.207 =2.82)
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12. Birinchi tartibli differensial tenglamalar.
Differensial tenglamalar haqida umumiy ma’lumotlar

Differensial tenglamalar matematikada alohida o‘rin egallab, tabiiy
jarayonlarni tekshirish, jamiyatdagi ayrim qonuniyatlarni o‘rganish
differensial tenglamalarmi o‘z ichiga olgan matematik modellarga
keladi.

Ta’rif. Differensial tenglama deb erkli o‘zgaruvchilar, noma’lum
funksiya va bu funksiya hosilalari yoki differensiallarini bog‘lovchi
tenglamaga aytiladi.

Agar izlanayotgan funksiya bir o‘zgaruvchili bo‘lsa, tenglama
oddiy differensial tenglama, ko‘p o‘zgaruvchili bo‘lsa xususiy hosilali

differensial tenglama deyiladi.
Differensial tenglamaning tartibi deb unda qatnashayotgan

hosilalarning eng yuqori tartibiga aytiladi.
Umumiy holda n-tartibli oddiy differensial tenglama quyidagicha
ifodalanadi:
F(x,y,y',. . .y("))= 0
Jumladan, 1-tartibli oddiy differensial tenglamalarming umumiy
ko‘rinishi
Flx,y,5')=0 (1%)
kabidir.
Agar (1*) tenglamani hosilaga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa,
quyidagiga ega bo‘lamiz:
y'=f(xy) (1)
Bu holda tenglama hosilaga nisbatan yechilgan, deyiladi.
Misollar: ' =7x°, ('Y y* +5x=0, Yy =x'cosy.
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5

Ta’rif. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglamaning yechimi
deb (a,b) oraligda (1*) (xususan (1))-tenglamani ayniyatga
aylantiruvchi y = (p(x) funksiyaga aytiladi.

Yechimning grafigi integral egri chiziq deyiladi. Differensial
tenglamalar nazariyasida asosiy masala yechimning mavjudligi va
yagonaligidir.

Bu masala (1)-tenglama uchun Koshi teoremasi orqali ifodalanadi.

Teorema (Koshi teoremasi). Agar f(x,y) funksiya va uning
xususiy hosilasi f)(x,») OXY tekislikning biror D sohasida uzluksiz
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy (x,,»)e D nuqtaning biror atofida (1)-
tenglamaning X =X, da y =y, shartni qanoatlantiruvchi yechimi
mavjud va yagonadir.

(1)-tenglamaning  Y|;-;, =Yo boshlang‘ich shartini (Koshi
shartini) qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasi Koshi masalasi

deb ataladi. Buning geometrik ma’nosi integral egri chiziglar oilasidan
D sohaning berilgan (x,,y,) nuqtasidan o‘tuvchi bittasini tanlab olinadi.

Ta’rif. (1)-tenglamaning umumiy yechimi deb, ¢ o‘zgarmasning
ixtiyoriy giymatida bu tenglamani qanoatlantiruvchi ¥ = g(x,c)
funksiyalar majmuyiga aytiladi.

Ta’rif. {p(x,c)} (1)-tenglamaning umumiy yechimi bo‘lsin. (1)-
tenglamaning D sohasidagi xususiy yechimi deb, ¢=c¢, o‘zgarmas
giymatda olingan y =¢(x,c,) funksiyaga aytiladi.

Keyingi o‘rinlarda «differensial  tenglama» iborasini
«tenglama» deb bayon qilamiz.



O‘zgaruvchisi ajraladigan va unga Kkeltiriladigan tenglamalar

Ta’rif. f2(y)dy=fi(x)dx ko‘rinishdagi tenglamalar o‘zgaruvchisi
ajralgan differensial tenglamalar deyiladi, bu yerda fi(x), f2(y) uzluksiz
funksiyalar.

Bu ko‘rinishdagi tenglamalarni bevosita integrallash yordamida
unumiy yechimlari hosil gilinadi: [£,(y}y= [£(x}dx +C.

Masalan. Tenglamani yeching: xdx+ydy=0.

Yechish: Bu o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglamadir,
chunki dx oldidagi funksiya faqat x ga, dy koeffitsienti esa faqat y
ning funksiyasidir. Bevosita integrallab umumiy yechimni hosil
gilamiz:

fxdx+fydy=C. yoki x*+y’=C?
Demak , makazi koordinatalar boshida bo‘lgan aylanalar oilasi
berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimini hosil qilar

ekan.
Ta’rif. Ushbu

¥ =£40) @)
ko‘rinishdagi tenglamalar o‘zgaruvchisi ajraladigan  differensial
tenglamalar deyiladi.
Bu tenglamani yechish uchun «o‘zgaruvchini ajratish usuli»ni
qo‘llaymiz: y' hosilani uning ekvivalient formasi dy/dx ga almashtirib,

dx
tenglikning ikkala tomonini () & ko‘paytiriladi (£,(v)=0):
2

& _ x)dx
7.6y

Tenglikning ikkala tomonini integrallasak,

dy
A c
Ty - Vi@

Bu yerda, ¢ — o‘zgarmas Kattalik.
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Masalan: y'=i‘£—)‘”;+l tenglamaning (0,1) nuqtadan o‘tuvchi

xususiy yechimini toping.
Yechish: O‘zgaruvchilarni ajratamiz: ydy/\y* +1 = xdx.

Bundan, jydy/,/y2+1=fx¢b:+c,
2 2 2
Demak, >+ =%—+c, y2+1=(§2—+c)2, y=1/(%+c)z—l.

(0,1) nugtadan o‘tuvchi yechim izlanayotgani uchun c=+2 topiladi.
Demak, y=\/(x2/2+«/5)z—l

Ba’zi differensial tenglamalarni  o‘zgaruvchilarini  almashtirish

yordamida o‘zgaruvchilarni ajraladigan differensial tenglamaga

keltirish mumkin.

%=f (ax +1y)

ko‘rinishdagi  tenglamalar z=ax+by  almashtirish yordamida
o‘zgaruvchilarni ajraladigan differensial tenglamaga keltiriladi. Yangi
x va z o‘zgaruvchilarda

dz dy dz dz
dx ¢ dx’ dx a+b /(@) yoki a+b f(z)
o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamadir. Integrallab umumiy yechimni

hosil qilamiz:

dz

[—=—=x+c.
a+b f(2)

d
Masalan: Tenglamani yeching: ;’x}_) =2x+y
Yechish: z=2x+y almashtirish yordamida

Ex__z =2  of‘zgaruvchilari ajralgan tenglamani hosil qilamiz.

O‘zgaruvchilarni  ajratib va integrallab umumiy yechimni hosil



dz
=dx ln]z+2|=x+1nC,C>O. z=Ce* -2,
z+2 ’

2x+y=Ce* -2, y=Ce*-2x-2.

qilamiz:

Bir jinsli va unga keltiriladigan differensial tenglamalar

Ta’rif. Agar f(ix,Ay)= A"f(x, y) ayniyat o‘rinli bo‘lsa, u holda
S (x, ¥) m darajali bir jinsli funksiya deyiladi.

Masalan: xcos—f; x—ycoSf; Y+ xz;yy : funksiyalar bir jinsli
funksiyalardir.

L Agar P(x,y) va O(x,y) bir xil o‘lchovli bir jinsli funksiyalar bo‘lsa,
u holda P(x,y)ldx+Q(x,y)dy=0 birinchi tartibli bir jinsli differensial
tenglama deyiladi.
Bir jinsli differensial tenglamalar y=ux alamshtirish yordamida, bu
yerda u yangi noma’lumli funksiya, o‘zgaruvchilari ajraladigan
tenglamaga keltiriladi.

,_x+
Masalan: Differensial tenglamani yeching: » =i_—i.
Yechish: Tenglama bir jinsli bo‘lgani uchun y=wux almashtirishni

1+u

bajaramiz, natijada y'=u+w’x ni hosil gilamiz. Tenglama u+ux= I

1+ e . P
yoki ux= 1_1:‘ ko‘rinishini oladi.  O‘zgaruvchilarni ajratib
1-u dx . . . . . .

ol du= < ni  hosil qilamiz. Uni integrallab

arcigu —% In(1+u") =In|x{+ C ni topamiz.
Oldingi o°‘zgaruvchilarga qaytib arctg f = %ln(l +u?)+Injx|+C yoki

a’Cfg£= Inyx*+y* +C arctg I=1In Vvx*+y* +C ni hosil qilamiz.
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b _ axtbyre b daoi o

II. Ushbu & axtbyic ko‘rinishdagi tenglamalar bir jinsli
dy a+b?

tenglamaga keltiriladi. Agar c¢;=c=0 bo‘lsa, u holda == ’; bir
a+h =
X

Jjinsli tenglama hosil bo‘ladi.

Agar c#0, c/#0 bo‘lsa, u holda koordinatalar boshini ax+by+c=0
va aix+biy+c;/=0 to‘g‘ri chiziglarning kesishish nuqtasi (xo;y9) ga
ko‘chirish bilan bir jinsli tenglamaga keltiriladi. x=X+xo, y=Y+yo. U

Q _ aX +bY i . . . . .
holda &2 XbT bir jinsli tenglamani hosil gilamiz.

a
Agar to‘g‘ri chiziglar parallel, ya’ni :11-=b—'=)~ bo‘lsa, tenglama
= Harib e ko‘rinishga keladi. Bu holda z=ax+by deb

%:a+b% va o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama hosil

bo‘ladi.

: : N dy_x-y+l
Masalan: Differensli tenglamani yeching: dx xty—3°
. 1 ) x-y+1=0
Yechish: x,=1,y,= x4y=3=0
sistemaning yechimi bo‘lgani uchun x=X+1, y=Y+2.
& _X-Y
Uholda X X+Y
Y
zZ=—
X almashtirish o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiradi.
z+Xf5=1:i,iLEQE;=§£,—lmp-k;zﬂﬁqulmc
dX 1+z 1-2z-z2* X 2 2

(1-2z-22)X? =C, X*-2XY-¥Y*=C,x* - 29—y +2x +6y =C.
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' ax+by+c - . . ..
y= m) ko‘rinishdagi tenglamalar ham koordinatalar boshini
ax+by+c=0 va ax+by+c, =0 to‘gri chiziglarning kesishish
nuqtasiga ko‘chirish bilan bir jinsli tenglamaga keltiriladi. Agar bu
to‘g‘ri chiziglar kesishmasa, u holda a,x+b,y =k(ax+by) deb tenglama
¥ =F(ax+by) ko‘rinishga keltiriladi va z=ax+by almashtirish bilan
o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi.

III. Ba’zan tenglamalar y=z" almashtirish bilan bir jinsli
tenglamaga keltiriladi. Bu yerda m oldindan ma’lum bo‘lmagan son.

Masalan: Differensial tenglamani yeching: y'= ‘;:)1’ +(i'—:11)
Yechish: 2=1-xry=ltl) _xty |

s i
Tl 1 11 bo‘lgani uchun berilgan

. . Xty . . .. .
tenglamaning o‘ng tomoni ;% ifodaning funksiyasi bo‘ladi. x+y=0

va x+1=0 chiziglar (-1; 1) nuqtada kesishgani uchun koordinata
o‘qlarini bu nuqtaga parallel ko‘chirib, yangi o‘zgaruvchilarga o‘tamiz:

t=x+1, z=y-1, Izlanayotgan funksiya
—_ ’ ’ ¢ M .
= z\t = =2 =2 =

z z( ) z tdlzt & > b ¥ bo‘lgani uchun berilgan tenglama

2
2’=l+§+(f) ko‘rinishga keladi. Hosil bo‘lgan bir jinsli tenglamani

yechish uchun # =z/¢ almashtirishni bajaramiz, bu yerda u=u(r). U
du _dt

l+u® ¢

ko‘rinishga keladi, ya’ni o‘zgaruvchisi ajraladigan tenglama bo‘ladi.

Tenglikni hadma-had integrallab arctgu =lufu|+c yoki u=rg(lnf]+c)

holda z=uwr, z’=u't+u va tenglama u't=1+u’ yoki

-1
u= f = i—+—1 bo‘lgani uchun y=1+(x+1)sg (lnlx+ | +c) hosil bo‘ladi.
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Birinchi tartibli chiziqli va unga keltiriladigan differensial
tenglamalar

Ta’rif. Birinchi tartibli chizigli tenglama deb ¥ +P0y=4b)  (3)
ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda p(x)g(x) uzluksiz
funksiyalar. Bu tenglamani «o‘zgarmasni variatsiyalash usuli» bilan
yechamiz.

Dastlab, (3)ga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
topiladi:

¥+ pxly=0

Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Shuning uchun =0

deb faraz qilib, ushbuga ega bo‘lamiz:

Y - e
’ [ plekis ‘ @
y=ce

C ixtiyoriy o‘zgarmas son.
Endi (4) da ¢ ni x ning funksiyasi, deb qaraymiz, ya’ni
y=clx 17" )
(«o‘zgarmasni vanatsiyalash» deb shu jarayon ko‘zda tutiladi).
(5)-tenglamani (3)ga qo‘yib soddalashtirsak,
c'(x)=q(x) e[p(x)dx.
Ushbu tenglikning ikkala tomonini integrallasak,
clx)= falx)e (ke gy, (6)
hosil bo‘ladi, bu yerda ¢, ixtiyoriy o‘zgarmas son.
(6) ni (5)ga qo‘ysak, (3)-tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
Mx) = e 1P TP [l Y

Masalan: Differensial tenglamani yeching: ' - % y=2x>.
Yechish: Avval y~2y-0 bir jinsli tenglamani yechamiz.
X
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Q:.z_y=>ﬂ=£é=>lnly'=21nlxl =>y=Cx2'
dx x y x

Faraz qgilaylik ¢=C(x) u holda y=cC(x)x* berilgan tenglamaning
yechimi bo‘ladi. Uni berilgan tenglamaga qo‘yib, C(x) ni topamiz:

C'(x)x* = 2xC(x)— 2 X*C(x)=2x" =>C'(x)=2x=>C(x)=x* +C,. Bundan
X

berilgan tenglamaning umumiy yechimini topamiz: y=(x?+C,)x’.
Bernulli tenglamasi

Ba’zi bir chizigli bo‘lmagan tenglamalar ayrim almashtirishlar
yo‘li bilan chiziqli tenglamaga keltiriladi. Bunday tenglamalar gatoriga
Bemnulli tenglamasini kiritish mumkin:

v +plx)y =q(x)y", n=const. (8)
Agar n=0 bo‘lsa, chiziqli, bir jinsli bo‘lmagan, n=1 da chizigli, bir
jinsli tenglama hosil bo‘ladi. Shuning uchun (8) da n#0, n#1 deb faraz
qgilinadi.
Yangi z(x) = 2(»(x)) funksiya kiritamiz z = " u holda Z ==

(8)-tenglamaning ikkala tomonini " ga bo‘lamiz:

y'Y+py T =q (11)
Bu tenglamaning ikkala tomonini (1-») ga ko‘paytirib, (9), (10)-
tengliklarni hisobga olgan holda z(x) ga nisbatan chizigli, bir jinsli
bo‘lmagan differensial tenglamani olamiz:
2 +(1-n) pz=(1-n) q. (12)

Masalan: Differensial tenglamani yeching: y'+xy=xy°

Yechish: Bu tenglama Bernulli tenglamasidir »=3. z=y
almashtirishni bajaramiz. U holda z' = -2y~2y".

(12) da asosan z'+(=2)xz=—2x
(7) ga ko‘ra tenglamaning umumiy yechimini topamiz: z(x)=Cx’+1
Natijada ushbu y = +{cx* +1)7 yechimni olamiz.
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Rikatti tenglamasi

Ta’rif. %+a(x) y+b(x)y*=C(x) ko‘rinishdagi tenglamaga Rikatti
tenglamasi deyiladi.

Bu tenglama umumiy holda kvadraturada integrallanmaydi.
Lekin, agar bu tenglamaning biror y=y (x) xususiy yechimi ma’lum
bo‘lsa, y=y +zalmashtirish Rikatti tenglamasini z o‘zgaruvchiga
nisbatan Bernulli tenglamasiga keltiradi.

Masalan: Differensial tenglamani yeching: %—axy+ay2 =1.

Yechish: Bu Rikatti tenglamasidir. y=x bu tenglamaning xususiy
yechimidir. Suning uchun y=x+: almashtirish bu Rikatti tenglamasini
z o‘zgaruvchiga nisbatan Bernulli  tenglamasiga  keltiradi:

£+axz+azl =0.
dx

To‘la differensial tenglamalar

Ta’rif. Agar M(x,y)dc+N(x,y)dy=0 0))
tenglamada M(x,y) va N(x,y) uzluksiz differensiallanuvchi
e @

& x

munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda (1)-tenglamaga to la differensialli

differensial tenglama deyiladi, bu yerda % va & uzluksiz

funksiyalar uchun

funksiyalar.

(2)-shartning bajarilishi (1)-tenglamaning o‘ng tomoni biror u
(x,y) funksiyaning to‘la differensiali ekanligini anglatadi. U holda
(1)tenglama du(x,y)=0 yoki u(x,y)=C umumiy integralga ega
bo‘ladi.

Ou Ou ou Ou
du=—dx+ —d igi M=—N=—.
u P e ekanligidan pw
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Ou
M(x,y)= = munosabatni x boyicha integrallab

u(x,y) = [M(x,y)dx +o(») o My
munosabatni  hosil qilamiz.

integralni hisoblashda y ni o‘zgarmas deb qaraladi. ¢(y) funksiyani
aniglash  uchun topilgan  u(x,y) funksiyani y bo‘yicha

Ou
. = = N&xy) iy
differensiallab va oy ekanligidan

17}
= (JM(x, y)dx)+¢'(y) =N(x, iz
aj,(.‘ (x5)de) +9'(7) =N(x.7) tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamani

yechib, noma’lum ¢(y) funksiyani aniqlaymiz.
¥ 3x

. . . . 2
Masalan: Differensial tenglamani yeching: —de dy=
2x y'-3x* oM  6x ON 6x oM 6N
Yechish: M ==, N= —=——,—=—
v vy y‘ a Yoy a

—3x

u(x,y) = j—dx +o(y) , u(x, y)——+¢(x) =N(xy)=2

@ |

Demak, —%+¢'(x)=y _4x yoki (o’(x)=?_

2

1 1
Bundan ¢(x)=-—+C va u(xy)="5-—+C
Y oy

Integrallovchi ko‘paytuvchi
M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 (I)-tenglamadagi M(x,y) va N(xy)
. . . . ) oM ON
uzluksiz  differensiallanuvchi funksiyalar uchun 525; (2)-
munosabat o‘rinli bo‘lmasligi mumkin. U holda (1)-tenglamaning
chap qismi biror funksiyaning to‘la differensiali bo‘lmaydi. Bunday
hollarda shunday —u=u(x,y) funksiya topish mumkinki,
tenglamaning barcha hadlarini shu funksiyaga ko‘paytirilganda
tenglamaning chap qismi biror funksiyaning to‘la differensiali
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bo‘ladi. Bu wusul bilan topilgan tenglamaning umumiy yechimi
berilgan tenglamaning umumiy yechimi bilan bir xil bo‘ladi.
Odatda, u=p(x,y) funksiyaga (1)-tenglamaning integrallovchi
ko ‘paytuvchisi deyiladi.

u=p(xy) funksiya (1)-tenglamaning integrallovchi
ko‘paytuvchisi  bo‘lsin. Unda uM(x,y)dx+uN(x,y)dy=0 tenglamada

O(1M) _(KN) (hart o'rinli botladi.

Py o
_ oM ou oN ou du ou ON M .
Rl Vi~ P B VA od oN _oM
Ya’ni 8y May Ho TN yoki May No = #(ax ay] yoki
mon_pnOlnp N M (irgi tenglamani umumiy holda yechish

% & & o
qiyin masala. Ba’zan, xususiy hollarda bu masalani sodda yechish

mumkin.
oN oM N oM

¢ Jln x
/‘(}’) bo lsa —ay—/—l ay yok_l (y):exp "axMay dy .

Agar #

oN oM

Bu yerda, a"May ifoda faqat y ning funksiyasidan iborat bo‘lishi

kerak.

Agar u=p(x) bo‘lsa yoki

oM ON

Mﬂﬂmij&h.

Bu yerda, ¥ N & ifoda faqat x ning funksiyasidan iborat bo‘lishi

kerak.
Masalan: Differensial tenglamani yeching: (ch2 + y)dx —xdy =0.
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Yechish: Bu yerda, M =xy*+y,N=-x. %'I=2xy+l , ?EN=—1-%1¢%V-
o 2 1
& & _-1-1-2%¢ 2 u(y =exp(— —dy)=—. Berilgan
=T ). k)= | -y |- g
tenglamaning har ikki qismini  g( y)=i2 ga  ko‘paytirib:
y
(x+1)dx-izdy=0. Bu to‘la differensialli differensial tenglamadir
y y
(aﬁ=@’. =__‘_). Bu tenglamani yechib X2 om0 umumiy yechimni
y & Y y 2

hosil qilamiz.

Hosilaga nisbatan yechilmagan differensial tenglamalar.
Klero tenglamasi
Ta’rif. y=x%+v/(%) )
ko‘rinishdagi tenglamaga Klero tenglamasi deyiladi.
Bu tenglama yordamchi parametr kiritish bilan sodda
integrallanadi:

%=p,y=xp+w(p) a1
Oxirgi tenglamani x bo‘yicha differensiallab:
p= x%+p +V/'(p)%yoki [x+w'(p)]% =0,
£
Har bir ko‘paytuvchini nolga tenglab: {dx
x+y'(p)=0

Bu sistemaning birinchi tenglamasidan:
p=C va y=Cx+y(C) (2)
Sistemaning ikkinchi tenglamasidan p ni x ning funksiyasi sifatida
topib, uni (1’)-tenglamaga qo‘yib:
y =xp(x)+y(p(x)) a
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Klero tenglamasining yechimini hosil qilamiz. ¢)  maxsus
yechimdir.
Masalan: Differensial tenglamani yeching. x'- y+\/:(_y'_)z =0,
Yechish: y'=p deb y=xp+J1Tp7 Bu tenglamani differensiallab

’

y’=p+xp'+Lz-
Jl+p
Bundan |x+—-2 = p=0x=- = yoki p=C.
Jl+p +p

y= px+,/1+ P’
Lagranj tenglamasi

Ta’rif. y=xp(y")+y(y') (D
ko‘rinishdagi tenglamaga Lagranj tenglamasi deyiladi.
Bu tenglama ham yordamchi parametr kiritish bilan sodda
integrallanadi:

dy _
a L
Bunda
y=x¢(p) +y(p) )

(2)-tenglamani x bo‘yicha differensiallab:

=+ P+ @IL yoki p-ep)=le @ OIZ @)

(3)-tenglama p ning p-¢(p)=0 shartni qanoatlantiruvchi har bir
D = p,=const giymatlarida ayniyatga aylanadi. Bunda

y=xp(p,)+¥(p,)

343



(3)-tenglamadan &, o(p) __v'(e) gy x=x(p) ga nisbatan chizigli
& “p-o(p) p-o(p)

differensial tenglamadir.
Masalan: Differensial tenglamani yeching: y=x(»')"+(»')".

Yechish: ¥ = p deb y=xp” + p*. Bu tenglamani differensiallab
g

dp
=p*+[2xp+2p]+=.
p=p [XP P]!

Bundan, H_ 2,2 Demak, differensial tenglamani hosil
g 1-p 1-p
o y=xp'+p’
gilamiz. Uni integrallab, x=-1+ e sistemadan p

(P—_I)T‘ x=—l+(p—l)2

ni yo‘qotib, y:(C+Jx+1)2—tenglamaning umumiy yechimini hosil

gilamiz. y=0 tenglamaning maxsus yechimidir.
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13. Yugqori tartibli differensial tenglamalar.
Yugqori tartibli chiziqli differensial tenglamalar

Ta’rif. n-tartibli oddiy differensial tenglama deb F(x, y,
yy"...y™)=0 ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda x erkli
o‘zgaruvchi, y izlanayotgan funksiya, y’y",...,y® birinchi, ikkinchi va
h.k. n-tartibli hosilalar.

n-tartibli hosilaga nisbatan yechilgan tenglamani quyidagicha
yozish mumkin: y®™=fx, y, y'...,y* %) n-tartibli tenglama uchun ham
mavjudlik va yagonalik teoremasi o‘rinli.

Teorema. Agar ,-<f(xy,y,.»"") tenglamada f(x, $¥ses )
funksiya va uning y,y,..,»"" argumentlari bo‘yicha xususiy hosilalari
X=X4, = Yoo ' = Yoo Y = 3" qiymatlarni o°z ichiga oluvchi biror sohada
uzluksiz funksiyalar bo‘lsa, tenglamaning
(%)= or ¥ (%)= Yors " (%) =y, shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi
mavjud va yagonadir.

(%) =y ¥ (%) = o " (%) = 3, boshlang‘ich shartlar deyiladi.

Tenglamaning berilgan boshlang‘ich shartlar bilan yechimini
qidirish masalasi Koshi masalasi deyiladi.

Ta’rif. Tenglamaning umumiy yechimi deb shunday
y=¢(x,¢,¢,,..c,) funksiyalar to‘plamiga aytiladiki, ular c,.c,,..c,
o‘zgarmaslarning ixtiyoriy qiymatida tenglamani qanoatlantirib,
boshlang‘ich shartlarga bo‘ysunsa.

Ta’rif. Tenglamaning xususiy yechimi deb c,c,,..c,

o‘zgarmaslarning tayin ¢/,c},..c’ qiymatlaridagiy = p(x,c’,c’,...c%)

funksiyasiga aytiladi.
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Tartibi pasayadigan yugqori tartibli differensial tenglamalar.
Bevosita integrallash

I. y"=r(x) ko‘rinishidagi tenglamalarni bevosita » marta x
bo‘yicha integrallash yordamida umumiy integrali topiladi.
y(n-l) - ]'f(x)dxdrc,,y("") - ]’(]’f(x)dx +q(x—xo)+c2,...,
xg Xy \ X

n-2

y= ]‘...]f(x)dx..dx+cl(x—x°)n_ +c2(x—xo) +..+cC,.

(n-1)! (n—2)! .
Masalan: Diferensial tenglamani yeching: 3 = sin x.
Yechish: Berilgan tenglamani bevosita to‘rt marta ketma-ket

integrallab umumiy yechimni hosil gilamiz:
[r*mdc= fsinxdx+C,,

Y@ =-cosx+C,, JO(xNde= f(~oosx+C)+C;,

2
Y'(x)==sinx+Cx+GC,, y'(x) =cos x+C, 52-—+C2x+C3,

y(x):sinx+C,%3+C2£22—+C3x+C4.

II. = A ) ko‘rinishidagi tenglamalarni ,'=p(x) deb,
tartibini  bittaga pasaytirish mumkin: p'=f(xp). Bu tenglamani
integrallab p=p(x,c;) umumiy yechimni topamiz. y'=p(x)
munosabatdan esa y= [p(x,c)dx+c, umumiy integralni hosil qilamiz.

Masalan: Diferensial tenglamani yeching: y" = y'ctgx .

Yechish: Faraz qilaylik, p=y’. U holda y"=(")'=p’, berilgan
dsinx

tenglamani ko‘rinishi p' = pcrgx, p =0 bo‘lsin. £=ctgx-dx yoki Pp_
z p sinx

hadma-had integrallab, in|p|=njsinx+Inc,, bu yerda c¢1 > 0 yoki p = ¢

sinx.
p = 0 tenglamaning yechimi bo‘lgani uchun, uning ixtiyoriy yechimi
P = c1 sinx, | ixtiyoriy son.
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p= % bo‘lgani uchun dy = ¢ sinx dx.

Oxirgi tenglikni integrallab y = — ¢1 cos x + c2 umumiy yechimni
hosil qilamiz.

III. y =f(yy)ko‘rinishidagi tenglamalarmni ,'=p() deb,
tartibini bittaga pasaytirish mumkin. Lekin, bunda
%:%:%%:%p p. U holda p%’: f(x,p)tenglamani hosil gilamiz.
Bu tenglamani integrallab, p=p(y,c;) umumiy yechimni topamiz.
¥'=p(y) munosabatdan esa umumiy integralni hosil gilamiz.

Masalan: Ko‘shi masalasini yeching: y*+ 25y’ =0, y(0) = 2,5'(0) = 4.

Yechish:y = p almashtirishdan keyin, bunda p'=% va y'= p:—p s
ly

p(¥) ga nisbatan birinchi tartibli tenglamani olamiz: j—p+2_}p=0 yoki
ly

dp . s, d
Ey—=—2y. Bundan p ni topamiz: ﬁ:—zy,jdp=—j2ydy+c., p=-y*+C,.

Demak, ' =-»*+C,. Bunga boshlang‘ich qiymatlarni qo‘yib —4—

d 1
4+C1=>C1=0. Demak, y'=—y*, —2r=dx, —~=x -

. Boshlang‘ich
-y ¥y x+C,

1 1
=>C2 =5.

shartni qo‘yib 2= 5

+C,
Shunday qilib xususiy yechimy = 2.
2x+1

Chiziqli, bir jinsli differensial tenglamalar yechimining
xossalari

Ta’rif. Ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama deb,
F(x,,,y")=0 1)
ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu yerda, x — erkli o‘zgaruvchi, y —
izlanayotgan funksiya, y',y* — birinchi va ikkinchi tartibli hosilalar.
Masalan, y""+yy’ — xy° — cox x=0
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Yy"+xy'+x’cos y=0
kabi tenglamalarni keltirish mumkin.
Ikkinchi tartiblihosilaga nisbatan yechilgan tenglamani
quyidagicha yozish mumkin: ¥ "= fxy.y) [¥))
Ikkinchi tartibli tenglama uchun ham mavjudlik va yagonalik
teoremasi o‘rinli.

2-teorema (Koshi teoremasi). Faraz qilaylik, f(x,y,y’) va uning
xususiy hosilalari f; va 77 (x,y,5) o‘zgaruvchilar fazosining D sohasida
uzluksiz bo‘Isin. U holda ixtiyoriy ichki M,(x,,y,.y.) eD nuqta uchun (2)-
tenglamaning quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud va
yagona:

X = X0s Vixg) = Voo y(’xo):y(,) 3)
Geometrik nuqtayi nazardan bu teorema oxv koordinata
tekisligining (x,,y,) nuqtasi orqali o‘tuvchi va burchak koeffitsientda y,
bo‘lgan yagona integral chiziq mavjudligini anglatadi.

(3)-shart boshlang‘ich shart deyiladi, (2)-tenglamaning berilgan
boshlang‘ich shartlar bilan yechimini qidirish masalasi Koshi masalasi
deyiladi.

D sohada (2)-tenglamaning umumiy yechimi deb shunday
y=lx,c,,c,) funksiyalar to‘plamiga aytiladiki, ular c,c, o‘zgarmaslaming
ixtiyoriy qiymatida (2)-tenglamani qanoatlantirib (3)-boshlang‘ich
shartlarga bo‘ysunsa.

(2)-tenglamaning xususiy yechimi deb c¢,c, o‘zgarmaslarning
tayin ¢! qiymatlaridagi y=g{x.c?,c?) funksiyasiga aytiladi.

Ta’rif. Ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglama deb

¥+ pla)y' +qlx)y = £(x)
ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu yerda, y — izlanayotgan funksiya,
p(x) q(x} f(x) — biror (a,5) intervalda aniglangan, uzluksiz funksiyalar.
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Agar f(x)#0 bo‘lsa, u holda ikkinchi taribli, chizigli, bir jinsli
tenglama deyiladi. Agar f(x)=0 bo‘lsa, u bir jinsli bo Imagan chizigli
tenglama deyiladi.

Berilgan tenglamada p(x) va g¢(x) funksiyalar o‘zgarmas bo‘lgan
holini qaraymiz. Bunday tenglamalar o‘zgarmas koeffitsientli chiziqli
tenglamalar deyiladi.

Demak, y"+py'+qy=f(x)
ko‘rinishdagi tenglamalarni garaymiz, bu yerda p va 4 ixtiyoriy haqiqiy
sonlar.

Ushbu chizigli, bir jinsli »"+#7'+a=0

tenglamani qaraymiz, p va ¢ haqiqiy sonlar.

Ta’rif. Agar Y +P'+9=0 tenglama j,(x)y,(x) yechimlarning

chiziqli kombinatsiyasi: ¢y, (x)+c,y,(x) fagat ¢,=c,=0 bo‘lgan
holdagina o‘rinli bo‘lsa, u holda ular chizigli-erkli, aks holda chiziqli
bog ‘lig deyiladi.

Teorema. Agar y(x) va y,(x) y"+py'+qy=0
tenglamaning chiziqli-erkli yechimlari bo‘lsa, u holda y(x)=y,(x)£y,(x)
ham bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi.

Teorema. Agar y(x) va y,(x) y"+py'+qy=0 tenglamaning
chizigli-erkli yechimlari bo‘lsa, u holda y(x)=sy (x) v y(x)=c,y,(x) lar
ham bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi.

Teorema. Agar y'"+py'+qy=0
y(x) va y,(x) tenglamaning chizigli-erkli yechimlari bo‘lsa, u holda
Ax)=e(x)+e.22x) bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi bo*ladi.

n-tartibli chizigli differensial tenglama deb quyidagi ko‘rinishdagi
tenglamaga aytiladi: y™ + p_,(x)y™™ +---+ p,(x)y + po(x)y = f(x)-
Buyerda, f(x).p,(x),...,p,.(x)~(a,b) da berilgan uzluksiz funksiyalar.
Llx]=y" + p, ,()y" +--+ p (0¥ + po(x)y
deb belgilasak, gisqacha ushbu tenglamani hosil gilamiz: L{y}= f(x).
Unga mos bir jinsli tenglama esa L{y]=0 ko‘rinishda bo‘ladi.
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Teorema. Y4 p (Y ot p ()Y + pe(X)y = f(x) tenglama
(a,b) kesmada y(xo)=yo, y'(x0))=y", ..., y"(xg)=yo™ Y
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yagona yechimga ega.
Teorema. Agar 7,00 ¥, (s sy, (%) funksiyalar
L[y]=otenglamaning yechimlari bo‘lsa, ularning chizigli kombinatsiyasi
an®+ey(M)+-+6ya() ham shu  tenglamaning umumiy yechimi
bo‘ladi.

Vronskiy determinant

Ta’rif. »(x) va (%) funksiyalar uchun

W(3.y,)= ¢ ' 72 =yy, -y, Vronskiy determinanti yoki berilgan

’
1 2

funksiyalarning Vronskiyani deyiladi.

Teorema. Agar y,(x) va y,(x) [a;b] kesmada chizigli bog‘liq
bo‘lsa, u holda bu funksiyalarning Vronskiy determinanti nolga teng.

Teorema. Agar y"+py'+qy=0 tenglamaning () va y,()
yechimlaridan tuzilgan w(y,y,) Vronskiy determinanti tenglamaning
koeffitsientlari uzluksiz bo‘lgan [a;b] kesmadagi biror x=x
qiymatida nolga teng bo‘lmasa, u holda u bu kesmagi x ning hech
bir giymatida nolga aylanmaydi.

Teorema. Agar y"+py'+qy=0 tenglamaning y(x) va y,(x)
yechimlari [a;b] kesmada chizigli-erkli bo‘lsa, u holda bu
yechimlardan tuzilgan Ww(y,y,) Vronskiy determinanti berilgan
kesmaning hech bir nugtasida nolga aylanmaydi.

Ta’rif. YO 4 p YO 4t ()Y + Py (X)y =0 tenglamaning
fundamental yechimlar sistemasi deb, uning n ta y,(x),y,(x),....y,(x)
chizigli-erkli yechimlar sistemasiga aytiladi.

Ta’rif. Agar y,(x)y,(x}...y.(x) funksiyalar (m-1) tartibgacha
hosilalarga ega bo‘lsa, u holda ushbu m-tartibli determinant
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yi() 3,() o palx)
yi(x) yx) - y(x)
)y (x)- y i
Vronskiy determinanti (Vronskian) deyiladi va  w(x) yoki
w{y,,---.y.] kabi belgilanadi.
Teorema. Y4 p ()Y +o 4 p ()Y + Dy (X)y =0 tenglamaning
y(x) y,(x}....y,(x) yechimlari chiziqli-erkli bo‘lishi uchun ulardan
tuzilgan Vronskiy determinanti noldan farqli bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Natija: Agar (s,5) ning bitta x, nuqtasida w(x,)=0 bo‘lsa, ular (s,5)
da chizigli-erkli sistemani tashkil etadi.

O‘zgarmas koeffitsientli, chiziqli, bir jinsli differensial
tenglamalar
Ta’rif. L,,[y]z y(") + pn_‘y("'l) +-+py +p,y=0
ko‘rinishdagi tenglamalarga o‘zgarmas koefTitsientli, chizigli, bir jinsli
differensial tenglamalar deyiladi, bu yerda p, =i=0}...,n-1 0‘zgarmas
sonlar.

Bu tenglamani yechish uchun uning fundamental yechimlari
sistemasi, ya’ni n ta chizigli-erkli y,(x),(x}....».(x) yechimlamni topish
kerak. U holda uning umumiy yechimi y=cyi(x)+... +cnyn(x) ko‘rinishda
bo‘ladi. Bu yerda, ci(i=1,2,...,n) ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.

Xarakteristik tenglama. Fundamental yechimlar sistemasi
¥+ P (x)y("-l) +rot p(x)y + p(x)y =0
tenglamaning xususiy yechimlariniy=e*, k=const ko‘rinishda izlaymiz.
Uholda ¥' = ke, y =ke" -,y = k"
Bularni tenglamaga qo‘yib Ln[e¥] =" [k"+pn_1k"~
I+ . +pik+po]=0
Bu yerdan ¢* =0 bo‘lgani uchun «" + p, k™ +---+ pk+ p, =0.
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Demak, agar & k"+p 4k"'+--+pk+p,=0 algebraik tenglamaning
yechimi bo‘lsa, y=e* funksiya 3 +p, ,(x)y™" +-+px)y +py(x)y =0
tenglamaning xususiy yechimi bo‘ladi.

Ta’rif. K+ p, k" 4t pk+p, =0 algebraik tenglama
Y4 P (YT 4t p(X)Y + po(x)y =0
tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

Xarakteristik tenglamaning ildizlari uchun quyidagi hollar bo‘lishi

mumkin.

1-hol. k,k,,...k, turli haqiqiy ildizlar bo‘lsin. U holda n ta

e et et
funksiyalar bir jinsli tenglamaning yechimlari bo‘lib, (-=+x) da
chiziqli-erkli sistemani tashkil etadi. Shuning uchun, bir jinsli

tenglamaning umumiy yechimi y= ic,e"‘ funksiyadir.

Agar birorta k¥, kompleks son (k, =a+ig,g=0) bo‘lsa, qolgan
sonlar orasida unga qo‘shma bo‘lgan &, =a-if,s=; son mavjuddir.
Kompleks e#*# funksiyalar bir jinsli tenglamaning yechimi

bo‘lgani uchun %[e(""ﬂ)’ +e == cos px  va %[e(“"”)‘ — @ |= = sin px

funksiyalar ham bir jinsli tenglamaning yechimi bo‘ladi (bu yerda,
Eyler formulasi e** =cosx+isinx dan foydalaniladi).

Bu holda ¢"-¢"
ham chizigli-erkli ekanligini ko‘rsatish mumkin.

Masalan 1. Tenglamani yeching: y"-5y" +4y=0.

Yechish: Bu differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi
ushbu ko‘rinishda bo‘ladi: #* -5k +4=0,
lldizlari haqiqiy va turlicha & =1, &, =4. Demak, bu tenglamaning

ax @ - & x . . .
87 cos fix,....e” sin fk,....e yechlmlar sistemasi

umumiy yechimi ¥ =6¢" +¢:€”
Masalan 2. Differensial tenglamani yeching: "-2y"—

-y +2y=0.
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Yechish: Bu  differensial  tenglamaning  xarakteristik

tenglamasi:
K 2k —k+2=0 ya'ni, (k-2)(k*~1)=0 bo‘ladi.

Bu algebraik tenglamaning ildizlari & =2,k =1k =-1. Bu
ildizlarga mos keluvchi yechimlar: c;e”, coé¥, cze™

Berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi y(x)=
c1e”+cze*+c3e* ko‘rinishida bo‘ladi.

2-hol. k, xarakteristik tenglamaning = karrali ildizi bo‘Isin.

Bu holda ¢**,xe"”,..,e"'e* funksiyalar bir jinsli tenglamaning
ixtiyoriy (a,b) da chizigli-erkli yechimlari bo‘ladi.

U holda bir jinsli tenglamaning fundamental yechimlari sistemasi

~m~1_kx kX

[ k; k k,
eV, xe”,..., 0" e, e e e

quyidagicha bo‘ladi:

Masalan 1. Diferensial tenglamani yeching: y"-6y'+9y=0.

Yechish: Xarakteristik tenglama k*6t+9=0 yoki (x-3) =0,
ya’'ni karrali yechimga ega: k =k, =k=3. Bu bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi

y=e"(c +c,x)

Masalan 2. Diferensial tenglamani yeching.
Y™ +4y" +8y"+8y' +4y=0.

Yechish: Xarakteristik tenglamani ko‘paytuvchilarga ajratib

A +A2 +82 +84+4=0, (B+24+2)=0
xarakteristik tenglamaning yechimlari 4 =4, =-1+i, 4, =4, =-1-i.
Demak, umumiy yechim y,, =e*(C,cos x + C,xcos x + C, sin x + C,xsin x) .

3-hol. Agar k, -m karrali kopmleks ildiz bo‘lsa (k, =a+i8,8+0),
u holda unga qo‘shma bo‘lgan = karrali i, =e-ig ildiz mavjuddir.
Qo‘shma & ildizga quyidagi yechimlar mos keladi:
et xeh | x gkt

Bularni mos ravishda qo‘shib, ayirib, 2 ga bo‘lib, quyidagi 2 ta
haqiqiy funksiyalar sistemalarini olamiz:
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e™ cos fix, xe™ cos fix,...,x™ 'e™ cos fx
e™ sin fx,xe™ sin fix,...,x™'e™ sin f x

Sistemadagi kompleks funksiyalarni bu funksiyalar bilan
almashtirilsa, yana chiziqli-erkli sistema hosil bo‘ladi.

Masalan 1. "-2y'+2y=0.

Yechish: Ushbu tenglamani  xarakteristik  tenglamasi
k*-2k+2=0po‘lib, yechimlari: & =1+ik,=1-i, bu yerda i=+v-1
mavhum birlik. Umumiy yechimning ko‘rinishi esa
y=¢"(¢sinx+c,cosx)

Masalan 2. Diferensial tenglamani yeching: y" -8y =0.

Yechish: Ushbu tenglama: &*> —~8=0 ildizlarini topamiz:

(k=2)k* —2x+4)=0k =2, k,, =123

Demak, umumiy yechim y = Ce™ + (C2 cos v/3x + C,sin w/:’;x)e" )

O¢zgarmas koeffitsientli, chizigli, bir jinsli bo‘Imagan differensial
tenglamalar. Tanlash usuli

O‘zgarmas koeffitsientli, bir jinsli bo‘lmagan differensial
tenglamalaming yechimini topish quyidagi fundamental teoremaga
asoslanadi.

Teorema. Bir jinsli bo‘lmagan y™ + p,,()y"™ +---+ p (X))’ +

+Po(¥)y = f(x)
n-tartibli, chiziqgli differensial tenglamaning umumiy yechimi, uning
xususiy yechimi va unga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
yig‘indisidan iborat. Tenglamaning xususiy yechimini tanlash usulida
topishda quyidagi hollar bo‘lishi mumkin.

1-hol. Umumiy holda, xarakteristik tenglama S karrali nol ildizni
o‘z ichiga olsa va bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning o‘ng tomoni n-
darajali ~,(x) ko‘phad bo‘lsa, tenglamaning xususiy yechimi ¢, (x)x*
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ko‘rinishda qidiriladi. Bu yerda, ¢,(x) n-darajali o‘zgarmas koeffitsientli
ko‘phad.

Masalan. Differensial tenglamani yeching: y*-5)'+4y=8.
Yechish: Unga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
y=ce +e,c*.

O‘ng tomonning ko‘rinishidan kelib chiqib, ushbu bir jinsli
bo‘lmagan differensial tenglamaning xususiy yechimini 7p=c
ko‘rinishda gidiramiz. Bu ifodani tenglamaga qo‘ysak, ¢=2 bo‘ladi.

Demak, tenglamaning umumiy yechimi: ” (x)=ce’+eet 42,

2-hol. Umumiy holda, bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning o‘ng
tomoni P (x)e ko‘rinishda bo‘lsa, uning xususiy yechimi
F(x)=x'Q,(x)e= ko‘rinishida qidiriladi, «xarakteristik tenglamaning
ildizi, s uning karraligi.

Masalan. Diferensial tenglamani yeching: »"+) -6y = xe™.

Yechish: y" + y —6y =0 tenglamaning umumiy yechimini topamiz.

K +k-6=0, k=-3,k=2. yy=Ce™ +Ce”
k, =2 xarakteristik tenglama ildizi bo‘lgani uchun xususiy yechimni
v, =(Ax + B)- xe**
ko‘rinishida izlaymiz. Hosilalarni hisoblab tenglamaga qo‘yamiz:

v =(24x + B+24x* +2Bx) ¥,
yo=(24+2B+44x + 4dx + 2d4x + 44 + 4Bx)e” .
24+4B+8Ax+4Bx +4Ax* +2Ax+ B+2Bx +2Ax* —6Ax* —6Bx = x
24+5B+8Ax=x.

1
84=1 1%
{2,4 +5B=0 po_ 1

Demak, xususiy yechim y. = (x— ~-—le
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. . - . SxT-2x ,, Sy
U holda umumiy yechim y=Ce™>+C,e’ +%40—er ko‘rinishida

bo‘ladi.

3-hol. Tenglamaning o‘ng tomoni P, (x)e™ cosfx+(, (x)e™ sin fx

bo‘lib, a«+ip xarakteristik tenglamaning s karrali ildizi bo‘lsa, uning
xususiy ~ yechimi  5=x[U,(x)e” cos Bx+¥, (x)e=*sinfx|  ko‘rinishida
qidiriladi. Bu yerda, U,(x)va ¥, (x)-P(x)va @,(x) ko‘phadlarning
umumiy ko‘rinishi.

Masalan. Diferensial tenglamani yeching: "+ y =sinx.

Yechish: y"+y=0 tenglama umumiy yechimini topamiz:

K+1=0, k=i, k=—i .
+i xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lgani uchun xususiy yechimni
. =x(Acosx+Bsinx)
ko‘rinishida izlaymiz. Xususiy yechim hosilalarini hisoblab,
tenglamaga qo‘yib va mos hadlarni tenglashtirib, noma’lum
koeffitsientlarni topamiz.
y. =(A+Bx)cosx+(B+ Ax)sinx, y!= (2B- Ax)cosx—(24+ Bx)sinx .
(2B Ax)cosx—(2A4+ Bx)sin x + Axcosx + Bxsin x =sinx

2Bcosx—2Asinx=sinx.

{23:0 A=-1
- 2
24=1, B0

X
Demak, xususiy yechim . = T cosx

U holda umumiy yechim y=C, cosx+C, sinx—gcosx ko‘rinishida bo‘ladi.
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O‘zgarmas Kkoeffitsientli, chiziqli-differensial tenglama sistemalari

Odatda, differensial tenglamalar sistemalari qaralayotganda,
funksiya argumentlari ¢ orqali, noma’lum funksiyalar esa
x (), x, (), -+, x,(z) orqali belgilanadi.

Ta’rif. Ushbu
[
%: L2, %, (), %, (@), x,(2))
J ‘f;tz = £,(.% (0,5, (D), -+, %,()) 1)

L‘fdxt" = f;v(t’xl (t),x2 (t)""’x"(t))

ko‘rinishdagi  tenglamalar sistemasiga differensial tenglamalar
sistemasi deyiladi. (1)-tenglamaning

Xio =X (86)> X30 = X, (29D, X0 = X, (Zp) @

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasi boshlang ‘ich
shartli masala yoki Koshi masalasi deyiladi. (2)-shartlar boshlang ‘ich
shartlar yoki Koshi shartlari deyiladi.

Teorema. (yechimning mavjudligi va yagonaligi). Agar
[t %, (0),x,(®),---,x,(®)) (i=12,...,n ) funksiyalar va  barcha
(2. x (2),x, (2),-- -, %,(2))

axi
boshlang‘ich qiymatlarning atrofida uzluksiz bo‘lsa, u holda (1)-
tenglamaning (2) shartni qanoatlantiruvchi yechimi shu atrofda
mavjud va yagonadir.

Ta’rif. Agar differensial tenglamalar sistemasi barcha
noma’lum funksiyalar va ularning hosilalariga nisbatan chizigli
bo‘lsa, u holda bunday differensial tenglamalar sistemasi chizigli-
differensial tenglamalar sistemasi deyiladi.

Ta’rif. Ushbu

(i=12,...,n,j=12,..,n) Xususiy hosilalar
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'%:l—t= ax @) +ta,x,(®)+---+a,x, )+ ()

J ddxtz = a, X))+ aux, () +---+a,, x, )+ f,() (3)

dx
dtn =a x()+a,,x, ()+---+a, x, @)+ f,()

ko‘rinishdagi  differensial tenglamalar  sistemasiga  o‘zgarmas
koeffitsientli, chizigli*differensial tenglamalar sistemasi deyiladi. Bu
yerda, a;—const(i= 1, 2n,j=. ., n sistemaning koeffitsientlari

deyiladi.
Quyidagi belgilashlarni qabul qilsak,
dx,
a, 4y a,, Xy N at
a, Q,, ... a x. 2 dx dx,
A 21 22 2n X — 2 S F — 2 , = = dt
....................... . dt
anl anZ ann xn -f;l dx
dt
u holada (3)-sistemani
X _ux+F “)
dt
matritsaviy ko‘rinishda yozish mumkin.
Ta’rif. Agar (4)-sistemada F=0 hosil bo‘lgan
dX -—
=X (5)
sistema (4)-sistemaga mos bir jinsli sistema deyiladi.
(‘f;l =apx () +a,x, (@) +---+a, x, (1)
&= a,x, (@) +ax, (t)+---+a,, x,()
J dt 21" 2242 2n n (6)
| T = aun O+ a3, @O+ ay, %0

Kursimizda chiziqli-differensial, bir jinsli, o‘zgarmas
koeffitsientli differensial tenglamalar sistemalarini o‘rganamiz.
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Bir jinsli yoki bir jinsli bo‘lmagan o‘zgarmas koeffitsientli,
chizigli-differensial tenglamalar sistemasini bitta yuqori tartibli
o‘zgarmas  koeffitsientli, chizigli-differensial tenglamaga keltirib
integrallash usuli qulay hisoblanadi.

Soddaligi uchun bu usulni ikki noma’lum funksiyali, bir
jinsli, o‘zgarmas koeffitsientli, chizigli-differensial tenglama uchun
o‘rganamiz.

Bu sistemaning ko‘rinishi quyidagicha:

%= a,x,(t)+a;,x, ()

Q)

dtz = a,;x;(#)+a,x, (¥)

Sistemaning birinchi tenglamasini ¢ bo‘yicha differensiallab,
quyidagiga ega bo‘lamiz:
dx,  do() _ do(®) | x)
e ®)
(@) % ®
dt dt

(8)-sistemada hosilalarni (7)-sistemadagi ifodalarni

qo‘yib:
d’x,

2
g =(ay, +ay,,a,)x, () +(ay,a,, +a,,a,,)x, (¢)

d*x

_d_tz—l_= 1% (8) + byx, (2)

yoki

dx,
dtl =a, % (1) +a;,x, (1)

d’x
dr?

L= X, (8 +b,x, (1)

a, 9

#0 bo‘lsa, u holda bu sistemani
bll bl2

sistemada a=

x,(¢) va x,(r) noma’lumlarga nisbatan yechish mumkin. Bunda
L, dx

7 e hosilalar orqali

x,(¢) va x,(¢) noma’lum funksiyalarga

chiziqli ifodalanadi.
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— ix__l_ d2x1
x (1) =a = +b e )
_ . ax d’x,
x,(t)=c o +d 2 ao)
(9) x (» funksiyaga nisbatan ikkinchi tartibli, bir jinsli, o‘zgarmas
koeffitsientli, chiziqli-differensial
x, () funksiyani

tenglamadir. Uni yechib
hosil gilamiz. Topilgan x () funksiyani ikkinchi
tenglamaga qo‘yib x,(») funksiyani hosil qilamiz.

. . . —L=3x +2x,
Masalan. Tenglamalar sistemasini yeching: :11:
2 =4x, +5x,
dt

Yechish: Sistemaning birinchi
differensiallab, quyidagiga ega bo‘lamiz:
d’x, . dx

1 de
> —+2
dt dt

tenglamasini ¢ bo‘yicha

=303x, +2x,)+2(4x, +5x,)=17 x; +16x,

7;‘— =3x, +2x,
d’x,

2 =17x, +16x,

sistemani x, () va x,(r) noma’lumlarga nisbatan yechib:

2
_d_% -8 & _ —7x
dt dt
2
345 1780 4y,
dt dt
Birinchi tenglamani yechib
2
dx _g% |7 =0.
dt dt

k> —8k+7=0,k =1,k ,=7.

x(1)=Ce +Ce”.
Topilgan x () yechimni ikkinchi munosabatga qo‘yib
noma’lum funksiyani hosil qilamiz:

x, (0)
x,(r)=—Ce' +2C,e".
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Bir jinsli, ofzgarmas koeffitsientli, chizigli-differensial
tenglamalar  sistemasining fundamental yechimlar sistemasini
bevosita ham topish mumkin.

Buning uchun

(%L= ax (D +a,x, () +---+a, x,(2)
ax; _
J ar ayx, () +ax, )+ -+a,, x,(t) (6)

dx
—dtL= a,5@)+a,x, )+ -+a,, x, ()

tenglamalar sistemesi yechimlarini x, =ae”,x, =a,é”,....x, = a,e"
ko‘rinishida izlaymiz. (Bu yerda, ¢, a,,..,2, o‘zgarmas sonlar).
Ulami (3)-sistemaga qo‘yib , €” ga bo‘lib va barcha hadlami
tenglikning bir tomoniga yig‘ib, quyidagi sistemani hosil gqilamiz:

(a, -k, +a,ox,+-+a, a, =0

a, o+ (a,,—ka, +---+a,, a, =0

(11)

Bu bir jinsli tenglamalar sistemasi noldan fargli yechimlarga
ega bo‘lishi uchun uning determinanti noldan fargli bo‘lishi kerak:

a,, — kx a,, a,,
a;, a,,—k a;,
=0 (12)
., a, a,—k

(12)-tenglama  (6)-sistemaning  xarakteristik  tenglamasi
deyiladi.
Quyidagi hollar bo‘lishi mumkin.
1-hol. Agar (12)-xarakteristik tenglamaning &, (i=1,2,..,n) ildizlari
haqiqiy va turli bo‘lsa, ularni ketma-ket (11)-sistemaga qo‘yib,
ularga mos ¢/ (i=12,..,n,j=12,.,n) qiymatlar topiladi va ularni
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izlanayotgan yechim Ko‘rinishiga qo‘yib, sistemaning n ta xususiy
yechimlari hosil qilinadi.
x =a‘”)ek",x§“ =a:”ek" g X0 =afj)ek"' (=12,..n) (13)

Bu yerda, quyi indeks noma’lum funksiya nomeri, yuqori
indeks yechim nomerini anglatadi. Odatda bu yechimlarga
sistemaning fundamental yechimlar sistemasi deyiladi.

Bu yechimlarni matritsaviy ko‘rinishda

X, =AY X = AP, XD = 4V

Bu yerda,
a?
(1)
A= % i=12,..n
a,(")
é— =x+2y

Masalan. Sistemani yeching: .
D ax+3 v
dt

Yechish: Berilgan sistemaga mos xarakteristik tenglama

quyidagicha bo‘ladi '14_k 33,‘ |=0 yoki k* —4k—5=0.

Bu tenglama ildizlari k, =-1, &, =5. Ularga mos yechimlar esa

{"1 —ale, 3, = ae”
@5t @5t
x =a’e ,y =a’e

x, =a®%”, y, =a’e” yechimlami berilgan sistemaga qo‘yib

-\ = a® +2a o

M — D

o Yoki all=—a.

2

—agl) =4a? +3a
Demak, x, =Ce™ ,y, =—Ce™ , C,=al".
x, =aP¢" , y, =a®¢" yechimlarni berilgan sistemaga qo‘yib

a? =2a® ekanligini hosil qilamiz.
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Demak, x, =C,e” ,y, =2Ce® , C,=a? .

Sistema chizigli bo‘lgani uchun sistemaning umumiy yechimi

x=Ce' +Ce™ ,
y=-Ce" +2C,e”
ko‘rinishida bo‘ladi.

2-hol. Agar xarakteristik tenglama y karrali £ ildizga ega

bolsa, u holda sistema yechimlari quyidagi ko‘rinishda izlanadi:

X(2)= (A2 + APt +..+ 4007 ),

Bu yerda,
al
a’9)
A R a‘.f.’) const
ay
L
. N de Y
Masalan. Sistemani yeching: | , .
:jf: x+3y
Yechish: Sistemaning xarakteristik tenglamasi
1-k -1 -0
13-k |
yoki
K—4k+4=0.

Bu tenglama ildizlari 4 =k, =2.
Demak, yechimni

{x =(a, + ft)e”

y={(a,+ ft)e”
ko‘rinishida izlaymiz.
Yechimlarni berilgan sistemaga qo‘yib
200 + B +20t =a + Bt —-a, - Byt

bundan esa f:= - fi, a:=—ar—fI.
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Bu yerda, a; va B; ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar bo‘lgani uchun ularni
mos ravishda C; va C> orqali belgilab, quyidagi umumiy yechimga
ega bo‘lamiz

x=(C,+Ct)e

{y =—(C,+C, +C,t)e".

3-hol. Agar xarakteristik tenglama k,=p+ig ildizga ega
bo‘lsa, u holda unga mos
X, =4V

yechimni  ikkita haqiqly yechimga: shu ildizga mos kompleks
funksiyaning haqiqiy va mavhum qismidagi funksiyalariga
almashtirish mumkin.

dx
o T
Masalan. Sistemani yeching: |
Ly
—=2x-y
dt
Yechish: Sistemaga mos xarakteristik tenglama
1-k -5
=0 1 k249 =
l2 ek yoki £’ +9=0.

Bu tenglama ildizlari k,=13i.
Demak, yechimni {x =% ez
y=a,e€
ko‘rinishidan izlaymiz. Bularni sistemaga qo‘yib (1-3i)e, —5a, =0.
Bu tenglamani, masalan, &, =5, a, =1-3i yechimlar ganoatlantiradi.
x=5¢e" =5(cos3t+isin3r)
Demak, {y=(1_3i)e3" = (1-3i)(cos3¢ +isin3t).
Bu yechimlarning haqigiy va mavhum qismlari berilgan sistemaning
yechimlari bo‘ladi, ularning chiziqli kombinatsiyalari esa umumiy
yechim bo‘ladi:
x =5C, cos3t+5C, sin3¢
{y = C, (cos 3t +3sin3t) + C, (cos 3¢ —3sin3t).
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Iqtisodiyotda differensial tenglamalar apparati

Differensial tenglamalar nazariyasini iqtisodiy jarayonlarning
modellarida qo‘llanishiga doir misollarni qaraymiz, bu yerda erkli
o‘zgaruvchi bo‘lib ¢ vaqt ishtirok etadi. Bunday modellar uzoq vaqt
mobaynida iqtisodiy sistemalar evolyutsiyasini tekshirishda foydalidir,
ular iqtisodiy dinamikani tahlil etishning asosini tashkil etadi.

Ishlab chiqarishning tabiiy o‘sish modeli
Birinchi tartibli differensial tenglamalar.

Faraz qilaylik, qandaydir mahsulot p narx bilan sotiladi, Q(?)
funksiya ¢ vaqt mobaynida ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori
o‘zgarishini bildiradi desak, u holda vaqt davomida pQ() ga teng
daromad olinadi. Aytaylik olingan daromadning bir qismi mahsulot
ishlab chiqarish investitsiyasiga sarf bo‘lsin, ya’ni

1 (t) = me(t) . 1)
Bu yerda, m investitsiya normasi, 0‘zgarmas son va 0<m<1.

Agar bozor yetarlicha ta’minlangan va ishlab chiqarilgan
mahsulot to‘la sotilgan degan tasavvurdan kelib chigilsa, ishiab
chiqarish tezligining yana oshishiga (akselatorga) olib keladi. Ishlab
chiqarish tezligi esa investitsiyaning o°‘sishiga proporsional, ya’ni

o=@ %)
Bu yerda, 1/ akselator(o‘sish) normasi. (1)-formulani (2) ga qo‘yib
Q' =kQ, k=Imp 3)

differensial tenglamani olamiz. (3)-tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan
differensial tenglamadir. Bu tenglama umumiy yechimining ko‘rinishi
Q=Ce", bunda C ixtiyoriy o‘zgarmas son.

Faraz qilaylik, boshlang‘ich f=f momentda mahsulot ishlab
chiqarish hajmi Qo ma’lum bo‘lsin. U holda bu shartdan C o‘zgarmasni
aniqlash mumkin:
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Q,=Ce*, bundan C=Q,e™ . Natijada (3)-tenglama uchun Koshi

masalasining yechimini topamiz:
Q=0 . @

Shunga e’tibor berish kerakki, matematik modellar umumiylik
xossasiga ega. Aholining o‘sishi dinamikasi, bakteriyalarning ko‘payish
jarayoni, radioaktiv parchalanish jarayonlari ham (4)-formula bilan
ifodalanadigan qonuniyatga bo‘ysunadi.

Masalan 1. Agar Q' =kQ tenglamadagi proporsionallik koeffitsienti
0,1 ga teng bo‘lsa, realizatsiya qilingan mahsulot miqdori boshlang‘ich
vaqtdagi bilan solishtirilganda, qancha vaqt o‘tgandan keyin ikki marta
ko‘payadi?

Realizatsiya qilingan mahsulot miqdorini ikkilanishiga ketadigan
vaqgtni 20% ga qisqartirish uchun investitsiya normasini qancha foizga
oshirish kerak?

Yechish: (4) da 1%=0, k=0,1, Q=2Q0 deb faraz qilsak 20, =g,
tenglikka kelamiz, bundan ¢ =10In2~ 6,93 (vaqt birligi).

Endi realizatsiya qilingan mahsulot miqdorini ikkilanishiga
ketadigan vaqtni 20% ga qisqartirish uchun investitsiya normasini
hisoblaymiz. ¢, =0,8¢, k, = E)% =125k, ya’ni investitsiya normasini 25%

>

ga oshirish kerak.
Masalan 2. Talab va taklif funksiyalari mos ravishda

dp dp
=25-2p+3% x=15-p+4°C
Y Prog * P
Agar boshlang‘ich momentida p=9 bo‘lsa, muvozanat narxinig vaqtga
bog‘ligligini toping.

Yechish: Talab va taklifning tengligidan 25-2p+3 % =15-p+ 4d—"t’ ,

di
bundan %’tl=10—p, ya’ni o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamani hosil

qilamiz. Bu tenglamani yechib, p=I10-Ce ' tenglamani hosil gilamiz.
p(0)=9 shartdan,
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c=1 kelib chigadi, nihoyat p=10-Ce—*va lim p =lim(10—e™) =10 = const
bo‘lib, narx turg‘unlikka ega.
Masalan 3. k — doimiy elastiklikka ega funksiya topilsin.

Yechish: Elastik ta’rif va masala shartidan quyidagiga egamiz:
ZQ =k, ya’ni 0 ‘:—Q—k- 2 #0 shartda £I£=k'd5Q
munosabatni hosil qilamiz. Bu tenglikni integrallab, InjQ|=kln|p|+Inc,

bundan esa ¢=cC-p* yechimni hosil gilamiz.
Raqobat sharoitida ishlab chiqarishning o‘sishi (Logistik o‘sish)

Faraz qilaylik, p=p(Q) kamayuvchi funksiya bo‘lsin, ya’ni ishlab
chiqarish o‘sishi bilan bozor to‘yinadi va narx pasaya boradi:dp/dQ <0.
U holda tabiiy o‘sish modeli

Q' =aplO)0,a=Im &)

ko‘rinishida bo‘ladi. Bu yerda a=¢m, (5) avtonom differensial
tenglamadir.

Tenglamaning o‘ng tomonidagi barcha ko‘paytuvchilar
musbatligidan ¢’ >0, ya’ni Q) funksiya o‘suvchi.

Funksiyaning o‘sish xarakteri (qavariq yoki botigligi) uning
ikkinchi tartibli hosilasi bilan aniqlanadi. (5)-tenglamadan ushbu
o -a[Qp(Q)+Q ”Q] aQ{ ] o

tenglik kelib chiqgadi.

Talab elastikligini kiritib, bu tenglikning ko‘rinishini

o‘zgartirish mumkin:

E(p)= ng, tengllkka ko‘ra O" an(l+ ng) yokl % <0 bo‘lgani

uchun £ <o, nihoyat
o =aQp(i-1/) (6)
tenglik hosil bo‘ladi.
(6)-tenglamadan elastik talabda, ya’ni |£{>1, >0 ekanligi

kelib chiqadi va Q) funksiyaning grafigi pastga qavariq ekanligi
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ma’lum bo‘ladi. Bu esa mahsulot hajmining progressiv o‘sishini
bildiradi.

Noelastik talabda |E|<1 va bu holda Q"<0 bo‘lgani uchun Q@)
funksiya yuqoriga qavariq, bu esa mahsulot hajmining sekin o‘sishini
(ya’ni yetarlicha ta’minlanganlikni) bildiradi.

Soddalik uchun, PQ)=a-bQ a>0,6>0 (alab funksiyasi ishlab
chiqarish funksiyasining chiziqli funksiyasi bo‘lgan holni qaraylik.

rt
a
>
q
0 a
b
U holda (5)-tenglama ushbu
Q' =ala-bQ)0 )
ko‘rinishda bo‘ladi. Agar 0 =0 yoki Q =§ bo‘lsa, u holda ¢’'=0 bo‘ladi.
Demak, Q' =aQ(a-26Q). ®)

Shuningdek, Q<% bo‘lganda ¢">0 va Q>2£ bo‘lganda esa Q>0
a
bo‘ladi.
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0 = Ofr) funksiya grafigining egilish nugtasi t=Q=a/2b.
Bu holda @) yechimni aniq topish mumkin. (7)-tenglamada

o‘zgaruvchilarni ajratib 5(%5) =adt yoki é[—é— - _bb deQ =adt

Bu munosabatni integrallab In|Q|~Inja-bQ |=aat+InC

yoki 0 _ e~

a—by=

aCe™
=——2
Bundan o) [T 6Ce™ -

Chizmada kelitirilgan bu funksiyaning grafigi ((7)-differensial
tenglamaning integral egri chiziqlaridan biri) logistik egri chizig
deyiladi.

Bunday egri chiziqlar boshqa dinamik jarayonlarni ham
xarakterlaydi. Masalan, ma’lumot (reklama) tarqgalishi, organik muhitda
bakteriyalarning ko‘payishi, biologik organizmlarning chegaralangan
mubhitida epidemiyalar tarqalish dinamikasi jarayoni modellarini
ifodalaydi.

Keynsning dinamik modeli
Dinamikaning asosiy komponentlari bo‘lgan iqtisodiyotning
daromad va harakatlarni bog‘lovchi sodda balans modelini garaymiz.
Faraz qilaylik, Y() £()S() /() mos ravishda milliy daromad, davlat
xarajatlari, iste’mol va investitsiya funksiyasi bo‘Isin. U holda quyidagi
munosabatlar o‘rinlidir:
()= S(t)+ 1(e) + E(¢),
S(t) = alt)y(r)+b(r), ©
1{t)= k()r'(t)
Bu yerda, dft) — iste’molga moyillik koeffitsienti (0 <a(r)<1),5(r) —
chekli iste’mol, #(r) — akseleratsiya normasi. (9)*tenglamalarda ishtirok
etuvchi barcha funksiyalar musbat.
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(9)-tenglamalarning ma’nosini oydinlashtiramiz. Barcha
xarajatlarning yig‘indisi milliy daromadga teng bo‘lishi zarur. Bu
tenglik birinchi tenglamada ifodalangan. Xalq xofjaligidagi umumiy
iste’moli, milliy daromadning bir qismi bo‘lgan ichki iste’mol va
chegaraviy iste’'moldan iborat bo‘ladi. Mana shu jarayon ikkinchi
tenglamada aks ettirilgan. Nihoyat investitsiya hajmi ixtiyoriy bo‘lishi
mumkin emas: u davlat texnologiyasi va infratuzilmasi xarakterlaydigan
iqtisodiy ko‘rsatkich bo‘lib, akselator = normasining oxirgi milliy
daromadga ko‘paytmasi bilan aniglanadi, bu jarayon uchinchi tenglik
bilan ifodalangan.

Faraz qilaylik, a(t),b(t) k() va E(t ) funksiyalar berilgan. Bu
funksiyalar davlat evolyutsiyasi va faoliyatini xarakterlaydi. Milly
daromad dinamikasini aniqlash, ya’ni ¢ vaqtning funksiyasi bo‘lgan Y ni
topish masalasi asosiy iqtisodiy masalalardan biridir.

Ikkinchi tenglamadan S(t) ni va uchinchi tenglamadan I (t ) ni
birinchi tenglamaga qo‘yamiz. Y (t) funksiyaga nisbatan chiziqli, bir
jinsli bo‘lmagan, birinchi tartibli differensial tenglama hosil bo‘ladi:

,_1=a),_b0)+E(@)
Y= k(t)t Y- ‘k(t)’. (10)

Biz asosiy a,b,k parametrlarni o‘zgarmas sonlar deb faraz qilib,
ancha sodda holni tekshiramiz. U holda (10)-tenglama o‘zgarmas
koeffitsientli, birinchi tartibli chiziqli differensial tenglamaga aylanadi:

l-a_, b+FE

)’,’:TY— s an

Ma’lumki, bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning umumiy yechimi

uning gandaydir xususiy yechimi va unga mos bir jinsli tenglamaning

umumiy yechimi yig‘indisidan iborat. (11)-tenglamaning xususiy
yechimi ¥ sifatida v' =0 dagi, ya’ni muvozanat yechimini olamiz, ya’ni

1-a
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ap—— .

Bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi YomCexp(l_Tat) formula bilan
beriladi.
Demak, (1 1)-tenglamaning umumiy yechimi
Y(t)—-

(11)-tenglamaning integral egri ChlZlqlal'l chizmada ko‘rsatilgan.
Agar vaqtning boshlang‘ich momentida v, <¥, bo‘lsa, u holda

(13)

C=Y,-Y, <0 va egri chiziqlar (12) muvozanat yechimidan pastga ketadi,
ya’ni milliy daromad vaqt o‘tishi bilan masalaning berilgan parametrlari
a,bk va E da kamayadi, chunki (13) da eksponenta darajasi musbat.
Agar v,>v, bo‘lsa, u holda c>o0 va vaqt o‘tishi bilan milliy daromad
o‘sadi, integral egri chiziqlar Y=y, muvozanat to‘g‘ri chizig‘idan
yuqoriga ketadi.

O‘sishning noklassik modeli

Faraz qilaylik, ¥=F(k,L) milliy daromad, bu yerda F bir jinsli
birinchi tartibli ishlab chiqarish funksiyasi: (F(k,&)=1F(K,L))
k -sarflangan kapital hajmi, L — mehnat sarfi hajmi. Fond qurollanish
kattaligi x=k/L bo‘lsin. U holda ishlab chiqarish unumdorligi quyidagi
formula bilan aniqlanadi'

=L (K L)_ F(K L)= F(— 1) P(k,D) (14)
bunda k=f—fond ta’minlanganlik koeffitsienti. Ma’lumki, f'(k)>0,

S"(k)<o0.

Bu bo‘limda qaralayotgan masalaning maqgsadi fond
ta’minlanganlik dinamikasini yoki uni vaqtning funksiyasi sifatida
ifodalashdir.

Har ganday model ma’lum farazlarga asoslanganligi uchun biz

ham ba’zi bir parametrlarni kiritishimiz zarur.
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Quyidagilar bajariladi, deb faraz qilamiz:
1. Mehnat resurslari vaqtida tabiiy o‘sish o‘rinli, ya’ni
L'=al. (15)
2. Mablag® ishlab chiqarish fondiga va amortizatsiyaga
sarflanadi, ya’ni
1=K+ pK
Bu yerda, g-amortizatsiya me’yori.
Agar [ investitsiya (sarflangan mablag‘) me’yori bo‘lsa, u holda
I=lY =K'+ pK yoki K'=IF(K,L)-fK (16)

k — ta’minlanganlik fond ta’rifidan kelib chiqadi, ¢nk = ¢nK —¢nL .
Bu tenglikni ¢ bo‘yicha differensiallab,

L' va K'ning giymatlarini qo‘yib,

%=€Y;(ﬂK—a ya’'ni k'=%k—(ﬂ+a)k k'=%—(ﬂ+a)k

f :% munosabatni hisobga olgan holda,

K =)+ Bk (17
tenglamani olamiz. Bu yerda, f(x) funksiya (14)-formula bo‘yicha
aniqlangan.

Bu tenglama o ‘sishning neklassik tenglamasi deyiladi.
Bu tenglamaning integral chizig‘i logistik chiziqga o‘xshash
Ar k

k*

Bunda k=" (*) tenglamaning statsionar yechimi.
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O‘zgaruvchan narx p va qanoatlantirilmagan talab d(p)-s(p)
orasidagi bog‘lanishning modelini ifodalovchi p'=k(d(p)-s(p))
Samuelson tenglamasini yechamiz. Bu yerda d(p) va S(p) mos
ravishda p narxdagi mahsulotga bo‘lgan talab va taklif, £ >0.

Talab va taklif chizigli bo‘lgan holni qaraylik: d(p)=a—-bp,

s(p) =m+np.
a>0,b>0,m>0, n>0,
U holda Samuelson tenglamasi p’'= k(n—b)p+k(a+m) chizigli
differensial tenglamani yechamiz. Oldin bir jinsli tenglamani yechamiz:

@=k(n—b)y, L/ =k(n—b)dt
dt D

In|p| = k(n ~b)+InC, p(r)=Ce*?>,
Xususiy yechim sifatida p(t )= P, p—const yechimni olamiz. Bu
yerda, p d(p)=S(p) tenglamaning yechimi: p = f'b%n”l -muvozanat narx.

Demak, umumiy yechim p(r)= ‘;;:’ + ety

Bu yechimda quyidagi hollar bo‘lishi mumkin.
a) n>b bo‘lganda vaqt o‘tishi bilan integral egri chiziqlari 7
muvozanat holatidan uzogqlashib boradi.

¢) n=b munosabatda p(t)=const
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d) n<b bo‘lsa, vaqt o‘tishi bilan integral chiziqlar muvozanat 7
holatiga asimptotik yaqinlashadi.

Olingan (17)-munosabat o‘zgaruvchilari ajraladigan birinchi tartibli,
chizigli bo‘lmagan differensial tenglamani ifodalaydi. Bu tenglamaning
statsionar yechimini aniqlaymiz: &' =o shartdan,
fk)~(a+pk=0, (18)

ya'ni k=const —0‘zgarmas kattalik, chizigli bo‘lmagan (18)-algebraik
tenglamaning yechimidir.

Masalan. Ishlab chiqarish funksiyasi F(x,r)=vkL uchun (17)-
tenglamaning integral egri chiziglari va statsionar yechimini toping.

Yechish: (14)-munosabatdan r(x)=vk, u holda (17)-tenglama

ushbu ko‘rinishda bo*ladi: % =1k ~(a+ B
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Bu tenglamaning statsionar yechimi quyidagi tenglikdan kelib
chiqadi: /Vk-(a+pk=0 bundan (17)-tenglamaning nol bo‘lmagan
—12—2- dan iborat bo‘ladi.

(a+b)
(17)-differensial tenglamaga mos tenglamani «o‘zgaruvchilarni
dk

=dt
ajratish» usuli bilan yechamiz: Vil —(a+ K]
Bu tenglamada Jk=: almashtirishdan so‘ng integrallab,
umumiy yechimning ko‘rinishini hosil qilamiz.

k(t)=[ L +Cexp(-—a+ﬁt)]2 (19)

a+p 2
Integral egri chiziglar oilasi yuqoridan va pastdan statsionar
yechimga yaqinlashadi, ya’ni 1 >« va k > ,,.

xususiy yechimi «, =

k(t) 4

kg

/ N
Demak, o‘zgarmaydigan parametriar /, a va g da qurollanish

fondi funksiyasi o‘z statsionar qiymatiga boshlang‘ich shartlarga
bog‘ligsiz ravishda turg‘un barqaror intiladi. Bu statsionar nuqta k=k,,

barqaror muvozanat nuqtasi deb yuritiladi.
Masalan. p narxning har qanday qiymatida doimiy —% bo‘lgan

-]

talab funksiyasini toping.
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d
Yechish: Elastiklik ta’rifiga ko‘ra, E= g . d_f

1 do
J o p & __
3 U holda 0 a3

differensial tenglamani yechamiz.

o‘zgaruvchilari ajraladigan

3d6Q z_df integrallab 3In|0f=~In|p|+InC yoki Q°p=C.

Oldindan bashorat qilinadigan narxlar asosida
bozor modelini tuzish

Oldindan bashorat qilinadigan narxlar asosida bozor modelini
tuzishni qaraylik. Oddiy bozor modellarida talab va taklif, odatda
tovarning shu kundagi narxi bilan bog‘liq bo‘ladi. Lekin talab va taklif
real hollarda, narxning tashkil qilinishi va narxning o‘zgarishi bilan
bog‘liq bo‘ladi. ¢ vaqt bo‘yicha uzluksiz va differensiallanuvchi
funksiyalar modelida bu ko‘rsatkichlar mos ravishda p() narx
funksiyasining birinchi va ikkinchi hosilalari bilan ifodalanadi.

Faraz gilaylik, D — talab funksiyasi va S — taklif funksiyasi P —
narx funksiyasi va uning hosilalari bilan quyidagi bog‘lanishga ega
bo‘lsin:

D(t)=3p"—p' -2p+18,

S(t)=4p"+p' +3p+3. (20)
(20) da qabul qgilingan bog‘lanishlar to‘la realistik (amaliy): buni narx
funksiyasining hosilalari qo*shiluvchilarida oydinlashtiramiz.

1. Talab narxning o‘zgarishi bilan «qizdiriladi». Agar temp
(narx o‘sishi) davom etsa, o‘ssa (»">0), u holda bozorning talabga
qizigishi ortadi va, aksincha. Narxning tez o‘sishi xaridorni qo‘rqitadi,
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shuning uchun narx funksiyasining birinchi hosilasi minus ishora bilan
kiradi.

2. Taklif yana ko‘proq doirada narxning o‘zgarishi bilan
kuchaytiriladi, shuning uchun S¢) funksiyadagi p"” ning koeffitsienti
D(t) dagiga nisbatan katta. Shuningdek, narxning o‘sishi taklifni
oshiradi, shuning uchun p’ ni 0z ichiga oluvchi qo‘shiluvchi S() ning
ifodasiga musbat ishora bilan kiradi.

Narxning vaqt bilan bog‘lanishini aniqlash talab etiladi.
Bozorning muvozanat holati D=S tenglik bilan xarakterlanganligi uchun
(20)-tenglamalarning o‘ng tomonlarini tenglashtiramiz va soddalashtirib,
quyidagini olamiz:

p"+2p'+5p=15 2}

(21)-munosabat p(¢) funksiyaga nisbatan chizigli, bir jinsli
bo‘lmagan ikkinchi tartibli differensial tenglama. Bunday tenglamaning
umumiy yechimi biror xususiy yechimi va unga mos bir jinsli

p'+2p'+5p=0 (22)
tenglamaning umumiy yechimi yig‘indisidan iborat.

(22) uchun xarakteristik tenglama: k*+2k+5=0. Uning ildizlari
qo‘shma kompleks sonlar: k;,=—/+2i va natijada (22)-tenglamaning 3()
umumiy yechimi quyidagi tenglik bilan aniqlanadi:

Pt)=e(c,cos 2t +¢,sin2t).
Bu yerda, C; va C; — ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

Bir jinsli bo‘lmagan (21)-tenglamaning xususiy yechimi sifatida
p=ps narxni belgilaydigan o‘zgarmas kattalikni olamiz. Buni (21) ga
qo‘ysak, ps ning qiymatini topamiz: ps=3.

Shunday qilib, (21)-tenglamaning umumiy yechimi

P(t)=3+e"(C, cos2t +C, sin2s) (23)
tenglik bilan ifodalanadi. Demak, ¢ —» o da plt)- p, =3, ya’ni barcha
integral egri chiziglar p =3 gorizontal asimptotaga ega va uning atrofida
tebranadi. Bu barcha belgilangan narxlar ps narxga intilishini va uning
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atrofida tebranishini bildiradi, bu tebranishlarning amplitudasi vaqt
o‘tishi bilan o‘sa boshlaydi.

Bu masalaning xususiy yechimlarini ikki xil misolda keltiramiz.

1. Koshi masalasi. Faraz qilaylik, boshlang‘ich holatdagi narx va
uning o‘zgarish jarayoni ma’lum: ¢=0; p=4, p’=1. Bu berilganlarni
(23)-formulaga qo‘ysak p(0)=C, +3=4 bundan C, =1, ya’ni

pt)=3+e*(cos2t +C, sin) 249

Buni differensiallaymiz: p'(f)=e¢™[(2C, ~1)cos 2t —(c, +2)sin 2¢].

Endi Koshi masalasining ikkinchi shartini qo‘llaymiz:

p(0)=2C,-1=1, bundan c,=1.

Nihoyat Koshi masalasi yechimining ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:
plt)=3+e"(cos 2t +sin2t)

yoki
plt)=3+~2e" cos(2 —7/4).

2. Aralash masala. Faraz qilaylik, vaqtning boshlang‘ich
momentida talab va taklif ma’lum: ¢=0, p=4,D=16.

Birinchi boshlang‘ich shart oldingidek bo‘lgani uchun bu yerda
ham yechim (24)-tenglik bilan ifodalanadi. U holda,

p'()=e"[(2C, —1)cos2s - (C, +2)sin2¢},
p"(t)=—e"[(4C, +3)cos2: —(3C, - 5)sin2¢]

Bu yerdan p'(0)=2c, -1 va p"(0)=—4c,-3.

Bu tengliklarni D(#) ning (20)-tenglamaning ko‘rinishini hisobga
olgan holda, masalaning ikkinchi D(0)=16 shartidan foydalanib, c,=-1
ni topamiz. Shunday qilib, berilgan masala yechimining ko‘rinishi
plt)=3+e"(cos2t —sin2t) yoki

ple)=3—-2e" sin(2t —/4) (25)
1 va 2-masalalarga mos keluvchi integral egri chiziglar chizmada
tasvirlangan.
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e

Ta’minot tenglamasi

a9 _ _
— = pQ(m-Q)

Ushbu tenglamaga ta’minot yoki logistik tenglama deyiladi, bunda
p va m o‘zgarmaslar.
Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamani yechamiz:

dQ _
om-0) "
o™
J—F=ra

23]

Tenglikning har ikki qismini integrallab

lln'-Q—"—”’ =—pt+InC,
m Q
—m —mp!t
—Q—Q—=C2e *. bunda C, =C" .
Bundan Q=T_Cﬂe‘_’"7’ mp=k, —C,=C deb ta’minot (logistik)
— 2

m
l+Ce™ "
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funksiyasini hosil qgilamiz: Q=



Ta’minot  tenglamasi  aholining  chegaraviy = ofsishini
modellashtirishda qo‘llaniladi.

—==0 va QO<m

O=m qiymatda, bevosita tenglamadan, o

. Y . aQ
giymatlarda >0, O>m qiymatlarda <0, Demak, Q=m
dt dt

maksimal giymat.

Masalan. Idishdagi bakteriyalarning o°sishi k=mp=0.2
koeffitsientli logistik tenglamani ganoatlantirishi ma’lum. Vagtning
boshlang‘ich holatida bakteriyalar mumkin bo‘lgan maksimal m
miqdorning 1% ni tashkil etsin. Qancha vaqtdan so‘ng bakteriyalar 80%
ni tashkil etadi?

02
Yechish: —“PQ('" 0), p= - 9 _ OZQ( -0).

"/
mdQ
om-0)

Q< m shartni hisobga olgan holda oxirgi munosabatni integrallaymiz:

=0.2dr

n™=92__0x-c.
10

0(0)=001m boshlang‘ich shartdan foydalanib ¢ o‘zgarmasni
aniqlaymiz:
]nO 99

=-C, C=
0.01 C=-In99.
; ml”___Q=_().2t m-Q _ _ox ,__m
U holda yechim 990 ' 990 e, 0 17990 -
O(t)=0.8m shartni qanoatlantiruvchi ¢, giymatni topamiz:
S S g0z L
1499¢70% 396°

-0.21,=-In39, £,=5-In396, 1,~29.91.
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