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Предисловие

Эта книга призвана служить в качестве учебника по курсу эконометрики 
для студентов первого года аспирантуры. Она имеет две отличительные 
черты. Во-первых, охватывает целый спектр методов, используя в ка­
честве организующего принципа так называемый обобщенный метод мо­
ментов. Я считаю, что такой унифицированный подход является наиболее 
эффективным способом изложить материал первого года в доступной, но 
еще строгой манере. Во-вторых, в большинстве глав имеется параграф, 
в котором детально рассматриваются оригинальные прикладные статьи 
из таких различных областей экономики, как экономика отраслевых рын­
ков, труд, финансы, международная экономика и макроэкономика. Таким 
образом, читатель будет знать, как использовать методы, рассматривае­
мые в соответствующей главе, и при каких условиях они применимы.

Конспекты лекций, на основе которых базируется эта книга, исполь­
зовались на протяжении нескольких последних лет в Университете Пен­
сильвании, Колумбийском университете. Принстонском университете, 
Университете Токио, Бостонском колледже, Гарвардском университете 
и Университете штата Огайо. Студентам, похоже, книга весьма нравится. 
Мой собственный опыт преподавания по ней таков, что, по мнению 
студентов, эта книга лучше, чем преподаватель.

Обязательные предварительные требования

Предполагается, что читатель владеет основами математического анализа, 
теории вероятностей и линейной алгебры. Считается само собой разу­
меющимся понимание следующих понятий: функции нескольких пере­
менных, частные производные, интегралы, случайные величины, сов­
местные распределения, независимость, безусловные и условные матема­
тические ожидания, нормальные распределения, распределения хи-квадрат, 
умножение матриц, обратные матрицы, ранг матрицы, детерминанты и по­
ложительно определенные матрицы. Более сложные понятия будут вво­
диться по ходу обсуждения. Результаты, касающиеся блочных матриц 
и кронекеровских произведений, собраны в приложении. Предваритель­
ного изучения бакалаврского курса эконометрики не требуется.

■ huLjuXOtSHSi I
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Структура книги

Чтобы понять организацию материала в этой книге, полезно различать 
модель и процедуру оценивания. Основная предпосылка эконометрики 
состоит в том, что экономические данные (такие как послевоенный ВНП 
США) являются случайными величинами, Модель представляет семей­
ство распределений вероятностей, которое могло породить эти данные. 
Процедура оценивания представляет основанный на данных протокол 
выбора из модели некоторого конкретного распределения, которое, ско­
рее всего, породило эти данные. Большинство процедур оценивания, 
используемых в эконометрике, является тем или иным частным случаем 
принципа GMM-оценивания. Например, когда GMM применяется к мо­
дели, известной как классическая линейная модель регрессии, результи­
рующая процедура есть просто обычный метод наименьших квадратов 
(Ordinary Least Squares — OLS) — основная процедура оценивания 
в эконометрике. Такая точка зрения является организующим принципом 
в первых шести главах книги, где представлено большинство стандарт­
ных процедур оценивания.

GMM можно было бы изложить сразу в главе 1, но это лишило 
бы читателя возможности рассматривать ряд вопросов, специфических 
для OLS, не отвлекаясь на GMM. По этой причине я решил исполь­
зовать две первые главы для представления теории OLS для конечных 
и больших выборок. Сам GMM вводится в главе 3 как обобщение OLS.

Главная новизна представления материала в книге — это трактовка 
процедур оценивания нескольких уравнений, таких как SUR (Seemingly 
Unrelated Regression — кажущиеся несвязанными регрессии), 3SLS 
(Three-Stage Least Squares — трехшаговый метод наименьших квадра­
тов). метод случайных эффектов, рассматриваемый в главе 4. и метод 
фиксированных эффектов, рассматриваемый в главе 5, — как частных 
случаев GMM для одного уравнения из главы 3. В главе 6 книги об­
суждение GMM завершается указанием на то, каким образом можно 
инкорпорировать в GMM автокоррелированность ошибок.

Для некоторых эконометрических моделей более естественным, чем 
GMM, принципом оценивания является принцип максимального правдо­
подобия (Maximum Likelihood — ML), который рассматривается в гла­
вах 7 и 8. Чтобы сделать связь между GMM и ML более ясной, обсужде­
ние ML начинается в книге в главе 7 с принципа экстремальных оценок 
(Extremum Estimators), который включает ML и GMM в качестве част­
ных случаев. В главе 8 рассматривается применение ML к различным 
моделям.

Книга содержит также всестороннее рассмотрение анализа времен­
ных рядов. Основной материал, изложенный в параграфе 2.2 и в первой 
части главы 6, дает возможность перейти к изучению важных недав­
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них достижений в анализе нестационарных временных рядов, которые 
рассматриваются в двух последних главах книги.

Построение курса на базе этой книги 

На базе этой книги можно построить несколько различных курсов.

• Если курс читается два раза в неделю по полтора часа, то восьми 
недель будет достаточно для покрытия ядра теории, изложенного 
в главах 1-4 и 6 (исключая параграфы, посвященные конкретным 
экономическим приложениям), главе 7 (с пропуском доказательств 
и примеров) и главе 8.

• Двенадцатинедельный семестровый курс может покрывать, в до­
полнение к ядру теории, главу 5 и экономические применения, 
содержащиеся в главах 1-6.

• Краткий (скажем, шестинедельный) курс, посвященный GMM-оце- 
ниванию в кросс-секционных и панельных данных, мог бы по­
крывать главы 1-5 (исключая параграфы 2.10-2.12, но включая 
параграф 2.2), главы 7 и 8 (исключая параграф 8.7) могли бы быть 
дополнительной компонентой курса, посвященной ML-оцениванию.

• Краткий курс временных рядов, покрывающий недавние достиже­
ния с экономическими приложениями, мог бы включать главу 1 (ис­
ключая параграф 1.7), главу 2, части глав 6 и 7 (параграфы 6.1-6.5, 
6.8 и 7.1), а также главы 9 и 10. Если курс фокусируется только 
на теории, прикладные параграфы в главах 2, 6, 9, и 10 можно 
опустить.

П реди слови е

Контрольные вопросы и аналитические упражнения

В конце каждой главы книги помещено несколько коротких контрольных 
вопросов с большим количеством указаний (и даже ответов). Эти вопро­
сы можно использовать для проверки того, что читатель действительно 
разобрался в материале параграфа. Если не при первом, то при повторном 
прочтении читатели должны пытаться ответить на указанные вопросы, 
прежде чем двигаться дальше. Ответы на некоторые контрольные вопро­
сы доступны на сайте книги: http://pup.princeton.edu/titles/6946.html 

В конце каждой главы имеется несколько аналитических упражне­
ний, предлагающих читателю доказать результаты, оставленные недо­
казанными в тексте, или дополнительные результаты, полезные сами 
по себе. Если не указано противное, аналитические упражнения можно 
пропустить без потери непрерывности.
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Эмпирические упражнения

Каждая глава, как правило, содержит одно большое эмпирическое упраж­
нение. В нем предлагается воспроизвести эмпирические результаты ори­
гинальной статьи, обсуждавшейся в прикладном параграфе этой главы, 
и произвести оценивание различных обобщений рассмотренной в статье 
модели с использованием процедур оценивания, представленных в главе. 
Набор данных для оценивания, который обычно тот же, что и использо­
ванный в оригинальной статье, можно скачать с упомянутого выше сайта 
книги.

Для применения процедуры оценивания к множеству данных читатели 
должны прогнать на компьютере пакет статистических программ. В эко­
нометрике используется довольно много статистических пакетов, вклю­
чая GAUSS (www.aptech.com), MATLAB (www.mathworks.com), Eviews 
(www.eviews.com), LIMDEP (www.limdep.com), RATS (www.estima.com), 
SAS (www.sas.com). STATA (www.stata.com) и TSP (www.tsp.com).

GAUSS и MATLAB отличаются от остальных пакетов тем, что они 
являются матричными языками, а не набором процедур. Рассмотрим, 
например, реализацию метода OLS посредством пакетов GAUSS или 
MATLAB. После загрузки данных в рабочее пространство компьютера 
в нескольких строках отражаются матричные операции OLS для полу­
чения OLS-оценки и сопутствующих статистик (например. В2). В дру­
гих пакетах, которые процедурно-ориентированы и иногда называются — 
«canned packages» («стандартные, готовые»), эти несколько строк могут 
заменяться однострочной командой, вызывающей OLS-процедуру. Напри­
мер, в пакете TSP такой командой является OLSQ.

Стандартные пакеты имеют свои преимущества и недостатки. Ясно, 
что для выполнения того же самого в них требуется меньше строк, 
что ведет к меньшим затратам времени на программирование. С другой 
стороны, в этих пакетах процедуры, принимающие данные и выдающие 
точечные оценки и сопутствующие статистики, являются по существу, 
черным ящиком. Из документации пакета иногда неясно, как вычисля­
ются те или иные статистики. Хотя новые достижения в эконометрике 
регулярно инкорпорируются в такие пакеты, желаемые процедуры все 
же могут отсутствовать в текущий момент времени, и тогда возника­
ет необходимость в написании своих собственных процедур в GAUSS 
или MATLAB. Но это может быть и благом: реальное выписывание 
соответствующих матричных операций предоставляет вам отличную воз­
можность понять процедуру оценивания.

За несколькими исключениями, все вычисления, необходимые для 
эмпирических упражнений, предлагаемых в книге, можно выполнить, 
используя любой из вышеперечисленных стандартных пакетов. Поэто­
му я рекомендую использовать GAUSS или MATLAB тем аспирантам-
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экономистам, которые планируют написание прикладной диссертации, 
используя современные процедуры оценивания, или написание теоре­
тической диссертации, предлагающей новые процедуры. В противном 
случае студентам следует использовать любой из стандартных пакетов, 
упомянутых выше.

Математические обозначения

В эконометрике нет единых математических обозначений. Система обо­
значений в этой книге следует наиболее общепринятой, если не уни­
версальной, практике. Векторы рассматриваются как векторы-столбцы 
и записываются полужирными строчными буквами. Для обозначения 
матриц используются полужирные прописные буквы. Транспонирован­
ная матрица для А  обозначается как А '. Для скалярных переменных 
используются (по большей части строчные) курсивные буквы.
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Предисловие к русскому изданию

Я весьма польщен тем, что мой учебник «Эконометрика» предлагается 
российским читателям.

Прошло уже 15 лет с момента появления этой книги на английском 
языке. За эти годы у меня была возможность общаться со студентами 
из России, слушавшими мой курс или комментировавшими содержание 
этой книги. Я был впечатлен их технической компетентностью, причина 
которой, как я полагаю, кроется в математическом образовании в России. 
Ведь Россия — это страна, которая дала Ляпунова, Слуцкого, Колмо­
горова, Гордина и многие другие аналитические умы. И поэтому я со 
скромностью и в то же время с удовольствием воспринимаю то, что моя 
книга, которая не пытается идти на компромиссы в отношении строгости, 
наконец достигает широкого круга студентов с сильной базой знаний.

В 1980-е и 1990-е годы произошли два важных изменения в стиле 
и содержании эмпирических исследований. Одним из них является ши­
рокое использование GMM (обобщенного метода моментов), а другим 
является обобщение анализа временных рядов на процессы с единичным 
корнем (покрываемое двумя последними главами этой книги). Конечно, 
авторитетная программа аспирантуры хотела бы предложить для второго 
года курсы, посвященные этим новым разработкам. Однако я понял 
из опыта преподавания профильного курса эконометрики для студентов 
первого года аспирантуры, что вместо того, чтобы обобщенный метод 
моментов относить на второй год обучения, им можно — и нужно — 
заменить традиционное изложение базового материала на первом го­
ду обучения. На сегодняшний день моя книга остается единственным 
базовым учебником эконометрики, использующим GMM в качестве ор­
ганизующего принципа.

Выглядела бы моя книга иначе, если бы я начал сейчас новую? Нена­
много. Разумеется, многое произошло с тех пор, как эта книга была 
опубликована на английском языке в 2000 году. Два наиболее важных 
продвижения произошли в использовании контролируемых эксперимен­
тов и в байесовской эконометрике. Первое только подчеркивает важ­
ность методологии, уже хорошо освещенной в книге. Как вы узнаете 
из главы 3, вам достаточно принять лишь одно предположение, кото­
рое сделает пригодным метод инструментальных переменных. Вся цель
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контролируемых экспериментов — сделать доступными наборы данных, 
для которых это идентифицирующее предположение гарантированно вы­
полняется. В отличие от этого возрастающая популярность байесовской 
эконометрики, несомненно обязанная постоянному снижению стоимости 
вычислений, может в один прекрасный день заставить серьезно пересмот­
реть материал первого года. Это потому, что байесовская точка зрения 
радикально отличается от классического, или частотного, подхода, кото­
рый принят в большинстве профильных учебников эконометрики, в том 
числе и в моем. Однако смена парадигмы, если она вообще состоится, — 
дело далекого будущего.

Поэтому я уверен, что моя книга предлагает наиболее эффективный 
и по сей день путь обучения эконометрике на первом году аспирантуры.

Фумио Хайяши 
Июнь 2015



Глава 1. Свойства OLS 
в конечных выборках

Оценивание методом наименьших квадратов (Ordinary Least 
Squares OLS) является основной процедурой оценивания в эко­
нометрике. В этой главе описываются свойства OLS-оценки1 в ма­
лых, или конечных, выборках, то есть статистические свойства 
OLS-оценки, которые действительны для выборки любого задан­
ного размера. Материалы, представленные в этой главе, совер­
шенно стандартны. Изложение здесь отличается от большинства 
других книг подчеркиванием роли, которую играет предположение 
о «строгой экзогенности» регрессоров.

В заключительном параграфе мы применяем теорию для ко­
нечных выборок для оценивания функции издержек, используя 
кросс-секционные данные по отдельным фирмам. Важное прак­
тическое значение имеет вопрос, поставленный в работе [Nerlove, 
1963]: имеет ли место возрастающая отдача от масштаба в отрасли 
электроснабжения? Если да, то микроэкономика говорит нам, что 
отрасль должна регулироваться государством. Кроме предоставле­
ния вам практических навыков использования методов для провер­
ки интересующих гипотез в работе Нерлова имеется тщательное 
обсуждение вопроса о том, почему OLS является подходящим 
методом оценивания в конкретном прикладном исследовании.

!В оригинале здесь используется термин estimator («оцениватель»). Обычно при 
переводе этого термина на русский язык используют термин «опенка» и для метода 
(формулы), и для результата применения этого метода (формулы) к конкретной выборке 
данных, то есть для числового значения, которое при этом получается. Поскольку сам 
автор говорит далее (см. абзац, следующий за формулой (1.2.5)) о том, что в этой книге 
оба термина estimator (оцениватель) и estimate (оценка) используются практически как 
синонимы, мы будем придерживаться указанной выше практики перевода. — Прим. науч. 
рев. перевода.

24



1.1. Классическая линейная модель регрессии

1.1. Классическая линейная модель регрессии
В данном параграфе мы приводим предположения, на которых базируется 
классическая линейная модель регрессии.

В этой модели рассматриваемая переменная (которая называется за­
висимой переменной (dependent variable), регрессируемой перемен­
ной (regressand), или, по происхождению, переменной в левой части 
(left-hand [-side] variable), связана с несколькими другими переменными 
(которые называются регрессорами (regressors), объясняющими пере­
менными (explanatory variables), или переменными в правой части 
(right-hand [-side] variables)). Допустим, мы наблюдаем п значений этих 
переменных. Пусть уi обозначает г-е наблюдение зависимой переменной, 
а ( х п .х я , .. ..Х 1к)  — ?-е наблюдение К  регрессоров. Выборка (sample) 
или данные (data) — это набор этих п наблюдений.

Данные в экономике не могут быть получены в результате экспери­
ментов (исключая экспериментальную экономику), так что и зависимая, 
и независимые1 переменные рассматриваются как случайные величи­
ны — величины, значения которых подвержены случайности. Модель 
(model) — это набор ограничений на совместное распределение зави­
симой и независимых переменных. Иначе говоря, модель представляет 
собой совокупность совместных распределений, удовлетворяющих неко­
торому набору предположений. Классическая линейная модель регрес­
сии — это совокупность совместных распределений, удовлетворяющих 
предположениям 1.1-1.4, сформулированным ниже.

Предположение линейности

Первое предположение заключается в том, что связь между зависимой 
переменной и регрессором линейна.

Предположение 1.1 (линейность):

Iji =  З хХц +  3'2x i2 +  • • • +  3l<x iK +  Si (i =  1.2, , n), (1.1.1)

где 3 \ , ....... — неизвестные параметры, подлежащие оцениванию, £,■ —
ненаблюдаемое значение ошибки с определенными свойствами, указан­
ными ниже.

Выражение +  Зг-Иг +  ■ • • +  Зк-*‘п< в правой части уравнения
называется регрессией (regression), или функцией регрессии (regres­
sion function), а коэффициенты 3t — коэффициентами регрессии (re­
gression coefficients). Они представляют собой предельные эффекты от­
дельных регрессоров. Например, Д> представляет изменение зависимой

'Это переменные в правой части. — Прим. науч. ред. перевода.
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переменной, когда второй регрессор увеличивается на единицу, в то 
время как остальные остаются неизменными. Математически это может 
быть записано как Оу,/дх}2 =  32. Линейность означает, что предель­
ные эффекты не зависят от значений регрессоров. Ошибка представляет 
собой часть зависимой переменной, которая остается не объясненной 
регрессорами.

Пример 1.1 (функция потребления): Простая функция потребления, 
знакомая из вводного курса экономики, — это

CO Ni = f t + & Y D i + sh (1.1.2)

где CON — потребление, Y D  — располагаемый доход. Если данные 
представляют собой годовые макроэкономические временные ряды, то 
CONi  и YDi  -  агрегированное потребление и доход в году г. Если 
же данные получены из обследования домашних хозяйств, то CONi — 
это потребление г-ro домашнего хозяйства в кросс-секционной выборке 
из п домашних хозяйств. Функцию потребления можно записать в ви­
де (1.1.1). обозначив !д =  CONi , хц  =  1 (константа) и ./ц2 =  УД> 
Ошибка 6j представляет другие переменные помимо располагаемого до­
хода, которые влияют на потребление. Они включают как переменные — 
такие как финансовые активы, — которые могут быть наблюдаемы, но ис­
следователь решил их не включать в качестве регрессоров, так и другие 
переменные — такие как «настроение» потребителей, — которые трудно 
измерить. Когда уравнение включает только один регрессор, отличный 
от константы, как в этом примере, это называется простой моделью 
регрессии1 (simple regression model).

Предположение линейности не является ограничительным, как может 
показаться на первый взгляд, так как зависимая переменная и регрессо­
ры могут быть следствием преобразований рассматриваемых переменных. 
Рассмотрим
Пример 1.2 (уравнение заработной платы): Упрощенная версия урав­
нения заработной платы, обычно оцениваемая в экономике труда, имеет вид:

log {WAGE,) =  Зг + 32S, +  f o T E N U R E i  +  Д%EXPRi  + (1.1.3)
где W AGE  =  уровень заработной платы человека, S — количество лет 
обучения, T E N U R E  — количество лет, отработанных на текущем рабо­
чем месте, E X P R  — количество лет трудового стажа (то есть количество 
лет, проработанных человеком на текущем и предыдущих рабочих ме­
стах). Уравнение заработной платы вписывается в общий формат (1.1.1), 
если обозначить у\ — log(WAGEi). Такую спецификацию уравнения на­
зывают полулогарифмической (semi-log), поскольку логарифмическому

'В русскоязычной литературе в этом случае говорят также о парной линейной 
регрессии.
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преобразованию подвергается только зависимая переменная. Указанное 
уравнение выводится из следующей нелинейной связи между уровнем 
заработной платы и регрессорами:

WAGE-, =  oxp(.di) e x p o s ’, )х

х exp{foTENUREi) exp{34EXPRi)cxp(ei). (1.1.4)

Взяв логарифм от обеих частей (1.1.4) и учитывая, что log [ехр(:с)] = 
=  х, получаем (1.1.3). Коэффициенты в полулогарифмической форме 
имеют интерпретацию процентных изменений, а не изменений в уров­
нях. Например, значение 0,05 коэффициента fa  означает, что дополни­
тельный год обучения приводит к пятипроцентному росту уровня за­
работной платы1. Разница в интерпретации получается из-за того, что 
зависимая переменная — это логарифм заработной платы, а не сама 
заработная плата, и изменение в значении логарифма равно2 процентному 
изменению уровня.

К виду (1.1.1) могут быть сведены и некоторые другие разновидности 
нелинейного влияния. Предположим, например, что предельный эффект 
образования уменьшается по мере роста уровня образования. Это может 
быть отражено путем включения в уравнение заработной платы допол­
нительного регрессора — квадрата количества лет обучения (S2). Если 
обозначить коэффициент перед новым регрессором как 3->, то предельный 
эффект от образования будет рассчитываться по формуле:

3-2 + 23->S{= d\og{W AGE)/dS).

Если коэффициент /А> отрицателен, предельный эффект от образования 
снижается при росте уровня образования.

Конечно, существуют нелинейные спецификации, не сводимые к ли­
нейным. Например, уравнение регрессии (1.1.4) было бы невозможно 
свести к линейному, если бы ошибка входила не мультипликативно, 
а аддитивно:

WAGE, =  рхр(/А) expCES^expiS^EN U RE,) e x p (^ E X P R t) + е,.

Методы оценивания нелинейных уравнений регрессии (подобных этому) 
будут обсуждаться в главе 7.

Матричные обозначения

Прежде чем обсуждать прочие предположения классической линейной 
регрессионной модели, введем векторные и матричные обозначения. Эти 
обозначения будут полезны как для формулировки прочих предположе­
ний, так и для вывода OLS-оценки /3. Обозначим А'-мерные векторы-

'К приблизительно пятипроцентному росту уровня заработной платы. — Прим. науч. 
ред. перевода.

■’Приблизительно равно. — Прим. науч. ред. перевода.
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столбцы Xi и /3 как

Х п

X i 2

• ( 3  =

3 \

3 2

X i  =

( Л ' х  1)

X i K _

( Л ' х  1)

З к .

По определению скалярного произведения векторов, ж'/З =  3\хц+  [h^i2 + 
+  • • • + З к -i'ik- Поэтому уравнения в предположении 1.1 могут быть 
переписаны следующим образом:

У1 = х\Р + ег (i = 1,2, . . . .п ) .  (1.1.1')

Также определим

У\ Cl ' х \ Х п  ■. . Х [ К

У =
(пх 1)

Уп_

£ =  
(nxl)

-п

, х  =
(п х 1<) Л

х п_

—

_Х г 11 • х п К  _
( 1. 1.6)

В (1.1.6) количество строк в векторах и матрицах равно числу наблю­
дений. По этой причине у  и X  иногда называют вектором данных 
и матрицей данных (data vector, data matrix). Поскольку число столб­
цов в X  равняется числу строк в /3, X  и (3 являются согласованными, 
и Х/3 — вектор размера п х 1. г-н элемент этого вектора равен х[(3. 
Поэтому предположение 1.1 можно переписать более компактно:

у  = X  (3 +  £ .
( nxl )  (пхЛ")(Д'х 1 ) (77 X 1)

4------V------ '
(ггх 1)

Предположение о строгой экзогенности

Сформулируем следующее предположение классической регрессионной 
модели:

Предположение 1.2 (строгая экзогенность):

Е(с;:|Х) = 0 (г = 1.2....... /?). (1.1.7)

Здесь математическое ожидание (среднее) рассчитывается как условное 
относительно значений регрессоров для всех наблюдений. Это замечание 
можно сделать более наглядным, если переписать указанное предполо­
жение без использования матрицы данных:
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1.1. К лассическая  линей ная  модель регрессии

Это предположение можно сформулировать иначе. Для любого на­
блюдения / возьмем совместное распределение пК  +  1 случайных вели­
чин, /(=•,.х \ __ х „) и рассмотрим условное распределение /(s,-|®i___х п).
Условное математическое ожидание E(=;.|®i__ х п) является, в общем
случае, нелинейной функцией от { х \ , . . . х п). Предположение о строгой 
экзогенности говорит, что эта функция равна константе, а точнее нулю1.

Предположение о том, что эта константа равна нулю, не является 
ограничительным, если регрессоры включают константу, поскольку тогда 
уравнение может быть переписано так, что условное математическое 
ожидание ошибки равно нулю. Чтобы продемонстрировать это, предполо­
жим, что Е(е,-|Х) равно р и что .та =  1. Тогда уравнение можно записать 
в виде:

Vi = 01 + 02% i2 + • • • + 0K%iK + £/ =
= {01 + м) + 02%i2 + • ' • + 0KxiK + (-i — p)-

Если переобозначить /Д как 0\ +  р и д* как г,- — /х, то условное математи­
ческое ожидание новой ошибки равно нулю. Почти во всех приложениях 
регрессоры включают постоянную составляющую.
Пример 1.3 (продолжение примера 1.1): Для простой регрессионной 
модели из примера 1.1 предположение строгой экзогенности можно за­
писать как

Е(е; |УТ>ь Y D 2, . . . . Y D n) = Q.
Поскольку х i = (1 ,YDi)', вы могли бы захотеть переписать предположе­
ние о строгой экзогенности в виде:

E(ei\ l .Y D lA . Y D 2.......1 ,У Д .) =  0.

Однако, поскольку константа не несет в себе информации, условное 
математическое ожидание при условии

{ l .Y D \ . l .Y D 2— . l .YD„)

совпадает с математическим ожиданием при условии

(YD i .Y D 2.......Y D n).

Следствия строгой экзогенности

Предположение о строгой экзогенности имеет ряд важных следствий.

• Безусловное математическое ожидание ошибки равно нулю, то есть

Е(с,) = 0 (? =  1 .2 ,. . . .  п). (1.1.8)

'Некоторые авторы определяют понятие «строгой экзогенности» немного иначе. 
Например, в [Koopmans and Hood, 1953] и [Engle, Hendry and Richard, 1983] регрессоры 
называются строго экзогенными, если х, независим от ej для всех i . j .  Это определение 
является более сильным, чем определение строгой экзогенности, используемое здесь, но 
не противоречит ему.
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Это так, поскольку, по закону полных математических ожиданий1, 
E\E(Si\X)] = E(si).

• Если смешанный момент Е(*у) двух случайных величин х  и у 
равен нулю, мы будем говорить, что х  ортогональна у (или у ор­
тогональна х). При выполнении строгой экзогенности регрессоры 
ортогональны ошибке для всех наблюдений, то есть

или
E(xjk£i) =  0 (г, j  = L к =  1 , . . . .  К)

Е (xj-Si) =

E ( x j i  s i )

Е (xf2£i)

E(xjK £i)

О (для всех i. j).
V<xl)

(1-1-9)

Доказательство этого утверждения, приведенное ниже, представ­
ляет собой прекрасный пример применения свойств условных мате­
матических ожиданий.

Доказательство
Поскольку xjk является элементом X , строгая экзогенность влечет

E(si\xjk) = Е[Е(=,-|Х)Ы = 0 (1.1.10)

по формуле повторного математического ожидания2. Из этого сле­
дует, что

Е (TjkSi) = Е[Е(;гд.е;|.гд.)]
(по формуле повторного математического ожидания)

=  Е[.гд. E{si\x jK.)}
О

(из линейности условных математических ожиданий )
= 0 . ■

Следует подчеркнуть, что строгая экзогенность требует ортогональ­
ности регрессоров не только ошибке в том же наблюдении (то есть 
Е{xik?i) =  0 для всех к). но также ошибкам в других наблюдениях 
(то есть Е {xjkzi) =  0  для всех к  и для j  ф  /').

'Закон полных математических ожиданий имеет вид: К [E((/;x)j -  !-'(.</)•
'Формула повторного математического ожидания имеет вид: Е [E(t/|x. z)\x) — E(j/lx). 
'Линейность условных математических ожиданий утверждает, что E[/(x)i/jx: = 

-  f i x )  F'(.vix).

30



1.1. Классическая линейная модель регрессии

• Так как математическое ожидание ошибки равно нулю, условия ор­
тогональности (1.1.9) эквивалентны условиям нулевой корреляции. 
Это верно, так как

Соv^i.xjk) =  Е {xjk£i) -  Е(xjk) E(s-j)
(по определению ковариации)
=  E(xjfc-i) (так как E(si) =  0, см. (1.1.8)) =
=  0 (из условий ортогональности (1.1.9)).

В частности, для / = j  Cov(хд..с;) =  0. Поэтому строгая экзоген­
ность подразумевает (знакомое тем, кто ранее изучал эконометри­
ку) требование того, что регрессоры не коррелированы с ошибкой 
в том же наблюдении (contemporaneously uncorrelated).

Строгая экзогенность в моделях временных рядов

В моделях временных рядов, где г обозначает время, следствие строгой 
экзогенности (1.1.9) может быть переформулировано следующим обра­
зом: регрессоры ортогональны прошлым, текущим и будущим ошибкам 
(это эквивалентно ортогональности ошибок прошлым, текущим и буду­
щим значениям регрессоров). Но для большинства моделей временных 
рядов это условие (и тем более строгая экзогенность) не выполнено. 
Иными словами, теорию конечных выборок, базирующуюся на понятии 
строгой экзогенности, которая будет изложена в этой главе, редко можно 
применить в случае временных рядов. Однако в следующей главе будет 
показано, что для больших выборок предложенная оценка обладает ря­
дом хороших свойств и без предположения о строгой экзогенности.

Самый очевидный пример невыполнения свойства строгой экзоген­
ности — это модель, в которой в качестве регрессора выступает лаг 
зависимой переменной. Вот простейшая из подобных моделей:

tji =  —J +  £/ (/ =  1 .2-----.п). (1.1.11)

Она называется моделью авторегрессии первого порядка (first-order 
autoregressive model — AR(1)). (Мы рассмотрим эту модель более по­
дробно в главе 6.) Предположим, что (в соответствии с предположением 
о строгой экзогенности) регрессор для наблюдения /. //,_ь  ортогонален 
ошибке для того же наблюдения /. то есть Е(г/;_ i = ;) =  0. Тогда

E(№=i) =  E [ ( % _ ,+ = I-)=i] =  (из (1.1.11))

=  /Щу,-_1=;) +  Е Ц )  =
=  E(cf) (так как E(;y,--ici) =  0 по предположению).
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Поэтому (если исключить случай, когда ошибка всегда равна нулю) 
E(yiSi) не равно нулю. Однако гц является регрессором для наблюдения 
/ +  1. Таким образом, регрессор неортогонален прошлой ошибке, что 
нарушает строгую экзогенность.

Остальные предположения модели

Ниже приведены остальные предположения классической регрессионной 
модели.

Предположение 1.3 (отсутствие мультиколлинеарности): Ранг мат­
рицы данных X  размера п х  К  равен К  с вероятностью I.

Предположение 1.4 (сферичность ковариационной матрицы ошибок):

(гомоскедастичность) Е (с?|Х ) =  а2 > 0 (г =  1.2....... п )1. (1.1.12)
(отсутствие корреляции между наблюдениями)

Е ( £ ^ |Х )  =  0 ( i ,j  =  1 ,2 .---- п: i Ф j). (1.1.13)

Чтобы понять предположение 1.3, необходимо вспомнить из линейной 
алгебры, что ранг матрицы равен числу линейно независимых столбцов 
этой матрицы. Это предположение говорит, что ни один из К  столб­
цов матрицы данных X  не может быть выражен как линейная ком­
бинация остальных столбцов матрицы X .  Это означает, что матрица 
X  имеет полный столбцовый ранг (full column rank). Так как К  
столбцов не могут быть линейно независимыми, если их размерность 
меньше К, из данного предположения вытекает, что п > К , то есть 
наблюдений должно быть по меньшей мере столько же, сколько регрессо­
ров. Говорят, что регрессоры (строго) мультиколлинеарны ((perfectly) 
multicollinear), если это предположение не выполняется. В некоторых 
случаях несложно увидеть, что регрессоры мультиколлинеарны и какие 
проблемы возникают вследствие этого.

Пример 1.4 (продолжение примера 1.2): Если в выборке ни один 
из индивидов никогда не менял место работы, то TENU REi =  E X  PR, 
для всех /, что противоречит нашему предположению об отсутствии 
мультиколлинеарности. Очевидно, что в этом случае невозможно раз­
делить влияние на заработную плату количества лет. проработанных

'Если написано, что момент распределения (в данном случае второй момент, E (c f |X ))  
равен какому-либо значению (здесь а 2), то это неявно подразумевает, что этот момент 
существует и конечен. Далее мы будем следовать этому соглашению.
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на текущем рабочем месте, и влияние общего трудового стажа. Если 
подставить это равенство в уравнение заработной платы, чтобы исклю­
чить переменную TENU REj, уравнение заработной платы примет вид:

log (WAGEi) = /1, +  foSi +  {ih +  jii)E X P R i + eh

из чего следует, что можно оценить только сумму коэффициентов в,з+Д*. 
но не коэффициенты в3 и Д* по отдельности.

Предположение гомоскедастичности (1.1.12) говорит, что условный 
момент второго порядка (который в общем случае является нелинейной 
функцией от X )  — постоянная величина. Используя требование стро­
гой экзогенности, это предположение можно переформулировать в бо­
лее привычных терминах. Рассмотрим условную дисперсию Уаг(=;|Х). 
Она равна этой же постоянной, так как

Var(c;|X) =  E(cf|.X) — Е(е,;|Х)2
(по определению условной дисперсии)

=  Е(е?|Х )
(так как Е(гД.Х') =  0 вследствие строгой экзогенности).

Аналогично (1.1.13) эквивалентно следующему требованию:

Cov(c;, еДХ) =  0 (/, j  =  1.2 ф j).

То есть в совместном распределении (c,-,cj) при условии X  ковариация 
равна нулю. Применительно к моделям временных рядов (1.1.13) экви­
валентно требованию отсутствия сериальной корреляции у ошибки.

Так как элемент (i. j)  матрицы ее' размера п х п равен Si?j. предпо­
ложение 1.4 можно переписать в более компактной форме:

Е(ее'| Х )  = а21п. (1.1.14)

Дискуссия в предыдущем параграфе показывает, что это предположение 
можно представить и в следующем виде:

V ar(e|X ) =  а 2/„ .

Однако представление (1.1.14) предпочтительнее, поскольку более удоб­
ной мерой разброса являются вторые моменты (такие как Е ( ;’/ |Х )) , 
а не дисперсии. Смысл этого замечания станет понятен после изучения 
следующей главы, в которой речь пойдет о теории больших выборок. 
Предположение 1.4 иногда называют предположением сферичности ко­
вариационной матрицы, поскольку матрица вторых моментов размера
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п х п (элементами которой являются дисперсии и ковариации) пропорци­
ональна единичной матрице 1п. В дальнейшем это предположение будет 
ослаблено.

Классическая регрессионная модель для случайных выборок

Выборка (у . Х ) называется случайной, если последовательность {у*, ж*} 
является i.i.d. (независимой и одинаково распределенной) по наблюдени­
ям. Так как по предположению 1.1 г, — это функция от (</г, ж;) и по­
скольку {yi.Xi) независимы от (yj .x j ) для j  ф /, (с*, ж*) независимы 
от xj  для j  ф /. Поэтому

Е(с4|Х ) =  Е(е;|жг).
Е(е?|Х) = Е(е?|ж*). (1.1.15)

И Е( = ̂ |Х )  =  Е(с;|жг) Е ( S j \ X j )  (ДЛЯ / ф j).

(Доказательство последнего равенства в (1.1.15) вынесено в контрольные 
вопросы.) Следовательно, предположения 1.2 и 1.4 сводятся к таким:

предположение 1.2: Е(=г|ж,) = 0 (/ = 1 .2 ..... п), (1.1.16)
предположение 1.4: E(sf\xi) = o2 >0  (/ =  1.2.......п). (1.1.17)

Следствием одинакового распределения случайной выборки является 
то. что совместное распределение (~|,Жг) одинаково для всех /. То есть 
безусловный второй момент Е(е?) не зависит от / (это называют без­
условной гомоскедастичностыо (unconditional homoskedasticity)) и функ­
циональная форма условного второго момента E(=f |ж,-) одинакова для всех /. 
Однако из предположения 1.4 не следует, что значение условного второго 
момента одинаково для всех /. Поэтому предположение 1.4 остается огра­
ничительным в ситуации случайной выборки: без этого предположения 
условный второй момент Е(£?|жг:) мог бы быть различным для разных 
/ вследствие его потенциальной зависимости от ж,. Чтобы подчеркнуть 
разницу, мы будем называть ограничения на условные моменты второго 
порядка, (1.1.12) и (1.1.17), условной гомоскедастичностью.

«Фиксированные» регрессоры

Классическая линейная регрессионная модель была изложена в предпо­
ложении, что регрессоры являются стохастическими. Такое изложение 
противоречит большинству учебников, в которых регрессоры предпо­
лагаются детерминированными, или «фиксированными» (deterministic, 
«fixed»). Если регрессоры X  фиксированы, то нет необходимости делать
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различие между условным, /(с;. |®i,. . . ,  х п), и безусловным, /(s;), рас­
пределением ошибки. Тогда предположения 1.2 и 1.4 можно переписать 
в виде:

предположение 1.2: E(sj) = 0 (•/= 1........те), (1.1.18)
предположение 1.4: E(f'f) = а2 (г = 1, те.):

E(-i-j) = О U-J 1.......»:! /./)• (1.1.19)

Очевидно, что такое предположение является нереалистичным в неэкспе­
риментальной науке (в частности, в эконометрике). Однако предположе­
ние о детерминированности регрессоров остается популярным, так как 
регрессионную модель с фиксированными X  можно интерпретировать 
как набор утверждений, условных относительно X,  что позволяет ис­
ключить «|Х» из рассуждений, в частности из предположений 1.2 и 1.4.

Однако за экономичность в обозначениях необходимо платить свою 
цену. При таких обозначениях очень легко упустить из виду предпо­
ложение, что ошибка не коррелирована с текущими, прошлыми и бу­
дущими значениями регрессоров. Кроме того, в случае детерминиро­
ванных регрессоров исчезает разница между условной и безусловной 
гомоскедастичностью. Поэтому в этой книге регрессоры предполагают­
ся стохастическими, и, если не указано иное, утверждения, условные 
относительно X , явно записываются с помощью вставки «|Х» (если 
не сказано иного).

Контрольные вопросы

1. (Смена единиц измерения в полулогарифмической модели.) Как изменится 
уравнение заработной платы (1.1.3) в примере 1.2, если WAGE измерять 
не в долларах, а в центах? Указание: log(.ry) — log(.r) + log(iy).

2. Докажите последнее равенство в (1.1.5).
Указание: Е(г(-з; !Х) = Е [с7 Е(с,'Х. £̂ -)|Х]. (~/.Х) независимы от перемен­
ных (Sj.X1   ®,-„ь Ж;j- 1 ... .,х„) для i ф j.

3. (Одновременное выполнение линейности и строгой экзогенности.) Покажите, 
что из предположений 1.1 и 1.2 следует, что

E{yi\X) = x'lp (i = 1.2......n). (1.1.20)

Докажите в обратную сторону: из выполнения условия (1.1.20) следует, что 
существуют ошибки, которые удовлетворяют предположениям 1.1 и 1.2.

4. (Нормально распределенная случайная выборка.) Рассмотрим случайную вы­
борку пар потребление-доход: (CON,.YDt) (i = 1.2......те). Предположим,
что совместное распределение (CON,.YD,) (оно одинаково для всех i вслед­
ствие предположения о случайности выборки) нормально. Очевидно, что 
предположение 1.3 выполнено; ранг X  может быть меньше К только по чи­
стой случайности. Покажите, что прочие предположения (1.1, 1.2 и 1.4)
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также выполнены. Указание: Если две случайные величины, у и х, сов­
местно нормально распределены, тогда условное математическое ожидание 
линейно по х, то есть

E (y|j-) =  Hi +  3 2х,

и условная дисперсия, Var(?/!.r), не зависит от х. Ключевым является тот 
факт, что это распределение одинаково для всех г, так как в противном 
случае 3\ и 32 могут отличаться для разных г.

5. (Мультиколлинеарность в модели парной регрессии.) Покажите, что пред­
положение 1.3 в случае парной регрессии равносильно утверждению, что 
регрессор, отличный от постоянной, (а* )̂ не является постоянной (то есть 
Х/2 ф Xj2 для некоторых пар (г. j),?' Ф j  с вероятностью, равной единице).

6. (Упражнение на условные и безусловные математические ожидания.) Пока­
жите, что из предположений 1.1 и 1.4 следует, что

Varfo) = о2 (/ ~ 1.......п)

и Cov(cj€j) = 0 (г ф j : /, j  = 1.......n). (*)

Указание: Из строгой экзогенности вытекает E(si) = 0. Поэтому (*) эквива­
лентно

Е (sf) = a2 (i = 1.......п)
и EiSiSj) — 0 (?' Ф j: i, j  = 1 ,... ,  n).

1.2. Алгебра метода наименьших квадратов

Этот параграф посвящен вычислительной процедуре получения OLS-оцен­
ки Ь неизвестного вектора коэффициентов /3. Также вводятся некоторые 
понятия, связанные с вектором Ь.

OLS минимизирует сумму квадратов остатков

Хотя мы не наблюдаем ошибку, мы можем при некотором заданном ги­
потетическом значении (3 вектора коэффициентов /3 вычислить значение

Ш -  я '/З .

Это называется остатком (residual) для наблюдения /. Тогда сумма 
квадратов остатков (sum of squared residuals — SSR) представляет 
собой n

S S R 0 ) =  -  x ' M  =  ( y -  X p ) ' (y  -  X 0 ) .
7=1

Эту сумму называют также остаточной суммой квадратов (residual 
sum of squares — RSS), или суммой квадратов ошибок (error sum of 
squares — ESS). Сумма квадратов остатков является функцией от /3, так
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как от него зависят остатки. OLS-оценка, Ь, вектора параметров (3 — 
это такой вектор /3, который минимизирует эту функцию:

Ь = argniin SSR{j3). (1.2.1)
Р

Взаимосвязь между неизвестным вектором коэффициентов /3, его OLS-оцен- 
кой Ъ и гипотетическим значением (3 {(3) проиллюстрирована на рис. 1.1 
для К  = 1. Так как SSR((3) — квадратичная функция по (3, ее график 
имеет U-образную форму. Значение (3, соответствующее минимуму, — 
это OLS-оценка Ь. Поскольку она зависит от выборки (у.Х),  OLS-оцен­
ка 6 в общем случае отличается от «истинного» значения (3. Равенство 
может достигаться только по чистой случайности.

SSR а

Рис. 1.1. Гипотетическое, истинное и оцененное значения

Поскольку в целевой функции используются квадраты остатков, этот 
метод приписывает больший «штраф» большим значениям остатков. 
OLS-оценка используется, чтобы предотвратить большие значения остат­
ков для некоторых наблюдений, допуская при этом небольшие остатки 
для большого числа наблюдений. В следующем параграфе мы увидим, 
что применение именно такого критерия приводит к некоторым хорошим 
свойствам оценки.

Нормальные уравнения

Классический способ решения задачи минимизации состоит в получении 
условий первого порядка приравниванием частных производных нулю. 
Для этого необходимо найти A -мерный вектор частных производных
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OSSR(P)/c)pi. Задача упрощается, если записать SSR(P) иначе:

SSR(p) = (у -  Хр) ' (у -  ХР)
(так как •/-й элемент у -  Х(3 — это у, — ж-/3)
= (у ' -  Р'Х'){у -  Хр)  (поскольку (ХРУ = р'Х' )  =
= у'у -  Р ' Х’у  -  у ' х р  + Р ' Х 'ХР  =

= у'У -  2у ' х р  + Р'Х 'ХР  
{Р'Х'у  = у ' х р , так как значение скаляра 

при транспонировании не изменяется)
= у'у -  2а'р + р'Ар,  где а = Х ' у  и А = Х ' Х .  (1.2.2)

Первое слагаемое у'у не зависит от /3, поэтому им можно пренебречь 
при дифференцировании SSR(P). Вспомним из линейной алгебры, что

д{а'р) д(Р'Ар) ~ „ .— = а и ------=—  = 2Ар  для симметричной матрицы А,
в р  д р

так что А'-мерный вектор частных производных равен

т * > = ^ а  + г л ё .
00

Условия первого порядка получаются приравниванием этого выражения 
нулю. Применяя (1.2.2) к нашей задаче, заменяя вектор а на Х'у.  А  — 
на Х ' Х  и перегруппировывая, получаем условия первого порядка:

Х ' Х  Ь = Х ’у.
{К х 1\){К х 1)

(1.2.3)

Мы заменили /3 на Ь, поскольку OLS-оценка Ь — это значение /3, удо­
влетворяющее условиям первого порядка. Эти К  уравнений называются 
нормальными уравнениями.

Вектор остатков, вычисленный в точке /3 = 6,

е = у -  ХЬ.  (1.2.4)
(«X 1)

'Если h: КА -> R - скалярная функция от Л'-мерного вектора х . производная h по х 
представляет собой А'-мерный вектор, А’-й элемент которого равен i)h.(x)/0.г ь  где дц — 
А--й элемент х. (Этот А'-мерный вектор называется градиентом.) В нашем случае х  — 
это /3, а функция h(x) — SSH(0).
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называется вектором OLS остатков (OLS residuals). Его г-й элемент 
е* = уг — x 'jb. Перегруппировывая (1.2.3). получаем:

Х'{у  — ХЪ) =  0. или Х 'е  = О. или 
1 " 1 "
— V  Ж; • С/;' = 0. ИЛИ — X j  ■ (jji  — х'Ь) = 0. (1.2.3')
п  ' п 'г=1 г = 1

это уравнение показывает, что нормальные уравнения могут быть про­
интерпретированы как выборочные аналоги условий ортогональности 
E(xi-Si) = 0. Эта идея будет более подробно обсуждаться в после­
дующих главах.

Однако условия первого порядка являются лишь необходимыми усло­
виями минимума. Следовательно, чтобы убедиться, что в Ъ достигается 
минимум, а не максимум, нам необходимо проверить условия второ­
го порядка. Читатели, которые знакомы с понятием гессиана1 функции 
нескольких переменных2, могут сразу понять, что условия второго поряд­
ка выполнены, поскольку (как отмечено ниже) матрица Х ' Х  положи­
тельно определена. Однако то, что в Ъ достигается минимум, возможно 
доказать и непосредственно. Для этого необходимо вычесть и прибавить 
к целевой функции одну и ту же величину (такая стратегия эффективна 
в случае квадратичной целевой функции, как здесь). Применение этой 
стратегии к алгебре метода наименьших квадратов оставлено читателям 
в качестве аналитического упражнения.

Два выражения для OLS-оценки

Итак, мы получили систему из К линейных одновременных уравнений 
с К  неизвестными, составляющими вектор Ь. По предположению 1.3 
(об отсутствии мультиколлинеарности), матрица коэффициентов Х ’Х  
положительно определена (по поводу доказательства этого утвержде­
ния см. контрольный вопрос 1 текущего параграфа) и, следовательно, 
невырождена. То есть система нормальных уравнений имеет единствен­
ное решение Ь, которое можно найти, умножив обе части (1.2.3) слева 
на (Х 'Х )" 1:

Ь= (Х 'Х Г 'Х 'у . (1.2.5)

Рассматривая (1.2.5) как функцию от выборки (у . Х ), это выражение 
иногда называют OLS-оценивателем (OLS-estimator). Для любой кон­
кретной выборки {у.Х)  значение этой функции называется OLS-оцен-

'В оригинале Hessian. Этот термин автор употребляет, имея в виду именно матрицу 
вторых производных, которую в русскоязычной литературе часто именуют матрицей 
Гессе. - Прим. науч. ре<). перевода.

-’Гессиан функции h(x)  представляет собой квадратную матрицу, в которой элемент 
[кЛ) равен d2h(x)/dxk<Ji'i.
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кой (OLS-estimate). В этой книге (как и в большинстве других) эти 
термины будут использоваться почти как синонимы1.

Поскольку ( Х ' Х ) ~ 1 Х ' у  = ( Х ' Х / п ) ~ ] Х' у / п ,  OLS-оценка может 
быть также записана как

ь = ^хх sx y  где (1.2.50

1 1 п
Sxx = - Х ' Х  = - T x ix'п п '1_1

(выборочное среднее жгж-), (1.2.6а)
2 — 1

1 v , I fsxy = - X  у = -  y x i -  iji п Г) 2=1
(выборочное среднее ж* • гц). (1.2.6Ь)

Использовать матрицу данных из (1.2.5) более удобно для вывода свойств 
оценки в малых выборках, а использование выборочных средних из пред­
ставления (1.2.5') — для теории больших выборок.

Еще несколько терминов из алгебры

После того как мы вывели OLS-оценку, следует определить еще несколь­
ко терминов.

• Подобранным значением (fitted value) объясняющей переменной 
для наблюдения i называется щ =  х[Ъ. Вектор подобранных зна­
чений у  равен ХЪ. Таким образом, вектор OLS остатков можно 
записать как е = у — у.

• Определим проекционную матрицу (projection matrix) Р  и анну- 
лятор (annihilator) М:

Р  = Х { Х 'Х ) ~ хХ'. (1.2.7)
( 7) X N )

М  = 1 п - Р .  (1.2.8)
(п X п)

Они обладают рядом привлекательных свойств (доказательство ко­
торых оставлено читателям в качестве одного из контрольных во­
просов):

Матрицы Р  и М  симметричны и идемпотентны2, (1.2.9) 
Р Х  = X  (отсюда термин «проекционная матрица»). (1.2.10) 

M X  = 0 (отсюда термин «аннулятор»). (1.2.11)

'Поскольку автор указывает на то. что упомянутые два термина используются в 
тексте почти как синонимы, мы употребляем при переводе термин «оценка» как для OLS- 
estimator, так и для estimate, что соответствует традиции, принятой в русскоязычной 
литературе. -• Прим. науч. ред. перевода.

"Квадратная матрица А  называется идемпотентной, если А  =  А 2.
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Поскольку е — вектор остатков при /3 =  Ь, то сумма квадратов 
остатков OLS (SSR) равна е'е. Ее можно также переписать как:

SSR = е'е =  е'М е. (1.2.12)

(Доказательство этого оставлено в качестве контрольного вопроса.) 
Это выражение, связывающее SSR и истинные ошибки е, будет 
использовано далее.

• OLS-оценка а 2 (дисперсии ошибки), которую обозначим s2. равна 
сумме квадратов остатков, деленной на п — К:

2 _  SSR _  е'е 
~~ п — К  п — К

(1.2.13)

(В этом определении предполагается, что п > К. В противном 
случае s 2 не определена.) Как будет показано в утверждении 1.2, 
приведенном ниже, при делении суммы квадратов остатков на п —К  
(число степеней свободы), а не на п (размер выборки), оценка а2 
оказывается несмещенной. Интуитивное объяснение состоит в том, 
что сначала необходимо оценить К  параметров (/3) и лишь по­
том получить вектор остатков е, необходимый для вычисления s2. 
С формальной точки зрения е должен удовлетворять системе К  нор­
мальных уравнений (1.2.3'), которая накладывает ограничения на воз­
можные значения остатков.

• Квадратный корень из в2 (а) называется стандартной ошибкой 
регрессии (standard error of regression — SER), или стандартной 
ошибкой уравнения (standard error of equation — SEE). SER 
представляет собой оценку стандартного отклонения ошибок.

• Ошибка оценки (sampling error)] определяется как Ъ-(3. Ее также 
можно связать с е:

Ь -  0  = { Х ' Х У 1Х ' У -  (3= (из (1.2.5))
= ( Х ’Х ) - 1Х ' { Х 0  + е) - 0  

(так как у = Х 0  + е по предположению 1.1)
= { Х ' Х ) - ' { Х ' Х ) 0  + { Х ' Х ) ~ хХ' е  - 0  =
= 0  + { Х ' Х ) - 1Х ' е ~  0 =  ( Х ' х у ' Х ' е .  (1.2.14)

'В оригинале sampling error (буквально: ошибка выборки). Мы используем при 
переводе термин «ошибка оценки», поскольку в англоязычной литературе термин 
sampling error и соответствующий ему в русскоязычной литературе термин «ошибка 
выборки» обычно означают нечто иное (например, систематическую ошибку выборки). — 
Прим. науч. ред. перевода.
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•  Нецентрированный R 2. Одной из мер изменчивости зависимой 
переменной является сумма квадратов Х/3/f =  У У Поскольку OLS 
остатки удовлетворяют системе нормальных уравнений, мы получа­
ем следующую декомпозицию у'у.

у 'у  =  (у +  е)'(у +  е) (так как е  = у  -  у) =
=  у'у  + 2 у'е  + е 'е  =
=  у'у  +  2 Ь ' Х ' е  + е 'е  (поскольку у  =  Х Ь )

Л  , (1.2.15)
=  У У +  е е

(так как Х 'е  — 0 из системы нормальных 
уравнений; см. (1.2.3')).

Нецентрированный R 2 (uncentered R 2) определяется как

R l =  1 - ^ .  (1.2.16)
У У

Применяя декомпозицию (1.2.15), получаем, что R 2C равен:

у'у
у 'у '

Поскольку у'у  и е 'е  неотрицательны, 0 < Rlc < 1. Таким образом, 
нецентрированный R2 может быть проинтерпретирован как доля 
изменчивости зависимой переменной, объясненная независимыми 
переменными. Чем ближе подобранные значения к значениям зави­
симой переменной, тем ближе нецентрированный /?2 к единице.

• (Центрированный) Л 2, коэффициент детерминации. Если един­
ственный регрессор в модели — константа (так что К  =  1 и ,гг1 =  1), 
то тогда из (1.2.5) вытекает, что Ь =  у (у — выборочное среднее 
зависимой переменной). Из этого следует, что ?л = Tji для всех /; 
в (1.2.15) у 'у  =  пу2, и е ' е  =  Х]Д,Уг — у)2- Если же в модели, кроме 
константы, присутствуют и другие регрессоры, то можно показать 
(доказательство оставлено в качестве аналитического упражнения), 
что Y.i(Ui ~У )2 может быть разложена как

И п п н п

- V ) ' 2 =  ^ 2 ( y i  - у ) 2 +  ’ г д е  У =  ~  ( 1 -2. 17 )
? = 1 г=1 г-~1

Коэффициент детерминации В2 определяется следующим образом:

* s l _ _ E k £ T  0.2.18)
E ; = i ( w  -  у  г
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В силу декомпозиции (1.2.17), R2 равен:

H i = i ( V i - V ) 2
Е Ы ш - у Г

Поэтому, если регрессоры включают константу (так что разложе­
ние (1.2.17) выполнено), О < R2 < 1. Таким образом. R2, опре­
деленный в (1.2.18), является мерой, объясняющей способности 
регрессоров, не являющихся константой.
Если среди регрессоров нет константы, то при вычислении R2 по фор­
муле (1.2.18) (как делают некоторые программные пакеты) R2 
может получиться отрицательным. Это происходит потому, что ре­
грессия без константы может аппроксимировать объясняемую пере­
менную хуже, чем выборочное среднее. С другой стороны, некото­
рые эконометрические пакеты (например, STATA) при исключении 
константы из модели автоматически используют формулу (1.2.16) 
для расчета коэффициента детерминации во избежание получения 
отрицательных значений А2. Это палка о двух концах. Предпо­
ложим, что среди регрессоров нет константы, однако линейная 
комбинация регрессоров равна константе. Такое может произойти, 
например, когда константу в модели заменяют набором сезонных 
дамми-переменных1. Такая регрессия по сути не изменится, если 
один из регрессоров в линейной комбинации заменить на констан­
ту. Более того, не изменится вектор подобранных значений. Однако, 
если R2 рассчитывается по формуле (1.2.16) для регрессии без 
константы и по формуле (1.2.18) для регрессии с константой, R2 бу­
дет меньше при добавлении константы (см. контрольный вопрос 7 
ниже).

Анализ влиятельных наблюдений (дополнительно)

Поскольку метод наименьших квадратов стремится предотвратить по­
явление нескольких больших остатков, допуская большое количество 
сравнительно малых остатков, только несколько наблюдений могут быть 
чрезвычайно влиятельными, в том смысле, что при исключении таких 
наблюдений из выборки некоторые элементы вектора параметров Ь могут 
значительно измениться. Существует систематический подход к поиску 
таких наблюдений, называемых влиятельными наблюдениями (influ­
ential observations)2. Обозначим через OLS-оценку вектора коэф­
фициентов /3, полученную с использованием выборки, из которой было 
исключено /-е наблюдение. Ключевым для дальнейшего анализа является

'Понятие дамми-переменной будет введено в эмпирических упражнениях к этой 
главе.

"Для более подробного ознакомления с темой см.: [Krasker, Kuh, and Welsh, 1983].
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следующее уравнение:

-  Ь= -  ( - ! — ) ( X ' X ) - lxrei, (1.2.19)

где ж', как и прежде, обозначает ?-ю строку матрицы данных X ,  е, — 
OLS остаток для наблюдения г, a pi вычисляется по формуле:

то есть pi является г-м диагональным элементом проекционной матри­
цы Р .  (Доказательство (1.2.19) было бы хорошим упражнением в мат­
ричной алгебре, но мы не будем приводить его здесь.) Нетрудно показать 
(см. контрольный вопрос 7 к параграфу 1.3), что

Поэтому pi в среднем равно К/п.
Для иллюстрации применения (1.2.19) на конкретном примере рас­

смотрим взаимосвязь между инвестициями в основной капитал и эконо­
мическим ростом в беднейших странах мира в период с 1960 по 1985 г. 
На рис. 1.2 изображена диаграмма рассеяния для 13 стран, ВВП которых 
на одного работающего в 1965 году составлял менее 10% аналогичного 
показателя в США1. По горизонтальной оси откладывается среднегодо­
вое отношение инвестиций в основной капитал к ВВП за период с 1960 
по 1985 г. По вертикальной — среднегодовой рост ВВП на работающего 
за тот же период. На основе визуального анализа рисунка нетрудно за­
метить, что положение оцененной линии регрессии в значительной мере 
будет зависеть от единственного выделяющегося наблюдения (Ботсва­
ны). Действительно, при исключении Ботсваны из выборки, оцененный 
коэффициент наклона падает с 0,37 до 0,058. В случае парной регрессии 
(как здесь) выделяющиеся наблюдения легко обнаружить с помощью 
визуального анализа диаграммы рассеяния, подобной рис. 1.2. Однако 
эта стратегия не может быть использована в случае, когда имеется более 
одного регрессора, отличного от постоянной. Анализ, основанный на фор­
муле (1.2.19), не ограничен парной регрессией. В табл. 1.1 для каждого 
наблюдения приведены OLS остатки, значения pi и значения (1.2.19). 
Значение pi для Ботсваны, равное 0,7196, намного превосходит среднее, 
равное 0,154 (= К /п  =  2/13). То есть это наблюдение является весьма 
влиятельным, о чем свидетельствуют два последних столбца таблицы. 
Обратите внимание, что мы бы не смогли обнаружить это влиятельное

'Данные были взяты из Penn World Table, перепечатанной в: [DeLong and Summers, 
1991]. Однако в их анализе использовалась вся выборка, включающая 61 страну.

Pi =  x ’i i X ’X r ' x u ( 1.2.20)

П
( 1.2.21)
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наблюдение, рассматривая остатки. Это неудивительно, поскольку метод 
наименьших квадратов алгебраически устроен так, чтобы не допускать 
больших значений остатков (за счет большого количества малых остат­
ков для остальных наблюдений).

g 0,08
12g 0,060 vo ш
2 0,04

1  0,02Z
С
§  0,00
5

^ - 0,02
0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14

Инвестиции в основной капитал/ ВВП 
Рис. 1.2. Инвестиции в основной капитал и рост

Таблица 1.1
Анализ влияния

Страна
Рост ВВП 
на одного 

работающего

Инвестиции 
в основной 

капитал/ВВП
Остаток Pi

(1.2.19) 
ДЛЯ /3i

(1.2.19)
ДЛЯ 02

Ботсвана 0,0676 0,1310 0,0119 0,7196 0,0104 -0,3124
Камерун 0.0458 0,0415 0,0233 0,0773 -0,0021 0,0045
Эфиопия 0,0094 0.0212 -0,0056 0,1193 0,0010 -0,0119
Индия 0,0115 0,0278 -0,0059 0,0980 0,0009 -0,0087
Индонезия 0,0345 0,0221 0,0192 0,1160 -0,0034 0,0394
Кот-д’Ивуар 0,0278 0,0243 0,0117 0,1084 -0,0019 0,0213
Кения 0,0146 0.0462 -0.0096 0,0775 0.0007 0,0023
Мадагаскар -0,0102 0,0219 -0,0254 0,1167 0,0045 -0,0527
Малави 0,0153 0,0361 -0,0052 0,0817 0,0006 -0.0036
Мали 0.0044 0,0433 -0,0188 0,0769 0,0016 -0.0006
Пакистан 0,0295 0,0263 0,0126 0,1022 -0,0020 0,0205
Танзания 0,0184 0,0860 -0,0206 0,2281 -0,0021 0,0952
Таиланд 0,0341 0,0395 0,0123 0,0784 -0,0012 0,0047

Что делать с выделяющимися наблюдениями? Смотря по обстоятель­
ствам. Если выделяющиеся наблюдения удовлетворяют регрессионной 
модели, они содержат в себе ценную информацию о выборке, которая 
не содержится в других наблюдениях. В таком случае их нельзя исклю­
чать. Однако более вероятным является то, что выделяющиеся наблю­
дения — это наблюдения, нетипичные для выборки, из-за того, что они
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не удовлетворяют модели. Тогда они однозначно должны быть исклю­
чены из выборки. В рассматриваемом примере наблюдался рост миро­
вого спроса на алмазы (главную статью экспорта Ботсваны), а для их 
добычи необходима дорогостоящая буровая техника. Если мы предпо­
лагаем, что за эконометрической моделью стоит следующая логическая 
цепочка: инвестиции означают внедрение новых технологий, которые, 
в свою очередь, ведут к росту производительности труда и, следователь­
но, к экономическому росту, — тогда Ботсвана, высокие темпы роста 
ВВП которой были обусловлены повышенным спросом, должна быть 
исключена из выборки.

Замечание относительно вычисления OLS-оценок1

До сих пор основное внимание уделялось концептуальным аспектам алгеб­
ры OLS. Но прикладным исследователям, которые на практике вычисля­
ют OLS-оценки с использованием компьютеров, важно знать некоторые 
особенности компьютерных вычислений, чтобы избежать возможности 
получения недостоверных результатов. Потенциальным источником про­
блем может быть то, что компьютеры аппроксимируют натуральные чис­
ла так называемыми числами с плавающей запятой. Когда в арифмети­
ческой операции участвуют и очень большие, и очень маленькие числа, 
использование чисел с плавающей запятой может привести к неточным 
результатам. При вычислении OLS-оценки такая ситуация может возник­
нуть, когда регрессоры значительно отличаются по величине. Например, 
одним из регрессоров может быть процентная ставка, выраженная дро­
бью, а другим — ВВП США в долларах. Матрица Х 'Х  будет тогда 
содержать как очень маленькие, так и очень большие числа, и операция 
вычисления обратной матрицы может дать недостоверный результат.

Эту проблему можно решить путем выбора единиц измерения та­
ким образом, чтобы регрессоры были близки по величине. Например, 
указывать ставку процента в процентах, а ВВП США — в триллионах 
долларов. Такая мера предосторожности в большинстве случаев помога­
ет избежать проблем. Более систематический подход к преобразованию 
матрицы X  состоит в вычитании выборочных средних из всех регрес­
соров и делении на выборочные стандартные ошибки. Стандартизация 
переменных проводится до формирования Х ' Х .  Полученные OLS-оценки 
надо скорректировать, переводя их в масштаб исходных данных. Боль­
шинство компьютерных пакетов, вычисляющих OLS-оценки (например, 
TSP), используют более сложное преобразование матрицы X  (которое 
называется QR-декомпозицией).

'Более подробно эта тема изложена в Section 1.5 (Davidson and MacKinnon, 1993].
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Контрольные вопросы

1. Докажите, что матрица Х ' Х  положительно определена, если матрица 
X  имеет полный столбцовый ранг. Указание: Необходимо показать, что 
с 'Х 'Х с  > 0 для с А 0. Определим z  — Х с. Тогда с 'Х 'Х с  ~ z 'z  = 
= ]Г]”= 1 -'2. Если X  — матрица полного столбцового ранга, то z  ф О 
для всех с Ф 0.

2. Проверьте, что X ' X / n -  ^ и X ' y / n -  yl Y . i x i 'V i  как в (1.2.6).
Указание: Элемент (k . l ) матрицы Х ' Х  равен Y l i x ti-x ii-

3. (OLS-оиенка для простой регрессионной модели.) В простой регрессион­
ной модели К  — 2 и ,r,i =  1. Покажите, что

1 X 2 У
— 1 2 

1*2 £ £ ; = 1 *Г2_
, «X V  = 1 п

Ln E <=l*i23/iJ

1 " i п
У =  -  У ]  1Л И Х2 =  -  У '  Хг2

/=1 i=i
Покажите, что

, ^ L i = l ( ;r»2 — J-2)(.y> -  у)
'>•2 ~  -----—1-------------- :гТ5----

n £ i  =  l(Xi-2 - х -2)-
и />i =  у х2Ь>.

(Можно заметить, что в знаменателе выражения для Ь2 стоит выборочная 
дисперсия регрессора, отличного от константы. А в числителе находится 
выборочная ковариация зависимой переменной и регрессора, отличного 
от константы.) Указание:

1
п

•>

И
1 « i  11
-  У2 Х,2У, -  Х2у -= -  У2(ХГ> -  т2)(у, -  у).П ’ 1) '/=1 <=1

Вы можете взять уравнение (1.2.5') и просто произвести обращение мат­
рицы. Однако есть и другой путь: выписать систему из двух нормаль­
ных уравнений. Первое уравнение системы будет иметь следующий вид: 
bI =■- у -  х 2Ь2. Подставьте это выражение для /ц во второе уравнение 
и найдите Ь2.

4. Докажите (1.2.9)—(1.2.11). Указание: Эти свойства выводятся напрямую 
из определений Р  и М .

5. (Матричная алгебра для подобранных значений и остатков.) Покажите 
следующее:

(a) у  — Ру, е — М у  — M e.  Указание: Используйте (1.2.5).
(b) (1.2.12), а именно: 557? = е 'М е.
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6. (Изменение единиц измерения и Я2.) Влияет ли изменение единиц из­
мерения зависимой переменной на Я2? А изменение единиц измерения 
регрессоров? Указание: Проверьте, влияют ли вышеуказанные изменения 
на числитель и знаменатель в определении Я2.

7. (Взаимосвязь между Я2С и Я2.) Покажите, что

1 - Я 2 1 +
п • у2

ЕГ=1(г/< -  у)2
(1 -  О -

Указание: Используйте (1.2.16), (1.2.18) и тождество (У? “  У)2 = 
=  £ Г =1 у? -  п ■ у 2.

8. Покажите, что

Я2■* 1 11 г
у'Ру
у'у

9. (Вычисление статистик.) Проверьте, что Ь, 55Я, s2 и Я2 можно вычис­
лить, используя следующие выборочные средние: Sxx> «х у - у'у/н и у. 
(Если константа включена в модель, то у является элементом соот­
ветствующим константе.) Поэтому для получения коэффициентов регрес­
сии и связанных с ними статистик эти выборочные средние достаточно 
вычислить только один раз.

1.3. Свойства OLS в конечных выборках

Мы уже вывели OLS-оценку, теперь нам предстоит исследовать ее свой­
ства в конечных выборках, а именно свойства распределения оценки, 
которые имеют место для любого объема выборки п.

Распределение b в конечных выборках

Утверждение 1Л  (свойства OLS-оценки /3 в конечных выборках):

(a) (Несмещенность.) При выполнении предположений 1.1-1.3,
Е(Ь|Х) =  (3 .

(b) (Выражение для дисперсии1.) При выполнении предположений IЛ-1.4,  
Var(b|X) =  a 2 - ( X 'X ) - 1.

(c) (Теорема Гаусса — Маркова.) При выполнении предположений 1.1 -1.4, 
OLS-оценка является «эффективной» в классе линейных несмещен-

1 Здесь и далее у автора «variance» — «дисперсия», хотя в действительности имеется 
в виду ковариационная матрица случайного вектора (которую также называют дисперсион­
ной или дисперсионно-ковариационной). — Прим. науч. рев. перевода.

48



1.3. Свойства OLS в конечных выборках

ных оценок. То есть для любой несмещенной оценки j3, линейной 
по у, Var(/3|X) > Va.r(b|X) в матричном смысле*.

(d) При выполнении предположений 1.1-1.4, Cov(b, е]Х) = О* 2, где е = 
= У - Х Ь .

Прежде чем перейти к доказательству, остановимся подробнее на смысле 
этого утверждения.

• Матричное неравенство в пункте (с) говорит, что матрица Var(/3|X)- 
— Var(b|X) размерности К х К  положительно полуопределена. Зна­
чит,

a'[Var(/3|X) -  Var(b|X)]a > О

или
a' Var(/3|X)a > a'V ar(b|X )a

для любого А'-мерного вектора а. В частности, и для вектора, 
состоящего из нулей, кроме к -го элемента, равного единице. Для 
такого вектора а  квадратичная форма a'Aa  выбирает элемент (к. к) 
из матрицы А. Элемент (к, к) матрицы Var(/3|X), например, равен 
Уаг(ДДХ), где Д. — к-й элемент вектора (3. То есть из матричного 
неравенства (с) следует, что

Var(.Sfc|X ) > Var(bA.|X ) (к = 1.2....... К).  (1.3.1)

То есть для любого коэффициента регрессии дисперсия его OLS-оцен­
ки не превышает дисперсии любой альтернативной линейной несме­
щенной оценки.

• Из выражения (1.2.5) легко видеть, что OLS-оценка линейна по у. 
Вообще существует много других линейных и несмещенных оце­
нок /3 (в качестве одного из контрольных вопросов вам будет пред­
ложено построить одну из таких оценок). Теорема Гаусса —Мар­
кова утверждает, что OLS-оценка является эффективной в том 
смысле, что ее условная дисперсия Var(b|X) является наименьшей 
среди дисперсий всех линейных несмещенных оценок. По этой при­
чине OLS-оценку называют наилучшей линейной несмещенной 
оценкой (B e s t  L in e a r  U n b ia sed  E s t im a to r  — BLUE)

'Пусть А  и В  — две квадратные матрицы одинакового размера. Говорят, что А > В, 
если разность А  -  В  положительно полуопределена. Матрица С  размерности К  х К 
называется положительно полуопределенной (или неотрицательно определенной), если 
х 'С х  > 0 для любого А'-мерного вектора х.

23десь и далее Cov(v.w) — матрица взаимных ковариаций случайных векторов v  и 
w. — Прим. науч. ред. перевода.
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• OLS-оценка Ь является функцией от выборки ( у . Х) .  Поскольку 
выборка (у. X ) случайна, это же можно сказать и о Ь. Теперь пред­
положим, что мы зафиксировали конкретную матрицу данных X , 
вычислили 6 для всех выборок, соответствующих всем возможным 
реализациям у , а затем взяли среднее значение Ъ (вас попросят 
сделать это в упражнении на метод Монте-Карло к этой главе). Это 
среднее представляет собой (теоретическое) условное математиче­
ское ожидание Е(6|Х ). Пункт (а) (несмещенность) говорит о том, 
что это математическое ожидание равно истинному значению /3.

• Существует еще одно определение несмещенности, которое являет­
ся более слабым, чем указанное в пункте (а). По формуле полного 
математического ожидания, Е[Е(Ь|Х)] =  Е(Ь). То есть из (а) сле­
дует

Е (Ь) = /3. (1.3.2)
Это уравнение утверждает, что если мы вычислим b для всех воз­
можных выборок, различающихся не только зависимой перемен­
ной у,  но и X ,  то его среднее будет равно истинному значению. Это 
безусловное утверждение, скорее всего, является более примени­
мым к экономике, так как на практике выборки отличаются как у,  
так и X .  То есть важность условного утверждения (а) состоит 
в том, что из него следует безусловный аналог (1.3.2), который, 
в свою очередь, ближе к практике.

• Те же рассуждения применимы к утверждению (с) относительно 
дисперсии. В контрольном вопросе, приведенном далее, вам будет 
предложено показать, что из утверждений (а) и (Ь) следует, что

Var(/3) > Var(b), (1.3.3)

где /3 — любая линейная несмещенная оценка (то есть Е(/3|Х) =  /3).

Теперь настало время перейти к доказательству этого важного ре­
зультата. Может показаться, что оно слишком длинное, однако эта види­
мость создается лишь из-за его подробности. На самом деле это доказа­
тельство весьма простое. Тем не менее при первом чтении вам, возможно, 
захочется пропустить доказательство пункта (с). Доказательство части
(d) оставлено читателям в качестве контрольных вопросов.

Доказател ьство
(а) (Доказательство того, что Е(Ь|Х) =  /3.) Е(Ь-/3\Х)  = 0 тогда и толь­

ко тогда, когда Е (6 |Х ) =  /3. Итак, мы доказали первое из вышеупо­
мянутых утверждений. Из выражения для ошибки оценки (1.2.14). 
Ь -  /3 =  Ае.  где А  =  { Х ’Х ) ~ 1Х' .  То есть

Е(Ь -  0 \ Х)  = Е(Ае\ Х)  = Д Е (е |Х ).
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Второе равенство следует из линейности условного математического 
ожидания; А  — функция от X  и, следовательно, может рассмат­
риваться как детерминированная матрица. Так как Е (е |Х ) =  О, 
последнее выражение равно нулю.

(Ь) (Доказательство того, что Var(b|X) =  а2 ■ ( Х 'Х ) -1 .)

Var(b|X) = Var(b — /3\Х) (так как /3 детерминирован)

=  V ar(A e|X ) (из (1.2.14) и А  =  ( Х 'Х ) _ ,Х ')  =
=  A V ar(e |X )A ' (поскольку А  — функция от X ) =
=  А Е (е е '|Х )А ' (по предположению 1.2) =
= А (а 21п)А ' (по предположению 1.4, см. (1.1.14)) =
=  а2 А  А! =
=  <72 - ( Х ' Х ) - 1
(так как А А ' =  (Х /Х ) - 1Х ,Х (Х 'Х )" -1 =  ( Х 'Х ) - 1).

1.3. Свойства OLS в конечных выборках

(с) (Теорема Гаусса — Маркова.) Поскольку /9 линеен по у,  его можно 
записать как (5 =  С у  для некоторой матрицы С, которая, возможно, 
является функцией от X . Пусть D  = С  -  А  или С  = D  +  А, где 
А  = ( Х 'Х ) ” 1 X '. Тогда

/3 =  (D + А )у  =
= D y  + А у  =
=  D{X(3 + e) + b
(так как у  =  Х/3 +  е и А у  =  (Х 'Х ) ' 1 Х ' у  =  Ь)
= D X /3  + D e + b.

После взятия условного математического ожидания от обеих частей 
получаем:

Е(/3|Х ) =  D X /3  +  E (D e |X ) +  Е(Ь |Х ).

Поскольку обе оценки, Ь и /3. несмещенные и поскольку Е (£ )е |Х ) =  
=  D E (e |X )  =  0, отсюда следует, что D X /3  — О. Чтобы это было 
справедливым для любого вектора /3, необходимо, чтобы D X  =  0. 
Поэтому /3 =  D s  +  b и

0 -  /3 =  De + { b -  (3) =
=  (D  +  A )£ (из (1.2.14)).
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Следовательно,

Var(/3|X) =  Var(0 -  /3\Х) =
= Var [(£> +  А)е| X] =
=  (D + A)  Var(e|X) ( D'  +  A')

(так как D  и A  — функции от X )
= я 2 ■ (D  +  A )(D ' +  А') (поскольку V ar(e|X ) =  cr2I n) =  
=  а 2 • (D D ' +  A D ' + D A ' + А  А').

Однако D A ' = D X { X ' X ) ~ l — О, поскольку D X  =  0. Кроме того, 
А А ' = (Х 'Х ) -1 , как было показано в (Ь). Значит,

Var(/3|X) =  а 2 • [DD' +  { X ' Х ) ~ 1\ >
> я2 - { Х ' Х У л

(так как матрица D D ' положительно полуопределена)
=  Уаг(Ь|Х) (из (Ь)). ■

Следует подчеркнуть, что предположение о строгой экзогенности 
(предположение 1.2) является ключевым для доказательства свойства 
несмещенности. Без строгой экзогенности нельзя было бы заключить 
этого. Например, недостаточно предположить,что E(c,|cci) =  0 для всех i 
или что Е (xi ■ ti) =  0 для всех /. Как уже отмечалось в параграфе 1.1, 
большинство моделей временных рядов не удовлетворяют условию стро­
гой экзогенности, даже если выполнены более слабые требования (такие 
как условие ортогональности Е(ж,--с,-) =  0). Следовательно, для подобных 
моделей OLS-оценка не обладает свойством несмещенности,

Свойства з2 в конечных выборках

Мы уже определили OLS-оценку я 2 в (1.2,13). Она также является 
несмещенной.

Утверждение 1.2 (несмещенность а2): При выполнении предположе­
ний 1.2-1.4, E(s2|X ) =  я 2 (и, следовательно, Е(«2) =  я 2), при п > К  
(то есть когда з2 определена).

Это утверждение можно легко доказать, используя свойства операто­
ра следа1.

Доказательство Поскольку s2 = е'е/(п -  К),  то доказательство за­
ключается в том, чтобы показать, что Е (е 'е |Х ) =  (п -  К) я 2. Как было

'Следом trace квадратной матрицы А  называют сумму диагональных элементов А: 
t гасе(А) -  а„.
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показано в контрольном вопросе 5 (Ь) параграфа 1.2, е 'е  =  е 'М е,  где 
М  —- аннулятор. Таким образом, необходимо доказать два свойства:
1) Е(е' М е \ Х )  = а2 • trace(M ) и 2) trace(M ) =  п — А'.

(1) (Доказательство того, что Е(е' М е \ Х )  = а2 • trace(M ).) Поскольку 
е 'М е  =  £■=] E "= i niijSiSj (это видно, если расписать квадратичную 
форму е 'Ме) ,  получаем:

П П
E ( e 'M e jX )  = Е(с;су|Х) (так как тц — функции от X .

1=1 j=] Е(Шу Sj = ,|Х )  = Шу Е(=г- с ;|Х ))
П

= 5Z  т » ст2
г=1

(поскольку E (cj£ j|X ) =  0 для г Ф j  по предположению 1.4)

= (г2Е т « =
г = 1

= а2 • trace(M ).

(2) (Доказательство того, что trace(M ) = п -  А.)

trace(M ) = trace(I„ -  Р )
(так как М  = 1п -  Р ; см. (1.2.8))
=  trac:e(I„) -  trace(P)

(факт: оператор следа является линейным)
=  п — traec(P).

trace(P) = trac:c[X(X,X ) - 1X']
(так как Р  =  Х ( Х 'Х )_1Х '; см. (1.2.7))
= trace[(X/X )_1X 'X ] (факт: trace(AB) = trace(BA))
=  trace (1д-) =  К.

Итак, trace(M ) =  п -  К.

Оценка Var(b|X)

Если s2 — оценка сг2, то естественной оценкой Var(6|X) =  ст2 • (Х 'Х ) -1
является: ___ _

Var(b|X) = ^ - ( Х 'Х ) - 1. (1.3.4)

Это одна из статистик, которые входят в компьютерную выдачу после 
OLS-оценивания в любом компьютерном пакете.
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Контрольные вопросы
1. (Роль предположения об отсутствии мультиколлинеарности.) Где мы ис­

пользовали в утверждениях 1.1 и 1.2 предположение 1.3 о том, что 
rank(JV) =  К? Указание: Условие отсутствия мультиколлинеарности необ­
ходимо нам, чтобы обеспечить обратимость матрицы Х ' Х .

2. (Пример линейной оценки.) Для примера 1.1 с функцией потребления
предложите линейную и несмещенную оценку 32, отличную от OLS-оцен­
ки. Указание: Как насчет 32 -  (CON2 - C O N l )/ (Y D 2 -  Y D {)? Является 
ли она линейной по (C O N \, . . .  ,CON„)? Является ли она несмещенной: 
Е(ДйY D l ........Y D n)

3. (Чего не утверждает теорема Гаусса — Маркова.) Существует ли при пред­
положениях 1.2 1.4 линейная, но необязательно несмещенная оценка /3, 
дисперсия которой меньше, чем у OLS-оценки? Если да, то насколько 
мала может быть дисперсия? Указание: Вели опенка /3 — константа, то 
она тривиальным образом линейна по у.

4. (Теорема Гаусса — Маркова и безусловная дисперсия.)

(a) Докажите: Var(/3) -  Е |Var(/3|X)j + Var |jE(/3|A')j.
Указание: По определению,

V-<u-0\X) = Е [(/§ -  Е ф \ Х ) )  (В -  Е ( 0 \ Х ) ) ' \ Х

И

Var [е (0\Х)]  ■== Е |  [е 0 \ Х )  -  Е(0)] [е (Р\Х)  -  Е ( Д ) ] ' | .

Используйте стратегию прибавления-вычитания: возьмите j3—E(j3\X)  
и прибавьте и вычтите Е(/3).

(b) Докажите (1.3.3). Указание: Если Var(/3|X) > Var(bjX), то

Е [Var(/3|X)] > E[Var(bjX)].

5. Предложите несмещенную оценку о 2, считая, что е вам известен. Указа­
ние: Как насчет е 'е /n? Является ли она несмещенной?

6. Докажите часть (d) утверждения 1.1. Указание: По определению,

С о ф .  е \ Х )  = Е {[Ь -  Е(Ь\Х)] [е -  Е(е\Х)}'  IX} .

Так как Е (6 |Х ) -  /3, получаем Ь -  Е (Ь Х )  = Ае, где А  = (X '  X ) ~ l X ' . 
Используйте M e  - е (см. контрольный вопрос 5 параграфа 1.2), чтобы 
показать, что е -Е (е \Х )  = M e . Е (А е е 'М \Х )  -= А  Е (е е ' \Х )М , посколь­
ку А и М  являются функциями от X .  Наконец, используйте M X  = О 
(см. (1.2.11)).

7. Докажите (1.2.21). Указание: Поскольку матрица Р  положительно по- 
луопределена, ее диагональные элементы неотрицательны. Заметьте, что 
ЕГ-1 Р >  Tri trace)Р ).
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1.4. Тестирование гипотез 
в предположении нормальности

Очень часто экономическая теория, мотивировавшая спецификацию ре­
грессионного уравнения, также накладывает ограничения на коэффи­
циенты модели. Предположим, что экономическая теория накладывает 
ограничение, что коэффициент /?2 равен 1. Хотя предположение 1.1 га­
рантирует, что в среднем Ь2 (OLS-оценка /^) равна 1, если ограничение 
верно, Ь-2 может не быть в точности равной единице на конкретной 
выборке, которой вы располагаете. Очевидно, мы не можем заключить, 
что ограничение не выполнено, только на том основании, что оценка Ь2 
отлична от 1. Чтобы решить, является ли ошибка оценки />2 —1 «слишком 
большой», чтобы принять истинность ограничения, необходимо на ос­
новании ошибки оценки построить тестовую статистику, распределение 
которой было бы известным при условии истинности нулевой гипотезы. 
Может показаться, что для этого необходимо определить совместное 
распределение (Х .е), поскольку (как следует из (1.2.14)) ошибка оцен­
ки — это функция от (Х .е). Однако в этом параграфе будет изложен 
замечательный факт состоящий в том, что при нормальном условном 
относительно X  распределении е не нужно специфицировать распреде­
ление X,  чтобы найти распределение тестовой статистики.

На языке проверки гипотез тестируемое ограничение (такое, напри­
мер, как «Р2 = 1») называется нулевой гипотезой (null hypothesis, 
null). Нулевая гипотеза является ограничением на поддерживаемую 
гипотезу (maintained hypothesis) — набор предположений, которые сов­
местно с нулевой гипотезой позволяют получить тестовую статистику 
с известным распределением. Для рассматриваемого случая тестирова­
ния коэффициентов регрессии, для формирования такой поддерживаемой 
гипотезы к классической линейной регрессионной модели (предположе­
ния 1.2-1.4) необходимо добавить только предположение о нормальности 
условного распределения е. (Как только что отмечалось, специфициро­
вать совместное распределение (Х,е)  нет необходимости.) Иногда под­
держиваемую гипотезу достаточно вольно называют «моделью». Говорят, 
что модель правильно специфицирована, если поддерживаемая гипоте­
за верна. Хотя слишком большое значение тестовой статистики интерпре­
тируется как невыполнение нулевой гипотезы, такие выводы возможно 
сделать лишь в случае правильной спецификации модели. Распределение 
тестовой статистики может отличаться от предполагаемого, если нулевая 
гипотеза верна, но модель неправильно специфицирована.

Нормально распределенные ошибки

Во многих приложениях ошибка включает большое количество разнооб­
разных факторов, не охваченных регрессорами. Центральная предельная 
теорема наводит на мысль о том, что такая ошибка имеет нормаль-
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ное распределение. В других приложениях ошибка возникает вследствие 
ошибок измерения зависимой переменной. Известно, что ошибки изме­
рений очень часто распределены нормально (на самом деле нормальное 
распределение изначально выводилось для ошибок измерения). Поэтому 
заслуживает внимания следующее предположение о нормальности.

Предположение 1.5 (нормальность ошибки): Условное распределение е 
при условии X  является многомерным нормальным распределением.

Вспомним из теории вероятностей, что нормальное распределение 
обладает рядом удобных свойств:

• Это распределение зависит только от математического ожидания 
и дисперсии. Таким образом, при известных математическом ожи­
дании и дисперсии можно записать функцию плотности. Если рас­
пределение, условное относительно X ,  нормально, то его матема­
тическое ожидание и дисперсия могут зависеть от X .  Следова­
тельно, если распределение, условное относительно X ,  нормально 
и ни математическое ожидание, ни дисперсия не зависят от X , 
то маргинальное (то есть безусловное) распределение является тем 
же самым нормальным распределением.

• В общем случае из независимости двух случайных величин вы­
текает их некоррелированность, но не наоборот. Однако если две 
случайные величины совместно нормально распределены, то из их 
некоррелированности следует их независимость. Иными словами, 
для совместно нормально распределенных случайных величин некор­
релированность и независимость эквивалентны. Это верно и для 
условного распределения: если две случайные величины совместно 
нормальны и некоррелированы при условии X , то они независимы 
при условии X .

• Линейная функция от случайных величин с совместным нормаль­
ным распределением также распределена нормально. То же верно 
и для условных распределений. Если условное распределение е при 
условии X  нормально, то Ае  (где элементы матрицы А  — функции 
от X ) имеет условное нормальное распределение при условии X .

Именно благодаря этим особенностям нормального распределения пред­
положение 1.5 обеспечивает следующие свойства, которые используются 
для вывода тестовой статистики: •

• Математическое ожидание и дисперсия распределения е, услов­
ного относительно X .  уже были указаны в предположениях 1.2 
и 1.4 Добавление к предположениям 1.2 и 1.4 предположения 1.5
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приводит к тому, что распределение е, условное относительно X ,  
является нормальным распределением N(Q.cr2I n):

е |Х  ~  N (0 ,a 2 1„). (1.4.1)

Таким образом, распределение е, условное относительно X ,  не за­
висит от X .  Из этого следует, что £ и X  независимы. Поэтому, 
в частности, маргинальное, или безусловное, распределение е нор­
мально Лг(0,ст21„).

•  Из (1.2.14) нам известно, что ошибка оценки Ь — /3 линейна по е 
при условии X .  Так как е распределен нормально при условии X ,  
то это же справедливо для ошибки оценки. Его математическое 
ожидание и дисперсия заданы частями (а) и (Ь) утверждения 1.1. 
Таким образом, при предположениях 1.1-1.5

{Ь - /3 ) \Х  ~  N{0,a2i X ' X ) - 1). (1.4.2)

Тестирование гипотез об отдельных коэффициентах регрессии 

Сначала рассмотрим гипотезу о к-м коэффициенте:

н 0-.рк = ёк.

Здесь в к — некоторое известное значение, определяемое нулевой ги­
потезой. Мы хотим протестировать эту гипотезу против альтернативы 
Hi: 3k Ф Зк на уровне значимости а. Берем к-ю компоненту (1.4.2), 
накладываем ограничение, заданное нулевой гипотезой, и получаем:

где ( ( Х 'Х ) -1 ) ^  — элемент (к, к) матрицы ( Х 'Х ) -1 . Если мы опре­
делим отношение zk как результат от деления разности bk — flk на ее 
стандартное отклонение,

. b t ~ ^ “ ■■■■■ (1.4.3)

то zk будет иметь стандартное нормальное распределение Лг((). 1).
Временно предположим, что а'2 известна. Тогда статистика zk обла­

дает рядом желательных свойств как тестовая статистика. Во-первых, ее 
значение может быть вычислено по выборке. Во-вторых, ее распределе­
ние, условное относительно X ,  не зависит от X  (не путать с фактом, что 
значение гк зависит от X ).  То есть zk и X  независимо распределены,
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и вне зависимости от значения X  распределение zk совпадает с безуслов­
ным распределением. Это удобно, так как разные выборки отличаются 
между собой не только значениями у , но и значениями X .  В-третьих, 
распределение указанной статистики известно. В частности, оно не за­
висит от неизвестных параметров (таких как (3). (Если распределение 
статистики зависит от неизвестных параметров, эти параметры называ­
ются мешающими (nuisance parameters).) Используя эту статистику, мы 
можем определить, является ли ошибка оценки слишком большой: она 
является слишком большой, если тестовая статистика принимает значе­
ние, которое нетипично для реализации из указанного распределения.

Если мы не знаем значение а2, то естественно заменить мешающий 
параметр а2 на его OLS-оценку s2. Получаемая подстановкой в2 вме­
сто сг2-статистика называется t -отношением, или t -значением (t-ratio, 
t-value). Знаменатель этой статистики называется стандартной ошиб­
кой (standard error) OLS-оценки коэффициента 8к и иногда обозначает­
ся 8Е{Ьк)\

SE{bk) = \Js2 • ( (Х 'Х )-1) ^  = у/{к, к)-й элемент Vaф \ Х )  в (1.3.4).
(1.4.4)

Поскольку s2 — случайная величина (так как она является функцией 
от выборки), эта подстановка изменяет распределение статистики, но, 
к счастью, новое распределение также известно и не зависит ни от ме­
шающих параметров, ни от X .

Утверждение 1.3 (распределение t -статистики):
Пусть предположения 1.1-1.5 выполнены. Тогда при нулевой гипотезе 
Н{): ;Зк = 8к, t -статистииа, определенная как

tk
bk ~  J k _ b k - 3 k

s m >  y *2

(1-4.5)

распределена как t(n  — K ) (t-распределение Стьюдента с n — К  степенями 
свободы).

Доказательство
Чтобы отразить замену ч2 на а2, мы можем переписать t-статистику 
в виде:

tk =
bk ~

V я2
k'k

Ч
e'e/{n-- К  
----- ------- n—К
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где q = е'е/ст2. Мы уже показали, что Zk имеет распределение Лт(0,1). 
Теперь мы покажем, что

(1) q \ X ~ x 4 n - K ) ,

(2) две случайные величины г*, и q независимы условно относительно X.

Тогда, по определению /-распределения, отношение zk к \/q /(n  -  К) 
распределено как /-распределение с л —К  степенями свободы1, и на этом 
доказательство будет завершено.

(1) Поскольку е'е — е 'М е  из (1.2.12). мы имеем:

<1 =
е'е
гг2 а а

Матрица М . стоящая в середине, идемпотентна (так как она являет­
ся аннулятором). Кроме того, e f a \ X  ~  N( 0 , I n) из (1.4.1). Поэтому 
эта квадратичная форма распределена как у2 с количеством степеней 
свободы, равным rank(М )2. Но rank(M) = trace(M), так как мат­
рица М  идемпотентна3. В процессе доказательства утверждения 1.2 
мы уже показали, что trace(M) = п — К.  То есть q\X ~  \ 2(н — К).

(2) Ь и е — линейные функции от е (из (1.2.14) и того факта, что 
е = Ms) ,  следовательно, они совместно нормально распределены при 
условии X .  Кроме того, они некоррелированы при условии X  (см. 
часть (d) утверждения 1.1). Значит, Ь н е  независимо распределены 
при условии X.  Однако — функция от b, a q — функция от е. 
Таким образом, г* и q распределены независимо при условии X 4. я

Правило принятия решений на основании t-mecma

Тестирование нулевой гипотезы с помощью /-статистики называется /-те­
стом и проводится следующим образом:

Шаг 1: При заданном предполагаемом значении, Зк., истинного значения 
Зк постройте /-отношение по формуле (1.4.5). Слишком большое 
отклонение tk от О является признаком нарушения нулевой гипо­
тезы. Следующий шаг уточняет, что именно означает «слишком 
большое» отклонение.

'Факт: Если .г ~ Л'(0. \) .ц ~ \ 2(i>i) и если х и у независимы, то отношение ,г/у/'у/т 
имеет (-распределение с т степенями свободы.

■‘Факт: Если х  ~  Л'(0,/„ ). и матрица А симметрична и идемпотентна, то х ' А х  имеет 
X2 распределение с количеством степеней свободы, равным rank(A).

■*Факт: если А -  идемпотентная и симметричная матрица, то rank(A) -  truce(A). 
4Факт: Если х  и у  независимо распределены, то же можно сказать и о f (x)  и д(у).
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Шаг 2: Откройте таблицу критических значений /-распределения (боль­
шинство учебников по эконометрике и статистике содержат эти 
таблицы) и посмотрите на вход этой таблицы, соответствую­
щий п — К  степеням свободы. Найдите критическое значение 
{critical value), ta/2{n -  К),  такое, что площадь под кривой 
/-распределения справа от ta/2(n -  К)  была бы равна а/2.  Это 
проиллюстрировано на рис. 1.3. (Если, например, п — К  = 30, 
и а = 5%, то ta/2(n -  К) — 2.042.) Так как /-распределение 
симметрично относительно нуля,

Шаг 3: Н0 не отвергается, если - t a/2{n -  К) < t.k < ta/2{n -  К)  (то 
есть, если |/д.| < ta/2(n — К)), где Z*. — /-статистика из шага 1. 
В противном случае Но отвергается. Поскольку /*. ~  Z(n -  К) 
при Но, то вероятность отвержения Но, когда Но верна, равна 
а. То есть размер (уровень значимости) теста равен а.

Удобным свойством /-теста является то, что критические значения 
не зависят от X :  нет необходимости вычислять критические значения 
для каждой выборки.

Шаг 3 может быть переформулирован в терминах b и SE{b^). Поскольку 
/д. определена соотношением (1.4.5), Щ  не отвергается, если

Р г о Ь (- /о/2(п -  К)  < / < /й/2(т> -  К)) = 1 -  а.

Плотность

~̂ а/2 (П ~ К) 0 ^ *а/2(п_К)
Рис. 1.3. /-распределение

Доверительный интервал

или
h- ~ SE(bk) • tn/2{n -  К ) < 3k < bk +  SE(bk) ■ ta/2{n -  K).
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Поэтому мы не отвергаем Но тогда и только тогда, когда гипотетическое 
значение З к попадает в интервал;

[bk ~  SE(bk) ■ ta/2(n -  К). Ьк + SE(bk) ■ ta/2(n - К ) } .  (1.4.6)

Этот интервал называется доверительным интервалом с уровнем до­
верия (1 —а ) ,  или (1 -  а)-доверительны м  интервалом (level 1 — о 
confidence interval). Доверительный интервал тем уже, чем меньше стан­
дартная ошибка. Таким образом, чем меньше стандартная ошибка, тем 
более точна оценка.

р-значение

Правило принятия решений i-теста можно переформулировать в терми­
нах р-значения (p-value).

Шаг 1: Тот же.

Шаг 2: Вместо нахождения критического значения t a / 2 (л  — К),  вычис­
лите

р =  Prob(i > \t.k\) х 2.

Так как ^-распределение симметрично относительно О,

Prob(i >  \t.k\) =  Prob(t <  ~\t.k\),

так что
Prob(—|ffc| <  t < |ffc|) =  1 - p .  (1-4-7)

Шаг 3: Но не отвергается, если p > а. В противном случае нулевая 
гипотеза отвергается.

Чтобы увидеть эквивалентность двух этих правил принятия решений 
(одного, основанного на критических значениях ta/2{n — К),  другого — 
на p-значении), обратимся к рис. 1.3. Если Prob(# > |^.|) больше, чем а / 2 
(как на рисунке), то есть p -значение больше, чем а , то тогда |Д-| должен 
быть слева от ta/2(n -  К).  Это значит (из шага 3), что нулевая гипотеза 
не отвергается. Таким образом, когда р мало, i-отношение нетипично 
велико для случайной величины из ^-распределения. Чем меньше р, тем 
более веским является решение об отвержении.

Примеры применения f-теста можно найти в параграфе 1.7.

Линейные гипотезы

Нулевая гипотеза, которую мы хотим протестировать, может отличаться 
от только что рассмотренного ограничения на индивидуальный коэф­
фициент. Часто речь идет о линейных комбинациях коэффициентов.
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и гипотеза записывается в виде системы линейных уравнений:

На: Rf3 =  г*. (1.4.8)

где значения R  и г  известны и определяются проверяемой гипотезой. 
Обозначим число уравнений (размерность г)  через # г .  Тогда R  имеет 
размер # г  х К.  Эти # г  уравнений — ограничения на коэффициенты 
в поддерживаемой гипотезе. Это называется линейной гипотезой, так как 
каждое уравнение линейно. Чтобы удостовериться в том, что в системе 
нет излишних уравнений и что уравнения не противоречат друг другу, 
потребуем, чтобы гапк(Я) =  (то есть чтобы матрица R  имела полный 
строковый ранг, равный количеству строк). Однако не стоит придавать 
слишком большое значение этому ранговому условию: в конкретных слу­
чаях заметить нарушение этого рангового условия, если таковое имеет 
место, очень легко.

Пример 1.5 (продолжение примера 1.2): Вернемся к уравнению за­
работной платы из примера 1.2, где К  =  4. Мы могли бы захотеть 
протестировать гипотезу о том, что образование и продолжительность 
работы на текущем рабочем месте имеют одинаковое влияние на уро­
вень заработной платы, а общий стаж на заработную плату не влияет. 
Эта гипотеза состоит из двух уравнений (то есть # г  =  2):

/?2 =  Аз и Ai — 0.

То же самое можно переписать и в виде R(3 — г , если определить R  и г  
следующим образом:

"0 1 -1  0' о'
0 0 0 1 .

. Г — 0

Так как две строки R  линейно независимы, ранговое условие выполнено. 
Но предположим, что мы дополним гипотезу еще одним ограничением:

А> -  Аз =  Ai-

Это ограничение избыточно, так как оно выполнено всегда, когда вы­
полнены первые два ограничения. Учитывая это ограничение, получаем 
систему из трех уравнений (# г  =  3), и

'0 1 -1 0 '
R  = 0 0 0 1 г  = 0

0 1 -1 -1 0

Поскольку третья строка R  представляет собой разность двух первых, 
R  теперь не имеет полного строкового ранга. Следствием добавления
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избыточного ограничения является то, что матрица R  больше не удовле­
творяет условию полного строкового ранга.

В качестве примера несовместных уравнений добавим к первым двум 
ограничениям еще одно: Д* =  0.5. Очевидно, коэффициент не может 
быть равен 0 и 0,5 одновременно. Гипотеза несостоятельна, так как 
не существует такого вектора (3, который бы одновременно удовлетворял 
всем условиям. Если мы все же добавим это условие, то матрица R  и г  
будут выглядеть так:

0 1 - 1 ()' ■ 0  '
0 0 0 1 г  -- 0
0 0 и 1 0 .5

И опять условие полного строчного ранга не выполнено, так как ранг R  
равен 2, в то время как # г  =  3.

F-mecm

Для проверки линейных гипотез необходима тестовая статистика, кото­
рая имела бы известное распределение при нулевой гипотезе.

Утверждение 1.4 (распределение F -отношения): Пусть предположе­
ния 1.1-1.5 выполнены. При нулевой гипотезе Hq: R/3 =  г, где R  — 
матрица размерности # г  х К, и rank(Я) = # r ,  «F-отношение» (F-ra­
tio), определяемое как

( R b -  г)' [ Д (Х 'Х )" 1 Л '] - 1 (ЛЬ -  г ) / # г
«2 (1.4.9)

=  {Rb -  ry[RVhT{b\X)R'}~ l {Rb -  г ) /ф г  (из (1.3.4))

распределено как F (# r .  п — К) (F-распределение Фишера с # г  и п -  К  
степенями свободы).

Как и в утверждении 1.3, достаточно показать, что распределение, услов­
ное относительно X ,  — это F (# r .n  — К). Поскольку F -распределение 
не зависит от X .  оно совпадает с безусловным распределением.

Доказательство: Так как ,s2 =  е'е/(п — К), мы можем записать:

р  _  ц’/ # г
q / ( n -  К ) '

где '
w = { R b - r ) '[ a 1 - R ( X ,X ) - lR ,Y A( R b ~ r )  и q =  — .

Теперь нам необходимо показать:
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(1) w \X  ~  * 2(# г ) ,

(2) q\X  ~  х'2(п — К)  (это часть 1) доказательства утверждения 1.3),

(3) w и q независимо распределены при условии X .

Тогда, по определению ^-распределения, F -отношение ~  F ( # r ,  п -  К).

1) Пусть v  =  Rb  — г. При Но, R b  — г =  R(b  — /3). Значит, из (1.4.2), 
условное относительно X  распределение v  нормально с математи­
ческим ожиданием 0 и дисперсией

Var(w|JT) =  Var(R(b  -  f3)\X) = R Var(6 -  /3 \X)R’ =
= a 2 • R ( X ' X y ]R',

которая является не чем иным, как обратной матрицей к средней 
матрице в квадратичной форме для w. Значит, w можно записать 
как v' V ar(v |X )_ lt;. Поскольку R  — матрица полного строкового 
ранга и Х ' Х  невырожденная, a 2R ( X 'X ) ~ iR > невырождена. (По­
чему? Показать это потребуется в одном из контрольных вопросов.) 
Поэтому, по определению х 2_распределения, ы;|Х ~  А'2( # г )'-

3) w является функцией от 6, a q — функция от е. Но Ъ и е независимо 
распределены при условии X ,  как показано в части (2) утвержде­
ния 1.3. То есть w и q независимо распределены при условии X .

Если нулевая гипотеза R/3 =  г  верна, то мы ожидаем, что R/3 — г 
будет небольшим. То есть большие значения F  должны восприниматься 
как свидетельство неподтверждения нулевой гипотезы. Это означает, 
что мы смотрим только на правый хвост распределения F -статистики. 
Правило принятия решений на основании F -теста на уровне значимости 
rv сформулировано ниже.

Шаг / :  Вычислите F -отношение по формуле (1.4.9).

Шаг 2: Обратитесь к таблице критических значений для F -распределе- 
ния и посмотрите на вход для # г  (количество степеней свободы 
числителя) и п — К  (количество степеней свободы знаменате­
ля). Найдите критическое значение Fn(# r .n  -  К),  для которого 
вероятность попасть в правый хвост F -распределения равна а. 
Это проиллюстрировано на рис. 1.4. Например, когда # г  =  3. 
п -  К  = 30 и о =  Ь%, критическое значение Fos(3.30) =  2.92.

'Факт: Пусть х  — m-мерный случайный вектор. Если х  ~  A '(/r .S ), где матрица Е  
невырождена, то (х  -  j i ) 'E ~ ‘(x  -  ц)  ~  \ 2(т).
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Шаг 3: Нулевая гипотеза не отвергается, если F -отношение из шага I 
меньше, чем FQ( # r .n  -  К). В противном случае нулевая гипо­
теза отвергается.

Плотность

Это правило принятия решений может также быть сформулировано 
в терминах р-значения:

Шаг 1: Тот же, что и был.

Шаг 2: Вычислите
р =  площадь правого хвоста F -распределения справа от F -отношения.

Шаг 3: Нулевая гипотеза не отвергается, если р > а. В противном 
случае Я 0 отвергается.

Таким образом, малое p-значение является сигналом невыполнения ну­
левой гипотезы.

Более удобное выражение для F

Процесс вывода F -отношения, изложенный выше, базируется на прин­
ципе Вальда (Wald principle), поскольку в его основе лежит оценка 
без ограничений (то есть не учитывающая ограничения, накладывае­
мые нулевой гипотезой). Вычисление F -отношения по формуле (1.4.9) 
требует обращения матрицы и умножения матриц. Однако существует 
альтернативная формула, требующая только подсчета двух сумм квадра­
тов остатков: минимизированной суммы квадратов остатков, полученной 
по формуле (1.2.1) (которую обозначим как SSE[j), и минимизированной 
суммы квадратов остатков, рассчитанной с учетом ограничений (ее обо­
значим как SSRp),  получаемой как

nnnSSR((3) при ограничении Д/З =  г. (1.4.10)
£
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Отыскание такой оценки /3, которая удовлетворяет задаче миними­
зации с ограничениями, называется регрессией с ограничениями, или 
методом наименьших квадратов с ограничениями (restricted regres­
sion, restricted least squares). В качестве аналитического упражнения 
читателям предлагается показать, что F -отношение можно представить 
в следующем виде:

F  = (SS^ ~  ̂ и )' * Г • 0 .4 .11)S S R c /(n  -  Л )

то есть как разность двух целевых функций, деленную на оценку диспер­
сии ошибки. Такой способ выведения F -отношения похож на выведение 
статистики отношения максимальных правдоподобий при оценивании ме­
тодом максимального правдоподобия (эта статистика рассчитывается как 
разница логарифмов правдоподобия с ограничениями, накладываемыми 
нулевой гипотезой, и без них). По этой причине о выводе F -отношения 
в такой форме говорят, что он основывается на принципе отношения 
правдоподобий (Likelihood-Ratio principle). Выражение для OLS-оценки 
с ограничениями можно найти аналитически. Это оставлено читателям 
в качестве аналитического упражнения. Вычисление OLS-оценки с огра­
ничениями будет проиллюстрировано в параграфе 1.7 на эмпирическом 
примере.

Сравнение t  и F

Поскольку гипотезы относительно отдельных коэффициентов регрессии 
являются линейными, t-тест Но- /4  =  3* является частным случаем 
F -теста. Чтобы увидеть это, заметим, что такая гипотеза может быть 
переписана в форме R/3 = г, если определить Л и г  следующим образом:

R  =  [0 0 1 0 ••• ()1. г  -  Зк.
( 1 Х М  L ( , } J

Поэтому, в соответствии с (1.4,9), F -отношение равно:

F = (bf; -  ;^,)[v42 • (к. к) элемент матрицы ( Х 'Х ) ” 1] (Ь̂  -  Зк).

что равно квадрату f-отношения (1.4.5). Поскольку случайная величина, 
распределенная по F( l . n  — к), представляет собой квадрат случайной 
величины, распределенной по t,(n — К), то F- и <-тесты дают одинаковые 
результаты.

Иногда нулевая гипотеза состоит в том, что несколько коэффици­
ентов регрессии принимают конкретные значения. Например, предполо­
жим, что А' =  2, и рассмотрим нулевую гипотезу:

Но: =  1 и # 2  =  0.
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Это можно записать в виде линейной гипотезы Rf3 =  г , где R  = 12 
и г =  (1,0)'. То есть можно использовать F -тест. Однако заманчивой 
является идея использования Ответов для каждого коэффициента по от­
дельности. Мы могли бы не отвергать Щ, когда оба ограничения 0\ 
и /32 =  0 проходят Отест. Это сводится к использованию доверительной 
области

{(0 i,& )|b i -  SE(bi) ■ tn/2{n -  К ) < р\ < Ь1 +  SE(bi) ■ tn/2{n -  К ).
h-2 -  SE(b2) ■ t.nJ2{n -  К ) < в2 < Ь2 +  SE(b2) ■ ta/2(n - К ) } .

которая представляет собой прямоугольную область на плоскости {0\.0ч), 
как показано на рис. 1.5. Если точка (1,0) (точка на плоскости (fi\,0 2), 
специфицированная нулевой гипотезой) попадает в эту область, нулевая 
гипотеза не отвергается. С другой стороны, доверительной областью для 
F -теста является:

{(A,&)|(bi -  0\, b2 -  ;h)(V*4b\X)yl 'bx -  в{  
Ь2 -  02 < 2  Fa( # r , n - K ) } .

Поскольку матрица V ar(b |X ) положительно определена, доверительная 
область для F -теста представляет собой эллипс в плоскости {0i,fo)- 
Две найденные доверительные области обычно выглядят примерно так, 
как изображено на рис. 1.5.

Р:

Доверительный 
интервал 

уровня 1- а для

Рис. 1.5. Сравнение О и F -тестов

Использование F -теста по сравнению с двумя индивидуальными Отв­
етами предпочтительнее по двум причинам. Во-первых, если размер (уро­
вень значимости) каждого из этих Ответов равен а , то результирующий 
размер (вероятность того, что точка ( 1 . 0 ) находится за пределами пря­
моугольной области) не равен а . Во-вторых, как будет отмечено в сле­
дующем параграфе (см. (1.5.19)), F -тест является тестом отношения
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правдоподобий, а тесты отношения правдоподобий обладают определен­
ными желательными свойствами. То есть, даже если уровень значимости 
каждого f-теста подобран так, чтобы результирующий уровень значи­
мости был равен а, такой путь все равно менее предпочтителен, чем 
использование F -теста1.

Пример тестовой статистики, распределение которой зависит от X

Чтобы вписать текущий параграф в более широкую картину, необходимо 
отметить, что существуют некоторые статистики, условное распределе­
ние которых зависит от X .  Рассмотрим знаменитую статистику Дарби- 
на —Уотсона (D u r b in — W atson s ta t is t ic ):

О2
£ ”= i '

Условное распределение этой статистики и, следовательно, ее критиче­
ские значения зависят от X .  Однако Дарбин и Уотсон показали, что 
эти критические значения попадают в определенный интервал (грани­
цы которого зависят от размера выборки, количества регрессоров и от 
того, включена ли в модель константа). Поэтому критические значения 
безусловного распределения также попадают в эти границы.

Эта статистика предназначена для проверки гипотезы об отсутствии 
сериальной корреляции в ошибках. Таким образом, нулевая гипотеза 
отражает предположение 1.4, в то время как поддерживаемая гипотеза 
представляет прочие предположения классической регрессионной моде­
ли (включая строгую экзогенность) и нормальность. Однако, как уже 
подчеркивалось в параграфе 1.1, предположение о строгой экзогенности 
не выполняется в моделях временных рядов, а сериальная корреляция 
может возникнуть только в таких моделях. Таким образом, статистика 
Дарбина — Уотсона бесполезна в эконометрике. Тесты на сериальную 
корреляцию, основанные на асимптотической теории, будут изложены 
в следующей главе.

Контрольные вопросы

1. (Условное и безусловное распределение.) Следует ли из предположений 1,1-
1.5, что предельное (безусловное) распределение Ь нормально? [Ответ: 
Нет.] Распределены ли статистики (см. (1.4 .3)), и F  независимо 
от X ? [Ответ: Да, так как их условные распределения относительно X  
не зависят от X .}

2. (Вычисление тестовых статистик.) Проверьте, что SE (bk). b. S S B , s 2 и В 2 
можно вычислить, на основе следующих выборочных средних: S x x *  s \ y ,  
у 'у / п  и у.

'Взаимосвязь между /- и /-’-тестами более подробно изложена в: [Scheffe, 1959, р. 46].
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1.5. Связь с методом максимального правдоподобия

3. Чтобы формула (1.4.9) для F  была определена, матрица R ( X ' X )  lR ’ долж­
на быть невырожденной. Докажите более строгий результат, что эта мат­
рица должна быть положительно определенной. Указание: Х 'Х  — по­
ложительно определенная матрица. Матрица, обратная к положительно 
определенной матрице, также положительно определена. Так как матрица 
R (# r  х К ) полного строкового ранга, то для любого ненулевого #г-мер- 
ного вектора z  R 'z  ф- О.

4. (Односторонний t -тест.) T-тест, описанный выше, является двусторон­
ним t-тестом (two-tailed t-test), так как уровень значимости а  поровну 
распределен между двумя хвостами t -распределения. Предположим, что 
альтернатива односторонняя и записывается как H i: *3/, >  ,Д.. Рассмот­
рим следующую модификацию правила принятия решений на основании 
t -теста.

Шаг 1: Тот же, что и ранее.
Шаг 2: Найдите такое критическое значение tn, чтобы площадь под 

кривой плотности f-распределения справа от t a равнялась бы 
а . Обратите внимание на отличие от двустороннего теста: левый 
хвост распределения игнорируется и площадь размера а  припи­
сывается только правому хвосту.

Шаг 3: Нулевая гипотеза не отвергается, если f  ̂ < ta . В противном 
случае нулевая гипотеза отвергается.

Покажите, что размер (уровень значимости) такого одностороннего f-те- 
ста равен а.

5. (Взаимосвязь между F ( l .n  -  К) и t ( n  -  К).) Воспользуйтесь таблица­
ми критических значений для F- и t -распределений и проверьте, что 
Fn( 1 .Л -  К)  =  (ta/ 2(п -  А' ) ) 2 для количества степеней свободы и уровня 
значимости по вашему выбору.

6 . (t в сравнении с F.) «Бессмысленно тестировать гипотезу, состоящую 
из большого количества ограничений в виде равенства, так как t -тест, 
скорее всего, отвергнет по крайней мере некоторые из этих ограничений». 
Укажите на ошибки в этом утверждении.

7. (Дисперсия а2.) Покажите, что при предположениях 1.1-1.5
оат

Var(.s2 !X) = ------ - .
n -  А

Указание: Если случайная величина распределена как \ 2(ш), то ее ма­
тематическое ожидание равно т, а дисперсия равна 2т.

1.5. Связь с методом максимального правдоподобия

После того как мы специфицировали распределение вектора ошибок е, 
для оценивания параметров модели {13. а2) можно использовать метод 
максимального правдоподобия (m axim um  likelihood  princip le  — ML)1.

'Более подробно метод максимального правдоподобия описан в главе 7.
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В этом параграфе мы покажем, что OLS-оценка вектора /3 (Ъ) совпадает 
с ML-оценкой, а OLS-оценка о2 лишь слегка отличается от ML-оценки 
при предположении нормальности ошибок. Мы также покажем, что b до­
стигает нижней границы Крамера —Pao (Cramer — Rao lower bound).

Метод максимального правдоподобия

Как вы, возможно, помните из вводного курса статистики, основная идея 
метода максимального правдоподобия состоит в том, что оценки парамет­
ров вычисляются таким образом, чтобы максимизировать вероятность 
получения имеющейся выборки. Более формально, мы предполагаем, что 
плотность выборки (у . Х ) принадлежит семейству плотностей с конеч­
номерным вектором параметров £: /(у , Х-О-  (Это называется пара­
метризацией (parameterizing) функции плотности.) Эта функция, если 
рассматривать ее как функцию от гипотетического вектора параметров 
£, называется функцией правдоподобия (likelihood function). При ис­
тинном значении вектора параметров £ функция плотности ( у . Х)  равна 
f ( y , X , Q .  ML-оценкой неизвестного вектора параметров £ называется 
вектор £, который максимизирует функцию правдоподобия с учетом име­
ющейся выборки (у.Х) .

Условная и безусловная функции правдоподобия

Поскольку (совместная) функция плотности вероятности равна произве­
дению частной функции плотности вероятности на условную, плотность 
( у . Х)  можно записать как

Яу,Х-,С) = / ( у \ Х : в ) - ПХ : ф) .  (1.5.1)

где в  — подмножество вектора параметров £. которое определяет услов­
ную функцию плотности, а ф — подмножество, определяющее частную 
функцию плотности. Интересующие нас параметры заключены в век­
торе в. Для линейной модели регрессии с нормально распределенными 
ошибками в  = (/З'.гт2)' и f ( y \X:6)  определена в (1.5.4) ниже по тексту.

Пусть £ = (в'.ф'У — гипотетическое значение С = (в '.ф ')'. Тогда 
(безусловная, или совместная) функция правдоподобия имеет вид:

/( у .Х :  С) =  f ( y \ X : в)- / (Х:ф).  (1.5.2)

Если бы параметрическая форма f(X-.xp) была известна, то мы могли 
бы максимизировать эту совместную функцию правдоподобия по всему 
гипотетическому вектору параметров £ и ML-оценка в  была бы просто 
подмножеством вектора ML-оценок £. Мы не можем пойти по такому 
пути, так как модель классической линейной регрессии не специфици­
рует функцию плотности вероятности f ( X ; Q-  Однако при отсутствии
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1.5. Связь с методом максимального правдоподобия

функциональной зависимости между в  и -ф (например, возможно, что 
подмножество в  является функцией от ф) максимум (1.5.2) по £ до­
стигается при независимой максимизации f ( y \ X : B )  по в  и / ( Х : ф )  
по ф. Таким образом, M L-оценка в  такж е доставляет максимум услов­
ной ф ункции  правдоподобия (conditional likelihood) f ( y , X:<£) .

Логарифмическое правдоподобие для регрессионной модели

Как мы уже видели, из совокупности предположений 1.5 (о нормаль­
ности ош ибок), 1.2 и 1.4 следует, что распределение е при условии 
X  нормально N ( 0 , a 2I TI) (см. (1.4.1)). Учитывая, что у  ~  Х( 3  + е. 
по предположению 1 . 1 , мы получаем:

у \ Х  ~  N ( X f 3 :a 2 1п). (1.5.3)

Таким образом, условная плотность у  при условии X  равна

f ( y \ X )  = (2тг а 2) - " / 2 ехр - ^ ( у - Х Р П у - Х Р ) ] . (1.5.4)

Зам еняя истинные значения параметров (/3. <т2) их гипотетическими зна­
чениями (/3 .5 2) и беря логарифм, получаем логарифмическую ф унк­
цию  правдоподобия (log likelihood  function):

lo g ц р .д - 2) = ~ ~  log(27r) -  ^ lo g (o 2) -  ± - ( y - X 0 ) ' ( y - X P ) .  (1.5.5)

П оскольку взятие логарифма — монотонное преобразование, M L-оцен- 
кой (/3 ,а 2) является пара (/3.<т2), максимизирующая логарифм функции 
правдоподобия.

М аксимизация правдоподобия с помощью 
концентрированной функции правдоподобия

Полезным упраж нением является нахождение максимума логарифмиче­
ской функции правдоподобия в два этапа. Сначала найдите максимум 
выражения по /3 для любого заданного значения о2 . В общем случае /3. 
при котором достигается максимум, может зависеть от о 1 (однако в дан­
ном случае это не так при выполнении предположений 1.1-1.5). После 
э т о г о  найдите максимум по о 2, принимая во внимание, что /3 (найденный

'Вспомним из элементарной теории вероятностей, что функция плотности вероятности 
для п-м ерного нормального распределения с математическим ожиданием у  и ковариаци­
онной матрицей £  равна:

(2 тг)'"  2 ;£ Н 1 2 охр [ - i ( y  -  м )'Е “ 1 ’"'(У " /*)] •

Чтобы получить (1 .5 .4 ), просто положите у  -- Х 0  и £  =
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на предыдущем шаге) может зависеть от а 2. Логарифмическая функция 
правдоподобия, в которой /3 представляет собой выражение из перво­
го шага процедуры, называется концентрированной (по /3) логариф­
мической функцией правдоподобия (concentrated (with respect to /3) 
tog likelihood function). Для нормального логарифмического правдоподо­
бия (1.5.5) первый шаг сводится к минимизации суммы квадратов ( у — 
Х(3)'(у -  Х/З).  Значение вектора /3, при котором достигается минимум, 
совпадает с OLS-оценкой Ь, а значение суммы квадратов в точке ми­
нимума равно е'е. Таким образом, концентрированное логарифмическое 
правдоподобие равно:

концентрированное логарифмическое правдоподобие =

Оно представляет собой функцию только от а 2, а значение а 2, макси­
мизирующее концентрированное логарифмическое правдоподобие, — это 
ML-оценка а2. В рассматриваемом случае классической линейной ре­
грессионной модели максимум можно найти непосредственно, так как е'е 
не зависит от а1 и, следовательно, может рассматриваться как константа. 
Однако взятие производной по а2 (а не по а) может быть затрудни­
тельным. Но проблем можно избежать, если обозначить а2 за 7 . Беря 
производную от (1.5.6) по 7  (=  а2) и приравнивая ее нулю, получаем 
следующий результат.

Утверждение 1.5 (M L-оценка (/3, <т2)): Пусть предположения 1.1-1.5 
выполнены. Тогда ML-оценка /3 совпадает с OLS-оценкой (Ь), и

Из утверждения 1.2 нам известно, что ,s2 не смещена. Так как я2 умножа­
ется на (п -  К) /п  (множитель, отличный от единицы), то ML-оценка а2 
является смещенной, хотя смещение стремится к нулю при количестве 
наблюдений п, стремящемся к бесконечности, для любого фиксирован­
ного К.

Чтобы воспользоваться этим в дальнейшем, вычислим значение функ­
ции правдоподобия в точке максимума. Подставляя (1.5.7) в (1.5.6), 
получаем:

значение логарифма правдоподобия в точке максимума =

- |  1ой(2тг) -  |  log(?2) -  е'е. ( 1.5.6)

(1.5.7)
П П V
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так что значение функции правдоподобия в точке максимума равно:

maxL(/3,а2) = ( — ) ■ е х р ( - ^ )  ■ (SSR)~ni>2. (1.5.8)
Дст2 \ п / \ 2J

Граница Крамера — Рао для классической регрессионной модели

Чтобы освежить ваши знания статистики, временно отложим классиче­
скую модель линейной регрессии и приведем без доказательства неравен­
ство Крамера — Рао для ковариационной матрицы произвольной несме­
щенной оценки. Для этого определим вектор вклада (score vector) для 
гипотетического значения параметра 9 как градиент (вектор частных 
производных) логарифмической функции правдоподобия:

вклад: s(9) =  d b g £ ( 0 ) _ ( 1 .5 .Э)
09

Неравенство Крамера —Рао: Пусть z  — вектор случайных величин 
(необязательно независимых), совместная функция плотности вероят­
ности которых задана как f (z\9),  где 9 — m -мерный вектор парамет­
ров в некотором пространстве параметров 0 . Пусть L(9) = f (z :9)  — 
функция правдоподобия, a 9(z) — несмещенная оценка 9 с конечной 
ковариационной матрицей. Тогда если выполнены некоторые условия ре­
гулярности f (z:9)  (неформулируемые здесь), то

Var[0(z)] > I  (9) 1 (= нижняя граница Крамера — Рао).
(nixm)

где 1(9) — информационная матрица, определенная как

I(9) = E[s(9)8(9)'}. (1.5.10)

(Обратите внимание, что в формуле стоит значение вклада в точке истин­
ного значения параметра 9.) Также при выполнении указанных условий 
регулярности информационная матрица равна матрице, обратной к ма­
тематическому ожиданию матрицы Гессе (матрице вторых производных) 
логарифмической функции правдоподобия:

1(0) = -  Е
О2 log L(9) 

1)909' .
(1.5.11)

Это выражение называется равенством для информационных матриц 
(information matrix equality).
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По поводу формулирования условий регулярности и доказательства соответ­
ствующего утверждения см., например: [Amemiya, 1985, Theorem 1.3.1]. 
Условия регулярности обеспечивают то, что операции дифференциро­
вания и взятия математического ожидания можно поменять местами. 
Поэтому, например,

Е [дцв)/дв} = дЕ[цв)} /дв.

Вернемся к модели классической линейной регрессии (предположе­
ния 1.1-1.5 выполнены). Функция правдоподобия L(Q) в неравенстве 
Крамера — Рао равна условной плотности (1.5.4), так что дисперсия в нера­
венстве равна условной дисперсии при условии X .  Можно показать, что 
условия регулярности выполнены для функции плотности нормального 
распределения (1.5.4) (см., например: [Amemiya, 1985, Sections 1.3.2 and 
1.3.3]). В оставшейся части этого подпараграфа мы вычислим информа­
ционную матрицу (information matrix) для (1.5.4). Вектор параметров в  
равен (/З'.а2)'. Поэтому в  = ((3'.~j')', и матрица вторых производных 
равна:

О2 log Ь(в) 
двОв'

({К + 1 ) х(К +1))

Первая и вторая производные логарифмической функции правдоподо­
бия (1.5.5) по в  в точке истинного значения вектора в  равны:

(1.5.12)

д(3
aiog  т  

д~<
о2 log цв)

0(30/3' 
О'2 log Ц в)  

0~:2
О2 logL(e) 

0(3 0~;

: 1- Х ' { у - Х ( 3 ) .
/

(1.5.13а)

+ ^ ( у - Х ( З У ( у - Х ( 3 ). (1.5.13b)

= ~ Х ' Х . (1.5.14а)

(1.5.14Ь)

= ~ Х \ у ~ Х ( 3 ) . (1.5.14с)

Поскольку эти производные вычислены при истинном значении пара­
метра, в этих выражениях у  — Х(3 = е. Подставляя (1.5.14) в (1.5.12) 
и используя Е (е |Х ) =  0 (предположение 1.2), Е(е/е|АГ) =  по2 (следствие 
из предположения 1.4), также вспоминая о произведенной замене =  а 2, 
несложно вывести

1( 0) = о'
о (1.5.15)
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Здесь используется условное математическое ожидание относительно X , 
так как функция правдоподобия (1.5.4) представляет собой условную 
плотность вероятности относительно X . Обращая эту блочно-диагональ­
ную матрицу, получаем границу Крамера — Рао:

граница Крамера — Рао =  1{в) 1 =
( Х 'Х ) - 1

О'
О

1stп -
(1.5.16)

Поэтому несмещенная оценка Ь с дисперсией а 2(Х 'Х ) 1 (по утвержде­
нию 1.1) достигает границы Крамера —Рао. Таким образом, мы доказали

Утверждение 1.6 (Ь — наилучшая несмещенная оценка (BUE)): При 
предположениях 1.1-1.5 OLS-оценка Ь неизвестного вектора парамет­
ров /3 является наилучшей несмещенной оценкой (Best Unbiased Esti­
mator) в том смысле, что любая другая несмещенная оценка (но необя­
зательно линейная) обладает большей (в матричном смысле) условной 
дисперсией.

Этот результат не следует путать с теоремой Гаусса— Маркова, кото­
рая утверждает, что Ь обладает наименьшей дисперсией в классе несме­
щенных и линейных по у  оценок. Утверждение 1.6 говорит, что b обла­
дает наименьшей дисперсией в более широком классе оценок, который 
включает в себя линейные несмещенные оценки. Более сильное утвер­
ждение мы получили с использованием предположения нормальности 
(предположение 1.5), которого нет в теореме Гаусса — Маркова. Иными 
словами, теорема Гаусса — Маркова не исключает возможности суще­
ствования нелинейной оценки с меньшей дисперсией, чем дисперсия 
OLS-оценки, однако такая возможность исключается при введении пред­
положения нормальности.

Как мы уже видели, ML-оценка а2 является смещенной, следова­
тельно, неравенство Крамера —Рао неприменимо. Однако МНК-оценка 
дисперсии а2 является несмещенной. Достигает ли она границы Краме­
ра—Рао? В одном из контрольных вопросов к предыдущему параграфу 
мы показали, что

, ,  , 2 i ^  2 а '1\аг(,ч X ) = ------—
7) -  А

при том же самом наборе предположений, что и в утверждении 1.6. 
Поэтому s2 не достигает границы Крамера —Рао, равной 2о4/п. Однако 
можно показать, что не существует несмещенной оценки о 2 с дисперси­
ей, меньшей чем 2о1/(п -  К) (см., например: [Рао, 1973, р. 319]).

75



Глава 1. С войства O L S в конечны х вы борках

F-mecm как тест отношения правдоподобий

Тест отношения правдоподобий (likelihood ratio test) для некоторой ну­
левой гипотезы сравнивает значения Ьц (максимальное значение функ­
ции правдоподобия, полученное без учета ограничений, накладываемых 
нулевой гипотезой) и L r (максимальное значение функции правдопо­
добия, полученное с учетом ограничений, накладываемых нулевой ги­
потезой). Если значение отношения правдоподобий А = Ьц/Ьц  слишком 
велико, то это должно быть сигналом к тому, что нулевая гипотеза невер­
на. F -тест, проверяющий нулевую гипотезу H q : R /3  =  г ,  рассмотренный 
в предыдущем параграфе, является тестом отношения правдоподобий, по­
скольку F -отношение является монотонным преобразованием отношения 
правдоподобий А. Для рассматриваемой сейчас модели Ly вычисляется 
по формуле (1.5.8), где S S R  (сумма квадратов остатков, минимизиро­
ванная без учета ограничений H q) равна S S R y  в (1.4.11). Значение 
L r  получается путем замены S R R  на сумму квадратов остатков при 
ограничении, S S R r . Таким образом,

Lr = _ max ь ф .Э 2) = ( — ) 7 • exp( ~ ) - { S S R r)~ti/2, (1.5.17)
(З.о2 при Hq \ Т) / \ 1 /

и отношение правдоподобий равно:

, _  Нц_ _  ( S S R y \ - n/2 
-  Lr \ S S R r ) (1.5.18)

Сравнивая эту формулу с формулой (1.4.11) для F -отношения, можно 
увидеть, что F -отношение является монотонным преобразованием отно­
шения правдоподобий А:

F = T- ^ - ^ ( \ 2/n- l ) .  (1.5.19)
# г

следовательно, эти два теста эквивалентны.

Метод квазимаксимального правдоподобия

Все результаты, полученные до сих пор. базируются на предположе­
нии о нормальности ошибок. Без этого предположения нет гарантии 
того, что ML-оценка вектора параметров /3 совпадает с OLS-оценкой 
(утверждение 1.5) или что OLS-оценка 5 достигает границы Краме­
ра—Рао (утверждение 1.6). Однако из утверждения 1.5 следует, что Ь 
является оценкой метода квази- (или псевдо-) максимального правдо­
подобия (quasi- (pseudo-) maximum likelihood estimator — quasi-ML). 
Так называется оценка, максимизирующая неправильно специфициро­
ванную функцию правдоподобия. В нашем случае это функция прав­
доподобия для нормального распределения. Следовательно, результаты
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параграфа 1.3 могут быть интерпретированы как дающие свойства квази- 
ML-оценки на конечных выборках, когда мы некорректно предполагаем 
нормальность ошибок.

Контрольные вопросы

1. (Использование условий регулярности.) Предполагая, что можно менять 
местами операции взятия математического ожидания (то есть взятия ин­
теграла) и дифференцирования, докажите, что математическое ожидание 
вклада в (1.5.9), оцененное при истинном значении вектора в, равно нулю. 
Указание: Необходимо показать, что

./ 00

Так как f (z:0) — функция плотности, то J'f(z;0)dz ~ 1 для любого 0. 
Продифференцируйте обе части по 0 и используйте условия регулярности, 
позволяющие менять местами операции интегрирования и дифференциро­
вания, чтобы получить f  [df(z: 0)] dz = 0. Также вспомните, что

tflog/(z;6) = 1 9/(z;  0)
00 f{z\0) 00

2 (Максимизация логарифма совместной функции правдоподобия.) Рассмот­
рим задачу максимизации логарифма совместной функции правдоподобия
(1.5.2) для классической модели регрессии, где 0 = ф '.о2)', и log/(yiX; 0) 
задан в (1.5.5). Вам необходимо параметризовать маргинальную функ­
цию правдоподобия / ( Х: ф) и взять логарифм от (1.5.2), чтобы получить 
целевую функцию, которую, в свою очередь, необходимо будет максими­
зировать по С = (0'.ф ') '. Что является ML-оценкой 0 = ф '.о2)'} [Ответ: 
Она будет такой же, как и опенка из утверждения 1.5.] Выведите грани­
цу Крамера — Рао для /3. Указание: Из равенства для информационных 
матриц

1 « )  =  -  Е
О2 log 1 ( 0 '

. а с а с ' . '

Кроме того. О2 log L{^)/(O0Oijj') = 0.

3. (Логарифм концентрированной по а2 функции правдоподобия.) Если обо­
значить о2 как получаем логарифм функции правдоподобия для клас­
сической регрессионной модели в виде:

logL ( M )  = log(2~) -  \  log(3) -  ±=(y -  Х 0 П у -  X/3).

При использовании двухшаговой процедуры максимизации, описанной 
в тексте, мы сначала максимизировали эту функцию по /3. Сейчас же 
на первом шаге найдем максимум по -v, считая /3 заданными. Покажите,
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что логарифм концентрированной по 7  =  о 2 функции правдоподобия 
равен:

- | [ 1  +log(27r)] -  | l o g
(у  -  Х(3)'(у -  Х(3)

4. (Равенство для информационных матриц в классической регрессионной 
модели.) Проверьте (1.5.11) для линейной регрессионной модели.

5. (Уравнения правдоподобия для классической регрессионной модели.)
Мы использовали двухшаговую процедуру, чтобы вывести M L-оценку 
для классической регрессионной модели. Альтернативный подход поиска 
M L-оценки состоит в приравнивании нулю правых частей (1.5.13) и реше­
нии полученной системы (эти условия первого порядка для логарифмиче­
ской функции правдоподобия называются уравнениями правдоподобия 
(likelihood equations)). Проверьте, что M L-оценка из утверждения 1.5 
является решением этой системы уравнений.

1.6. Обобщенный метод наименьших квадратов (GLS)

Предположение 1.4 (о сферичности возмущений ошибок) утверждает, что 
матрица размера п х п условных вторых моментов Е (ее '|Х  (= Var(£|X)) 
пропорциональна единичной матрице. Без этого предположения каждый 
элемент матрицы п х п является в общем случае нелинейной функци­
ей от X.  Если ошибки (условно) негомоскедастичны, значения диаго­
нальных элементов Щ ее'\Х) различны и если присутствует корреляция 
ошибок между наблюдениями (случай сериальной корреляции для моде­
лей временных рядов), то значения внедиагональных элементов не рав­
ны нулю. Для любого заданного положительного скаляра а2 определим 
V ( X )  = Е{££' \Х)/ст2 и предположим, что V ( X ) — невырожденная 
и известная матрица. То есть

E(ee'|.Y) = (72 V ( X ) .  V ( X )  -
(fix п)

невырожденная и известная матрица. (1.6.1)

Причина проведенной декомпозиции Е(ее'|Х ) (на компоненту а2, об­
щую для всех элементов матрицы E(ee'|.Y), и оставшуюся часть V ( X ) )  
состоит в том, что нам не нужно знать значение о2 для нахождения 
эффективной оценки. Модель, которую мы получаем при замене пред­
положения 1.4 на (1.6.1), которое лишь предполагает невырожденность 
матрицы условных вторых моментов E(ee'I.X’), называется обобщенной 
регрессионной моделью (generalized regression model).
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1.6. Обобщенный метод наименьших квадратов (GLS)

Последствия ослабления предположения 1.4

Те из полученных в предыдущих параграфах результатов, которые ис­
пользуют предположение 1.4, не сохраняются для обобщенной регресси­
онной модели. А именно:

•  Теорема Гаусса — Маркова больше не выполняется для OLS-оценки

b = ( X 1 Х ) ~ 1 Х ' у .

ВШ Е теперь является другая оценка.

•  ^-отношение более не имеет ^-распределение Стьюдента. Значит, 
f-тест более неприменим. Те же замечания относятся и к F -тесту.

•  Однако OLS-оценка все еще является несмещенной, так как для вы­
ведения этого свойства (утверждение 1.1(a)) предположение 1.4 
не использовалось.

Эффективное оценивание при известной матрице V

Если значение V ( X )  известно, существует ли BLUE для обобщенной 
регрессионной модели? Ответ положителен, и такая оценка называет­
ся оценкой обобщенного метода наименьших квадратов (generalized  
least squares GLS estimator). Сейчас мы выведем эту оценку. Вывод 
будет построен на идее сведения обобщенной линейной модели (которая 
состоит из предположений 1.1-1.3 и (1.6.1)) к модели классической 
линейной регрессии (удовлетворяющей всем предположениям, включая 
предположение 1.4).

Для упрощения обозначений далее будем использовать V  вместо 
V ( X ) .  Так как V  — по построению симметричная и положительно опре­
деленная матрица, существует такая невырожденная матрица С  размера 
п х п, что

V l = C ' C .  (1.6.2)

Эта декомпозиция неединственна (с более чем одним выбором матри­
цы С ), однако, как будет показано ниже, выбор С  не играет никакой 
роли. Создадим теперь новую регрессионную модель для переменных, 
преобразуя ( у . Х . е )  с помощью матрицы С.

у  =  С у .  Х  = С Х .  г = Се .  (1.6.3)

Тогда предположение 1.1 о линейности модели для ( у . Х . е )  ведет к то­
му, что для преобразованных переменных (у . Х . е )  свойство линейности 
сохраняется: ___

у  = Х(3 + е. (1.6.4)
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Глава 1. Свойства OLS в конечных выборках

Модель для преобразованных переменных удовлетворяет также и осталь­
ным предположениям классической линейной регрессионной модели. Тре­
бование строгой экзогенности выполнено, так как

Е(е|Х) =  Е(е1Х)

(поскольку матрица С  невырождена, X  и X  содержат одну и ту же 
информацию)
=  Е (С е |Х )  =
=  С Е (е |Х )

(из линейности условного математического ожидания)
=  0  (поскольку Е (е |Х ) =  О по предположению 1.2).

Так как V  положительно определена, предположение об отсутствии муль­
тиколлинеарности также выполнено (доказательство этого остается в ка­
честве контрольного вопроса). Предположение 1.4 выполнено для преоб­
разованной модели:

Е (е Г |Х ) =  Е (ё ? |Х )

(так как X  и X  содержат одинаковый объем информации)
=  С  Е (ве, |Х ) С '  (поскольку ее’С ее 'С 1) =

= С  ■ а2 - V С '  (из (1.6.1)) =

=  a2C V C '  =

= <Г2 1п
(так как (C ,)- 1V - 1C _ 1  =  J„ или C V C ' = 1п из (1.6.2)).

То есть дисперсия преобразованного вектора ошибок е на самом деле 
сферична. Наконец, распределение е |Х  нормально, так как распределе­
ние е |Х  совпадает с распределением е]Х , а е является линейным преоб­
разованием е. На этом проверка выполнения предположений 1.1-1.5 для 
модели с преобразованными переменными закончена.

Из теоремы Гаусса —Маркова для модели с преобразованными пере­
менными следует, что В Ш Е для /3 в обобщенной линейной регрессион­
ной модели — это OLS-оценка, примененная к модели (1.6.4):

3 c,l s  = { Х ' Х Г 1Х' у  =
= {(С X ) ' (С  Х) } ~1 {С X ) '  С у  =
= { Х ' С ' С Х ) - \ Х ' С ' С у )  =
= { X ' V - lX ) ~ ' X ' V ~ ly  (из (1.6.2)). (1.6.5)
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1.6. Обобщенный метод наименьших квадратов (GLS)

Это GLS-оценка. Ее условная дисперсия равна:

V a r (3 c .L s |X )  =

=  ( X ' V - lX ) - l X ' V ~ l V-Ar{y\X)V~lX { X ' V - lX ) - 1 =

=  { X ' V ~ { X ) - lX ' V - \ o 2V ) V - x X { X ' V ~ x X ) ~ l 
(так как V ar(j/|X ) =  V ar(e|X ))
= o2 - { X ' V - ' X ) - 1. (1.6.6)

Поскольку замена X  на a2X  (=  V ar(e|X )) в (1.6.5) не приводит к ко­
личественному изменению оценки, то GLS-оценку можно также предста­
вить в виде:

0 c l s  =  [X 'V a r(e |X )- 1 X ] _ 1X , V ar(£ |X )- 1 i/.

Как уже отмечалось выше, OLS-оценка (X ' X ) ' 1 Х ' у  является несме­
щенной при отсутствии предположения 1.4, однако несмотря на это GLS-оцен- 
ка (при известной V) предпочтительнее, так как она является более эф­
фективной в том смысле, что ее дисперсия меньше в матричном смысле. 
Выигрыш в эффективности достигается за счет учета гетероскедастич- 
ности и корреляции между наблюдениями в ошибках. На практике это 
означает, что надо вставить матрицу, обратную к V ar(e|X ) (или про­
порциональную ей) в формулу для OLS-оценки, как это было сделано 
в (1.6.5). Эти рассуждения можно обобщить следующим образом:

Утверждение 1.7 (свойства GLS в конечных выборках):

(a) (Несмещенность.) При предположениях 1.1-1.3, Е(/Зсп.ц\Х) = 0.

(b) (Формула для дисперсии.) При предположениях 1.1-1.3 и предпо­
ложении ( 1 .6 . 1 ) о том, что условный второй момент пропорционален 
V ( X ) ,

Уах(рсЫХ)  = а2 • ( Х 'У ( Х ) - 1Х ) - 1.

(с) (Эффективность GLS.) При том же наборе предположений, что и в 
пункте (Ь), GLS-оценка является эффективной: условная диспер­
сия любой несмещенной оценки, линейной по у, больше или равна 
Var(/3oLs|-X') в матричном смысле.

Частный случай: взвешенный метод наименьших квадратов (WLS)

Идея корректировки на ковариационную матрицу ошибок наиболее оче­
видна в случае, когда между ошибками нет корреляции (то есть матри­
ца V  диагональна). Обозначим через г г-(Х )  г-й диагональный элемент 
матрицы V ( X ) .  Тогда

E(ef \X)  (=  Var(£j|X)) =  а2 ■ 1ц(Х).
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Несложно заметить, что матрица С  также диагональна, причем ее /-й 
диагональный элемент равен квадратному корню из 1 / t ' i(X).  Таким об­
разом, компоненты (у. X )  равны:

Ш =
m

у / д а )
X i

X j
(/ =  1 .2 . . n ) .

Поэтому эффективное оценивание при гетероскедастичности известной 
формы состоит в придании каждому наблюдению веса, обратного квад­
ратному корню из дисперсии этого наблюдения щ{Х).  и последующем 
применении OLS. Это называется взвешенной регрессией, или взве­
шенным методом наименьших квадратов (weighted regression, weight­
ed least squares — WLS).

Другой важный частный случай — это случайная выборка, в которой 
{iji.Xi} i.i.d. по г. Как уже было замечено в параграфе 1.1, ошибки здесь 
безусловно гомоскедастичны (то есть Е(=?) не зависит от /), однако GLS 
все равно можно использовать для повышения эффективности оценки, 
поскольку ошибки могут быть условно гетероскедастичными. Условный 
момент второго порядка E(cfl-X’) в ситуации случайной выборки зависит 
только от Xi, и функциональная форма E(cfl-X’) одинакова для всех 
Таким образом,

Vi(X) = v(x{) для случайных выборок. (1.6.7)

То есть знание матрицы V(-) равносильно знанию одной функции К  
переменных, v(-).

Ограничивающее свойство GLS

Все сделанные ранее радужные выводы о свойствах GLS в конечных 
выборках основаны на предположении, что регрессоры в обобщенной 
регрессионной модели строго экзогенны (Е(е|_ДГ) =  О). Это ограничи­
вает сферу применения GLS. Предположим, как в случае с моделями 
временных рядов, что регрессоры не удовлетворяют свойству строгой 
экзогенности и ошибки сериально коррелированы. Тогда ни OLS-, ни 
GLS-оценки не обладают хорошими свойствами, такими как несмещен­
ность. Однако, как будет показано в следующей главе. OLS-оценка, иг­
норирующая наличие сериальной корреляции в ошибках, будет обладать 
рядом хороших свойств в больших выборках (такими как «состоятель­
ность» и «асимптотическая нормальность»), при условии, что регрессоры 
являются «предопределенными» (это требование слабее, чем строгая эк­
зогенность). GLS-оценка, напротив, не обладает такими подкупающими 
свойствами. То есть, если регрессоры не строго экзогенны, но являют­
ся предопределенными. GLS-процедура, корректирующая на сериальную 
корреляцию, может дать несостоятельную оценку (см. параграф 6.7).
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Процедура, позволяющая учесть сериальную корреляцию и при этом 
сохранить состоятельность, будет представлена в главе 6 .

Несмотря на то что GLS-процедура неприменима для коррекции се­
риальной корреляции, она все равно может быть использована для кор­
рекции гетероскедастичности, если ошибки сериально не коррелирова- 
ны с диагональной матрицей V ( X )  (в форме WLS). Однако это толь­
ко при условии, что матрица V ( X )  известна. Очень редко в нашем 
распоряжении имеется априорная информация относительно значений 
диагональных элементов V ( X ), которые необходимы для взвешивания 
наблюдений. Имея дело со случайной выборкой, в которой не может воз­
никнуть сериальная корреляция, знание V(.X ') сводится, как мы только 
что видели, к знанию одной функции К  переменных, v(xi ) .  Однако даж е 
в этом случае такая функция неизвестна в большинстве приложений.

Если мы не знаем V ( X ) ,  мы можем оценить ее функциональную 
форму по имеющейся выборке. Такой подход называется доступным 
обобщенным методом наименьших квадратов (Feasible Generalized 
Least Squares — FGLS). Однако если V ( X )  оценивается по выборке, то 
ее значение V  становится случайной величиной, что влияет на распре­
деление GLS-оценки. Д ля малых выборок о свойствах FGLS известно 
немного. Асимптотические свойства FGLS будут рассмотрены в следую­
щей главе.

В заключение стоит отметить одну положительную сторону GLS: 
большинство линейных процедур оценивания (включая 2SLS, 3SLS и оцен­
ку в модели со случайными эффектами, которые будут введены позд­
нее) можно представить как GLS-оценку при некотором способе фор­
мирования матрицы данных. Однако все эти оценки и OLS могут быть 
так же проинтерпретированы как оценки обобщенного метода моментов 
(G M M ), а G M M -интерпретация более полезна для вывода асимптотиче­
ских свойств.

1.6. Обобщенный метод наименьших квадратов (GLS)

Контрольные вопросы

1. (Предположение об отсутствии мультиколлинеарности в модели с преоб­
разованными переменными) предположение 1.3 для модели с преобразо­
ванными переменными состоит в том, что rank(C X ) = К.  Это условие 
выполнено, так как С  — невырожденная матрица, а X  -  матрица полного 
столбцового ранга. Покажите это. Указание: Так как X  — матрица 
полного столбцового ранга, то для любого К-мерного вектора с Ф О, 
Х с  ф 0 .

2. (Обобщенная сумма квадратов остатков.) Покажите, что при /3<;;ьй дости­
гается минимум (у  -  X(3) ' V~x(y -  Х(3).

3. Выведите выражение для V ar(b|Jf) для обобщенной регрессионной мо­
дели. Как оно соотносится с Var(j9(ji-S|X )?  Проверьте, что из утвержде­
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ния 1.7(c) следует, что

{ X ' X ) - l X ' V X ( X ' X ) - '  > ( X ' V - ' X ) - \

4. (Ошибка GLS.) Покажите, что /3c;t.s -  3 =  ( X ' V ~ lХ ) ~ хX ' V ~ le.

1.7. Приложение: отдача от масштаба в производстве 
и распределении электроэнергии

Работа Нерлова [Nerlove, 1963] представляет собой классический при­
мер изучения отдачи от масштаба в регулируемой отрасли. Она также 
идеальна для применения методов, изученных в этой главе, и ознакомле­
ния читателя с некоторыми другими, еще не рассматривавшимися.

Отрасль производства и распределения электроэнергии

В то время, когда Нерлов писал свою статью, отрасль производства 
и распределения электроэнергии в США характеризовалась следующими 
особенностями:

(1) Местные частные монополии поставляли электроэнергию по заявкам.

(2) Тарифы (цена электроэнергии) устанавливались Комиссией по ком­
мунальному обслуживанию.

(3) Цены факторов производства (например, ставка заработной платы) 
устанавливались для фирмы либо на совершенно конкурентном рын­
ке, либо посредством долговременных контрактов с профсоюзами.

Перечисленные особенности будут важны для нас при обсуждении во­
проса, правомерно ли использование в таких условиях OLS1.

Данные

Нерлов использовал кросс-секционные данные по 145 фирмам в 44 шта­
тах за 1955 год. В модели были использованы следующие переменные: 
общие издержки, цены факторов (зарплата, цена топлива, стоимость 
аренды капитала) и выпуск. Хотя фирмы обладают своим капиталом 
(например, электростанциями, оборудованием, сооружениями), в соот­
ветствии со стандартной теорией инвестиций [Jorgenson, 1963]. фирма 
должна вести себя (при предположении, что издержек изменения размера

'Вследствие дерегулирования отрасли, произошедшего после выхода статьи Нерлова, 
на одном местном рынке было разрешено конкурировать нескольким фирмам, и строгий 
контроль за иенами был отменен во многих штатах. То есть первые две особенности 
в настоящее время не имеют места.
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капитала нет) так, как будто она арендует капитал у себя же по ры­
ночной ставке (она называется «стоимость использования капитала»), 
которая равна (г +  S) ■ рг, где г — реальная ставка процента (далее мы 
будем использовать букву г для обозначения отдачи от масштаба). <5 — 
норма амортизации, р / — цена капитала. По этой причине к капиталу 
можно относиться так, как будто его количество фирма может легко 
изменять (так же как количество используемого труда и топлива).

Приложение В статьи [Nerlove, 1963] содержит тщательное обсужде­
ние источников данных. Данные по выпуску, затратам на топливо и на 
труд (которые в сумме с затратами капитала составляют общие затраты) 
были получены от Федеральной комиссии по энергетике (1956). В ка­
честве ставки заработной платы использовалась средняя по штату зара­
ботная плата работников коммунальных компаний. В идеале стоимость 
капитала рассчитывается как произведение восстановительной стоимости 
на стоимость использования. Однако из-за отсутствия соответствующих 
данных этот показатель рассчитывался как сумма процентных платежей 
и амортизационных отчислений, которые были получены из бухгалтер­
ских отчетов.

Для чего нам нужна эконометрика

Зачем нам использовать модные эконометрические модели (например, 
OLS) для установления отдачи от масштаба? Почему мы не можем быть 
наивными и просто построить график зависимости средних издержек 
(которые могут быть легко вычислены из данных как отношение общей 
суммы затрат к выпуску) против выпуска в плоскости выпуск — издержки 
и проверить, является ли наклон кривой АС («средних издержек», от ан­
гл. average cost) отрицательным? Причина состоит в том, что фирмы 
могут иметь различные кривые АС. Если цены факторов производства не 
одинаковы для разных фирм, то для фирм с меньшими ценами факторов 
средние издержки будут ниже. Предположение о том, что все фирмы 
в выборке сталкиваются с одинаковыми ценами на факторы производства 
в заданный момент времени, обычно является адекватным предположе­
нием, но не в случае с электроэнергетикой США, где цены на ресурсы 
значительно варьируются от региона к региону. Поэтому нужно каким- 
то способом изолировать влияние цен факторов на кривую АС. Подход, 
которым воспользовался Нерлов, ставший привычным в прикладных эко­
нометрических исследованиях, состоит в оценивании параметризованной 
функции издержек.

Другим фактором, сдвигающим индивидуальную кривую АС, являет­
ся уровень эффективности производства. Если более эффективные фир­
мы выпускают больше продукции, то возможно, что индивидуальные 
кривые АС имеют положительный наклон, в то время как кривая, соеди-
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няющая наблюдаемые комбинации средних издержек и выпуска, имеет 
отрицательный наклон. В качестве иллюстрации этого рассмотрим кон­
курентную отрасль, изображенную на рис. 1.6, где кривые АС и МС (пре­
дельные издержки, от англ, marginal cost) изображены для двух фирм, 
работающих на одном рынке. Чтобы сконцентрироваться на связи эф­
фективности и выпуска, предположим, что цены факторов производства 
для всех фирм одинаковы. То есть единственная причина различия кри­
вых АС и МС двух фирм — это различие в эффективности производства. 
АС и МС имеют положительные наклоны, что отражает убывающую 
отдачу от масштаба. Кривые АС и МС для фирмы А лежат выше кривых 
фирмы В, так как фирма А менее эффективна, чем В. Поскольку отрасль 
совершенно конкурентна, обе фирмы продают свой выпуск по одной и той 
же цене р. Так как выпуск фирмы определяется точкой пересечения 
кривой МС и рыночной цены, то выпуски и средние издержки двух фирм 
соответствуют на графике точкам А и В. Кривая, которую мы получим, 
если соединим эти две точки, имеет отрицательный наклон, давая нам 
ложную иллюзию положительной отдачи от масштаба.

АС, МС

Технология Кобба — Дугласа

Чтобы вывести параметризованную функцию издержек, начнем с произ­
водственной функции Кобба — Дугласа:

= (1.7.1)

где Qi — выпуск фирмы /, хц  — количество труда, используемое фир­
мой /, x-i2 — капитал, хщ — топливо. Параметр Д  отражает нена­
блюдаемые различия в эффективности производства (это часто назы­
вается гетерогенностью фирм (firm heterogeneity)). Сумма коэффи­
циентов « 1  +  а -2 +  а,ч =  г характеризует отдачу от масштаба. Таким
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образом, мы априори предполагаем, что отдача от масштаба постоянна 
(это не следует путать с постоянной отдачей от масштаба, что означает, 
что г =  1). Так как в выборке фирмы по производству электроэнергии 
являются частными, логично предположить, что каждая из них решает 
задачу минимизации издержек (посмотрите, однако, обсуждение в конце 
этого параграфа). Из микроэкономики нам известно, что функция из­
держек, соответствующая производственной функции Кобба — Дугласа, 
также имеет форму Кобба —Дугласа:

TCi = v ( A i a ”■Ql а ? 2 » “3) ■)/ r 0 1/r »a ,/r  oQ2/r а - Vj Pi 1 Pi‘2 Pii
п з / r (1-7.2)

где TCi — общие издержки фирмы i. Беря логарифм от обеих частей, 
получаем линейное в логарифмах соотношение:

log {TCi) =  IM + -  bg(Q i) +  —  log(pii) +  —  log(p!-i) -I- —  log(pi3), (1.7.3) r r r r

где pi — log[r • Это уравнение называется логли-
нейным (log-linear), так как и зависимая, и независимые переменные 
стоят в логарифмах. Коэффициенты в логлинейном уравнении интер­
претируются как эластичности. Например, коэффициент при log(pu) 
показывает эластичность общих издержек по ставке заработной платы, то 
есть на сколько процентов изменятся общие издержки при росте заработ­
ной платы на 1 процент. Отдача от масштаба, которая в уравнении (1.7.3) 
равна величине, обратной эластичности выпуска по общим издержкам, 
не зависит от уровня выпуска.

Пусть р =  Е (р^  и определим s, =  р,- -  р, так что Е(с,-) =  0. Этот = ,• 
представляет собой величину, обратную к отношению эффективности 
фирмы к средней эффективности отрасли. Фирмы с положительным 
менее эффективны. Применяя эти обозначения, перепишем (1.7.3) как

log(TCi) =  +  32 log(Qj) +  i, log(pn) +  3.\ log(;>,-2) +
+  Д-» b g f e )  +  5;. (1-7.4)

где
.J > 1 . ,  « 1  rt-2  0 3  /1

3 i = P -  3 ' j  =  —• 3:} —  — . 3 a  = —  И 3-0 = — . (1.7.5)V )■ r r

Таким образом, мы преобразовали функцию издержек к формату регрес­
сии из предположения 1.1 с К  = 5. Мы уже отмечали, что наивный 
метод построения графика зависимости средних издержек от выпуска 
не может принять во внимание влияние цен факторов. Что мы только 
что показали, — это то, что в случае производственной функции Кобба — 
Дугласа влияние цен факторов принимается во внимание посредством 
включения в функцию издержек логарифмов цен. Так как уравнение
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выведено из явного предположения о функциональном виде технологии 
фирм, ошибка и коэффициенты регрессии имеют ясную экономическую 
интерпретацию.

Откуда мы знаем, что действительно имеем дело 
с технологией Кобба — Дугласа?

Технология Кобба — Дугласа, конечно, является удобным способом па­
раметризации производственной функции. Но откуда мы знаем, что ис­
тинной производственной функцией является именно производственная 
функция Кобба — Дугласа? Форма Кобба — Дугласа удовлетворяет ряду 
свойств (например, дает убывающую предельную производительность), 
выполнения которых мы обычно требуем от производственной функции. 
В то же время этим свойствам также удовлетворяют многие другие про­
изводственные функции. Однако функция вида Кобба — Дугласа, несмот­
ря на свою простоту, на удивление хорошо зарекомендовала себя. Статья 
Нерлова входит в то небольшое число работ, в которых логлинейная 
спецификация функции Кобба — Дугласа признана неадекватной. Однако 
этот факт лишь подчеркивает важность функции Кобба — Дугласа как 
ориентира, который дает возможность обдумывать подходящие обобщения.

Выполнены ли предположения OLS?

Чтобы обосновать возможность применения метода наименьших квадра­
тов, необходимо удостовериться, что для уравнения (1.7.4) выполнены 
предположения 1.2-1.4. Очевидно, что предположение 1.1 (линейность) 
выполнено с

Ш =  log (TCj). Х[ =  (l.log (^ i)-bg (p ,-i).log  (# 2), log (доз))'■

Нет никаких оснований предполагать, что регрессоры в (1.7.4) стро­
го мультиколлинеарны. Кроме того, в данных Нерлова rank(X ) =  5 
и п = 145, следовательно, предположение 1.3 (об отсутствии мультикол­
линеарности) также выполняется.

При проверке предположения о строгой экзогенности регрессоров 
(предположение 1.2) актуальны особенности рынка электроэнергетики, 
описанные выше. Логично предположить, что, как и в большинстве 
кросс-секционных данных, х\ не зависит от е} для i Ф j.  Но остается 
вопрос: зависит ли x t от £;? Если нет, то Е (в |Х ) =  0. В соответствии 
с третьей особенностью рынка цены факторов не зависят от эффек­
тивности фирмы, поэтому резонно предположить, что цены независимы 
от ошибок.

А что насчет выпуска? Так как фирмы отпускают электроэнергию 
по заявкам (первая особенность рынка), выпуск зависит от цены элек­
троэнергии. которая (в свою очередь) устанавливается Комиссией по ком­
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мунальному обслуживанию (вторая особенность). Если регулятор уста­
навливает цену без учета эффективности той или иной фирмы, то тогда 
log(Qj) и Si независимы. С другой стороны, если цена устанавливается 
таким образом, чтобы она покрывала средние издержки, то тогда эффек­
тивность фирмы влияет на выпуск через влияние цены электричества 
на спрос. В таком случае выпуск эндогенен (коррелирован с ошибкой). 
В конце мы очень кратко вернемся к этому вопросу, а до этого будем 
игнорировать возможную эндогенность выпуска. Это нельзя было бы 
сделать, если бы мы имели дело с совершенно конкурентной отраслью. 
Так как фирмы с высокими издержками производят меньше, наблюдалась 
бы отрицательная корреляция между log(Qj) и =,, что сделало бы OLS 
неприменимым.

Что касается предположения 1.4, то предположение об отсутствии 
корреляции между ошибками разных фирм (наблюдений) не выполня­
лось бы, если бы, например, фирмы перенимали технологические новше­
ства у других фирм, расположенных неподалеку. Для рассматриваемого 
примера этого эффекта, скорее всего, нет.

Не существует априорной причины считать, что условие гомоскеда- 
стичности выполнено. Кроме того, график остатков, приведенный ниже1, 
свидетельствует в пользу того, что это предположение не выполнено. 
Большая часть работы Нерлова посвящена рассмотрению способов пре­
одоления этой проблемы.

Метод наименьших квадратов с ограничениями

Уравнение (1.7.4) сверхидентифицировано (overidentified), в том смыс­
ле, что пять его коэффициентов, будучи функциями от четырех парамет­
ров технологии (« 1 , 0:2 , «з и /Д, не являются свободными параметрами. 
Из (1.7.5) легко видеть, что З 1 +Д2 +  Д3 =  * (вспомните: г =  « 1  +  « 2  +  °з)- 
Это является отражением общего свойства функции издержек: линей­
ность и однородность по факторам производства. Кроме того, умножение 
общих издержек ГС г и цен факторов производства (рп,Рг2 -.Рм) на одну 
и ту же величину не приведет к изменению функции издержек (1.7.4), 
если и только если Зз +  Д> +  35 =  1.

Оценивание уравнения методом наименьших квадратов при нало­
жении априорных ограничений на вектор коэффициентов называется 
методом наименьших квадратов с ограничениями. Оно может быть легко 
реализовано путем получения из исходного уравнения регрессии другого 
уравнения регрессии, в котором учтены ограничения. В нашем примере, 
чтобы ввести ограничение однородности Дз + Д5 +  Д5 =  1 на функцию 
издержек, нужно взять любую из цен факторов производства (например,

'См. рис. 1.7.
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Р г з )  и вычесть log(/?i3 ) из обеих частей (17.4). В результате получаем:

lo g f— )  =  8, + fa log(Qi) + fa l o g ( m )  + fa l o g f e )  +  5f. (1.7.6)
\ P i . i J  \Pi'i)

Теперь в регрессии осталось четыре коэффициента, на основании ко­
торых можно восстановить значения четырех параметров технологии.
Оценка OLS с ограничениями коэффициентов (3 i ,__ fa) представляет
собой обычную OLS-оценку коэффициентов уравнения (1.7.6). Оценка 
OLS с ограничениями коэффициента Дг> вычисляется исходя из оценок 
(Д . —  Д}) и указанного ограничения.

Тестирование однородности функции издержек

Прежде чем переходить к оцениванию модели с ограничением (1.7.6), 
протестируем ограничение однородности производственной функции fa + 
+  Д4 + Дз =  L Для этого сначала оценим модель без ограничений (1.7.4). 
При использовании данных из статьи Нерлова, которые доступны в пе­
чатном виде, получаем следующую OLS-оценку:

log(7’Ci) =  -3 .5  +  0.72 log(Q;) +  0.44 \ о ф п )
(1.8) (0.017) (0,29)

-  0.22 log(pf2) +  0.43 log(piri)
(0.34) (0Л0)

R 2 — 0,926. среднее зависимой переменной — 1,72,
SER =  0.392. SSR  -  21.552. п =  145. (1.7.7)

В скобках приведены стандартные ошибки OLS-оценок коэффициентов. 
Поскольку 8 2 — 1/г, оценка отдачи от масштаба, рассчитанная на основа­
нии OLS-оценки коэффициента 8 2 ' приблизительно равна 1,4 (=1/0,72). 
OLS-оценка 84 =  <*2/ г имеет неправильный знак. Как отметил Нерлов, 
это может быть следствием того, что цена использования капитала 7^2 

измерена плохо. Это может объяснить, почему коэффициент Ь\ определен 
столь неточно (то есть его стандартная ошибка велика по отношению 
к оценке коэффициента), что гипотеза о его равенстве нулю 8 л — 0 
не отвергается со значением ^-отношения, равным —0.6о(= -0.22/0.34) 

Чтобы проверить гипотезу однородности #ц: 8ъ + 84 + 8 5 — 1 , мы 
можем переписать эту гипотезу в форме R /Э — г, где R  = (0.0 .1 .1 .1), 
г  =  1, а затем использовать формулу (1.4.9) для вычисления F - otho- 
шения. Поддерживаемой гипотезой является в данном случае модель

’Следствием ошибки в измерении является не только то, что коэффициент при 
переменной, измеренной с ошибкой, плохо определен, но это может повлиять и на оценки 
коэффициентов при других переменных. Более подробно эта проблема будет обсуждаться 
в контексте асимптотической теории для эндогенных регрессоров в главе 3.
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без ограничений (1.4.9) (то есть предположения 1.1-1.5, причем урав­
нение в предположении 1.1 имеет спецификацию (1.7.4)). То есть оценка 
коэффициентов Ь и оценка дисперсии Ъ в F -отношении должны быть по­
лучены из OLS-оценивания уравнения (1.7.4). Однако можно пойти дру­
гим путем: взять формулу (1.4.11) для F -отношения. Модель без огра­
ничений, из которой берется S S R u , — это (1.7.4), а модель с ограни­
чениями (которая накладывает ограничения нулевой гипотезы на модель 
без ограничений), из которой получаем S S R r , — это модель (1.7.6). 
Ниже представлена OLS-оценка (1.7.6).

lo g f— ) = - 4 , 7  +  0,72 1og(Qi)
V A 3 / (0.88) (0,017)

+  0,59 \og(pn /prA) -  0,007 \og(pi2/Pi3)
(0,20) (0.19)

R 2 — 0.932, среднее зависимой переменной =  —1,48.
SER = 0,39. SSR = 21.040. v = 145. (1.7.8)

F -тест для гипотезы однородности выполняется следующим образом.

Шаг 1: Используя (1.4.11), можно вычислить F -отношение:

(21,640- 21.552)/! =
21.552/(145 -  5) '

Шаг 2: Находим критическое значение. Количество ограничений (урав­
нений), накладываемых нулевой гипотезой, равно 1, а А' (чис­
ло коэффициентов) в модели без ограничений (которая являет­
ся поддерживаемой гипотезой) равно 5. То есть нас интересует 
F -распределение со степенями свободы 1 и 140 (=  145 -  5). 
Из соответствующей таблицы находим, что критическое значе­
ние равно приблизительно 3,9.

Шаг 3: Таким образом, нулевая гипотеза однородности не отвергается. 
Это обнадеживающее заключение для тех, кто всерьез относится 
к микроэкономической теории (подобно нам).

Лирическое отступление: об осторожности с интерпретацией R 2

Значение R2, равное 0.926, на удивление велико для кросс-секционных 
данных. Однако часть объясняющей силы регрессии можно объяснить 
эффектом масштаба: общие издержки фирмы растут с ростом разме­
ра фирмы. Чтобы оценить вклад этого эффекта в R 2, вычтем log(Qi)
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Глава 1. Свойства OLS в конечных выборках

из обеих частей (1.7.4), получая эквивалентную функцию издержек:

1 0 8 ( ^ г )  =  dl + ^ 2 “  1) log^ ^ +  (1  7 4 ')

+  /З3 log(jpil) + 04 logi.Pi‘2 ) +  05 log(ргл) +

Теперь в качестве зависимой переменной выступают средние издержки, 
а не общие, как было ранее. Применение OLS к (1.7.4') дает для тех же 
данных следующие результаты:

1о8' ( т г )  =  ~ 3‘5 -  °^281о§((5;) +
v 4i  J (1,8) (0,017)

+  0,44 log(pa) -  0,22 log(p i2 ) +  0.43 log(pi3)
(0,29) (0,34) (0,10)

R 2 =  0.695, среднее зависимой переменной =  -4 .83 ,
SER =  0.392, SSR = 21,552, n = 145. (1.7.9)

Как вы, без сомнения, ожидали, коэффициент при выпуске теперь равен 
—0,28 (=  0,72 -  1), при этом оценки прочих коэффициентов и стан­
дартных ошибок не изменились. R 2 изменился только из-за изменения 
зависимой переменной. Было бы глупо утверждать, что вследствие более 
высокого значения коэффициента детерминации спецификация (1.7.4) 
предпочтительнее, чем (1.7.4'), так как эти два уравнения представляют 
одну и ту же модель. Мораль: при сравнении двух переменных на ос­
новании R 2 необходимо, чтобы в обоих случаях зависимая переменная 
была одной и той же.

Тестирование постоянной отдачи от масштаба

В качестве примера применения £-теста рассмотрим тестирование гипоте­
зы о постоянной отдаче от масштаба (г =  1). Поддерживаемой гипотезой 
является модель (1.7.6). Поскольку 3-2 (коэффициент при логарифме вы­
пуска) равен 1 , если и только если г =  1 , то нулевая гипотеза может 
быть сформулирована как Я 0 : 02 =  1 . £-тест для проверки гипотезы 
о постоянстве отдачи от масштаба проводится следующим образом:

Шаг 1: Вычисляем ^-отношение для гипотезы. Из оценивания модели 
с ограничением имеем 62 =  0.72 со стандартной ошибкой, равной 
0,017, так что

. 0 .7 2 - 1^-отношение =  —̂  =  -1 6 .

Так как поддерживаемой гипотезой здесь является модель с огра­
ничениями (1.7.6), К  (количество коэффициентов) =  4.
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1.7. Приложение: отдача от масштаба в производстве...

Шаг 2: Находим критическое значение для распределения Стьюдента 
£(151). Размер теста равен 5%, критическое значение равно 1,98.

Шаг 3: Поскольку абсолютное значение £-отношения превышает крити­
ческое значение, мы отвергаем нулевую гипотезу о постоянной 
отдаче от масштаба.

Важность графического анализа остатков

У рассматриваемого уравнения есть проблема, о существовании кото­
рой нельзя догадаться из анализа регрессионных коэффициентов и их 
стандартных ошибок. На рис. 1.7 изображены остатки модели (по гори­
зонтальной оси отложена переменная log(Q,)).

Логарифм выпуска

Рис. 1.7. График «логарифм выпуска —остатки»

Обратите внимание на два обстоятельства. Во-первых, с ростом объема 
выпуска остатки сначала имеют тенденцию быть положительными, затем 
отрицательными, потом опять положительными. Это, скорее всего, сви­
детельствует в пользу того, что отдача от масштаба (г) непостоянна, что 
противоречит логлинейной спецификации. Во-вторых, разброс остатков 
больше при небольших значениях выпуска, что является признаком нару­
шения предположения о гомоскедастичности ошибок (дисперсия ошибок 
не зависит от регрессоров). Чтобы справиться с этими проблемами, Нер- 
лов разделил выборку из 145 фирм на 5 групп по 29 фирм (предваритель­
но упорядочив фирмы по объему выпуска) и оценил уравнение (1.7.6) 
отдельно для каждой группы. Это позволило коэффициентам (вклю­
чая /?2 =  1 /г)  и дисперсии ошибок быть разными для пяти разных 
групп фирм (отличающихся по размеру). Нерлов установил, что отда­
ча от масштаба постепенно уменьшается (от значения г, значительно
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большего 2, до значения, немного меньшего 1) по мере роста выпуска. 
В эмпирическом упражнении к этой главе читателям будет предложено 
повторить эти результаты и провести дополнительный анализ, используя 
дамми-переменные (d u m m y  v a r ia b le s )  и взвешенный метод наименьших 
квадратов.

Глава 1. Свойства OLS в конечных выборках

Дальнейшая разработка темы

Одним из направлений в последующих исследованиях является обобще­
ние технологии Кобба — Дугласа при сохранении предположения о ми­
нимизации издержек. Очевидной альтернативой рассмотренной функ­
ции Кобба — Дугласа является производственная функция с постоян­
ной эластичностью замещения факторов (C o n s ta n t  E la s t ic i ty  o f  S u b ­
s t i tu t io n  — CES). Однако ее использование сопряжено с двумя труд­
ностями. Во-первых, функция издержек, получаемая при CES-специфи- 
кации производственной функции, нелинейна. Эту проблему можно ре­
шить, используя нелинейный метод наименьших квадратов, представ­
ленный в главе 7. Во-вторых, из CES-спецификации производственной 
функции следует постоянная отдача от масштаба. Одним из главных 
выводов в работе Нерлова было то, что отдача от масштаба изменя­
ется при изменении объема выпуска. [Christensen and Greene, 1976], 
возможно, были первыми, кто оценивал параметры технологии в предпо­
ложении изменяющейся отдачи от масштаба. Используя транслогариф­
мическую функцию издержек (t r a n s lo g  c o s t  fu n c t io n ), предложенную 
[Christensen, Jorgenson and Lau, 1973], они выяснили, что значимый эф­
фект масштаба, очевидный для данных за 1955 год. перестал проявляться 
к 1970 году, когда большинство фирм производили намного больший 
объем выпуска при практически плоских кривых АС. Мы обсудим эту 
работу более подробно в главе 4.

Другой вопрос: действительно ли фирмы в регулируемой отрасли 
минимизируют издержки? Известная статья [Averch and Johnson, 1962] 
утверждает, что практика регулирующих органов устанавливать тари­
фы коммунальных предприятий таким образом, чтобы гарантировать им 
«справедливую норму доходности» их капитала, нарушает выбор входных 
уровней. Так как справедливая норма доходности обычно выше рыночной 
ставки процента, то у коммунальных предприятий появляются стимулы 
к повышению уровня инвестиций выше оптимального. Иными словами, 
фирмы минимизируют издержки, однако норма доходности в опреде­
лении стоимости использования капитала — это справедливая норма 
доходности. Следовательно, истинный параметр технологии не может 
быть определен из функции издержек (если, конечно, не использовать 
справедливую норму доходности для расчета дог). Однако такой способ 
назначения тарифов создает еще одну проблему: чтобы обеспечить фир-
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1.7. Приложение: отдача от масштаба в производстве. ..

мам справедливую норму доходности, цена на электроэнергию долж на 
быть выше на рынках, где работают предприятия с большими издерж ка­
ми. Поэтому выпуск будет эндогенным.

Наконец, более свежее направление исследований — это изучение 
вопроса: действительно ли регулятор обладает достаточным объемом 
информации, чтобы его решение привело к минимизации издержек. Если 
фирма располагает большим объемом информации об издержках, у нее 
есть стимулы сообщать регулятору неверное значение своего парамет­
ра эффективности. Схемы, которые может использовать регулятор, что­
бы предотвратить эту проблему, связанную со стимулированием, могут 
не приводить к минимизации издержек. Работа [Wolak, 1994]. посвящен­
ная предприятиям коммунального водоснабжения в Калифорнии, указы ­
вает, что наблюдаемый уровень издержек и выпуска лучше моделируется 
как результат взаимодействия между регулятором и фирмой при асим­
метричной информации. Волак решает проблему эндогенности выпуска 
путем оценивания функции спроса одновременно с функцией издержек. 
Однако для этого необходима более изощ ренная техника, чем метод 
наименьших квадратов.

Контрольные вопросы
1. (Повторение теории двойственности.) Откройте ваш любимый учебник 

по микроэкономике и вспомните, как выводится функция издержек Коб­
б а-Д у гл аса  из производственной функции Кобба — Дугласа.

2. (Изменение единиц измерения.) В работе Нерлова выпуск измеряется 
в киловатт-часах. Как изменятся оценки коэффициентов в уравнении, 
если выпуск будет измеряться в мегаватт-часах?

3. (Восстановление параметров технологии на основе регрессионных коэф­
фициентов.) Покажите, что параметры производственной функции (fi.ni. 
П2 ,о,ч) могут быть однозначно определены из первых четырех уравнений 
в (1.7.5) и определения г = см-1 n 2 + o :J). (Не используйте пятое уравнение 
4  =-- Оз/г.)

4. (Восстановление коэффициентов, исключенных из модели с ограничени­
ями.) Вычислите OLS-оценку коэффициента в г, из (1.7). Как вычислить 
стандартную ошибку 6,з на основании оценки модели с ограничениями? 
Указание: Запишите Ьъ = « + с'Ь для специальным образом выбранных a 
и с, где b = (b 1 ........Ь^)'. так что V ar^rJX ) = с 'Var(bjX)c. Таблица ре­
зультатов OLS-оценивания с ограничениями должна включать Var(6!X).

5. Если вы возьмете р ,2 вместо рм и вычтете из обеих частей (1.7.4) log]/),-)),
как будет выглядеть регрессия с ограничениями в таком случае? Без ре­
ального оценивания этой регрессии на данных Нерлова, используя только 
результат оценивания регрессии с ограничениями в тексте параграфа, мо­
жете ли вы сказать, чему будут равны оценки коэффициентов (J i .........■%),
получаемые OLS с ограничениями? Чему равны их стандартные ошибки? 
SSR? Я2?
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6. Почему R 2 в модели (1.7.7), равный 0,926, меньше, чем в модели (1.7) 
(где R 2 = 0,932)?

7. Более реалистичным предположением о цене капитала может быть суще­
ствование единого рынка капитала на территории всей страны, так что 
Pi-а одинакова для всех фирм. В таком случае

(a) Можем ли мы оценить параметры технологий? Указание: Ответ: да. 
Но почему? Когда рп постоянна, в (1.7.4) возникнет проблема полной 
мульти коллинеарности. Но вспомним, что ( Д , ■ • •, Зь) не являются 
свободными параметрами.

(b) Можем ли мы проверить гипотезу об однородности функции издержек 
по ценам факторов?

8. Беря логарифмы от обеих частей производственной функции (1.7.1), мож­
но вывести линейное в логарифмах соотношение:

log(Qi) =  «О +  «1 logXn + а 2 bgX j2 +  Оз logXj3 +  £ j ,

где £i определяется как log(J4i) -  E[log(J4i)] и ао =  E[log(/l,)]. Пред­
положим, что в дополнение к данным об общих издержках, выпуске 
и ценах факторов производства в нашем распоряжении есть также дан­
ные о количестве использованных факторов производства. Можем ли мы 
оценить коэффициенты в логлинейном соотношении с помощью метода 
наименьших квадратов? Почему да или почему нет? Указание: Зависят 
ли уровни факторов производства от е,?
Предложите альтернативный способ оценивания коэффициентов а .  Ука­
зание: Посмотрите на доли факторов производства.

Набор задач для главы 1
Аналитические упражнения

1. (Д оказательство того, что Ъ минимизирует SSR. )  Обозначим че­
рез Ь OLS-оценку (3. Д окаж ите, что для любой гипотетической 
оценки вектора /3, /3, выполнено

(у  -  Х Р ) \ у  -  Х р )  > ( у -  Х Ь ) ' ( у  -  ХЪ) .

При доказательстве используйте стратегию прибавления — вычита­
ния: возьмите разность у  — Х/3,  прибавьте к ней, а затем вычте­
те ХЪ.  Тогда получится следующее разложение у  — Xf3\

у - Х р  = ( у - Х Ь )  + ( ХЪ -  Х 0 ) .

У казан и е: (у  -  Х р ) ' ( у  -  Х $ )  = [(у - Х Ъ )  + Х ( Ь -  р))'[(у -  ХЪ)  +  
+ Х ( Ъ  — Р)\. Используя систему нормальных уравнений, покажите, 
что это равно:

(у -  ХЪ) ' ( у  -  ХЪ)  +  (Ь -  Р ) ' Х ' Х ( Ъ  -  р).
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Набор задач для главы 1

2. (Аннулятор для вектора, состоящего из единиц.) Обозначим че­
рез 1 n-мерный вектор-столбец, состоящий из единиц. Определим 
M i =  1п — 1(1,1)” 11'. То есть Mi  — аннулятор для вектора 1. 
Докажите:

(a) Матрица M i симметричная и идемпотентная.
(b) M i l  =  0.
(c) М \ у  = у ~ у - 1, где

1 п 
У=

М \у  — вектор отклонений от среднего.
(d) M iX  = X  — 1х', где х  = Х' 1/п.  к-й элемент вектора х  

размерности А" х 1 равен £^'=1

3. (Модель в отклонениях от среднего.) Рассмотрим модель регрессии 
с константой. Пусть X  разбивается на блоки следующим образом:

X  = \ 1 ' .  Х 2 ,
( п  х  А ' ) п  х  1 7i х  ( К  — 1)

то есть первый регрессор — константа. Векторы (3 и Ь разбиваются 
соответственно:

3i
0 2 .

—̂ 
<г-

скаляр , 
(А  -  1) х Г 6

V

.*>2. '

Обозначим Х ‘2 =  М \ Х 2 и у  =  M ij/. Это отклонения от среднего 
для всех регрессоров, кроме константы, и зависимой переменной. 
Докажите:

(а) Система К  нормальных уравнений имеет вид:

V - b i -  х '2Ъ2 = 0.

где х 2 =  Х'21/п,

Х'оу -  п ■ Ь\х2 -  Х'2Х 2Ы = 0
( { К -  1 ) х 1 ) )

(Ь) Ь2 = {Х2Х 2)~1Х'2у. Указание: Подставьте первое уравнение 
системы в остальные К  — 1, чтобы избавиться от Ь\, и найди­
те Ъ2. Это является обобщением результата, который вы дока­
зали в контрольном вопросе 3 к параграфу 1.2.
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4. (Регрессия с блочной структурой матрицы наблюдений, обобщение 
упражнения 3.) Пусть X  разбита на блоки следующим образом:

X
( п х К )

X !
п х  К i

Х 2
пхК2

Тогда соответствующим разбиением (3 будет:

/3 =

Поэтому регрессионную модель можно записать в виде:

«- К\ у. 1 
<- К 2 х Г

У — Х ф х +  Х 2/32 +  е.

Обозначим P i =  Х Д Х ^ Х ^ - ’Х ;, М { = I  -  Р ь  Х 2 =  М хХ 2 
и у  =  М \у . Таким образом, у  представляет собой вектор остат­
ков от регрессии у  на X ,  а к-й столбец Ха — вектор остатков 
от регрессии соответствующего А:-го столбца матрицы Х 2 на Х \. 
Докажите:

(а) система нормальных уравнений имеет вид:

х ; х , ь ,  + х \ х 2ъ2 = х \ у , (*)

X ^X ibi + Х 'Х 2Ь2 = х '2у. (**)

(b) b2 =  (XgXa) 1Х'2у. Таким образом, оценка Ь2 может быть 
получена из регрессии остатков у  на матрицу остатков Х 2. 
Указание: Выведите Х]Ь] = - Р \ Х 2Ъ2+ Р\у из (*). Подставьте 
это выражение в (**), чтобы получить X'2M \X 2b2 =  Х'2М \у. 
После этого используйте тот факт, что М \ — симметричная 
и идемпотентная матрица. Или, если пожелаете, можете просто 
применить формулу (А. 10) приложения А к матрице коэффици­
ентов:

, \Х [ Х { Х [ Х 2
[Х 'Х , Х 'Х 2_ •

Покажите, что второй диагональный блок матрицы (Х 'Х ) -1 
равен (Х 2Х 2)~1.

(c) Остатки от регрессии у  на Х 2 численно равны е, остаткам

от регрессии у  на X  (= (X i:X 2)). Указание: Если е — остаток 
от регрессии у  на X ,  то

у  — Х \Ь , +  Х 2Ъ2 +  е.
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Умножая слева обе части на М i и используя М \Х \  =  О, 
получаем

у  =  Х 2Ь2 +  М \е.

Покажите, что М \е  =  е, я вы увидите, что Ь2 равен OLS-оцен- 
ке коэффициента в регрессии у  на Х 2.

(d) Ь2 =  {Х'2Х 2 )~хХ'2у . Обратите внимание на отличие от пункта
(Ь). Здесь в роли зависимой переменной выступает y,j.з не у. 
Совпадают ли численно остатки от регрессии у  на Х 2 с е? 
[Ответ: нет.] Равна ли SSR  регрессии у  на Х 2 сумме квадратов 
остатков регрессии у  на Х 2? [Ответ: Нет.]
Результаты пунктов (b)-{d) носят название теоремы Ф риш а- 
В о—Ловелла.

(e) Покажите:

Набор задач для главы 1

У'У -  е 'е  =  у 'Х 2 (Х'2М х Х 2) ^ Х '2у.

Указание: Примените общую формулу декомпозиции (1.2.15) 
к регрессии в части (с), чтобы получить

УУ = Ь2Х 2Х 2Ь2 +  е'е.

Затем используйте пункт (Ь).

(f) Рассмотрите следующие четыре регрессии:

(1) у  на X i .
(2) у  на Х 2.
(3) у  на X i и Х 2.
(4) у  на Х 2.

Обозначим через SSRj сумму квадратов остатков в регрес­
сии j. Покажите:

(i) SSRi =  у 1 у. Указание: у построен таким образом, что 
Х [у  = О, то есть Х \ не имеет объясняющей силы.

(И) SSR 2 = е'е. Указание: Используйте (с).
(iii) SSR 3 = е'е. Указание: Примените теорему Фриша — Во — 

Ловелла к регрессии (3).

М ху  = у.

(iv) Проверьте на численном примере, что SSR 4 необязатель­
но равна е'е.
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Глава 1. Свойства OLS в конечных выборках

5. (Регрессия с ограничениями и F.) При использовании метода наи­
меньших квадратов с ограничениями сумма квадратов остатков 
минимизируется при условии ограничений, накладываемых нулевой 
гипотезой R{3 = г. Запишем Лагранжиан

С = \{У ~  Х 0 )'(у  -  Х 0 )  +  A'Д О  -  г).

где А — #г-мерный вектор множителей Лагранжа (вспомните: век­
тор R  размера # г х К , (3 размера К  х 1, г  размера # r x l) . Обозна­
чим через /3 OLS-оценку параметра /3 в регрессии с ограничениями. 
Она является решением задачи минимизации с ограничениями.

(a) Пусть Ь — OLS-оценка без ограничений. Покажите:

(3 = Ъ -  R '[R {X 'Х ) ~ 1 R !}-l {Rb -  г).
А = [R{X 'Х )~ хR !}~ \R b -  г).

Указание: Условия первого порядка: Х 'у  -  (Х 'Х )0  = R 'А, 
или X '(у  — X /3) = R!А. Добавьте к этому ограничение Rf3 = г 
и решите относительно А и /3.

(b) Обозначим остатки от регрессии с ограничением через £  =  у  — 
-X f3 .  Покажите:

S S R r -  SSRu  =  (b -  (3)’(Х 'Х )(Ь  -  /3) =
=  { R b - r Y l R i X ' X r ' R ’j - ' i R b - r )  =
=  X 'R iX 'X y 'R 'X  =
=  £P £.

где P  — проекционная матрица. Указание: Для получения 
первого равенства используйте стратегию прибавления — вычи­
тания:

S S R r =  ( у -  Х/3)’(у -  Х 0 )  =

= [(У -  ХЬ) +  Х(Ь -  Р Ш у -  ХЬ) +  Х(Ь -  $)].

Используйте систему нормальных уравнений Х '(у  -  ХЬ) =  0. 
Для второго и третьего равенств используйте (а). Для доказа­
тельства четвертого равенства самым простым путем является 
использование условия первого порядка, упомянутого в (а): 
R X  = Х '£.

(с) Проверьте, что в пункте (Ь) вы доказали, что (1.4.9) =  (1.4.11).
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6. (Доказательство декомпозиции (1.2.17).) Пусть модель без ограни­
чений — регрессия, в которой, помимо постоянной составляющей 
имеются и другие регрессоры, а модель с ограничениями — регрес­
сия, в которой постоянная составляющая является единственным 
регрессором.

(a) Покажите, что (Ь) в предыдущем упражнении представляет 
собой декомпозицию (1.2.17) для этого случая. Указание: Что 
такое 0  для этого случая? Покажите, что S S R r = Yl,(yi — у)2,
и (ь- 0У(х'х)(ь -  ё) =  Zi(m -  ij)2.

(b) (R2 И F -отношение.) Для модели, в которой константа является 
одним из регрессоров, докажите, что

г  НУ (К  - 1 )
(1 -  Я2)/(п  -  К ) '

7. (Принцип Хаусмана в конечных выборках.) Для обобщенной ре­
грессионной модели докажите следующее. Здесь подразумевается, 
что математические ожидания, дисперсии и ковариации являются 
условными относительно X .

(a) Cov[0c,LS-b-0aLs) — 0. Указание: Вспомните, что для любых 
двух случайных векторов х  и у

Сох(х. у) =  Е [(ж -  Е(ж))(у -  Е (у ))].

Поэтому
С ох(А х .В у)  = А С о х (х .у )В '. 

Кроме того, так как (3 неслучайный, то

Q o x ((3c l s - Ь -  0 с i s ) =  C o x { P c L S  -  ( 3 - Ь -  P o l s )-

(b) Пусть Р — линейная по у и несмещенная оценка, и определим 
q = P —0GLS■ Пусть р  определена так, что матрица Vq =  Var(g) 
невырождена. Докажите: Соx(Pg ls-q) = 0. (Если мы положим 
0  = Ь, то мы вернемся в пункт (а).) Указание: Определим 
0  = Pols +  H q  для некоторой матрицы Н . Покажите:

Var(p) = Var(Pais) + С И ' +  Н С 1 + H V qH ' .

где С  =  Cox(Pci.s-Q)- Покажите, что если С  ф 0, то Var(/3) мо­
жет быть меньше, чем Var[ P o l s ], если положить Н  =  - C V ~ X. 
Наконец, укажите, что это противоречит утверждению 1.7(c).
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(с) (Дополнительное, только для читателей с хорошим знанием 
линейной алгебры.) Докажите: если К  столбцов X  являются 
собственными векторами V , где V  — и х  п ковариационная 
матрица «-мерного вектора ошибок е, то тогда Ь = (3g ls- 
(То есть не все несмещенные линейные оценки удовлетворяют 
требованию невырожденности матрицы Var{(3 -  Po ls), предъ­
явленному в пункте (Ь).) Указание: Для любой симметричной 
матрицы V  размера п х п существует матрица Н  размера п х п 
такая, что Н 'Н  =  1„ (то есть Н  — ортогональная матрица), 
и H 'V H  =  А, где Л — диагональная матрица, диагональные 
элементы которой являются собственными значениями V  (ко­
торые являются натуральными числами, поскольку матрица V  
симметрична). Столбцы Н  называются собственными вектора­
ми Н . Покажите, что

= H V lH  = A K  h v ~{ = а 1 н '.

Без потери общности, в качестве X  можно взять первые К  
столбцов матрицы Н . То есть X  = H F , где

Глава 1. Свойства OLS в конечных выборках

Эмпирические упражнения

Прежде чем приступить к этому упражнению, прочитайте статью Марка 
Нерлова (Marc Nerlove) «Returns to Scale in Electricity Supply» (отда­
ча от масштаба в производстве и распределении электроэнергии) 
(кроме параграфов с уравнениями (6)-(9), части параграфа 2 со с. 184 
и далее и приложений А и С). Файл NERLOVE.ASC содержит следую­
щую информацию по 145 электроэнергетическим компаниям за 1955 год:

Столбец 1: общие издержки (ТС) в миллионах долларов.
Столбец 2: выпуск (Q) в миллиардах киловатт-часов.
Столбец 3: цена труда (PL).
Столбец 4: цена топлива (PF).
Столбец 5: цена капитала (РК).
Данные взяты из приложения статьи. Данные содержат 145 наблю­

дений, которые упорядочены по размеру: первой идет самая маленькая 
компания, 145-й — самая большая. Используя возможности программно­
го обеспечения, имеющегося на вашем компьютере, создайте для каждой 
из 145 компаний переменные, необходимые для оценивания модели. Что­
бы оценить, например, уравнение (1.7.4), вам понадобятся следующие 
переменные: log(rC ), константа, log(Q), log (PL), log(PA') и log(PF) 
для каждой из 145 фирм.
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Н абор задач для главы 1

(a) (Вопрос относительно данных.) Соответствует ли цена капитала (как 
она использована Нерловым) определению стоимости использования 
капитала? Указание: Прочитайте приложение В.4 статьи Нерлова.

(b) Оцените модель без ограничений (1.7.4) методом наименьших квад­
ратов. Совпали ли ваши результаты с оценками, приведенными в тек­
сте?

(c) (Метод наименьших квадратов с ограничениями.) Оцените модель 
с ограничениями (1.7.6) методом наименьших квадратов. Чтобы сде­
лать это, необходимо создать дополнительные переменные для всех 
фирм в выборке. Например, зависимой переменной теперь будет 
log(TC/PF), а не log(rC), как раньше. Совпали ли ваши резуль­
таты с оценками, приведенными в тексте? Можете ли вы повторить 
результаты Нерлова? Например, его оценка коэффициента /Зг равна 
0,721 со стандартной ошибкой, равной 0,0174 (в статье написано, 
что стандартная ошибка равна 0,175, но это, скорее всего, опечатка). 
Где именно в статье Нерлова находятся эти результаты? А как насчет 
остальных коэффициентов? (Предупреждение: у вас не получится 
повторить результаты Нерлова в точности. Одной из причин является 
то, что он использовал не натуральные, а десятичные логарифмы, 
однако это влияет только на оценку константы. Другая причина — 
для его результатов использовалась исправленная версия данных, 
опубликованных в статье.)
Как уже отмечалось в тексте главы, график остатков свидетельствует 
в пользу существования нелинейной связи между log(I’C) и log(Q). 
Нерлов предположил, что отдача от масштаба изменяется с размером 
фирмы. Следуя за ним, разбейте выборку из 145 фирм на группы 
по 29. (Вспомните, что данные уже отсортированы по возрастанию 
размера фирмы, поэтому первые 29 наблюдений представляют группу 
фирм с наименьшим уровнем выпуска, последние — с наибольшим.) 
Рассмотрите следующие три обобщения модели (1.7.6):
Модель 1: И коэффициенты (.3), и дисперсии ошибок в (1.7.6) раз­
личны для разных групп.
Модель 2: Коэффициенты различны, но дисперсии ошибок одинаковы.
Модель 3: Коэффициенты и di (ценовые эластичности) и диспер­
сия ошибок одинаковы для всех групп, а коэффициент 3? и константа 
разные. Нерлов назвал модель 3 «нейтральной вариацией в отдаче 
от масштаба».
Для модели 1 с различными для разных групп коэффициентами 
и дисперсиями ошибок оценки могут быть найдены из:

у(Л  = х и]/Зи] +  е и)  { j  =  1 .........5).

103



Глава 1. Свойства OLS в конечных выборках

где yti) (29x1) — вектор значений зависимой переменной для группы j ,  
(29 х 4) — матрица значений четырех регрессоров для группы j ,  

/3 ^  (4 х 1) — вектор коэффициентов группы j ,  в ^  (29 х 1) — 
вектор ошибок. Например, второй столбец равен log(Q) для 
i =  117....... 145. Модель 1 предполагает выполнение требования услов­
ной гомоскедастичности остатков: =  crjl^g внутри
каждой группы (но необязательно между группами).

(d) Оцените модель 1 методом наименьших квадратов. Совпадают ли 
ваши результаты с оценками Нерлова? На основе вашей оценки 
коэффициента /32 рассчитайте точечные оценки отдачи от масштаба 
в каждой из пяти групп. Каков общий характер зависимости оце­
ненной отдачи от масштаба от уровня выпуска? Как в общих чертах 
изменяется оцененная дисперсия ошибок при росте выпуска?

Модель 2 накладывает на модель 1 дополнительное предположение: 
а 1- =  сг2 для всех j .  Это ограничение, уравнивающее дисперсии, мож­
но инкорпорировать в модель, используя штабелирование векторов 
и матриц и записывая модель в следующем виде:

у  = Х(3 + £,

где

у{1)

, х  =

-Х (1)

. £ =

V T

У 5).
11-15x20)

* (5).
(145x1) е (5)

(*)

В частности, матрица X  теперь является блочно-диагональной. Пред­
положение об одинаковой дисперсии можно сформулировать таким 
образом: Е (е£ '|Х ) =  ст21\.\^. Теперь в нашей модели 20 переменных, 
которые были построены на основании изначальных четырех регрес­
соров. Например, первыми 29 элементами 145-мерного вектора, со­
ответствующего второй переменной, являются lo g (^ i) ,---- log(Q2o).
а на остальных местах стоят нули. На 30-58-х местах вектора, соот­
ветствующего шестой переменной (логарифм выпуска второй группы
фирм), стоят log(Q,3o)___,log(Q 5«), а на остальных местах стоят
нули. И так далее.

Операция штабелирования, необходимая для формирования у  и X  
в уравнении (*), может быть легко реализована, если программный 
пакет, которым вы пользуетесь, поддерживает операции с матрицами. 
В противном случае вам придется схитрить и добиться от программы
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того же конечного результата с помощью дамми-переменных. Опре­
делим j -ю дамми-переменную как

Тогда второй регрессор можно построить как Dn-log(Qj). Шестой — 
Da ■ log(Q,). и так далее.

(е) Оцените модель 2 методом наименьших квадратов. Проверьте, что 
OLS-оценки, полученные в этом пункте, совпадают с оценками пунк­
та (d). Также проверьте, что

где SSRj — это S S R , полученная при оценивании модели 1 в (d) 
для j -й группы, a SSR  — это SSR  в модели 2. Такое равенство 
неслучайно (то есть не является специфической чертой имеющегося 
набора данных). Докажите, что упомянутые выше тождества для 
коэффициентов и SSR  выполняются вообще (без потери общности, 
рассмотрите случай двух групп). Указание: Сначала покажите, что 
коэффициенты м одели 1 и м одели 2  совпадают. И спользуйт е ф орм у­
лы (А .4 ), (А .5 ) и (А .9) прилож ения А.

(f) (Тест Чоу.) Модель 2 является более общей, чем модель (1.7.6), так 
как коэффициенты могут различаться для разных групп. Проверьте 
нулевую гипотезу о том, что коэффициенты одинаковы для всех 
групп. Сколько уравнений (ограничений) в этой гипотезе? Этот тест 
иногда называют тестом Чоу на наличие структурного сдвига 
(C how  te s t fo r  s tru c tu ra l ch an ge). Рассчитайте p-значение для F -от­
ношения. Указание: Это лин ей н ая  гипотеза относительно коэф ф и ­
циентов м одели 2. То есть м одель 2  — поддерж иваем ая гипотеза, 
а (1.7.6) — м одель с ограничениям и. И спользуйт е ф орм улу (1.4.11) 
д л я  F -отношения.

Совет при работе в пакете Gauss: Если обозначить за х F - o t h o - 

шение, то команда Gauss c d f fc  (х, d f l , df2) выдает площадь под 
кривой плотности справа от х  для F -распределения со степенями 
свободы d f l  и d f l .

Совет при работе в пакете TSP: Аналогичная TSP-команда имеет 
вид: c d f ( f ,  d f l = d fl, d f2 =df2) x. Результат применения ко­
манды OLSQ, реализующей OLS, выдаваемый как 0SSR, представ­
ляет SSR  регрессии.

145).

5
SSRj = S S R ,
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Совет при работе в пакете RATS: В RATS команда выглядит так: 
c d f  f t e s t  х  d f l  d f2 . RSS регрессии может быть получена после 
использования команды OLS, LINREG, с помощью %RSS.

Ограничение в модели 3, предполагающее, что ценовые эластичности 
одинаковы внутри групп фирм, можно ввести в модель 2, приме­
няя преобразование, использующее дамми-переменные только для 
константы и логарифма выпуска. Таким образом, в новую модель 
включаются 12(— 2 x 5  +  2) переменных, причем матрица X  выглядит 
так:

1 log(Qi) 0 0 log (P L j/P F ,) log (PK ^/PFi)

1 log(Q29) 0 0 log(PL29/P F 29) log (P K n/P F w )

О 0  1 log(Qi !7) log(P L ut/P F i it) lo g (P tf,,7 /P F m )

0 0 1 log(Qus) log(PLi45/PFi45) log(P*W PFi45)_
(**)

(g) Оцените модель 3. Эта модель является частным случаем модели 2, 
соответствующим гипотезе о том, что две ценовые эластичности оди­
наковы для всех пяти групп. Протестируйте эту гипотезу на 5%-ном 
уровне значимости, предполагая нормальность ошибок. (Замечание: 
F -отношение на с. 183 статьи Нерлова неверно.)
Как мы уже установили из графического анализа остатков на рис. 1.7, 
условный момент второго порядка Е(с?|Х ), скорее всего, зависит 
от логарифма выпуска, что является нарушением предположения 
об условной гомоскедастичности остатков. Сейчас мы не будем пы­
таться тестировать условную гомоскедастичность, так как для это­
го необходима асимптотическая теория, которая будет рассмотрена 
в следующей главе. Вместо этого мы будем делать вид, что нам из­
вестна функциональная форма зависимости условного момента вто­
рого порядка от логарифма выпуска. Эта функция, спецификация 
которой приведена ниже, такова, что условный момент второго по­
рядка непрерывно зависит от логарифма выпуска, в отличие от трех 
моделей, рассмотренных ранее. Еще одно отличие от предыдущих 
моделей состоит в том, что теперь мы предполагаем, что отдача 
от масштаба изменяется непрерывно с изменением выпуска. Чтобы
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добиться этого, добавим в модель квадрат логарифма выпуска1. Тогда 
модель 4 имеет следующий вид:

Модель 4:

=0\ + ih bg  {Qi) + A3[log(Qt)]'2+

+ 0A log + 05 log +

(i =  ,1 4 5 )

для некоторого неизвестного значения гг2.

(h) Оцените модель 4 с помощью взвешенного метода наименьших квад­
ратов для всей выборки из 145 фирм. (Будьте внимательны в отно­
шении константы: после проведения процедуры взвешивания ни один 
из регрессоров не будет постоянным.) Нарисуйте график остатков. 
Свидетельствует ли он об условной гомоскедастичности ошибок или, 
как и прежде, о наличии нелинейности?

Метод Монте-Карло (Monte Carlo) состоит в генерации большого ко­
личества выборок на основе некоторой модели, чтобы изучить распреде­
ление оценок в конечных выборках. Здесь мы будем использовать этот 
метод для того, чтобы подтвердить два результата для малых выборок, 
упоминавшихся в тексте главы: несмещенность OLS-оценки коэффици­
ентов и распределение f-отношения. Для этого рассмотрим модель про­
стой линейной регрессии, удовлетворяющую предположениям 1.1-1.5, 
с количеством наблюдений п — 32. Регрессионные уравнения выглядят 
следующим образом:

'Мы вывели линейную в логарифмах функцию издержек из производственной 
функции Кобба — Дугласа. Существует ли такая производственная функция, из которой 
можно было бы вывести обобщенную функцию издержек, содержащую квадрат логарифма 
выпуска? Это вопрос об «интегрируемости» («integrability») функций издержек, под­
робное обсуждение которого можно найти в: [Christensen et al.. 1973].

Упражнения на метод Монте-Карло

!Л =  01 +  02*i +  S i (i =  1 . 2 . . . . .  п) 
ИЛИ у  =  1 • $1 +  X ■ 3 ‘2 + = =  Х(3 +  £•. (*)

где X  =  (1:аг) и /3 =  (3 i. Параметрами модели являются (0\. ^ . а 2).
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Как уже упоминалось в тексте, модель представляет собой набор 
совместных распределений (д.Х) .  Из этого набора мы выберем кон­
кретное совместное распределение, определяя регрессионную модель сле­
дующим образом. Пусть j3\ =  1 , fc  =  0,5 и о 2 =  1 . Распределение 
х  = (j?i , j?2 , . . . ,  хп)' зададим следующим AR(1) -процессом:

Xj =  с +  фх\-\ +  ?/,■ (?' =  1, 2 , . . . ,  п). (**)

где {//,} ~  i.i.d.N(0,1), и

с =  2' ^ ° - е-

Таким образом, задается совместное распределение (у .Х) .  Именно из это­
го распределения будет извлекаться большое количество выборок.

Для осуществления симуляций с помощью компьютера будет полез­
ным представление х  в следующем виде. Решая разностное уравнение 
первого порядка (**), получаем:

Х\ =<f>ix о +  (1 +  ф +  ф2 +  . . .  + <$ 1 )с+

+  Он + Фгц- i  +  Ф2гц- 2 +  • ■ • +  Ф1~1 т),

или, используя матричные обозначения,

х  = г • хо + d + А  г) . (***)
( n x l )  ( r a x l )  ( n x l )  ( я х п ) ( „ х 1 )

где d = (dl.dz,  —  dn)') и

d\ = с. с?2 =  (1 +  С>)с.......  dj =  (1 +  ф +  ф2 -)-... +  >)с.

1 0 . . .  о'
ф

ф2
Ф

Ф2

1 0 . . .  0 V
тг = . А  = Ф 1 0 5 ч  =

ф' \
О "-1

J)n_
фп~^ О 1

Совет при работе с пакетом Gauss: Для построения матрицы г  ис­
пользуйте команду seqm. Для получения матрицыА используйте t o e p l i t z  
и low m at.

(а) Проведите две симуляции методом Монте-Карло. Первая симуляция 
служит для вычисления Е(Ь|ж) и распределения 2-отношения как 
распределения, условного относительно х. Компьютерная программа 
для этой первой симуляции должна состоять из следующих шагов.
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(1) (Сгенерируйте ж только один раз.) Используя генератор случайных
чисел, создайте вектор rj, состоящий из реализаций п i.i.d. Лг((), 1) 
случайных величин, и выберите ж0 из — ф )А/{\ — ф1)),
рассчитайте х  по формуле (***). (х  также может быть рассчитан 
рекурсивно из (**) с использованием цикла, однако операции 
с векторами, подобные (***), требуют меньшего процессорного 
времени, чем циклы. Это замечание будет актуальным во второй 
симуляции, где х  надо будет генерировать при каждом повторе­
нии.)

(2) Создайте переменную-счетчик и положите ее равной нулю. В этой 
переменной будет записываться количество случаев, когда |/| > 
> to.o2b(n — 2). Кроме того, создайте двумерный вектор, перво­
начально состоящий из нулей; этот вектор будет использоваться 
для вычисления математического ожидания OLS-оценки Ъ для
С З ь & У .

(3) Начните цикл для большого числа повторений (например, для 
миллиона). В каждом повторении выполните следующие дей­
ствия:

(О (Создайте у.) Сгенерируйте n -мерный вектор е, состоящий 
из реализаций п i.i.d. случайных величин Л '(0 .1), вычисли­
те у  = (yi. j/2 , • • • • Уп) по формуле (*). Теперь этот у  вместе 
с ж из шага (1) составляют нашу выборку (у. ж).

(И) По имеющейся выборке вычислите OLS-оценку Ъ и #-отно- 
шение для # 0 : /^2 =  0.5.

(iii) Увеличьте значение счетчика на 1, если |£| > #0 .0 2 5 (7 7  — 2). 
Прибавьте Ь к двумерному вектору.

(4) После окончания цикла разделите значение переменной-счетчика 
на количество повторений, чтобы вычислить частоту отвержения 
нулевой гипотезы. Также разделите двумерный вектор, равный 
сумме OLS-оценок Ъ для всех повторений, на число повторений. 
Результат деления должен стать равным Е(Ь|ж) при бесконечном 
количестве повторений.

Заметьте, что ж в этой первой симуляции генерируется только один
раз и остается неизменным в процессе получения всех значений у.
Во второй симуляции вычисляется безусловное распределение f-от-
ношения. Это выполняется в несколько этапов:

(1) Создайте переменную-счетчик, положите ее равной нулю.
(2) Начните цикл для большого числа повторений (например, для 

миллиона). В каждом повторении выполните следующие дей­
ствия:

(0 (Создайте ж.) Создайте вектор rj. состоящий из реали­
заций п i.i.d. Лг(0 .1) случайных величин, и выберите .го 
из Лг(с/(1 — ф). 1/(1 -  (р2)). рассчитайте ж по формуле (***).
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Глава 1. Свойства OLS в конечных выборках

(и) (Создайте у.) Сгенерируйте и-мерный вектор е, состоящий 
из реализаций п i.i.d. случайных величин Лг(0 ,1), вычисли­
те у  = {ух, . . . ,  Уп)' по формуле (*).

(Ш) По имеющейся выборке (у. х) вычислите ^-отношение для 
Н0: 32 = 0,5.

(iv) Увеличьте значение счетчика на 1, если |г| >  6),02ь(п — 2). 
(3) После окончания цикла разделите значение переменной-счетчика 

на количество повторений.

Для этих двух симуляций проверьте, что для достаточно большого 
количества наблюдений:

1. Среднее OLS-оценок 6 из первого эксперимента неограниченно 
приближается к истинному значению (1, 0,5);

2. Частота отвержения нулевой гипотезы Но (ошибка первого рода) 
неограниченно приближается к 5% в обоих экспериментах.

(Ь) Является ли регрессор (не являющийся константой) строго экзоген­
ным в этих двух симуляциях? Является ли ошибка условно гомоске- 
дастичной?

Ответы на избранные вопросы
Аналитические упражнения

1. ( у - Х 0 У ( у - Х 0 ) =
= [(у -  ХЬ) + Х(Ь  -  0}'[(у -  ХЪ) + Х(Ь  -  &)]

(прибавление и вычитание одинаковой величины)

= [(V -  ХЬ)'  + ( Ь -  0)'Х'}[(у -  ХЬ)  + Х(Ь  -  Р)] =

= (У -  ХЬ)' (у -  ХЬ)  + ( Ь -  Р) 'Х' {у -  ХЬ)  +

+ { у ~  ХЪ) 'Х{Ь - 0 )  + ( Ь -  Р) ' Х' Х{Ъ - Р )  =

= (У -  ХЬУ(у -  ХЬ)  +  2(6 -  Р ) х ' { у  -  ХЬ)  +

+ { Ь - Р ) ' Х ' Х { Ь - Р )

(так как (6 -  р ) 'Х \ у  -  ХЬ) =  (у -  ХЬ) ' Х(Ь -  0))

= ( у -  ХЬУ(у -  ХЬ)  +  (6 -  0 У Х ' Х ( Ь  -  0)
(поскольку Х ' ( у  — ХЬ) — 0 из системы нормальных уравнений)
> ( у - Х Ь У ( у - Х Ь )

п
(так как (6 -  0) ' Х ' Х{ Ь  - 0 )  = z 'z  = ' £ / г? > 0. где г  =  Х(Ь  -  0)).

10



Ответы на избранные вопросы

7а. Pgls - 0  = А е, где А  = { X ' V ~ lХ ) ~ ' X ' V ~ { и Ь -  { 3 G l s  = Be,  
где B  = { X ' X ) -  lX '  - { X ' V  lX ) ~ ' X ' V - 1. Поэтому

Cov фа is  -  (З.Ь- (За Ls) =
= Cov(yle. Be)  - 
= А \ ’-лт(е)В' =

=  <t2A V B '.

Равенство A V B ' — О доказывается напрямую.

7Ь. Для матрицы Н ,  определенной в указании к этому пункту,

V ar(^) -  Var(3<yL5) =  - C V ~ 'C .

Если С  ф 0, то тогда существует ненулевой вектор z, такой, что 
C 'z  = v  ф 0. Для такого z

z '  |^Var(y§) -  Var(/§GLs)] 2  =  - v 'V q~ lv  < 0

(поскольку матрица Vq положительно определена), получаем про­
тиворечие, так как (3ais ~  эффективная оценка.

Эмпирические упражнения

(a) Из описания Нерлова в приложении В.4 следует, что он не исполь­
зовал норму амортизации 5 для расчета цены капитала.

(b) Ваши оценки должны совпасть с (1.7.7).

(c) Наши оценки немного отличаются от оценок Нерлова. Они отли­
чались бы, даже если бы данные, которыми пользовался Нерлов, 
совпадали с теми, которые есть у вас. Причина состоит в том, что 
компьютеры в то время производили не такие точные вычисления 
и допускали больше ошибок округления.

(d) Насколько точно вы можете повторить приведенные у Нерлова ре­
зультаты? Достаточно точно. Точечные оценки отдачи от масштаба 
в каждой из пяти групп равны 2,5, 1,5, 1,1, 1,1 и 0,96. При увеличе­
нии выпуска отдача от масштаба снижается.

(e) Модель 2 может быть записана в виде у  = Х(3 + е, где у, X  и е 
определены так же, как и в (*). Поэтому (полагая j  =  2)

, p r d 'X d )  о
О х Ю ' Х Ю  •
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откуда следует

"Г 1
О

О

Кроме того

Поэтому

Таким образом, вектор OLS-оценок коэффициентов модели 2 такой 
же, как и в модели 1. Суммы квадратов остатков также совпадают, 
вследствие равенства оценок коэффициентов.

(f) Количество ограничений равно 16. К  = количество коэффициентов 
в модели 2 =  20. То есть число степеней свободы должно равняться 
(16, 125). S S R u  =  12,262 и S S R r = 21,640. F -отношение =  5,97, 
р-значение =  =  0,0000. Поэтому нулевая гипотеза отвергается на лю­
бом разумном уровне значимости.

(g) S S R u  =  12,262 и S S R r = 12,577. Тогда F  = 0,40 с 8 и 125 степеня­
ми свободы, p-значение равно 0,92. Нулевая гипотеза не отвергается 
на любом разумном уровне значимости. F -отношение в работе Нер- 
лова (см. с. 183, 8-я строка снизу) равно 1,576.

(h) График остатков все равно свидетельствует о том, что условный 
момент второго порядка больше для меньших фирм, однако теперь 
нет намека на его нелинейность.
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Глава 2. Теория больших выборок

В предыдущей главе мы получили точные распределения, или 
распределения на конечных выборках, OLS-оценки и соответству­
ющих ей тестовых статистик. Однако в экономике предположе­
ния о точном распределении выполняются не очень часто. Теория 
конечных выборок теряет силу, если нарушается одно из трех 
следующих предположений: 1) экзогенность регрессоров, 2) нор­
мальность ошибок и 3) линейность уравнения регрессии. В на­
стоящей главе разрабатывается альтернативный подход, в котором 
сохраняется только третье предположение. При таком подходе, 
называемом асимптотической теорией, или теорией больших 
выборок, аппроксимацию распределения оценки и соответствую­
щих ей статистик получают в предположении достаточно большого 
объема выборки.

Вместо предположений о выборке заданного объема в теории 
больших выборок делаются предположения о случайном процес­
се. порождающем эту выборку. В первых двух параграфах этой 
главы вводится язык, необходимый для описания случайных про­
цессов.

Понятия, введенные в данной главе, имеют важное значение 
в эконометрике рациональных ожиданий, что было проиллюстри­
ровано в классической работе Фамы о гипотезе Фишера, соглас­
но которой реальная процентная ставка постоянна. Эта гипоте­
за имеет очень серьезные последствия для политики: монетарная 
и фискальная политика не могут влиять на агрегированный спрос 
посредством реальной процентной ставки. Весьма удивительно, 
что никто не может отвергнуть данную гипотезу для Соединенных 
Штатов (по крайней мере, если период выборки заканчивается 
в начале 1970-х).
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2.1. Обзор предельных теорем для последовательностей случайных...

2.1. Обзор предельных теорем 
для последовательностей случайных величин

Материал этого параграфа касается предельного поведения последова­
тельности случайных величин, (23 , 22 , . . . ) .  Поскольку этот материал мо­
жет быть уже известен вам, мы представляем его достаточно формально, 
рядом определений и теорем. Авторитетным источником является книга 
Pao [Rao, 1973, Chapter 2с], в которой приведены доказательства всех 
теорем, включенных в данный параграф. В этом параграфе и в остав­
шейся части книги последовательность (2 1 , 2 2 , . . . )  будет обозначаться 
как {гп}.

Различные виды сходимости

Сходимость по вероятности

Последовательность случайных скаляров {2 ,,} сходится по вероятности 
('converges in probability) к константе (неслучайной) о, если для любого 
£ > О

lim Prob(|2„ — о| > с) =  0. (2.1.1)

Константа а называется пределом по вероятности (probability limit) zTI, 
и это записывается как z„ — а» или «гп->а». Очевидно, что

«2„ —»■ а» то же самое, что и «г„ — а  -> 0».
Р Р

Это определение сходимости по вероятности обобщается на последо­
вательность случайных векторов или случайных матриц (матрица рас­
сматривается как вектор, элементы которого переставлены) требованием 
поэлементной сходимости по вероятности. То есть последовательность 
jK-мерных случайных векторов {z„} сходится по вероятности к АГ-мер- 
ному вектору констант а ,  если для любого е > 0

lim РгоЩг,,*. -  o fc| >£■) =  () для всех к (=  1.2....... К).  (2.1.2)
Н—ЮС

где znk есть к-й элемент z„ и оц. есть k-ik элемент а .

Сходимость почти наверное

Последовательность случайных скаляров {z,,} сходится почти наверное 
(,converges almost surely) к константе о, если

P robf Нш z„ =  гг) =  1. (2.1.3)
\  к— J

Мы записываем это как «zn —»as а». Обобщение на случайные векторы 
аналогично обобщению сходимости по вероятности. Как будет упомянуто
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ниже, это понятие сходимости более строгое, чем сходимость по ве­
роятности; то есть если последовательность сходится почти наверное, 
то она сходится и по вероятности. Понятие, включенное в (2.1.3), осо­
знать сложнее, поскольку указанная вероятность относится к событию, 
касающемуся бесконечной последовательности (гь гг , . . . )• Для наших 
целей, однако все, что имеет значение, — это то, что сходимость почти 
наверное более строгая, чем сходимость по вероятности. Если мы можем 
показать, что последовательность сходится почти наверное, то это один 
из способов доказать, что последовательность сходится по вероятности.

Сходимость в среднеквадратичном

Последовательность случайных скаляров {zn} сходится в среднеквад­
ратичном (converges in mean square или in quadratic mean) к а (запи­
сывается как «zn —̂m.s. о»), если

lim E Uzn -  a)2] =  0. (2.1.4)
77 —Ю С

Обобщение на случайные векторы аналогично обобщению сходимости 
по вероятности: zn —»m.s. если  каждый элемент z n сходится в средне­
квадратичном к соответствующей компоненте а .

Сходимость к случайной величине

В приведенных определениях сходимости предел является константой (то 
есть действительным числом). Предел может быть случайной величиной. 
Мы говорим, что последовательность К -мерных случайных величин {zn) 
сходится к Л"-мерной случайной величине z , и пишем z n -»р z , если 
{zn -  z } сходится к 0:

«Zn -¥ Z» 
Р

то же самое, что и «zn — z  —> О».
р

(2.1.5а)

Аналогично,

z n —>• z»
a.s.

то же самое, что и «z n — z  —> О».
a.s.

(2.1.5b)

«z71 -э- z»
m.s.

то же самое, что и «zn — z —> 0».
m.s,

(2.1.5c)

Сходимость no распределению

Пусть {cri} — последовательность случайных скаляров, a F„ — ку­
мулятивная функция распределения (c.d.f.) гп. Мы говорим, что {гГ|} 
сходится по распределению {converges in distribution) к случайному 
скаляру г, если c.d.f. F„ от z„ сходится к c.d.f. F  от :  в каждой
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точке непрерывности F x. Мы пишем «гп —̂  г» или «zn -»l -г» и на­
зываем F асимптотическим (asymptotic) (или предельным (limit или 
limiting)) распределением гп. Иногда мы пишем «гп ->d F», когда 
распределение F хорошо известно. Например, «zn —»d Лг(0,1)» следует 
читать так: «zn —»d г и распределением г является ЛГ(0,1) (нормальное 
распределение со средним 0 и дисперсией 1)». Пользуясь определением, 
можно показать, что сходимость по вероятности является более строгой, 
чем сходимость по распределению, то есть

«гп —> г» => «г„ - 4  г». (2.1.6)
р d

В частном случае сходимости по распределению 2  является константой 
(тривиальная случайная величина).

Обобщение на последовательность случайных векторов прямое: z„ -4d z, 
если совместная c.d.f. Fn случайного вектора z„ сходится к совместной 
c.d.f. F случайного вектора г в каждой точке непрерывности F. Заметим, 
однако, что, в отличие от других понятий сходимости, в случае сходимо­
сти по распределению поэлементная сходимость необязательно означает 
сходимость для последовательности векторов. То есть из того, что «каж­
дый элемент z„ —>d к соответствующему элементу г» не обязательно 
вытекает, что «zn -4d г». Распространенным способом установить связь 
между сходимостью скаляров и сходимостью векторов по распределению 
является

Теорема о многомерной сходимости по распределению: (изложенная 
в [Rao, 1973, р. 128]). Пусть {z„} — последовательность К-мерных слу­
чайных векторов. Тогда:

«Zn 4  « А 'zn - 4  А 1 z
d 6

для любого К-мерного вектора действительных чисел АV

Соотношение между сходимостью 
по распределению и сходимостью моментов

Стоит подчеркнуть, что моменты предельного распределения г„ необяза­
тельно равны пределам моментов г„. Например, из «г„ —s-d г» необяза­
тельно вытекает «П т^эс Е(г„) = Е(г)». Однако

'Не обращайте внимания на определение «в каждой точке непрерывности F*. 
По большей части, за исключением, возможно, глав о дискретной или ограниченной 
зависимой переменной, соответствующее распределение является непрерывным, и функ­
ция распределения непрерывна во всех точках.
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Лемма 2.1 (сходимость по распределению и сходимость моментов): 
Пусть a sn является s -м моментом zn и lim„_+cc a sn =  a s, где a s конечное 
(то есть действительное число). Предположим, что для некоторого S > О 
Е (|2„ |5+й) <  М  < ос для всех п. Тогда:

«zn —> z» => «as есть s -й момент г».
</

Таким образом, например, если дисперсия последовательности случай­
ных величин, сходящихся по распределению, сходится к некоторому 
конечному числу, то тогда это число является дисперсией предельного 
распределения.

Соотношение между видами сходимости

Некоторые виды сходимости являются более слабыми, чем другие. Сле­
дующая теорема устанавливает соотношение между четырьмя видами
сходимости.

Лемма 2.2 (соотношение между четырьмя видами сходимости):

(a) «z n ос» => « z n — ос». Аналогично «z n —»ms. z» ==> «z n — z».

(b) « z n —>a..s. ос» =Ф «z„ —>p а». Аналогично «z n ->as z» =Ф> « z n —>p z».

(c) « zn —Ур ос» <=> <*z n -+d ас». (To есть, если предельная случайная ве­
личина является константой [тривиальной случайной величиной], 
сходимость по распределению равносильна сходимости по вероят­
ности.)

Три полезных результата

Определив виды сходимости, мы можем установить три результата, 
важных для разработки теории больших выборок.

Лемма 2.3 (сохранение сходимости для непрерывных преобразова­
ний): Предположим, что о(-) — векторнозначная непрерывная функ­
ция1 , которая не зависит от п.

(а) «z n —¥р а» => «a(zn) —>р а (а )» . Иными словами,

plim a( z n) =  a(plim  z n)
I I - »  ОС  П ~ * 1 с

при условии существования plim.

’Часть (а) требует непрерывности только в а ,  в то время как часть (Ь) требует 
непрерывности всюду. — Прим. пер.
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(b) «zn z» => <<a(zn) a(z)».

Немедленным следствием Леммы 2.3(a) является то, что обычные 
арифметические операции сохраняют сходимость по вероятности. Напри­
мер:

«хп ->  Уп 1» => «хп +  уп ->  8 +  7*.
р р р

« х п 8 , -> 7» => -э /З7 ».Р Р р

«:гп —> 8  Уп ” > 7* ^  <<хп/У п  —» 3/7» при условии, что 7  ф  0. р Р р

р Р

при условии, что Г является обратимой.

Следующий результат о комбинациях сходимости по вероятности и схо­
димости по распределению будет неоднократно использоваться для полу­
чения асимптотического распределения оценки.

Лемма 2.4:

(a) « х п х. уп ос» => « х Г1 + у п х  +  а» .

(b) « х п ->d Уп ->р 0» => «у'пх п ->р 0».

(c) «хп х. А п ->р А» =>• «А„зсп — А х» при условии, что размеры 
А п и х п согласованны. В частности, если ж ~  Аг(0. X), то А„ж„
Аг(0, A S A ').

(d) « хп — ж. А п ->р А» «хfnA ~ lx n —>d ж 'А _1ж» при условии, что 
размеры А п и х п согласованны, и А невырождена.

Части (а) и (с) иногда называют теоремой Слуцкого (Slu tzky’s Theo­
rem). Если положить а  — 0, то из части (а) вытекает:

«ж„ —» х . у п ► 0». => «жл +  у п —» ж». (2.1.7)
d p  d

То есть если z r, =  х п + у п и уп —»р 0 (то есть если z n — х п ->d 0), 
то тогда асимптотическое распределение z n то же самое, что и у жп. Если 
z n -  Хп О, мы иногда (но не всегда) говорим, что эти две последо­
вательности асимптотически эквивалентны (asymptotically equivalent) 
и записываем это как

«zn ~  ж7,» или «zn = х п +  Оп».
а

где ор — некоторая подходящая случайная величина (здесь уп), которая 
сходится к нулю по вероятности.
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Стандартный трюк получения асимптотического распределения по­
следовательности случайных величин заключается в нахождении асимп­
тотически эквивалентной последовательности, асимптотическое распре­
деление которой получить легче. В частности, заменяя в части (Ь) леммы 
уп на у п — а, мы получаем:

«хп -» х, уп —> а» =Ф- «у'пх п ~  а.'хп» или «у'пх п = а'х„ +  ор» (2.1.8)
d Р я

Здесь ор есть (уп — сх)'хп. Следовательно, замена у п на его предел 
по вероятности не изменяет асимптотическое распределение у'пх п при 
условии, что х п сходится по распределению к некоторой случайной ве­
личине.

Третий результат позволит нам тестировать нелинейные гипотезы при 
заданном асимптотическом распределении оценки.

Лемма 2.5 («дельта-метод»): Предположим, что {хп} — последова­
тельность К-мерных случайных векторов, таких, что х п — /3 и

\/п (хп -  /3) -> 2 ,

и предположим, что a (-):R h -> Кг имеет непрерывные первые произ­
водные и А((3) обозначает г х К матрицу первых производных, вычис­
ленных в /3:

Тогда

А(13) =
(гхК)

0д(/з)
ор  '

y/n[a{xn) -  а(/3)] -> A(f3)z.
а

В частности:

«s/n(x„ -f3 )  -^Л г( 0 .£ ) » ^  «у/п[а(хп) — а(/3)] -»• ЛГ(0. А(Р)ЪА(0)')>.d d

Доказательство этого является хорошим способом научиться тому, как ис­
пользовать результаты, которые изучались до сих пор.

Доказательство. По теореме о среднем из математического анализа 
(см. параграф 7,3 по поводу формулировки теоремы) существует А'-мер- 
ный вектор у„ между х п и (3, такой, что

а(х„) -  а((3) = А (уп)(хп -  /3).
(гхА') (А' х 1)
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Умножая обе части на у/п, мы получаем:

у/п\а{хп) -  а((3)] = А (уп)у/п{хп ~ /3).

Поскольку уп находится между х п и (3 и поскольку х п ->-р /3, мы знаем, 
что уп ->р /3. Кроме того, первая производная А(-) непрерывна по пред­
положению. Таким образом, по лемме 2.3(a):

А{уп) —> А((3).
р

По лемме 2.4(c), этот факт и гипотеза о том, что у/п(хп -  (3) -»d z, 
влекут за собой:

А{уп)\/п.{хп -  /3) (= y/v.[a{xn) -  а(/3)]) -> A{0)z. Я
d

Взгляд на оценки как на последовательности случайных величин

Пусть вп — оценка вектора параметров 0, основанная на выборке разме­
ра п. Последовательность {вп} является примером последовательности 
случайных величин, так что понятия, введенные в этом параграфе для 
последовательностей случайных величин, применимы к {0„}. Мы гово­
рим, что оценка вп является состоятельной для 0 (consistent for 0), 
если

plim вп — в или 0„ -» в.
П —>30 Р

Асимптотическое смещение (asymptotic bias) 0„ определяется как1 
p lim ^ ^  вп -  в. Таким образом, если оценка состоятельна, ее асимп­
тотическое смещение равно нулю. Состоятельная оценка вп является 
асимптотически нормальной (asymptotically normal), если

у/пфп - в )  -> N{0 ,£ ).
d

Такая оценка называется \/^*состоятельной (y/n-consistent). Акроним, 
иногда используемый для «состоятельности и асимптотической нормаль­
ности», — CAN. Дисперсионная матрица £  называется асимптотиче­
ской дисперсией (asymptotic variance) и обозначается как Avar(0„). 
Некоторые авторы используют обозначение Avar(0n|  для среднего Л/п 
(которое равно нулю в пределе). В этой книге Avar(0„) — это дисперсия 
предельного распределения у/п(вп -  в).

'Некоторые авторы используют термин «асимптотическое смещение»^иным образом. 
[Amemiya, 1985], например, определяет его для обозначения lim„^,c К(0л) -  в.
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Законы больших чисел и центральные предельные теоремы

Для последовательности случайных скаляров { z n }  выборочное среднее 
{ s a m p le  m e a n )  z n определяется как

Рассмотрим последовательность { z n } .  Закон больших чисел (L a w  o f  la r g e  
n u m b e rs  — LLN) относится к условиям, при которых { z n } сходится или 
по вероятности, или почти наверное. LLN называется усиленным, если 
имеет место сходимость почти наверное, и слабым, если имеет место 
сходимость по вероятности. Из части (а) леммы 2.2 мы можем легко 
получить следующий слабый LLN.

Версия слабого LLN Чебышева:

Это выполняется потому, что при данном условии легко доказать (см. ана­
литический вопрос), что z n —>-m.s. /■/• Следующий усиленный LLN предпо­
лагает, что {zj} является i.i.d.-последовательностью (i.i.d. — независимые 
и одинаково распределенные), но дисперсия необязательно должна быть ко­
нечной.

Второй усиленный закон больших чисел Колмогорова: П уст ь п о с л е ­
доват ельност ь  {^} есть i . i .d . с Е(гг-) =  /г1. Т огда  z n ц .

Эти LLNs легко обобщаются на случайные векторы требованием поэле­
ментной сходимости.

Центральные предельные теоремы (C e n tr a l  L im it  T h e o re m s  — CLT) 
говорят о предельном поведении разности между zn и Е(сп) (которое 
равно Е (^), если {zi} является i.i.d.), увеличенной в у/п раз. Един­
ственная центральная предельная теорема, которая нам нужна в случае 
последовательности i.i.d., такова:

CLT Линдеберга—- Леви: П уст ь { z i }  есть i.i .d . с E z i  =  /л и  Varz, =  
Т огда

'Таким образом, среднее существует и конечно (действительное число). Когда 
указывается на некоторый момент (например, среднее), как здесь, то косвенно пред­
полагается. что этот момент существует и конечен.

i — 1

« lim Е(^п) =  jj.t lim Уаг(г„) =  0» ^  « z n -> /*».

\ / n { z n -  p )  =  —̂  v  (z„ -  At) - f  N { 0. £ ) .
V'n t T  d
1 ^
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Э т о  ч и т а ет ся  так: п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с л у ч а й н ы х  в ек то р о в  {y/n(zn — ц)}  
сх о д и т ся  по р а с п р е д е л е н и ю  к с л у ч а й н о м у  в ек то р у , и м ею щ ем у  р а с п р е ­
д е л е н и е  Лг( 0 .  X ) .  (О б ы ч н о  C L T  Л и н д е б е р г а  — Л е в и  и с п о л ь зу е т с я  д л я  
п о сл ед о в а т ел ь н о ст и  скалярных с л у ч а й н ы х  в ел и ч и н . В ек т о р н а я  в ер си я , 
п о к азан н ая  вы ш е, в ы в о д и тся  и з ск а л я р н о й  в ер си и  с л е д у ю щ и м  о б р а зо м . 
П усть  {zi}  е с т ь  i.i .d . с  Е (zi)  =  р, и WaxZi =  Е  и п у ст ь  Л е с т ь  л ю б о й  в ек ­
тор д е й с т в и т е л ь н ы х  ч и сел  той  ж е  са м о й  р а зм е р н о с т и . Т огда  { A 'z „ }  я в л я ­
ется  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ю  ск а л я р н ы х  с л у ч а й н ы х  п ер ем ен н ы х  с Е ( Л 'г „ )  =  
=  А '/х и V a r A 'z „  =  А 'Е А . И з  ск а л я р н о й  в ер си и  Л и н д е б е р г а  — Л ев и  
вы текает т о гд а , что

у/п .(\'гп -  А '/х ) =  A 'v /n ( z „  -  /х) - э  Лг( 0 ,  А 'Е А ) .
d

Н о это  п р ед ел ь н о е р а сп р ед ел ен и е  ест ь  р а сп р ед ел ен и е  А 'ж , гд е  ж ~  Лг( 0 .  Е ) .  
Т аким  о б р а зо м , п о  т е о р е м е  о  м н о го м ер н о й  с х о д и м о с т и  п о  р а с п р е д е л е н и ю ,  
сф о р м у л и р о в а н н о й  вы ш е, { \ fn{zn — /х ) }  —̂  ж , ч т о  и у т в е р ж д а е т с я  в в ек ­
торной  в ер си и  Л и н д е б е р г а — Л е в и .)

Контрольные вопросы

1. (Обычная сходимость против сходимости по вероятности.) Последователь­
ность действительных чисел является тривиальным примером последователь­
ности случайных величин. Верно ли, что zn -  о» => «plimn_+4t zn —
-  о»? Указание: Посмотрите на определение рНгп. Поскольку lim„ zn =  а , 
\zn -  oj < £ для достаточно больших 1 1 .

2. (Альтернативное определение сходимости для последовательностей векторов.) 
Проверьте, что данное в тексте определение «z„ -»m.Si z» эквивалентно

lirn E[(zn -  z ) '(z n -  z)\ = 0.П-+Эc

Указание: E[(z„ -  z ) '(z n -  z)\ =  E[(z„i -  zi)2] +  • ■ • +  E [ ( z „ k  -  z k )2)- г ле 

К  — размерность z.
Аналогично проверьте, что данное в тексте определение « г „  - » р а »  эквива­
лентно

lim Prob((z„ -  z )'(z„  -  z) >  е) = 0 для всех г > 0.

3. Докажите лемму 2.4(c), используя пункты (а) и (Ь) этой леммы. Указание: 
А пх п -  (А п -  А)х„ -г А х п- Из (Ь) (А п -  А )ж„ -~>р 0.

4. Предположим, что у/п(в„ -в)  ->d Лт(0.<т2). Следует ли из этого, что 9П ~»р О? 
Указание:

вп - в - — 7= ■ s/ п ф п  -  в ), p l i in  —=  =  0. 
у/п ?} — \/П
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5. (Объедините дельта-метод с Линдебергом — Леви.) Пусть {z^} — последова­
тельность i.i.d. (независимых и одинаково распределенных) случайных ве­
личин с Е(г,-) = / 1 ^ 0 и  Var(cj) = а2, и пусть г„ — выборочное среднее. 
Покажите, что

В этом параграфе мы определяем самые основные понятия в анализе 
временных рядов, которые будут неотъемлемой частью нашего языка. 
Основным понятием является случайный процесс (stochastic process), 
который является только красивым названием последовательности слу­
чайных величин. Если индекс случайных величин интерпретируется как 
представляющий время, случайный процесс называется временным ря­
дом (time series). Если {г,} (г =  1 ,2 .. . . ) является случайным процессом, 
его реализация (realization) или выборочная траектория (sample path) 
приписывает каждому i некоторое допустимое значение г,-. Таким об­
разом, реализация {г,-} есть последовательность действительных чисел. 
Мы будем часто использовать термин «временной ряд» и для обозна­
чения реализации процесса, и для обозначения процесса, реализацией 
которого временной ряд является.

Фундаментальной проблемой в анализе временных рядов является то, 
что мы можем наблюдать реализацию процесса только один раз. Напри­
мер, выборка годового темпа инфляции США за период с 1946 по 1995 
год является строкой из 50 определенных чисел, являющейся только 
одним из возможных результатов лежащего в основе случайного про­
цесса для темпа инфляции; если бы история пошла другим путем, мы бы 
получили другую выборку. Если бы мы могли наблюдать историю много 
раз, мы могли бы собрать много выборок, каждая из которых содержит, 
возможно, другую строку из 50 чисел. Среднее темпа инфляции для, 
скажем. 1995 года можно тогда оценить, беря среднее темпа инфляции 
1995 года (50-й элемент строки) по этим выборкам. Популяционное сред­
нее, оцененное таким образом, иногда называется средним по ансамблю 
(ensemble mean). На языке общей теории равновесия в экономике сред­
нее по ансамблю является средним по всем возможным состояниям при­
роды для любого заданного календарного времени.

Указание: В лемме 2.5 положите (3 -  р, а(/3) = 1/р, х„ = zn.

2 .2 . Фундаментальные понятия 
в анализе временных рядов

Необходимость эргодической стационарности
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Конечно, невозможно наблюдать множество различных альтернатив­
ных историй. Но если распределение темпа инфляции остается неиз­
менным (на это свойство будем ссылаться как на стационарность (sta- 
tionarity)), определенную строку из 50 чисел, которую мы наблюдаем, 
можно рассматривать как 50 различных значений из одного и того же 
распределения. Кроме того, если процесс не слишком инерционен (такое 
свойство имеет то, что называется эргодичностью (ergodicity)), каждый 
элемент строки будет содержать некоторую информацию, не доступную 
из других элементов, и, как показано ниже, среднее по времени по всем 
элементам единственной строки будет соответствовать среднему по ан­
самблю).

Различные классы случайных процессов1 

Стационарные процессы

Случайный процесс {«,} (г =  1 ,2 , . . . )  является (строго) стационарным, 
если для любого заданного конечного целого г и для любого множества
индексов г 1 , г2__ _ Ь совместное распределение ( z ^ z ^ , ___г г, ) зависит
только от i\ — г. ^  — г, . . . ,  ?Г — г, но не от г. Например, совместное распре­
деление (2 1 , 2 5 ) то же самое, что и для (2 1 2 , 2 1 6 ). Что является важным 
для распределения — это относительное местоположение в последова­
тельности. В частности, распределение 2 г- не зависит от абсолютного 
местоположения 2 ;. то есть i. Таким образом, среднее, дисперсия и дру­
гие более высокие моменты, если они существуют, остаются одинако­
выми i. Из этого определения также следует, что любое преобразование 
(функция) стационарного процесса и само стационарно, то есть если {2 *} 
является стационарным, то и { /( 2 ,)} также2. Например, последователь­
ность Ziz\ стационарна, если стационарна последовательность 2 ,-.

Пример 2.1 (i.i.d.-последовательности): Последовательность независи­
мых и одинаково распределенных случайных величин является стацио­
нарным процессом, который не проявляет сериальной зависимости.

Пример 2.2 (ряд из одинаковых констант): Извлеките 2 1  из некоторого 
распределения, а затем положите г, =  2 1  (г =  2 .3__ ). Таким обра­
зом, значение процесса заморожено начальной датой. Так, построенный 
процесс {г,} является стационарным процессом, проявляющим макси­
мальную сериальную зависимость.

'Многие из понятий, собранных в этом параграфе, также можно найти в Section 4.7 
книги [Davidson and MacKinnon, 1993].

‘’Функция /(•) должна быть «измерима», так чтобы }(z, )  была корректно опреде­
ленной случайной величиной. Любая непрерывная функция является измеримой. В даль­
нейшем мы не утруждаем себя в добавлении определения «измеримой», когда функция /  
от случайной величины понимается как случайная величина.
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Очевидно, что если векторный процесс {г,}, построенный таким об­
разом, является стационарным процессом, то тогда каждый элемент этого 
вектора образует одномерный стационарный процесс. Однако обратное 
утверждение неверно.

Пример 2.3 (противопоставление поэлементной и совместной стаци­
онарности): Пусть {=,} (i — 1 .2— ) — скалярный i.i.d.-процесс. Постро­
им на его основе двумерный процесс {гг}, определяя гц = £ ;  и г,2 =  £"ь 
Скалярный процесс {гл} стационарный (это процесс из примера 2.1). 
Скалярный процесс {z,2} также стационарный (процесс из примера 2.2). 
Векторный процесс {г,}, однако, не является (совместно) стационарным, 
поскольку (совместное) распределение гД =  (c i.c i) ')  отличается от рас­
пределения z 2(=  (=2r = 1)/) -

Многие агрегированные временные ряды, такие как ВВП, не явля­
ются стационарными, поскольку они проявляют временной тренд. Менее 
очевидным примером нестационарности являются международные обмен­
ные курсы, которые, как утверждается, имеют возрастающую дисперсию. 
Но многие временные ряды с трендом могут быть редуцированы к стаци­
онарным процессам. Процесс называется стационарным относительно 
тренда (trend stationary), если он является стационарным после удале­
ния из него (обычно линейной) функции времени (которое представлено 
индексом г). Если процесс не является стационарным, но его первая раз­
ность, Zi — Zj—i , стационарна, то процесс {z;} называется стационарным 
в разностях (difference stationary). Стационарные относительно тренда 
и стационарные в разностях процессы будут рассмотрены в главе 9.

Стационарные в ковариациях 
(ковариационно-стационарные) процессы

Случайный процесс {z,} является слабо (или в ковариациях, кова­
риационно) стационарным (weakly (или covariance) stationary), если

(i) Е(z,-) не зависит от i и

(п) Соv(zi,Zi-j)  существует, конечна и зависит только от j ,  но не от / 
(например. C o v ^ .z s )  равна Cov(zi2. гщ)).

Для среднего и ковариации ковариационно-стационарного процесса име­
ет значение не абсолютное, а относительное местоположение в последо­
вательности1. Очевидно, что если последовательность является (строго) 
стационарной и если дисперсия и ковариации конечны, то тогда эта по­
следовательность является слабо стационарной (отсюда и термин «стро­

1 Для среднего такого процесса местоположение не имеет никакого значения. — Прим, 
т уч. рев. перевода.
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гая»). Пример стационарного в ковариациях, но не строго стационарного 
процесса будет дан ниже, в примере 2.4.

Автоковариация у-го порядка (j-th order autocovariance), обозна­
чаемая Гу, определяется как

Гу = Со v(zi,Zi-j) (j = 0 .1 .2 ....) .

Термин «авто» объясняется тем, что входящие в определение две случай­
ные величины взяты из одного и того же процесса. Гу не зависит от i 
из-за стационарности в ковариациях. Также из стационарности в ковари­
ациях Гу удовлетворяет

Гу = Г'_у. (2.2.1)

(Обоснование этого является контрольным вопросом, приведенным ни­
же.) Ковариация 0-го порядка является дисперсией Г0 =  Var(z,). Про­
цессы в примерах 2 .1  и 2 .2  являются стационарными в ковариациях, если 
эта дисперсия существует и конечна. Для процесса из примера 2.1 Го 
является дисперсией распределения, и Гу =  0 для j  > 1 . Для процесса 
из примера 2.2 Гу = Го.

Для скалярного стационарного в ковариациях процесса {г,} автоко­
вариация j-ro  порядка является скаляром. Если 7у является этой кова­
риацией, она удовлетворяет

7 j= 7 -y .  (2-2.2)

Возьмем цепочку из п последовательных значений, ( s j .c ^ i ....... c,+n_i),
скалярного процесса. Вследствие стационарности в ковариациях его п х  п 
ковариационная матрица является той же самой, что и для {z\,Z2 , ■ . . ,  zn), 
и является матрицей линейного спектра (band spectrum matrix):

Var(«j.^i+i......... Z/ -j- fi ~ 1 ) —

70 7i 72 7 n - i
7 1 70 7T 7и-2

7л- 2 • • • 7l 70 7i
.7n- 1 • • - 72 7i 70

Она называется автоковариационной матрицей (autocovariance ma­
trix) процесса. Коэффициент автокорреляцииу-го порядка (j-th order 
autocorrelation coefficient), pj, определяется как

коэффициент автокорреляции /-го порядка =

= Pj = -  =  ^ T r 7 - r j) U = 1 .2 ....) . (2.2.3)
7о Var(2j)

Для j  = 0 pj = 1. График зависимости {pj} от j  =  0 .1 .2 ....  называется 
коррелограммой (correlogram).
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Процессы белого шума

Очень важным классом слабо стационарных процессов является процесс 
белого шума (white noise process), процесс с нулевым средним и отсут­
ствием сериальной корреляции:

стационарный в ковариациях процесс {z7} является белым шумом 
{white noise), если E(z,) =  0 и Соv(zi,Zi-j) = 0 для j  ф 0.

Ясно, что последовательность независимых и одинаково распределенных 
случайных величин (i.i.d.) с нулевым средним и конечной дисперсией 
является частным случаем процесса белого шума. По этой причине она 
называется независимым процессом белого шума (independent white 
noise process).

Пример 2.4 (процесс белого шума, не являющийся строго стацио­
нарным1): Пусть w — случайная величина, равномерно распределенная 
в интервале (0 .7г), определим

2 , =  cos (ш ) (г =  1 .2 ,...) .

Можно показать, что E(zi) = 0, Уаг(г7;) =  1/2 и С о v ( z i ,  Z j )  =  0 для i ф j .  
Поэтому {zi} является белым шумом. Однако ясно, что это не независи­
мый процесс белого шума. Он даже не строго стационарный.

Эргодичность

Говорят, что стационарный процесс {zj} является эргодическим (ег- 
godic), если для любых двух ограниченных функций /  : Rfc+1 -¥ R 
и д : R1+1 —» R

lim \E[f(zi . . . . .  z i+k)g(zi+n. . . . ,  zi+n4.{)] \ =  
n—>эс I I

= |E[ /(zi , . . . , z i+fc)]| |E[g(zi....,Zi+f)]|.

Эвристически стационарный процесс является эргодическим, если он 
асимптотически независим, то есть если две случайные величины, распо­
ложенные в последовательности далеко друг от друга, почти независимо 
распределены. Стационарный процесс, который является эргодическим, 
будет называться эргодически стационарным {ergodic stationary). Эр- 
годическая стационарность будет неотъемлемой частью разработки тео­
рии больших выборок из-за следующего свойства.

'Взят из Example 7.8 в [Anderson, 1971, р. 379].
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Эргодическая теорема (см., например, Theorem 9.5.5 в [Karlin and 
Taylor, 1975]): Пусть {z^  является стационарным и эргодическим про­
цессом с E(z;) = ц х. Тогда

Таким образом, эргодическая теорема является существенным обобще­
нием LLN Колмогорова. Сериальная зависимость, которая исключена 
предположением i.i.d. в LLN Колмогорова, в эргодической теореме до­
пускается при условии, что она исчезает в долговременной перспективе. 
Поскольку для любой (измеримой) функции /(•) процесс {/(гД  явля­
ется эргодически стационарным всякий раз, когда эргодически стацио­
нарен Zi, из этой теоремы вытекает, что любой момент стационарного 
и эргодического процесса (если он существует и конечен) состоятельно 
оценивается выборочным средним. Предположим, например, что про­
цесс Zi является стационарным и эргодическим, и E(z,z-) существует 
и конечно. Тогда среднее pt Y liz iz i состоятельно для E(z;z').

Простейшим примером эргодически стационарного процесса является 
процесс независимого белого шума. (Процесс белого шума, в котором 
независимость ослаблена до отсутствия сериальной корреляции, не обя­
зательно эргодичен; см. пример 2.4 выше.) Другой важный пример — 
AR(1) — процесс, удовлетворяющий

Пусть xt является элементом z t. Скалярный процесс {xi} называется 
мартингалом по отношению к {z*} (martingale with respect to {z;}), 
если

Множество (zj_i,Zf_ 2 .......z\), стоящее в условии, часто называется ин­
формационным множеством (information set) в точке (на дату) / -  1.

'Так что среднее предполагается существующим и конечным.
2Если процесс начинается в бесконечном прошлом, так что г пробегает значения

от -о с до ос, определением является E (x ,|z , - i . z , - 2 __ ) =  x t- i ,  и уточнение «/ > 2»
не нужно. Начинается ли процесс с бесконечного прошлого или с даты ? = I, для теории 
больших выборок, которая будет излагаться ниже, не имеет значения. Что будет иметь 
значение, так это то, что процесс начинается ранее периода выборки.

Zi — С +  p2j_  1 +  £■;, |р| <  1.

где {?г} является независимым белым шумом.

Мартингалы

E(Xi\Zi-l,Zi - 2 ------ -- Z ] ) =  .r ,_ i для / >  2* 2. (2.2.4)
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Процесс {.г;} называется просто мартингалом (martingale). если инфор­
мационное множество образовано его собственными прошлыми значени­
ями (хг_ 1 . .Г;_2 , — x’i). Если z, включает х*. то {х,} является мартинга­
лом, поскольку

Е(.Г/|Х(— 1. Х;_2....... Xi) =
=  E [ E ( x j |z i - 1 . Z i - 2 , . . . ,  Z i ) \ x -t- 1 ,  Xi- 2 . . . , x i ]

(закон повторных математических ожиданий)
=  E ( X j —  1 |Xj_ i, Xj _2 , . . . , X l )  =  X i - I .

Векторный процесс { z , }  называется мартингалом, если

E ( z j \ z j - \ ....... Z \ )  = z i - 1 для i > 2. (2.2.5)

Пример 2.5 (мартингальная гипотеза Холла (H a l l ’s  M a r t in g a le  H y ­
p o th e s is ) ) :  Пусть Zi — вектор, содержащий совокупность макроэкономи­
ческих переменных (таких как предложение денег или ВВП), включая 
агрегированное потребление с* за период г. Мартингальная гипотеза 
в [Hall, 1978] состоит в том, что потребление является мартингалом 
относительно z f

E ( c j j z i —i, Zj -2-  ■ ■ ■ • Z \ )  =  Сг-Ь
Это формализует понятие теории потребления, называемое «сглаживани­
ем потребления»: потребитель, желающий избежать колебаний в уровне 
жизни, корректирует потребление на дату г — 1 до такого уровня, чтобы 
не ожидать никаких изменений в последующем уровне потребления.

Случайные блуждания

Важным примером мартингалов является случайное блуждание (ran­
dom walk). Пусть {<7,} — векторный процесс независимого белого шума 
(таким образом, он является i.i.d. со средним О и конечной дисперсион­
ной матрицей). Случайное блуждание, {г,}. является последовательно­
стью накопленных сумм:

z \ = g \ .  z 2 =  g \ + g ^ . . . .  z i  = g i  +  g 2 +  ■ ■ ■ +  gi .  - ■ ■ . (2.2.6)

Если задана последовательность { z j ,  лежащую в ее основе последова­
тельность независимого белого шума, {<7 ,}, можно восстановить, беря 
первые разности:

g \ = z \ ,  д 2 =  z2 -  z \ .........g t = Zi -  z , . . b  . . .  . (2 .2 .7 )

Таким образом, первая разность случайного блуждания является неза­
висимым белым шумом. Случайное блуждание является мартингалом,
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поскольку

E(z,-|zi_b • • •, zi) = E(zi|0 ,-_i.......g i)
(так как (zj _ i,. . . ,  zj) и (gj- ь ... ,</i) содержат одинаковую 
информацию, как мы только что видели)
=  E (g j +  <?2 + ----- Ь 9i\gi~  ь -----<?i)

= E(gi|g,_b • • ■ ,0 i) +  (0i +  ■ + 0 i-i)  =
= 0 i + • • • + 0 i-i (E(gi\gi-i,. . . .g i) = 0

так как {gi} является независимым белым шумом) =
= z,-_i (по определению z,;._i). (2 .2 .8 )

Последовательность мартингал-разностей

Векторный процесс gi с Е(дД = 0 называется последовательностью 
мартингал-разностей (martingale difference sequence, m.d.s.) или мар­
тингал-разностью (martingale differences), если математическое ожида­
ние, условное относительно его прошлых значений, также равно нулю:

Е(0 ;|0 г~ь0 1- 2 , • • • , 0 i) = о для г > 2 . (2.2.9)

Процесс называется так потому, что накопленная сумма г*, созданная 
на основе последовательности мартингал-разностей д*, является мар­
тингалом; доказательство этого аналогично (2.2.8). Обратно, если z; — 
мартингал, то его первая разность, построенная, как в (2.2.7), является 
последовательностью мартингал-разностей.

Последовательность мартингал-разностей не имеет сериальной кор­
реляции (то есть Cov(<7i,0 i_j) = 0 для всех г и j  ф  0 ). Доказательство 
этого утверждения проводится следующим образом.

Доказательство. Прежде всего заметим, что мы можем, без потери 
общности, предположить, что j  > 1 . Так как среднее нулевое, доста­
точно показать, что E(g;g'_j) = 0 . Поэтому рассмотрим это выражение, 
переписав его следующим образом:

E (0 i0 ! - j)  =

= E[E(gj</j_j|gt\-j)] (по закону полных математических ожиданий)

= Е[Е (gi\gi-j)glj)}
(вследствие линейности условных математических ожиданий).
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Далее, так как j  > 1 , ........9>-j• — 9 1 ) включает 9i-j. Следовательно,

E(ffilffi-j) =
=  EpEfoilffc-i.. • • • • • .g i) |3 i- j]

(по закону повторных математических ожиданий)
=  О.

Последнее равенство выполняется потому, что

{̂9i\9i-\ - ■ ■ ■ - 9i-j-: ■ ■ ■ - 9\) =  0  ■

ARCH-процессы

Примером мартингал-разностей, часто используемым в анализе доходно­
стей активов, является процесс с авторегрессионной условной гетеро- 
скедастичностью (autoregressive conditional heteroskedastic — ARCH), 
введенный в [Engle, 1982]. Процесс {</,•} называется ARCH-процессом 
порядка 1 (ARCH process of order 1) (ARCH(l)), если он может быть 
записан в виде:

9i =  VC +  «9?-i ■ -»• (2.2.10)

где {е(} есть i.i.d. с нулевым средним и единичной дисперсией. Ес­
ли д\ является начальным значением процесса, мы можем использо­
вать (2.2.10) для вычисления значений Например,

В более общем случае </г(г > 2) есть функция от д\ и ....... г*}.
Следовательно, не зависит от (.9 1 , 5 2 ....... Qi-О- Тогда легко показать,
что {д,} есть m.d.s., поскольку

Е(9г|9г~ь9?-2! ■ ■ ■ - 9 \ )  =  (2.2.11)

=  Е ( \ /с  +  од? -1 • с i | <7i—1 • 9i- 2 ....... 9 \ ) =

=  VC +  п9г- 1 Е(с j | <Уг— 11 9г-2г • • • , 91 ) =

=  VC-+ a9 i - \E(ci) (так как е, не зависит от (9 1 . 9 2— -9i-\)) =
=  0 (так как Е(гг-) =  0). (2.2.12)

Аналогичная аргументация приводит к

Е(.9г2|9;-1 ■ <7;-2........91) = С + л.9г-1- (2.2.13)

Поэтому условный второй момент (который равен условной дисперсии, 
так как Е (9*|<7,-_i . 9^_2 ........9 1 ) =  0 )) является функцией от собственной
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истории процесса. В этом смысле указанный процесс выражает соб­
ственную условную гетероскедастичность (own conditional heteroske- 
dasticity). Можно показать (см., например [Engle. 1982]), что такой 
процесс является строго стационарным и эргодическим, если |а | < 1. 
при условии, что д\ извлекается из соответствующего распределения, 
или при условии, что процесс начинается в бесконечном прошлом. Если 
процесс gt стационарный, легко найти его безусловный второй момент. 
Беря безусловное математическое ожидание от обеих сторон (2.2.13) 
и замечая, что

E[E(5f|^_i.^_2,...,5i)] = E(s?) и EG??) = E(5?_j), 

если gi стационарный, мы получаем:

E{gf) = Q + aE(gf)  или E(gf) = —^— . (2.2.14)
1 — а

Если а > 0, эта модель отражает характерное свойство, найденное для 
доходностей активов: за большими значениями, как правило, следуют 
также большие значения. (Для более подробной информации об ARCH-npo- 
цессах см., например [Hamilton, 1994, Section 21.1].)

Другая формулировка отсутствия сериальной зависимости

Очевидно, что процесс независимого белого шума является стационар­
ной последовательностью мартингал-разностей с конечной дисперсией. 
И, как уже было видно, последовательность мартингал-разностей не име­
ет сериальной корреляции. Таким образом, у нас есть три формулировки 
отсутствия сериальной зависимости для стационарного в ковариациях 
процесса с нулевым средним. Они, в порядке ослабления, таковы:

(1) «{gi} независимый белый шум» =>
=» (2) «{<7г} стационарная m.d.s. с конечной дисперсией» => (2.2.15)
=£■ (3) «{<7г} белый шум».

Условие (1) более сильное, чем (2), поскольку существуют процессы, 
удовлетворяющие (2), но не (1). Примером является ARCH(l)-nponecc 
(2.2.10) с | п| < 1. Рис. 2.1 показывает, как реализация процесса, удо­
влетворяющего (1), обычно отличается от реализации процесса, удовле­
творяющего (2). Верхний график (а) изображает реализацию последова­
тельности независимых и нормально распределенных случайных величин 
со средним 0 и единичной дисперсией. Нижний график (Ь) изображает 
А11СН(1)-процесс (2.2.10) с (  =  0.2 и а  = 0,8 (так что безусловная 
дисперсия, С/(1 -  о), равна единице, как и на графике (а)), где i.i.d.-по­
следовательность si в (2.2.10) та же, что и использованная в части (а)

133



р и с . 2 .1 ,  т а к  ч т о  зн а к и  в (а )  и (Ь ) о д и н а к о в ы  в к а ж д о й  т о ч к е . Р я д  в (Ь) 

в ц ел о м  м е н е е  в о л а т и л е н , чем  в (а ) ,  н о  в н е к о т о р ы х  т о ч к а х  о н  н а м н о г о  

б о л е е  в о л а т и л е н . Т ем  н е  м е н е е  э т о т  р я д  с т а ц и о н а р н ы й .

(а)

Глава 2. Теория больш их выборок

Рис. 2.1. Графики сериально некоррелированных временных рядов:
(а) последовательность i.i.d. iV (0 ,1), (b) A R C H (l) с шоками, взятыми из (а)

У сл о в и е  ( 2 )  б о л е е  с и л ь н о е , чем  (3 ) :  п р о ц е с с  в п р и м е р е  2 .4 .  я в л я е т с я  

б е л ы м  ш у м о м , н о  (к а к  вы п о к а ж е т е  в к о н т р о л ь н о м  в о п р о с е )  он  н е  у д о ­

в л е т в о р я е т  (2 ) .

CLT для эргодических стационарных 
последовательностей мартингал-разностей

С л е д у ю щ а я  C L T  о б о б щ а е т  C L T  Л и н д е б е р г а  — Л е в и  на с т а ц и о н а р н у ю  

и э р г о д и ч е с к у ю  m .d .s .
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CLT для эргодических стационарных мартингал-разностей [Bil­
lingsley, 1961]: Пусть {дг} — векторная последовательность мартингал- 
разностей, которая является стационарной и эргодической с Е(д,-д.) = 
= S 1, И пусть g = у Y a = \ 9t ■ Тогда

В о т л и ч и е  о т  C L T  Л и н д е б е р г а  — Л е в и , з д е с ь  н е т  н е о б х о д и м о с т и  в ы ч и ­

тать  с р е д н е е  и з gi,  п о с к о л ь к у  б е з у с л о в н о е  с р е д н е е  m .d .s .  п о  о п р е д е л е н и ю  

н ол ь . П о  т ой  ж е  п р и ч и н е  £  т а к ж е  р а в н а  V a r (gi).  Э та  C L T , б у д у ч и  

п р и м ен и м о й  н е  т о л ь к о  к п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  i . i .d . ,  н о  и к с т а ц и о н а р н ы м  

м а р т и н г а л -р а зн о с т я м , т а к и м  как А И С Н (1 ) -п р о ц е с с ы , я в л я е т с я  б о л е е  о б ­

щ ей , чем  C L T  Л и н д е б е р г а  — Л е в и .

М ы  п р ед ст а в и л и  L L N  д л я  сер и а л ь н о  к о р р ел и р о в а н н ы х  п р о ц е с с о в  в ф о р ­

м е э р г о д и ч е с к о й  т е о р е м ы . Ц е н т р а л ь н а я  п р е д е л ь н а я  т е о р е м а  д л я  с е р и а л ь ­

но к о р р е л и р о в а н н ы х  п р о ц е с с о в  б у д е т  п р е д с т а в л е н а  в г л а в е  6 .

2. (Прогнозирование белого шума.) Для процесса белого шума в примере 2.4 
Е(г,-) =  0. Каково значение Е(д,;c i) для i > 2? Указание: Вы должны быть 
в состоянии прогнозировать будущее точно, если знаете значение z\. 
Является ли процесс m.d.s.? [Ответ: Нет.]

3. (Отсутствие ожидаемых изменений в мартингалах.) Предположим, что {.г, } -- 
мартингал относительно {г,}. Покажите, что

Е(.Г,-+Л2 < -1  • Zi-- 2 , . . . , Z \ )  =*,-_! и E (xi+J+1 -  X i + p Z t - i . Z i - i ......... Z \ ) = 0

для j  = 0 ,1 ........ У казание: Используйте закон повторных математических
ожиданий.

4. Пусть {.гЛ — последовательность действительных чисел, которые изменяют­
ся по г, и {:,} — последовательность i.i.d. случайных величин со средним 
0 и конечной дисперсией. Является ли процесс {х, •-,■} i.i.d.? [Ответ: Нет.] 
Является ли он сериально независимым? [Ответ: Да.] A m.d.s.? [Ответ: Да.] 
Стационарным? [Ответ: Нет.]

'Так как последовательность {<?,} стационарна, эта матрица перекрестных моментов 
не зависит от г. Также поскольку матрица перекрестных моментов указана, то подра­
зумевается. что все перекрестные моменты существуют и конечны.

Контрольные вопросы

1. Докажите, что Гу =  Г'_у. Указание:

Соv ( z h Zi-j) = Е[(г/ -  p.){Zi-j -  р)'}.

где р  — Е (zj). В силу стационарности в ковариациях,

Со v(Zi .Zj-j )  =  Соv ( z i+j,z ,) .
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5. Покажите, что случайное блуждание нестационарно. Указание: Проверьте 
дисперсию.

6. (Первая разность мартингала является мартингал-разностью.) Пусть {г,} — 
мартингал. Покажите, что процесс {<?,}, построенный по (2.2.7), является 
m.d.s. Указание: (gi , . . . ,gi )  и {z i , . ..  ,Zj) используют одну и ту же инфор­
мацию.

7. (m.d.s., не являющаяся независимым белым шумом.) Пусть gt =  е, -e ,_ i, где 
{с,}  - процесс независимого белого шума. Очевидно, что {д,}  не является
i.i.d. Убедитесь, что {gt} (i = 2 .3 , . . . )  есть m.d.s. Указание:

Е { д , \ д , д 2) = Е[Е(г,- • £ j- i |£ (- i ,  • .. ,£-i)k»-i 2 • £ ,-з, ■ ■ ■ , •  £ч].

8. (Пересмотр ожиданий является m.d.s.) Пусть {у,} — процесс такой, что 
Е(уг.у, - ь  у , - 2 , ■ ■ . , у \ ) существует и конечно, и определим

ГН = Е(у; !, У/-2, • • • • .!/] ) ~ Е ( . 2. Щ-Л ....... |/|).

Таким образом, гг! есть изменение ожиданий при добавлении еще одного 
наблюдения к информационному множеству. Покажите, что {r,i} (г >  2) 
есть m.d.s.

9. (CLT Биллингсли сильнее CLT Линдеберга —Леви.) Пусть {г*} — после­
довательность i.i.d. с Е ( z^  = р. и \ гаг(г;) =  £ ,  как в CLT Линдеберга — 
Леви. Используйте CLT для мартингал-разностей, чтобы доказать утвер­
ждение CLT Линдеберга—Леви, а именно что \/n {zn -  ц) N (О.£ ) . 
Указание: {zn -  р.} является процессом независимого белого шума и, сле­
довательно, эргодически стационарной m.d.s.

2.3. Распределение OLS-оценки на больших выборках

Важность в эконометрике процедуры OLS, первоначально разработанной 
для классической регрессионной модели главы 1, заклю чается в том, 
что она имеет хорошие асимптотические свойства для класса моделей, 
которые полезны в экономике, но отличны от классической. Среди этих 
моделей модель, представленная в этом параграфе, имеет, вероятно, наи­
более широкий диапазон экономических приложений. Д ля получения 
асимптотического распределения OLS-оценки не требуется никаких спе­
цифических предположений о распределении (таких как нормальность 
ошибок). Требование теории конечных выборок, чтобы регрессоры были 
строго экзогенными или «фиксированными», заменяется на более слабое 
требование того, чтобы они были «предопределенными». (Д ля полноты 
изложения, в приложении развивается параллельная асимптотическая 
теория для модели с «фиксированными» регрессорами.)
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Модель

Мы используем термин «процесс порождения данных» (data generating 
process — DGP) для случайного процесса, порождающего конечную 
выборку (у . Х ). Следовательно, если мы специфицируем DGP, то можно 
определить совместное распределение конечной выборки ( у . Х) .  В тео­
рии конечных выборок, где размер выборки фиксированный и конечный, 
мы определяем модель как множество совместных распределений ( у .Х) .  
В теории больших выборок модель формулируется как множество DGP. 
Модель, которую мы исследуем, — это множество DGP, удовлетворяю­
щих следующей совокупности предположений.

Предположение 2.1 (линейность):

yi =  x'i!3 +  £i (г =  1, 2 , . . . , п ) ,

где х j есть К-мерный вектор объясняющих переменных (регрессоров), 
/3 — К-мерный вектор коэффициентов и ег — ненаблюдаемая ошибка.

Предположение 2.2 (эргодическая стационарность): (К  +  1 )-мерный 
векторный случайный процесс {?/,, ж,} является совместно стационарным 
и эргодическим.

Предположение 2.3 (предопределенные регрессоры): Все регрессо­
ры являются предопределенными (predetermined) в том смысле, что 
они ортогональны текущей ошибке: Е(х,;.с,) =  0 для всех i и к 
(— 1.2. . . . .  К ) 1. Это может быть записано как

Е[хi • (iji -  х[13)} =  0 или, эквивалентно, Е (gi) =  О,

где gi = Xi • Si.

Предположение 2.4 (ранговое условие): К  х К  матрица Е(ж;ж') яв­
ляется невырожденной (и, следовательно, конечной). Мы обозначаем эту 
матрицу Е хх.

Предположение 2.5 (g i является последовательностью мартингал- 
разностей с конечными вторыми моментами): {#,} есть последова­
тельность мартингал-разностей (поэтому заведомо Е(д,) =  0). Матрица

1 Наше определение термина «предопределенные» неуниверсально. Некоторые авторы 
говорят, что регрессоры предопределенные, если Е(Хг-> • ?д — О для всех j  > О, 
а не только для j  = 0. То есть ошибка ортогональна не только текущим, но и прошлым 
значениям регрессоров. В [Koopmans and Hood, 1953] регрессоры называются предопреде­
ленными, если е, не зависит от x , - j  для всех j  > 0. Наше определение такое же, как 
в [Hamilton, 1994].
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размера К  х К  перекрестных моментов, E(gtg'j), невырождена. Мы ис­
пользуем S  для Avar(gf) (дисперсия асимптотического распределения 
Уn g , где g = pt ^2i9j)- По предположению 2.2 и CLT для эргодической 
стационарной мартингал-разности S  = E(gig\).

Первое предположение — это просто воспроизведение предположе­
ния 1.1. Оставшиеся предположения требуют длительных комментариев.

• (Эргодическая стационарность.) Тривиальный, но важный специ­
альный случай эргодической стационарности состоит в том, что 
{у,.Ж;} есть i.i.d., то есть выборка является случайной1. В боль­
шинстве существующие микроданные о домохозяйствах являются 
случайными выборками, с наблюдениями, случайно выбранными 
из генеральной совокупности национальных домохозяйств. Таким 
образом, мы ни в коем случае не исключаем модели, которые ис­
пользуют кросс-секционные данные.

• (Модель адаптирована к условной гетероскедастичности.) Если {у/, ж,;} 
стационарный, то ошибка = у,- — ж'/З также стационарна. По­
этому из предположения 2.2 вытекает, что безусловный второй 
момент Е(г^) — если он существует и конечен — постоянен по ?. 
То есть ошибка безусловно гомоскедастична. Тем не менее ошибка 
может быть условно гетероскедастичной — условный второй мо­
мент, E(e‘f \x ;), может зависеть от хр Пример, в котором ошибка го­
москедастична безусловно, но не условно, включен в параграф 2.6, 
где будут изучены последствия наложения на модель условной го- 
москедастичности (что E(e‘f\xi) — о 1).

• (Е(ж,- • £i) = 0 против Е(е;|ж;) = 0.) Иногда вместо условия орто­
гональности Е(ж, • £,) = 0 предполагается, что ошибки не связаны 
в том смысле, что Е(ег|жг) = 0. Последнее условие более строгое, 
чем условие ортогональности, поскольку предполагает, что для лю­
бой (измеримой) функции /  от ж,:, /(ж*) ортогональна ер.

Е[/(ж,;)с-г] =  Е[Е(/(ж;)5,'|ж;)] = Е[/(ж,) E (f;|ж,)] =  0.

Это более строгое условие удовлетворяется в моделях рациональ­
ных ожиданий, но для целей разработки асимптотической теории 
нам нужно только более слабое предположение условия ортого­
нальности.

'На самом деле, как только сделано предположение о независимости, те же самые 
результаты для больших выборок могут быть доказаны для более обшего случая, 
в котором {d/i.x,} независимы, но не одинаково распределены (i.n.i.d.), при условии, что 
удовлетворяются некоторые условия на более высокие моменты совместного распреде­
ления (з ,.# ,), Мы не будем рассматривать это обобщение, потому что предположение i.i.d. 
выполняется в большинстве наборов микроданных.
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• (Предопределенные против строго экзогенных регрессоров.) От ре­
грессоров не требуется быть строго экзогенными. Как мы отмеча­
ли в параграфе 1.1, из предположения экзогенности (предположе­
ние 1.2) вытекает, что для А-го регрессора Е (xj^Si) =  0 для всех / 
и j ,  а не только для г = j,  что исключает возможность того, что 
текущая ошибка, с», коррелирована с будущими регрессорами, x-l+j 
для j  > 1. Предположение 2.3, ограничивающее только одновре­
менную связь между ошибкой и регрессорами, не исключает этой 
возможности. Например, AR(l)-npouecc, который не удовлетворяет 
предположению экзогенности классической регрессионной модели, 
может быть вмещен в модель этой главы. Это более слабое пред­
положение о предопределенных регрессорах будет далее ослаблено 
в следующей главе.

• (Ранговое условие как отсутствие мультиколлинеарности в преде­
ле.) Так как Е(жгЖ-) конечно по предположению 2.4, lim ,,-^  S xx = 
— Яхх (где S xx =  ^ Хц=1 x ix 'i) с вероятностью единица по эрго- 
дической теореме. Поэтому для достаточно больших п выборочный 
перекрестный момент регрессоров S xx , который может быть запи­
сан как j j X ' X ,  невырожден, по предположениям 2.2 и 2.4. Так 
как j j X ' X  невырождена, если и только если rank(X ) =  К,  пред­
положение 1.3 (отсутствие мультиколлинеарности) удовлетворяется 
с вероятностью единица для достаточно больших п. В OLS-формуле 
b =  S~^sxy (где 8Ху = £ х г • Vi) s xx необходимо обращать. 
Если S xx вырождена на конечных выборках (так что она не может 
быть обращена), мы просто присваиваем Ь произвольное значение 
так, чтобы OLS-оценка была определена для любой выборки. •

•  (Достаточное условие для того, чтобы {</,} была m.d.s.) Так как 
m.d.s. (последовательность мартингал-разностей) имеет нулевое сред­
нее по определению, предположение 2.5 более строгое, чем пред­
положение 2.3. Предположение 2.5 будет нужно нам, чтобы до­
казать асимптотическую нормальность OLS-оценки. Предположе­
ние о произведении регрессоров и ошибки может быть сложно 
интерпретировать. Достаточное условие, которое интерпретировать 
легче, таково:

E(-i|= i-l- - • • • .сьЖ;,Жг_1....... Ж,) =  0. (2.3.1)

Заметим, что в информационное множество включены как теку­
щие, так и лагированные регрессоры. Из этого условия вытекает, 
что ошибка сериально некоррелирована, а также не коррелирована 
с текущими и прошлыми регрессорами (доказательство очень по­
хоже на доказательство в предыдущем параграфе того, что m.d.s.
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сериально некоррелирована). То, что (2.3.1) достаточно для то­
го, чтобы {gi}  был m.d.s., можно увидеть следующим образом. 
Мы имеем:

Е(з,|с/;—] . . . . ,  gi) =

Это выполняется по закону повторных математических ожиданий, 
поскольку во «внутреннем» информационном множестве (£■*_i . ^г—2- 
. . . ,  с 1 , ж,-, £Cj-i. —  Ж]), содержится больше информации чем во «внеш­
нем» информационном множестве (gt-i , . . .  ,gi). Следовательно,

E (0 i |0 i- i ,. .- ,f f i)  =
=  E[Xi  E ( c j | c j _ • • • , £ l, Xi,  Xi— l , . . . ? ®1) |ffi —1 ■ • • • ■ ffl]

(в силу линейности условных математических ожиданий)
=  0 (из (2.3.1)). (2.3.2)

• (Когда регрессоры включают константу.) Практически во всех при­
ложениях регрессоры включают константу. Если регрессоры вклю­
чают константу, так что хц =  1 для всех г, то предположение 2.3 
о предопределенных регрессорах может быть сформулировано бо­
лее привычным образом: среднее ошибки нулевое (что вытекает 
из условия Е(ж^-сг) =  0 для к =  1), одновременная корреляция 
между компонентой ошибок и регрессорами нулевая (что вытекает 
из условий E(xik£i) = 0 для к ф 1 и Е(е,) =  0). Также, поскольку 
первый элемент А'-мерного вектора </,•(= ж; -сг) есть сг-, из предпо­
ложения 2.5 вытекает, что

Е ( = г | » г - Ь 9 г - 2 . - - - . 3 1 )  =  0 .

Тогда, по закону повторных математических ожиданий, е,- является 
скалярной m.d.s.:

Е(~г|~г—1 • ~г—2---- .£ l ) = 0 .  (2.3.3)

Следовательно, из предположения 2.5 вытекает, что ошибка сама 
является m.d.s. и, следовательно, сериально некоррелирована. •

•  (S  является матрицей четвертых моментов.) Поскольку д, =  ж, • £и 
матрица S  в предположении 2.5 может быть записана как Е(г?ж,ж'). 
Ее (k. j)  элементом является Е(е?жд.Жу). Поэтому S  является мат­
рицей четвертых моментов (математических ожиданий произведе­
ний четырех различных переменных). Состоятельное оценивание S  
будет требовать дополнительного предположения, которое будет 
специфицировано в параграфе 2.5.
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• (Отсутствие предположения 2.5 приводит к другому выражению 
для матрицы S.) Благодаря предположению о том, что {gi} есть 
m.d.s., S(=  Avar(g)) равна Е(д{д[). Без этого предположения, как 
мы увидим в главе 6, выражение для S  будет более сложным 
и включает автоковариации д;.

Мы теперь докажем, что OLS-оценка является состоятельной и асимпто­
тически нормальной. В остальной части этой главы следует иметь в виду, 
что OLS-оценка Ь зависит от размера выборки п (хотя эта зависимость 
не делается явной из-за нашего выбора не снабжать b индексом п) и что 
число регрессоров К  остается фиксированным, когда мы отслеживаем 
последовательность OLS-оценок, снабженным индексом п. На данный 
момент мы предполагаем, что для S(=  Avar(p) =  Е (<7i<?-) =  E (e?x ,a :'))  
доступна некоторая состоятельная оценка, обозначаемая как S. Задача 
состоятельного оценивания S  будет рассмотрена позже.

Утверждение 2.1 (асимптотическое распределение OLS-оценки):

(a) (Состоятельность Ь для /3) При предположениях 2.1-2.4, имеет 
место равенство p l im ^ ^  Ь — (3. (Поэтому предположение 2.5 не яв­
ляется необходимым для состоятельности.)

(b) (Асимптотическая нормальность Ь.) Если предположение 2.3 уси­
лить до предположения 2.5, то тогда

(Напомним: =  Е(ж;ж'), S  = Е (gig'), gi = ж, •

(с) (Состоятельная опенка Avar(Ь).) Предположим, что доступна со­
стоятельная оценка S  для S  (К  х К). Тогда при предположении 2.2, 
Avar(b) состоятельно оценивается посредством

Асимптотическое распределение OLS-оценки

\/п(Ъ — /3) -> Лг(0, Avar(b)) при п —> ос,
d

где
Avar ( 6 ) - E ^ S S - i . (2.3.4)

аЯ^[Ь) = s xl  S  s xl (2.3.5)

где S xx есть выборочное среднее от х ix[:

(2.3.6)
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Доказательство является ярким примером всех стандартных трюков 
в асимптотике. Для доказательства (а) и (Ь) будут использоваться три 
трюка: 1) записать рассматриваемый объект в терминах выборочных 
средних, 2) применить соответствующие LLN (Эргодическая теорема 
в данном контексте) и CLT (CLT для эргодической стационарной мартин­
гал-разности) к выборочным средним и 3) использовать лемму 2.4(c) для 
получения асимптотического распределения. Доказательство части (с) 
не приводим, поскольку оно непосредственно следует из эргодической 
стационарности.

Доказательство (части (а) и (Ь)).

(1) Сначала мы запишем выборочную ошибку Ь — (3 в терминах выбо­
рочных средних:

Ь - р  = { Х ' Х у ' Х ' е  =

= а * '* Г (^ )  =
л п  _, 1 п

2=1 2=1
= S ^ g ,  (2.3.7)

1 "
где д =  -  'У'  ди д, =  ж* • £».

Х—\

Выборочные средние S xx и д зависят от размера выборки п, хотя 
обозначения не делают это явным. 2 3

(2) (Состоятельность.) Так как, по предположению 2.2, процесс {xix[} 
является эргодически стационарным, S xx — Е хх. (Сходимость здесь 
фактически почти наверное, но из сходимости почти наверное выте­
кает сходимость по вероятности.) Поскольку матрица Е хх обратима, 
по предположению 2.4, S~J; -»р E “J, по лемме 2.3(a). Аналогично 
д  —»р Е (д ;) ,  что , по предположению 2.3, есть 0 . Поэтому, по лем­
ме 2.3(a), S~x9 -*р E~,j.O =  0- Следовательно, рНш„ ^ { Ъ  — /3) =  О, 
откуда вытекает, что plim ,^^- Ь =  /3.

(3) (Асимптотическая нормальность.) Перепишем (2.3.7) в виде:

^ . ( b - ( 3 )  = S - ^ g ) .  (2.3.8)

Как упомянуто в формулировке предположения 2.5, \/пд  —̂  Аг(0. S). 
Поэтому, по лемме 2.4(c), \/п{Ь -  /3) сходится к нормальному рас­
пределению со средним 0 и дисперсией E^S^E;^,)'. Но так как 
матрица Е хх является симметричной, это выражение равно (2.3.4). ■
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Этот результат говорит о том, что распределение умноженной на у'т? 
выборочной ошибки сколь угодно точно аппроксимируется нормальным 
распределением, когда размер выборки достаточно большой. Естествен­
ный вопрос заключается в том, насколько большой «большой»: насколько 
большим должен быть размер выборки, для того чтобы асимптотиче­
ская аппроксимация была обоснованной? Асимптотический результат, 
который мы только что получили, справедлив для всех DGP, удовлетво­
ряющих предположениям модели. Однако размер выборки, необходимый 
для достижения той или иной меры близости к асимптотическому рас­
пределению, зависит от DGP. Мы затронем эту проблему в этой главе 
в эксперименте Монте-Карло.

Обратимся теперь к OLS-оценке дисперсии ошибок, s2.

Утверждение 2.2 (состоятельная оценка дисперсии ошибок): Пусть 
(ti = ух — х\Ъ есть OLS-остаток для наблюдения i. При предположени­
ях 2.1-2.4,

при условии, что E(s'f) существует и конечно.

Если бы мы могли наблюдать ошибку, в;, то тогда очевидной оценкой 
было бы выборочное среднее от sf. Она является состоятельной в силу 
эргодической стационарности. Основная идея утверждения 2.2 заключа­
ется в том, что замена настоящей ошибки, гу, OLS-остатком, с;, не на­
рушает состоятельности. Давайте тщательно разберем пункт за пунктом 
схему доказательства, поскольку знание того, как справиться с расхож­
дением между Si и его оценкой е*, будет полезным и в других контекстах. 
Поскольку

достаточно показать, что выборочное среднее от ef, ^ ef, сходится 
по вероятности к Е (ef). Связь между е\ и г,- задается как

s2 состоятельна

71

i=1

fit = Vi~ х\Ъ =
— yi -  х'хР -  ж-(6 -  (3) (добавляя и вычитая аг'/З) 

=  г; -  х'х{Ъ -  (3). (2.3.9)

так что
f  -  2(6 -  (3)'хг • с,; +  (6 -  (ЗУххх'^Ь -  13). (2.3.10)
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Глава 2. Теория больших выборок

Суммируя по /, мы получаем:

1 п Л п 1 п

2 = 1 г= 1 г = 1

+  ( b - P Y ^ X i x t y b - P )  =
i= 1

- Т е * - 2  (Ь-  /3)'д + (Ь -  /3)' Sxx(b -  /3). (2.3.11)Г) ^
г =1

Остаток доказательства, который должен показать, что plim двух по­
следних слагаемых равны нулю, так что plim £ е\ = plim £ в?,
остается в качестве контрольного вопроса. Если вы будете рассматривать 
этот вопрос, вам будет ясно, что все, что требуется от оценки коэф­
фициента, — это ее состоятельность; если для формирования остатков 
используется другая состоятельная оценка, а не OLS-оценка 6, указанная 
оценка дисперсии ошибок остается состоятельной для E(cf).

Контрольные вопросы

1. Предположим, что Е(у*|ж,-) =  ж'/З, то есть предположим, что регрессия у, 
на Xj является линейной функцией по ж*. Определим =  (/,— ж'/З. Покажите, 
что х i ортогонален г*. Указание: Сначала покажите, что Е(с;|жг) =  0.

2. (Предполагается ли Е(£?) конечным?)

(a) Вытекает ли из предположений 2.1-2.5, что E(ef) существует и конеч­
но? Указание: Вторые моменты строго стационарного процесса могут 
не быть конечными.

(b) Если один из регрессоров в нашей модели является константой, то дис­
персия ошибки конечна. Докажите это. Указание: Если хц  — 1, то эле­
мент (1,1) матрицы gjg'j равен ej.

3. (Альтернативное выражение для S.) Пусть /(ж ,) =  E(«f |ж*). Покажите, что 
S (=  E(e?Xix'j)) можно записать как

S  = Е[/(ж,)ж,ж'].

Указание: закон полных математических ожиданий.

4. Завершите доказательство утверждения 2.2. Указание: Мы уже доказали 
для утверждения 2.1, что plim g = 0, plim S xx =  ИХх и рНш(Ь -  /3) =  0 
при предположениях 2.1-2.4. Используйте лемму 2.3(a), чтобы показать, что 
plim(6 -  (3)'g = 0 и рНш(Ь -  f3)'SXx(b -  /3) =  0.

5. (Утверждение 2.2 с состоятельной /3.) Докажите следующее обобщение утвер­
ждения 2.2:
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2.4. Тестирование гипотез

Пусть s, = Di -  ж'/З, где /3 — любая состоятельная оценка /3. При 
предположениях 2.1, 2.2 и предположении того, что Е(ж, •=,■) и Е(ж*ж') 
конечны, ->р Е( ф.

Поэтому регрессоры не обязаны быть ортогональными ошибке.

2.4. Тестирование гипотез

Статистические выводы в теории больших выборок основаны на тестовых 
статистиках, асимптотическое распределение которых известно в случае 
правильности нулевой гипотезы. Получить распределения тестовых ста­
тистик легче, чем в теории конечных выборок, поскольку нас интересует 
только аппроксимация точного распределения на больших выборках. 
В этом параграфе мы получаем тестовые статистики, предполагая всюду, 
что для S(=  Е (gig'i)) доступна состоятельная оценка, S.  Проблема со­
стоятельного оценивания S  будет рассмотрена в следующем параграфе.

Тестирование линейных гипотез

Рассмотрим тестирование гипотезы о значении k-то коэффициента /3*. 
Из утверждения 2.1 вытекает, что при Но : 0k = 0k

Vn(bk ~ 0k) N  (°> Avar(bk)) и Avar(6*) -> Avar(b*.).
d P

где bk есть к-й элемент b и Avar(b*.) есть (к, к )-й элемент К х  К  матрицы 
Avar(b). Поэтому лемма 2.4(c) гарантирует, что

где

, _  y/n-jbk -  0 к) _  bk -  0 к

t= У Ж  _ “ *<w
N (0,1),

SE*{bk) =  \J £ • Avar(bk) =

(2.4.1)

Знаменатель этого ^-отношения, SE*(bk), называется состоятельной при 
гетероскедастичности стандартной ошибкой (Heteroskedasticity-con­
sistent standard error), робастной (к гетероскедастичности) стандарт­
ной ошибкой ((heteroskedasticity-)robust standard error), или стандарт­
ной ошибкой в форме Уайта ( White’s standard error). Причиной для 
такой терминологии является то, что ошибка может быть условно ге- 
тероскедастичной; вспомните, что мы не предполагали условную гомо- 
скедастичность (то есть что Е(с?|ж;) не зависит от ж,-) для получения 
асимптотического распределения £*.. Это i -отношение называется робаст­
ным (robust) i -отношением, чтобы отличать его от i -отношения из гла­
вы 1. Связь между этими двумя видами f-отношения будет обсуждаться
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Глава 2. Теория больших выборок

в параграфе 2.6. Тестирование нулевой гипотезы # 0 : Jk =  в к на уровне 
значимости а , опирающееся на это ^-отношение, осуществляется следу­
ющим образом:

Ш аг 1: Вычисляем t.k по формуле (2.4.1).

Ш аг 2: Смотрим в таблицу 2V(0.1), чтобы найти критическое значение 
ta/ 2 . которое оставляет а / 2 верхнему хвосту стандартного нор­
мального распределения1. (Пример: если а = 59с, tn/2 = 1.96.)

Ш аг 3: Нулевую гипотезу принимаем, если \tk\ < tn/2\ в противном 
случае отвергаем ее.

Отличия от i-теста на конечных выборках: 1) другой способ вычисления 
стандартной ошибки, 2) мы используем таблицу N (0,1), а не t(n — К)  
и 3) фактический размер (actual size), или точный размер (exact size), 
теста (вероятность ошибки 1 рода при заданном объеме выборки) ра­
вен номинальному размеру (nominal size) (то есть желаемому уровню 
значимости а) только приблизительно, хотя аппроксимация становится 
сколь угодно хорошей с увеличением объема выборки. Разница между 
точным размером и номинальным размером теста называется искажени­
ем размера (size distortion). Поскольку tk асимптотически стандартная 
нормальная, искажение размера t-теста сходится к нулю при стремлении 
объема выборки п к бесконечности.

Таким образом, мы доказали первую половину следующего утверждения:

Утверждение 2 .3  (робастное t -отношение и статистика Вальда): 
Предположим, что выполняются предположения 2.1-2.5, и предположим, 
что существует доступная состоятельная оценка S  для S  (=  Е(<7;<7,-))- 
Как и прежде, пусть

A^M b) = S ~ ^ S S xl

Тогда

(a) При нулевой гипотезе Щ: Зк =  tk, определенная в формуле
(2.4.1).— Л’(0 .1).

(b) При нулевой гипотезе Н0: R/3 = г. где R  есть # г  х К  матрица 
(# г  — размерность г, число ограничений) полного строкового ранга,

И' ЕЕ ,1 ■ (Rb -  r Y i R l ^ M b ^ R ' j - ^ R b  -  г) -э ,\2(# г ) . (2.4.2)
(I

'Обратите внимание на то, что здесь t,,,-, — это не квантиль уровня п /2 . а квантиль 
уровня 1 -  а /2 . — Прим. науч. ред. перевода.
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Что остается показать — так это то, что W  —̂  \ 2(# г), а это есть 
непосредственное применение леммы 2.4(d).

Доказательство (продолжение). Запишем W  как

W — c'r,Q~lcn, где с„ =  \/Ti{Rb -  г) и Q„ =  RAvnr(b)R'.

При Но имеем: с„ = Ry/n(b — /3). Поэтому, по предположению 2.1,

Сп -> с, где с ~  iV(0, Д  Avar(b)i?')-d

Также по предположению 2.1

________  2 .4 . Т ести рование гипотез

Qn —>■ Q, где Q =  R  Av-лг(b)R!.
d

Поскольку Д  имеет полный строковый ранг и Avar(b) положительно 
определена, Q обратима. Следовательно, по лемме 2.4(d),

W  -> c'Q -'c.
d

Так как #г-мерный случайный вектор с распределен нормально со сред­
ним 0 и так как Q равна Var(c), c'Q~ ' С~ Х 2(#^)- ■

Эта статистика хи-квадрат W  является статистикой Вальда, посколь­
ку она основана на неограниченных оценках (здесь это b и Avar(6)), 
не ограниченных нулевой гипотезой Но. Тестирование Но на уровне 
значимости а  осуществляется следующим образом.

Шаг 1: Вычисляем статистику W  по формуле (2.4.2).
Шаг 2: Смотрим в таблицу распределения х2( # г )- чтобы найти кри­

тические значения \ '2 (# г), которые дают а верхнему хвосту 
распределения х2(#т)-

Шаг 3: Если W < \ 2(# г) , то Но принимаем; в противном случае от­
вергаем ее.

Вероятность ошибки I рода приближается к а  при увеличении выборки. 
Как будет ясно из параграфа 2.6, эта статистика Вальда тесно связана 
с известным F -тестом при условной гомоскедастичности.

Тест является состоятельным

Вспомним из основ статистики, что мощность (power) теста на ко­
нечных выборках есть вероятность отвергнуть нулевую гипотезу, когда 
она ложна, при заданной выборке конечного объема (то есть мощность 
есть 1 минус вероятность ошибки II рода). Мощность будет, очевид­
но, зависеть от DGP (то есть фактически сгенерированных данных).
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Глава 2. Теория больших выборок

рассмотренного как альтернатива, так же как и от размера (уровня 
значимости) теста. Для примера рассмотрим DGP {тд.Хг}, удовлетво­
ряющий предположениям 2.1-2.5, но не нулевой гипотезе Но : Зк =  3k- 
Мощность £-теста с размером а  против этой альтернативы есть

которая зависит от DGP в вопросе, поскольку DGP контролирует распре­
деление tk- Мы говорим, что тест является состоятельным (consistent) 
против множества DGP, ни один из которых не удовлетворяет нулевой 
гипотезе, если его мощность против любого конкретного элемента этого 
множества приближается к единице при п —> ос для любого предполага­
емого уровня значимости.

То, что £-тест является состоятельным против множества альтерна­
тив (DGP), удовлетворяющих предположениям 2.1-2.5, можно увидеть 
из следующего. Посмотрим на воспроизводимое здесь выражение (2.4.1) 
для ^-отношения:

Знаменатель, с одной стороны, сходится к у /Avar(&*.) вопреки тому, 
что DGP не удовлетворяет нулевой гипотезе (вспомним, что все части 
утверждения 2.1 выполняются независимо от того, верна ли нулевая 
гипотеза, при условии выполнения предположений 2.1-2.5). С другой 
стороны, числитель стремится к + эс или — ос, поскольку bk сходится 
по вероятности к 3k из DGP, отличающемуся от 3k- Поэтому мощность 
стремится к единице при стремлении объема выборки п к бесконечности, 
откуда вытекает, что t -тест в утверждении 2.3 состоятелен против тех 
альтернатив, DGP, которые не удовлетворяют нулевой гипотезе. То же 
самое верно для теста Вальда.

Для последующего использования в следующей главе мы определяем 
здесь асимптотическую мощность состоятельного теста (asymptotic 
power of a consistent test). Как замечено выше, мощность f-теста при­
ближается к единице при увеличении объема выборки, в то время как 
DGP, взятый в качестве альтернативы, остается фиксированным. Но если 
при увеличении объема выборки DGP становится все ближе и ближе 
к нулевой гипотезе, мощность может не сходиться к единице. Последо­
вательность таких DGPs называется последовательностью локальных 
альтернатив (sequence of local alternatives). Для регрессионной модели 
и для нулевой гипотезы Н0 : 3k = 3k это последовательность DGP,

МОЩНОСТЬ =  Pr(|tfr| >  t.a / 2),

_ Уп(ьк -  3k)

Асимптотическая мощность
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такая, что (0 п-й DGP {у\п\ х \ п'1} (i = 1 . 2 . . . . )  удовлетворяет предпо­
ложениям 2.1-2.5 и сходится в обычном смысле к фиксированному DGP 
{yi,Xi}] и (И) значение ftk п-го DGP, Зк1\  сходится к Зк. Предположим

п ( п )далее, что рк удовлетворяет

2.4. Тестирование гипотез

? ( и ) Зк +
л/п

(2.4.3)

для некоторого заданного 7  Ф 0 . Таким образом, Зк приближается 
к Зк со скоростью, пропорциональной 1 /0 г .  Этот частный случай после­
довательности локальных альтернатив называется Питменовским сно­
сом (Pitman drift) или Питменовской последовательностью (Pitman 
sequence). Подставляя (2.4.3) в (2.4.1), ^-отношение выше можно запи­
сать как

Ь  = + Т — ■ (2.4.4)
vAvar (bk ) J  Avnr(bk)

Если выборка объема п порождается n-м DGP Питменовского сноса, 
сходится ли tk к нетривиальному распределению? Поскольку n-й DGP 
удовлетворяет предположениям 2.1-2.5, первая компонента в правой ча­
сти (2.2.4) сходится по распределению к Лт(0.1) согласно частям (Ь) 
и (с) утверждения 2.1. В силу части (с) утверждения 2.1 и того факта, 
что {y\n\  x f 1'1} «сходится» к фиксированному DGP, вторая компонента 
сходится по вероятности к

V Avar(Ьк) '

где Avar(bk) вычисляется при фиксированном DGP. Следовательно, tk —»d 
N(p. 1 ) вдоль этой последовательности локальных альтернатив. Если 
уровень значимости равен а, мощность сходится к

Prob(|.r| > f(>/2). (2.4.6)

где х ~  N(p. 1 ) и t.nj2 — критическое значение для уровня значимости а. 
Эта вероятность называется асимптотической мощностью (asymptotic 
power). Она является мерой способности теста обнаруживать малые от­
клонения модели от нулевой гипотезы. Очевидно, что чем больше |/г|, 
тем выше асимптотическая мощность для заданного размера а. Исхо­
дя из аналогичных аргументов, легко показать, что статистика Вальда 
сходится к распределению, называемому нецентральным хи-квадрат- 
распределением (noncentral chi-squared).

'См., например, предположение 1 в [Newey, 1985] для точной формулировки.
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Глава 2. Теория больших выборок

Тестирование нелинейных гипотез

Статистика Вальда может быть обобщена для тестирования множества 
нелинейных ограничений на /3. Рассмотрим нулевую гипотезу в форме:

Я 0 : а(/3) =  0.

Здесь а — векторозначная функция с непрерывными первыми произ­
водными. Пусть # а  — размерность а{(3) (так что нулевая гипотеза 
имеет # а  ограничений), и А(/3) является # а  х Я-матрицей первых 
производных, вычисленных в /3: А(/3) =  да(/3)/д/Э', Для того чтобы 
указанная гипотеза была определена, мы предполагаем, что А(/3) имеет 
полный строковый ранг (это является обобщением требования линейной 
гипотезы Rj3 — г  о том, что R  имеет полный строковый ранг). Из 
леммы 2.5 параграфа 2.1 и утверждения 2.1(b) вытекает, что

\/v[a(b) — а(/3)] -» с, с ~  А'(0, А(/3) Avar(6) А(/3)'). (2.4.7)
d

Так как а(/3) =  0 при Но, (2.4.7) принимает вид:

s/na(b) -» с, с ~  Лг(0. А(/3) Avar(b) А(/3)'). (2.4.8)
d

Поскольку Ъ /3 по утверждению 2.1(a), лемма 2.3(a) влечет А(Ь) -эр 
А((.3). По предположению 2.1(c), Avar(b) — Avar(b). Поэтому, по лем­
ме 2.3(a),

A(6)Avar(b) А{Ь)' А(/3) Avar(6) А(/3)' = Var(c). (2.4.9)

Поскольку А (/3) имеет полный строковый ранг и Avar(b) положительно 
определена, Var(c) обратима. Тогда лемма 2.4(d), (2.4.8) и (2.4.9) влекут

y/na(b)'{A{b)Avar(b)A(b)'} ' 1 \/ri.a(b) -> c 'V ar(c)- ^2(^ а ) .

(2.4.10)
Объединяя два s/n в (2.4.10) в единственный п, мы доказали 

Утверждение 2.3 (продолжение):
(с) При нулевой гипотезе с # о  ограничениями Но : а((3) =  0, такой, что 

А(/3), матрица размера # а  х К  непрерывных первых производных 
а((3), имеет полный строковый ранг, мы имеем:

IV =  п • a(b)'{A(6)Avar(b) А(Ь),}“ 1а(Ь) х 2(# а ) . (2.4.11)
cl

Часть (с) является обобщением (Ь): при a(b) = R(3 — r,  (2.4.11) сводится 
к (2.4.2), статистике Вальда для линейных ограничений.
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2.5. С остоятельное оценивание Е(с?ж,£с')

Выбор а(-) для представления заданного множества ограничений не яв­
ляется единственным. Например, равенство 3\(З2 = 1 можно записать 
как п((3) = 0 с а(/3) = -  1 или с а(/Э) = 3\ -  \/fc- В то время как
часть (с) утверждения гарантирует, что на больших выборках результат 
теста Вальда одинаковый независимо от выбора функции а. численное 
значение статистики Вальда W в действительности зависит от выбранно­
го представления, и результат теста может быть различным на конечных 
выборках. В вышеприведенном примере второе представление, «(/3) = 
= 3 \ — 1 //З2 . не удовлетворяет требованию непрерывности производных 
при 32 = 0. Действительно, исследование Монте-Карло [Gregory and 
Veall, 1985] показывает, что, когда З2 близко к нулю, тест Вальда, осно­
ванный на втором представлении, отвергает нулевую гипотезу на малых 
выборках слишком часто.

Контрольные вопросы

1. Верно ли, что SE*(bk) —>р 0 при п —> ос?

2. (Стандартная ошибка нелинейной функции.) Для простоты пусть К = 1 и пусть
b — OLS-оценка для 3. Стандартной ошибкой для b является \JAvar(6)/?/. 
Предположим, что А = — log(,3). Оценка А, порождаемая OLS-оценкой для 
в, имеет вид: А = -log(6). Проверьте, что стандартная ошибка А равна
(1/6) • J Avar(6)/ п.

3. (Инвариантность [или ее отсутствие] статистики Вальда.) Не существует 
однозначного способа записать линейную гипотезу R/3 -- г, поскольку для 
любой невырожденной матрицы F  размера # г  х то же самое множество 
ограничений может быть представлено как Rf3 = г с R  ~  F R  и г Fr.  
Влияют ли различные выборы Л и г на асимптотическое распределение 1Г? 
На распределение на конечных выборках? На численное значение?

2.5. Состоятельное оценивание Е(е?х{х[)

Теория, разработанная ранее, предполагает, что существует доступная 
состоятельная оценка, S, для S(= Е(<?;<).;) = Е(cfapa:')), которая будет 
использоваться для вычисления оцененной асимптотической дисперсии, 
Avar Ъ. Этот параграф объясняет, как получить S  по выборке (у . Х ).

Использование остатков вместо ошибок

Если бы ошибка была наблюдаема, то тогда выборочное среднее sfxix'j, 
очевидно, было бы состоятельно в силу эргодической стационарности. 
Но мы не наблюдаем ошибку, и подстановка вместо нее некоторой ее
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состоятельной оценки дает:

(2.5.1)

где е, =  т — х[(3, и (3 — некоторая состоятельная оценка /3. (Хотя оче­
видным кандидатом для состоятельной оценки /3 является OLS-оценка Ь, 
мы используем здесь /3, а не Ь, чтобы отметить, что результаты этого 
параграфа справедливы для любой состоятельной оценки.) Чтобы эта 
оценка была состоятельной для S, нам нужно сделать предположение 
относительно четвертых моментов регрессоров.

Предположение 2.6 (конечные четвертые моменты регрессоров): 
Е[(xikXij)2] существует и конечно для всех k .j  (= 1 ,2 ,. . . ,  К).

Утверждение 2.4 (состоятельная оценка для S): Предположим, что 
оценка коэффициента /3, использованная для вычисления остатков £i 
для S  в (2.5.1), является состоятельной, и предположим, что S  = E(gig[) 
существует и конечно. Тогда при предположениях 2.1, 2.2 и 2.6 S, за­
данная в (2.5.1), является состоятельной оценкой для S.

Чтобы указать, почему необходимо предположение о четвертом мо­
менте для регрессоров, мы даем набросок доказательства для частного 
случая К  — 1 (только один регрессор). Так что х * сейчас скаляр Х{, gi — 
скаляр gi =  XiSi и (2.3.10) (с Ь = /3 и сг- =  ег) упрощается до

= ef -  2(Д-  P)xi£i + 0 -  8)2х 1  (2.5.2)

Домножая обе стороны на xf и суммируя по г,

М ~ Z '< 4 +Ф- nf ; Ё 4- (2-5.3)
i= l  г=1 t = l  г=1

Сейчас мы можем видеть, почему требуется предположение о конечном 
четвертом моменте для хр. если четвертый момент Е (xf) конечен, то то­
гда по эргодической стационарности выборочное среднее х- сходится 
по вероятности к некоторому конечному числу, поэтому последний член 
в (2.5.3) исчезает (сходится к 0 по вероятности), если 8 состоятельна 
для /3, Можно также показать (см. аналитическое упражнение 4 для 
доказательства), комбинируя то же предположение о четвертых моментах 
регрессоров и предположение о конечности Е(^гдг')(= Е(e2i Xix ' i )), что 
выборочное среднее xfc;- сходится по вероятности к некоторому конеч­
ному числу, так что другая составляющая в правой части (2.5.3) также 
исчезает.
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2.5. С остоятельное оценивание E^fxix'j)

Согласно утверждению 2.1(a), предположения, сделанные в утвер­
ждении 2.3, являются достаточными, чтобы гарантировать состоятель­
ность Ь, поэтому мы можем положить /3 — Ь в (2.5.1) и использовать 
OLS -остатки для вычисления S. К тому же предположение, сделанное 
в утверждении 2.4, о том, что Е (gig[) конечно, является частью предпо­
ложения 2.5, которое предполагается выполненным в утверждении 2.3. 
Следовательно, подразумеваемый смысл утверждения 2.4:

Если к гипотезе в утверждении 2.3 добавить предположение 2.6, 
то тогда S, заданная в (2.5.1) с Ъ = /3 (так что е) — OLS-ocmam- 
ки et) может быть использована в (2.3.5) для вычисления оценен­
ной асимптотической дисперсии:

Avar(b) = Sx£ ] Г  ef Sx£. (2.5.4)
п  г=1

которая является состоятельной для Avar(Ь).

Представление S в терминах матриц данных

Если В  — диагональная матрица размера п х п, г-й диагональный эле­
мент которой есть е|, то тогда S  в (2.5.1) можно представить в терминах 
матриц данных как

с
П

(2.5.1')

В  =
3

Поэтому (2.5.4) может быть записано (с в В  равным (ц) как

Avar(b) = п ■ (Х 'Х )-1(Х 'В Х )(Х 'Х )-1. (2.5.4')

Эти выражения, хотя они и полезны для некоторых целей, не следует 
использовать для вычислений, поскольку пхп  матрица В  будет занимать 
слишком много оперативной памяти компьютера, особенно когда размер 
выборки велик. Для вычисления S  по выборке формула (2.5.1) более 
полезна, чем (2.5.1').
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Рассмотрение конечных выборок

Разумеется, на конечных выборках мощность вполне может быть намного 
ниже единицы против конкретных альтернатив. Кроме того, вероятность 
отвергнуть нулевую гипотезу, когда DGP действительно удовлетворяет 
нулевой гипотезе (ошибка I рода) может очень отличаться от предпо­
лагаемого уровня значимости. Дэвидсон и Мак-Киннон [Davidson and 
MacKinnon, 1993, Section 16.3] сообщают, что, по крайней мере для 
наблюдавшихся ими симуляций Монте-Карло, робастное ^-отношение, 
основанное на (2.5.1), отвергает нулевую гипотезу слишком часто и что 
простая замена знаменателя п в (2.5.1) на количество степеней свобо­
ды п — К  или, эквивалентно, домножение (2.5.1) на п/(п  — К) (это 
будет коррекцией на число степеней свободы (degrees of freedom 
correction) уменьшает проблему слишком частого отвержения. Они так­
же сообщают, что робастное ^-отношение, основанное на следующей 
корректировке S , работает даже лучше:

где pi есть рг-, определенное в контексте анализа влияния в главе 1: это 
есть г-й диагональный элемент проекционной матрицы Р, то есть

1. (Вычисление робастных стандартных ошибок.) В контрольном вопросе 2 
параграфа 1.4 мы наблюдали, что стандартные ошибки OLS-оценок коэф­
фициентов могут быть получены из Sxx, sxy (выборочное среднее х, ■ j/,-), 
у'у/п и у, поэтому выборочные моменты должны быть вычислены только 
один раз. Верно ли то же самое для робастных стандартных ошибок, где S  
вычисляется по формуле (2.5.1) с г, = е̂ ?

2. Дисперсия на конечных выборках OLS-оценки в обобщенной регрессионной 
модели главы 1 равна V ar(6;X ) =  ( X X ) ~ l X ' ( o 2V ) X { X '  X ) _ i . Сравните ее 
с (2.5.4'). Каковы различия?

2.6. Последствия условной гомоскедастичности
Тестовые статистики, разработанные в параграфах 2.4 и 2.5. отличаются 
от их аналогов на конечных выборках из параграфа 1.4. предназначенных 
для тестирования той же самой нулевой гипотезы. Как они соотносятся? 
Каково асимптотическое распределение t- и F -статистик из главы 1? 
Данный параграф отвечает на эти вопросы.

П ,2
(2.5.5)

p l = x ,i ( X ,X ) - l x i =  ^ S ^ Xi
п

Контрольные вопросы
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2.6 . П оследствия условной гом оскедастичности

Оказывается, что робастное i-отношение численно равно ^-отноше- 
нию из параграфа 1.4 для конкретного выбора S. Следовательно, асимп­
тотическое распределение t-отношения из параграфа 1.4 то же самое, 
что и у робастного ^-отношения, если этот конкретный выбор является 
состоятельным для S. Аналогичное соотношение выполняется между 
F -отношением из параграфа 1.4 и статистикой Вальда И'' данной главы. 
При предположении об условной гомоскедастичности, сформулированном 
ниже, этот конкретный выбор действительно является состоятельным.

Противопоставление условной и безусловной гомоскедастичности

Предположение об условной гомоскедастичности таково:

Предположение 2.7 (условная гомоскедастичность):

Е (г^ |ж г) =  а 2 > 0. (2 .6 .1 )

Из этого предположения вытекает, что безусловный второй момент Е(с?) 
равен а2 по закону полных математических ожиданий. Чтобы прояснить 
различие между безусловной и условной гомоскедастичностью, рассмот­
рим следующий пример.
Пример 2.6 (безусловно гомоскедастичные, но условно гетероске- 
дастичные ошибки): Как уже отмечалось, если (г/*, ж,} стационарен, 
то стационарен и {г,}, и ошибка безусловно гомоскедастична по той 
причине, что E(sf) не зависит от i. Для иллюстрации того, что ошиб­
ка может быть тем не менее условно гетероскедастична, предположим, 
что Si записывается как с; = 7?*/(ж;), где {??*} имеет нулевое среднее 
Е(т]г) =  0 и не зависит от ж,-. Условный второй момент Sj зависит от ж*, 
поскольку

Е(с-|жг) = E{r)ff(xj)2\xj) (так как щ =  »?i/(x,-)) =
=  f ( x i ) 2 E{ri2\xi)

(по линейности условных математических ожиданий)
= f (x i )2E(ijf) (так как гц не зависит от ж, по предположению),

где правая часть изменяется по i из-за изменчивости /(ж,) в зависимо­
сти от i.

Редукция к формулам для конечных выборок

Для изучения распределений на больших выборках t- и F -статистик 
из главы 1 при дополнительном предположении 2.7, мы сначала изучим 
алгебраическую связь с их робастными аналогами. Рассмотрим следую­
щий выбор для оценки S:
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где .s2 — OLS-оценка для <т2. (Мы очень скоро покажем, что эта оцен­
ка состоятельна при условной гомоскедастичности.) Тогда выражение
(2.3.5) для Avar(6) принимает вид:

Avar(6) =  s2S ~ xx = n - s 2 • ( Х ' Х Г 1. (2.6.2)

Подставляя это выражение в (2.4.1), мы видим, что робастная стандарт­
ная ошибка становится равной

\Js2, умноженная на (к, к) элемент матрицы (Х ' Х )~х. (2.6.3)

а это есть обычная стандартная ошибка в теории конечных выборок. 
Поэтому робастное ^-отношение численно идентично обычному £-отноше- 
нию для конечных выборок, когда мы полагаем S' =  szS xx . Аналогично, 
подставляя (2.6.2) в выражение для статистики Вальда (2.4.2), мы полу­
чаем:

W = п • (Rb -  r)'{R{n ■ s1 • (X ' X ) - l]R ' } - l (Rb -  г) =
=  (Rb  -  г)'{Д[.ч2 • — г) (два п сокращаются)

=  (Rb -  r Y l R K X ’X y ^ R ' y ^ R b  -  r ) / s 2 =
= # r  • F  (по определению (1.4.9) F -отношения)

=  (SSRn -  SSRu ) /s2 (no (1.4.11)).

Таким образом, когда мы полагаем S  = s2S xx, статистика Вальда W  
численно идентична # г  • F  (где # г  есть число ограничений в нулевой 
гипотезе).

Распределение на больших выборках t- и F-статистик

Из утверждения 2.3 тогда следует, что ^-отношение (2.4.1) асимптотиче­
ски ЛГ((), 1) и # г  ■ F  асимптотически \ 2(# г ) , если s2S xx состоятельна 
для S. То, что s2S xx состоятельна для S, можно видеть из следующего. 
При условной гомоскедастичности матрица четвертых моментов S  может 
быть выражена как произведение вторых моментов:

S  = Е (д{д[) = Е(хгх\г2) (так как д7 = ж, • е7)
= Е[Е(ЖгЖ'с^ |Ж,)] ( по закону полных математических ожиданий)
=  Е[Ж;ж' E(cf |£С;)]

(по линейности условных математических ожиданий)
=  E(xix'ia2) (по предположению 2.7)
=  а2 Е(х1х\) =  а 2Т,хх . (2.6.4)

Это представление имеет несколько важных следствий.
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2.6. Последствия условной гомоскедастичности

• (S®® является невырожденной.) Так как, по предположению 2.5, 
S  является невырожденной, это разложение S  влечет о 2 > О, 
и 'Ехх является невырожденной. Следовательно, отсюда вытекает 
предположение 2.4 (ранговое условие).

• (Нет необходимости в предположении о четвертом моменте.) В силу 
эргодической стационарности, S xx —>р Лхх. Из утверждения 2.2 
вытекает, что s2 состоятельна для о2 при предположениях 2.1-2.4. 
Таким образом, s2S xx - э р <т2Е хх =  S. Для нас нет необходимости 
требовать предположение о четвертом моменте (предположение 2.6) 
для состоятельности.

В качестве другого следствия из (2.6.4) заметим, что выражение для 
Avar(Ь) можно упростить: подставляя (2.6.4) в (Ь) из предположения 2.1, 
приводим выражение для Avar(Ь) к виду:

Avar(b) =  <72£ - ' . (2.6.5)

Таким образом, мы доказали

Утверждение 2.5 (свойства на больших выборках b, i  и F  при услов­
ной гомоскедастичности): Предположим, что выполняются предполо­
жения 2.1-2.5 и 2.7. Тогда

(a) (Асимптотическое распределение Ь.) OLS-оиенка Ь для (3 является 
состоятельной и асимптотически нормальной с Avar(Ь) =  сг2Т,~х .

(b) (Состоятельное оценивание асимптотической дисперсии.) При том 
же множестве предположений Avar(Ь) состоятельно оценивается по­
средством Avar(6) =  s2 S~x = n • s2 • ( X ' X ) ~ l .

(c) (Асимптотическое распределение t- и F -статистик теории конечных 
выборок.) При Щ: 3k =  3h. обычное t -отношение (1.4.5) асимп­
тотически нормально распределено как N (0.1). При Щ: R/3 = г, 
фг • F  имеет асимптотическое распределение \ 2(фг), где F есть 
F -статистика из (1.4.9), и # г  равно числу ограничений в Но.

Варианты асимптотических тестов при условной гомоскедастичности

Согласно данному результату, вы должны посмотреть таблицу Лг(0 .1). 
чтобы найти критическое значение для сравнения с ^-отношением (1.4.5) 
и таблицу х 2 Для статистики # г  • F, полученной из (1.4.9). Некоторые 
исследователи заменяют s2 в (1.4.5) и (1.4.9) на То есть количе­
ство степеней свободы п — К  заменяется на п. или коррекция степеней
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свободы, скрытая в .s2, устраняется. Отличие, возникающее при этой за­
мене, исчезает на больших выборках, поскольку limr,^ oc[n/(n -  К)) =  1. 
Следовательно, независимо от того, какой тест использовать, результат 
теста будет одинаковым, если объем выборки достаточно большой.

Другой вариант заключается в том, чтобы оставить количество сте­
пеней свободы п — К , но использовать таблицу t(n — К ) для /-отно- 
шения и таблицу F ( # r ,n  — А") для F , что в точности предписано 
в теории конечных выборок. Это также асимптотически обоснованно, 
поскольку при п — К . стремящемся к бесконечности (что и происходит, 
когда ?7 —у ос с фиксированным А), распределение t(n — К ) сходится 
к Лг(().1) (просто сравните таблицу ^-распределения для большого коли­
чества степеней свободы с таблицей стандартного нормального распре­
деления), а F ( # r , v  — А") сходится к ^2( # г ) /# г .  Иными словами, даже 
если ошибка не распределена нормально и регрессоры всего лишь пред­
определенные (ортогональны ошибке) и не строго экзогенные, распре­
деление /-отношения (1.4.5) хорошо аппроксимируется распределением 
t ( n - K ) ,  а распределение F -отношения — распределением F ( # r .  п — А').

Все эти варианты асимптотически эквивалентны в том, что разница 
в их значениях исчезает на больших выборках и, следовательно (по 
лемме 2.4(a)), их асимптотическое распределение одинаково. Однако, 
когда объем выборки только умеренно большой, аппроксимация распре­
деления на конечных выборках, или точного распределения, тестовых 
статистик может быть лучше при использовании t (n~ K)  и F ( # r .  п -А ') , 
а не Лг((), 1) и х2(# г ) . Поскольку точное распределение зависит от DGP, 
нет простого указания на то, какой вариант работает лучше на конечных 
выборках. Вопрос о том. какую таблицу — N ( 0 , 1 )  или t(n -  К) — 
нужно использовать для умеренных объемов выборки, будет рассмотрен 
в упражнении на метод Монте-Карло в этой главе.

Контрольные вопросы

1. (Несостоятельность формул для конечных выборок без условной гомоскеда- 
стичности.) Без предположения 2.7 Avar(b) определяется посредством (Ь) 
в утверждении 2.1. Оценивается ли она состоятельно посредством (2.6.2) 
без предположения 2.7? [Ответ: Нет. Почему?] Является ли /-отношение
(1.4.5) асимптотически стандартным нормальным без такого предположения? 
[Ответ: Нет.]

2. (Преимущество формул для конечных выборок при условной гомоскедастич- 
ности.) Наоборот, при предположении 2.7 Avar(ft) определяется в (2.6.5). 
Оценивается ли она состоятельно посредством (2.3.5) при предположении 2.7? 
Если предположение 2.7 выполняется, то как вы думаете, есть ли преиму­
щество использования (2.6.2) над (2.3.5) для оценивания асимптотической 
дисперсии? [Замечание: Свойства оценки на конечных выборках, в общем 
случае, тем лучше, чем меньше число популяционных параметров, оценива-
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емых для формирования этой оценки. Как много популяционных параметров 
необходимо оценить для формирования (2.3.5)? (2.6.2)?]

3. (Отношение F к \ 2.) Найдите 5%-ное критическое значение для F(10, эс) 
и сравните его с 5%-ным критическим значением для \ 2(10). Как они соот­
носятся между собой?

4. Без условной гомоскедастичности имеет ли (S S E r -  SSHv) / s 2 асимптоти­
чески распределение *2(#г)? [Ответ: Нет.]

5. (пЯ2.) Для регрессии с константой рассмотрим нулевую гипотезу о том, что 
коэффициенты при К  - 1  регрессорах, не являющихся константой, все равны 
нулю. Покажите, что пП2 ->с] \ 2(A” -  1) при гипотезе в утверждении 2.5. 
Указание: Вы доказали в аналитическом упражнении главы I, что алгебра­
ическое соотношение между F -отношением для нулевой гипотезы и Я2 есть

Можете ли вы использовать статистику пЯ2ч когда ошибки не являются 
условно гомоскедастичными? [Ответ: Нет.]

2.7. Тестирование условной гомоскедастичности
С появлением робастных стандартных ошибок, позволяющих нам делать 
выводы без спецификации условного второго момента E (ff |®t*)* тестиро­
вание условной гомоскедастичности стало не столь важным, как раньше. 
Этот параграф представляет только самый популярный тест, предложен­
ный в работе [White, 1980] для случая случайных выборок1.

Напомним, что S , заданная в (2.5.1) (с е* =  еД, является состоятель­
ной для S  (утверждение 2.4), и s2S xx является состоятельной для сг2£ хх 
(как следствие утверждения 2.2). Но при условной гомоскедастичности 
S  =  <г2Е хх (см. (2.6.4)), поэтому разница между двумя состоятельными 
оценками должна исчезать:

Пусть будет вектором, собирающим уникальные и непостоянные эле­
менты симметричной матрицы x tx\ размерности К  х К. (Построение

'См., например, [Judge et at. 1985, Section 11.3] или [Greene, 1997, Section 12.3] 
относительно других тестов.

Я2/ (К -  1)
( 1 - Д 2) / ( п - А У

1 J L  1 ”х •> , >i

(2.7.1)
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Глава 2. Теория больших выборок

фг из ж,ж' будет проиллюстрировано в примере 2.7 ниже.) Тогда (2.7.1) 
влечет:

1 п
Сп = -  V ( e 2 -  s2№i О (2.7.2)

п  р
г =1

Это сп является выборочным средним, сходящимся к нулю. При неко­
торых условиях, соответствующих применимости центральной предель­
ной теоремы, мы можем ожидать, что фпс,, сходится по распределению 
к нормальному распределению с нулевым средним и некоторой асимп­
тотической дисперсией В , поэтому для любой состоятельной оценки В  
для В:

п ■ с?пВ ~ 1сп -э  х 2(т), (2.7.3)
d

где т  есть размерность сп. Для конкретного выбора В  эта статистика 
может быть вычислена как пВ 2 из следующей вспомогательной регрес­
сии:

регрессия е2 на константу и фг. (2.7.4)

В [White, 1980] эта аргументация реализована строго1 для доказа­
тельства следующего утверждения.

Утверждение 2 .6 (тест Уайта для условной гетероскедастичности): 
В дополнение к предположениям 2.1 и 2.4 предположим, что а) {уг, Х{} 
есть i.i.d. с конечным Е(е?ж;ж[) (таким образом, усиливая предполо­
жения 2.2 и 2.5), Ь) £г независима от ж* (таким образом, усиливая 
предположение 2.3 и условную гомоскедастичность) и с) выполняются 
определенные условия на моменты г* иж ;. Тогда

г?Д2 х 2{т).

где В 2 есть В 2 вспомогательной регрессии (2.7.4), a m есть размер­
ность фг.

Пример 2.7 (регрессоры в тесте Уайта пВ?): Рассмотрим функцию 
издержек Кобба — Дугласа из параграфа 1.7:

log +  fh  b g  (Qi) + lh log ( — ') + Д1 log ( — ') +  £i-
\  Pi3 /  \ Pi'S)  \P i 3 )

'Оригинальная формулировка теоремы Уайта более общая, так как охватывает 
случай, где { у , . х , }  независимы, но не одинаково распределены (i.n.i.d.).
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2.8. О ценивание парам етризованной условной гетероскедастичн ости . . .

Здесь х\ =  (l,log(Qi).log(pji/№ ).log(pn/Pi3)) ~  четырехмерный вектор. 
Матрица х\х\ содержит 10 (= 4 • 5/2) уникальных элементов:

xpi есть девятимерный вектор, исключающий константу из этого списка. 
Поэтому тп в утверждении 2.6 равно 9.

Если тест Уайта принимает нулевую гипотезу об условной гомоскеда- 
стичности, то тогда применяются результаты параграфа 2.6, и статисти­
ческие выводы могут быть основаны на t- и F -отношениях из главы 1. 
В противном случае статистические выводы должны основываться на ро­
бастных статистиках t и Вальда из утверждения 2.3.

Поскольку регрессоры ф; во вспомогательной регрессии имеют мно­
го элементов, состоящих из квадратов и перекрестных произведений 
элементов Х{, тест должен быть состоятельным (то есть его мощность 
приближается к единице при п -э ос) против большинства альтерна­
тив гетероскедастичности, но может потребоваться достаточно большая 
выборка, чтобы получить мощность, близкую к единице. Если иссле­
дователь знает, что некоторые элементы tpi не влияют на условный 
второй момент, то их можно исключить из вспомогательной регрессии, 
и мощность может возрасти на конечных выборках. Недостаток этого, 
конечно, заключается в том, что. если такое знание ложно, тест не будет 
иметь никакой мощности против альтернатив о гетероскедастичности, 
которые соотносят условный второй момент к тем элементам, которые 
исключены из вспомогательной регрессии.

1. (Размерность грг.) Предположим, что х, = (l.qi.qf,Pi)', четырехмерный век­
тор. Как много непостоянных и уникальных элементов в ж,ж'? [Ответ: 8.]

2.8. Оценивание параметризованной условной 
гетероскедастичности 

(дополнительно)

Даже когда обнаружено, что ошибка является условно гетероскедастич- 
ной, OLS-оценка все еще состоятельна и асимптотически нормальна, 
и обоснованные статистические выводы могут проводиться с робастными

Контрольные вопросы
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стандартными ошибками и робастными статистиками Вальда. Однако 
в (довольно маловероятном) случае априорного знания функциональной 
формы условного второго момента E(cf|®i) возможно получить более 
точные оценки с меньшей асимптотической дисперсией. Действительно, 
в теории конечных выборок WLS (взвешенный метод наименьших квад­
ратов, weighted least squares) может включать в себя такие знания для 
повышения эффективности в смысле меньшей дисперсии на конечных 
выборках. Переносится ли этот результат для конечных выборок на тео­
рию больших выборок? Этот параграф посвящен свойствам WLS-оценки 
на больших выборках. Чтобы упростить обсуждение, в этом параграфе 
мы усиливаем предположения 2.2 и 2.5, предполагая, что {yuxi}  явля­
ется i.i.d. Такое предположение является естественным, поскольку оно 
обычно в контексте кросс-секционного анализа, где привлекается WLS.

Функциональная форма

Параметрическая функциональная форма для условного второго момента, 
которую мы рассмотрим, имеет вид:

E(s‘f\xi) =  (2.8.1)

где Zj — некоторая функция от жг-.

Пример 2.8 (параметрическая форма условного второго момента): 
Функциональная форма, использованная в WLS-оценивании в эмпириче­
ском упражнении к главе 1, имела вид:

e?|log(Qt)'bg(Qi)2.log
т
Рг 3

• b g (-)lw W J
=  Оц +  0.2

Q i

Поскольку элементы Z{ могут быть нелинейными функциями от сс/, 
эта спецификация является более гибкой, чем могло бы показаться на пер­
вый взгляд, но все еще исключает некоторые нелинейности. Например, 
функциональная форма

E(e]\xi) =  е х р (г('а )  (2.8.2)

может быть более привлекательной, поскольку ее значение гарантиро­
ванно положительно. Мы рассмотрим линейную спецификацию (2.8.1) 
только потому, что оценивание параметров в нелинейных моделях, та­
ких как (2.8.2), требует использования нелинейного метода наименьших 
квадратов.
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2.8. Оценивание параметризованной условной гетероскедастичности...

WLS с известным а

Чтобы исключить осложнения, возникающие из-за того, что приходится 
оценивать неизвестный вектор параметров а ,  мы сначала изучим рас­
пределение на больших выборках WLS-оценки с известным а . Если а. 
известен, условный второй момент может быть вычислен по данным как 
z-a , и WLS применяется точно так же, как и в параграфе 1.6: делением 
обеих сторон оцениваемого уравнения yi — x[P+Si на квадратный корень 
из z[cx, чтобы получить

Уг = ж'/З +  S i ,  (2.8.3)
где

Ш
Уг

'  Z-OL

Xi
Хг =

а затем применить OLS. Для дальнейшего использования запишем ре­
зультирующую WLS-оценку как Р(У ). Она задается как:

‘г ‘ Уг —
г=1 г—1

л п 1 « 1 п 1

=  ( i  Е - ) - * , * ' ) '  =\п  ^  z ’a  /  п t—* z\<xi=l ‘ t=l ‘
= {x'v-lx)-]x 'v- ly, V

V  =

Если предположение 2.3 усилено условием, что

E(si |®j) =  О,

(2.8.4)

(2.8.5)

то Е ((?г|(ж;) =  0. Чтобы увидеть это, заметим, во-первых, что, поскольку 
Zi есть функция от ж,.

Е(?г|жг) =  Е Xj. = —/==  Е (ег |Жг) =  О 
\ z ia

( 2 .8 .6)

Во-вторых, поскольку Xj есть функция от жг, в жj информации не боль­
ше, чем в ж г- Поэтому, по закону повторных математических ожиданий 
мы имеем:

Е(£г|ж;) =  Е[Е(5;|ж,)|жг] =  0.
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Следовательно, при условии, что Е(хгЩ) невырождена, предположе­
ния 2.1-2.5 удовлетворяются для уравнения (2.8.3). Кроме того, по по­
строению, ошибка Si условно гомоскедастична: Е{Щ\х{) = 1. Поэтому 
утверждение 2.5 применяется с а2 =  1: WLS-оценка является состо­
ятельной и асимптотически нормальной, а асимптотическая дисперсия 
равна

Avar(/3(V)) =  Е(5гж-) 1 (так как дисперсия ошибок есть 1) =
1 П _ j

= plim^— $ > * ' )  (по эргодической стационарности) =
п i=i

=  plim^— ^  —j— Xix'j'j (так как жг =  х i/yjzja) =
г=1 г

= р П т ( ^ Х ' у - ' х у \  (2.8.7)

Поэтому (£.X',V -1.X')-1 является состоятельной оценкой Avar(/3(V)).

Регрессия е? на z* дает состоятельную оценку а

Если а  неизвестен, его можно оценить, прогоняя отдельную регрессию. 
Соотношение (2.8.1) говорит, что z[a есть регрессия sf. Если мы опре­
делим 1/г =  s ‘f  — E ( c f \ x i ) ,  то (2.8.1) может быть записано как уравнение 
регрессии:

ef =  z-a  +  r)j. (2.8.8)

По построению E(rn\xi) =  0. что вместе с тем фактом, что Zi есть 
функция от Xi, влечет ортогональность регрессоров Zi ошибке щ. Сле­
довательно, при условии, что Е(zizl) невырождена, утверждение 2.1 
применимо к этой вспомогательной регрессии (2.8.8): OLS-оценка для 
а  состоятельна и асимптотически нормальна.

Конечно, мы не можем сделать это, потому что мы не наблюдаем 
ошибку. Однако, так как OLS-оценка b для первоначальной регрессии 
у, = x'j/3 + Si состоятельна, несмотря на наличие условной гетероске- 
дастичности, OLS-остатки ег- дают состоятельные оценки для гу. Вам 
остается в качестве аналитического упражнения показать, что, когда 
Sj заменяется на е, в регрессии (2.8.8), OLS-оценка. назовем ее а ,  
состоятельна для а.

WLS с оцененным а

WLS-оценка первоначального уравнения у, = х \(3  +  Si с оцененным а  
есть (3(V), где V  есть диагональная матрица п  х п,  ?-й диагональ­
ный элемент которой равен z[a. При соответствующих дополнительных

164



2.8. О ценивание парам етризованной условной гетер о ск ед асти ч н о сти .. .

условиях (см., например: [Amemiya, 1997] относительно точной форму­
лировки таких условий) можно показать, что

(a) y/n((3(V) -  (3) и ф гф {У )  - /3 )  асимптотически эквивалентны в том 
смысле, что их разность сходится по вероятности к нулю при п —> ос. 
Следовательно, по лемме 2.4(a), асимптотическое распределение 
у /п ф (у )—!3) то же самое, что и у л/пф(У)-(3). Поэтому Avar ф(У))  
равна Avar(/3(V)), которая, в свою очередь, задается (2.8.7);

(b) p l im iX 'V ^ X  =  plim ^ X 'V ~ 1X . Поэтому ( iX 'V -- ^ ) " 1 состоя­
тельна для Avar(/3(V)).

Все это может показаться сложным, но смысл его для WLS-оценива- 
ния уравнения у* = х[(3 + = ; очень ясен:

Шаг 1: Оцениваем уравнение у; =  ®-/3+ег- OLS и вычисляем OLS-остат- 
ки ы.

Шаг 2: Регрессируем ef на z%, чтобы получить OLS-оценку коэффици­
ента OL.

Шаг 3: Повторно оцениваем уравнение у; = х\(3 + Si, используя WLS 
с 1 /у /г[а  в качестве веса для наблюдения i.

Так как правильная оценка асимптотической дисперсии, (^■X,V'~1X )~ 1 
в (Ь), есть умноженная на п дисперсионная матрица, обычно распечаты­
ваемая в стандартных регрессионных пакетах для шага 3, вычислять 
соответствующие тестовые статистики довольно просто: для статистиче­
ских выводов можно использовать стандартные t- и F -отношения из ша­
га 3 регрессии.

Противопоставление OLS и WLS

Таким образом, у нас есть две состоятельные и асимптотически нор­
мальные оценки, OLS- и WLS-оценки. Мы говорим, что состоятельная 
и асимптотически нормальная оценка асимптотически более эффек­
тивна (asymptotically more efficient), чем другая состоятельная и асимп­
тотически нормальная оценка того же самого параметра, если асимп­
тотическая дисперсия первой не больше, чем последней. Вам остается 
в качестве аналитического упражнения показать, что WLS-оценка асимп­
тотически более эффективна, чем OLS-оценка.

Превосходство WLS над OLS, однако, опирается на предпосылку 
о том, что объем выборки достаточно велик и функциональная фор­
ма условного второго момента правильно специфицирована. Если же 
функциональная форма специфицирована неправильно, WLS-оценка бу­
дет все еще состоятельной, но ее асимптотическая дисперсия может
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быть, а может и не быть меньше, чем Avar(6). На конечных выборках, да­
же если функциональная форма специфицирована верно, аппроксимация 
для больших выборок будет, вероятно, работать для WLS-оценки хуже, 
чем для OLS-оценки, поскольку в WLS-процедуру включено оценивание 
дополнительных параметров (а ) .

Контрольные вопросы

1. Докажите: «Е(//(|ж*) -- 0, z t является функцией от ж,» «E(z, • гц) = О.»
Указание: закон полных математических ожиданий.

2. Являются ли ошибки условно гомоскедастичными во вспомогательной ре­
грессии (2.8.8)? Если да, имеют ли они влияние на асимптотическое распре­
деление WLS-оценки?

2.9. Проекция методом наименьших квадратов

Что делать, если предположения, обосновывающие свойства OLS-оценки 
для больших выборок (за исключением эргодической стационарности), 
не выполняются, но мы тем не менее действуем по своему усмотрению 
и применяем OLS к выборке? Что тогда мы оцениваем? Ответ на этот 
вопрос находится в данном параграфе. OLS дает оценку лучшего способа 
линейно объединить объясняющие переменные для предсказания зави­
симой переменной. Такая линейная комбинация называется проекцией 
методом наименьших квадратов (least squares projection).

Оптимальное предсказание значения зависимой переменной

Мы были обеспокоены оцениванием неизвестных параметров по выборке. 
Давайте временно приостановим роль эконометристов и поставим себя 
в следующую ситуацию. Существуют случайный скаляр у и случайный 
вектор ж. Мы знаем совместное распределение (у . х ) и значение х. 
На основе этого знания мы хотим предсказать у. Поэтому предиктор есть 
функция f ( x )  от х  с функциональной формой /(•) , определенной сов­
местным распределением (у . х ). Естественно, мы выбираем функцию /(•) 
таким образом, чтобы минимизировать некоторый показатель, который 
является функцией от ошибки прогноза (forecast error) у — /(ж ). Мы 
берем в качестве функции потерь среднеквадратичную ошибку (mean 
squared error) E[(j/ — /(ж ))2], поскольку она кажется столь же разум­
ной функцией потерь, как и какая-нибудь другая, и, что более важно, 
поскольку она приводит к следующему удобному результату:

Утверждение 2.7: Е(у|ж) есть наилучший предиктор для у в том смыс­
ле, что он минимизирует среднеквадратичную ошибку.

Глава 2. Теория больших выборок
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2 .9 . П р о е к ц и я  м е т о д о м  н а и м е н ь ш и х  к в а д р а т о в

Мы видели в главе 1, что стратегия прибавления — вычитания эф­
фективна для того, чтобы показать, что вариант решения минимизи­
рует квадратичную функцию. Давайте применим здесь эту стратегию 
к квадратам ошибок. Пусть /(а?) будет любым прогнозом. Прибавим 
Е(у|ж) к ошибке прогноза у — /(ж) и затем вычтем его для получения 
разложения

у -  /(ж) =  (у -  Е(у|ж)) +  (Е(у|ж) -  /(ж)). (2.9.1)

Поэтому квадрат ошибки прогноза равен

(у -  /(ж ))2 =  (У -  Е(у|ж))2 +  2{У ~ Е(у|ж))(Е(у|ж) -  /(ж)) +
+ (Е(у|ж) -  /(ж ))2. (2.9.2)

Берем математическое ожидание от обеих сторон и получаем:

среднеквадратичная ошибка =  Е[(у — /(ж ))2] =
= Е [{у -  Е(у|ж))2] +  2Е[(у -  Е(у|ж))(Е(у|ж) -  /(ж))] +

+ Е[(Е(у|ж) — /(ж ))2]. (2.9.3)

Непосредственным применением закона полных математических ожида­
ний можно показать, что средняя компонента, являющаяся ковариацией 
между ошибкой оптимального прогноза и разностью между прогнозами, 
равна нулю (контрольный вопрос). Следовательно,

среднеквадратичная ошибка = Е[(у -  Е(|/|ж))2] +
+ Е[(Е(у|ж) — /(ж ))2] > Е[(у — Е(у|ж))2]. (2.9.4)

что показывает, что среднеквадратичная ошибка ограничена снизу ве­
личиной Е[(у -  Е(у|ж)2]. и эта нижняя граница достигается условным 
математическим ожиданием.

Наилучший линейный предиктор

Для вычисления Е(у|ж), которое может быть сильно нелинейным, требу­
ется знание совместного распределения (у. ж). Мы теперь ограничимся 
предикторами, которые являются линейными функциями от ж и зада­
димся вопросом: какой предиктор является наилучшим (в смысле ми­
нимизации среднеквадратичной ошибки) линейным предиктором для у, 
основанным на ж? Для этой цели рассмотрим /3*, который удовлетворяет 
условию ортогональности

Е[ж ■ (у — х'/З*)] = 0 или Е(хх')(3* = Е(ж • у). (2.9.5)
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Идея состоит в том, чтобы выбрать /3* таким образом, чтобы ошибка про­
гноза у — х'(3* была ортогональна х. Если Е (хх') невырождена, условие 
ортогональности может быть разрешено относительно /3*:

/3* =  [Е{хх' )]-1Е{х - у ) .  (2.9.6)

Проекция методом наименьших квадратов (или линейная) (least squ­
ares (or linear) projection) у на x,  обозначаемая Е*(?/|ж), определяется 
как х'/З*, где /3* удовлетворяет (2.9.5) и называется коэффициентом 
проекции методом наименьших квадратов (least squares projection 
coefficients).

Утверждение 2.8: Проекция методом наименьших квадратов Е*(у\х) есть 
наилучший линейный предиктор у в том смысле, что он минимизирует 
среднеквадратичную ошибку.

Стратегия прибавления — вычитания работает и здесь.

Доказательство
Для любого линейного предиктора х'(3

среднеквадратичная ошибка =  Е[(у — ж'/З)2] =

= Е { [ ( у - х ,(3*) + х ,( Р * - 0 ) ] 2}
(по стратегии прибавления —вычитания)

=  E[fa -  ж'/З*)2] +  2(/3* -  р)'Ъ [х  ■ (у -  ж'/З*)] + Е[(х'(/3* -  Д))2] =

=  Е[(у — ж'/З*)2] +  Е\{х'((3* — /З))2]
(по условию ортогональности (2.9.5))

> Е [ (у -ж '/3 * )2]. ■

В отличие от наилучшего предиктора, который является условным 
математическим ожиданием, наилучший линейный предиктор требует 
для своего вычисления только знания второго момента совместного рас­
пределения (у. ж) для вычисления (см. (2.9.6)).

Если один из регрессоров ж является константой, коэффициенты 
проекции метода наименьших квадратов могут быть записаны в тер­
минах дисперсий и ковариаций. Пусть ж будет вектором непостоянных 
регрессоров, так что

ж = 1
ж
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В аналитическом упражнении к этой главе вас просят доказать, что

Е*(у|ж) =  Ё*(у|1, х ) = ц + 7 'ж. (2.9.7)
где

7  =  Уаг(ж) 1 Cov(5, у), р  = Е(«/) — 7 ' Е(ж).

Эта формула является популяционным аналогом формулы «регрессии 
в отклонениях от среднего» (deviations from the mean) из главы 1 (ана­
литическое упражнение 3).

OLS состоятельно оценивает коэффициенты проекции

Давайте возвратимся теперь к роли эконометриста и рассмотрим оцени­
вание (3*. Предположим, что у нас есть выборка объема п, извлеченная 
из эргодически стационарного случайного процесса {yu X i} с совмест­
ным распределением (уг.Хг) (не зависящим от г из-за стационарности), 
которое совпадает с распределением (у, ж) выше. Поэтому, например, 
Е(жгЖ^) =  Е(жж'). По эргодической теореме вторые моменты в (2.9.6) 
могут быть состоятельно оценены соответствующими выборочными вто­
рыми моментами. Таким образом, состоятельной оценкой вектора коэф­
фициентов проекции (3* является:

( i  £  ' и )  =  ( Х ' Х Г ' Х ' У
г=1 г=1

которая есть не что иное, как OLS-оценка Ь. То есть при предполо­
жении 2.2 (эргодическая стационарность) и предположении 2.4, гаран­
тирующем невырожденность Е(жж'), OLS-оценка всегда состоятельна 
для вектора коэффициентов проекции /3*, который удовлетворяет усло­
вию ортогональности (2.9.5).

Контрольные вопросы

1. (Непрогнозируемость ошибок прогноза.) Для прогноза с минимальным квад­
ратом ошибки прогноза Е(г/|ж) ошибка прогноза ортогональна любой функ­
ции о(ж) от ж. То есть Щуф(х)\ = 0, где у = у -  Е(,у|ж). Докажите это. 
Указание: Закон полных математических ожиданий.
Покажите, что средний член в правой части (2.9.3) равен нулю, полагая 
6(х) = Е(у\х) -  /(ж).

2. (Прогнозирование белого шума.) Предположим, что {t,} — белый шум. Что
есть Ё * ( с ; | с 2.......£,-ш)? ЧТО вСТЬ Ё*(£;11, i , . . . , £*_„,)? ВерНО ЛИ,
что Е(с(|г;_ 1 . .. .,£ ,_„,) =  0? Указание: Является ли оно нулем для процесса 
в примере 2.4?
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3. (Условные математические ожидания, которые линейны.) Предположим, что 
Е (у\х) = р + 'у'х. Покажите, что Е*(у|1. ж) = Е(у\х).

4. (Блочная проекция.) Рассмотрим модель yt = ж'/З + z'S ч- д,- с Е(ж, • г,) =  О, 
Е(z, •£■,) / О и  Е (ггх ')  = 0. Таким образом, z, не предопределен (то есть 
не ортогонален ошибке), но не связан с предопределенным регрессором ж,- 
в том смысле, что перекрестные моменты равны нулю.

(a) Покажите, что коэффициент проекции метода наименьших квадратов для ж, 
в проекции yi на ж; и zt равен /3. Указание: Вычислите Е*(гг|ж!,2 )).

(b) Чему равен коэффициент проекции метода наименьших квадратов для ж, 
в проекции у, на ж,? Указание: Трактуйте z'S  + г,- как ошибку.

(c) Какую проекцию вы бы использовали для оценивания /3? Указание: 
Вы хотите, чтобы дисперсия ошибки была поменьше.

2.10. Тестирование сериальной корреляции
Как было отмечено в параграфе 2.3 (см. (2.3.3)), если регрессоры вклю­
чают константу (это так практически во всех известных приложениях), 
из предположения 2.5 вытекает, что ошибка является скалярной после­
довательностью мартингал-разностей (m.d.s.), поэтому если обнаружена 
сериальная корреляция ошибок, это является указанием на нарушение 
предположения 2.5. Сериальная корреляция традиционно была важной 
темой в эконометрике, и имеется необходимое количество тестов на се­
риальную корреляцию (то есть проверка нулевой гипотезы об отсутствии 
сериальной корреляции у ошибок). Некоторые из них, однако, требуют, 
чтобы регрессоры были строго экзогенными. Тест, который будет пред­
ставлен в этом параграфе, не требует экзогенности. Поскольку проблема 
сериальной корреляции возникает только в моделях временных рядов, мы 
используем в данном параграфе (и в следующих) индекс <4» вместо «/». 
Всюду в этом параграфе мы предполагаем, что регрессоры включают 
константу.

Было бы хорошо обобщить эти тесты для учета сериальной корре­
ляции в <?;(= ж, •£;), но таких тестов, которые получили бы признание, 
не было предложено. Это пробел в литературе, но не серьезный, по­
скольку в настоящее время исследователи знают, как жить с сериальной 
корреляцией в <7,. То есть, как будет показано в главе 6, имеется спо­
соб сделать вывод в присутствии сериальной корреляции в g Ранее 
в этой главе мы изучали, как вычислять стандартные ошибки, робастные 
к условной гетероскедастичности. В главе б эти стандартные ошибки 
будут сделаны также робастными к сериальной корреляции.
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2.10. Тестирование сериальной корреляции

Статистики Бокса — Пирса и Льюнга — Бокса

Прежде чем перейти к тестам на сериальную корреляцию ошибок, мы 
временно выходим за рамки регрессионной основы и рассмотрим сери­
альную корреляцию одномерных временных рядов. Предположим, что 
у нас есть выборка объема n, {z\. —  г„.}, извлеченная из скалярного 
стационарного в ковариациях процесса. В параграфе 2.2 мы определи­
ли (популяционную) автоковариацию j - го порядка как ~ij. Выборочная 
автоковариация /-го порядка (sample j-th order autocovariance) опре­
деляется соотношением:

(Если популяционное среднее Е(г() известно, можно заменить им вы­
борочное среднее; делая это, можно улучшить свойства на конечных 
выборках.) Здесь, даже если в сумме используется только п — j  слагае­
мых, знаменателем является п, а не п -  j .  Делится ли сумма на п — j  
или на п — это не влияет на распределение на больших выборках. 
Однако для выборок умеренного объема численное различие может быть 
существенным, и вы должны всегда быть точны в том, что используется 
в знаменателе. Выборочный коэффициент автокорреляции /-го по­
рядка (sample j-th order autocorrelation coefficient), p j ,  определяется как

Если {г(} эргодически стационарный, то легко показать (см. кон­
трольный вопрос), что является состоятельной для 'jj (j = 0 .1 .2__ ).
Следовательно, по лемме 2.3(a), pj является состоятельной для pj
(./ =  1.2__ ). В частности если {^} сериально некоррелирована, то тогда
все выборочные коэффициенты автокорреляции сходятся к 0 по вероят­
ности. Для тестирования сериальной корреляции нам, однако, надо знать 
асимптотическое распределение \ Jn p j. Это обеспечивает

Утверждение 2.9 (частный случай теоремы 6.7 [Hall and Heyde, 
1980]): Предположим,что {^t} может быть записан как р + ; t , где s t — 
стационарная последовательность мартингал-разностей с «собственной» 
условной гомоскедастичностью:

(собственная условная гомоскедастичность)

(j =  0 .1 .. . .) ,  (2.10.1)
t=j+1

где

Pj
Ъ 0* =  1,2---- ) ( 2. 10.2)
'0

E(=7|£(—bcf-2 .-- ■) =  СГ. о 1 > 0.
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Пусть выборочная автокорреляция pj определяется, как в (2.10.1) и
(2.10.2). Тогда

у /п ')  —¥ N ( 0. a 41р) и урп.р -> N { 0. I p). 
d d

где 7 = ■•■,%)' и Р= (Р1 .Р2 ,----РРУ-
Здесь от процесса et не требуется быть эргодическим. Доказательство 

этого при дополнительном условии эргодичности остается в качестве 
аналитического упражнения. Таким образом, умноженные на у / п  ав­
токорреляции асимптотически являются i.i.d. и имеют распределение 
N (0,1). Процесс {сг} предполагается здесь более общим, чем незави­
симый процесс белого шума, но условный второй момент должен быть 
константой, поэтому этот результат, например, не охватывает ARCH-npo- 
цессы.

Один из способов тестирования сериальной корреляции в ряде — про­
верить, равна ли 0 автокорреляция первого порядка, р\. Утверждение 2.9 
влечет ^

^  Аг(0,1). (2.10.3)
1 /  y/n d

Поэтому ^-статистика, сформированная как отношение р\ к «стандартной 
ошибке» 1 /у/ri, является асимптотически стандартной нормальной.

Мы можем также тестировать на одновременное равенство нулю це­
лой группы автокорреляций. Пусть р  = [ р \ ,. . . ,р р)' является р-мерным 
вектором, содержащим первые р выборочных автокорреляций. Так как 
компоненты у / п р  асимптотически независимы и одинаково распределе­
ны как стандартные нормальные, их сумма квадратов, называемая Q 
Бокса —Пирса {Box — Pierce Q), поскольку она была впервые предло­
жена в [Box and Pierce, 1970], имеет асимптотическое распределение 
хи-квадрат:

р р

статистика Q  Бокса —Пирса =  п .у^р ]  = У ^XVnpj) Х2(р)- (2.10.4)
j'= i j= i d

Легко показать (см. контрольный вопрос), что следующая модификация, 
называемая Q Льюнга — Бокса (Ljung — Box Q), является асимптотиче­
ски эквивалентной в том смысле, что ее отличие от Q  Бокса —Пирса 
исчезает на больших выборках. Поэтому, по лемме 2.4(a), она также 
имеет асимптотическое распределение хи-квадрат:

Статистика Q  Льюнга —Бокса =

= п-{п + =  (2.10.5)
j= l  J J=1 J
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Эта модификация часто дает лучшую аппроксимацию распределения хи- 
квадрат для умеренного объема выборки (вам будет предложено прове­
рить это в упражнении Монте-Карло). Для каждой из статистик нет чет­
кого руководства по выбору р. Если р слишком мало, то есть опасность 
пропуска существующей автокорреляции высокого порядка, но если р 
слишком велико относительно объема выборки, распределение статисти­
ки на конечных выборках, вероятно, ухудшится, значительно удаляясь 
от распределения хи-квадрат.

Выборочные автокорреляции, вычисленные с помощью остатков

Вернемся теперь к регрессионной модели, описанной предположения­
ми 2.1-2.5. Если бы ошибка st была наблюдаема, мы могли бы вычислить 
выборочные автокорреляции как

Pj = %- (j =  1 .2 ,...) , (2.10.6)
7о 

где

Ъ = 1  Ё  £t £t~J 0' =  0 ,1 .2 ....) . (2.10.7)
Г t=j+1

(Нет необходимости вычитать выборочное среднее, поскольку популяци­
онное среднее равно нулю, как результат включения константы в число 
регрессоров.) Так как {st£t-j} эргодически стационарен, по предположе­
нию 2.2, 'ij сходится по вероятности к соответствующему популяцион­
ному среднему, Е (stst-j), для всех j, и pj является состоятельной для 
популяционного j-ro  коэффициента автокорреляции для st.

Далее рассмотрим более реалистичный случай, когда мы не наблюда­
ем ошибку. Мы можем заменить st в формуле выше на его OLS-оценку е, 
и вычислить выборочную автокорреляцию как

Pj = ^-  0  = 1 .2 ....) . (2.10.8)
7о 

где

Ъ = 0  = 0 .1 .2 ....) . (2.10.9)
П t=j+1

(Поскольку регрессоры включают константу, нормальное уравнение, со­
ответствующее константе, гарантирует, что выборочное среднее et ну­
левое. Поэтому нет необходимости вычитать выборочное среднее.) Пра­
вильно ли использовать pj (вычисленное с помощью остатков) вместо pj
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и основанную на остатках статистику Q, полученную из {pj}, для тести­
рования сериальной корреляции? [Ответ: Да. Но только если регрессоры 
строго экзогенны.]

Вспомним выражение, связывающее остаток <7 и действительную ошиб­
ку st, которое было дано в (2.3.9). Используя его, можно записать:

Е О et- .t=j+ 1

=  -  ~  x 't(b -  № i - j  -  x 't-j(b -  0 ) ]  =
t=j+\

I
n7j ~  ~ ^2  (Xt~J - t̂ + X f  £t-j)'{b ~P) +
" t=j+l

t—j + 1
+ {b-(3)'(^ Y2 xtx't-j){b-P)- (2.10.10)

Если Е(ж* • £ t - j ) ,  E{ x t - j  • £() и E ( x tx't_ j)  все конечны, то вторая и тре­
тья компоненты исчезают (сходятся к нулю по вероятности), поскольку 
Ъ — (3 -»р 0. Следовательно,

г - 7 ^ о  (j = 0 , 1 . 2 , . . . ) ,

и, таким образом, различие между pj и pj также исчезает на больших 
выборках.

Однако это будет не так, если обе эти величины умножить на у/п. 
y/ripj и y/npj могут быть записаны как

^  = и (2.10.11)
7о 7о

Мы уже показали, что для обоих pj и pj знаменатель ->р а2. Поэтому 
различие между pj и pj будет исчезать, если будет исчезать различие 
между тj и 7j  (если вы не уверены, см. контрольный вопрос 3 ниже). 
Теперь, умножая обе стороны (2.10.10) на у/п, мы получаем:

1 "
у/n y j -  y /n /j (Xl~j • - '+ * ( •  (b ~ P)+

t=j+1

+ y/n { b -  P)’( -  J 2  x t x t-2j{b  — /3). (2.10.12)
n t=j+ l
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Поскольку у/п(Ь — /3) сходится к случайной величине (распределение 
которой нормальное), третья компонента в правой части исчезает, по лем­
ме 2.4(b). Что касается второй компоненты, мы имеем:

1 "
-  ^ 2  (x t-j  • +  x t ■ ?t -j) E(ajt_j • st) +  Е(ж, • st- j) .  (2.10.13)
п  <=j+i Р

Если регрессоры строго экзогенны в том смысле, что E(xt ■ ss) =  О 
для всех t , s, то

• st) + E(xt • st- j)  = 0. (2.10.14)

и, по лемме 2.4(b), вторая компонента сходится к нулю по вероятно­
сти. Поэтому различие между \/npj и \/npj исчезает, и это означает, 
что статистика Q, вычисленная с помощью остатков {е«}, также имеет 
асимптотическое распределение хи-квадрат, и мы можем использовать 
эту основанную на остатках статистику Q для тестирования сериальной 
корреляции. Если, с другой стороны, регрессоры не являются строго 
экзогенными, то тогда нет гарантии того, что (2.10.14) выполняется. 
Следовательно, основанная на остатках статистика Q может не иметь 
асимптотическое распределение хи-квадрат.

Тестирование с предопределенными, 
но не строго экзогенными регрессорами

Таким образом, если регрессоры не являются строго экзогенными, нам 
необходимо модифицировать статистику Q, чтобы восстановить ее асимп­
тотическое распределение. Для этой цели рассмотрим два ограничения:

(более сильная форма предопределенности)
E(cf|ct_i,£ ,_2,. • • ,X f .x t - i , . . .)  =  0. (2.10.15)

(более сильная форма условной гомоскедастичности)

E(cf |£ (-ь  ?<-2—  • x t.X i- \ , . ..) =  о2 > 0. (2.10.16)

Первое условие просто воспроизводит (2.3.1) (только теперь с «f* в ка­
честве индекса). Как было показано в параграфе 2.3, оно более сильное, 
чем предположение 2.3, и из него вытекает, что gt(= xt ■ si) являет­
ся m.d.s. Условие (2.10.16) с условным множеством, включающим x t, 
очевидно более сильное, чем предположение 2.7 (условная гомоскеда- 
стичность). Оно также более сильное, чем предположение о собственной 
условной гомоскедастичности в утверждении 2.9, поскольку условное 
множество включает текущие и прошлые ж, так же как и прошлые £. 
Следующий результат показывает, что при этих дополнительных услови­
ях существует соответствующая модификация статистики Q.
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Утверждение 2.10 (тестирование сериальной корреляции с предопре­
деленными регрессорами): Предположим, что удовлетворяются пред­
положения 2 .1, 2.2, 2.4, (2.10.15) и (2.10.16). Пусть выборочная автокор­
реляция OLS-остатков, р} , определяется, как в (2.10.8). Тогда

v^ 7 -> Щ0.аЛ-(1р -Ф )) и \/Ир->-Лг(0 .1 р -Ф ), (2.10.17)
d d

где 7  = (7 ь 7 2 , Р =  (Pi-fo....... РрУ и 4>jk (элемент = (j.k)
матрицы Ф размерности р  х р) задается как

<pjk = E(xt ■ et- jY E (x tx[)~1 E(xt ■ et~k)/(r2. (2.10.18)

Доказательство, хотя и не очень сложное, перенесено в приложение 2.В. 
По эргодической теореме, матрица Ф состоятельно оценивается своим 
выборочным аналогом:

Ф =  {$jk). $jk =  ЩS~lpLk/s 2 (j, k =  1,2, . . .  ,p), (2.10.19)
где

t=1 <=.7 + 1

Из этого и из предположения 2.10 следует, что

модифицированная Q Бокса — Пирса =  п ■ f>(Ip — Ф)~1р —»• у 2{р)-

(2. 10.20)

Пока регрессоры предопределены и ошибки условно гомоскедастичны 
в смысле (2.10.15) и (2.10.16), эта модифицированная статистика Q 
может быть использована, когда регрессоры не являются строго экзо­
генными.

Тест, основанный на вспомогательной регрессии

Хотя вычисление этой модифицированной статистики Q выполняется 
непосредственно с помощью матричного программного обеспечения, по­
лезно найти асимптотически эквивалентную статистику, которая может 
быть вычислена в регрессионных пакетах. Для этой цели рассмотрим 
вспомогательную регрессию:

регрессия et на x t. et- i , e t - - 2 __ -Ct-p- (2.10.21)

Чтобы прогнать эту вспомогательную регрессию для t = 1.2.. .. .п , нам 
нужны данные о (ео-е_ь .. .  ,е_р+|). Асимптотически, не имеет значения.
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какое конкретное значение им присвоить, но кажется разумным поло­
жить их равными 0, их ожидаемому значению1. Из этой вспомогатель­
ной регрессии мы можем вычислить F -статистику для гипотезы о том,
что все р коэффициентов при __ et-p равны нулю. Учитывая
утверждение 2.5(c), вполне естественно задаться вопросом: имеет ли 
р ■ F  асимптотическое распределение \ 2(р)? Эта догадка действительно 
верна: при гипотезе в утверждении 2.10 модифицированная статистика Q
(2.10.20) асимптотически эквивалентна p - F  (то есть разность между 
ними сходится к нулю по вероятности при п —»■ ос), поэтому р ■ F также 
имеет асимптотическое распределение хи-квадрат (демонстрации этого 
посвящено аналитическое упражнение).

Эта p-F-статистика оказывается асимптотически эквивалентной пП2 
из вспомогательной регрессии, что может быть показано следующим 
образом. Вспомним алгебраический результат из главы 1 о том, что 
F -отношение может быть вычислено на основе разности сумм квадратов 
остатков от неограниченной и ограниченной регрессий. Неограниченная 
регрессия в текущем контексте есть (2.10.21), в то время как ограничен­
ная регрессия есть

регрессия et на а (2.10.22)

Следовательно, если SSRu  и SSRp  являются SSR  из (2.10.21) и (2.10.22), 
соответственно, мы имеем:

„  S S R p —SSRu 
Р S S R u / ( n - # x t - р )

, SSRr - S S R u /o inoo4( n - # a ? ( - p ) ----- -------------. (2.10.23)

где # x t — число переменных в x t. Однако поскольку et является остат­
ком от первоначальной регрессии (регрессии yt на x t), регрессоры x t 
в (2.10.22) не имеют объясняющей силы. Поэтому SSRp  =  е'е, где 
е — п-мерный вектор остатков из первоначальной регрессии, а (2,10.23) 
численно идентична

(n -  # x t ~ p ) ~ ~ - ,
^ UC

где R.2uc — нецентрированный R2 для вспомогательной регрессии (2.10.21 )2. 
Но поскольку, по построению, выборочное среднее et равно нулю (это по­
тому, что xt включает константу), R2C численно идентичен R2 для вспо-

1 Другой асимптотически эквивалентный выбор заключается в проведении вспомогатель­
ной регрессии для / =  р + 1.р + 2 , . . . .  ?г.

2Вспомним из (1.2.16). что нецентрированный R2 для регрессии у на ж определяется 
как

„2 _  У 'У  ~  е 'е
* * и с  — ,У У

В текущем контексте у 'у  в этой формуле есть е 'е . в то время как е 'е  в формуле есть 
SSRu-
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могательной регрессии. Таким образом, мы доказали следующий алгеб­
раический результат:

R 2
р - F — (п — # x t -  р) — д 2-.

где R2 равен R 2 во вспомогательной регрессии (2.10.21). Решая это 
уравнение относительно R 2 и умножая обе стороны на те, получаем:

о П I „
те Я2 = ----- “ -------------------- 77у----- р • F.

п -  #ж< -  р 1 +  Й=йг=р

Поскольку я_ ^ _ - ->о ПРИ те —» эс (как следствие леммы 2.4(b)), это 
уравнение показывает, что p F  — nR2 -э р 0. Следовательно, пЯ2 из вспо­
могательной регрессии (2.10.21) имеет асимптотическое распределение 
Х2 {р)> Тест, основанный на пН2, называется тестом Бройша — Годфри 
на сериальную корреляцию (Breusch — Godfrey test for serial corre­
lation). Когда p = 1, эта тестовая статистика асимптотически экви­
валентна квадрату статистики, известной как статистика h  Дарбина 
{Durbin's h)K

Контрольные вопросы

1. (Состоятельность выборочных автоковариаиий.) П окажите: если { ^ }  эрго- 
дически стационарный, то тогда выборочная автоковариация y-j, заданная 
в (2.10.1), является состоятельной для у3, популяционной автоковариации. 
Указание: уj = E(ztzt-j)  -  E{zt)E{zt-j).  Перепиш ите уj как

1 п j  п i  п
7? =  “  /  ZtZt~j ~~ /  Zf—j — zn— у z,j n ^  J n Z—j  J n

n - j
n ш 2.

2 . (Асимптотическая эквивалентность двух Q.) Д окаж ите, что разность между 
Q Бокса — Пирса и Q  Льюнга — Бокса сходится к 0 по вероятности при 
п -> ос (поэтому их асимптотические распределения одинаковые). Указание: 
Пусть

х п

Найдите р~мерный вектор а п, такой, чтобы разность между двумя Q была 
afnx n. Покажите, что а п —>р 0. Асимптотическое свойство, которое нужно 
использовать, -- лемма 2.4(b).

'См.: [Breusch, 1978] и [Godfrey, 1978]. Тест Бройша — Годфри был первоначально 
разработан как тест множителей Лагранжа для случая нормально распределенных 
ошибок, состоящих из фиксированных регрессоров х и лагированной зависимой 
переменной. Обсуждение в тексте показывает, что тест применим к более общему 
случаю, рассмотренному в утверждении 2.10.
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3. Рассмотрим s/npj и 07% в (2.10.11). Мы показали, что % ->р а2 и % -э-р а2. 
По утверждению 2.9 0*7j Аг(0,<т4). Принимая эти утверждения как
доказанные, покажите, что 07% -  y/npj -»р 0, если 07% -  01% -»р 0. 
Указание: Если 01% -  07% ->р 0, то, по лемме 2.4(a), 07% -+dN(0,a4).

Умножьте обе стороны на 0 7  и примените лемму 2.4(b).

2.11. Приложение: эконометрика 
рациональных ожиданий

В динамических экономических моделях и в других контекстах ожида­
ния относительно будущего, естественно, играют важную роль. Эконо­
метрика рациональных ожиданий (rational expectations econometrics) 
относится к уравнениям, включающим ожидания. Ожидания обычно нена­
блюдаемы, но, если мы предполагаем, что экономические агенты форми­
руют ожидания рационально, мы можем преодолеть проблему ненаблю­
даемых ожиданий, используя технику этой главы. Приложением, которое 
мы рассмотрим, является гипотеза эффективности рынка (efficient 
market hypothesis) Фамы. По его словам, «эффективным рынком ка­
питала является рынок, который эффективен при обработке информа­
ции.<...> В эффективном рынке цены «в полной мере отражают доступ­
ную информацию» [Fama, 1976, р. 133]. Слова «в полной мере отражают» 
могут быть точно формализованы. Мы будем делать это для конкретного 
рынка капитала и тестировать следствия из этой гипотезы.

Гипотеза эффективности рынка

Рынок капитала, изученный в [Fama, 1975], является рынком казначей­
ских векселей США. В этом параграфе мы сосредоточимся на ставках 
по одномесячным казначейским векселям, наблюдаемых на основе месяч­
ного базиса. (Позднее в этой книге мы также рассмотрим казначейские 
векселя с различными сроками погашения.) Для формализации гипоте­
зы эффективности рынка для рынка казначейских векселей нам нужно 
ввести некоторые понятия из макроэкономики и финансов. Поскольку 
в данном параграфе мы имеем дело исключительно с временными ряда­
ми, в качестве индекса используем <4», а не «г». Определим:

vt. =  цена одномесячных казначейских векселей1 на начало месяца t, 
lit — одномесячная номинальная процентная ставка за месяц t, 
то есть номинальная доходность по векселю за месяц, равная 
(1 -  vf)/v t , так что ot, = 1/(1+ Rt),

'И з приведенных ниже формул следует, что имеются в виду векселя номинальной 
стоимостью 1.
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Pt =  значение индекса потребительских цен (ИПЦ), 
который является нашей мерой уровня цен на начало месяца £, 

nt+\ = темп инфляции за месяц £ (то есть с начала месяца £ по 
начало месяца £ + 1) =  (Pt + 1 -  Pt)/Pt, 

tTTt+i = ожидаемый темп инфляции за месяц £, ожидание 
формируется в начале месяца £, 

rjtA-i = ошибка прогноза инфляции =  7rt+i —( nt+\, 
r t + 1 =  ex post реальная ставка процента за месяц

l/P t+ i ~  v t/P t  1 + R tt = -  1
V t/P t 1 +  ТГн-1

t’O+i =  ex ante реальная ставка процента £

1 + Rt

R t — 717+b

1 + Rt.
1 +  t.Kt+ 1

Rt — t^t+i =
i  +  n + i

-  1 « Rt -  7T« + 1-

В эконометрике рациональных ожиданий очень важна синхрониза­
ция — указание того, значение какой переменной наблюдается в какой 
момент времени. Наше правило для датированных переменных (которое 
отлично от Фамы) заключается в том, что переменная имеет индекс £, 
если ее значение является первым наблюдаемым на начало периода (ме­
сяца1) t. Например, поскольку щ+\, темп инфляции за месяц t зависит 
от Pt+1 , его индексом является t + 1, а не t. По той же причине г<+ь ех 
post реальная процентная ставка за месяц £, имеет индекс £ +  1. В про­
тивоположность этому номинальная процентная ставка Rt за месяц £ 
имеет индекс £, а не £+1, поскольку она определена ценой казначейского 
векселя на начало месяца £, vt. Рис. 2.2 показывает, значение какой 
переменной наблюдается в какой момент времени.

Месяц /

-  • >  Время

t t ■ I
я, /?м

Л /V.
Рис. 2.2. Что когда наблюдается

Мы берем в качестве периода месяц только потому, что наши дан­
ные ежемесячные. Заметим, что срок погашения ценной бумаги (один 
месяц) совпадает с интервалом выборки (месяц). Если интервал выборки 
меньше, чем срок погашения, что имеет место, например, когда у нас

1В [Faina, 1975] наше 7r/ + i есть ~ Д #, п  1 1 есть гм t и It есть 6t.
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есть данные по ставке трехмесячных казначейских векселей, то тогда 
сроки погашения перекрываются и нам нужна более сложная техника, 
вводимая в главе 6.

Гипотеза эффективности рынка есть совместная гипотеза, объединя­
ющая:

Рациональные ожидания. Инфляционные ожидания рациональны: 
t7Tt+i =  Е (тг£н_1|7/), где It — информация, доступная на начало меся­
ца t и включающая {Rt, . . . ,  7iy, 7г*_1?. . .  } . К тому же I t Э 1г_ х D 
Э It—2 —  То есть агенты, участвующие в рынке, не забывают прошлое.

Постоянные реальные ставки. Ex ante реальная процентная ставка 
постоянна: 1 =  г.

Тестируемые следствия

Мы получим два тестируемых следствия гипотезы эффективности рын­
ка, используя следующие ключевые наблюдения относительно ошибки 
прогноза инфляции при рациональных ожиданиях:

(a) E(t]t+\\It) =  0, то есть ошибка прогноза инфляции является последо­
вательностью мартингал-разностей относительно информационного 
множества.

(b) {ty. 7]t+i.. . .} ,  так же как и {Rt. Rt- \ __ _ щ, ь . . .  }, включены в I t
(известные на начало месяца t). То есть агенты помнят все свои 
прошлые ошибки.

(а) Имеет интуитивный смысл; если для прогнозирования темпа инфля­
ции люди используют всю доступную информацию, ошибка прогноза, 
которая известна только постфактум, не имеет какой-либо систе­
матической связи с тем, что люди знали, когда они формировали 
ожидания. Это можно легко доказать:

E{i]t+i\It) =

=  Е(тГ( + 1 -  t7Tt+l\It) (поскольку 7/t+! =  TTt + ] ~ t^t+l) =
= E(7Tt+i | / t ) - E ( t7rt+1|7t) =
=  E(7rt + 1| /4)-E[E(7rt+1|/ t) | / t]

(поскольку 47г4 + 1 =  E(7t<+i |/() в силу рациональности ожиданий) 
=  Е(тгж |/ 4) -  E(Trt+i \ I t) =  0. (2.11.1)

(b) Вытекает из того, что агенты помнят прошлые прогнозы инфляции. 
Поскольку t—j —iff t—j =  E(TT,_j\It_ j_ l) является функцией от I t- j - i ,  
она включена в i (то есть известна на начало месяца t — j  — 1) 
и, следовательно, в I t (известна на начало месяца t) для j  > 0.
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Таким образом, =  жt- j  Kt -j включена в It для всех j  > 0.
Наблюдения (а) и (Ь) вместе с законом повторных математических 
означают, что

(с) {ijt} является m.d.s.

Поэтому он является процессом с нулевым средним и сериально некор­
релированным.

Это непроверяемо, поскольку ожидания ненаблюдаемы, но, когда они 
объединены с предположением о постоянной реальной ставке, они влекут 
два тестируемых следствия относительно темпа инфляции и процентной 
ставки, которые уже наблюдаемы.

Следствие 1: Ex post реальная процентная ставка имеет постоянное сред­
нее и сериально некоррелирована.

Это следует из того, что

п+1 = Ri — щ + 1 =
=  (Ri — f T T t + l )  ~  ( T T f + 1  ~  t^t+l) =
= trt+ 1  ~  Vt+ 1  (по определению) =
= г -  Tjt+i (так как tr t+ i =  г по предположению). (2.11.2) 

В силу (с), {г,} имеет среднее г и сериально некоррелирована.

Следствие 2: E(7iy+ i |I t) =  —r + R t .

То есть наилучшим (в смысле минимальной среднеквадратичной ошиб­
ки) предиктором инфляции на основе всей доступной информации явля­
ется номинальная процентная ставка; номинальная ставка R t , которая 
определена ценой казначейского векселя vt , объединяет всю текущую 
доступную информацию, имеющую отношение к прогнозированию буду­
щей инфляции. Это является формализацией того, что цены на активы 
«полностью отражают» доступную информацию. Указанное утвержде­
ние также может быть легко получено. Решая (2.11.2) относительно яу+ь 
получаем: 7rt+ i =  —г +  R t +  щ+i- Поэтому

Е(тгг н |/<) =  Е (—т* +  R t -Г щ+ \ |/ г) =
=  - г  + R t + E{r)t+l\It)

(поскольку г есть константа, a Rt включена в It)
— —г + R t (из (а)). (2.11.3)

В оставшейся части этого параграфа мы тестируем эти два следствия 
эффективности рынка.
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Тестирование на сериальную корреляцию

усмотрим сначала следствие, указывающее, что ex post реальная пре 
нтная ставка не имеет сериальной корреляции, которое Фама тестиру 
, используя результат из утверждения 2.9. Мы используем рассмот 
жный в [Mishkin, 1992] набор месячных данных по одномесячныА 
азначейским векселям и месячному темпу инфляции ИПЦ, указанно­
му в процентах годового темпа1. Рис. 2.3 изображает данные. Ex post 
зеальная процентная ставка, определенная как разность между став­
кой по казначейским векселям и темпом инфляции ИПЦ, изображена 
на рис. 2.4.

2 5 ................................ - ......... -...................................................................... .......

20 •

Рис. 2.3. Инфляция и процентная ставка

'Этот набор данных описан подробнее в эмпирическом упражнении. Следуя Фама. 
мера инфляции, использованная в тексте, вычислена на основе строки чисел CFI. Мера 
инфляции, рассмотренная в [Mishkin, 1992]. использует компоненту CPI, относящуюся 
к строительству домов. См. вопрос (к) эмпирического упражнения I.
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Глава 2. Теория больших выборок

Для повторения результатов Фама мы берем период выборки тем же, 
что и в [Fama, 1975], с января 1953 по июль 1971 г. Объем выборки, та­
ким образом, равен 223. Свойства временного ряда реальной процентной 
ставки суммированы в табл. 2.1.
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При вычислении выборочных автокорреляций pj = 7 j / 7 o мы исполь­
зуем формулу (2 .1 0 .1 ) для тр где знаменатель равен объему выборки, 
а не я -  j. Аналогично в качестве формулы для стандартной ошибки 
pj берется 1 /у/п., а не 1 /у /п -  j  (так что такая стандартная ошибка 
не зависит от j). Q-статистика Льюнга —Бокса в таблице для, скажем, 
j  = 2 есть (2.10.5) с р = 2. Результаты в таблице показывают, что ни 
одна из автокорреляций не является сильно значимой индивидуально или 
как группа, в соответствии с первым следствием гипотезы эффективного 
рынка.

Является ли номинальная процентная ставка 
оптимальным предиктором?

Является ли номинальная процентная ставка оптимальным предикто­
ром?
Мы можем тестировать следствие 2, оценивая соответствующую регрес­
сию и проводя £-тест утверждения 2.3. Примечателен тот факт о гипотезе 
эффективности рынка, что, несмотря на свою простоту, она специфична, 
так что из нее вытекают важные части предположений, обосновывающих 
i-тест1. Чтобы увидеть это, положим yt = 7 7 +1 , ж< = (l,i? t)', et = щ+i 
(ошибка прогноза инфляции) и перепишем (2 . 1 1 .2 ) как

щ + 1  =131 + /32 -Rt + Vt+1 или yt = х[(3 +  £и (2.11.4)

так что предположение 2 . 1  очевидно удовлетворяется с

Р = (~г, 1)'. (2.11.5)

Другие предположения модели проверяются следующим образом:

• Предположение 2.3 (предопределенные регрессоры) 
g t {= X f £ t )  в текущем контексте есть (ry+i, R tT]t+]Y. Что нам нужно 
показать, так это то, что E(r/t+i) =  0 и Е(Rtr)i+i) = 0. Первое 
вытекает из (а) и закона полных математических ожиданий:

E(ni+l) = E{E(7h+l\It)}=0. (2.11.6)

Второе выполняется потому, что

Е (Rtm+i) =
= E\E(RtrH+M]

(по закону полных математических ожиданий)

'Техническая часть — то, что матрица четвертых моментов Е(gtg't) существует 
и конечна и что регрессоры имеют конечные четвертые моменты, не предполагается 
гипотезой эффективности рынка и должно быть предположено.
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= E[Rt E(Vt+l\It)}
(из-за линейности условных математических ожиданий и Rt € It) 
=  0 (по (а)). (2.11.7)

•  Предположение 2.5. Из пункта (Ь) следует, что I t включает в себя 
(£<_i(= щ ).£ t-2 , ■■■), так же как и (x t, ж ;~ь • • • )• (а) тогда влечет
(2.3.1), что является достаточным условием для того, чтобы {gt} 
была m.d.s.

•  Предположение 2.4. Матрица E (x tx't) здесь имеет вид:

Е{х,х{) = 1 Е (Rt)
Е (R t) E(i??)_ •

(2.11.8)

Ее определитель равен E(R'f) -  [Е(Л*)]2 =  Var(i?f) и должен быть 
положительным; если бы дисперсия была нулевой, мы бы не на­
блюдали флуктуации процентной ставки R t.

• Предположение 2.2 (эргодическая стационарность). Оно требует, 
чтобы {яу+i, R t} был эргодически стационарным. График на рис. 2.3 
показывает участок восходящего движения, особенно для номи­
нальной процентной ставки, хотя за этим участком следует воз­
вращение на более низкий уровень. Тестирование стационарности 
ряда будет рассмотрено в примере 9.2 главы 9. В настоящее время, 
несмотря на это достаточно случайное свидетельство об обратном, 
мы исходим из предположения стационарности (но последствие на­
личия тренда в ряде будет затронуто в заключительном подпарагра­
фе). Что касается эргодичности, мы просто должны предположить ее.

Что мы показали, так это то, что при выполнении гипотезы эффек­
тивности рынка {yt, x i)  (где yt =  7r<+i и xt =  (1 .R t)1) принадлежит 
множеству DGP, удовлетворяющих предположениям 2.1-2.5.

Проверив требуемые предположения, мы теперь перейдем к оцени­
ванию. Используя наши данные, получаем оцененную регрессию: для 
t =  1........223 (t =  1 соответствует январю 1953 г.)

тг, + 1  =  -0 .868  1.015 R,.
(0,431) (0.112)

R 2 =  0.24, среднее зависимой переменной =  2,35.
SER = 2.849с. п = 223. (2.11.9)

Робастные к гетероскедастичности стандартные ошибки, вычисленные 
как в (2.4.1) (где S  задается (2.5.1) с д, =  <";). указаны в скобках. Как
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показано в (2.11.5), эффективность рынка влечет равенство 1 коэффи­
циента при R tX. Робастное t -отношение для нулевой гипотезы о том, 
что коэффициент при R t равен 1, равно (1,015 — 1)/0Д 12 =  0,13. Соот­
ветствующее ему p-значение равно примерно 90%. Таким образом, мы 
можем легко принять нулевую гипотезу.

Существуют и другие способы тестировать следствие о том, что номи­
нальная процентная ставка объединяет всю текущую доступную инфор­
мацию. Мы можем привлечь в регрессию больше объясняющих перемен­
ных и посмотреть, имеют ли они дополнительную объяснительную мощ­
ность сверх номинальной ставки. Однако дополнительные переменные, 
которые будут введены, должны быть частью текущего информационного 
множества /(, поскольку очевидно, что гипотеза эффективности рынка 
согласуется с существованием некоторой переменной, в настоящее вре­
мя не доступной, предсказывающей будущую инфляцию лучше, чем 
текущая номинальная ставка. Формально, если ад включает перемен­
ные, не включенные в I t , доказательство, которое мы использовали для 
обоснования предположения 2.3, больше недействительно.

Rt не является строго экзогенной

Как было подчеркнуто, одно из важных преимуществ теории больших 
выборок над теорией конечных выборок (finite-sample theory) из гла­
вы 1 заключается в том, что регрессоры необязательно должны быть 
строго экзогенными, пока они ортогональны компоненте ошибок. Мы сей­
час покажем на примере, что Rt не является строго экзогенной, так 
что теория конечных выборок неприменима к регрессии Фамы (2.11.4). 
Предположим, что темп инфляции описывается А11(1)-процессом:

л t = с + риt—1 +  гд, {r)t} — независимый белый шум.

Если Tjt-f 1 не зависит от любого элемента I t , то

E ( 7 r t + i | 7 t )  =

=  с + ряд +  Е(гд+1 |//) (поскольку яд содержится в I t)
=  с  +  рЯД

(поскольку E(7T/+ i | / () =  E(Trf+i) и Е(яд+1 ) =  0 по предположению).

Поэтому ?д+ 1 действительно является ошибкой прогноза инфляции для 
Я*+Ъ и

Rt =  г +  с + ряд
(поскольку Rt = r  +  E(Trm |/ t)) при эффективности рынка). Тогда легко 
видеть, что компонента ошибок гд в регрессии Фамы (л<+1 на константу

'Известно, что константа равна - г .  но это не производит тестируемого ограничения, 
поскольку гипотеза эффективности рынка не специфицирует значение г.
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и R t), которая есть ошибка прогноза инфляции может быть корре- 
лирована с будущими регрессорами. Например,

Cov(c£. Rt-i-\) =
=  Cov(r7t^b г + с +  pnt+i) =
=  /9Cov(7/t + b 7rt+l) =

=  р Var(?7t+i) (поскольку 7г,+1 =  с +  pizt + t]t+l и Cov(r/,+i.7rf) =  0), 

что не является нулем.
Хотя теория конечных выборок и неприменима, ее рецепты статисти­

ческих выводов близки к правильным при условии, что ошибки условно 
гомоскедастичны и размер выборки достаточно велик, о чем говорит 
параграф 2.6.

Последующее развитие

Хотя работа Фамы является, пожалуй, лучшим примером эконометри­
ки рациональных ожиданий, события после ее публикации и большое 
количество эмпирических исследований, на которые он вдохновил, дока­
зали, что близкое к взаимно однозначному соотношение между инфляци­
ей и процентными ставками ограничивается послевоенным периодом до 
1979 года. Такая тесная связь не может быть найдена для предвоенного 
периода или для многих других стран. Кроме того, увеличение реальных 
процентных ставок после смены операционной процедуры ФРС, которое 
состоялось в октябре 1979 года, противоречит предпосылке регрессии 
Фамы, что ожидаемая реальная процентная ставка не меняется с течени­
ем времени. Когда выборка ограничена периодом после октября 1979 го­
да, коэффициент при процентной ставке в регрессии Фамы намного ниже 
единицы1.

Эти результаты ставят вопрос о том, почему сильная связь происхо­
дит только в определенные периоды времени, но не в другие. Объяснение 
Мишкина [Mishkin, 1992] заключается в том. что инфляционная премия 
включается в процентные ставки постепенно. В периоды, когда темп ин­
фляции показывает только краткосрочные колебания, процентные ставки 
не реагируют на инфляцию. Однако устойчивое движение инфляции 
отражается на процентных ставках. Период, когда наблюдается сильная 
связь (которая включает в себя период выборки Фамы, см. рис. 2.3) 
является именно тем, на котором инфляция показывала устойчивое вос­
ходящее движение.

29 января 1997 года Министерство финансов США продало с аук­
циона 7 миллиардов долларов десятилетних индексированных на ин­
фляцию облигаций, дав возможность исследователям наблюдать ex ante

'См., например: [Mishkin, 1992, Table 1]. Мы обоснуем это в части (1) эмпирического 
упражнения 1.
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2.11. Приложение: эконометрика рациональных ожиданий

реальную процентную ставку как доходность по индексированным об­
лигациям. Данные по Великобритании, где индексированные облигации 
были доступны с начала 1980-х, показывают, что доходности по индек­
сированным облигациям хотя и гораздо менее волатильны, чем доходно­
сти по обычным облигациям, но не являются постоянными во времени. 
Предположение о постоянной реальной ставке, которое мы сделали, бы­
ло вспомогательным предположением, посредством которого мы можем 
проверить, отражают ли цены на облигации в полной мере доступную 
информацию. Теперь мы можем сделать это без вспомогательного пред­
положения, регрессируя фактический темп инфляции на разность доход­
ностей между обычными и индексированными облигациями. Мы также 
можем ослабить предположение, неявно делавшееся до сих пор. о том, 
что разность доходностей равна ожидаемому темпу инфляции. Инвесто­
ры могут не быть нейтральными к риску, и инфляционная премия за риск 
сверх ожидаемого уровня темпа инфляции может быть необходима для 
того, чтобы побудить их держать обычные облигации. Если это так, то 
ожидаемый темп инфляции снова становится ненаблюдаемым. Экономет­
рика рациональных ожиданий будет оставаться полезным инструментом 
для работы с ненаблюдаемыми ожиданиями.

Контрольные вопросы

1. Пусть Rt = 5% и TCt+i =  2%. Вычислите rt+j, используя две формулы, 
(l + i?f)/(l+7r(+ i ) - l  и Rt-K f+i. Мало ли отличие? Что будет, если R t = 20% 
и тг(+1 = 17%?

2. Покажите, что при гипотезе эффективности рынка Е*(л>+1 | 1  ,R t) = - г  + R t . 
Указание: Используйте (2.9.7).

3. Если бы ошибка прогноза инфляции t)t+i наблюдалась, как бы вы тестиро­
вали эффективность рынка? Нужно ли нам предположение о постоянной ех 
ante реальной ставке?

4. Если темп инфляции и процентные ставки измерять в долях, а не в процентах 
(то есть 0,08 вместо 8%), то как изменится регрессионный результат (2.11.9)? 
А если темп инфляции измерять в процентах, но за месяц, а процентную 
ставку в процентах за год? Указание: Если х  — темп инфляции за месяц, 
а у — ее годовой темп, то 1 +  у = (1 +■ .г)12, так что у % 12.г.

5. Предположим в (2.11.4), что x t включает третью переменную, которая не вхо­
дит в It . Какая часть аргументации, использованной при выводе предполо­
жения 2.3, терпит неудачу? Указание: Третий элемент gt является третьей 
переменной, умноженной на гу+\. 6

6. Предложите пример неэффективности рынка такой, что следствие 1 выполня­
ется, но следствие 2 — нет. Указание: Предположите, что nt и R t сериально 
независимы и являются взаимно независимыми процессами.
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Глава 2. Теория больших выборок

2.12. Регрессия на время
На протяжении всей этой главы мы предполагали, что {yt.xt}  являет­
ся стационарным. Это предположение, однако, не всегда выполняется 
в регрессиях временных рядов. В этой книге мы изучаем два случая, 
в которых регрессоры не являются стационарными и все же применим 
OLS. Первый рассматривается здесь, в то время как другой случай, назы­
ваемый «коинтегрированными регрессиями», рассматривается в главе 10. 

Регрессия, которую мы рассмотрим, записывается как

yt =  а + 5 ■ t +  5/, (2.12.1)

где {с/} — независимый белый шум. Эта регрессия может быть записана 
как yt =  x't(3 + st с

x t. =  /3 = {n,sy. (2.12.2)

Ясно, что xt. не является стационарным, поскольку математическое ожи­
дание второго элемента равно t, и оно возрастает с течением времени. 
Аналогично нестационарным является yt. Линейная функция п + 6 -t на­
зывается временным трендом (time trend) yt . Мы говорим, что процесс 
стационарный относительно тренда (trend stationary), если он может 
быть записан как сумма временного тренда и стационарного процесса. 
Процесс {yt} здесь является частным случаем процесса, стационарного 
относительно тренда, стационарная компонента которого является неза­
висимым белым шумом.

Асимптотическое распределение OLS-оценки

Пусть Ь является OLS-оценкой для /3, основанной на выборке размера и:

Ь = а
6 й > ж0 1( Ё х‘-У')

7= 1 /-Ш

Ошибка этой оценки может быть записана как

(2.12.3)

Ъ -(3  = а — а 
6 - 5 (1 > жо

?=1 ы  1
(2.12.4)

Используя алгебраические результаты 1 = п ■ (п + 1)/2 и Хл=1 = 
=  п • (г? + 1)(2н +  1)/6, легко показать, что

/ _  п п ■ (п + 1)/2
2 - s X lX t 7) • (?) +  1)/2 п ■ (п +  1)(27? + 1)/6 (2.12.5)

Поэтому, в отличие от стационарного случая, ^ ) !=] xi.x'Jn  не сходится 
по вероятности к невырожденной матрице; она фактически расходится.
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2.12. Регрессия на время

Оказывается, что OLS-оценки а  и S являются состоятельными, но 
имеют различные скорости сходимости. Как и в стационарном случае, 
скорость сходимости для а  есть \/п . В противоположность этому ско­
рость для д есть г?!2. То есть n'i/2(S — 6) сходится к невырожденному 
распределению (распределению непостоянной случайной величины). Что­
бы присвоить эти различные скорости сходимости элементам 6 — /3, 
умножим обе части (2.12.4) на матрицу:

-г _ IVS 0
Т " ~  0 n-V2 (2.12.6)

Это приводит к

-■ч р ‘< г \ р ‘ - о - -

=  Т п ( Е ж' ж')  Т «Т » ' ( Е Ж' -  (2 127)

= 1 (е  ^ 0 t ” T ' ( t »j е  ж' • =
\= 1  (=1

=  Q n lVn,
где

7) П
<гп =  т - , ( Е ® * * ; ) т - 1 и vn = r (2 . 1 2 .8 )

«=] <=1

Подставляя (2.12.5) и (2.12.6) в эти выражения для Q n и vn. получаем:

Qn — 1 ( n + l ) / ( 2 n )
(п + 1)/(2п) (п +  1)(2п +  1 )/(6л2)

v„

Ясно, что мы имеем:

Qn —> Q = ’ 1 1/2
1/2 1/3 •

(2.12.9)

(2. 12. 10)

Для v,i можно показать (см., например: [Hamilton, 1994, рр. 458-460]). 
что

vn N{ 0 . a2Q).  (2.12.11)
d

если {if} является независимым белым шумом с E ( i ,)  =  а 2 и E(iJ?) <  ос. 
Таким образом, асимптотическое распределение (2.12.7) является нор­
мальным со средним 0 и дисперсией Q~X{<72Q) ■ Q~] — cr2Q~l . Подыто­
живая проведенное обсуждение, получаем
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Глава 2. Теория больш их выборок

Утверждение 2.11 (OLS-оценивание регрессии на время): Рассмот­
рим регрессию на время (2.12.1), где et — независимый белый шум 
с Е(е2) =  о2 и E(sf) < эо, и пусть а и S являются OLS-оценками для a 
и 6. Тогда

y/ri(a -  a) 
n3/2(S — S)

- > N [ 0 ,c r 2 
d \

1 1/2 
1/2 1/3

Как и в стационарном случае, а  является у/п-состоятельной, поскольку 
y/n(S — a) сходится к (нормальной) случайной величине. OLS-оценка ко­
эффициента при времени, S, также является состоятельной, но скорость 
сходимости выше: она п3/,2-состоятельна в том смысле, что п3̂ 2(8 — 8) 
сходится к случайной величине. В этом смысле S является гиперсосто­
ятельной (hyperconsistent)].

Тестирование гипотез в регрессиях на время

Таким образом, OLS-коэффициенты в регрессии на время асимптотиче­
ски нормальны при условии, что ошибка оценки правильно шкалирована. 
Мы сейчас покажем, что деление ошибки оценки на стандартную ошибку 
приводит к шкалированию, которое делает результирующее отношение — 
/-значение — асимптотически нормальным.

Сначала рассмотрим /-значение для нулевой гипотезы а = <*о. Заме­
чая, что

п _ |
элемент (1,1) матрицы ( Е  xtx't'j = [1

i= i

/-значение можно записать как

0] ( £  x txty
t= i

Г 
о

(2. 12. 12)

______________ а  ~  по____________ __

\А 2 -(1 o iG X , * < * ;)" 'ш
_  ___________ у/п.{а -  ftp)___________ __

\А г К /г <>1 ( £ ? „ * .* ! ) ■ '[ '? ]
_  _____________у/п-(а -  а 0)_____________

\А 2 ■ [1 0 ]T „ (E t=, x tx [) [о]
(поскольку [v/n 0] =  [1 0]Т„)

'Оценка, которая «-состоятельна, называется суперсостоятельной (superconsistent). 
Известный пример суперсостоятельных оценок возникает при оценивании процес­
сов с единичным корнем; см. главу 9. Некоторые авторы используют термин «суперсосто­
ятельный» более широко, для обозначения оценок, которые «'-состоятельны с 7  > -j. 
На их языке 6 в тексте является суперсостоятельной.
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2.12. Регрессия на время

____________\fn(a -  пр)______________

yV-ii «]{t ,7i(£;'=,*.*;)t .t t 1[S]
-  (ИЗ (2.12.8)). (2.12.13)

\ Л М 1 ( № ТШ

Можно непосредственно показать (см. контрольный вопрос 1), что я2 
состоятельна для а2. И из (2.12.10) Qn -»р Q. Таким образом, по лем­
ме 2.4(c) и утверждению 2.11,

2-значение для нулевой гипотезы а = ао
■ , '*(1 элемент z  (2 |2 И)

d уст2 х элемент ( 1 , 1 )  матрицы Q 1

где z ~  N(0,a2Q~l). Поэтому 2-значение для а  асимптотически Лг(0.1), 
как и в стационарном случае.

Используя тот же самый трюк и замечая, что [0 п3</2] = [0 1]ТП, 
мы можем записать 2-значение для нулевой гипотезы д = <50 как

, = - (2.,2.15)
V » 2 Т »  [¥]

Поэтому 2-значение для коэффициента при времени также является асимп­
тотически N(0.1)! Статистические выводы относительно о или <5 могут 
быть получены аналогично стационарному случаю.

Контрольные вопросы

1. (я2 состоятельна для сг2.) Покажите, что я2 -»р <т2. Указание: Исходя из фор­
мулы (2.3.10) получите

с? = ef -  2(Ь -  0 У Г пГ ; 1х< • с, + (Ь -  (3)'ТпТ - 1х ,х ' ,Г - 'Г „(Ь - /3). 

Суммируйте по t, чтобы получить

-  У > ?  = -  Е  £t -  -(Ь  -  PY'CnVr, + - ( ь -  p y ? n Q r ? n(b -  /3).
n f a  " f a

2. (Сериально некоррелированные ошибки.) Предположим, что {£;} — общий 
стационарный процесс, а не процесс независимого белого шума, но пред­
положим, что vn ->(j 1V(0, V ), где V  Ф cr2Q. Являются ли OLS-оценки 
[у и )  состоятельными? Сходится ли Т (6  -  /3) к нормальному случайному 
вектору с нулевым средним? Если да, то какова дисперсия нормального 
распределения? [Ответ: Q ~iV Q ~ 1.] Являются ли 2-значения асимптотически 
нормальными? [Ответ: Да. Но дисперсия не будет единичной.]
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Глава 2. Теория больших выборок

Приложение 2.А. Асимптотика с фиксированными 
регрессорами

Чтобы доказать результаты, аналогичные выводам утверждения 2.5, мы 
добавляем к предположению 2.1 следующее.

Предположение 2.А.1: X  является детерминированной матрицей. При 
п —»• ос S xx —>■ Е жж, невырожденной матрице (здесь обычная сходимость, 
поскольку X  не является случайной).

Предположение 2.А.2: {е*} является i.i.d. с E(ci) =  0 и Var(c,) =  a2.

Утверждение 2.А.1: При предположениях 2.1, 2.А.1 и 2.А.2 плюс пред­
положении на {<7г}> называемом условием Линдеберга (где дг = Xj - еП, 
сохраняются те же самые выводы, что и в утверждении 2.5.

Вместо того чтобы сформулировать условие Линдеберга, мы объяс­
няем, почему такое условие необходимо. Для доказательства асимпто­
тической нормальности Ь мы могли бы взять (2.3.8) и показать, что 
\ f n g  сходится к нормальному распределению. Техническая сложность 
заключается в том, что последовательность {gi) не является стационар­
ной из-за предположения о том, что {ж*} является последовательностью 
неслучайных векторов. Например,

Var(0j) =  Е { е 2Х г х \ )  =  Е ( г 2)ж;ж' ~  <т2ж;ж-

не остается постоянной при переходе от наблюдения к наблюдению. 
Следовательно, ни CLT Линдеберга — Леви, ни CLT для мартингал-раз­
ностей неприменимы. Однако, по счастью, существует обобщение CLT 
Линдеберга — Леви на нестационарные процессы с непостоянной диспер­
сией, так называемая CLT Линдеберга — Феллера (Lindeberg — Feller 
CLT), которая устанавливает техническое ограничение на хвост распре­
деления д,, чтобы наблюдения с большими ж, не могли доминировать 
в распределении y/ng.

Приложение 2 .В. Доказательство утверждения 2.10

В этом приложении приводится доказательство утверждения 2.10. Мы 
начинаем с выражения для pj, данного в (2.10.12). Первая часть до­
казательства заключается в нахождении выражения, которое является 
асимптотически эквивалентным.
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Приложение 2.В. Доказательство утверждения 2 10

y/nrfj =  s f r n j  -  ^  Е  ‘ s * +  x t ■ £ t - j ) ' y M b  ~  /3) +  
t= j+1

+ v^(b -  /?)' ^  E  XtX't~3 j  (fa -  /3) ~

1 ”
~  y / n i j  -  -  E  (® ‘- J  • £t +  * t  • E t - j ) ' y / n ( b  -  /3) 
a t = j + l

(поскольку последнее слагаемое выше исчезает)
~ y/rilj ~ Е (xt-j ■£t + xt - £t-j)'Vn(b -  /3)

1 ”
(поскольку -  ]П  (*t-j • £t + X t  ■ E t - j )  -+ E (x,,4  ■ €t + X t  ■ £(-])) 

n  t .= j+ 1 p

= V7̂  -  1Л]у/п(Ь-P) =
где Д; s  Е(жг • £<_,) (поскольку E(*t_j • et) = 0 no (2.10.15))

1 ”
= V^73 -  My v'wSkJ- E  =

1 n 1 П
= V ri- E  £‘£f- j  ~ ' ei n0 (2-10.7)

n <=y+i ' f==t
1 n 1 "

~  \ / r i — E £f. E t - j  —  V j \ / n S l x x ~  E ® 1 ‘ £ t
a n t=i ’ t=i

(поскольку E £t£<-j "" E
t=j+1

i j=  —p: У  £,£/- / ->■ 0 для каждого j)
\Л* ’ p

7 ^ - n E  E  x< ■ £t
t= 1 fr..l

(поскольку -» T,xx)
P

-djy/rigj. где

((K + l ) x l ) ^XX^j] 9 j  =
( (K 4 l ) x l )

; v „ . . 9jt
( (K -H )x  1) X t ■ £ t

. (2.B.1)
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Таким образом, полагая

71

7  =
(рх 1) -

ы
мы доказали, что

\/п7  C'sfng,
а

где

С  =
(р(КЧ-1)хр)

Cl

C p J

1 п 
9

(Р(К+ l)x l)  ”  ^п

9t =
(p(K+l)xl)

(=1

.9pt.

Вторая часть доказательства состоит в том, чтобы показать, что gt 
является мартингал-разностью, а именно что

E{9jt\g t-:,g t-2 , ---) = о (для j  =  1 ,2 ,...,р ) .

Но это легко следует из закона повторных математических ожида­
ний, того факта, что (gt.-i,gt-2 , • • •) содержит меньше информации, чем

и (2.10.15).
Ясно, что gt эргодически стационарна. Следовательно, по CLT для 

эргодически стационарных мартингал-разностей, y/rig -+d iV(0, E (g ^ )) . 
Следующий шаг состоит в вычислении математического ожидания E(gtg't), 
( j ,  к ) - й блок которого имеет вид:

Е  ( 9 з М  =
( ( ( h ' + i ) x ( K + i ) )

'Е (sfet-jSt-k) 
Е (Xt^Et-k)

Е  ( x 't e fa - j }

Используя закон полных математических ожиданий и (2.10.16), легко 
показать, что

Е (9jt9kt)
( ( ( К + \ ) х ( К + 1 ) )

'a45jk ctV j 

(T2Hk
(2 .B .2)

где 8jk — «дельта-символ Кронекера», принимающий значение 1, если 
j  =  к , и 0 в противном случае.
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Набор задач для главы 2

Поскольку, как показано выше,

\/п 7  ~  C's/пд  и у / п д  N(0,E{gtg’t)),a d

мы имеем:

Avar(7 )(=  дисперсия предельного распределения \/п 7 ) =  С  E(gtg't)C.

Ее (j , &)-й элемент есть

{j,k)-Pi элемент Avar(7 ) =  с'- E(gjtgkt)ck.

Подставляя сюда (2.В.2) и используя определение Cj в (2.В.1), после 
некоторых простых вычислений получаем, что

(;, к)-1л элемент Avar(7 ) =  а1 2 3 4 ■ [Sjk -  р !^~ 1 р к/а 2].

Поэтому
у/пт N(0,tT4I p -  алФ),d

где Ф определена в утверждении 2.10. Поскольку у / п р  ~  n j / a 2, пре­
дельное распределение для у/пр то же самое, что и предельное распре­
деление для у / п 'у / а 2 , которое является N (0 ,Ip — Ф). ■

Набор задач для главы 2
Аналитические упражнения

1. (Взято из примера 3.4.2 в [Amemiya, 1985].) Пусть zn определяется 
как

о
п2

Покажите, что plirn,,^^. zn

с вероятностью (п — 1 )/п , 
с вероятностью 1/п.

=  0, но lim„_yoo Е(г„) =  ос.

2. Докажите слабый LLN Чебышева, показывая, что zn —>m.s. Р- Указа­
ние:

Zn р — (zn Е(гп)) -Ь (Е(^.„) р ) .

Поэтому

(гп ~ р) =  (гп ~  Е(г„)) +  2 (zn — Е(г,г)) (Е(гга) — р) +  (Е(zn) — р) .

Покажите, что Е \{zn -  Е(гп)) (Е(гп) -  р)} = 0.

3. (Состоятельность и асимптотическая нормальность OLS для случай­
ных выборок.) Рассмотрите замену предположения 2.2 на
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Предположение 2.2': {уг. Xi} является случайной выборкой. 

и предположения 2.5 на

Предположение 2.5': S  =  Е(дгд[) существует и конечно.

Докажите следующую упрощенную версию утверждения 2.1:

Утверждение 2.1 для случайных выборок: При предположениях 2.1, 
2.3, 2.4 и 2.2! OLS-оценка Ь является состоятельной. При дополни­
тельном предположении 2.3 OLS-оценка Ь является асимптотически 
нормальной с Avar(fe), заданной в (Ь).

(a) Покажите, что это является частным случаем утверждения 2.1 
в тексте.

(b) Дайте прямое доказательство этого утверждения.
Указание: Используйте результаты Колмогорова и Линдеберга — 
Леви.

4. (Доказательство утверждения 2.4.) Мы хотим доказать утверждение 2.4. 
Чтобы избежать несущественных усложнений, мы предположим, как 
и в тексте, что К  = 1 (только один регрессор). Что остается пока­
зать — это то, что выборочное среднее первой компоненты правой 
части (2.5.3) сходится по вероятности к конечному числу. Докажите 
это. Указание: Пусть /  =  XjSi и h =  х\. Неравенство Коши — 
Шварца (Cauchy — Schwartz inequality) утверждает:

Е ( |/  • Л-|) 5: \ /E ( f2) Е(/?.2).

Поэтому
Е ( Н Ч )  < y jE tfe* ) E(xj).

По предположению, E(xfsf) конечно и, по предположению 2.6, Е(а^) 
также конечно. Поэтому Е (=,;xf) (— Е (gf)) конечно, и ^ J2i£ix l ~̂ р 
к некоторому конечному числу в силу эргодической стационарности.

5. (Прямое доказательство того, что изменение в SSR, деленное на я2, 
имеет асимптотическое распределение \ 2-) В параграфе 2.6 мы дока­
зали, что

(SSR r -  S S R u )/s2 -э хЧ #г)
d

как следствие утверждения 2.3. Дайте прямое доказательство, сначала 
показывая, что

S S R r -  SSRu  =  ( ^ m ' S - ^ R ' i R S ^ R T ' R S - ^ g ) ,
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6 . (Дополнительно, состоятельность а .)  В этом упражнении мы докажем 
утверждение, сделанное в параграфе 2.8, о том, что а ,  OLS-оценка 
для регрессии ef  на Zj, состоятельна. Пусть а  будет OLS-оценкой из

Ч = z [ a  +  1 п, т = ef  -  Е(е?|ж*).

(a) Сделайте соответствующие предположения в дополнение к пред­
положениям 2.1 и 2.2, чтобы показать, что а  является состоятель­
ной. Указание: Вам нужно ранговое условие для z\.

(b) Получите:

а _ а = ( *} 
V i— I /  ' i= 1

с Vi = —2(6 — (3)'xi ■ Si + (b — flYxix'iib — /3). Указание: Расхож­
дение между ef и квадратом OLS-остатка ef из OLS-оценивания 
исходного уравнения уг =  ж'/З +  е,- задано в (2.3.10). Подстановка 
в (2.8.8) дает: е? =  z 'a  + (гц + гц).

(c) Чтобы избежать несущественных усложнений, предположим, что жi
является скаляром ж,. Тогда • Vi в (*) принимает вид:

- 2 ( 6 -  8 ) -  S'xiSiZi  + ( 6 -  /З)2-  ' S ^x f z i. (**)п ' п z—'
г=1 1=1

Покажите, что plim первой компоненты равен нулю. Указание: 

Е(жг;вг2;) =  E[Z; • • Е(£;|ж/)].

Покажите, что plim второй компоненты равен нулю, если Е (xfzt) 
существует и конечно,

(d) Таким образом, мы доказали, что a  — а  стремится к нулю. До­
кажите более сильный результат о том, что \/п {а  -  а )  стремится 
к нулю. Указание: Используйте лемму 2.4(b).

7. (Дополнительно, докажите, что WLS асимптотически эффективнее, 
чем OLS.) В параграфе 2.8 WLS-оценка обозначена как (3{V). Мы 
хотим доказать, что она асимптотически эффективнее OLS, а именно

Avar(/3(V)) < Avar(6).

Но, поскольку Avar(/3(V)) = Avar(/3(V)), достаточно доказать, что

Avar(/3(V)) < Avar(6).

199



Глава 2. Теория больших выборок

Докажите последнее матричное неравенство. Указание: В главе I мы 
доказали алгебраический результат о том, что

{x'xy'ix'vx^x'x)-1 > (X'V^X)-1 (*)

для любой положительно определенной матрицы V . (Это следует из то­
го факта, что GLS эффективнее OLS; левая часть есть (умноженная 
на о2) дисперсия OLS-оценки для обобщенной регрессионной модели, 
в то время как правая часть есть (умноженная на а2) дисперсия 
GLS-оценки.) Умножение обеих сторон (*) на п и взятие предела 
по вероятности приводит к:

^plim jX 'X ^ j  ^plim ^ X ' V X ^pliin ^ X 'X ^ j  >

> plim ^-^X 'V X ^ j . (**)

Правая часть есть Avar(j3(V)) (см. (2.8.7)). Покажите, что левая 
часть равна Avar(6) =

8 , Докажите (2.9.7). Указание: Если (р,7 ) является вектором коэффи­
циентов проекции наименьших квадратов, то

Е (ж ж ')
7

=  Е (х -у). (*)

или

где

И
7

[Е (ж ж ')] 1 Е (ж  • у).

Е (ж ж ')
1 Е (ж )'

Е (ж ) Е (ж ж ')
, Е (ж  • у) ’ EG/) 

Е (ж  • у)

(**)

Первым уравнением в (*) является р+ Е (х)'у = Е (у). Используйте его 
для удаления р из остальных уравнений (*), а затем найдите решение 
относительно 7 . При этом используйте Уаг(ж) =  Е(жж') -  Е(ж)Е(ж'), 
Cov(x.y) =  Е (х-у) — Е(х)Е(у). Альтернативно, используйте формулу 
для обращения блочных матриц (см. (А. 10) приложения А), чтобы 
получить

Е(хх') 1
1 +  Е (ж )' У аг(ж ) 1 Е (ж )  

— У а г(ж )-1  Е (ж )
Е (ж )'У а г (ж ) 1 

У а г(ж )-1

Затем подставьте это в (**).
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9. (Доказательство утверждения 2.9 для р = 1.) Предположим, что {et} — 
эргодически стационарная последовательность мартингал-разностей и что 
E(£?|st_i,<rt_2,. . . .£ i)  = а2 < ос. Пусть gt = st ■ st-i  и

=  0  =  0,1), f t  =  g .
t=j+1 ,u

(a) Покажите, что {<7(} (t = 2 ,3 , . . . )  является последовательностью 
мартингал-разностей.

(b) Покажите, что Е (у2) =  а4.
(c) Покажите, что y/nji — N (0, <т4) при п —> оо.
(d) Покажите, что \/пр\ N (0,1). Указание: Сначала покажите,

что \fn y i/a 2 АГ(0,1). Затем используйте лемму 2.4(c).

10. (Асимптотика выборочного среднего для МА(2).) Пусть (£_1 ,£ о ,-ь  • ••) 
является i.i.d. с нулевым средним и дисперсией о2. Рассмотрим про­
цесс (у^1 ,у0, у\,У2 ,---), порожденный как

У- 1 =  £ - 1 . УО = £0 +  015-1, yt = £t+ 0\£t- i  +  $2£t- 2  (t = 1 ,2 ,. . .) .

(Этот процесс называется процессом скользящего среднего второго 
порядка (second-order moving average process, MA(2)); см. главу 6.

(a) Покажите, что (у\.у2 ,---) является стационарным в ковариациях. 
Получите выражение для автоковариаций yj (j =  0 ,1 ,2 ,...) .

(b) Пусть

rtj =  E{yt\yt-j,yt-j-i,... ,уо,у-\)~

~ E(yt\yt-j-l,yt-j-2, ■ • -,yo,y-l) 
{t = j . j  + l , . . . ; j

Покажите, что

=  0 .1 ,2 .. . .) .

Но = £u Hi = 01H-1, П2 = 02П-2, Из = 0, П4 = 0. ...

Указание: Существует взаимно однозначное отображение между 
(e-ь  £о, и (y-uyo,---,yt), поэтому E(yt\yt-j, . . . ,  у-i)  =
= E(;^|H-j, . . . , 5 - i).

(с) Пусть

Уп = ~(у 1 +  У2 +  --- +  Уп)-п
Покажите, что

Var(v/ny,!) = 7о + 2 1 -  71 + п
i - 2

п 72 •
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(d) Поскольку {yt} не является i.i.d., CLT Линдеберга — Леви непри­
менима. Однако в главе 6 будет показано, что у/пуп сходится 
по распределению к нормальной случайной величине. Что являет­
ся средним предельного распределения? Что является дисперсией 
предельного распределения (то есть Avar{\/пуп))1 Предположите, 
что лемма 2.1 применима к \рпуп. Указание: В лемме 2.1 положи­
те zn =  \/пуп, limn^ oc(l — q/n) =  1 для любого фиксированного q.

11. (Дополнительно, тест Бройша — Годфри на сериальную корреляцию.) 
В этом упражнении мы доказываем, что модифицированная Q Бокса — 
Пирса асимптотически эквивалентна pF  из вспомогательной регрес­
сии (2.10.21), где р является числом лагов, a F  является .F-отношени- 
ем для гипотезы о том, что все коэффициенты при et_ l5 et- 2, ■ ■., et-p 
равны нулю.

Сначала установим обозначения. Пусть

0 0  . . . 0

С] 0  . .

~х х е2 e i 0 ех

Е  =
( п х р )

ез С2
«2

е\

ех
е — 

( п х  1)

.Х 'п. сз / Ч

J ’n -1 е п - 2 • • (-П—р_

В
-± Х 'Х 7 Х 'Е '

, В ~ 1 =

'  В п
( К х К )

В п  1
( Кхр)

( К+р ) х ( К+р ) h E ’X ± Е 'Е В 21 В 22
L п Г) J L (р х к ) (р х р ) .

71

7  =  :
( р х  1) ^

где et является остатком от исходной регрессии yt =  х[/Э+Et и 7j явля­
ется выборочной автоковариацией j-ro порядка, определенной в (2 . 1 0 .8 ), 
вычисленной по остаткам.

(а) Вспомогательная регрессия (2.10.21) имеет К  + р регрессоров. 
Пусть а  является вектором К  + р коэффициентов. Покажите, что

а  =  В 1
Г  о  1(A'xl) 7

7
_(рх К).
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Указание: Поскольку е является вектором остатков из исходной 
регрессии с X  в качестве регрессора, Х 'е  =  0.

(b) Покажите:

В  -¥ В  =
р

где

( Л Р) ^  ^ Xt Е ( ж‘ - г * - р ) ] -

Указание: j -м столбцом £ Х 'Е  является ^ Ya =j+\ Жг' e t - j -  ^ с‘ 
пользуйте (2.3.9), чтобы показать, что он сходится по вероятности 
к E (xt -£t-j).

(c) (Очень легко.) Покажите, что a  —*-р 0.
(d) Пусть 55/2  здесь является суммой квадратов остатков в искус­

ственной, а не исходной регрессии. Покажите:

55/2  ,
------—---------у о ,
п  — К  — р р

где о 2 является дисперсией st , ошибки из оригинальной регрессии. 

Указание: £ Е 'е  =  7 . Покажите, что =  -е 'е  — а '

(e) Покажите:
р  _  п У Д 227  

^  5 5 /2 /(п — К  — р)'
Указание: Примените формулу для F -отношения в (1.4.9) к вспо­
могательной регрессии.

(О Используйте формулу для обращения блочных матриц (см. (АЛО) 
приложения А), чтобы показать

О
7

S j j ; Н
Н ' сг21р\ ’

В 22 - Е 'Е  п - Е 'Х  I S. - Х 'Е
п

1 -1

(g) Пусть р  и Ф будут такими же, как в (2.10.8) и (2.10.19). По­
кажите, что модифицированная Q Бокса —Пирса, определенная 
в (2.10.20), асимптотически эквивалентна pF  (то есть разность 
между ними сходится к нулю по вероятности). Указание: Пока­
жите, что и pF, и модифицированная Q Бокса — Пирса асимпто­
тически эквивалентны

n i ( I p -  Ф )  1-у/ г г 4 ,  

где Ф определена в (2.10.18).
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12. (Дополнительно, тест Чоу на структурный сдвиг при больших вы­
борках.) Рассмотрим применение теста Чоу на структурный сдвиг 
к регрессионной модели с условной гомоскедастичностью, описанной 
в утверждении 2.5. Поскольку проблема структурного сдвига возни­
кает главным образом в моделях временных рядов, мы используем «t* 
в качестве индекса. Мы обобщаем предположение 2.1, допуская изме­
нение вектора коэффициентов в момент сдвига г:

Мы предполагаем, что дата сдвига г известна. (Когда дата сдвига 
неизвестна, ситуация более сложная и является объектом недавних 
исследований. См.: [Stock, 1994, Section 5] в качестве обзора.) Тести­
руемая нулевая гипотеза: 0\ =  /За- Это множество из К  ограничений. 
Пусть S S R \  является суммой квадратов остатков для первого периода 
(t = 1 , 2 , . . . , г), S S R 2 является S S R  для второго периода (t — г + 1, 
r - f  2 , . . . ,  n), a S S R r  является S S R  для всей выборки при ограничении 
01 =  02. Статистика Чоу была определена в главе 1 как

Пусть Ъ\ является OLS-оценкой для /Зь полученной по первому пери­
оду, а Ь2 является OLS-оценкой для 02 по второму периоду.

(а) Покажите, что KF численно равно:

где s1 = (SSR\+SSR2)/{n-2K). Указание: Приведенные выше п 
уравнений могут быть записаны в матричном виде как у — Х0-\-е, 
где

x't0\ + St Для t = 1,2,..., г,
х[132 +  et для t =  г +  l , r  +  2 , . . .  ,п .

_ [SSRr -  (SSR\ + SSR2))/K 
(.SSRi + SSR2)/{n-2K) '

>/n{b\ -  b2).

Y  ^ 1  0  1 v
fk V  ’ - -̂1

( n x 2 K )  [  0 X 2] ' ( r x K )
X r L 1

X 2
{ ( n - r ) x K )
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Нулевая гипотеза о том, что (3\ =  (З2 , может быть записана как
Щ3 = г, где R  =  [/д- : -  /д  ] и г = 0. Используйте утвержде­
ние 1.4.

(Ь) Пусть А =  r/п. Покажите, что при п —>• ос с фиксированным А

где Лхх = E(xtx't).
(с) Покажите, что при п -¥ ос с фиксированным А 

! г
— X f £ t —> N{О. Асг2Е ха.),

1 п ̂
~ Г  Е xf £t~+ iV(0, (1 - А)(72£а»а;).v/И d
v  t = r + l

Можно показать (см.: [Stock, 1994, Section 5]), что -^Y 7 t= \x t£t 
и ^Х )Г=г+ \ x t£t асимптотически некоррелированы. Поэтому

уе J2t=1 ■ £t 
1

^ 2 ^ (= r+ i -£t
N  О, A ct Е х х  

О (1
О

A)cr2S a

(d) Покажите, что Avar(bi -  62) =  А_ 1ст2£ ~ х +  (1 -  A) 1cr2E x£. Ука-
зание: Пусть

6 = М .

Покажите, что

Avar (Ь) = "А- , <72£ хх 0
0 (1 -  A r V S - ^

b\ — b-2 = [Ik  : -  /*■]&■ Используйте лемму 2.4(c).
(e) В заключение покажите, что A F  — х 2(Ю  ПРИ п —> х  с фикси­

рованным А =  г/п.

Эмпирические упражнения

1. Перед выполнением этого упражнения прочитайте введение и па­
раграфы 1—IV в [Fama, 1975]. В файле данных MISHKIN.ASC 
месячные данные представлены в виде:
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Столбец 1: год.
Столбец 2: месяц.
Столбец 3: одномесячный темп инфляции (в процентах, годовой 
темп; назовите его РАН).
Столбец 4: трехмесячный темп инфляции (в процентах, годовой 
темп; назовите его РА13).
Столбец 5: одномесячная ставка по казначейским векселям (в про­
центах, годовой темп; назовите его ТВ1).
Столбец 6: трехмесячная ставка по казначейским векселям (в про­
центах, годовой темп; назовите его ТВЗ).
Столбец 7: CPI для городских потребителей, все составляющие 
(среднее за 1982-1984 годы приравнивается к 100; назовите его CPI).
Период выборки составляют наблюдения с февраля 1950 г. по де­
кабрь 1990 г. (491 наблюдение). Данные по РАИ, PAI3, ТВ1 и ТВЗ 
те же самые, которые использовались в [Mishkin, 1992]) и стали 
доступными для нас благодаря ему. Данные по казначейским вексе­
лям получены из Center for Research in Security Prices (CRSP) Чи­
кагского университета. Ставкой по казначейским векселям за кон­
кретный месяц является ставка на последний рабочий день преды­
дущего месяца (и поэтому она может быть взята как процентная 
ставка на начало месяца). Построение РАИ и РА/3 будет описано 
в конце этого упражнения; в течение некоторого времени мы будем 
использовать инфляцию, полученную из CPI.

(a) (Библиотечная/интернет-работа.) Чтобы проверить правильность 
данных в MISHKIN.ASC, найдите соответствующие таблицы 
из прошлых номеров Treasury Bulletin или Federal Reserve 
Bulletin с распечатанными данными о ставках по казначей­
ским векселям. Или посетите веб-сайты Board of Governors 
(www.bog.frb.fed.us) или Treasury Department (www.ustreas.gov) 
для достижения той же цели. Можете ли вы найти одномесяч­
ные ставки по казначейским векселям? [Ответ; Вероятно, нет.] 
Являются ли ставки в MISHKIN.ASC близкими к соответству­
ющим таблицам? Похожи ли они на ставки на начало месяца?

(b) (Библиотечная/интернет-работа.) Найдите соответствующие таб­
лицы из прошлых номеров Monthly Labor Review (или посетите 
веб-сайт Бюро статистики труда, www.bls.gov) для проверки 
корректности графиков CPI в MISHKIN.ASC. Проверьте, что 
датировка переменных такова, что январское значение CPI яв­
ляется CPI за этот месяц. Относительно определения CPI про­
верьте следующее. 1) CPI является CPI для городских потреби­
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телей, для всех составляющих, включающих продукты питания 
и жилье, и без сезонной коррекции. 2) Измерение цен всех 
составляющих индекса производится в течение месяца. Когда 
объявляется CPI за месяц?

(с) CPI является индексом с фиксированными весами или пере­
менными весами? Указание: Разыщите ваш старый учебник 
по макроэкономике промежуточного уровня; учебник по макро’ 
экономике для магистрантов не понадобится.
Одномесячная ставка по казначейским векселям за месяц t 
в наборе данных соответствует периоду с начала месяца t до кон­
ца этого месяца (как вы только что проверили). В идеале, 
если бы у нас были данные по уровню цен на начало каждого 
периода, мы могли бы вычислить темп инфляции за тот же са­
мый период как (Pt + 1 — Pt)/P t, где Pt — уровень цен на начало 
периода. Мы используем CPI за месяц t — 1 для Pt (то есть 
полагаем Pt = C PIt-\)- Поскольку компоненты CPI собраны 
в различные моменты в течение месяца, возникает неизбежное 
смещение меры инфляции и данных по процентным ставкам. 
Другая проблема заключается в сроках опубликования данных 
о CPI. Из теории эффективности рынка следует, что Pt из­
вестна рынку на начало месяца t , когда установлены ставки 
на казначейские векселя на месяц. Однако CPI за месяц t — 1, 
который мы берем в качестве Pt, не объявляется до некоторого 
момента следующего месяца (месяца t). Таким образом, мы 
предполагаем, что люди знают CPI за месяц t — 1 на начало 
месяца t.
Совет при работе с пакетом TSP: При загрузке данных и вы­
числении темпа инфляции вы должны использовать способ­
ность TSP обрабатывать календарные даты. Начальная часть 
вашей программы в TSP могла бы выглядеть так:
? T h e  d a t a  a r e  m o n t h l y ,  1 9 5 0 : 2  t h r u  1 9 9 0 : 1 2  

f r e q  m ; s m p l  5 0 : 2  9 0 : 1 2 ;

? R e a d  i n  t h e  A S C I I  d a t a

r e a d ( f i l e = ? m i s h k i n . a s c ? ) y e a r  m o n t h  p a i l  p a i 3  

t b l  t b 3  c p i ;

?  C a l c u l a t e  i n f l a t i o n  r a t e  a n d  t h e  r e a l  r a t e

s m p l  5 0 : 3  9 0 : 1 2 ;

p a i = ( ( c p i / c p i ( - 1 ) ) * * 1 2 - 1 ) * 1 0 0 ;

r  =  t b l - p a i ;

Совет при работе с пакетом RATS: Аналогично начальная 
часть вашей программы RATS может выглядеть так:
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* The data are monthly, 1950:2 thru 1990:12 
cal 50 2 12;all 0 90:12
* Read in the ASCII data 
open data mishkin.asc
data (org=obs) / year month pail pai3 tbl tb3 cpi
* Calculate inflation rate and real rate 
set pai = ((cpi(t)/cpi(t-1))**12-1)*100 
set r = tbl(t)-pai(t)

(d) Воспроизведите результаты в табл. 2.1. Поскольку ставка по каз­
начейским векселям указывается в процентах в расчете на год, 
темп инфляции должен измеряться в тех же единицах. Вычис­
лите 7Гг+ ь которая должна быть согласована с TBit (одноме­
сячная ставка по казначейским векселям за месяц t), то есть 
вычисляться по формуле сложных процентов:

Совет при работе с пакетом GAUSS: Один из способов 
вычисления выборочных автоковариаций по формуле (2.10.1) 
и выборочных автокорреляций по (2.10.2) таков. Пусть 2 явля­
ется n -мерным вектором, г-я компонента которого — 2 ;, a nobs 
является размером выборки, п. 
z=z-meanc(z ); /* de-mean the series */ 
nlag=12; /* lag length */ 
rho=zeros(nlag,1); 
j=l;do until j>nlag; 
rho [ j ]=z'*shiftr (z', j , 0)'/nobs;
/* sample autocovariances */ 

j=j+l;endo; 
rho=rho./ (z'*z/nobs) ;
/* sample autocorrelations */

Совет при работе с пакетом TSP: Используйте команду 
В Л  DENT. Она не вычисляет p-значения, поэтому (если вы не го­
товы учиться, как использовать матричные команды TSP) от­
кажитесь от идеи получения р-значений.
Совет при работе с пакетом TSP: Используйте CORRELATE 
или BOXJENK.

(е) Можете ли вы воспроизвести (2.11.9), которое использует ро­
бастные стандартные ошибки? Какова интерпретация константы?
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Совет при работе с пакетом GAUSS: Для робастных к ге- 
тероскедастичности стандартных ошибок мы должны вычис­
лить S  по формуле (2.5.1) с ?* =  е, (OLS-остаток). Пример 
Gauss-кода заключается в следующем. Пусть х — п х К  мат­
рица данных и ehat — «-мерный вектор OLS-остатков. Если g 
является п х  АГ-матрицей, г-я строка которой — х\-в{, G auss-код 
для порождения g — g = x.*ehat. G auss-код для вычисле­
ния S  —  g'g/nobs, где nobs является объемом выборки. Это, 
однако, не использует тот факт, что S  симметрична. Более вы­
числительно эффективной командой является moment(g,0)/ 
nobs.
Совет при работе с пакетом TSP: Воспользуйтесь опцией 
HCTYPE = 0 от OLSQ.
Совет при работе с пакетом GAUSS: Используйте опцию 
ROBUSTERRORS ОТ LINREG.

(О (Коррекция Дэвидсона — Мак-Киннона для оценки Уайта.) Свой­
ства на конечных выборках робастного ^-отношения могут быть 
улучшены коррекцией Дэвидсона — Мак-Киннона, которая рас­
сматривалась в основном тексте. Вычислите робастные стан­
дартные ошибки, используя три формулы, которые обсуждались 
в основном тексте. Первая — это коррекция на степени свободы 
умножением S  на п /(п —К). Вторая — вычисление S  по форму­
ле (2.5.5) с d =  1. Третья — (2.5.5) с d = 2. Они соответствуют 
опциям HCTYPE = 1 , 2 , 3 программы OLSQ для TSP. 
Совет при работе с пакетом GAUSS: Пусть р — «-мерный 
вектор для сохранения pi в (2.5.5), sxxinv = S~J., х = мат­
рица данных X .  Один из способов вычислить р  таков: 
p=zeros(nobs, 1 ) ; 
i=l;do until i>nobs; 
p[i]=x[i, . ]*sxxinv*x[i, . ]'/nobs; 
i=i+l;endo;

(g) (Оценивание при условной гомоскедастичности.) Проверьте эф­
фективность рынка, регрессируя на константу и TBlt при 
условной гомоскедастичности (2.6.1.) Сравните ваши резуль­
таты с полученными в (е) и (f). В какой части имеются отличия?

(h) (Тест Бройша — Годфри.) Для спецификации в (g) проведите 
тест Бройша —Годфри на сериальную корреляцию с р — 12. 
(Значение статистики пВ 2 должно быть около 27,0). Пусть е,
(t =  1,2........«) является OLS-остатком из регрессии в (g). Для
выполнения теста Бройша — Годфри, как описано в тексте, нам
нужно положить et (t = 0 , - 1 . ___—11) равными нулю при
проведении вспомогательной регрессии для t = 1, —  «.
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С о в е т  п р и  р а б о т е  с  п а к е т о м  T S P :  Код TSP для вычисления 
статистики nR2 таков, resid является OLS-остатком из исход­
ной регрессии.
? Part (h) : Breusch — Godfrey
resid=@res;
smpl 52:1 52:12;
resid=0;
smpl 53:1 71:7;
olsq resid c tbl resid(-l) resid(-2) resid(-3)

resid(-4) resid(-5) resid(-6) 
resid(-7) resid(-8) resid(-9) 
resid(-lO) resid(-ll) 
resid(-12);

set w=0nob*@rsq;cdf(chisq,df=12) w;
Здесь w является статистикой nR2.
С о в е т  п р и  р а б о т е  с  п а к е т о м  R A T S :  Код RATS для вычисле­
ния статистики nR2 следующий, resid является OLS-остатком 
из исходной регрессии.
* Part (h) : Breusch — Godfrey
set resid 53:1 71:7 = pai-%beta(1)-%beta(2)*tbl 
set resid 52:1 52:12 = 0 
linreg resid 53:1 71:7;
# constant tbl residl to 12 
compute w = %nobs*%rsquared 
cdf chisquared w 12
Здесь w является статистикой nR2.
С о в е т  п р и  р а б о т е  с  п а к е т о м  G A U S S :  Как и в кодах Gauss 
для (d), полезной является команда shiftr. Пусть у (223 х 1) 
и х (223 х 2). соответственно, являются вектором значений 
зависимой переменной и матрицей регрессоров из предыдущей 
регрессии. Пусть b (2 х 1) является вектором оцененных коэф­
фициентов из предыдущей регрессии. Ваша программа Gauss 
для создания у и х для вспомогательной регрессии может вы­
глядеть так:
"§ Part (h) : Breusch — Godfrey @";
y=y-x*b; /* residual vector from the previous
regression */
j=l;do until j>12;
x=x shiftr(y/,j,0)/;
j=j+l;endo;
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(i) (Реконструкция Фамы.) Каковы собственные точечные оценки 
и стандартные ошибки коэффициента при номинальной про­
центной ставке у Фамы? Идентичны ли они вашим результатам? 
(Фама использует другие обозначения, поэтому вы должны пе­
ревести его результаты в наши обозначения.) Почему его оцен­
ка константы отличается от вашей? (Одна очевидная причина 
заключается в том, что наши данные другие, но существует 
и другая причина.) Дополнительно: Каковы различия между 
его данными и нашими?

(j) (Сезонные дамми.) CPI, использованный для вычисления тем­
па инфляции, не являлся сезонно скорректированным. Чтобы 
принять во внимание сезонные факторы при продолжении ис­
пользования сезонно нескорректированных данных в регрес­
сии, определим двенадцать месячных дамми, ЛП, М 2 , . . . .  А/12, 
и используем их вместо константы в регрессии в (g). Приводит 
ли это к изменению ваших результатов? Что случится, если вы 
включите константу вместе с двенадцатью месячными дамми 
в регрессию? Дополнительно: Есть ли какая-нибудь причина 
для предпочтения сезонно нескорректированных данных сезон­
но скорректированным?
Совет при работе с пакетом TSP: Используйте команду 
DUMMY для порождения месячных дамми.
Совет при работе с пакетом RATS: Используйте команду 
SEASONAL для порождения месячных дамми.
Хорошо известная проблема с рядом CPI заключается в том, 
что его компонента, связанная с жилищным строительством, 
представляет расходы на проценты по ипотеке до 1983 года 
и более подходящую меру — «эквивалент арендной платы» — 
с 1983 года. Переменные инфляции РАИ  и PAI3 в MISHKIN.ASC 
вычислены по индексу цен, который использует «эквивалент 
арендной платы» для всех периодов. Для получения допол­
нительной информации об этом см.: Section II [Huizinga and 
Mishkin, 1984]. Датировка переменных такова, что наблюдение 
за январь для РАН  вычислено по декабрьским и январским 
данным индекса цен, a PAI3 — по декабрьским и мартовским 
данным индекса цен. Поэтому при предположении о том, что 
ценовой индекс соответствует концу месяца, январское наблю­
дение для РАН  является темпом инфляции в течение этого 
месяца, а январское наблюдение для PAI3 является темпом 
инфляции с начала января по конец марта.

(к) Оцените регрессию Фамы для 1/53-7/71, используя лучшую 
меру одномесячного темпа инфляции, и сравните результаты 
с теми, которые получены в (е).
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(1) Оцените регрессию Фамы за период после октября 1979 года. 
На много ли уменьшилась номинальная процентная ставка? 
(Коэффициент должен снизиться до 0,564.)

2. (Продолжение упражнения Нерлова в главе 1, с. 102.)

(a) Для модели 4 выполните тест ni?2 Уайта на условную гетеро- 
скедастичность. (Значение n.R2 должно быть равным 66,546).

(b) (Дополнительно.) Оцените Модель 4 посредством OLS. Это 
шаг 1 процедуры параграфа 2.8. Выполните шаг 2, оцени­
вая следующую вспомогательную регрессию: регрессируйте е2 
на константу и 1/Q,. Проверьте, что шаг 3 является тем, что 
вы делали в части (h).

(c) Вычислите стандартные ошибки Уайта для модели 4.

Упражнения на метод Монте-Карло

1. (Коррекция на степени свободы.) В модели упражнения на ме­
тод Монте-Карло в главе 1 мы предполагали, что ошибки были 
нормальными. Предположим вместо этого, что е* распределены рав­
номерно между —0,5 и 0,5.

(a) Проверьте, что DGP второй симуляции (где X  различна для си­
мулируемых выборок) удовлетворяет предположениям 2.1-2.5 
и 2.7. (Можно показать, что предположение 2.2 [эргодическая 
стационарность] также удовлетворяется. Это является следстви­
ем утверждения 6.1(d).)

(b) Проведите вторую симуляцию из упражнения на метод Монте- 
Карло в главе 1 с равномерно распределенными ошибками. 
В каждом повторении вычислите обычное ^-отношение, как 
ранее, и сравните его с двумя критическими значениями. Пер­
вое является тем же самым критическим значением (2,042), 
которое указывалось распределением £(30), а второе является 
критическим значением (1,96) для N(0.1). Вычислите частоту 
отвержения для каждого критического значения. Какое из них 
ближе к номинальному размеру 5%?

2. (Противопоставление статистик Бокса —Пирса и Льюнга — Бокса.) 
Мы хотим проверить утверждение о том, что свойства на конеч­
ных выборках Q-статистики Льюнга —Бокса превосходят свойства 
на конечных выборках Q-статистики Бокса — Пирса. Создайте стро­
ку из 50 случайных чисел i.i.d. со средним 0. (Выберите распреде­
ление, которое вам нравится.) Беря эту строку в качестве данных, 
сделайте следующее:
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Ответы на избранные вопросы

(1) Вычислите статистики Q Бокса —Пирса и Q Льюнга —Бокса 
(см. (2.10.4) и (2.10.5)) с р =  4. (Среднее по ансамблю равно 0 
по построению. Однако возьмите выборочное среднее ряда, ко­
гда вычисляете автокорреляции.)

(2) Для каждой статистики примите или отвергните нулевую гипо­
тезу об отсутствии сериальной корреляции на уровне значимо­
сти 5%, предполагая, что статистика распределена как х2(4).

Проделайте это большое количество раз, каждый раз используя 
различные строки из 50 i.i.d. случайных чисел, порожденных за­
ново. Для каждой Q-статистики вычислите частоту отвержения 
нулевой гипотезы. Если распределение на конечных выборках хоро­
шо аппроксимируется х2(4), эта частота должна быть близка к 5%. 
Какая статистика дает вам частоту, более близкую к номинально­
му размеру 5%? Не слишком ли часто мы не отвергаем нулевую 
гипотезу, если используем Q Бокса —Пирса?

Ответы на избранные вопросы
Аналитические упражнения 3 * * * 7

3. Из (2.3.7) в тексте 6 - /3  =  S~lg. По Колмогорову, S xx -»р Е(жгж-)
и д —>р 0. Поэтому 6 состоятельна. По CLT Линдеберга —Леви,
%/пд —>d N (0,S). Оставшаяся часть доказательства теперь должна
быть рутинной.

7. Что остается показать — это то, что левая часть (**) равна: 

Avar(6) = Е хх = p lim - Х ' Х

и

S = Е(с fxix'i) =
= Е[Е[=?|Ж;)Ж;Ж-] =
=  Е[(г'а)ж;а;-] (по (2.8.1)) =

1 V2 ЛрШп -  (г-а)х1х\ (по эргодической стационарности) =

=  plim ~ X 'V X  
п

(по определению (2.8.4) для V).
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Эмпирические упражнения

lc. CPI, вероятно, наиболее широко использующийся индекс цен с фик­
сированными весами.

1е. Постоянная составляющая, взятая со знаком «минус», равна г (по­
стоянная ex ante процентная ставка).

lg. Точечные оценки те же самые. Отличаются только стандартные 
ошибки.

1 i. Посмотрите на таблицу 3 Фамы, его коэффициент при R t , когда 
период выборки с 1/53 по 7/71, равен 0,98 с s.e. 0,10. Очень близко, 
но не точно то же самое. Есть два возможных объяснения этой 
разницы между нашими оценками и оценками Фамы. Во-первых, 
в вычислении темпа инфляции за месяц t, =  (P*+i — Pt)/Pt. 
из Фамы неясно, что для Pt используется C P lt~ь  а не CPIt- 
Во-вторых, вес для C P I  во время его написания мог быть взят 
за 1958 год. Вес же для C P I  в наших данных взят за 1982-1984 го­
ды. Наша оценка константы (—0,868) отличается от оценки Фамы 
(0,00070), поскольку, во-первых, у него зависимой переменной яв­
ляется темп инфляции, взятый со знаком «минус», и, во-вторых, 
темп инфляции и ставка по казначейским векселям берутся у него 
в расчете на месяц.

lj Сезонно скорректированные ряды, выпускаемые BLS, являются сво­
его рода двусторонними скользящими средними. Таким образом, 
например, сезонно скорректированный CPIt зависит от сезонно 
нескорректированных значений будущего C P L  которые не содер­
жатся в It. Значит, если нет причин принимать во внимание сезон­
ные факторы в сотношении между темпом инфляции и номиналь­
ной процентной ставкой, нужно использовать сезонно нескорректи­
рованные данные. Если есть необходимость принять во внимание 
сезонные факторы, лучше включить сезонные дамми в регрессию, 
а не использовать сезонно скорректированные данные. Включе­
ние сезонных дамми не изменяет результаты сколько-нибудь су­
щественным образом.

Ik. Коэффициент Rt снижается с 1,014 до 0,807.
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Глава 3. Одномерный GMM

Главным допущением метода наименьших квадратов является ор­
тогональность случайных ошибок и регрессоров. Без этого допу­
щения МНК-оценки не будут даже состоятельными. Поскольку во 
многих важных приложениях условие ортогональности не выпол­
няется, необходимо уметь работать с эндогенными регрессорами. 
Решение дает метод оценивания, называемый обобщенным мето­
дом моментов (GMM) (Generalized Method of Moments), который 
включает в себя МНК как частный случай. В этой главе пред­
ставлен GMM для моделей с одним уравнением, а в следующей 
главе представлено обобщение этого метода на несколько урав­
нений. Эти главы касаются только линейных уравнений. Оценка 
обобщенным методом моментов нелинейных уравнений будет опи­
сана в главе 7. В главе 8 будет представлена основная альтернатива 
GMM, метод максимального правдоподобия (ML).

Отражая преобладание в экономике эндогенных регрессоров, 
данная глава начинается с нескольких примеров. Общее определе­
ние эндогенных регрессоров приведено в параграфе 3.3. В парагра­
фе 3.4 представлена GMM-процедура для модели из параграфа 3.3. 
Параграфы 3.5-3.7 представляют асимптотические свойства оце­
нок GMM и соответствующих тестовых статистик. При наличии 
условной гомоскедастичности выведенные в данных параграфах 
формулы можно упростить. Упрощенные формулы собраны в пара­
графе 3.8. В частности, двухшаговый МНК, метод, разработанный 
изначально для оценивания систем одновременных уравнений, яв­
ляется частным случаем GMM. ML-альтернатива двухшагового 
МНК, называемая максимальным правдоподобием с ограниченной 
информацией (LIML), будет рассмотрена в параграфе 8.6.

Эмпирические упражнения в этой главе связаны с наиболее 
часто оцениваемым в экономике уравнением — уравнением зара­
ботной платы. Это уравнение связывает ставку заработной платы 
с различными характеристиками индивида, такими как образова­
ние и способности. Поскольку образование — это выбор индиви­
да и поскольку способности оцениваются плохо, регрессоры, по- 
видимому, являются эндогенными. Применяя к этому уравнению 
описанные в данной главе методики, мы убеждаемся в том, что
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Глава 3. Одномерный GMM

оценки параметров зависят от того, производим ли мы коррекцию 
на эндогенность.

3.1. Смещение из-за эндогенности: пример Уоркинга
Система одновременных уравнений рыночного равновесия

Классическим примером смещений, создаваемых эндогенными регрессо­
рами, является пример Уоркинга (1927). Рассмотрим следующую про­
стую модель спроса и предложения:

где qf — объем спроса на рассматриваемый товар (допустим, кофе) 
в период г, qf — объем предложения, р,- — цена. Ошибка щ отражает 
иные факторы помимо цены, влияющие на спрос на кофе, например, 
отношение к кофе. В зависимости от значения щ кривая спроса в ко­
ординатах «цена —объем» сдвигается вверх или вниз. Аналогично у, 
отражает иные факторы предложения помимо цены. Предположим, что 
Е(щ) = 0 и E(vi) =  0 (в противном случае свободные члены «о и /?о 
изменятся на ненулевую величину). Для того чтобы избежать неприн­
ципиальных усложнений, предположим также, что Со\(щ.гц) =  0. Если 
предположить, что qi =  qf = qf, систему из трех уравнений (3.1.1) можно 
свести к системе из двух уравнений:

Регрессор называется эндогенным (endogenous), если он не является 
предопределенным (то есть не ортогонален вектору ошибок) и, таким об­
разом, не удовлетворяет условию ортогональности. При наличии в урав­
нении постоянной составляющей условие ортогональности нарушается, 
и. соответственно, регрессор является эндогенным тогда и только тогда, 
когда регрессор коррелирован с ошибкой. В данном примере регрессор рг 
с необходимостью является эндогенным в обоих уравнениях. Чтобы по­
нять почему, рассмотрим (3.1.2) как систему одновременных уравнений 
и решим ее относительно (pi.qi):

qf =  «о +  a\Pi +  щ (уравнение спроса). 
qf =  А) +  fiiPi + Vi (уравнение предложения). 

qf =  qf (рыночное равновесие).

(3.1.1а) 
(3.1.lb) 

(3.1.1с)

qi = а  о +  aipi + и, (уравнение спроса),
4i =  А) +  /Д/>( +  Vi (уравнение предложения).

(3.1.2а) 
(3.1.2Ь)

i’i ~  Щ 
Л] —
Д ct 1 Vj -  Pi и,

(3.1.3а)

о  1 А )  -  « о А (3.1.3b)
«1 — А
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Таким образом, цена является функцией двух указанных ошибок. Ис­
пользуя (3.1.3а), можно вычислить ковариации регрессора рг со сдвигом 
спроса щ и сдвигом предложения щ.

Cov(pi,Ui) =  -
Var (щ) 
О ]  —  f i \

Соv(pi,Vi) = Va.r(vi)
« 1  -  fi\ '

(3.1.4)

не равные нулю (кроме случая Var(«,-) =  0 и Var(wj) =  0). Таким образом, 
если кривая спроса имеет отрицательный наклон (a j <  0), а кривая пред­
ложения — положительный (р i > 0), цена положительно коррелирована 
со сдвигом спроса и отрицательно со сдвигом предложения. В данном 
примере эндогенность является следствием рыночного равновесия.

Смещение из-за эндогенности

Что получается в результате оценивания регрессии объема на константу 
и цену: кривая спроса или предложения? Ответ: ни то ни другое, так 
как цена эндогенна и в уравнении спроса, и в уравнении предложения. 
Из параграфа 2.9 следует, что оценки МНК соответствуют коэффициен­
там проекции наименьших квадратов. В проекции щ на константу и р, 
коэффициент при pi равен Cov(pj,<p)/УАЩр,;)1, таким образом:

plim МНК-оценки коэффициента цены =  ^ >V̂ ' ~ . (3.1.5)
Vary?;)

Чтобы разрешить это соотношение относительно коэффициента цены 
для кривой спроса (щ), воспользуемся уравнением спроса (3.1.2а) для 
расчета Cov(p,,<p):

Cov(pi,qi) = « 1  Var(pj) +  Cov(p;. щ). (3.1.6)

Подставив (3.1.6) в (3.1.5), получим выражение для асимптотического 
смещения а\:

, , Co\(pi,Ui)plan МНК-оценки коэффициента цены -  од — ----- —г—1. (3.1.7)
Var (pi)

Аналогично асимптотическое смещение для коэффициента цены для кри­
вой предложения р\ равно:

Cov(pj, ?-’,)
Уаг(рг)

'Пусть 7  — вектор коэффициентов МНК в уравнении Е*(г/|1.:г) =  а + x'j. Тогда
7  =  Var(a:)-1 Cov(x.y) .  Доказательство этого факта было аналитическим упражнением 
в главе 2 .

(3.1.8)plim МНК-оценки коэффициента цены -  р\ =
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Но, как показано в (3.1.4), Со\(р{,щ ) ф 0 и Соv(pi.vi) Ф 0, поэтому 
МНК-оценки не соответствуют ни a j ,  ни 3\. Это явление известно как 
смещение из-за эндогенности (endogeneity bias). Оно также известно 
как смещение из-за одновременности уравнений (simultaneous equa­
tions bias), или смещение из-за одновременности (simultaneity bias), 
так как регрессор и случайная ошибка часто связаны друг с другом 
посредством системы одновременных уравнений, как в данном примере.

В случае отсутствия сдвигов спроса (щ =  0 для всех г) Со\г(р1 ,щ) = О 
формула (3.1.7) показывает, что МНК-оценка соответствует парамет­
ру Л]. В этом случае кривая спроса не сдвигается, и, как показано 
на рис. 3.1(a), все наблюдаемые при сдвиге кривой предложения комби­
нации цены и объема попадают на кривую спроса. В случае отсутствия 
сдвигов предложения все наблюдаемые при сдвиге кривой спроса комби­
нации цены и объема попадают на кривую предложения (см. рис. 3.1(b)). 
В общем случае сдвига обеих кривых МНК-оценка соответствует взве­
шенному среднему оч и 3\- Это можно показать аналитически выводом 
другого выражения для предела по вероятности МНК-оценки:

рНш МНК-оценки коэффициента цены = о ц  У а г ( ц ; )  +  3i V a r ( t t j )  

V a r ( f j )  +  V a r ( t t j )

(3.1.9)
Доказательство этого предлагается как контрольный вопрос.

(а) Нет изменения в спросе

Кривые
предложения

Кривая спроса
►

Количество

(Ь) Нет изменения в предложении 

Кривая предложения

аха>3"
Кривые спроса

Количество
Рис. 3.1. Кривые спроса и предложения

Наблюдаемые сдвиги предложения

Причина, по которой кривые спроса и предложения не оцениваются 
состоятельно в общем случае, заключается в том, что мы не можем 
определить из данных, чем вызвано изменение цены и объема: сдвигом 
спроса или сдвигом предложения. Можно предположить, что оценить 
кривую спроса (предложения) возможно, если наблюдаются некоторые 
из факторов, сдвигающих кривую предложения (спроса). Предположим,
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что сдвиг предложения Vi можно разложить на наблюдаемый фактор ж, 
и на ненаблюдаемый фактор Q, некоррелированный с ж*1.

Qi = Во +  Вт  +  B'lXi +  Сь где В2 ф о (предложение). (3.1,2Ь’)
Предположим теперь, что наблюдаемый сдвиг предложения ж* яв­

ляется предопределенным в уравнении спроса (то есть не коррелирует 
с ошибкой); ж* можно считать, например, температурой в регионах вы­
ращивания кофе. Если температура ж* не коррелирует с пристрастием 
к кофе щ , то должна существовать возможность вычленить из движения 
цен компоненту, связанную с температурой, но не связанную со сдви­
гом спроса. Тогда возможно оценить кривую спроса как связь между 
потреблением кофе и этой компонентой цены.

Для рассматриваемого уравнения предопределенная переменная, кор­
релированная с эндогенным регрессором, называется инструментальной 
переменной или инструментом (instrumental variable or instrument). Ее 
часто называют релевантным инструментом2 (valid instrument), чтобы 
подчеркнуть ее ненулевую корреляцию с эндогенным регрессором. В дан­
ном примере наблюдаемый сдвиг предложения ж, может служить инстру­
ментом для уравнения спроса. Это можно легко увидеть, решив систему 
одновременных уравнений (3.1.2а) и (3.1.26') относительно (pugi):

Во — < * о  , $2 . С г  —  щ
Pi — --------- ТГ ■)------------7Г x i Н------------ Д~>ос 1 —  В1 ai — В1 ° ч  —  В\

Ос\Во~ОсоВ\ . 0 1 /?2 , O :\Q -В\Щ
Qi — --------------а--------1------------а~ Хг -̂-------------- о----Oci ~ В\ Сп ~В] 01-/71

(3.1.10а) 

(3.1.10b)

Поскольку Соу(жг,0) =  0 по построению и Соv(xi,Ui) =  0 по предполо­
жению. из (3.1.10а) следует, что

Соу(ж i .pi) ^  Var(x*) ФОс 1 -  В1
Поэтому Xi — релевантный инструмент.

Имея релевантный инструмент, можно оценить коэффициент оч и кри­
вую предложения. Воспользуемся уравнением (3.1.2а) для оценивания 
Соу(жг,Qi) (а не Cov(pi,qi). как в (3.1.6)):

Со\’(ж;, = a i  Соу(жi.pi) +  Cov(.Cj. щ) -
= а\ Соу(жг.Рг) (Соу(жг-. щ) — 0 по предположению).

'Это разложение всегда возможно. Если проекция г, на константу и хг равна уо +  
+ 02Xi, то определим Q = vt - y o ~  д2х,. тем самым г* = Q+yo + S-̂ Xi. по определению, 
не коррелирует с х,. Подставив это уравнение в (3.1.2Ь) и включив уо в константу, 
получим (3.1.2Ь').

•В оригинале используется термин «valid instrument», однако в литературе в этом 
значении чаще используется термин «relevant» («релевантный»). Термин же «valid» 
(«валидный») употребляется чаще как указание на некоррелированность инструмента 
с ошибкой. — Прим. наук. ред. перевода.
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Как мы только что убедились, Соv(xi,pi) Ф 0. Поэтому можно разде­
лить обе части равенства на Cov(:rьА') и получить

_  Cov{Xj.qj) 
° l Cov(x,, а )

(3.1.11)

Естественной оценкой, которая напрашивается сама собой, является:

Л выборочная ковариация Xj и qi
oi.iv =  — *---------------------------------------• (3.1.12)выборочная ковариация х\ и а

Эта оценка называется оценкой по методу инструментальных пере­
менных (IV) (instrumental variables (IV) estimator) с х, в качестве 
инструмента. Мы иногда говорим, что «эндогенный регрессор а  инстру­
ментируется посредством х*».

Другой популярной процедурой состоятельного оценивания c*i яв­
ляется двухшаговый МНК (2SLS) (two-stage least squares (2SLS).). 
Он называется так потому, что эта процедура состоит из оценивания двух 
регрессий. На первом шаге оценивается регрессия эндогенного регрессо­
ра pi на предопределенную переменную х, для получения подобранных 
значений щ. На втором шаге оценивается регрессия зависимой перемен­
ной qi на константу и а . Использование pi вместо а  отличает 2SLS 
от бесхитростного применения МНК для оценивания уравнения спроса. 
2SLS-oueHKa коэффициента r>i — это МНК-оценка коэффициента при а  
на втором шаге. Поэтому она равна1:

выборочная ковариация а  и
«1.2SI.S =  ------- -̂-------------------------------- • (3.1.13)выоорочная дисперсия pi

Чтобы связать регрессию на втором шаге с уравнением спроса, пере­
пишем (3 .1.2а) как

qi = а 0 +  «1 Pi +  [щ +  qi (pi -  А')]- (3.1.14)

Регрессия на втором шаге оценивает это уравнение, трактуя выражение 
в скобках как ошибку. Получаемая при этом МНК-оценка a i является 
состоятельной по следующей причине. Если бы подобранное значение р\ 
было в точности равно МНК-проекции Е*(а |1 ,х;), то ни щ . ни (а  — а ) 
не были бы коррелированными с рр щ — потому, что она не корре- 
лирована с х; и а  — линейная функция х;, а (а  — а ) — потому, 
что она является ошибкой проекции. Подобранное значение а  не равно 
точно Е (a |1.Xi), но эта разница исчезает по мере увеличения объема

’В регрессии на константу и х, МНК-оценка коэффициента при равна 
отношению выборочной ковариации между х ; и г/, к выборочной дисперсии зц. 
Доказательство этого было контрольным вопросом к параграфу 1.2.
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выборки. Таким образом, р, асимптотически не коррелирует с ошибкой 
в уравнении (3.1.14), что делает 2SLS-oueHKy состоятельной.

В данном примере IV- и 2SLS-oueHKH численно совпадают (это будет 
доказано позднее в более общем случае). В общем, 2SLS-oueHKa может 
быть записана как IV-оценка с надлежащим образом выбранными ин­
струментами; а IV-оценка, в свою очередь, является частным случаем 
GMM-оценки.

Контрольные вопросы

1. В системе одновременных уравнений (3.1.2) предположим, что Cov(ub ty) 
не обязательно равна 0. Обязательно ли, что цена и сдвиг спроса и, положи­
тельно коррелированы, если оц < 0 и >  0? [Ответ: Нет.] Почему?

2. (3.1.7) показывает, что МНК-оценка коэффициента при цене в регрессии 
объема на константу и цену смещена. Смещена ли МНК-оценка постоянной 
составляющей оо? Указание: Предел по вероятности МНК-оиенки постоян­
ной составляющей равен:

Е Ш  -
COV(Рг,(ц) EV
~ ъ ф Г е(Р1

Но из (3.1.2а) следует Е{<р) =  а 0 + n\E{j>i).

3. Выведите (3.1.9). Указание: Покажите, что

Var (pi)

Со v(p,.qi)

Var(ty) 4- Var(u,)
(СИ - £ , ) 2  ’

qi Var(ъу) + Var(»,)
(си - ^ , ) 2

4. Для модели рыночного равновесия (3.1.2а), (3.1.2Ь'), в которой

Со v(uj.Q) = 0 , Соv(x,, м, ) — 0 . Cov(.r,, О  = 0 ,

проверьте, что в уравнении спроса цена эндогенна. А в уравнении предложе­
ния? Указание: Посмотрите на (3.1.10а).
Необходимо ли предположение о том, что сдвиги спроса и предложения 
некоррелированы (Cov(u,-. и,) =  0) для состоятельности оценок сп .д ' и cn.2SL.s-? 
Указание: Является ли  х, релевантным инструментом без этого предполо­
жения?

3.2. Другие примеры
Смещение из-за эндогенности возникает в самых различных ситуациях. 
Мы рассмотрим еще несколько примеров.
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Простая макроэкономическая модель

Предельно простой макроэкономической моделью является иллюстратив­
ная модель Хаавелмо (1943):

Ci = а  о +  or j Yi +  щ, 0 < ft) <  1 (функция потребления),
Уг = Q  + Ij (уравнение ВВП).

где Ci — совокупное потребление в году i, Yi — ВВП, — инвестиции, 
оч — предельная склонность к потреблению (МРС — Marginal Propen­
sity to Consume). Как известно из начального курса микроэкономики, 
равновесное значение ВВП:

Уг = Т ^ -  + - ^ —  + - ^ — . (3.2.1)
1 — «1 1 — ttj 1 — tti

Если инвестиции предопределены, так что Cov(/j, u,) =  0, то из (3.2.1) 
следует, что

C o v (l-,Ui) =  > 0 ,
l  — oi

Соу(1и Ъ) = У ^ ^ - > 0 .

Таким образом, доход эндогенен в функции потребления, но ин­
вестиции являются релевантным инструментом для этого эндогенного 
регрессора. Простые выкладки, аналогичные используемым для вывода 
(3.1.7), показывают, что МНК-оценка для МРС, полученная из регрес­
сии потребления на константу и доход, асимптотически смещена:

plimai.QLS -  он
Со v(Yi,Ui) 

Var (Yi)
1 — а\

i I Var(A) 
^  V a r (иг)

> 0. (3.2.2)

Это, возможно, самый очевидный пример смещения из-за одновре­
менности. Отличие от примера Уоркинга заключается в том, что здесь 
второе уравнение является тождеством, помогающим увидеть эндоген­
ность регрессора. Асимптотическое смещение может быть скорректиро­
вано использованием инвестиций в качестве инструмента для дохода 
в функции потребления. Инвестиции здесь играют роль наблюдаемого 
сдвига предложения в примере Уоркинга.

Ошибки в переменных

Термин «ошибки в переменных» (errors-in-variables) относится к случаю, 
когда предопределенная в иных обстоятельствах переменная с необходи­
мостью становится эндогенной, когда ее измерения проводятся с ошибкой.
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Эта проблема встречается весьма часто, особенно в микроэкономических 
данных по домохозяйствам. Например, в панельном исследовании ди­
намики доходов (PSID — Panel Study of Income Dynamics) информация 
о переменных, таких как потребление продуктов питания и доход, соби­
ралась по телефону. Было бы слишком оптимистичным предполагать, что 
опрашиваемый сможет с ходу назвать сумму, потраченную на продукты 
питания в определенный период времени.

Кросс-секционная версия гипотезы постоянного дохода (Permanent 
Income Hypothesis) Фридмана (1957) может быть аккуратно сформули­
рована как задача с ошибками в переменных. Эта гипотеза утверждает, 
что «постоянное потребление» С* домохозяйства г пропорционально «по­
стоянному доходу» У/:

C *= kY*  c O e f c d .  (3.2.3)

Предполагается, что измеренное потребление Ct и измеренный доход Уд­
ивляются значениями постоянного дохода и потребления, измеренными 
с ошибкой:

Ci = C t+ a  и Yi = Y* + yi (3.2.4)

Предполагается, что ошибки измерения с, и ух имеют нулевое среднее 
и не коррелированы с постоянным потреблением и доходом:

E(cj) =  0. Е(ю) =  0, Е(ст ) = 0, (3.2.5)
E(C*Cj) =  0. Е ( У ^ )  =  0, Е(С*Уг) = 0, E(Y*a) =  0. (3.2.6)

Подставляя (3.2.4) в (3.2.3), указанное соотношение можно выразить 
в терминах измеренных потребления и дохода:

Ci =  kYi +  щ с «г =  Ci — kip. (3.2.7)

Данный пример отличается от предыдущих тем, что уравнение не со­
держит постоянной составляющей. Поэтому для определения того, явля­
ется ли переменная предопределенной, следует использовать смешанный 
момент Е (YiUi), а не ковариацию Соv(y,,Uj). Из (3.2.4)—(3.2.7) нетрудно 
вывести, что

Е(У,«г) =  - kE( y f )  < 0.

Таким образом, измеренный доход эндогенен в функции потребления 
(3.2.7). В отличие от предыдущих примеров, эта эндогенность является 
следствием ошибок измерения. С учетом того факта, что оценка МНК 
коэффициента при У* в (3.2.7) соответствует коэффициенту проекции 
наименьших квадратов Е(СгУ})/Е(У|-2), из (3.2.4)—(3.2.7) можно также 
получить, что
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То есть оценка регрессии измеренного потребления на измеренный доход 
(без постоянной составляющей) дает заниженную оценку к. Фридман ис­
пользовал эти результаты для объяснения того, почему оценка МРС, по­
лученная с помощью кросс-секционной регрессии потребления на доход, 
меньше аналогичной оценки МРС, полученной на основе наблюдений 
агрегированных временных рядов.

Предположим на мгновение, что существует релевантный инстру­
мент Xi, так что Е (хгщ) =  0 и E(xiYi) Ф 0. Аналогично выводу (3.1.11) 
можно получить, что

,  _ Е (xjCj) 
' Е (х{У{)

(3.2.9)

Поэтому состоятельной lV-оценкой будет

к\\- = выборочное среднее Х{С{ 
выборочное среднее ж,У)

(3.2.10)

Но существует ли релевантный инструмент? Да, и это постоянная вели­
чина. Подставляя х* =  1 в (3.2.10), мы получим состоятельную оценку 
для к, являющуюся отношением выборочного среднего измеренного по­
требления к выборочному среднему измеренного дохода. Именно так 
Фридман и оценивал к.

Производственная функция

Во многих ситуациях, случайная компонента модели включает в себя 
факторы, которые известны рассматриваемому экономическому агенту, 
но не наблюдаются эконометристом. Эндогенность возникает, когда ре­
грессоры являются решениями, принимаемыми агентом на основе этих 
факторов. Рассмотрим кросс-секционную выборку компаний, выбираю­
щих объем потребляемого труда для максимизации прибыли. Производ­
ственная функция фирмы /

Qi = Ai ■ {Li)°l • схр(гц), Q < ф1 < 1, (3 .2 .1 1 )

где Qi — выпуск фирмы, L, — потребляемый труд, Ai — известный фирме 
уровень ее эффективности, ц, — технологический шок. В отличие от Ai 
Vi не наблюдаем для фирмы в момент выбора объема труда L;. Ни Ai, ни 
Vi не наблюдаемы для эконометриста и независимы друг от друга.

Предположим, что для каждой фирмы гц сериально независим. Таким 
образом, В  =  E [ e x p ( r . ’ j ) ]  одинаково для всех фирм1, и ожидаемый фирмой

'Если v, для фирмы / коррелированы во времени, фирма может использовать прошлые 
значения и, для опенки текущего значения и, таким образом, В будет различным для 
разных фирм. Также поскольку математическое ожидание значения нелинейной функции 
от случайной величины с нулевым математическим ожиданием необязательно равно 
нулю, то В не обязано быть равным нулю, даже если Е(ш) =  0 .
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уровень выпуска равен:
Аг • (L i f 1 • В.

Пусть р — цена продукции, w — уровень заработной платы. Для упро­
щения предположим, что все фирмы из одной и той же конкурентной 
отрасли, то есть р и w постоянны для всех фирм. Цель фирмы г — 
выбрать объем Li, максимизирующий ожидаемую прибыль:

Р- B - w L i .

Взяв производную этого выражения по Li, приравнивая ее к нулю и ре­
шая полученное уравнение относительно L;, получим оптимальный объ­
ем затрат труда Lp

1 г = ( ^ У '~ ' ( А {Вф1)'-*г. (3.2.12)

Пусть щ — отклонение фирмы г от среднего логарифма эффективно­
сти: щ = log(A ) — E[log(Aj)], а Фо = E[log(Aj)] (так что Е (щ) =  0 и А, =  
=  ехр(фо + щ)). Тогда производственную функцию (3.2.11) и функцию 
спроса на труд (3.2.12) можно записать в логарифмах как

l°g(Qi) = Фо + Ф1 log {Li) +  Ьч + щ), (3.2.13)

log(Li) = fo  + - ± — ui, (3.2.14)
1 -  Ф\ 

где

1% = — — г N ? (« ’/ p ) -  Фо ~  log(<i>iB)].
Ф1 -  1

Поскольку для всех фирм цены одинаковы, /?о постоянна для всех фирм. 
Формула (3.2.14) показывает, что в логлинейной производственной функ­
ции (3.2.12) log(L,) — эндогенный регрессор, положительно коррели­
рованный с ошибкой (vi +  щ) через щ. Таким образом, МНК-оценка 
ф\ при оценивании логлинейной производственной функции смешивает 
вклад в выпуск щ со вкладом труда. Этот пример показывает еще один 
источник эндогенности — учет факторов, которые не наблюдаются эко­
нометристом, но наблюдаются агентом, принимающим решения.

Контрольные вопросы

1. Рассмотрите регрессию С, на константу и У) в рамках гипотезы посто­
янного дохода Фридмана. Выведите предел по вероятности МНК-оценки 
коэффициента при Уг в этой модели. Указание: Предел по вероятности равен 
отношению Cov(Cj,Yj) к Var(Y)). Покажите, что оно равно

kVar(Y*)
Yar(Y*) + Var(i/i)
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2. В примере с производственной функцией покажите, что p l im ^ ^  <t>\.oi.s — 1. 
где 0 i .o l s  — МНК-оценка сщ из (3.2.13). Указание: Исключите щ из урав­
нения (3.2.13) с помощью функции спроса на труд (3.2.14).

3. В примере с производственной функцией предположим, что перед принятием 
решения о затратах труда фирмы могут наблюдать и гу, и щ. Как изменится 
функция спроса на труд (3.2.12)? Покажите, что log(C^j) и log(L,) абсо­
лютно коррелированы. Указание: log(Q,-) будет точной линейной функцией 
от log (Li) без случайных ошибок.

3.3. Общая постановка задачи
Дадим теперь общую постановку задачи. Модель описывается следую­
щим набором предположений и является обобщением модели из главы 2 .

Регрессоры и инструменты

Предположение 3 .1 (линейность): Оцениваемое уравнение линейно: 

yi = z'i6 + £i (г — 1 . 2 . ,  п).

где Zi — L -мерный вектор регрессоров, б — L -мерный вектор коэффици­
ентов, a Si — ненаблюдаемая ошибка.

Предположение 3 .2  (эргодическая стационарность):
Пусть Xj — К-мерный вектор, рассматриваемый как вектор инструмен­
тов, и пусть Wi — уникальные (различные) и непостоянные элементы 
(y i,Z j,X i)]. {гс*} совместно стационарен и эргодичен.

Предположение 3 .3  (условия ортогональности): Все К  переменных в 
Xi «предопределены» (predetermined) в том смысле, что они ортого­
нальны текущей ошибке: Е(хц,. с,) = 0  для всех i и к (к — 1 ,2 . . . . ,  К )* 2. 

Это может быть записано как

Е[ж; • (у,- -  z'<5)] =  0 или  Е(<7;) =  0.

где д, =  х t • Si.

'Далее будут приведены примеры wt.
2Как было отмечено в параграфе 2.3, наше использование термина «предопреде­

ленность» может быть не совсем обычным для части профессионалов. Все, чего 
мы требуем, — это ортогональности текущего значения ошибки и текущих значений 
регрессоров. Мы не требуем ортогональности текущего значения ошибки и прошлых 
значений регрессоров.
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Мы отмечали в параграфе 2.3, что если в состав регрессоров входит 
константа, то условие ортогональности эквивалентно условию Е(е,) =  О 
и что регрессоры не коррелированы с ошибкой. Теперь условия ортого­
нальности касаются инструментальных переменных. То есть если один 
из инструментов — константа, то предположение 3.3 эквивалентно то­
му, что E(ffi) =  0 и что непостоянные инструменты не коррелированы 
с ошибкой.

Рассмотренные в двух предыдущих параграфах примеры могут быть 
переписаны в этом общем виде. Например,

Пример 3.1 (пример Уоркинга с наблюдаемым сдвигом предложе­
ния): Рассмотрим модель рыночного равновесия (3.1.2а) и (3.1.2Ь'). Пред­
положим, что оцениваемое уравнение — уравнение спроса. Пример мож­
но привести к общему виду, полагая

IIь© (Vo
, Z i  —

'Г , Si = щ, К  = 2, Xi = 'Г
.а К Pi. Xi.

и wi = (q.Pi-x.iу. Поскольку математическое ожидание ошибки равно 
нулю, константа ортогональна ошибке и может быть включена в х\. 
Также получаем, что x-i, которое, по предположению, не коррелирует 
с ошибкой, удовлетворяет условию ортогональности Е (х& ) = 0. Поэтому 
оно тоже может быть включено в ж*.

Другие рассмотренные примеры также могут быть записаны как част­
ные случаи общей модели.

Два отдельных символа, х\ и Zi, могут создать впечатление, что 
регрессоры и инструменты не содержат одних и тех же переменных, 
но это не всегда так. Более того, в приведенном примере регрессоры 
и инструменты содержат общую переменную — константу. Инструмен­
ты, являющиеся также и регрессорами, называют предопределенными 
регрессорами (predetermined regressors), а остальные регрессоры, ко­
торые не включены в жг-, — эндогенными регрессорами (endogenous 
regressors). Хорошим примером вышесказанного является

Пример 3.2 (уравнение заработной платы): Упрощенная версия урав­
нения заработной платы, которое будет оцениваться позднее в этой главе,

LWi = Si +  д‘2 S  j + S$EXP Ri +  5.\IQi + s t.

где LWi — логарифм заработной платы индивида /, Si — количество 
законченных лет обучения, E X P R i  — количество лет стажа, IQi — 
уровень IQ. £i — ненаблюдаемые характеристики индивида, влияющие 
на уровень заработной платы. Мы предполагаем, что Е(сг) =  0 (в против­
ном случае включим математическое ожидание с, в So). В одной из спе­
цификаций, которую мы оценим позднее, предположим, что Si является
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Глава 3. Одномерный GMM

предопределенной переменной, но IQi является эндогенной переменной 
из-за ошибок измерения. Мы также предполагаем, что EXPRj ,  AGEi 
(возраст индивида) и MEDi (продолжительность образования матери 
в годах) предопределены. Возраст исключен из уравнения заработной 
платы, отражая лежащее в основе предположение о том, что при кон­
троле стажа возраст не будет влиять на заработную плату. В терминах 
общей модели,

Уг =  LWi, L = 4, Zi =

1

Si
EXPRi
IQi

К  = 5, Xi =

' 1 

Si
EXP Ri
AGEi
MEDi

и Wi =  (LWi, Si, EXPRi ,  IQi, AGEi, M EDi)'. Как и в примере 3.1, мы 
можем включить константу в ж.;, так как E(ej) =  0. В этом примере ж* 
и Zi включают три общие переменные (1, Si, EXPRi).  Если бы, напри­
мер, Si не была бы включена в ж*, ее можно было бы рассматривать как 
эндогенную.

Если, как в этом примере, некоторые регрессоры 2 , являются пред­
определенными, их следует включать в число инструментов ж;. GMM-оце­
нивание вектора параметров использует информацию, предоставленную 
условиями ортогональности. Невключение предопределенных регрессо­
ров в число инструментов отбрасывает условия ортогональности, которые 
могли бы быть использованы.

Идентификация

Как видно из примеров предыдущих двух параграфов, инструмент дол­
жен быть не только предопределенным (ортогональным ошибке), но так­
же коррелированным с регрессорами. В противном случае IV-оценка 
не может быть определена (см., например, (3.1.11)). Обобщением на слу­
чай более одного регрессора и более одной предопределенной переменной 
является

Предположение 3.4 (ранговое условие идентификации): Е(ж;2 -), мат­
рица размера К  х L, имеет полный столбцовый ранг (то есть ее ранг 
равен L, числу столбцов). Мы обозначаем эту матрицу как Е®*1-

Чтобы показать, что это действительно обобщение, рассмотрим при­
мер 3.1. Если Zi =  ( \,p i)', х i =  (1,ж;)', то матрица равна:

_  Г  1  E ( p i )  ‘

** [е (ж,-) Е(х iPi)._

’То есть существует и конечен смешанный момент Е(гс,г[). Если момент указывается, 
как здесь, то косвенно предполагается, что этот момент существует и конечен.
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О п р е д е л и т е л ь  э т о й  м а т р и ц ы  о т л и ч е н  о т  н у л я  ( м а т р и ц а  и м е е т  п о л н ы й  

с т о л б ц о в ы й  р а н г )  т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  C o v (xi,pi) =  Е (xipi)  — 

-  E (x i )E (Pi) ф 0.
П р е д п о л о ж е н и е  3 . 4  н а з ы в а е т с я  ранговым условием идентифика­

ции ( rank condition for identification)  п о  с л е д у ю щ е й  п р и ч и н е .  Ч т о б ы  

п о д ч е р к н у т ь  з а в и с и м о с т ь  gi (=  х & )  о т  д а н н ы х  и в е к т о р а  п а р а м е т р о в ,  

п е р е п и ш е м  е г о  к а к

9 i  = д (щ ;8 )  = X i  ■ (yi -  z-8).

Т о г д а  у с л о в и е  о р т о г о н а л ь н о с т и  м о ж н о  п е р е п и с а т ь  в в и д е :

Е [ у ( ^ ; й ) ]  =  О
(Лх1)

( 3 . 3 . 1 )

( 3 . 3 . 2 )

П у с т ь  б  ( L x  1 )  —  г и п о т е т и ч е с к о е  з н а ч е н и е  б .  Р а с с м о т р и м  с и с т е м у  К  
о д н о в р е м е н н ы х  у р а в н е н и й  о т  L  н е и з в е с т н ы х  (L  э л е м е н т о в  б ) :

E f o ( u v 6 ) ] =  0  . (3 .3 .3 )
(Л'х!)

У с л о в и е  о р т о г о н а л ь н о с т и  ( 3 . 3 . 2 )  о з н а ч а е т ,  ч т о  и с т и н н о е  з н а ч е н и е  в е к т о р а  

к о э ф ф и ц и е н т о в  б  я в л я е т с я  р е ш е н и е м  э т о й  с и с т е м ы  К  о д н о в р е м е н н ы х  

у р а в н е н и й  ( 3 . 3 . 3 ) .  П о э т о м у  с д е л а н н ы е  н а м и  п р е д п о л о ж е н и я  г а р а н т и р у ­

ю т , ч т о  р е ш е н и е  с и с т е м ы  о д н о в р е м е н н ы х  у р а в н е н и й  с у щ е с т в у е т .  М ы  

г о в о р и м ,  ч т о  в е к т о р  к о э ф ф и ц и е н т о в  ( и л и  у р а в н е н и е )  идентифицируем 
(,identified) ,  е с л и  6 =  6 — е д и н с т в е н н о е  р е ш е н и е .

П о с к о л ь к у  о ц е н и в а е м о е  у р а в н е н и е  в н а ш е й  м о д е л и  л и н е й н о ,  т о  ф у н к ­

ц и я  g (w j .6 ) л и н е й н а  п о  б ,  т а к  к а к  о н а  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н а  в в и д е  

Щ-у% — Xiz\8.  П о э т о м у  ( 3 . 3 . 3 )  — э т о  с и с т е м а  и з  К  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й :

г д е

Е (xj ■ yi) -  Е (xiZ-)8 = 0 или Е Х2 8 = оху
(KxL)(I'X  1) (А' х 1)

— Е ( x i  • j j i ) .  E x z  =  E ( x i Z i ) .

( 3 . 3 . 4 )

Н е о б х о д и м о е  и д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е  т о г о ,  ч т о  8 =  8 я в л я е т с я  е д и н с т в е н ­

н ы м  р е ш е н и е м  э т о й  с и с т е м ы ,  м о ж н о  в ы в е с т и  и з  с л е д у ю щ е г о  р е з у л ь т а т а  

м а т р и ч н о й  а л г е б р ы 1.

П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  с у щ е с т в у е т  р е ш е н и е  с и с т е м ы  л и н е й н ы х  о д н о в р е ­

м е н н ы х  у р а в н е н и й  о т н о с и т е л ь н о  х: А х  = Ь. Н е о б х о д и м ы м  и д о с т а ­

т о ч н ы м  у с л о в и е м  т о г о ,  ч т о  э т о  р е ш е н и е  е д и н с т в е н н о ,  я в л я е т с я  п о л н ы й  

с т о л б ц о в ы й  р а н г  м а т р и ц ы  А.

'См., например: [Searle, 1982, рр. 233-234].
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Таким образом, S = S — единственное решение (3.3.4) тогда и только 
тогда, когда матрица имеет полный столбцовый ранг, о чем и говорит 
предположение 3.4.

Порядковое условие идентифицируемости

Поскольку rank(Ea;2) < L, если К  < L, то необходимым условием 
идентифицируемости будет

К  (= #предопределенных переменных) > L (= #регрессоров).
(3.3.5а)

Это называется порядковым условием идентифицируемости (order con­
dition for identification). Его можно записать по-разному. Поскольку К  
является также числом условий ортогональности, a L — числом парамет­
ров, то порядковое условие можно записать эквивалентно как

#условий ортогональности > #параметров. (3.3.5Ь)

Вычитая количество предопределенных регрессоров из обеих сторон нера­
венства, получим другое эквивалентное утверждение:

#предопределенных переменных, не включенных в уравнение >
> #эндогенных регрессоров.

(3.3.5с)

В зависимости от выполнения порядкового условия мы говорим, что 
уравнение:

•  сверхидентифицируемо (overidentified), если ранговое условие вы­
полнено и К  > L,

• точно идентифицируемо (just identified), если ранговое условие 
выполнено и К  = L,

•  неидентифицируемо (underidentified), если порядковое условие 
не выполнено (то есть К  < L).

Поскольку порядковое условие является необходимым, его невыпол­
нение означает, что уравнение неидентифицируемо.

Предположение асимптотической нормальности

Как и в главе 2. нам нужно усилить условия ортогональности, чтобы 
оценки были асимптотически нормальными.
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Предположение 3 .5  (gi — мартингал-разность с конечными момен­
тами второго порядка): Пусть gi ~  ж, • £г. {gi} — мартингал-разность 
(так что Е (д^ = 0). Матрица смешанных моментов размера К  х К , 
Е (gig'i), невырождена. Используем обозначение S для  Avar(g) (то есть 
дисперсии предельного распределения \ /n g ,  где g  =  £ 9i)- По пред­
положению 3.2 и Ц П Т для стационарных эргодических мартингал-разно­
стей, S = Е (giffi).

Это аналог предположения 2.5, к которому применимы те же приме­
чания:

•  Если инструменты включают в себя константу, то из этого пред­
положения вытекает, что ошибка является мартингал-разностью (и 
тем самым, сериально некоррелирована).

•  Достаточным и, вероятно, более простым для понимания условием 
для предположения 3.5 является

=  0, (3.3.6)

означающее, что ошибка не просто является мартингал-разностью, 
но также ортогональна не только текущему, но и прошлым значе­
ниям инструментов.

•  Поскольку gigl = е\х{х\, S является матрицей четвертых момен­
тов. Состоятельное оценивание S  потребует условия на моменты 
четвертого порядка, которое сформулировано ниже в предположе­
нии 3.6.

•  Если {gi} сериально коррелирована, то S (определенная как Avar(<?)) 
не равна Е (gig'i) и имеет более сложную форму, что будет показано 
в главе 6 .

Контрольные вопросы

1. Является ли уравнение спроса в примере Уоркинга (пример 3.1) идентифи­
цируемым? Сверхидентифицируемым? Идентифицируемо ли уравнение пред­
ложения?

2. Пусть ранговое условие удовлетворяется для уравнения заработной платы 
в примере 3.2. Является ли это уравнение сверхидентифицируемым?

3. В примере с производственной функцией не определено никаких инструмен­
тов помимо константы. Поэтому К  = 1 и L = 2. Порядковое условие гово­
рит, что уравнение неидентифицируемо. Запишите условие ортогональности 
и удостоверьтесь, что существует бесконечно много пар (фо.ф{), удовлетво­
ряющих условию ортогональности.
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4. Проверьте, что примеры из параграфа 3.2 являются частными случаями об­
щей модели этого параграфа, определив (y,,X i,Z i) и записав ранговое усло­
вие для каждого примера.

5. Покажите, что из указанной модели следует, что

Указание: 6 =  6 — решение (3.3.4). (Некоторые учебники добавляют это 
уравнение в ранговое условие, однако оно вытекает из других предположений 
модели.)

6 . (Нерелевантные инструменты.) Добавим к ж,- еще одну переменную, назовем 
ее Хотя она и предопределена, она не связана с регрессорами в том смыс­
ле, что E(£,-2j() = 0 для всех !,(= 1 , 2 Продолжает ли выполняться 
ранговое условие? Указание: Если матрица размером К  х L имеет полный 
столбцовый ранг, то добавление любой L -мерной строки к строкам матрицы 
не приводит к изменению ранга.

7. (Линейно зависимые инструменты.) В примере 3.2 предположим, что AGEj = 
= E X P R i  + St для всех индивидов. Означает ли это обязательно невыполне­
ние рангового условия? [Ответ: Нет.] Выполняется ли условие полного ранга 
в предположении 3.5 (то, что матрица Е {gig') невырождена)? Указание: 
Существует К -мерный вектор а  Ф О такой, что а 'х ,  =  0 . Покажите, что

8. (Линейная комбинация инструментов.) Пусть А  — матрица размера q х К,
имеющая полный строковый ранг (то есть q < К), такая, что имеет
полный столбцовый ранг. Пусть ж, =  A x t (то есть ж, — это вектор из q 
трансформированных инструментов). Проверьте, что предположения 3.3-3.5
ВЫПОЛНЯЮТСЯ ДЛЯ Ж(, еСЛИ ОНИ ВЫПОЛНЯЮТСЯ ДЛЯ Ж;.

9. Проверьте, что модель, построенная на предположениях 3.1-3.5, редуциру­
ется к модели из главы 2 , если z* =  ж?.

3.4. Обобщенный метод моментов (GMM)
Условия ортогональности утверждают, что все моменты из некоторо­
го набора моментов генеральной совокупности равны нулю. Основной 
принцип «метода моментов» (method of moments) заключается в том, 
чтобы найти такую оценку параметра, при которой соответствующие 
выборочные моменты также были бы равны нулю. Моменты генеральной 
совокупности в условиях ортогональности — это Е[д(и)р <5)]. Их выбороч­
ные аналоги — это выборочные средние д(и)р.6) (где g(wf.S) определено 
в (3.3.1)), вычисленные при некотором гипотетическом значении S:

rank( E xz ) = rank( Е жг : <тху )•
{ К  х  L )  ( К х  L )  <А'х1)

сс'Е (дя[) = 0.

(3.4.1)
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Применение метода моментов к нашей модели сводится к выбору <5, 
являющейся решением системы из К  одновременных уравнений с L неиз­
вестными, дп{8) = 0, которая является выборочным аналогом (3.3.3). 
Поскольку оцениваемое уравнение линейно, д„(8) можно переписать как

1  п
дп(8) = ~ Y l X l' (У* ~ z is ) = (из выражения (3.3.1) для g{wr.8))

п  i=i
1 " I п ~

= ~ ^  ] x i'Ui ~ ^  '  x iz t^8 = Sjcy — SXZS. (3.4.2)
(=1  г=1

где sxy и Sxz являются выборочными аналогами аху и £ а

°ху 
( К х  I)

1 п
s i £ X i-Уг И

г=1
Sxz

( К XL)

1  \  ^  /

Таким образом, выборочный аналог дп{8) = О — это система iT уравне­
ний с L неизвестными:

SXz 8 = sxy. (3.4.3)

Это выборочный аналог (3.3.4). Если условий ортогональности больше, 
чем количество параметров, система может не иметь решения. Обобще­
ние метода моментов на такие случаи называется обобщенным методом 
моментов (GMM) (generalized method of moments).

Метод моментов

Если уравнение идентифицируемо точно, то тогда К = L и S®* явля­
ется квадратной и обратимой. Поскольку, по предположению 3.2, Sxz 
сходится к E jcz почти наверное, Sxz обратима для достаточно большого 
объема выборки с вероятностью 1. Таким образом, при достаточно боль­
шом объеме выборки система одновременных уравнений (3.4.3) имеет 
единственное решение:

. и  _j . л
8iv = Sxz sxy = Y ^ x iz 'i) (3.4.4)

' i= i n  ;=i

Эта оценка также называется оценкой с инструментальными перемен­
ными (instrumental variables estimator) с xt в качестве инструментов. 
Поскольку она определена в точно идентифицируемом случае, формула 
предполагает, что количество инструментов равно количеству регрес­
соров. Более того, если zt = x t (все регрессоры предопределены или 
ортогональны ошибке регрессии), то <5iV сводится к МНК-оценке. Таким 
образом, МНК-оценка является оценкой по методу моментов.
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Обобщенный метод моментов

Если уравнение сверхидентифицируемо, то есть К  > L, мы не можем 
в общем случае подобрать L-мерный вектор 8 , удовлетворяющий К  урав­
нениям (3.4.3). Если мы не можем сделать дп(8) в точности равным 0, то 
по крайней мере мы можем подобрать 8 так, что дп(8) будет максимально 
близким к 0. Чтобы уточнить, что мы понимаем здесь под «близостью», 
определим расстояние между любыми двумя /Г-мерными векторами £ и ту 
в виде квадратичной формы (£,—г)У\¥(£ — г/), где W, иногда называемая 
взвешивающей матрицей (weighting matrix), симметричная и положи­
тельно определенная матрица, определяющая расстояние1.

О пределение 3 .1  (GM M -оценка): Пусть W  — симметричная положи­
тельно определенная матрица размера К х К ,  возможно, зависящая от вы­
борки, такая, что W  -»р W  при стремлении объема выборки п к беско­
нечности, где W  — симметричная и положительно определенная матри­
ца. «GM M -оценка» (GMM estimators) 8, обозначаемая <5(1У), — это

8(W) = arginin J(8, W) ,  (3.4.5)
<5

где
J (8 ,W )  = n - g n(8) 'Wgn(8).

(Причина, по которой расстояние gn{8)'Wgn(8) умножается на объем 
выборки п, будет объяснена в параграфе 3.6.) Взвешивающая матрица 
может быть случайной и зависящей от выборки, чтобы учесть возмож­
ность оценивания этой матрицы по выборке. Определение показывает, 
что GMM является частным случаем «метода минимального рассто­
яния» (minimum distance estimation). В методе оценки минимального 
расстояния plim^n(<5) = 0, как и в GMM, но функция дп(-) не обязана 
быть выборочным средним.

Поскольку дп(8) линейна по 8 (см. (3.4.2)), целевая функция квадра­
тична по 6, когда уравнение линейно:

J{6, W )  = n-(sxy -  Sxz8) 'W(sxy -  Sxz8). (3.4.6)

Вы можете сами показать, что условием первого порядка для минимиза­
ции этой целевой функции относительно 8 является

sxz w 8ху =  S'xz W  Sxz 8 . (3.4.7)
(L x  А') (А'х А') (А х  1 ) (L x А') ( К х К )  (ATxL) ( / - x l )

'Не следует путать «взвешивание» в GMM и во взвешенном методе наименьших 
квадратов (WLS). В GMM взвешивание применяется к выборочному среднему д, в то 
время как в WLS оно применяется к каждому наблюдению.
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При выполнении предположений 3.2 и 3.4 матрица S xz  имеет полный 
столбцовый ранг для достаточно больших п  с вероятностью 1. Поскольку 
W  положительно определена, матрица S'XZW  S xz  размера L x  L  невы­
рождена. Поэтому единственное решение можно получить, умножив обе 
части на матрицу, обратную к S XZW S XZ. Это единственное решение 
является G M M -оценкой:

G M M -оценка: S (W ) = (S'x z W S x z )~ l S'x z W s x y . (3.4.8)

Если К  =  L, то S xz является квадратной матрицей и (3.4.8) сводит­
ся к IV-оценке (3.4.4). Тем самым G M M  является обобщением метода 
моментов.

Ошибка оценки

Д ля дальнейшего использования выведем выражение для ошибки оцен­
ки. Умножив обе стороны уравнения у* =  z-S  +  Si слева на ж, и взяв 
средние, получим:

s xy = S x z5 + g, (3.4.9)

где

1 п i  «
9 = ~ Y l Xi'£i = ~ Y l 9 Ŵi:^  = 9n(S)

i=l г = 1

Подставляя (3.4.9) в (3.4.8), получаем:

6 (W ) - 6  = (S'x z W S x z r l S x z W g .

Контрольные вопросы
1. Проверьте, что (3.1.12) это lV-оценка а\ при применении метода моментов 

к уравнению спроса (3.1.2а) с (1,ж;) в качестве инструментов.

2. Если уравнение идентифицируемо точно, то каково минимальное значение
J(6,W)?

3. Даже если уравнение сверхидентифицируемо, теоретический вариант систе­
мы К  уравнений (3.3.4) имеет решение. Почему не имеет решения выбороч­
ный вариант системы (3.4.3)? Указание: Теоретический вариант имеет реше­

ние, так как матрица [Хжг :оху} имеет рант L. Ранговое условие представляет 
собой набор равенств относительно элементов £ Ж2 и пху . Даже если S xz

и аху сходятся к S xz и аху, это не означает, что ранг [Sx z :sxy] равен L 
для достаточно большого п. Напротив, S xz имеет полный столбцовый ранг 
для достаточно большого п, если ее предел, Е жг, имеет полный столбцовый 
ранг. Это связано с тем, что ранговое условие для матрицы является набором 
неравенств для элементов этой матрицы.

(3.4.10)

(3.4.11)
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4. Что не так со следующим утверждением?
Даже если уравнение сверхидентифицируемо, найти решение (3.4.3) можно 
без проблем. Следует умножить обе стороны слева на S xz и получить

S'XZSXJ  = S'xzsxy. (3.4.12)

Поскольку Sxz имеет полный столбцовый ранг, S'XZSXZ обратима. Поэтому 
решением является

S = (S '„SIBX)-'S 'XZ8XV.

Указание: Эта S определенно является решением (3.4.12). Но является ли 
она решением (3.4.3)?

5. (Вырожденная W .) Проверьте, что GMM-оценка (3.4.8) определена для до­
статочно большого п, даже если W  (= plimWP) вырождена, если не вырож­
дена n'xzwi:xz.

3.5. Асимптотические свойства GMM

Формула (3.4.8) определяет GM M -оценки, которые образуют множество 
оценок, индексируемых взвешивающей матрицей W .  Следует отметить, 
что все оценки, представленные в следующих главах, являются GMM-оцен­
ками для некоторых W \ Задачей данного параграфа является разработка 
асимптотической теории для GM M -оценок для любого заданного выбо­
ра W , которая может быть проведена достаточно легко с использованием 
методов предыдущей главы. Первая половина данного параграфа рас­
пространяет утверждения 2.1-2.4 из главы 2 на GM M -оценки, которые 
предпочтительнее других GM M -оценок. Вопрос, который не возникал 
в этих утверждениях, — это вопрос выбора подходящей GM M -оценки, 
которая предпочтительнее других GM M -оценок. Это вопрос оптималь­
ного выбора W , и он будет рассмотрен во второй половине данного 
параграфа.

Асимптотическое распределение GMM-оценки

Асимптотическая теория для 5(W ), справедливая для любого выбора W ,  
такова:

Утверждение 3.1 (асимптотическое распределение оценок GMM):

(a) (Состоятельность.) При предположениях 3.1-3.4, p lim d (W ) =  S.
л --> э с

(b) (Асимптотическая нормальность.) Если предположение 3.3 усилено, 
как утверждение 3.5, то

v ^ (S (W )  -  6) - 4  N (0, Avar(6 (W ))) при n —э ос,
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где

Avar(<$(W)) =  ( K x W V v z r ' ^ W S W I b z i K z W E x z r 1.
(3.5.1)

(Напомним: T , x z  =  E(®jzJ), 5  =  E (g ig 'i ) =  E(ef ж,-®;). ТЕ =  plim W . )

(с) (Состоятельная оценка Avar(5(W')J.) Предположим, что доступна 
состоятельная оценка S  (К  х К), S. Тогда, при предположении 3.2, 
состоятельной оценкой Avar(<5(TE)) является

Ava,r(S(W)) = (S'xzW S xz)- 'S 'xzW S W S xz(S'xzW S xz) - ], (3.5.2) 

ГД6 Sxz — выборочное среднее X i z \ :

&XZ
( К xL)

n

71 i — 1

He самое красивое выражение для асимптотической дисперсии станет 
гораздо приятнее при оптимальном выборе взвешивающей матрицы. До­
казательство утверждения 2.1 поможет доказать утверждение 3.1. Клю­
чевыми моментами являются:

1. S xz —>р "Exz (согласно свойству эргодической стационарности).
И

2 . fl(= ^ 9i) — О (согласно свойству эргодической стационарности
i=l

и условиям ортогональности).

3. yJTig ~^р Лг(0. S) (по предположению 3.5).

Состоятельность сразу получается в результате применения пунк­
тов 1 и 2 и леммы 2.3(a) к выражению для ошибки оценки (3.4.11). 
Для доказательства асимптотической нормальности следует умножить 
обе части (3.4.11) на у/п:

V n(S(W ) - 6 )  = (S'XZW S x z )-1 S'XZW у/п-g (3.5.3)

и использовать пункт 3, леммы 2.3(a) и 2.4(c). Часть (с) утверждения 3.1 
непосредственно вытекает из леммы 2.3(a).

Оценивание дисперсии ошибки

В параграфе 2.3 была доказана состоятельность МНК-оценки дисперсии 
ошибки. Было отмечено, что этот результат сохраняется, если остатки 
получены на основании состоятельной оценки вектора коэффициентов. 
То же самое справедливо и здесь.
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Утверждение 3.2 (состоятельная оценка дисперсии ошибки): Для лю­
бой состоятельной оценки б, б, определим е) = у, — z-<5. При предполо­
жениях 3.1, 3.2 и дополнительном предположении, что E(ziz') (вторые 
моменты регрессоров) существуют и конечны,

1
71 Е ‘

i—1
Е  ( e h

если Е(е?) существует и конечен.

Доказательство очень похоже на доказательство утверждения 2.2. 
Связь между ё] и е* дается формулой

i i  = y i - z [ 6  = £ i - z ' i( 6 -6 ) ,  (3.5.4)

так что
ef = e f -  2(6 -  6)'zi-£i + ( б -  6)'ziZ;(6 -  б). (3.5.5)

Суммируя по г, получаем:
-  П  - П

71 71 ^г=1 г=1

- п 1 п
2 ( 6 -  « ) ' -  £  +  («  -  « ) ' ( -  Е  * * ( ) ( *  -  *)•

г=1 г=1
(3.5.6)

Как обычно, E(ef). Поскольку б является состоятельной
и ± Е , гг2г- сходится по вероятности к некоторой конечной матрице по пред­
положению, последнее слагаемое стремится к нулю. Легко показать, 
что E(z; • £i) существует и конечно1. Тогда, из свойства эргодической 
стационарности,

_1

71
^  Zi-£i ->р некоторый конечный вектор.

г

Таким образом, второе слагаемое в правой части (3.5.6) также стремится 
к нулю.

Тестирование гипотез

Из утверждений 3.1 b и 3.1с очевидным образом выводится

Утверждение 3.3 (робастная t-статистика и статистика Вальда): 
Пусть выполнены предположения 3.1-3.5, и пусть доступна состоятель­
ная оценка S  матрицы S  (= Avar(g) =  E(g,g-)). Пусть

AvaT(l(W)) = {S'xzW S xzr lS'xzW S W S xz(S'xzW S xzr x.
Тогда:

’Согласно неравенству Коши —Шварца, E(|z ,j£,|) < ^Е(г|2,) Е(£?), где ztt — 1-й 
элемент z,. Е(г,2) и E(ef) конечны по предположению.
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(а) При нулевой гипотезе Н0 : 5( = 5е,

Л _  V * (6 e (W )-6 e)
ч  = ;

(A var(J(W )))ft

6((W ) -  6е
s e ; N( 0 , 1 ),

где (Av&r(6(W))) ̂  является (£,£) элементом Avar(5(W')) [являю­

щимся Avar(S((W))[ и

SE*e (робастная стандартная ошибка) = у  i-(A var(5(W )))^ .
(3.5.7)

(b) При нулевой гипотезе Я 0 : RS = г, где # г  — количество ограниче­
ний (размерность г), и R  (#r х L) имеет полный строковый ранг,

W = n • (RS(W ) -  r ) /{«[A var(^(W ))]«/}“ 1 (fl5(W ) -  г) -» * 2 (# г ).
(3.5.8)

(c) При нулевой гипотезе Я 0 : а(6) =  0  такой, что А(5) — матрица 
первых производных а(6) размера фа х L (где фа размерность 
а) — непрерывна и имеет полный строковый ранг,

W  =  n -a (5 (W ))/{A (5(W ))[A var(5(W ))]^(6(t^)),}“ 1a(rf(i^ )) -э
d

(3.5.9)
а

Для статистики Вальда для нелинейных гипотез справедливы те же 
комментарии, что и для утверждения 2 .6 : численное значение статистики 
Вальда неинвариантно к представлению нелинейных ограничений.

Оценивание S

Мы уже рассматривали оценивание S  (= E(gig'i) = E(s]xix'i)) в парагра­
фе 2.5. Предложенная оценка, с учетом оцениваемого теперь уравнения 
Ух =  z\5 +  Si, принимает вид:

1 "
S ^ - Y e f x i x ' i ,  (3.5.10)

где Si =  yt — z'jS и 6 — состоятельная оценка 6. Для состоятельности 
этой оценки нужно предположение о четвертых моментах, являющееся 
обобщением предположения 2 .6 .
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Предположение 3.6 (конечные четвертые моменты): Е[(хц.г^)2] су­
ществует и конечен для всех k (= 1__ . К) и ( (= 1, . . .  ,L).

В качестве аналитического упражнения остается доказательство сле­
дующего результата:

Утверждение 3.4 (состоятельное оценивание S): Предположим, что 
оценка 6, используемая для вычисления остатка £) для S  в (3.5.10), 
состоятельна, и предположим, что S  = E(gtg't) существует и конечна. 
Тогда, с учетом предположений 3.1, 3.2 и 3.6, S  из выражения (3.5.10) 
является состоятельной оценкой для S.

Эффективная GMM-оценка

Естественно, хотелось бы выбрать среди GMM-оценок, индексированных 
посредством W , такую оценку, которая имела бы наименьшую асимпто­
тическую дисперсию. Следующее утверждение обеспечивает выбор W , 
минимизирующей асимптотическую дисперсию.

Утверждение 3.5 (оптимальный выбор взвешивающей матрицы): Ниж­
няя граница асимптотической дисперсии GMM-оценки (3.4.8), проин­
дексированной посредством УЕ, задается выражением (Е^2 S^ 'E **)-1. 
Нижняя граница достигается, если VE такая, что] W  (= plim УЕ) =
s-1.

Поскольку асимптотическая дисперсия для любой заданной W  да­
ется выражением (3.5.1), для доказательства этого утверждения нужно 
показать, что

>  ( E A S T 'S * , ) " 1
(3.5.11)

для любой симметричной положительно определенной матрицы W . До­
казательство этого алгебраического результата остается в качестве упраж­
нения.

GMM-оиенка, удовлетворяющая условию эффективности рНшРУ = 
= S ~ x, будет называться эффективной (или оптимальной) GMM-оцен- 
кой (efficient (or optimal) GMM estimator). Простой подстановкой S ~x, 
являющейся состоятельной оценкой S ~l, вместо УЕ в формулах утвер-

1 Условие W  — S ' 1 достаточное, но не необходимое для эффективности оценок. 
Необходимым и достаточным условием является существование матрицы С  такой, что 

— CS'XZS  '. См.: [Newey and McFadden, 1994, p. 2165].
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ждения 3.1 получаем:

Эффективная GMM-оценка: S(S~ 1) = (Sxz S ^ 1 S xz)~lS xz S ~ lsxy.

(3.5.12)

A v ar(6 (5 - '))  =  (3.5.13)

A v a r ^ - 1)) =  (S'x z S - lS xz) - 1. (3.5.14)

Аналогичная подстановка следующим образом преобразует формулы из утверж­
дения 3.3: ^  _

.  , о г . с чt( — , (3.5.15)

где SEf — робастная стандартная ошибка, заданная выражением:

s e ;_ =  ^{{s'xzs-^sxz)-')t(

и

W  =  г). а д а - , )), { А (5 (5 - , ) ) (5 ;г S ^ S ^ y 1 A (S (S - l )Y } - la(d(S  >)).
(3.5.16)

Для получения эффективной GMM-оценки необходима состоятель­
ная оценка S. Но утверждение 3.4 гарантирует, что S, основанная на лю­
бой состоятельной оценке 6, состоятельна. Это приводит к следующей 
двухступенчатой процедуре получения эффективных GMM-оценок 
(two-step efficient GMM procedure).

Шаг 1: Выберите матрицу сходящуюся по вероятности к симмет­
ричной положительно определенной матрице, и минимизируйте 
J (6 .W )  по 6 для получения 5(W ). В таких матрицах нет недо­
статка (например W  = J), но обычно полагают W  =  S хх . 
Итоговая оценка <5(5“^) является знаменитой оценкой двухша­
гового МНК (как мы увидим в параграфе 3.8). Используйте 
полученную оценку для вычисления остатков =  у* — z ’d (W ) 
и получения состоятельной оценки S  для S  по формуле (3.5.10).

Шаг 2: Минимизируйте J (S ,S ~ 1) по 6. Значение, доставляющее мини­
мум, является эффективной GMM-оценкой.

Асимптотическая мощность

Подобно оценкам коэффициентов, ^-статистика и статистика Вальда за­
висят от выбора W . Кажется интуитивно очевидным, что статистики, 
связанные с эффективной GMM-оценкой, предпочтительны на больших 
выборках. Это можно показать формально в терминах асимптотической
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мощности, введенной в параграфе 2.4. Возьмем для примера ^-статистику 
для тестирования Щ: 5[ = Sf. Эта f-статистика записывается (см. (3.5.7)) 
как

(3.5.17)

Знаменатель сходится к некоторому конечному числу, даже когда эта 
нулевая гипотеза неверна. Напротив, предел по вероятности числителя, 
в случае, когда нулевая гипотеза неверна, бесконечен. Поэтому мощность 
при любой фиксированной альтернативе приближается к единице. Таким 
образом, тест состоятелен. Это справедливо для любого выбора W ,  
поэтому состоятельность теста не может служить критерием выбора W .

Рассмотрим последовательность локальных альтернатив со сдвигом 
Питмена:

4 п) = й + 4= (З'5-18)* \ / п

для некоторого 7  Ф 0. Подставляя (3.5.18) в (3.5.11), можно переписать 
^-статистику как

U = +

(Avar (S(W))) f( t/(A var(*(W 0))

(3.5.19)

> а

Применяя те же соображения, что и для получения асимптотического 
распределения ^-статистики (2.4.4), можно показать, что t( —>,i N(p.  1), 
где

Р =  7  _  . (3.5.20)
yJ{Avav(6(W)))e(

Если уровень значимости равен а, асимптотическая мощность задается 
выражением Prob(|.r| > ta/2). где х  ~  N(p.  1) и tn/2 — критическое 
значение уровня а . Очевидно, чем больше значение |/г|, тем выше асимп­
тотическая мощность. А |//| уменьшается с ростом асимптотической дис­
персии. Таким образом, асимптотическая мощность максимальна при 
эффективной GMM-оценке.

Свойства в малых выборках

Сохраняются ли эти желательные асимптотические свойства эффектив­
ных GMM-оценок и связанных с ними тестовых статистик в случае 
конечных выборок? Эффективная GMM-оценка использует S ~ l . функ­
цию от оцененных четвертых моментов, для выбора W .  Обычно для 
надежного оценивания четвертых моментов требуется гораздо больший
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объем выборки, чем для оценивания первых и вторых моментов. По­
этому можно было бы ожидать от эффективных GMM-оценок худших 
результатов в конечных выборках по сравнению с оценками, не использу­
ющими четвертые моменты. Июльский выпуск 1996 года журнала Journal 
of Business and Economic Statistics содержит ряд статей, исследую­
щих распределения GMM-оценок и соответствующих тестовых стати­
стик в конечных выборках для различных процессов порождения данных. 
Общий их вывод заключается в том, что равновзвешенная GMM-оценка 
(РУ =  I)  обычно превосходит эффективную GMM-оценку по смещению 
и дисперсии в конечных выборках. Также было обнаружено, что размер 
статистики Вальда значительно превосходит в конечных выборках за­
явленный уровень значимости. То есть если а — заявленный уровень 
значимости, а са — соответствующее ему критическое значение, так 
что РгоЬ(х2 > са ) =  о, то вероятность того, что статистика Вальда 
в конечных выборках превысит са , намного превышает а. Другими сло­
вами, нулевая гипотеза будет отвергаться слишком часто. Однако, наряду 
с другими исследованиями, посвященными конечным выборкам, данные 
исследования не дают четких количественных указаний, которыми может 
руководствоваться практик.

Контрольные вопросы

1. Покажите, что все результаты параграфов 2 .3 -2 .5  являются частными слу­
чаями результатов этой главы. В частности, покажите, что (3.5.1) сводится 
к (Ь). У казание: Dxz является квадратной, если z, =  ж,.

2. (Вырожденная W .)  Пусть W  вырождена, но £'X2W U XZ невырождена. По­
кажите, что все результаты данной главы сохраняются (за исключением 
утверждения 3.5).

3. (Асимптотически эквивалентный выбор W .) Предположим, что W \ -  W 2 ->р 0 .
Покажите, что ^

y / n S t W i )  -  s/ T i 8 { W 2 ) - э 0 .
Р

У казание:

•JTig сходится по распределению к случайной величине. Используйте лем­
му 2.4(b).

4. (Трехшаговый G M M .) Предположим, что к эффективной двухшаговой про­
цедуре G M M -оценки добавили следующий шаг: пересчитать S  по форму­
ле (3.5.10), но на этот раз с использованием остатков из второго шага. 
Вычислите G M M -оценку с использованием этого шага. Состоятельна ли 
она? Асимптотически нормальна? Эффективна? У казание: Проверьте, что, 
согласно утверждению 3.4, пересчитанная S  является состоятельной оценкой 
для S . Зависит ли  асимптотическое распределение й?ЛМ-оценки от выбора 
W , если p lim ,,^ ^  W  одинаков?
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5. (Когда Zi — строгое подмножество x t.) Предположим, что z* — строгое 
подмножество из х,,. То есть, ж,- содержит, в дополнение к регрессорам (кото­
рые все предопределены), и некоторые другие предопределенные переменные. 
Совпадают ли МНК и GMM-оценки численно? [Ответ: Нет.]

6 . (Представление эффективной GMM-оценки через матрицу данных.) Пусть 
В  — диагональная матрица размера п х я, i элемент которой равен sj, где et 
являются остатками первого шага оценивания. То есть

В  =

■̂2
С 1

22cnJ

Проверьте, что

д(§~1) = [z'x(x' вх)~1 х' г\~л z’ х(х' вх)-1 х'у,

где Х , у  и Z  — матрицы данных для инструментов, зависимой переменной 
и регрессоров (они определены ниже в параграфе 3.8).

7. (GLS-представление эффективного GMM.) Пусть X ,  у  и Z  такие же, как 
в предыдущем вопросе. Тогда оцениваемое уравнение можно записать в виде 
у  =  Z 8  f  е. Домножьте обе стороны слева на Х \  чтобы получить

Х 'у  =  X Z 8  + Х 'е .

Считая S  ковариационной матрицей Х 'е , S  — ее состоятельной оцен­
кой, примените FGLS. Проверьте, что FGLS-оценка является эффективной 
GMM-оценкой (FGLS-оценка была определена в параграфе 1.6).

8 . (Линейные комбинации условий ортогональности.) Выведите эффективную 
GMM-оценку, использующую линейную комбинацию условий ортогональности

А  Е Ы  = 0

где А  — матрица размера q x K  с полным строковым рангом (</ <  К). [Ответ: 
Замените S xz на A S XZ, sxy на A s xy и S  на A S A '. Формально эту оценку 
можно записать как (3.4.8) с IV  = A '(A S A ')~ 1А.\ Проверьте, что при q = К  
(так, что А  невырождена) эффективная GMM-оценка численно совпадает 
с эффективной GMM-оценкой, соответствующей условиям ортогональности
E(ff.) =  О.

3.6. Тестирование сверхидентифицирующих 
ограничений

Если уравнение идентифицируемо точно, то возможно выбрать S таким, 
что все выборочные моменты gv (S) будут равными нулю и расстояние

J ( S .W )  = п-дп(бУ W g n(6)
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также будет нулевым (6 является IV-оценкой). Если уравнение сверх- 
идентифицируемо, то тогда это расстояние нельзя сделать точно равным 
нулю, но можно ожидать, что минимальное расстояние будет близким 
к нулю. Оказывается, что если взвешивающая матрица W” выбирается 
оптимально, так что plimW- = S ~ \  то минимальное расстояние имеет 
асимптотическое х 2'Распределение.

Пусть S  является состоятельной оценкой S.  Рассмотрим сначала 
случай, когда расстояние вычисляется при истинном значении парамет­
ра 6. Поскольку, по определению, дп(8) = д(= Для 8 = 8, это
расстояние равно:

./(<5, S ~ l ) =  п-д' S ~ [g = (Vri.g)1 S ~ l (y/ng).  (3.6.1)

Поскольку y/rig —̂  Дг(0, S)  и S  —>р S.  оно имеет асимптотическое 
распределение х 2(К)  по лемме 2.4d. Если заменить 8 на 8(S),  то число 
степеней свободы изменится от К  до К  — L. Очевидной причиной явля­
ется то, что перед оцениванием выборочного среднего д{ необходимо 
оценить L параметров 5 (мы сталкивались с аналогичной ситуацией 
в главе 1, в контексте несмещенного оценивания а'2). Обобщим это как

Утверждение 3.6 (тест Хансена на сверхидентифицирующие ограни­
чения [Hansen, 1982]): Пусть имеется состоятельная оценка, S,  для S  
(= E(gtg')). При предположениях 3.1-3.5,

S ~ ]) (= гi - g ^ S i S - 1))' S ^ g n(S(S~' )) )  ^  х Ч К  -  L).
a

Формальное доказательство оставляем как дополнительное упражнение. 
Поскольку S,  заданное (3.5.10), является состоятельной оценкой (при 
дополнительном предположении 3.6), минимальное расстояние, вычисля­
емое на втором шаге эффективной GMM-оценки, имеет асимптотическое 
распределение \ 2{К -  L).

Следует отметить следующие три момента, касающиеся использова­
ния и интерпретации указанного ,7-теста:

• Это тест спецификации (specification test), проверяющий выпол­
нение всех ограничений модели (которые являются предположени­
ями. принятыми в утверждении 3.6). Если ,7-статистика из утвер­
ждения 3.6 необычно велика, то либо условия ортогональности 
(предположение 3.3), либо иные условия, либо и те и другие, ско­
рее, не выполняются. Только при полной уверенности в этих иных 
условиях можно интерпретировать большое значение ,7 как признак 
эндогенности некоторых из К  инструментов, включенных в ж;.
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• В отличие от рассмотренных ранее тестов, данный тест несостояте­
лен по отношению к некоторым нарушениям условий ортогонально­
сти. Основная причина этого — снижение числа степеней свободы 
с К  до К  -  L. Легко показать, что д связан со своим выборочным 
аналогом <7„(<$(S-1)) как

VTign(5{S-1)) = ByfTig, В  = I h -  SXZ(S'XZ S~lSxzr lS ’xz S~].
(3.6.2)

Проблема в том, что, так как B S XZ — 0, матрица В  не имеет 
полного столбцового ранга. Если условия ортогональности не вы­
полняются и то элементы у/пд будут стремиться к —оо
и +ос. Но, так как В  не имеет полного столбцового ранга, Ву/пд 
и поэтому J(S(S-  '1) ,5  *) могут оставаться конечными при неко­
торых типах нарушений ортогональности1.

• Свойства тестов в конечных выборках стали объектом пристального 
внимания лишь недавно. Некоторые статьи из июльского выпуска 
1996 года Journal of Business and Economic Statistics показали, что 
реальный размер J -теста в конечных выборках значительно превы­
шает номинальный размер (нулевая гипотеза отвергается слишком 
часто).

Тестирование подмножеств условий ортогональности

Предположим, что мы можем разделить К  инструментов на две группы: 
вектор хц  из К\ переменных, удовлетворяющих условиям ортогональ­
ности, и вектор жг2 из оставшихся К  — К\ переменных, находящихся 
под подозрением. Поскольку порядок переменных не меняет численных 
свойств оценок и тестовых статистик, можно предположить без потери 
общности, что именно последние К  — К\ переменных х * являются подо­
зрительными инструментами.

ж н 1  }  K i С Т Р 0 К >

Xi2j } К  — К 1 строк.
(3.6.3)

Часть модели, которую мы хотели бы протестировать, — это

E(xi2-Si) =  0. (3.6.4)

Это ограничение тестируемо, если число надежных инструментов не мень­
ше числа коэффициентов, то есть К\ > L. Основная идея заключает­
ся в сравнении двух J -статистик двух отдельных GMM-оценок одного

'См.: [Newey, 1985, Section 3] для детального рассмотрения этого вопроса.
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и того же вектора 6: с использованием только вектора хц  и с исполь­
зованием обоих векторов, хц  и х&. Если включение дополнительных 
инструментов увеличивает значение J, то есть основания сомневаться 
в их предопределенности,

В соответствии с указанным разбиением хц  выборочные условия 
ортогональности дп(б) и S  могут быть записаны как

где

9n(S) 
( К  XI)

9m(S)
( К 1*1) S  = Sn S 12
9Ъг{8)

L((A'-Xi)xl)J
( К х К ) S 2i S22

(3.6.5)

5ц  =  Е(е$ хцх'п ), 
S2i = E(e?xi2x'il),

S \2  — E(ffj Х ц Х ^ У  

S 22 = E( s fx i2x'i2).

В частности, gin(S) можно записать как

1 ”
9in(S) = - Y ' x n i y i  п 1=1

z i3) —  &х\у S XlZ8,

где
1 п

sx\у =  — 'У '  Хц-Уп п 1'1=1

р N III 3 
1 Н

-

н (3.6.6)

Для состоятельной оценки S  эффективная GMM-оценка, использующая 
все К  инструментов, и соответствующая J -статистика уже были выве­
дены в этом и предыдущем параграфах. Воспроизведем их:

6 = (S'xz S - ' S ^ r ' S ’̂  S - ' s xy, (3.6.7)

J  = n-gn(S), S - 1gn(5). (3.6.8)

Эффективная GMM-оценка того же вектора коэффициентов, но с ис­
пользованием только первых К\ инструментов и соответствующая J -ста­
тистика получаются заменой х * на хц.

s = [ S L ^ S u r ' S ^ - ' S ’̂ S n ) - 1***, (3.6.9)

Ji = n -g m isy iS n r 'g m iS )-  (3-6.10)

где S n  — состоятельная оценка 5 ц . Тест основан на следующем утвер­
ждении, определяющем асимптотическое распределение J  — (доказа­
тельство остается в качестве дополнительного упражнения).
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Утверждение 3 .7 (тестирование подмножества условий ортогональ­
ности1): Пусть выполнены предположения 3.1-3.5 и х ц  является под­
вектором ж,. Усилим предположение 3.4 требованием выполнения ран­
гового условия идентификации для хц  (то есть Е ( ж ,;1 г ' )  имеет полный 
столбцовый ранг). Тогда для любых состоятельных оценок S  для S  и S n  
для S n ,

С = J  -  J] - + х \ К - К х).
d

где К  = (размерность жД, К\ — # х ц  (размерность хц ), и J  и Jx 
определены в (3.6.8) и (3.6.10).

Выбор S  и S n  асимптотически неважен, пока они состоятельны. Но 
в конечных выборках статистика С  может быть отрицательной. Эта про­
блема может быть решена, и С может быть сделана неотрицательной, 
если везде используется одна и та же матрица S , то есть если мат­
рица S n  в (3.6.9) и (3.6.10) будет подматрицей S  из (3.6.7) и (3.6.8). 
Это достигается следующими шагами:

1, Примените эффективный двухшаговый GMM с полным набором 
инструментов ж* для получения S  на первом шаге и J  и 6 на вто­
ром.

2. Извлеките подматрицу S n  из матрицы S , вычислите 6 по (3.6.9) 
с использованием этой матрицы и J\ по (3.6.10). Затем возьмите 
разность ,7.

Доказательство неотрицательности полученной оценки С  в конечных 
выборках остается как дополнительное аналитическое упражнение.

Утверждение 3.7 можно использовать для тестирования эндогенности 
подмножества регрессоров, как в следующем примере.

Пример 3 .3  (тестирование предопределенности образования в урав­
нении заработной платы): В уравнении заработной платы из приме­
ра 3.2 предположим, что уровень образования S, может быть эндоген­
ным. Для тестирования S; на эндогенность разобьем ж* как

хц  =

1

E X P R i  
AGEi ’ 
M ED i

Xi2 = Si-

Вектор регрессоров z, тот же, что и в примере 3.2. Первый шаг — про­
вести эффективное двухшаговое GM M -оценивание S с ж, =  (1, Е Х Р Я ц

'Тест разработан в [Newey. 1985, Section 4] и [Eichenbaum, Hansen, Singleton, 1988, 
Appendix С].
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AGEi,MEDi,Si) '  в качестве инструментов. Получим ,J и матрицу S  
размера 5 х 5. На втором шаге извлечем подматрицу <5ц, соответствую­
щую хц, и оценим тот же вектор S с меньшим количеством инструментов 
и с использованием этой 5 ц . Разность J -статистик, полученных двумя 
различными вариантами GMM-оценивания S, должна иметь асимптоти­
ческое распределение х2(1)-

3.7. Т естирование гипотез по принципу отнош ения правдоподобий

Контрольные вопросы

1. Верно ли, что J{S(S~1), S  ') -><f \ 2(К -  L), если S  и S  — две разные 
состоятельные оценки S ?

2. Покажите, что S ~ l) = ns'xyS ~ 1(sxy -  S^z^S -1)).

3. Может ли число степеней свободы С-статистики быть больше, чем K — L? 
[Ответ: Нет.]

4. Пусть К\ — L. Зависит ли численное значение С от разбиения ж* на Хц 
и x i2?

3.7. Тестирование гипотез по принципу 
отношения правдоподобий

В параграфе 3.5 нами были выведены статистики \ 2 Для #о : «(^) =  О 
по принципу Вальда. В данном параграфе то же самое будет сделано 
по принципу отношения правдоподобий (LR), заключающемуся в срав­
нении значений целевой функции с учетом нулевой гипотезы и без. Вы­
вод тестовых статистик по принципу множителей Лагранжа для GMM 
и обобщение на случай нелинейных уравнений даны в параграфе 7.4.

В эффективном GMM-оценивании целевой функцией является J(6 , 5 -1) 
для некоторой состоятельной оценки S  для S. Эффективная GMM-оцен- 
ка с ограничением (restricted efficient GMM estimator) определяется 
как

эффективная GMM-оценка с ограничением: S(S~l) =

= argmin J(S. S ~ l) с учетом Hq. (3.7.1) 
5

LR-принцип подразумевает, что разность

LR = J(6{S~l) , S - 1) -  J ( 6 (S - l) . S - ' )  (3.7.2)

должна иметь асимптотическое распределение \ 2. Это действительно 
так.
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Утверждение 3.8 (тестовая статистика по принципу LR): Пусть вы­
полнены предположения ЗА-3.5 и пусть доступна состоятельная оцен­
ка S  матрицы S  (= E(piffO)- Рассмотрим нулевую гипотезу из фа огра­
ничений Но : а(<5) =  0 таких, что А(<5) — матрица первых производных 
размера фа х L, непрерывна и имеет полный строковый ранг. Определим 
две статистики, W  и LR, согласно (3.5.16) и (3.7.2) соответственно. 
Тогда, при нулевой гипотезе, верно следующее:

(a) Обе указанные статистики асимптотически эквивалентны, так как 
имеют одинаковые асимптотические распределения (а именно х 2(#«))•

(b) Обе статистики асимптотически эквивалентны в более строгом смысле, 
так что их разность сходится к нулю по вероятности: LR — W  0. 
(По лемме 2.4(a), этот результат сильнее, чем (а).)

(c) Более того, если указанная гипотеза линейна, так что ограничения 
могут быть записаны в виде RS  =  г, то тогда две указанные стати­
стики численно равны.

Доказательство утверждения для линейного случая является алгеб­
раическим упражнением, которое оставим в качестве аналитического 
упражнения. Относительно полного доказательства смотрите параграф 7.4.

Несколько комментариев к утверждению 3.8:

• С одной стороны, преимуществом LR  перед W  является инвариант­
ность: численное значение LR  не зависит от формы представления 
нелинейных ограничений посредством о(-). С другой стороны, при 
нелинейной гипотезе вам необходимо написать компьютерную про­
грамму для поиска эффективной GMM-оценки с ограничениями.

• Утверждение 3.8 требует, чтобы мат£ица расстояний W  удовлетво­
ряла условию эффективности plim W  = S~l . В противном случае 
LR  не будет иметь асимптотического ^ ‘Распределения. Напротив, 
статистика Вальда имеет асимптотическое распределение \ 2 и без 
выполнения этого условия.

• При вычислении LR  следует использовать одну и ту же оценку S. 
Пусть S  и S  — две различные состоятельные оценки S. Рассмот­
рим статистику

y ( 5 ( S - 1 ), S " 1) -  У д а - 1 ). 5 - 1 ),

полученную при применении двух отдельных двухшаговых эффек­
тивных GMM-процедур. S  получена на первом шаге с учетом огра­
ничений, S  получена на первом шаге без учета ограничений. Эта
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статистика асимптотически эквивалентна LR  (их разность сходит­
ся по вероятности к нулю), но в конечных выборках она может 
быть отрицательной. Использование одинаковых оценок S  гаранти­
рует неотрицательность статистики в конечных выборках. Иссле­
дователи обычно используют оценку, полученную при оценивании 
без учета ограничений, хотя оценка, полученная при оценивании 
с учетом ограничений, также допустима, поскольку она состоятель­
на при нулевой гипотезе.

• Часть b утверждения (асимптотическая эквивалентность в более 
строгом смысле) говорит, что при достаточно большом объеме вы­
борки и справедливости гипотезы результаты LR -теста (а не толь­
ко вероятность отвержения или принятия) будут такими же, как 
и у теста W, потому что вероятность того, что статистики отлича­
ются даже на малую величину, равна нулю на достаточно больших 
выборках.

• Для численного совпадения LR = W  в линейном случае, одна и та 
же оценка S  должна быть использована для расчета не только LR, 
но и W . В противном случае статистики будут только асимптоти­
чески эквивалентными.

LR-статистика для модели регрессии

Поскольку модель регрессии из главы 2 является частным случаем 
GMM-модели из этой главы, может быть полезно узнать, как LR  будет 
выглядеть в этом частном случае. Поскольку в этой модели регрессии 
Xi = Zi эффективной GMM-оценкой (не учитывающей ограничения) 
является МНК и J(5(S~l). S ~ l) =  0. Таким образом,

LR =  S ' 1), (3.7.3)

где S(S~l) — ограниченная эффективная GMM-оценка. По предполо­
жению 3.8, эта статистика имеет асимптотическое распределение у2 
и численно равна статистике Вальда при линейной нулевой гипотезе. 
Как будет показано ниже, при условной гомоскедастичности, эта ста­
тистика может быть записана как разность сумм квадратов остатков, 
нормированных на дисперсию ошибки.

Тест добавления переменной (необязательный материал)

В предыдущем параграфе мы рассмотрели тест спецификации, осно­
ванный на С-статистике, для проверки эндогенности подмножества 
инструментов ж, при условии предопределенности остальных инструмен-

253



Глава 3. Одномерный GMM

тов х ц . Иногда мы сталкиваемся с частным случаем:

Уг =  Х ц б  +  zf. (3.7.4)

Популярным способом проверить предопределенность инструментов ж;2 
является оценивание расширенной модели:

хл -  х'п & +  ж'2а  +  s, =  ж -7  +  St с 7  = S'
а

(3.7.5)

и тестирование нулевой гипотезы Щ: а  =  О. Тестирование проводится 
либо с использованием статистики Вальда, либо численно равной ей 
I/77-статистики. Этот тест часто называют тестом добавления перемен­
ных (variable addition test). Как он связан с С-тестом из утвержде­
ния 3.7?

Для расчета LR  необходимо получить две эффективные GMM-оцен­
ки 7  с одним и тем же набором инструментов ж,: с ограничением а  — О 
и без него. Эффективной GMM-оценкой без ограничений будет МНК-оцен- 
ка уравнения (3.7.5), не учитывающего ограничений. Соответствующая 
J -статистика равна нулю. Пусть

5 =  ^5^е?ж ,-ж -. (3.7.6)
г=\

где е,- — остатки МНК-оценивания уравнения (3.7.5) без ограничений. 
При использовании этой оценки S  эффективная GMM-оценка 7 , учиты­
вающая ограничения, минимизирует функцию

«7(7: S  ) =  n - ( s Xy  ~  Sxx*y)  S  {&ху ~  З х х ' ч )

при а  =  0 . Очевидно, что оценку, учитывающую ограничения, можно 
записать следующим образом:

7  =
б ( 5 - 1)

О

где S(S  *) — эффективная GMM-оценка уравнения (3.7.4). учитываю­
щего ограничения, с инструментами ж,-. Итак,

L R  =  П'(&ху S x x l )  ^  i ^xy  S хх'У)

(так как J  — 0 для GMM без ограничений)

=  n - ( s X y  -  S XXlS ( S~ l)Y S ~ l{sxy -  S XXl8(S~~1))

(так как S x x -7  =  S XXlS(S~1)).
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Это не что иное, как ,/-статистика Хансена для уравнения (3.7.4) без огра­
ничений с инструментами ж;. Эта статистика, в свою очередь, равна 
(7-статистике, так как J\  из утверждения 3.7 в настоящем случае равно 
нулю. Таким образом, все статистики — W из регрессии без ограниче­
ний, LR,  С  — численно равны J  Хансена, при условии использования 
одной и той же S. То есть тест добавления переменных численно экви­
валентен тесту Хансена на сверхидентифицирующие ограничения.

Контрольные вопросы

1. (LB для модели регрессии.) Проверьте, что в модели регрессии с z, =  ж, 

LR = y ' X ( n S )~ 1 Х ' у  -  2у ' Х ( п § ) - 1{ Х ' Х ) 6  + t ( X ' X ) ( n § ) ~1 ( Х ' Х)д .

2. (Выбор S  в тесте добавления переменных.) Предположим, что S  форми­
руется из остатков, полученных при оценивании уравнения с ограниче­
ниями (3.7.4), и используется для получения W, LR  и С. Равны ли они 
численно? Имеют ли они асимптотическое \ 2 распределение? Указание: 
Состоятельна ли данная S  при нулевой гипотезе?

3 .8 . Приложения условной гомоскедастичности

До сих пор при выводе асимптотик для G M M -оценок мы не предполага­
ли наличия условной гомоскедастичности. В этом параграфе рассматри­
ваются последствия введения следующего предположения.

П редположение 3 .7  (условная гомоскедастичность):

Е(=?|жг) =  сг2.

При условной гомоскедастичности матрица четвертых моментов S  (рав­
ная Е {gtg'i) = Е (с2ж;ж-)) может быть записана как произведение вторых 
моментов:

S  = a2S xx. (3.8.1)

где Е-с* =  Е(ж гж';). Как и в главе 2, данное разложение имеет несколько 
следствий:

•  Поскольку S  невырождена, по предположению 3.5. из данного раз­
ложения следует, что и 2 >  0 и Ylxx  невырождена.

•  Оценка, использующая данное разложение S,  имеет вид:

1 п
S  = я 2- У^ЖгЖ- =  a 2 S x x , (3.8.2)

1=1
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где д2 — некоторая состоятельная оценка, определяемая ниже. 
Из эргодической стационарности, S xx —►as. Е хх. Таким образом, 
при состоятельной о1 нам не нужно требование состоятельности 
четвертых моментов (предположение 3.6), чтобы обеспечить состо­
ятельность S.

Излишне говорить, что все представленные до сих пор результаты 
верны при этом дополнительном предположении условной гомоскеда- 
стичности. Но многие результаты и формулы могут быть упрощены заме­
ной S  на <72Е хх, а выражения (3.5.10) для S  на (3.8.2). Эти упрощения 
собраны в данном параграфе.

Эффективный GMM становится 2SLS

В эффективном GMM-оценивании взвешивающей матрицей является S ~ l . 
Если взять S  из (3.8.2), то GMM-оценка станет равной:

S ( S - ]) = [S'xz(a2 S xx)~x Sxz]~l Sxz(a2 S xxy l axy =
= (S'x z S - xS xz) - ]S'x z S - X8xy =

= S(SXX) = S2s\s (3.8.3)

и не зависящей от о2. В общем случае основной задачей первого шага 
эффективной двухшаговой процедуры GMM является получение состо­
ятельной оценки S. При условной гомоскедастичности в первом шаге 
необходимости нет, так как второй шаг сводится к <5(S~X) — оценке 
GMM с S xx вместо S. Эта оценка, S2sls . называется двухшаговой 
МНК (Two-Stage Least Squares) (2SLS или TSLS)1. Это же уравнение 
можно оценить методом максимального правдоподобия. Параграф 8.6 
будет включать в себя ML аналог 2SLS, называемый оценкой макси­
мального правдоподобия с ограниченной информацией.

Выражение для A v a r^ s /.s )  может быть получено подстановкой (3.8.1) 
в (3.5.13):

Avar(52Si,s) =  (3.8.4)

Естественной оценкой этого является

A v a ^ S Ls) =  d2-(S'xz Sx x Sxz) - X. (3.8.5)

Что касается а2, рассмотрим выборочную дисперсию ошибок 2SLS:

d2 = - T ( y i - z [ 5 2 s l s ) 2 (3.8.6)
п —' 

г = 1

'Оценка впервые предложена в: [Theil. 1953].
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(некоторые авторы при вычислении а2 делят сумму квадратов на п -  L, 
а не на п). В силу утверждения 3.2, (3.8.6) -> р а 2, если E(ziZ-) суще­
ствует и конечна. Тем самым S,  определенная в (3.8.2), с данной а1 
является состоятельной для S.

Подставляя (3.8.2) в (3.8.15) и (3.5.16), получим следующие выраже­
ния для t-статистики и статистики Вальда:

к =  d2S- s f  с SEe = \J~{(S'XZ Sil Sxzy')a (3 .8 .7 )

W  =  n  a ^ 2SLS)/ [-A ^ 2SLS) ( lS»g  ^ s ) ~ ‘^ ( ^ 2 S L s ) '] ~ 1« (^2 S L s) g
Z2

J  становится статистикой Саргана

Задав W  =  (a2S xx)~l , получим следующее выражение для расстояния
(3.4.6):

J(S. (a2-SxxГ 1) = n-{̂ V - - - x^ ]- - **{Sxy ~ Sxz*] . (3.8.9)
о 1

Из утверждения 3.6 тогда следует, что это расстояние, вычисленное 
для эффективной GMM-оценки при условной гомоскедастичности, <52sls- 
имеет асимптотическое распределение у2. Это расстояние называется 
статистикой Саргана (Sargan’s statistic) [Sargan, 1958]:

Г  ( B x y  ~  S x z 8 ‘2SLs ) E x x ( S x y  ~  Sxz&'2SLs)статистика Саргана = n--—  --------------- - J * ; — -̂---- -----------.
°  (3.8.10)

Резюмируем полученные нами до этого результаты.

Утверждение 3.9 (асимптотические свойства 2SLS):

(a) При предположениях 3.1-3.4, оценка 2SLS (3.8.3) состоятельна. При до­
бавлении предположения 3.5, эта оценка асимптотически нормальна 
с асимптотической дисперсией (3.5.1), где W  = (сг‘253жа.) “1. При до­
бавлении к предположениям 3.1-3.5 предположения 3.7 (условная 
гомоскедастичностъ) эта оценка будет эффективной GMM-оценкой.

Более того, если E(z,z') существует и конечна*, то

(b) (3.8.5) — состоятельная оценка асимптотической дисперсии,

(c) к  в (3.8.7) ->d N(0,1), W в (3.8.8) Х2(#г) и

’Это дополнительное предположение требуется для состоятельности Э2, см. утвер­
ждение 3.2.
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(d) статистика Саргана (3.8.10) — х 2(К ~  £)•

Утверждение 3.8 показывает, что Ц?-статистика, являющаяся разно­
стью значений J ,  полученных с учетом нулевой гипотезы и без, имеет 
асимптотическое распределение у2. Поскольку J  можно записать как
(3.8.9), мы получаем:

L R  =  п  х

{s 3?y~ S xz6 ) S^x(8xy — S XZS) — (sxy S ,aJZ<52SLs) &xx{sxy ~~ S xz6-2Sbs)
X  TCn ,

(3.8.11)

где S — ограниченная 2SLS-oueHKa, минимизирующая (3.8.9) при нуле­
вой гипотезе1. В утверждении 3.8 использование одинаковых S  гаранти­
рует неотрицательность статистики в конечных выборках. Здесь деление 
на одну и ту же <т2 гарантирует неотрицательность статистики. Если 
гипотеза линейна, то тогда эта ЬЯ-статистика численно равна статистике 
Вальда W.

Свойства 2SLS на конечных выборках

Имеется довольно большое количество литературы, посвященной рас­
пределению оценки 2SLS в конечных выборках (см., например: [Judge 
et al., 1985, Section 15.4] и [Staiger and Stock, 1997, Section 1]). Неко­
торые исследования выводят точное распределение этой оценки в конеч­
ных выборках, в то время как другие используют метод Монте-Карло 
для различных DGP. Аналитические результаты, однако, неприменимы 
в эмпирических исследованиях, так как они выводятся при жестких 
ограничениях фиксированности инструментов и нормальности ошибок, 
а аналитические выражения не поддаются вычислениям.

Для случая единственного регрессора и единственного (стохастиче­
ского) инструмента с нормальными ошибками [Nelson and Starz, 1990] 
выводят точное распределение оценки 2SLS в конечных выборках, отно­
сительно простое и легко вычисляемое. Они также показывают, что, если 
инструмент «слабый», в смысле низкой объяснительной силы на первом 
шаге регрессии регрессора на инструмент, основная часть распределения 
ошибки оценки 62sls — $ располагается далеко от нуля при недостаточно 
большом объеме выборки.

Их работа показывает необходимость сообщения значения R 2 для 
первого шага оценивания; если R2 мал, то следует ожидать плохой 
аппроксимации распределения оценки 2SLS (пример приведен в части (g)

'Эта статистика впервые представлена в: [Gallant and Jorgenson, 1979].
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3.8. Приложения условной гомоскедастичности

эмпирического упражнения). Недавно [Staiger and Stock, 1997] предло­
жили альтернативное асимптотическое приближение распределения оце­
нок 2SLS в конечных выборках, других оценок и статистик для случая 
«слабых» инструментов. Их метод заключается в рассмотрении после­
довательности моделей, в которых коэффициенты при инструментах схо­
дятся к нулю (аналитическое упражнение 10  выводит данный тип асимп­
тотики для простого случая одного регрессора и одного инструмента).

Альтернативные выводы 2SLS 

Если определить матрицы данных как

'х\~ v r У\

X  =
пх К)

х '2
. Z  =

( n x L )

z 2
. у  =(пх 1)

т

Х'п_ z!j * n _ Уп_

то легко увидеть, что оценки 2SLS и соответствующие статистики могут 
быть переписаны как

<52 S b S  =  [ Z 'X { X 'X ) - lX 'Z }~ lZ 'X { X 'X ) - xX 'y  
=  { Z 'P Z ) - lZ 'P y , (3.8.3')

где Р  = Х ( Х 'Х )  1X '  — проекционная матрица.

A v a rfe b s )  =  n r f - l Z 'X i X 'X y 'X 'Z } ' 1 =  n-a2 -{Z 'P Z)\ - i

е е

t-e —

, где е = у  -  Z<52sls.U
__________<>~2SLS.l — __________

y / a * - { [ z ' X ( X ' X ) - ' x ' z ] - %

(3.8.50

(3.8.60

(3.8.70

a(&SLs)' U ( 5 2SLS) ( Z ' X ( X ' X ) - ,A:/Z ) - ]A (4 s L s ) i  «№ s ls )
W  = ---------------- L ------------------------------- i------------------- .

J{6, {o2-S.2 -G* x T X)
(y  -  Z S )'P (y  -  Z S )

Статистика Саргана =

a *
e'Pe

(3.8.80 

(3.8.90 

(3.8.100

Используя эти формулы, можно получить два других вывода оценки 
2SLS.
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Глава 3. Одномерный GMM

2SLS как JV-оценка

Пусть £,■ (L x  1) — вектор L инструментов (которые будут сгенерированы 
из жi по описанному ниже способу) для L регрессоров и пусть Z  — 
матрица этих инструментов размера п х L. То есть г-я строка Z  — это £*. 
IV-оценка <5 с Zi в качестве инструментов есть, по (3.4.4),

*iv =  =  { z > z r l  z 'v  ( 3 -8 Л 2 )П i= 1 П »=1

Теперь мы сгенерируем эти инструменты следующим образом: £-й ин­
струмент является подобранным значением регрессии гц (£-го регрессо­
ра) на Х{. Вектор длины п из подобранных значений равен X (X 'X )X 'z ( ,  
где Z( — вектор длины п значений (-го регрессора ((-тл столбец матри­
цы Z). Таким образом, п х L матрица инструментов имеет вид:

Z  = (Х ( Х 'Х ) ~ 1 x ' z u . . . ,  X ( X 'X ) - ]X 'z L) = X ( X 'X ) - lX 'Z  = P Z ,
(3.8.13)

где P  — проекционная матрица. Подстановка этого выражения в (3.8.12) 
дает 2SLS-oueHKy (см. (ЗА З7))-

2SLS как две регрессии

Вместо подстановки сгенерированных инструментов £,■ в выражение для 
lV-оценивания уравнения уг- =  z (8 +  =* рассмотрим регрессию у, на 
Оценка коэффициентов имеет вид:

(.Z 'Z ) - lZ 'y  =  (Z 'P 'P Z ) lZ 'P y  = (Z ' P Z ) xZ 'P y ,

поскольку Р  симметрична и идемпотентна.
Это 2SLS-oueHKa. Поэтому оценки 2SLS могут быть получены за два 

шага: оценкой регрессии L регрессоров на ж, и получением подобранных 
значений и последующей оценкой регрессии у; на эти подобранные 
значения.

Для предопределенных регрессоров, входящих в ж;, нет необходи­
мости в первом шаге, так как подобранное значение будет самим этим 
регрессором. Действительно, если предопределен и включен в х * как 
А:-й инструмент, вектор длины п подобранных значений для регрессора I 
равен P z ( , где zg — вектор длины п, чьим г-м элементом является гц- 
Но так как z^ также является к-м столбцом X , P z( = Р х Поскольку 
Р  — проекционная матрица, то Р х^  =  жд..

Этот вывод 2SLS полезен, так как он оправдывает название оценки. 
Но есть один подводный камень. При выполнении регрессии у* на £* 
на втором шаге стандартные ошибки автоматически рассчитываются 
МНК-программами на основе ошибок у  — Z 8-2SLS. которые не равны
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3.8. П рилож ения условной гом оскедастичности

остаткам 2SLS y —Z 82s i s • Поэтому соответствующие стандартные ошиб­
ки и асимптотические дисперсии не могут использоваться для статисти­
ческих выводов.

Когда регрессоры предопределены

Когда все регрессоры являются предопределенными, а ошибки условно 
гомоскедастичны, существует тесная связь между функцией расстоя­
ния J  эффективной GMM-оценки и суммой квадратов остатков (SSR). 
Из (3.8.9'):

J{6 , (d2-Sxx)~') = (:V ~ ZS)'P(y -  ZS)
о*

у 'Р у  -  2y 'P Z S  +  8 'Z 'P Z S
а*

у 'Р у  -  2y 'Z 8 + 8 'Z 'ZS

(так как P Z  = Z,  когда Zi С ж,)
(у -  Z 8 )'(y -  Z 8 ) у'у  -  у 'Р у

а* а *
(у — Z 8 )'(y -  Z 8 ) ( у - у ) ' ( у - у ) (3.8.14)

где у  =  Р у  — вектор подобранных значений МНК-оценки без ограни­
чений. Поскольку вычитаемое справа слагаемое не зависит от 8 , мини­
мизация J  сводится к минимизации суммы квадратов остатков (SSR) 
(у — Z 8 )'(y — Z 8 ). Из этого следует, что

• Эффективной GMM-оценкой является МНК-оценка (что справед­
ливо и без условной гомоскедастичности так как Zi = х i).

• Ограниченной GMM-оценкой с учетом ограничений нулевой ги­
потезы является МНК-оценка с ограничениями (с SSR, а не J  
в качестве целевой функции).

• Статистика Вальда, численно равная LR-статистике, может быть 
рассчитана как нормированная на а2 разность SSR с учетом огра­
ничений нулевой гипотезы и без. Данный результат подтверждает 
получение статистики Вальда в соответствии с принципом отноше­
ния правдоподобий в параграфе 2.6.
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Тестирование подмножества условий ортогональности

В параграфе 3.6 нами была представлена С-статистика для тестирования 
подмножества условий ортогональности. Она использовала две разные 
эффективные GMM-оценки одного и того же уравнения: одну с исполь­
зованием полного набора инструментов ж;, другую — с использованием 
подмножества инструментов хц.  Для получения выражения для этой 
статистики при условной гомоскедастичности предположим, что Х \  — 
матрица размера (п х К\), г-я строка которой равна х'п . Поскольку 
при условной гомоскедастичности эффективной GMM-оценкой является 
2SLS-oueHKa, эти две GMM-оценки задаются выражениями

5 = (Z’P Z ) - 'Z 'P y  с Р  =  Х { Х ' Х ) - 1Х' .  (3.8.15)
6 = (Z 'P iZ ) - lZ'Piy  с Р, = X i(X { X 1) - 1X{. (3.8.16)

А С-статистика становится разностью двух статистик Саргана:

где

^  ё 'Р е  — ё 'Р \е  С —
о 1

(3.8.17)

£ = у — Z8 , £ = у — ZS, о2 = — .п
Как показано в случае без условной гомоскедастичности, С гарантиро­
ванно будет неотрицательной при использовании одной и той же матрицы 
S, что при условной гомоскедастичности эквивалентно использованию 
одной и той же оценки а2, для нормировки как ё'Рё, так и £'Р\£ 
(см. (3.8.17)). По утверждению 3.7, С имеет асимптотическое распре­
деление х2(к  -  Ki).

Вероятно, более популярной является статистика, предложенная [На- 
usman and Taylor, 1980] и детально изученная [Newey, 1985]. 6 асимп­
тотически более эффективна, чем д, так как использует больше условий 
ортогональности. Тем самым Avar(<S) > Avar(<5). Более того, как вам 
нужно будет показать (аналитическое упражнение 9), при той же гипо­
тезе, гарантирующей асимптотическое распределение \ 2 У С-статистики,

Avar(<5 — 8) =  Avar(d) — Avar(<5). (3.8.18)

(Если вы уже сталкивались с тестом Хаусмана в контексте ML, вы може­
те узнать в нем GMM версию принципа Хаусмана). По утверждению 3.9, 
Avar(<5) состоятельно оценивается как

Avar(<5) = n-d2\ Z ' P Z y l. (3.8.19)

Похожим образом, Avar(<5) состоятельно оценивается как 

Avar(<5) =  п-д2-(Z'Р\ Z)~l . (3.8.20)
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Здесь, как при оценивании С-статистики, используется одна и та же 
оценка д2 для гарантирования неотрицательности статистики. Итоговая 
оценка Avar(<5 — 6) равна:

Avar(5 — 6) = d2-n-[(ZrP\Z)~] - ( Z 'P Z ) ” 1]. (3.8.21)

Хаусман и Тэйлор [Hausman and Taylor, 1980] показали, что

• в конечных выборках эта матрица положительно полуопределена 
(неотрицательно определена), но необязательно невырождена;

• для любой обобщенной обратной1 к этой матрице статистика Ха- 
усмана (Hausman statistic)

Я  = y/H(S ~ 6)'{Э2-п-[(Z1 P \Z)~ l -  [ Z ' P Z y 1] } ~ ^ ( 6  -  8) =
(S -  ^ [ ( Z 'P j Z ) -1 — (Z 'P Z )~ l]~(S — 5) (3822)

a 2

инвариантна относительно выбора обобщенной обратной и имеет 
асимптотическое распределение у2 с числом степеней свободы, рав­
ным min (if — K\.L  — s), где

S =  Г) Хц =
= количество регрессоров, используемых в качестве инструментов.

Какова связь между С и Н  при условной гомоскедастичности? Можно 
показать (см.: [Newey, 1985]), что: если К  — К] < L — s, так что Я  и С 
имеют одинаковое число степеней свободы, то тогда Я  и С численно 
равны. В противном случае эти статистики не равны и имеют разное 
число степеней свободы.

Частый случай, в котором К  — К\ < L — s, — это когда х я  является 
подмножеством z;, то есть подозрительные инструменты являются ре­
грессорами. В этом случае (3.8.17) и (3.8.22) — два способа рассчитать 
одну и ту же статистику. В случае К  — К\ > L — s число степеней 
свободы Я  меньше, чем у С. По этой причине тест Хаусмана, в отличие 
от С-теста, не состоятелен против некоторых локальных альтернатив2.

'Обобщенной обратной, А ~ , для матрицы А  называется любая матрица, такая, 
что А А ~  А  =  А. Если матрица А  квадратная и невырожденная, то А~  единственная 
и равна А -1 .

^Статистику Хаусмана можно обобщить на случай условной гетероскедастичности, 
но это не применяется на практике, так как степени свободы зависят от неизвестных 
знзчении матриц и S. (См.: (Newey, 1985].)
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Тестирование условной гомоскедастичности

Как было показано в параграфе 2.7, для случая МНК с предопределен­
ными регрессорами существует удобный тест условной гомоскедастично­
сти nR2. В текущем случае статистика nR2, полученная регрессирова­
нием квадрата 2SLS остатков на константу и моменты второго порядка 
инструментальных переменных, не имеет ожидаемого асимптотического 
распределения. Тестовая статистика, имеющая асимптотическое распре­
деление у2, существует, но чрезвычайно сложна. (См.: [White, 1982].)

Тестирование на наличие автокорреляции

Для случая МНК в параграфе 2.10 были разработаны тесты на нали­
чие автокорреляции в ошибке. Точнее, при выполнении предположения 
(2.10.15) (которое сильнее, чем предположения 2.3 и 3.3) и (2.10.16) (ко­
торое сильнее предположений 2.7 и 3.7 условной гомоскедастичности), 
модифицированная статистика Бокса —Пирса Q (2.10.20) может быть 
использована для тестирования нулевой гипотезы об отсутствии авто­
корреляции в ошибке, и эта статистика асимптотически эквивалентна 
(в более строгом смысле сходимости разности к нулю по вероятности) 
статистике nR2 из регрессии (2.10.21). Может ли этот тест быть рас­
пространен на случай эндогенных регрессоров z,? Если инструменты ж* 
удовлетворяют (2.10.15) и (2.10.16), то тогда доказательство в приложе­
нии 2.В к главе 2 может быть обобщено для получения модифицирован­
ной статистики Q, которая будет иметь асимптотическое распределение 
X2 при нулевой гипотезе об отсутствии автокорреляции. Однако выра­
жение для такой статистики более сложное, чем (2.10.20), и поэтому 
не представлено здесь. При этом непохоже, чтобы эта модифицирован­
ная (^-статистика была асимптотически эквивалентной статистике nR2 
из регрессии (2.10.21).

Контрольные вопросы

1. (GM M  с условной гомоскедастичностью.) В эффективном двухшаговом 
G M M -оиенивании S  рассчитывается на втором шаге по (3.5.10) с исполь­
зованием остатков первого шага. Выведите асимптотическую дисперсию 
двухшаговой оценки для случая условной гомоскедастичности. Равна ли 
она (3.8.4)? Указание: При условной гомоскедастичности (3.5.10) -*р

2. (2SLS без условной гомоскедастичности.) Состоятельна ли оценка 2SLS 
при отсутствии условной гомоскедастичности? Выведите pliin (3.8.2) 
и Avar(6 ) без предположения об условной гомоскедастичности. Явля­
ется ли 2SLS столь же эффективным, как и двухшаговый GM M  (то 
есть асимптотическая дисперсия у него так же мала, как и (3.5.13))?
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3.9. Применение: отдача от образования

Указание: 2SLS-oueHna является GMM-оценкой с выбором W , и она 
не обязана быть эффективной при отсутствии условной гомоскедастичности.

3. (GLS-интерпретаиия 2SLS.) Проверьте, что 2SLS-oueHKy можно записать 
как GLS-оценку, если S xz и зху интерпретировать как матрицу значе­
ний регрессоров и вектор значений зависимой переменной, a S xx — как 
ковариационную матрицу вектора ошибок.

4. Приведите два примера, в которых S2s l s  и <S(S-1 ) асимптотически экви­
валентны, то есть

M S 2 S L S ~ S ( S ~ ' ) } ^ О 
р

Указание: Ключевые слова: «условная гомоскедастичность» и «точно иден­
тифицируема».

5. Предположим, что уравнение идентифицируемо точно. Покажите, что 
2SLS (3.8.3) сводится к IV (3.4.4).

6 . (Статистика Саргана как пВ 2.) Докажите, что статистика Саргана (3.8.10') 
равна п В 2с, где В 2С — нецентрированный коэффициент детерминации 
из регрессии е на X .  Указание: Контрольный вопрос 8 из параграфа 1.2.

7. (z~i как строгое подмножество ж*.) Предположим, что zt является строгим 
подмножеством ж*. То есть ж,■ содержит в дополнение к предопределенным 
регрессорам некоторые другие предопределенные переменные. Мы пока­
зали, что эффективная GMM-оценка является МНК при условной гомо­
скедастичности. Сохранится ли этот результат без условной гомоскеда­
стичности? Указание: Контрольный вопрос 5 из параграфа 3.5.

3.9. Применение: отдача от образования
Начиная с работы [Mincer, 1958] связь между уровнем заработной пла­
ты и образованием была объектом большого количества теоретических 
и эмпирических исследований. Такое внимание может показаться стран­
ным, так как объяснение положительного влияния выглядит очевидным: 
образование увеличивает производительность труда индивида. Однако 
есть и другие объяснения. Например, модель сигналов на рынке труда 
Спенса утверждает, что более образованные индивиды получают боль­
шую заработную плату исключительно по причине того, что образование 
используется в качестве сигнала о более высоких способностях; несмот­
ря на то что образование не увеличивает вероятность более высокого 
заработка, между этими показателями есть корреляция по причине вли­
яния на них третьей переменной — способностей. В данном параграфе 
показано, как отделить влияние образования от влияния способностей 
с помощью методик из данной главы. Одной из ранних, посвященных 
этой проблеме, является работа Грилихеса [Griliches, 1976].

265



Глава 3. Одномерный GMM

Данные NLS-Y

Данные, использованные Грилихесом, — Young Men’s Cohort из National 
Longitudinal Survey (NLS-Y). Опрос в данной когорте проводился в 1966 го­
ду среди 5225 респондентов в возрасте 14-24 лет и был повторен через 
один и через два года. К 1969 году около четверти исходной выборки 
было потеряно, но 2026 респондентов сообщили уровень своей зарплаты 
в 1969 году и имели достаточно полные данные для вывода необхо­
димых для исследования переменных. Привлекательной особенностью 
этих данных было включение в них двух показателей способностей. 
Первый — оценка в тесте Knowledge of the World of Work, полученная 
респондентами в 1966 году. Второй — уровень IQ. Все участники опроса, 
закончившие 9-й класс к 1966 году, подписывали документы, разре­
шавшие администрации школ передавать организаторам опроса данные 
по успеваемости. Итоговый опрос, проведенный в 1968 году, принес 
данные по умственным способностям респондентов, сгруппированные 
в аналоги уровня IQ. Из указанных 2026 респондентов уровень IQ име­
ется только для 1362, что говорит о том, что итоговый опрос покрывает 
только две трети исходной выборки. Наше обсуждение касается резуль­
татов Грилихеса, основанных на этой меньшей выборке. В табл. 3.1 
приведены средние и стандартные отклонения ключевых переменных:

Таблица 3.1
Характеристики респондентов из NLS-Y 

Средние и стандартные отклонения (в скобках)
Переменная

Размер выборки 1,362
Возраст в 1969 году 22,3

(3.2)
Образование в годах в 1969 году (S) 12,5

(1.9)
Логарифм почасовой оплаты (в центах) в 1969 году (LW) 5,68

(0.40)
Оценка в тесте Knowledge of the World of Work (KWW) 35.1

(7.9)
Уровень IQ (IQ) 97.7

(15.3)
Опыт работы в 1969 году 3,7
______________________________________________ (2.8)
Источник: [Griliches, 1976, Table 1)
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3.9. Применение: отдача от образования

Полулогарифмическое уравнение заработной платы

В литературе обычно оценивается следующее уравнение для заработной 
платы:

L W = a  + 0S  + 'yA + 6 'h  + e, (3.9.1)

где L W  — логарифм заработной платы индивида, S  — образование 
в годах, А  — мера способностей, h  — вектор наблюдаемых характе­
ристик индивида (например, опыт работы и место жительства), б — 
соответствующий вектор коэффициентов, е — ненаблюдаемая ошибка 
с нулевым математическим ожиданием (в данном параграфе индекс инди­
вида г будет опускаться для упрощения записи). Полулогарифмическая 
спецификация для S  часто оправдывается линейной связью между ло­
гарифмом заработной платы и образованием, установленной в качестве 
стилизованного факта на больших панелях данных (например, Current 
Population Survey)1.

Коэффициент в  показывает процентное изменение заработной платы 
при увеличении срока образования индивида на один год. Тем самым он 
показывает предельную отдачу от инвестирования в человеческий капи­
тал, которая должна быть величиной того же порядка, что и доходность 
от инвестирования в финансовые активы. Мы предполагаем, что пере­
менные S, A, h  не коррелируют с ошибкой регрессии е; поэтому МНК 
является подходящим методом оценивания при включении способностей 
А  в модель наряду с образованием S  и h. В оставшейся части параграфа 
мы рассмотрим то, что Грилихес назвал «смещением из-за способно­
стей», — смещение МНК-оценки коэффициента ft при невключении А  
в уравнение или включении вместо нее какой-то неполноценной меры 
способностей.

Смещение из-за невключения переменной

Иногда наборы данных не включают в себя меры способностей (на­
пример, Current Population Survey). Каковы последствия игнорирования 
и невключения способностей в уравнение заработной платы? Из пара­
графа 2.9 нам известно, что регрессия L W  на константу, S  и h  дает 
состоятельную оценку соответствующей МНК-проекции:

E*{LW \l.S.h) = E*(a + flS + ~?A + 6 'h  + s \h S .h )  (из (3.9.1)) =

= а + 3S  +  S'h + 7  Ё*(А|1, S, h ) +  Ё*(=|1 , S. h). (3.9.2)

Поскольку все регрессоры в (3.9.1) предопределены, имеем Е(е) =  О, 
Е (Ss) =  0 и Е (he) = 0. Поэтому Е*(е|1.5, h) = 0. Если обозначить

'Вопросы функциональной формы рассматриваются в: [Card, 1995].
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Ё*(Л|1 , S, h) = в] + 6sS  + e'hh, то (3.9.2) преобразуется в

Ё*(Ш|1. S, h) = {a + 7 0 ,) + ( /9  + 7 0s )S + (б +  7 0h)'h.

Тем самым МНК-оценка коэффициента может оказаться асимптотически 
смещенной для всех включенных регрессоров. Это явление известно 
как смещение из-за невключения переменной (o m itte d  v a r ia b le  b ia s). 
В частности,

p l i r a  /30 l s  =  0  +  7 Os­

lo  есть МНК-оценка коэффициента при образовании S  включает непря­
мой эффект способностей через образование (7 Os) наряду с прямым 
эффектом /3. Если Os положительна, то оценка коэффициента Pols сме­
щена вверх.

Используя описанную выше выборку из NLS-Y, состоящую из 1362 ин­
дивидов, Грилихес оценил уравнение заработной платы для 1969 года. 
Список переменных, включенных в h, здесь представлен не будет; доста­
точно сказать, что он включает в себя опыт работы в годах и некоторые 
дамми-переменные для региона и размера города. Оценка Грилихеса для 
коэффициента при уровне образования 5  в случае игнорирования спо­
собностей представлена в строке 1 табл. 3.2. Оценка смотрится хорошо: 
эта точечная оценка похожа на доходность, которую можно получить 
от вложения в финансовые активы; причем эта оценка достаточно точна, 
о чем говорит высокое значение ^-статистики.

IQ как мера способностей

Как уже было сказано, в NLS-Y представлены две меры способностей: 
I Q  и K W W  (оценка в тесте K n o w le d g e  o f  th e  W orld  o f  W ork в 1966 го­
ду). Поскольку респонденты NLS-Y имели в 1966 году возраст не менее 
14 лет, результаты данного теста отражают влияние уже полученного 
на тот момент образования и не могут служить мерой чистых способно­
стей. Уровень I Q  не имеет этого недостатка. Если бы оценка IQ  была 
идеальной мерой способностей индивида, то можно было бы получить 
состоятельную оценку уравнения (3.9.1) простой подстановкой I Q  вме­
сто А . МНК-оценки Грилихеса при включении I Q  в модель представлены 
в строке 2 табл. 3.2. Теперь коэффициент при образовании ниже, что 
подтверждает наше предположение о том, что коэффициент при образо­
вании при невключении в модель меры способностей включает в себя 
также влияние способностей на размер заработной платы.
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Таблица 3.2
Оценки коэффициентов

Уравнение: LW  =  а  +  /3S +  7 IQ  +  прочие переменные

Строка
Метод

оценивания
Коэффициент SER Я3

Эндогенные
регрессоры

Исключенные
предопределенные

регрессоры
S IQ

1 мнк 0,065
(13,2)

0,332 0,309 нет

2 м нк 0,059
(10,7)

0,0019
(2 ,8)

0,331 0,313 нет

3 2SLS 0,052
(7,0)

0,0038
(2,4)

0,332 Щ MED, KW W , 
возраст, возраст в квадрате, 

общие характеристики

Источник: строка 1 — уравнение (В1) в: [Griliches, 1976, Table 2]; 
строка 2 — уравнение (ВЗ) в табл. 2 там же;



Глава 3. Одномерный GMM

Ошибки в переменных

Разумеется, уровень IQ  не может быть безошибочной мерой способно­
стей. Если г/ — ошибка измерения, то IQ  связан с А  как

IQ =  ф -)- А +  г/, (3.9.3)

с Е(т/) =  0. Интерпретация 77 как ошибки измерения позволяет пред­
положить, что она не коррелирует с A, S, h  и ошибкой регрессии е. 
Подставляя (3.9.3) в (3.9.1), получаем:

LW = ( а -  7  ф) + /3S + jIQ  + S'h  +  (с -  777). (3.9.4)

Проиллюстрируем теперь на этом примере, что если хотя бы одна из вклю­
ченных в модель переменных измерена с ошибкой, то оценки коэффици­
ентов у всех переменных могут быть асимптотически смещенными.

Для изучения последствий включения в модель измеренной с ошиб­
кой меры IQ  рассмотрим следующую МНК-проекцию:

Ё *(£Г |1 . S. IQ. h) = ( а -  7  ф) +  0S  +  7  Ю + &h+

+ F * (s\l.S .IQ .h )-^E *(T ]\hSJQ .h ). (3.9.5)

Рассмотрим Ё*(£|1. S, IQ, h) в (3.9.5). Поскольку Е(г) =  0, и S  и h  
не коррелированы с е, (1 ,S ,h )  ортогональны е. IQ  также ортогонален е, 
так как

Е {/Q е) =  Е[(ф + А + Г1) е] (из (3.9.3) -
=  Е(г/д) (поскольку Е(е) =  0, Cov(А,е) = 0) =
=  0.

Тем самым Е*(с|1,5, IQ. h) =  0 в (3.9.5),
Таким образом, смещения, если таковые есть, равны —7  Е* (7 7) 1. S, IQ. h ) 

в (3.9.5). Пусть (O s^iQ ^h) — коэффициенты проекции (S ,IQ ,h ) 
в E*(i]\l.S.IQ .h). По формуле (2.9.7) из главы 2

'Os' V a r (5) C o v (5, IQ) C o v (5’. t i )  ' - 1
C o v  (5.77)

0/Q = Co v ( / Q . S )  V a r  (IQ) C o  v(/Q,fc') C o  v(/Q, 77)

Oh. C o v(h, S) C o \(h , IQ) V a r (h) C o v(h,T]) _

В этом выражении Cov(S, if) и Cov(/i, 7 7) равны нулю по предположению. 
Однако Со\’(IQ. t]) не равна нулю, так как

Соv(/Q. 7 7) =  E(/Q 77) (поскольку £ ( 77) =  0) =
=  Е[(о + А + ц) 77] из (3.9.3) =

=  Ф E(r/) -I- Е(.4 77) +  Е(г/2)
=  Var(г/) (так как Е(г/) =  0 и Cov(.4.7/) =  0).
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3.9 . П рим енен ие: отдача от о б р азо в ан и я

То есть ошибка измерения, не коррелируя с истинным значением, с необ­
ходимостью коррелирует с измеренным значением. С учетом того, что

Соv(S, г/) =  0, Со\(IQ . т]) =  Уаг(/?), и Соv(h , rf) =  О,

коэффициенты проекции можно записать как

где

в s '
0/Q
в Н

Var (г/)-а.

а  =  второй столбец
Var (6') Cov(S, IQ) 

Cov(IQ, S ) Var(/Q)
Cov(h , S) Cov(h , IQ)

Cov (5, h') 
Cov(/Q, h ') 

Var(li)

- l

Тем самым в регрессии L W  на константу, S, IQ  и h

plim/3oLS — ,3 — 7- Уаг(//)-(1-й элемент а), (3.9.7а)
plini7oLs =  7  — 7 ‘ Уаг(г/)-(2-й элемент а). (3.9.7Ь)

Поскольку второй элемент а положителен (это диагональный элемент 
матрицы, обратной к ковариационной матрице), М НК-оценка коэффици­
ента при способности будет смещена вниз. Однако направление смеще­
ния коэффициента при образовании зависит от знака первого элемента а. 
Обычно Cov(S, IQ) положительна, так что, за исключением нетипично 
сильной корреляции (S , IQ) с h, первый элемент а  будет отрицатель­
ным. Тем самым можно предположить, что So ls  Для образования будет 
смещена вверх.

Коррекция смещения с помощью 2SLS

Для учета смещения Грилихес применяет к уравнению заработной платы 
2SLS. Чтобы сделать это, следует указать список инструментов. В набор 
инструментов можно включить предопределенные регрессоры (1 ,S ,h ) .  
Дополнительные инструменты для IQ , включенные в набор, — возраст, 
возраст в квадрате, K W W ,  образование матери и некоторые другие ха­
рактеристики индивида (например, занятость отца). Эти переменные так­
же рассматриваются как предопределенные. 2SLS-oueHKa Грилихеса для 
этой спецификации приведена в строке 3 табл. 3 .21. В соответствии с на­
шим предсказанием того, что М НК-оценка для коэффициента при мере 
способностей смещена вниз, МНК-оценка из строки 2, равная 0,0019, 
меньше, чем приведенная в строке 3 2SLS-oneHKa, равная 0,0038. Наше

1R2 не приведено, так как сумму квадратов ошибок в случае 2SLS, в отличие от случая
МНК, нельзя разделить между «объясненной» и «необъясненной» изменчивостью.
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предположение о том, что оценка / 3 o l s  коэффициента при образовании 
при включении IQ  смещена вверх, также подтверждается данными, так 
как оценка /3, равная 0,059, в строке 2 выше, чем оценка 0,052 в строке 3.

В итоге «смещение из-за способностей», исследованное Грилихесом, 
заключается в смещении оценки коэффициента при образовании вверх 
при невключении IQ и смещении ее в неизвестном направлении (веро­
ятно, вверх) при неточном измерении включенной переменной (в данном 
случае IQ). 2SLS дает решение, но этот метод зависит от предполо­
жения, что использованные инструменты (такие как M ED  и K W W ) 
не коррелируют с ненаблюдаемыми детерминантами заработной платы е 
и ц. Эти детерминанты могут включать в себя такие персональные ха­
рактеристики, как усердие. Представляется небезосновательным пред­
положить, что K W W  зависит от таких характеристик. Если это так, 
то K W W  не может быть инструментом. Если пойти дальше, то можно 
утверждать, что образование матери также непредопределенная перемен­
ная, так как некоторые характеристики матери, влиявшие на уровень 
ее образования и ценящиеся на рынке труда, могут быть унаследованы 
детьми. Являются ли данные переменные предопределенными, можно 
проверить с использованием статистики Саргана, но в статье Грилихеса 
эти статистики не приведены (и сама работа написана задолго до того, 
как это стало общей практикой).

Дальнейшее развитие

Возможно, из-за того, что выбор инструментов, коррелированных с IQ, 
но не коррелированных в ненаблюдаемыми характеристиками, является 
сложной задачей, учет «смещения из-за способностей» продолжает при­
влекать большое внимание в литературе. Существует довольно много 
литературы, начиная с [Behrman et al., 1980], в которой производит­
ся сравнение однояйцевых близнецов с разным уровнем образования 
для учета генетических характеристик и влияния семьи. Можно также 
рассматривать одного и того же человека в разные моменты времени. 
Необходимая для обоих этих случаев методика, оценка с фиксированны­
ми эффектами, будет рассмотрена в главе 5.

Другой важной проблемой является эндогенность уровня образова­
ния 5. Если предположить, что ошибка включает в себя набор нена­
блюдаемых характеристик индивида, которые могут повлиять на выбор 
уровня образования, то 5 уже следует рассматривать как эндогенную 
переменную. Но, опять же, выбор подходящих инструментов для S, 
не коррелированных с ненаблюдаемыми характеристиками, но корре­
лированных с уровнем образования, очень сложен. Последние работы 
в этой области можно рассматривать как поиск детерминантов уров­
ня образования, имеющих мало общего с подобными ненаблюдаемыми
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Набор задач для главы 3

характеристиками. Например, [Angrist and Krueger, 1991] используют 
переменную, показывающую, воспользовался ли индивид законом об обя­
зательном школьном образовании.

Наконец, снова привлекают внимание работы, посвященные связи 
между качеством школы и заработком (см., например: [Card and Krueger, 
1996]).

Контрольные вопросы
1. Перечислите все предположения о средних и ковариациях ( S , A , I Q ,  

KWW.h.c.rj), сделанные в данном параграфе. Изучите, как Грилихес 
формулирует эти предположения. Какие из них являются ключевыми для 
состоятельности 2SLS-oueHKH?

2. Предположим, что зависимость между IQ и А задается не (3.9.3), а вы­
ражением

IQ = 6 + ТкА 4- ц.
Остается ли состоятельной 2SLS-oueHKa коэффициента /3 при уровне об­
разования? [Ответ: Да.]

3. В модели сигналов на рынке труда Спенса индивиды разделены на две 
группы: малоспособных, выбирающих низкий уровень образования, и очень 
способных, выбирающих высокий уровень образования. Образование не уве­
личивает трудоспособность индивидов, так что размер заработной платы 
определяется только способностями индивида. Если бы мы имели данные 
по заработной плате, способностям и образованию для выборки, вклю­
чающей индивидов обоих типов, могли бы мы тогда проверить гипотезу 
о том, что уровень образования сам по себе не приводит к более высокой 
заработной плате? Указание: Возможно наличие проблемы мультиколли­
неарности.

Набор задач для главы 3
Аналитические упражнения

1. Докажите, что симметричная и идемпотентная матрица положительно 
полуопределена.

2. Мы хотим доказать утверждение 3.4. Чтобы избежать ненужных ослож­
нений, рассмотрим случай К  = 1 и L = 1 (так что х г и г, скаляры). 
То есть (3.5,5) принимает вид:

Ч =  Ч ~  2(£ -  5)zi£i +  (tf -  S f z ' f .

а 5  в (3,5.10) принимает вид:

.2i
/ = 1

2(5 8) \  Ё  + У '  Ё  Zi Xi
i = 1 г = 1

(*)

273



Глава 3. О дном ерны й G M M

(a) Покажите, что первая составляющая в (*) сходится по вероятно­
сти к S.

(b) Используя неравенство Коши —Шварца

Е(|Х • У|) < ^ ( Х 2) ■ Е(У2).

покажите, что Е( z i x f e i )  существует и конечно. Указание: Zixfei  
является произведением и ZiXi.
Факт: Е(ж) существует и конечно тогда и только тогда, когда 

Е(|х|) < эс. Где используется предположение 3.6?
(c) Покажите, что вторая составляющая в (*) сходится к нулю по ве­

роятности.
(d) Покажите, что третья составляющая в (*) сходится к нулю по ве­

роятности.

3. Мы хотим доказать алгебраический результат (3.5.11). Для этого тре­
буется доказать, что А  —В  является положительно полуопределенной 
матрицей, где

А  = (z 'xzw '£xz) - 1y;,xzw s w i :xz('e 'xzw  е х, г '

и

Из матричной алгебры известно, что если А  и В  положительно опре­
деленные и симметричные матрицы, то А  — В  будет положительно 
полуопределенной тогда и только тогда, когда В ~ { — А -1 положи­
тельно полуопределена. Тем самым нужно доказать, что

Q = K * S ~ ' Z xz -  Z'xxW V xs(V'XKW S W E XK) - lV'xgW V xz

является положительно полуопределенной.

(а) Поскольку S {К х К) положительно определена, то существует 
невырожденная матрица С  (К  х К) такая, что С  С  = S ~ l . Про­
верьте, что Q можно записать в виде:

Q = H ' M q H.

где

В  = С Е Х2, M g = I K -  G{G'G)~lG'. G = C'~lW"Exz. 

Указание: C ~ lC ~ l = S.
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(Ь) Покажите, что Q положительно полуопределена. Указание: Сна­
чала покажите, что M g  симметрична и идемпотентна. Как было 
показано в упражнении I, симметричная идемпотентная матрица 
положительно полуопределена.

4. Предположим, что Zj является строгим подмножеством х,. Что мень­
ше в матричном смысле: асимптотическая дисперсия МНК-оценки или 
асимптотическая дисперсия эффективной двухшаговой GMM-оценки? 
Указание: Без потери общности можно предположить, что z t — пер­
вые L элементов К-мерного вектора x t. Если матрица W  (К х К) 
дана как

А ~ 1 ОW  =
О о

где

А  = E(sfZiz') = главная (L х Ь)-подматрица матрицы S,

то асимптотическая дисперсия МНК-оценки может быть записана как 
в формуле (3.5.1). Если вы сделали упражнение 3, то можете прове­
рить, что (3.5.11) не требует положительной определенности W  если 
Y,'XZW S W H xz невырождена.

5. (Необязательное упражнение.) Докажите утверждение 3.6, предпри­
нимая следующие шаги:

(a) Покажите, что gn((S(S~1)) = Bg, где

В  = 1к -  Sxz{S'xzS S xzy lS'xzS  -x.

(b) Поскольку S  положительно определена, существует невырожден­
ная матрица С  (К  х К) такая, что С 'С  =  S -1 . Пусть А  = C S XZ. 
Покажите, что B 'S ~ХВ  =  С 'М С  где М  = 1к — А (А 'А )~ хА '. 
Какой ранг у М ? Указание: Ранг идемпотентной матрицы равен 
ее следу.

(c) Пусть v = \JnCg. Покажите, что v — N (0 , I k ).
(d) Покажите, что J(S(S~ l), S~ *) =  v 'M v . Каково его асимптотиче­

ское распределение?

6. Покажите, что J -статистика из утверждения 3.6 численно равна:

п • s'xyB 'S ~ x B s xy.

где В  определена в упражнении 5а). Указание: Из упражнения 5 
следует .7 =  vg 'B 'S  ~хВд. Покажите, что B g  =  B s xy.
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7. (Необязательное упражнение.) Докажите утверждение 3.7, предпри­
нимая следующие шаги. Обозначения, не вводимые в этом упражне­
нии, те же самые, что и в упражнении 5.

(а) Докажите, что д\п(8 ) = В хд х и В [(§ и )~ 1 В х =  С [М ХС Х,

1 "
где д х = -  У 'х и - е ь  п I — 1

В \  = I Kl ~  S ^ l S ' ^ i S u r ' S x ^ - ' S ' ^ i S n ) - 1,
C[Cx = (S u ) - \

М х = I Kx -  А Д А ' , К ,
Д.1 =  C\ Sxiz•

(b) Докажите, что rank(M ) — К  — L, rank(M i) =  K\ — L.
(c) В предыдущем упражнении было доказано, что J  =  v 'M v ,  где 

v = у/пСд. Покажите, что Jx — v \ M xv i, где v x =  \/пС хд 1.
Для продолжения определим F  (К  х К х) как

F  =

Тогда x iX = F 'xi, S XlZ

I  к , 1  } K i строк,
0 J } К  — K x строк.

=  F 'S XZ, gt =  F % .
(d) Докажите, что J -  J x =  v '(M  — D)v, где

D  =  C'~]FC[ M x C xF 'C ~ l .

(e) Докажите, что D  симметрична и идемпотентна с рангом К х — L. 
Указание:

F 'C ~ xC '- lF  = F '{C C ')-XF  = F 'S F  =  S u , 

C xS xlC[ = C X(C[CX) - XC[ = I Kl-

(f) Докажите, что A 'D  =  0. Указание:

AID  =  (S ;zC ')(C /- 1F C ;m 1C 1F /C '-1) -  (S'xzF C [M x){CxF 'C -1), 
S'XZFC[ = A \.

так что
S 'X Z F C [ M \  =  A [ M \ .

(g) Докажите, что M  — D  симметрична и идемпотентна с рангом 
К  — К х.

276



Набор задач для главы 3

(h) Докажите желаемый результат: J  — J\ х 2(К  — К\).
(i) На шаге d) установлено, что С = пд 'С '(М  — D)Cg. Покажите, 

что С можно переписать в виде:

п ■ s'xyC '(M  — D )C sxy.

Указание: дп(8 ) =  B s xy. Таким образом, численное значение С 
было бы таким же, если бы мы изначально заменили д на sxy 
в а).

(j) Покажите, что М  — D  положительно полуопределена. Поэтому 
квадратичная форма С будет неотрицательной на любой выборке.

8. (Необязательное упражнение, доказательство численной эквивалент­
ности в утверждении 3.8.) В эффективной GMM с ограничениями 
функция J  минимизируется при ог£аничении R 6  = г. Сейчас не будем 
требовать, чтобы W  была равной S ~ l , и запишем Лагранжиан в виде:

С =  п • (аху -  Sxz8 )'W {sxy -  S xz8 ) +  A '(RS - г ) ,

где А — #г-мерный вектор множителей Лагранжа (напоминаем: г  име­
ет размер # г  х 1, R  — х L, 8 — L х 1). Пусть 8 — решение задачи 
минимизации с ограничениями (если W  = S ~ 1, то 8  — эффективная 
GMM-оценка).

(a) Пусть <5(И )̂ — GMM-оценка без ограничений, минимизирующая 
J ( 8 ,W ).  Покажите, что

8 =  8 (W ) -  № z W S xx)- 'l t{R (S 'xzW S xz) - lR !]-l[R6 (W ) -  г].

А =  2п • [Н(8'хяу У 8 жя) - уВ!]-1[118{ЧГ) -  г].

Указание: Условия первого порядка имеют вид:

- 2  nS'xzW s xz +  2n(S'xzW S xz)8 + R! А =  О.

Совмещая их с ограничением R 8  = г, решим полученную систему 
относительно А и 8 .

(b) Покажите, что

J(8 . W )  =  J(5{W ). W ) + n ■ (8 (W ) -  8 Y(S'XZW S XZ)(8 (W ) -  8 ). 

Указание:

j ( s ,  W ) =  n ■ (8Xy -  S xz8 ) 'W (sxy -  S xz8 ) =

=  n • [(sXy -  S XJ ( W )) +  SXZ(8 (W ) -  Щ '\¥ х  

x [(**„ -  5 Х25 ( ^ ) )  +  S XZ(8 (W ) -  Щ  .

277



Глава 3. Одномерный GMM

Используйте условия первого порядка для GM.M. без ограничений: 

S'xzW {sxy -  S XJ ( W )) = 0.

(с) Пусть W  =  S -1 . Покажите, что статистика Вальда W  (3.5.8) 
численно равна LR  (3.7.2).

9. (Принцип Хаусмана в GMM.) Пусть =  ^(W"i) и S2 = 8 (W 2) — Две 
GMM-оценки с разными взвешивающими матрицами W) и W 2.

(a) Покажите, что

y/n.{6 i -  8 )
у/ п{82  -  5) 

где

А и = Q ^ K . W i S W ^ Q J 1,

A l2 =
A n  = Q2 ^ ' XZW 2S W ^ XZQ \ \  
а 22 = Q72 XV XZW 2S W 2V XZQ72 \
Q i =
Q2 = T!xzW 2^ xz. 

plimW j = W j (j = 1,2).
72—>00

(b) Пусть q =  <Si — S2. Покажите, что y/nq —»<j jV(0, Avar(</)), где

Avar(qr) = A n + A 22 -  A \2 — A 2\.

(c) Пусть W 2 = ,S~l , так что S2 — эффективная GMM-оценка. Пока­
жите, что

Avar(<jf) =  A n  -  ( E '^ S - 1̂ ) - '  =  Avar(5(W,)) -  A v a r ^ S " 1)).

10. (Слабые инструменты, вопрос, восходящий к М. Уотсону.) Рассмотрим 
модель

yi  = ZiS + с; (i = 1 ,2 ,----n).
где y i ,  Zi и Si —  скалярные случайные величины. Пусть Xi —  скалярная 
инструментальная переменная, связанная с zi следующим уравнением:

Zj =  X i $  +  Vi.

Пусть
9 м X i ' i

52г. X i V i

Предположим, что

->  N
d

о, А п
A 2i

А \2
а 22
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(1) {xiiVi} — эргодический стационарный процесс.
(2) gt — последовательность мартингал-разностей с положительно 

определенной матрицей E(gig[) = S.
(3) E(x'f) =  ст2х > 0.
(4) РфО.

Пусть 6 = s-*sxy, где

1 "
Sxz = - Y ] x i Z i ,  f 

п .
х у

г=1

(a) Докажите, что oxz =  Е(ж*г*) Ф 0 (то есть ранговое условие иден­
тификации выполнено).

(b) Докажите, что <5 —>-р S.
Мы хотим сейчас рассмотреть случай, когда ранговое условие удо­
влетворяется едва-едва, то есть ахг очень близко к нулю. Одним 
из способов добиться этого является замена предположения 4) на 
4') р = 1 /а/ п .
В оставшейся части этой задачи будем считать, что выполнены 
предположения (1)-(3) и 4') (это предположение и последующие 
вопросы основаны на [Staiger and Stock, 1997]). Заметим, что 
5 — 5 — s~^gx, где дг — выборочное среднее дц = ж,-г*.

(c) Покажите, что sxz —>-р 0.
(d) Покажите, что \/n sxz —»d ах+а, где а имеет распределение N (0, «22) 

и .S22 — (2,2) элемент S.
(e) Покажите, что 5 — S —»d (ах +  а ) -1£>, где (а, Ъ) имеют совместное 

нормальное распределение с нулевым средним и ковариационной 
матрицей S.

(f) Состоятельна ли £?

Эмпирические упражнения

Перед выполнением прочтите [Griliches, 1976]. Мы будем оценивать 
уравнение заработной платы, оцененное Грилихесом, используя выборку 
из NLS-Y [Blackburn and Neumark, 1992]1. NLS-Y представляет панель­
ные данные (panel data), в которых в различные моменты времени были 
опрошены одни и те же молодые люди (мы не будем, однако, использо­
вать в этом упражнении панельную структуру этого множества данных).

’См.: [Blackburn and Neumark, 1992, Section HI] для более детального описания 
данных.

279



Глава 3. Одномерный GMM

Выборка содержит информацию об этих индивидах в два момента време­
ни: в самом раннем году с доступной информацией о заработной плате 
и в 1980 году. В файле GRILIC.ASC представлены данные RNS, RNS80, 
MRT, MRT80, SMSA, SMSA80, MED, JQ, KWW, YEAR, AGE, AGE80, 
S, S80, EXPR, EXPR80, TENURE, TENURE80, LW и LW80 (в таком 
порядке, столбцы представляют переменные). Переменная YEAR — год, 
соответствующий первому моменту времени. Переменные без «80» отно­
сятся к первому моменту времени, с «80» — к 1980 году. Определения 
переменных для первого момента:

RNS — дамми для проживания в южных штатах;

MRT — дамми для семейного статуса (1 для женатых);

SAfSA — дамми для проживания в крупных городах;

MED — образование матери в годах;

KWW — оценка в тесте Knowledge of the World of Work;

IQ — уровень IQ;

AGE — возраст индивида;

S —  образование в годах;

EXPR — опыт работы в годах;

TENURE — срок пребывания в должности в годах:

L W  — логарифм заработной платы.

Выборка Блэкмана — Ньюмарка содержит 815 наблюдений после ис­
ключения темнокожих индивидов. Также удалены случаи с отсутствующей 
информацией об образовании матери, что сократило выборку до 758 на­
блюдений.

(а) Рассчитайте средние и стандартные отклонения всех представленных 
переменных (в том числе для 1980 года) и подготовьте таблицу 
наподобие табл. 1 Грилихеса. Также рассчитайте корреляцию меж­
ду IQ  и S  (используйте команду MSD(CORR) для TSP или СМОМ 
(PRINT, CORR) для RATS).

Поскольку год первого наблюдения заработной платы различен для всех 
индивидов, величина заработной платы будет включать эффект года. 
Создайте фиктивные переменные для каждого года с 1966-го по 1973-й. 
(Замечание: в 1972 году наблюдений нет.) Они будут включены в урав­
нение заработной платы для учета эффекта года.
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(b) Рассмотрим уравнение заработной платы (опуская индекс индиви­
да г)

LW  = [IS + jIQ  +  S'h +  s,

где LW  — логарифм заработной платы, S  — образование в годах, и

h = (E X P R , TE N U R E , R N S, S M S  А, указанные дамми)'.

(Включать константу нет необходимости, так как она является ли­
нейной комбинацией дамми-переменных.) Подготовьте таблицу, по­
добную табл. 3.2. При 25Ь5-оценивании уравнения заработной платы 
список инструментов должен состоять из предопределенных регрес­
соров (S  и h) и исключенных предопределенных переменных {MED, 
KWW, MRT, AGE). Согласуются ли относительные величины трех 
оценок коэффициента для образования с предсказаниями, основан­
ными на смещениях, вызываемых пропуском переменной и ошибками 
в переменных?

Совет при работе с пакетом TSP: Для выполнения 2SLS исполь­
зуйте команду INST или 2SLS.

Совет при работе с пакетом RATS: Используйте команду LINREG 
с опцией INST. Для определения списка инструментов используйте 
команду INSTRUMENTS.

(c) Для вашего 25Ь5-оценивания уравнения заработной платы из пункта 
Ь) рассчитайте статистику Саргана (она должна быть равна 87,655). 
Каким должно быть число степеней свободы? Вычислите р-значение.

Совет при работе с пакетом TSP: Статистика Саргана может быть 
рассчитана как @ ph i/(@ ssr/@ nob), где переменные с «@» явля­
ются результатами выполнения команд TSP. @nob — число наблюде­
ний, 0 p h i — Е Х { Х ' Х ) ~ 1 Х ,е, где е — остатки 25Ь5-оценивания, 
@ ssr — Её.
Совет при работе с пакетом RATS: Статистика Саргана может 
быть рассчитана как % uzw zu /(% rss/% nobs), где переменные с «%» 
являются результатами команд RATS. %nobs — число наблюдений, 
%uzwzu — E X ( X ' X ) ~ lХ ' е , % rss — Ее.

(d) Получите 2SLS-oneHKy, реально оценивая две регрессии. Проверьте, 
что полученные на втором шаге стандартные ошибки отличаются 
от полученных в Ь).

(e) Грилихес упоминает, что образование также может быть эндогенной 
переменной. Как он аргументирует это? Оцените уравнение зара­
ботной платы методом 2SLS, рассматривая S  и IQ  как эндогенные 
переменные. Что происходит с коэффициентом при образовании? Как
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можно объяснить различие оценок коэффициента при образовании 
здесь и в пункте Ь)? Вычислите статистику Саргана (она должна 
быть равна 13,268) и ее р-значение.

(О Оцените уравнение заработной платы с помощью GMM, рассмат­
ривая образование как предопределенную переменную аналогично 
пункту Ь). Меньше ли стандартные ошибки 2SLS, чем стандартные 
ошибки GMM? Проверьте предопределенность образования с помо­
щью С-статистики. Для оценки С нужно получить две GMM-оценки 
с и без образования в качестве инструмента. Используйте одно и то 
же S. Для расчета S  используйте остатки 2SLS из пункта b). С-ста­
тистика должна быть равной 58,168.

Совет при работе с пакетом TSP: Вычислить S  довольно затруд­
нительно. Следующий код, хотя и не слишком элегантный, выполнит 
необходимый расчет. Здесь r e s 0 — остатки 2SLS из пункта Ь).
smpl 1 758;
xO=resO*s;
xl=resO*expr;
x2=res0*tenure;
x3=res0*rns;
x4=res0*smsa;
x5=res0*y66;

xll=res0*y73;
xl2=res0*med;
xl3=res0*kww;
xl4=res0*mrt;
xl5=res0*age;
msd(noprint,moment) x0-xl5;

@mom — результат выполнения команды MSD — и есть S. Для ре­
ализации GMM используйте команду GMM. Опция COVOC=matrix 
name заставляет эту команду использовать заданную матрицу как S. 
J-статистика рассчитывается как @nob*@phi.

Совет при работе с пакетом RATS: LINREG с опциями INST 
и ROBUSTERRORS реализует GMM для линейных уравнений. Опция 
WMATRIX=matrixname требует S ~ \  а не S. Для вычисления S~l 
сделайте следующее. Здесь resO — остатки 2SLS из пункта Ь).
mcov / resО
# s expr tenure rns smsa убб ...у73
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Ответы на избранные вопросы

med kww mrt age 
compute sinv=inv(%cmom)

s in v  является S~~l . ./-статистика задается как %uzwzu.

(g) Вернитесь к уравнению заработной платы, которое вы оценили в пунк­
те е) методом 2SLS, считая уровень обучения эндогенным. Пред­
метом беспокойства является большое значение статистики Саргана 
(и ./-статистики из пункта f)). Исключим MED и KWW из списка ин­
струментов. Удовлетворяется ли еще порядковое условие идентифи­
кации? Что происходит с 2SLS-oneHKaMH? (Коэффициент при образо­
вании будет равен —529.3%!) В чем, по-вашему, проблема? Указание: 
Имеется два эндогенных регрессора S  и IQ. M R T  и AGE, един­
ственные исключенные предопределенные переменные. Если M R T  
и AGFJ не имеют предсказательной силы в регрессии первого шага S  
и IQ на инструменты, то тогда подобранные значения S  и IQ  будут 
весьма близки к линейным комбинациям включенных предопреде­
ленных переменных. Это приведет к проблеме мультиколлинеарности 
в регрессии второго шага. Убедитесь в предсказательной силе М Е Т  
и AGE в регрессии первого шага.

Ответы на избранные вопросы
Аналитические упражнения

4. Асимптотическая дисперсия МНК-оценки равна (после подстановки 
х  = z  в (3.5.1))

E - J A E -J  = ('EzzA ~ l 'Ezzr l .

где А  = E(e;rz;z'). Асимптотическая дисперсия двухшагового GMM 
(согласно (3.5.13)) равна:

( E ^ S - 'E * , ) - 1,

где S  = Е (sfxix'j). Если определить W ,  как в указании, то

W S W  = W  и Е ' Д Е М  =  Е«АЕ«.

Таким образом, (3.5.1) сводится к асимптотической дисперсии МНК-оцен­
ки. По (3.5.11) она не меньше, чем ( E ^ S ^ E * * ) -1 , — асимптотиче­
ская дисперсия двухшаговой GMM-оценки.

283



Таблица 3.3
Оценки параметров, выборка Блэкмана — Ньюмарка

Уравнение: зависимая переменная — LW,  регрессоры: S, IQ, EXPR,  TENURE  и другие контрольные переменные.

№  Метод 
оценки

Коэффициент при S E R  R 2
Тест

на сверхиденти- 
фицнруемость

Эндогенные Исключенные предопределенные 
перемен* переменные, кроме 

ные региональных дамми
5 IQ E X P R T E N U R E

1 МНК 0,070 — 0,030 0,043 0,328 0,425 — нет —

(0,0067) — (0,0065) (0,0075)
2 МНК 0,062 0,0027 0,031 0,042 0,326 0,430 — нет —

(0,0073) (0,0010) (0,0065) (0,0075)
3 2SLS 0,069 0,0002 0,030 0,043 0,328 - 87,6 IQ MED. K W W ,

(0,013) (0,0039) (0,0066) (0,0076) (р =  0,0000) AGE , М ВТ
4 2SLS 0,172 -0 ,0 0 9 0,049 0,042 0,380 - 13,3 S, IQ MED, K W W ,

(0,021) (0,0047) (0,0082) (0,0088) (р =  0,00131) AGE, М ВТ
5 GMM 0,176 -0 ,0 0 9 0,050 0,043 0,379 - 11,6 S, IQ MED, K W W ,

(0,021) (0,0049) (0,0080) (0,0095) (р =  0,00303) AGE, М ВТ
6 2SLS 0,117 0,002 0,033 0,0051 0,380 - 14,9 S80, IQ MED, KWW,

(0,027) (0,0050) (0,0052) (0,0029) (р =  0,00058) AGE80, MBT80
Указание: стандартные ошибки в скобках. Строка Ь для 1У80 года.



Литература

Эмпирические упражнения

(Ь) См. табл. 3.3, строки 1-3.

(е) Он указывает три причины эндогенности образования. Во-первых, 
ошибка измерения г] может быть связана с успехами в обучении. 
Во-вторых, как мы аргументировали ранее, выбор S  зависит от нена­
блюдаемых характеристик. В-третьих, образование может быть из­
мерено с ошибкой. Общая формула для асимптотического смещения 
2SLS-ou,eHKH такова:

plim 62Sl s  - S -  ( S ^ E ^ E £CZ)_1E /a,i.E ^ E ( a : i • £;)•

Если S  эндогенно, то набор инструментов Хг для 25Ь5-оценивания 
ошибочно включает в себя не предопределенную переменную. По­
этому один из элементов E(®j • е*) не равен нулю. Тогда из формулы 
следует, что асимптотическое смещение может быть по крайней мере 
у некоторых коэффициентов.

(g) Без M ED  и K W W  в качестве инструментов 2SLS-oueHKa стано­
вится неточной. Порядковое условие удовлетворяется как равенство. 
Вина лежит на низкой предсказательной силе M R T  (посмотрите 
на ее i-значение в регрессиях первого шага для S  и IQ).
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Глава 4. Обобщенный метод моментов 
для систем уравнений

Эта глава посвящена оцениванию обобщенным методом моментов 
нескольких уравнений одновременно. Зная, как оценивать обоб­
щенным методом моментов (GMM) одно уравнение, остается сде­
лать лишь небольшой шаг для перехода к системе уравнений, 
несмотря на кажущуюся сложность системы обозначений, предна­
значенной для контроля за каждым уравнением. Это определяется 
тем, что GMM-оценка нескольких уравнений может быть пред­
ставлена в виде оценки обобщенным методом моментов одного 
уравнения, если надлежащим образом специфицировать матрицы 
и векторы, входящие в формулу для GMM-оценки единственного 
уравнения. В таком случае мы можем разрабатывать асимптотиче­
скую теорию оценивания систем уравнений обобщенным методом 
моментов в почти готовом виде.

Использование GMM-оценки для нескольких уравнений да­
ет значительные выгоды. В случае условной гомоскедастичности 
она редуцируется к инструментальной оценке с полной инфор­
мацией (FIVE), которая, в свою очередь, редуцируется к оценке 
трехшаговым методом наименьших квадратов (3SLS), если набор 
инструментов является общим для всех уравнений. Если также 
предположить, что все регрессоры являются предопределенными, 
то тогда 3SLS редуцируется к оценке кажущихся несвязанными 
регрессий (SUR), которая, в свою очередь, редуцируется к оценке 
многомерной регрессии, если все уравнения имеют один и тот же 
набор регрессоров.

Мы также покажем, что систему нескольких уравнений можно 
записать в виде системы с перекрестными ограничениями равен­
ства коэффициентов во всех уравнениях. GMM-оценка для такой 
системы опять является частным случаем обычной GMM-оценки 
для одного уравнения. GMM-оценка, в случае когда все регрес­
соры являются предопределенными, а ошибки — условно гомос- 
кедастичными, носит название оценки со случайными эффектами 
(RE-оценки). Таким образом. SUR и RE являются эквивалентными 
оценками.

Прикладной раздел данной главы посвящен оцениванию моде­
ли спроса на взаимосвязанные факторы посредством SUR/RE. Си-
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Глава 4. Обобщенный метод моментов для систем уравнений

стема функций спроса получается из транслогарифмической функ­
ции издержек, которая является обобщением линейной логарифми­
ческой функций издержек, рассмотренной в главе 1.

Здесь мы не рассматриваем оценивание систем уравнений ме­
тодом максимального правдоподобия (ML). Подробно изложение 
данного метода представлено в параграфе 8.5.

Если вам мешает запутанность обозначений в этой главе, вы 
можете просто положить М  (число уравнений) равным 2. Это ни­
как не препятствует общности любого из результатов данной главы.

4.1. Модель с несколькими уравнениями
Чтобы иметь возможность работать с более чем одним уравнением, нам 
необходимо усложнить обозначения, введя дополнительный подстрочный 
индекс, обозначающий конкретное уравнение. Например, i наблюдение 
зависимой переменной т -го уравнения будет обозначаться уцп.

Линейность

Рассмотрим систему из М  линейных уравнений, каждое из которых 
аналогично линейному уравнению в предположении 3.1:

Предположение 4.1 (линейность): Имеется М  линейных уравнений

Уш = z'ims m + C i m  (m = 1.2....... M \i =  1.2, . . . , n ) ,  (4.1.1)

где n — размер выборки, гцп — Ьт-мерный вектор регрессоров, Sm — 
соответствующий вектор коэффициентов, — ненаблюдаемая ошибка 
в уравнении m .

Модель не включает в себя никаких предположений о корреляции 
ошибок между уравнениями (interequation) (или одновременной кор­
реляции (contemporaneous correlation)). Также не постулируется ника­
ких априорных ограничений на коэффициенты из разных уравнений. 
То есть модель не предполагает перекрестных ограничений на коэф­
фициенты. Чтобы проиллюстрировать это, рассмотрим

Пример 4.1 (уравнение заработной платы): В примере Грилихеса из гла­
вы 3 мы оценивали уравнение заработной платы. В одной из специфи­
каций Грилихес добавляет к ней уравнение для K W W  (результат теста 
на «знание рынка труда»):
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4 .1 . М одель с нескольким и уравнениям и

где (для освежения вашей памяти) LWi — логарифм заработной платы 
г-го индивида в первый год опроса, 5, — количество лет обучения в шко­
ле, I Q i ~ IQ, а ЕХРЩ  — стаж, измеренный в годах. В этом примере 
М  = 2, Ь\  =  4, Д2 =  3, уп  =  LWi, Vi2 = K W W , и

1
V.

гL

1
J l

IQi
EXPRL

и to II Si
IQi,

‘Ф \

t h . <52 =
Ф2

5>
7i

72.7Г

(4.1.2)

Ошибки ец и £ , 2  могут быть коррелированными. Корреляция может 
возникнуть, к примеру, если какая-то ненаблюдаемая переменная влияет 
на заработную плату и на результат теста. Также в модели нет никаких 
перекрестных ограничений типа = 52.

Перекрестные ограничения естественно возникают в случае панель­
ных данных (panel data), когда одно и то же соотношение может оце­
ниваться для различных моментов времени.

Пример 4.2 (уравнение заработной платы для двух лет): Данные 
NLS-Y, которые были использованы в примере Грилихеса, в действи­
тельности содержат информацию и для 1980 года, так что мы можем 
оценить два уравнения: одно — для первого момента времени (скажем, 
для 1969 года) и второе — для 1980 года:

LW69j = ©j +  3iS69j + 7i IQi +  ttEXPR69, + £,:1,
Z.U5>0, =  ©2 T .52680; +  72IQi 4" TtEXPRSOi +  s t2-

На языке нескольких уравнений 569, (образование в 1969 году) и 580, 
(образование в 1980 году) суть две разные переменные. Было бы есте­
ственным допустить случай, когда коэффициенты остаются неизменными 
во времени: ф\ = Ф2 . 5i =  ih, 7 1  =  7 2 - Это есть набор линейных пере­
крестных ограничений.

Как будет показано ниже, в параграфе 4.3, тестирование (линейных 
и нелинейных) перекрестных ограничений является достаточно неслож­
ным делом. Оценивание при наличии ограничения, состоящего в равен­
стве коэффициентов в разных уравнениях, будет рассмотрено в парагра­
фе 4.6.

Стационарность и эргодичность

Пусть Xim есть вектор из К т инструментов для уравнения т. Хотя это 
и нечасто встречается на практике, количество инструментов К т может 
меняться от уравнения к уравнению.
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Пример 4 .3 (продолжение примера 4.1): Предположим, что перемен­
ная IQi является эндогенной в обоих уравнениях, а также что имеется 
переменная M EDi (образование матери), являющаяся предопределенной 
в первом уравнении (так что E(MEDjen)  =  0). Тогда инструментами 
для уравнения для L W  являются (1 .Si, EXP Ri .  MEDi).  Если эти ин­
струменты ортогональны также и к е-а, то уравнение для K W W  может 
быть оценено с использованием того же набора инструментов, что и урав­
нение для LW.  В данном примере К\ = К -2 = 4 и

1

®г! — ®г'2
Si

EXPRi
MEDi

(4.1.3)

Модификация предположения 3.2 для системы из нескольких урав­
нений выглядит следующим образом.

Предположение 4 .2  (эргодическая стационарность):
Пусть Wi образован различными и не являющимися константами элемента­
ми (уц,... , уцц,гц, . . . ,  ZiM.Xi \,.... Xi\[). Тогда {го*} является совмест­
но стационарным и эргодическим.

Данное предположение является более сильным, чем предположение 
о стационарности и эргодичности для каждого уравнения системы в от­
дельности. Даже если процесс { у ц п - X i m , г,гп} является стационарным 
и эргодическим для каждого уравнения в отдельности, то, строго го­
воря, из этого необязательно следует, что более крупный процесс гщ, 
являющийся объединением отдельных процессов, является (совместно) 
стационарным и эргодическим (см. пример 3.2 из главы 3, в котором 
рассмотрен нестационарный векторный процесс, компоненты которого 
являются одномерными стационарными процессами). На практике эту 
разницу сложно заметить, так как обычно уравнения состоят из одних 
и тех же переменных.

Пример 4.4 (продолжение примера 4.1): Поскольку zt\. Zi2 . хц  и х^. 
например, имеют несколько общих элементов, хщ будет состоять все­
го из шести членов: (Ь\\ц. KWW{.  5,. IQi. EXP Ri ,  MEDi).  Предполо­
жение об эргодической стационарности для первого уравнения состоит 
в том, что {LWj. Si, IQi. E X P R t. M E D ;} является совместно стацио­
нарным и эргодическим. Предположение 4.2 требует, чтобы совместный 
процесс включал в себя K W \\ \ .
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4.1. Модель с несколькими уравнениями

Условия ортогональности

Условия ортогональности для системы из М  уравнений есть просто со­
вокупность условий ортогональности для отдельных уравнений.

Предположение 4.3 (условия ортогональности): Д ля каждого урав­
нения т. Кт переменных в ж,,,, являются предопределенными. То есть 
выполнены следующие условия ортогональности:

E(®im ' £itn) = О (пт =  1 ,2 ,. . . ,  А/).
Таким образом, в итоге мы имеем Условий ортогональности.
Если мы положим

9г
Km X 1)

Xi \  ' £i 1

XiM ■ SiM
(4.1.4)

то все эти условия ортогональности можно записать компактно как 
Е(<7г) = 0. Заметим, что мы не предполагаем никаких «перекрестных» 
ортогональностей: например, хц не обязан быть ортогональным е,2 , хотя 
требуется, чтобы он был ортогональным ел- Однако если переменная 
включена и в жл и в  Х{2 , то она будет ортогональна и ел и е^.
Пример 4.5 (продолжение примера 4.1): В данном примере ' ^ m K m = 
=  8 (= 4 + 4) и gi есть

SiSn
EXPRiSu 

_  MEDien 
9i “  ffa ‘

SiSi2
EX PR ,8,2
_MEDi£i2.

Поскольку векторы x л и Xi2 имеют один и тот же набор инструментов, 
каждый инструмент ортогонален и ел и е;г-

Идентифицируемость

Установив условия ортогональности для системы из нескольких урав­
нений, мы можем получить условие идентифицируемости аналогично 
случаю одного уравнения. Модификация равенства (3.3.1) для случая 
нескольких уравнений выглядит следующим образом:

д{щр5) =
*п • (уп -  z'u 51 )

X j M  ■ (УгМ ^ i M ^ h l )

(4.1.5)
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Глава 4. Обобщенный метод моментов для систем уравнений

где Wj соответствует предположению 4.2, а вектор 8 без индекса есть 
штабелированный вектор коэффициентов

8
(Em^l Lm X 1)

Si
(4.1.6)

Таким образом, условия ортогональности могут быть записаны как 
Е[<7(го;:<5)] =  0. Вектор коэффициентов является идентифицируемым, 
если S =  <5 есть единственное решение системы уравнений

Е [</(«>, ;<5)] =  0. (4.1.7)

Используя определение (4.1.5), мы можем переписать левую часть этого 
уравнения, Е[д(го,: 5)], как

Е[0(гог-;<5)] =
Е[ж,1 • {'Ун -  z'̂ Si)

Е[х{м • {уш — г'ш 8м)\_

Е(ж,1 • уп) Е(жи г-1)51

Е(хщ! ■ уш) 

Е(жг;1 • уп)

Е( х ш  ■ Уаг),

— Оху Yixz8,

Е{хш г'ш )8м_

*Е {хцг'н) '5 Г

Е(жш г 'Л/)_ 8м_
(4.1.8)

где

Е(жп • ун) 'Efanz'n)
Оху — • £агг —

_Е(жш  ■ Уш)_ Е (хш г'ш )т

(Третье равенство в (4.1.8) получено применением формулы (А.4) из при­
ложения А для умножения блочных матриц.) Следовательно, система 
уравнений, определяющая <5, может быть записана как

£**<5 = ^ .  (4.1.10)

что абсолютно аналогично по форме равенству (3.3.4), определяющему 
8 в случае единственного уравнения!

Из обсуждения идентифицируемости в случае одного уравнения сле­
дует, что необходимым и достаточным условием является полный ранг 
матрицы £ xz. Но так как матрица E xz является блочно-диагональной, 
то это условие эквивалентно следующему.
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4.1. Модель с несколькими уравнениями

Предположение 4 .4  (ранговое условие идентифицируемости): Для 
каждого т (= 1 ,2 , . . . .  М ) матрица E (ximz'lin) (K m х Lm) имеет полный 
столбцовый ранг.

Несложно понять, почему условие идентифицируемости выглядит имен­
но так. Мы можем единственным образом определить все векторы коэф­
фициентов (d i-..б м )  тогда и только тогда, когда вектор бт определен 
единственным образом, что может случиться, если и только если предпо­
ложение 3.4 выполнено для всех уравнений. Ранговое условие в данном 
случае выглядит просто, так как нет никаких априорных перекрест­
ных ограничений. Идентифицируемость для случая, когда коэффициенты 
одинаковы во всех уравнениях, будет рассмотрена в параграфе 4.6.

Предположение для асимптотической нормальности

Как и для случая одного уравнения, для обеспечения асимптотической 
нормальности условия ортогональности должны быть усилены:

Предположение 4 .5 (</* является мартингал-разностью с конечными 
вторыми моментами): {дг} является совместной мартингал-разностью. 
Матрица Е(дгд() невырождена.

Те же самые замечания, которые мы делали относительно совместной 
эргодической стационарности, применимы и здесь: приведенное предпо­
ложение является более сильным, чем просто требование выполнения 
аналогичного предположения для всех уравнений по отдельности. Как 
и в предыдущих главах, мы используем символ S  для Avar(g), асимп­
тотической дисперсии g (то есть дисперсии предельного распределе­
ния \/пд). Согласно ЦПТ для стационарных и эргодических мартингал- 
разностей, эта дисперсия равна Е Э т а  матрица имеет блочную 
структуру:

S  = Е (flfiflO
(EiL-lA'mXEi.'-.A'm)

Е{ец£пХп х 'п )

_Е(? 1) iM^iM

То есть блок ( r n . h )  матрицы S  есть E ( e i m £ li iXim x ,i h ) ( m . h  =  1.2___, М ) .

Таким образом, модель из нескольких уравнений представляет собой 
систему уравнений, для каждого из которых мы делаем те же пред­
положения, которые мы делали для модели единственного уравнения, 
добавляя в надлежащих случаях требование совместности (такое, как 
совместная стационарность).

Е(сг1£'(Л/*г1*гл/)
/ Л 1 1 1\
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Связь с «полной» системой одновременных уравнений

Модель из нескольких уравнений, рассматриваемая во многих учебниках 
и называемая «полной» системой одновременных уравнений1, включает 
в себя некоторые дополнительные предположения. Эти предположения 
не требуются для оценки методом GMM, однако если это представляет 
интерес, удовлетворить его можно в первых двух подпараграфах пара­
графа 8.5.

4.2. GMM для системы уравнений

Получение выражения для GMM-оценки для нескольких уравнений^мо- 
жет быть проведено аналогично случаю одного уравнения. Пусть 8 — 
гипотетическое значение параметра 8, и определим дп(8) посредством
(3.4.1). Определение GMM-оценки в данном случае такое же, как и в
(3.4.5), однако взвешивающая матрица W  имеет теперь размер Yhm Кт* 
х И т ^т - В предыдущем параграфе мы могли переписать Е[д(и>*;£)] 
для случая нескольких уравнений как линейную функцию от 8 (см.
(4.1.8)). Мы можем сделать то же самое и сейчас для выборочного 
аналога 9п{8):

9п(8)
( 5 2 m -  1 К т Х  1)

- £ £ r i * i i  - (Mi - * < i* i )

Lr) E i = l  x iM ' ('IJiM

n E i =  1 x i 1 ' Vi 1 n E t = l  x i l z i i^ l

-  i x iM ■ уш
^  V—'71
— Е г =  1 ' Vi 1П

L~  I X l  x iM ■ УШ

V

Д д / _

n  E j = l  x iM z 'ai&M

n  E,"=l x i M z U l

X

(4.2.1)

’Полная система одновременных уравнений содержит столько уравнений, сколько 
имеется эндогенных переменных. — Прим. науч. ред. перевода.
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4.2. G M M  для системы уравнений

где

8Ху —

(4.2.2}
И опять, по форме это то же самое, что и выражение для д а(6) для слу­
чая одного уравнения.

Отсюда следует, что результаты параграфа 3.4, касаю щ иеся вывода 
G M M -оценки, применимы и в случае нескольких уравнений. В частно­
сти, простое воспроизведение (3.4.8) и (3 .4 .11) дает-.

ее ошибка оценивания: <5(W) — 6 = {S'XZW  Sxz) XS'XZW g .  (4.2.4)

Особенности формулы GMM-оценки системы уравнений таковы: (\) s xz 
является штабелированным вектором, как в (4.2.2); (ii) Sxz является 
блочно-диагональной_матрицей, как в (4.2.2); (Hi) соответственно, взве­
шивающая матрица W  имеет размер К т х И т Кт И (W) д в (4.2.4), 
выборочное среднее для gi, является штабелированным вектором:

Используя все эти особенности, необходимо будет переписать формут 
для GM M-оценки для системы уравнений (4.2.3). Если W mh(Km х К, 
есть (т, h) блок матрицы W  (■т. h = 1 . 2 , ,  М ), то тогда (4.2.3) mow 
записать подробно как

GMM-оценка для системы уравнений:
6 ( W )  =  (S'x z W S x z ) - l S'x z W s x y , (4.2.3)

Г 1

6(W) = X

№ /(W )J  \  L
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__
__

г 1(S
 

'
W m  ■ ■ w MMm

УП •• A i м
-1

~Вх

УШ_ _Аш • • А д /Л/_ В ы

(4.2.6)

где

1 п  \  п

Ani = Е Е ^ жЕ М пЕ ^ ж- * ш)’

Ллп = (^ Е <=1г ш ® ш ) и ^ л ( ^ 2 " =1я?<1г,ч), 

Лл/м =  ( ~ Е !=1 'гш * а / )и ^ Л/ л / ( ^ Е " =1Жш^ л / ) 5

я ^ Е Е ^ Е ^ Е Е ж̂ ) +
+ • • • + ( '  E i=1 Е-=1 жш;</ш).

Лл/ = Е Е  ^л/ж 'д ,) W A/1 Е Е Жи Уа)  +

+ • • • + (“ Е ,=1 г М Х'гм) W MM Q  Е,-=| ®Ш Ум) ■

Для перехода к последней строке используйте формулы (А.6) и (А.7) 
для блочных матриц из приложения А. Если вы находите эту работу 
слишком сложной, просто положите М  =  2.

4.3. Теория больших выборок
Теория больших выборок для обобщенного метода моментов (GMM) 
для одного уравнения была сформулирована в утверждениях 3.1-3.8. 
Перенос ее на модель с несколькими уравнениями — это просто вопрос 
механического замещения. При условии что 6, Е я!2, S , sxz и S xz 
определены, как в предыдущих параграфах, и что «предположение 3.x»
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4.3. Теория больших выборок

заменяется на «предположение 4.x», утверждения 3.1, 3.3 и 3.5-3.8 спра­
ведливы и для случая системы нескольких уравнений. Нужно лишь 
сделать несколько комментариев относительно их интерпретации.

(Тестирование гипотез.) В рассматриваемом сейчас случае несколь­
ких уравнений S представляет собой штабелированный вектор, состав­
ленный из коэффициентов разных уравнений. Суть утверждений 3.3 
и 3.8 о тестировании гипотез состоит в том, что мы можем тестировать 
перекрестные ограничения.
Пример 4.6 (продолжение примера 4.2): В случае состоящей из двух 
уравнений системы уравнений заработной платы для двух лет штабели­
рованный вектор коэффициентов 6 есть:

Было бы интересно проверить гипотезу Но : А  =  А  и = *2  о том, 
что премии за образование и стаж неизменны во времени. Эту гипотезу 
можно записать в виде R6 = г, где

Можно также проверять и нелинейные перекрестные ограничения; для это­
го следует просто использовать пункт (с) утверждения 3.3 или утвер­
ждение 3.8.

(Тест на сверхидентифицирующие ограничения.) Количество усло­
вий ортогональности равно ^2т Кт, а количество коэффициентов равно 

Соответственно, число степеней свободы ,7-статистики из утвер­
ждения 3.6 равно -  5Zm Lm, а для С-статистики из утвержде­
ния 3.7 оно же есть общее количество вызывающих сомнение инстру­
ментов из разных уравнений.

Утверждение 3.2 не может быть напрямую использовано для случая 
системы из нескольких уравнений, однако очевидно, как его можно адап­
тировать.

Утверждение 4.1 (состоятельное оценивание перекрестных момен­
тов одновременных ошибок): Пусть 6,п — состоятельная оценка Sm
и пусть Tim = y i m —z'ini6 m — подразумеваемый остаток для m =  1.2....... М.
В предположениях 4.1 и 4.2, а также в предположении, что Е (zimz'ih) 
существует и конечно для всех m. h (= 1.2 ,. . . ,  М),

8  =  ( 0 Ъ  А , 7 Ь 7 Г ] , Ф 2 ! /32! 7 2 .7 Г2 )/.

[0 1 0 0 0  - 1  0 0 ] 
■“ “ 0 0 0 1 0  О 0 - 1 , Г

о'
0 ■

&mh  ̂ ГДв (4.3.1)

1

Р
71

при условии, что E(£i,ri£ih) существует и конечно.
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Доказательство весьма похоже на доказательство утверждения 3.2 
и весьма утомительно, поэтому мы оставляем его в качестве самостоя­
тельного упражнения.

Остается утверждение 4.2, касающееся состоятельного оценивания S. 
Предположение, соответствующее предположению 3.6 (о конечности чет­
вертых моментов), таково:

Предположение 4.6 (конечные четвертые моменты): * гц^)2}
существует и конечно для всех k (= 1,2, —  K m), j  (= 1 ,2 , . . . ,  L^)t m. h 
(— 1 , 2 , . . . ,  M), где Ximk есть k -й элемент х \ш и г ^  есть ]-й элемент zuit

Формула (3.5.10) для состоятельной оценки матрицы S  в случае 
системы нескольких уравнений имеет вид:

г 1Е п ^  /
п  г= 1  с П е П х П х г \

l 77

-  E*"=l £ i i ? i M x U x 'iM

~  S i = l  ~iM ^iM x iM x iM

(4.3.2)

для некоторой состоятельной оценки iim ошибки

Утверждение 4.2 (состоятельная оценка матрицы S , асимптотиче­
ская дисперсия вектора g ): Пусть 8,п — состоятельная опенка вектора 
8т и пусть Si„, = Vim ~ z 'inAm представляет собой подразумеваемый
остаток для тп = 1.2....... М. В предположениях 4.1, 4.2 и 4.6 S  из (4.3.2)
является состоятельной оценкой для матрицы S.

Мы не будем приводить доказательство, поскольку метод доказатель­
ства очень схож с использованным при доказательстве утверждения 2.4.

Поскольку S  — состоятельная оценка S, GMM-оценка с использова­
нием S ~ l в качестве взвешивающей матрицы, д (5 -1 ), является эффек­
тивной GMM-оценкой с минимальной асимптотической дисперсией. Для 
удобства здесь воспроизводятся формулы (3.5.13) и (3.5.14) для асимп­
тотической дисперсии и ее оценки:

A var(5 (£ -J)) =  ( K z S - ' Z ^ r 1. (4.3.3)

A v a rl^ o l-1)) =  (S'XZS~ ' S xz)~l . (4.3.4)

Резюмируя, GMM-оценка системы уравнений имеет следующие специ­
фические свойства: T.xz — блочно-диагональная матрица из (4.1.9), S  за­
дается уравнением (4.1.11), s xz и S xz берутся из уравнения (4.2.2), 
a S  — из уравнения (4.3.2). Для получения начальной оценки 8т, необ­
ходимой для вычисления е,т и S, мы можем использовать FIVE-оценку 
(будет рассмотрена позже) или эффективную GMM-оценку для одного
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4.4. Сравнение оценивания одного уравнения и системы уравнений

уравнения, примененную к каждому уравнению в отдельности. Разуме­
ется, что при условии состоятельности выбор начальной оценки никак 
не влияет на асимптотическое распределение эффективной GMM-оценки. 

В табл. 4.1 сведены все основные результаты данного параграфа.

Таблица 4.1

GMM для системы уравнений в формате случая единственного уравнения 

Выборочный аналог
условий ортогональности: д„(6) — sxy — Sxz8 — О.
GMM-оценка: 6{W) =  ( S ' ^ S * * ) ' lS^zW s xy.
Ее выборочная ошибка: 6(W ) — (S'XZW S**)-1 SxzW s xy.
Асимптотическая дисперсия 
оптимальной GMM-оценки: Avar(<$(S-1)) =

Ее оценка: Avar(^(5-1 )) = {SXZS~' Sxz)~ '.
J -статистика: J (8 {S -l) ,S ~ ')  = n • gn(6(£T > )) '£ -‘9n (£ («“ '))•

GMM для одного уравнения, 
применительно 

к интересующему нас 
уравнению

GMM для системы 
уравнений

9г Xi ■ Si (4.1.4)
S 8 (4.1.6)

8ху (4.2.2)
Sxz (4.2.2)

Размер W К  х К Urn Km X h m
E(xiz'i) (4.1.9)

5 (=  Avar(g)) E(SiXiXi) (4.1.11)
§ (4.3.2)

При каких условиях 
оценка состоятельна?

3.1-3.4 4.1-4.4

При каких условиях оценка 
асимптотически нормальна?

3.1-3.5 4.1-4.5

При каких 
условиях S  - ь  S ?

3.1, 3.2, 3.6, 
Е(д;з') конечно

4.1. 4.2, 4.6.
E(gig') конечно

Степени свободы J К -  L 5Г»|(^»п — ^ m)

4.4. Сравнение оценивания одного уравнения 
и системы уравнений

Очевидной альтернативой GMM для системы уравнений, оценивающе­
му штабелированный вектор коэффициентов S(EmLtri х 1) совместно, 
является применение GMM для одного уравнения к каждому уравне­
нию в отдельности и последующее штабелирование оценок коэффици-
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ентов. Если взвешивающая матрица в случае обычного GMM для т-го  
уравнения есть W mm (Кт х К т), то получающийся в результате (оце­
нивания каждого уравнения в отдельности) штабелированный вектор 
коэффициентов <5 может быть записан как GMM-оценка для системы 
уравнений S (W ) из (4.2.3), где взвешивающая матрица W” размерности 

К т х Кт есть блочно-диагональная матрица, т -й блок которой
есть W mm:

W m m .

(4.4.1)

Это равенство следует из того, что обе матрицы, S xz(Y.mKin х Y,mLm) 
и W , являются блочно-диагональными. (Читателю следует подставить 
выражение (4.2.2) для S'xz и (4.4.1) для W  в (4.2.3), чтобы проверить, 
что SXZW S xz и, следовательно, (SXZW  S xz)~] SXZW  являются блочно­
диагональными, используя формулы (А.5) и (А.9) из приложения А. Для 
простоты можно положить А/ =  2.)

Таким образом, разница между использованием GMM для системы 
уравнений и GMM для одного уравнения при оценивании штабелиро­
ванного вектора д состоит в выборе взвешивающей матрицы W  размера 
Т.тК т х Т,тК т. Иначе говоря, GMM, применяемый последовательно 
к каждому уравнению, является частным случаем GMM для системы 
уравнений.

Когда они «эквивалентны»?

Как видно из главы 3, если уравнение точно идентифицируемо, то выбор 
взвешивающей матрицы W  не имеет значения, поскольку GMM-оценка, 
независимо от выбора W , численно равна lV-оценке. То же самое верно 
и для GMM для системы уравнений: если каждое уравнение системы 
точно идентифицируемо, то есть Lm = К т для всех т ,  то тогда S xz 
из (4.2.3) — квадратная матрица и GMM-оценка при любом выборе W- 
становится IV-оценкой системы уравнений S xl s xy (и, так как матри­
ца Sxz является блочно-диагональной, полученная оценка представляет 
собой совокупность lV-оценок для каждого уравнения).

С другой стороны, если хотя бы одно из А/ уравнений сверхиден- 
тифицируемо, выбор матрицы W (J2mK m х ^2„,Кт) влияет на чис­
ленное значение GMM-оценки. Рассмотрим эффективную GMM-оценку 
для х 1), полученную оцениванием каждого уравнения в от­
дельности, причем каждое уравнение оценено при оптимальном выборе 
W mm (т =  1 . 2 ...........А/). Эффективна ли эта оценка так же, как и оцен­
ка GMM всей системы уравнений одновременно? Оценку, полученную 
в результате GMM-оценивания каждого уравнения в отдельности, можно
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записать как <5(W), где взвешивающая матрица W  размера J2n> х 
х Ylm Lm удовлетворяет соотношению:

plim W  =
Я—>00

) ) '

(Е (- /л /* ш * ш ))  \

(4.4.2)

Поскольку этот предел по вероятности не обязательно равен S ~ l (ес­
ли только не выполняется условие (4.4.3) ниже), данная оценка, как 
правило, менее эффективна, чем одновременная GMM-оценка системы

—- л  . ■—
уравнений где S  есть состоятельная оценка S . Но если уравне­
ния являются «несвязанными»1 в том смысле, что

E(£im£ihx imx'ih)  = 0 для всех т ф h ( = 1 ,2 , . . . ,  М ), (4.4.3)

то S  становится блочно-диагональной и для матрицы W , определенной 
выше, plim VF =  5 -1 . Так как в этом случае W" — S -1 -»р 0, мы имеем 
(как было доказано в контрольном вопросе 3 из параграфа 3.5)

^ / n 6 { W ) - y / n S ( S ~ l) - ^ 0 .

Из леммы 2.4(a) следует, что асимптотическое распределение <5(W) та­
кое же, как и у 5 (^ _ | ), поэтому эффективная GMM-оценка каждого 
уравнения поочередно есть не что иное, как эффективная GMM-оценка 
всей системы одновременно.

Подытожим сказанное выше:

Утверждение 4.3 (эквивалентность GMM-оценивания поочередно 
каждого уравнения и всей системы одновременно):

(a) Если все уравнения точно идентифицируемы, то GMM-оценивание 
поочередно каждого уравнения и GMM-оценивание всей системы 
одновременно дают численно одинаковые оценки, эквивалентные 
YV-оценке.

(b) Если хотя бы одно из уравнений сверхидентифицируемо, но уравне­
ния «не связаны» в смысле (4.4.3), то GMM-оценивание поочередно 
каждого уравнения и GMM-оценивание всей системы одновременно 
асимптотически эквивалентны в том смысле, что умноженная на у/н 
разность этих оценок сходится к нулю по вероятности.

’При условной гомоскедастичности это условие превращается в более знакомое 
условие Е(slms,h) = 0. См. следующий параграф.
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В двух описанных случаях совместное оценивание не дает никакого 
выигрыша в эффективности. Более того, если априорно известно, что 
уравнения «не связаны», то тогда предпочтительнее оценивать каждое 
уравнение в отдельности, так как использование априорного знания, 
выражающегося в занулении всех элементов матрицы W  вне диагональ­
ных блоков, весьма вероятно, приведет к улучшению свойств оценки 
на конечных выборках.

Совместное оценивание может быть рискованным

За исключением случаев (а) и (Ь), совместное оценивание асимптотиче­
ски более эффективно. Даже если интерес представляет только оцени­
вание одного конкретного уравнения (как, например, уравнения для LW  
из примера 4.1), вы можете обычно выиграть в асимптотической эффек­
тивности, комбинируя его с другими уравнениями (см., однако, аналити­
ческое упражнение 10 в качестве примера, когда совместное оценивание 
не влечет за собой увеличение асимптотической эффективности, даже 
если добавляемые уравнения не являются «несвязанными»).

Следует, однако, сделать некоторые оговорки. Во-первых, оценки ко­
эффициентов интересующего нас уравнения могут иметь лучшие свой­
ства на конечных выборках без совместного оценивания с другими урав­
нениями. Во-вторых, асимптотические результаты предполагают, что мо­
дель правильно специфицирована (correctly specified), то есть все 
предположения модели выполнены. Если модель специфицирована непра­
вильно, то ни GMM-оценка каждого уравнения поочередно, ни GMM-оцен- 
ка всей системы одновременно не гарантируют даже состоятельности. 
А шансы неправильности спецификации возрастают при добавлении урав­
нений к системе.

Чтобы проиллюстрировать второе замечание, допустим, что предполо­
жение 4.3 не выполняется из-за невыполнения условий ортогональности 
для Д/-го уравнения и только для него: Е(жш= 1Л/) Ф О- Это может 
произойти, например, в случае пропуска переменной, которая должна 
быть включена в качестве регрессора. Чтобы увидеть, что это ведет 
к возможной потере состоятельности во всех уравнениях, посмотрим 
на формулу (4.2.4) для ошибки оценивания, где д задается выражени­
ем (4.2.5). Л/-й блок матрицы p l im ^ ^ g  не равен нулю. Поскольку 
рП тЗяг =  Y xz при условии эргодической стационарности и W  = W , 
по предположению, асимптотическое смещение равно:

plim <5(W)
П-гЭС

6 = (Y 'X2W Y x z r }K z W

О

о
Е (хц\1 ■ sim)

(4.4.4)
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У эффективной GMM-оценки системы уравнений W,  и, следовательно. 
('£'xzW"Exz)~1'£,:rzW , в общем случае не являются блочно-диагональны­
ми, так что любой элемент из p l i m , 6(W) — д может быть отлич­
ным от нуля. Даже для коэффициентов интересующих нас правильно 
специфицированных уравнений асимптотическое смещение может быть 
ненулевым. То есть в случае совместного оценивания смещение, вызван­
ное неправильной спецификацией одного уравнения, распространяется 
на всю систему. Эта проблема не возникает в случае GMM-оценивания 
каждого уравнения поочередно, при котором матрица ЕЕ имеет блочно­
диагональную структуру.

Контрольные вопросы

1. Выразите 2SLS-oueHKy каждого уравнения поочередно в форме (4.2.3), спе­
цифицируя подходящим образом Wmm в (4.4.1).
[Ответ: Wmm = (£ £ " =, x imx'im)~1.]

4.5. Ч астны е случаи  G M M -оценивания системы уравнений: F I V E . . .

4.5. Частные случаи GMM-оценивания системы 
уравнений: FIVE, 3SLS и SUR

Условная гомоскедастичность

В случае условной гомоскедастичности можно легко получить несколь­
ко важных оценок в качестве частных случаев GMM-оценки системы 
уравнений. Модификация условной гомоскедастичности для систем урав­
нений такова:

Предположение 4.7 (условная гомоскедастичность):

E(cjm £ih\Xim ■ Xifi) = (Тш/,

для всех m.h = 1.2, —  М .

В этом случае безусловный перекрестный момент Е(с;т 5,-/1) равен 
amh в соответствии с формулой полного математического ожидания. Вам 
должно быть несложно показать, что

блок (w.h)  из Е(<7г<7 -), представленный в (4.1.11), =
=  Е  ( S ir r iS jh X it r iX i f o )  =

=  Е [Е (г ;ш5;/)Ж;т а'Ц1 |Жг>н- ®j7i)]

(по закону полного математического ожидания) =
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— -Е [Е1 ( £" г / гг ̂  г Л i]
(ввиду линейности условного математического ожидания) =

=  Е[о'т /гЖгп|Ж^(]

(ввиду условной гомоскедастичности) =
= amh Е (ximx'ih) (ввиду линейности математического ожидания).

(4.5.1)

Тогда S  из (4.1.11) можно записать как

S  =
сги Е(жпж'1) СГ1Л/Е (Ж г1ж 'Л/)

_(ТА П Е ( Х 1 М Х П ) ■■■ (У М М  Е(Ж;д/Жгду)

(4.5.2)

Поскольку, по предположению 4.5, S  конечна, из данной декомпо­
зиции вытекает, что Е (ximx'ih) существует и конечно для всех rn.h 
(= 1,2,...,Л7).

Инструментальная оценка с полной информацией (FIVE)

Оценка для S, использующая структуру четвертых моментов, показан­
ную в (4.5.2), такова:

<У\М  ■ Х)г=1

. ^ л п  (г  *<•«*;.) • • • <*М М  ■ ( “  D = 1  x i M x 'iAг ) _

где для некоторой состоятельной оценки д„, вектора 6„,

1 "
ГУ mh =  ~ ^   ̂£jin ~ih • £im — Vim ^im^m {tH.Ii — 1.2. . ...A /). (4.5.4)

i = l

Согласно утверждению 4.1, dmh ->p при условии (в дополнение 
к предположениям 4.1 и 4.2), что Е (zimz'ih) конечно. Из эргодической 
с-тационарности следует, что 7  ^ - ' =1 x imx'ih сходится по вероятности 
к Е (xi,„x'ih), которое, как было только что отмечено, существует и ко­
нечно. Следовательно, (4.5.3) состоятельна для S  без условия на четвер­
тые моменты (предположение 4.6).

FIVE-оценка (F IV E  estimator) вектора S , обозначаемая S f i v e * есть

6 FlVE = 6 { S - ' ) .
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где S  задается посредством (4.5.3), чтобы использовать условную гомо- 
скедастичность1. Будучи GMM-оценкой для системы уравнений при неко­
торой выбранной W , она является состоятельной и асимптотически нор­
мальной согласно утверждению 3.1, адаптированному к случаю системы 
уравнений. Поскольку S  — состоятельная оценка для S, она является 
эффективной согласно утверждению 3.5. Таким образом, мы доказали

Утверждение 4.4 (свойства FIVE-оценок на больших выборках): 
Предположим, что выполняются предположения 4.1-4.5 и 4.7. Кроме 
того, предположим, что E(zimz'ih) существует и конечно для всех г», h 
(= 1,2, . . . ,М) .2 Пусть S  и S  соответствуют (4.5.2) и (4.5.3). Тогда

(a) S  -+р S.

(b) определяемая как S(S 1), является состоятельной, асимпто­
тически нормальной и эффективной с Ауаг(<5н1\т.) из (4.3.3).

(c) Оценка асимптотической дисперсии, приведенная в (4.3.4), является 
состоятельной для Avar(^KiVE)-

(d) (Статистика Саргана.)

J{5 f i v e - S _ i ) =  n ■ gn(5vi\7b:Y у 2 ( У ^ ( А ' „ ,  -  L tn) ĵ.
m

где gn(-) задается в (4.2.1).

Обычно начальная оценка 5m, необходимая для получения S, явля­
ется 2SLS-oneHKoft.

Трехшаговый метод наименьших квадратов (3SLS)

Когда набор инструментов один и тот же для всех уравнений, формула 
для FIVE-оценки может быть упрощена. Упрощенная формула определя­
ет 3SLS-oueHKy (3SLS-estimator), обозначаемую как S-isi.s3- Для этого 
положим

‘ Sn '

£i
( Л / х  1)

(4.5.5)

'Это оценка из [Brundy and Jorgenson. 1971].
2Это предположение необходимо для состоятельности о7и>. См. утверждение 4.1.
3Это опенка из [Zellner and Theil, 1962].
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Тогда матрица перекрестных моментов для размера М  х М , обознача­
емая как Е , может быть записана как

Е
(Л/хЛ/)

<7ц *•• <У\М

o \i  1 *■ • &ММ
E ( e #e i ) . (4.5.6)

Чтобы состоятельно оценить Е , нам требуется начальная состоятельная 
оценка 6т для получения остатка Термин 3SLS связан с тем, что 
в качестве начальной оценки для Sm используется 2SLS-oneHKa. При на­
личии остатков, полученных таким путем, естественной оценкой для Е  
является

<71 1 ’ ' • <71 л/

5л /1  *■ • <?лш

1 п - У
п  'г~1

-—у

ei®<- (4.5.7)

Это матрица, в которой элемент (m.h)  является оцененным перекрест­
ным моментом, заданным в (4.5.4).

Если Ж;(=  х ц  = Xj2 =  ••• =  хгм) — общий набор инструментов 
размерности К,  то gi из (4.1.6), S  из (4.5.2) и S  из (4.5.3) могут быть 
компактно записаны с использованием произведения Кронекера1 как

9i =  £j X Ж;. (4.5.8)
{МКх 1)

S £  X Е(жгж'). (4.5.9)
(МКх А/К) (МхМ) {КхК)

Х [Е(ж гсс')] \

( ;Х >  0 -  /=1
(4.5.10)

так что S ~ l =  S -1 X Ц  X^=i x ix 'j)~l ■ Из представления в виде произве­
дения Кронекера (4.5.9) для S  и невырожденности S  (согласно предпо­
ложению 4.5) вытекает, что обе матрицы £  и Е(ж,ж') невырождены.

Для дальнейшего преобразования формулы для 3SLS-oneHKH мы долж­
ны вернуться к соотношению (4.2.6), которое, при W  = S ~ ]. описывает 
эффективную GM M -оценку для системы уравнений. Формула (4.5.10) 
предполагает, что W  в (4.2.6) такова, что

н »С |

. W mh (=  (ш. /?) блок W )  =  a mh ■ ^ 2  x ix '2j
' i= i

(4.5.11)

‘Если вы не знакомы с записью произведения Кронекера, посмотрите формулы (А.1!) 
и (А. 15) приложения А.
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4.5. Частные случаи GMM-оценивания системы уравнений: FIVE...

где Эт1> есть элемент (m ,h ) матрицы S  1. Подставляя это в (4.2.6), 
получаем:

f e n s  —

где

Э ПА П •• Э 1А,А хм
- 1

Э и Сц  +  • ■ +  Э ' А,с 1м

Р Ш А Ш  • . .  Э А1А1А М м Э АПс м 1  +  • ■ +  стА1А,с м м _
(4.5.12)

;=)
(Lm XK)

г= 1
(LmxK)

*0 ( „ М (4.5.13)
i~ 1
(К у. К) (к  х Lh)

Ж0 (п Y l XiX'i) 
2 — 1

1 ~yih)- (4.5.14)

(К х К) 1 (Л'х1)

Аналогично, подставляя в (4.3.3) выражение для S xz из (4.1.9) и вы­
ражение для S  из (4.5.9) и используя формулу (А.6) из приложения А, 
получим выражение для Avar(<$:5sLs):

Avar(<?3SLs) =

(тп А ц

(тмхА м \

а ш А ш 1 - I

омм А м м
(4.5.15)

где
A mh =  Е (zimx'i) [Е(ж*сс')]-1 E(xiz'ih) (4.5.16)

и amh есть элемент (m,h) матрицы Е -1 . Эта асимптотическая дисперсия 
состоятельно оценивается посредством

Avar(<53SLs) =
Э11А П

э апа Ml

5 Ш A im 

Эа1А!А м м _

-1

(4.5.17)

(Этот выборочный аналог можно также получить напрямую подстановкой
(4.2.2) и (4.5.10) в (4.3.4).)

В большинстве учебников приводятся даже еще более привлекатель­
ные выражения с использованием матриц данных (таких как матрица X  
размера п х К). Вывод таких выражений мы оставляем в качестве анали­
тического упражнения к этой главе. Подытожим полученные результаты:

Утверждение 4 .5 (Свойства 3SLS-ou,eHKH на больших выборках): 
Допустим, что предположения 4.1-4.5 и 4.7 выполняются, и предполо­
жим, что Xim =  Xi (общий набор инструментов). Предположим, далее,
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что Е (zimz[h) существует и конечно для всех m .h  (= 1,2,
Пусть £  есть матрица размера М  х М оцененных перекрестных моментов 
ошибок, полученная в (4.5.7) с использованием 2 S L S - oct8tkob . Тогда

(a) Sssls из (4.5.12) является состоятельной, асимптотически нормаль­
ной и эффективной оценкой с асимптотической дисперсией A var^si.s), 
заданной в (4.5.15).

(b) Оценка асимптотической дисперсии (4.5.17) является состоятельной 
оценкой для Avar(5;jsLs)-

(c) (Статистика Саргана.)

J(hSI.S. s~ l) = п • gniS-iSLs)'s~ l g„(63SLs) -+ Х2( м К  -  ]Г  Lm),
m

где S  = £  5? ( £ Y lix ix>i), К  ~  число общих инструментов и gn(-) 
задается в (4.2.1).

Кажущиеся несвязанными регрессии (SUR)

ЗйЬЗ-формула может быть упрощена, если

Xi =  объединение ( гц ,__ гш) .  (4.5.18)

Это равносильно условию:

E(zim-£ih) = 0 (m.h = 1,2. . . . .  И)  (4.5.18')

То есть предопределенные регрессоры должны удовлетворять условию 
перекрестной ортогональности: они должны быть предопределенными 
не только в своем уравнении (E(z;„, ■ £im) — 0), но также и для других 
уравнений (Е (z,m • с,/,) =  0 для m ф h). Эта упрощенная формула 
называется SUR-оценкой (SUR estimator) и обозначается как ^sur1-

Пример 4.7 (пример 4.1 с измененной спецификацией инструмен­
тов): Если (4.5.18) выполняется для системы из двух уравнений из при­
мера 4.1, х i есть объединение zu  и z,2 . то тогда

1
Si

iQi
EXPRi

(4.5.19)

'Эта оценка была утверждена в [Zellner, 1962].
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4.5. Частные случаи GMM-оценивания системы уравнений: FIVE...

Условия ортогональности Е (ж* • sn) =  0 и Е (я?,- • £i2 ) =  0 превращаются в

£г\ = <2
Si £ц 

IQi =г1
=  0 и Е Si Si-2 

IQi Si2
EXPRi £i\ EXPRi eг-2.

(4.5.20)

что отличается от декларирования того, что регрессоры являются пред­
определенными в обоих уравнениях:

Sil
ci‘2Si Si]

IQi sn 
EXPRi siK

=  0 и E Si Si2 
JQi Si2.

(4.5.21)

Разница между (4.5.20) и (4.5.21) состоит в том, что уравнение K W W  
сверхидентифицируемо с E X P R  как дополнительным инструментом.

Так как SUR есть частный случай 3SLS, формулы (4.5.12), (4.5.15) 
и (4.5.17) для (53SLS применимы к <?sur- Из (4.5.18) следует, что в 
полученных ранее выражениях для -Am/i, ст.и и A rnh, ж, «исчезают»:

A mh = - Y ^ z imz!ih.. (4.5.130
М * 1 г=1
1 ”

Cmh =  -  У2 Zim ■ УШ-. (4.5.140
г = \

A mh = E(zimz'ifl). (4.5.160

Докажем (4.5.160. Без ограничения общности предположим, что z!m 
есть первые Ьт элементов из К  элементов вектора жг-. Пусть D (K  х 
х Ьт) — первые Lm столбцов Iк .  Тогда

Zim =  D 'xi, E (zimx[) = D 'E ixix'j), D 'E{xiz'ih) = E{zimz'ih).

Подставляя это в (4.5.16), получим (4.5.160- Доказательство равенств 
(4.5.130 и (4.5.140, касающихся выборочных моментов, проводится ана­
логично случаю с Zim =  D 'xi. (В одной из задач предлагается провести 
альтернативное доказательство с использованием оператора проектиро­
вания.)

В методе 3SLS в качестве начальной состоятельной оценки Е  ис­
пользовалась 2SLS-oueHKa. Но 2SLS в случае вложенности регрессоров 
во множество инструментов превращается в OLS (как показано в кон­
трольном вопросе 7 параграфа 3.8). Таким образом, для SUR начальной 
оценкой служит OLS-оценка. Из вышесказанного следует
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Утверждение 4 .6  (свойства SU R  на больших выборках): Пусть пред­
положения 4.1-4.5 и 4.7 выполняются при ж, = объединение (гг\ . . . . .  г/д/).
Пусть £  — матрица оцененных кросс-моментов ошибок размерности
М  х М, полученная в (4.5.7) с использованием OLS-остатков. Тогда

(a) 5sl'k из (4.5.12) вместе с А,,,^ и cmh из (4.5.13') и (4.5.14') 
для m. h =  1 , . . . .  М есть состоятельная, асимптотически нормальная 
и эффективная оценка с A var(6su0 из (4.5.15), где A mh задается 
в (4.5.16').

(b) Оценка асимптотической дисперсии (4.5.17), где А з а д а е т с я  
в (4.5.13'), есть состоятельная оценка для Avar(5suR)-

(c) (Статистика Саргана.)

= п ■ дп(8$ут)' S  1 дп{$ншг) \ 2(ь1К  -  ^
m

где S  =  £  0  Yli x ix i)' К  ~  количество общих инструментов 
и gn{-) задается в (4.2.1).

(В противоположность утверждению 4.5 здесь, благодаря (4.5.18), 
не требуется условия конечности Е (zjmz fih)< поскольку это следует из усло­
вия невырожденности Е(ж;ж'), что, в свою очередь, следует из невы­
рожденности S  [из предположения 4.5] и того факта, что S  может быть 
записана как £  х  Yli=\ x ix i)-) Статистика Саргана для SUR редко 
рассматривается на практике.

SUR u OLS

Поскольку регрессоры предопределены, систему можно оценить с по­
мощью OLS для каждого уравнения в отдельности. Тогда почему SUR 
лучше OLS? Как мы только что видели, при условной гомоскедастич- 
ности эффективная GMM-оценка системы уравнений есть FlVE-оценка, 
которая численно равна SUR-оценке при условии (4.5.18). Как показано 
в главе 3, при условной гомоскедастичности эффективная GMM-оценка 
одного уравнения есть 2SLS-oueHKa, которая, в свою очередь, численно 
эквивалентна OLS-оценке, так как регрессоры являются предопределен­
ными при (4.5.18). Это соотношение показано на рис. 4.1. Следовательно, 
соотношение между SUR и OLS для каждого уравнения в отдельности 
точно такое же, как и соотношение между GMM для системы уравне­
ний ,и GMM для каждого уравнения в отдельности. Как обсуждалось 
в параграфе 4.4, следует рассмотреть два случая.

(а) Каждое уравнение идентифицируемо точно. Поскольку общий набор 
инструментов является объединением всех регрессоров, то это может
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быть возможно, только если во всех уравнениях одни и те же регрес­
соры, то есть z im =  Xj для всех m. SUR в таком случае называется 
многомерной регрессией (multivariate regressions). Мы показали 
в параграфе 4.4, что оба эффективных GMM, для системы уравнений 
и для каждого уравнения в отдельности, численно эквивалентны 
оценке методом IV для точно идентифицируемой системы. Так как 
регрессоры предопределены, мы можем заключить, что GMM-оценка 
модели многомерной регрессии есть OLS-оценка каждого уравнения 
в отдельности1. Это можно проверить, подставив (4.5.13') и (4.5.14') 
(с zim =  xt) в выражение для точечной оценки (4.5.12). А подставив 
(4.5.16') и (4.5.13') (опять же с zun =  Х{) в (4.5.15) и (4.5.17), 
мы получим, что для многомерной регрессии выполнено:

Avar(<5) =  Е [Е(ЖгЖ-)]"1 . (4.5.22)

Avar(£) — Ё (six'г=1
(4.5.23)

Условная гомоскедастичность

Предположения (4.5.18) для SUR,
т. е. эндогенные регрессоры__

удовлетворяют условию 
перекрестной ортогональности

Эффективный GMM 
для каждого уравнения 

в отдельности

Эффективный GMM/yw 
системы уравнений

U U

2SLS для каждого 
уравнения в отдельности FIVE

и а

OLS для каждого 
уравнения в отдельности SUR

Рис. 4.1. OLS и GMM

(Ь) По крайней мере одно уравнение сверхидентифицируемо. Тогда 
SUR-оценивание более эффективно, чем оценивание методом OLS 
каждого уравнения в отдельности, если только уравнения не явля­
ются «не связанными» друг с другом в смысле (4.4.3). В случае 
условной гомоскедастичности и общего набора инструментов (4.4.3) 
превращается в

(тть Е {xix\) — 0 для всех т Ф Л.

Поскольку Е(ж;ж-) не может быть нулевой матрицей (она предпола­
гается невырожденной), уравнения являются «не связанными» друг

'В главе 8 будет показано, что эта оценка является также оценкой максимального 
правдоподобия.
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с другом, только если ать =  0. Следовательно, SUR более эффектив­
на, чем OLS, если amh Ф 0 для некоторой пары (m,h ). Если атд = 0 
для всех (m .h), то эти две оценки асимптотически эквивалентны 
(разность оценок, умноженная на у/п, стремится к нулю).

Эффективность SUR можно также увидеть, если посмотреть на эту 
модель как на многомерную регрессию с априорными исключающими 
ограничениями. В качестве примера расширим систему из двух уравне­
ний из примера 4.3 следующим образом:

LWi = ф\ + fti Si + 7i IQi + 7г EXPRi + £ц,
KWWi =  ф'2 +  p2$i +  72 IQi +  7Г 2EXPRi +  £г2-

Здесь общий набор инструментов (1, Si, IQi, EXPRi). Поэтому эта 
система из двух уравнений есть многомерная регрессия с одинаковыми 
регрессорами в обоих уравнениях. Но если накладывается априорное 
ограничение в виде равенства П2 нулю и, следовательно, EXPRi ис­
ключается из второго уравнения, то указанная модель превращается 
в SUR-модель. SUR-оценка более эффективна по сравнению с оценкой 
многомерной регрессии, поскольку она использует исключающие ограни­
чения.

Соотношение между различными методами оценивания, рассмотрен­
ными в данном параграфе, показано в табл. 4.2.

Контрольные вопросы

1. (FIVE без условной гомоскедастичности.) Состоятельна ли оценка S  в (4.5.3) 
для S  без требования условной гомоскедастичности? [Ответ: Нет. Почему?] 
Состоятельна ли оценка (4.3.2) для (4.5.2) при условной гомоскедастичности? 
[Ответ: Да. Почему?]

2. (FIVE без условной гомоскедастичности.) Является ли оценка FIVE состо­
ятельной и асимптотически нормальной без требования условной гомоске­
дастичности? А эффективной? Указание: FlVE-оценка есть эффективная 
GMM-оценка системы уравнений (4.2.3) для некоторой ИЛ Удовлетворя­
ет ли Vy условию эффективности VF =  5 -1 ?

3. (Когда FIVE-оценка и 2SLS-oueHKa каждого уравнения в отдельности числен­
но одинаковы.) Предположим, что все уравнения идентифицируемы точно. 
Являются ли в таком случае FIVE-оценка и 2SLS-oneHKa каждого уравнения 
в отдельности численно эквивалентными (то есть умноженная на у/п оценок 
разность этих оценок стремится к нулю)? А численно равными? Указание: 
Обе опенки FIVE и 2SLS сводятся к IV.

4. (Когда FIVE-оценка и 2SLS-oueHKa каждого уравнения в отдельности асимп­
тотически эквивалентны.) Если ошибки являются ортогональными (отп =  0 
для т  Ф h). то FIVE-оценка и 2SLS-oueHKa каждого уравнения в отдельности
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Соотношения между оценками системы уравнений
Таблица 4.2

GMM
для нескольких 

уравнений
FIVE 3SLS SUR Многомерная

регрессия

Модель Предположения 
4.1-4.6

Предположения 
4.1-4.5, 4.7 

Е (zimz'ih) конечно

Предположения 
4.1-4.5, 4.7 

E (z imZih) конечно 
х im — для всех т

Предположения 
4.1-4.5, 4.7 Xim — Xi 

для всех т ,
Xi =  объединение

Zii, • • • 1 %\М

Предположения 
4.1-4.5, 4.7, 

Xim =  х» для всех 
ЛЪ, Z\m — Xi
для всех то

5 (=  Avar(g) (4.1.11) (4.5.2) Е ® Е (Xix'i) Е ® Е (xjx') неактуально

S (4.3.2) (4.5.3) Е ® (n-1Ej®iXi) 
Е из 2SLS-ocTaTKOB

Е ® (n _1EjX<Xj) 
Е из OLS-остатков

неактуально

s i s - 1) упрощений нет упрощений нет (4.5.12) с (4.5.13), 
(4.5.13)

(4.5.12) с (4.5.13'), 
(4.5.14')

поочередное 
OLS-оценивание 

каждого уравнения

AvaiS(S~1) (4.3.3) (4.3.3) (4.5.15) с (4.5.16) (4.5.15) с (4.5.16') формула для OLS

Avar (4.3.4) (4.3.4) (4.5.17) с (4.5.13) (4.5.17) с (4.5.13') формула для OLS
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асимптотически эквивалентны (то есть разность этих оценок, умноженная 
на sfn, стремится к нулю). Указание: Наложим требование условной го- 
москедастичности на утверждение 4.3(b). При условной гомоскедастичности 
эффективный GMAI для системы уравнений сводится к FIVE и эффективный 
GA1Л1 для каждого уравнения в отдельности сводится к 2SLS для каждого 
уравнения в отдельности. Также при условной гомоскедастичности уравнения 
являются «несвязанными» в смысле (4.4.3), если omn = 0.

5. (Условная гомоскедастичность при предположениях SUR.) Проверьте, что 
при предположении SUR (4.5.18) предположение 4.7 принимает вид:

E(eim£ih\ z n ........z iM) = omh для всех m. Ii = 1 .2 , M.

6. Что произойдет с SUR-оценкой из примера 4.7, если х , будет включать в себя 
также M E D i? Указание: х , по-прежнему «исчезает» из (4.5.13), (4.5.14) 
и (4.5.16).
А что произойдет со статистикой Саргана?

7. (Идентифицируемость в SUR.) В утверждении 4.6 условие идентифицируе­
мости (предположение 4.4) не является необходимым, так как оно вытека­
ет из других предположений. Проверьте, что предположение 4.4 вытекает 
из предположения 4.5 и 4.7. Указание: Из предположения 4.5 и разложения 
Кронекера для S  следует, что Е(ж4ж') невырождена. z im есть подмноже­
ство Ж;.

8. (SUR без условной гомоскедастичности.)

(a) Являются ли SUR-оценки состоятельными и асимптотически нормальны­
ми без требования условной гомоскедастичности? Указание: SUR-опенка 
по-прежнему представляет собой GMM-оценку системы уравнений, так 
что можно использовать утверждение 3.1.

(b) Можно ли свести SUR к многомерной регрессии и в случае, когда си­
стема идентифицирована точно, то есть точно идентифицировано каждое 
уравнение (так что z im Xi), без требования условной гомоскедастич­
ности? [Ответ: Да.]

9. (Роль условий «перекрестной» ортогональности.) Предположим, что вместо 
(4.5.18') условия ортогональности выглядят как Е (z im ■ £im) = 0 для w -  
=  1 .2 , . . . ,  М. Является ли SUR-оценка состоятельной в этом случае? [Ответ: 
Необязательно.] Найдите эффективную GMM-оценку системы уравнений 
без требования условной гомоскедастичности. [Ответ: Это OLS.]

10. Проверьте, что статистика Саргана для многомерной регрессии равняется нулю.

4.6. Общие коэффициенты
Н а  п р а к т и к е ,  о с о б е н н о  в р а б о т е  с п а н ел ь н ы м и  д а н н ы м и ,  ч а с т о  п р и х о ­
д и т с я  и м е т ь  д е л о  с ч а ст н ы м  с л у ч а е м  с и с т е м ы  у р а в н е н и й ,  в к отором  

к о л и ч е с т в о  р е г р е с с о р о в  о д и н а к о в о  во в с е х  у р а в н е н и я х  (с о о т в е т с т в е н н о ,
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с одинаковым набором коэффициентов). Такая модель представляет со­
бой частный случай модели из нескольких уравнений из параграфа 4.1. 
Здесь показано, как применять GMM к нескольким уравнениям, на­
лагая общие ограничения на коэффициенты. В итоге будет показано, 
что модель с кажущимся наличием ограничений (seemingly restrictive 
model) в действительности включает в себя как частный случай модель 
из нескольких уравнений без общих ограничений на коэффициенты.

Модель с общими коэффициентами

Система уравнений с общими коэффициентами превращается в

Предположение 4.1/ (линейность): Оцениванию подлежат М  линей­
ных уравнений:

Угт = z'ims + £i,n(m = 1,2,..., М: i = 1,2,..., n), (4.6.1)
где n — размер выборки, z im — L -мерный вектор регрессоров, б — 
L-мерный вектор коэффициентов, общий для всех уравнений, a е,т  — 
ненаблюдаемая ошибка в m -м уравнении.

Среди других предположений модели нескольких уравнений, предпо­
ложений 4.2-4.6, только предположение 4.4 (идентифицируемость) тре­
бует изменений, отражающих наличие ограничения в виде общих коэф­
фициентов. Вариантом g(wf,6) для нескольких уравнений является:

g(wi:6)
хц ■ {уц -  z'n 6) 

Хш ■ (уш  -  z'a iS)_
(4.6.2)

так что Е [<7(го,; 5)] превращается в

E(X,| • уц]
Е[»(го;;й)] =

Е{XiM • piM) 

Тху

Е(®П • z'n )8

Е(®ш • z 'm)S. 
8 .

(Em-1 ь'шх!)
где

Е (® а -Ун) ‘ Е{хп г'п ) ‘
& ху — • Еа,z —

Е(®ш • Уш). Е{хш г'ш )_

(4.6.3)

(4.6.4)

То есть £ Ху теперь является штабелированной, а не блочно-диагональ­
ной матрицей. С этим изменением система уравнений, определяющая <5, 
снова есть (4.1.10), так что условием идентифицируемости является
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Предположение 4.4' (идентифицируемость при общих коэффициен­
тах): Матрица E xz размерности Ylm=i Km х L, определенная в (4.6.4), 
имеет полный ранг.

Это условие слабее, чем предположение 4.4, которое требует, чтобы 
каждое уравнение системы было идентифицируемо. На самом деле до­
статочным условием идентифицируемости является полный столбцовый 
ранг матрицы Е (ximz'im) для некоторого1 т. Коэффициенты во всех 
уравнениях одни и те же благодаря именно априорным, ограничениям. 
Система может быть идентифицируемой, даже если ни одно уравнение 
в отдельности не является идентифицируемым.

GMM-оценка

Оставляем читателю проверить, что gn(S) можно записать как s zx — SzxS 
с

г 1

5ху —

£ г'=1 ’ J/tl

— £>"=1 х гМ ■ УгМ П

Г 1

• S xz =
£ г = 1 x i\z n

Lj/ £Г=1 XtMz 'iM

(4.6.5)

так что GMM-оценка со взвешивающей матрицей W  размера ^2т К т х 
х Ysm Km есть (4.2.3) с ошибкой оценки из (4.2.4). При условии, что 

и S xz переопределены соответствующим образом и S интерпре­
тируется как набор общих коэффициентов, теория больших выборок 
для модели с несколькими уравнениями та же самая, что и для случая 
самостоятельных коэффициентов из параграфа 4.3 с заменой предполо­
жения 4.1 на предположение 4.1', предположения 4.4 на предположе­
ние 4.4' и остатками г), переопределенными как щт — z'imS (а не гцт — 
z[mSm) для некоторой состоятельной оценки L-мерного вектора общих 
коэффициентов д.

Чтобы связать данную GMM-оценку с другими популярными оцен­
ками, имеющимися в литературе, нужно подробно расписать формулу 
для данной GMM-оценки. Подставив (4.6.5) в (4.2.3), получим:

5(W)  = п E i= l Z^ X'i\ п £ i= l  z iMx HМ

W n wlM~

_W\n  ••• W m m .

'Доказательство: Если E ( x tmz'lm) имеет полный столбцовый ранг, то ее ранг 
равен L. Поскольку ранг матрицы равен количеству линейно независимых строк, 
Е (x , mz'im) имеет L линейно независимых строк. Поэтому £**  имеет не менее L 
линейно независимых строк.
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r ^ K = . ^ 4 i r '
х

Е?= i /

x

W i11 W 1M

W m i • • •  W m m

м м

:{(„
_т=1Д=1 i=  1
M  M  , n

Г 1

П
I X I  Хг1 ' УП

-  £ ”=1 #гЛ/ ‘ ViM

-1

X

Ё  Ё {  L  2«»4r,) ( -  E ^ 4 ) ]
rn=l Д=1 г=1 *— ̂  4
M M  « » / i  ” v . I

E E { Q E z -"‘x Q ™ mh(n E x *  ■ » * ) }  .
m=l h= 1 2=1

где W m/l есть блок (m,A) матрицы Ж . (Для получения второго ра­
венства используется формула (А.8) из приложения А.) Эффективную 
GMM-оценку можно получить, если заменить в данном выражении W  
на матрицу, обратную матрице S, определенной в (4.3.2).

Введение требования условной еомоскедастичности

Эффективную GMM-оценку можно получить, положив в (4.6.6) W  — 
= S~l, где S  есть состоятельная оценка матрицы S. Как и ранее, мы 
можем наложить требование условной гомоскедастичности, чтобы свести 
GMM-оценку к более известным оценкам. Если задать S  соотношением
(4.5.3), то получится FIVE-оценка.

Если мы предположим еще, что набор инструментов одинаков для всех 
уравнений, то тогда, как и ранее, эту S  можно представить как произве­
дение Кронекера:

z = 1

так что Wmh в (4.6.6) задается соотношением (4.5.11), что дает нам так 
называемую SSLS-оценку с общими коэффициентами:

_т = 1 /г= 1
Г М М

А1 М 1 n 1 п п

£  £ { * " *  ■ ( г  £  « » * 0  ( j  £  * « 0 ' ( ;  £  « * ) }
— ’ L=i /=1 «=1 ,=1

Л/ Л/ - н - /г п

е  е {?,пл • (-  ё *-^0 („ i t х&) ( - i t *«■ • ^ 0 )
rn=l/i=l г=1 i=i г=1

(4.6.7)
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где dmh — блок (т.Н) матрицы Е -1 . Если, в дополнение, выполняется 
условие SUR (4.5.18), то тогда происходит «исчезновение ж» в (4.6.7) 
и эффективная GMM-оценка превращается в так называемую (по ис­
торическим причинам) оценку со случайными эффектами (random- 
effects estimator):

<Sre

Л/ м

E I
. m = l / i  =  l  i = l

Ее асимптотическая дисперсия

-I -г м м

£  Е  »"* в  Е  «-«и) Е  Е  «** С  Е -у*)-
(4.6.8)

ш —1 /г=1 г=1

Avar(<5RE) =
Л/ л /

. т = 1 / г = 1

-1
(4.6.9)

(Чтобы получить это выражение, вернемся к общей формуле (4.3.3) 
для асимптотической дисперсии эффективной GMM-оценки. Положим 
Е жг как в (4.6.4), S  =  Е  <£ Е ( ж ^ ) ,  воспользуемся формулой (А.8) 
из приложения А для вычисления произведения матриц и обнаружим 
«исчезновение ж», что превращает (4.5.16) в (4.5.16') на с. 309 при 
условии (4.5.18) для SUR.) Для этой асимптотической дисперсии можно 
получить состоятельную оценку:

А/ А/ . п 1 -1
E E ^ t E * - " ^ )  • (4.6.Ю)
m = l / i = l  г =  1

Подытожим результат об оценке случайных эффектов.

Avar(<5RE) =

Утверждение 4.7 (свойства на больших выборках оценки случайных 
эффектов): Предположим, что предположения 4.1', 4.2, 4.3, 4.4', 4.5
и 4.7 выполняются с ж, =  объединение ( г ц ,___-гш). Пусть Е  —
матрица размера М х М ,  элемент (rn, h) которой равен E(sim ецг), и пусть 
Е  является состоятельной оценкой Е . Тогда

(a) Оценка <5rE, заданная в (4.6.8), является состоятельной, асимптоти­
чески нормальной и эффективной с Avar(<5RE), заданной в (4.6.9).

(b) Оцененная асимптотическая дисперсия (4.6.10) является состоятель­
ной для Avar(<$RE).

(c) (Статистика Саргана.)

J(dRE. S~') = n ■ 9п(6КеУ S gn(6RE) -> x 2{ MK  -  L).
d

где 5  =  S x  5Z x ix ',)< К  — количество общих инструментов 
и 9и(8) = 8хУ -  SXZS с sxy, а Sxz задано в (4.6.5).
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Ниже мы перепишем формулы (4.6.8)—(4.6.10) в более элегантном 
виде.

OLS в модели пула

Для SUR из предыдущего параграфа мы построили £  из остатков, по­
лученных OLS для каждого уравнения. Состоятельность — это все, 
что требуется для £ ,  поэтому аналогичная процедура для £  работает 
здесь точно так же, но распределение <5rk на конечных выборках можно 
улучшить, если мы используем априорное ограничение о том, что коэф­
фициенты одинаковы во всех уравнениях в оценивании £ .  Приравняем 
поэтому W  в GM M -оценивании на первом шаге для получения началь­
ной состоятельной оценки S

1м  &

а не

£
i=l

Эта оценка дается формулой (4.6.8) с o mh =  1 для т = h и 0 для т Ф h, 
что можно записать как

Spooled O L S  —

М  .  п  I  1 А/ Л п

^  £  Z i m Z i" >)  { ^  i t , Z im  ' Угт)  =
_ш= 1 i  —1 J m = l г =  1

п Л/ -I п ^
— Zim ' y im ' ( 4 .6 .1 1 )

г =  1 т  =  1 i — 1 т =  1

что является просто OLS-оценкой по выборке объема М п, где наблюде­
ния из разных уравнений объединяются (are pooled across equations). 
По этой причине оценка называется объединенной OLS (pooled OLS) 
оценкой. Из этого выражения следует, что используемыми условиями 
ортогональности являются условия

Е ( г а  • 5 а  +  • • • +  z m i  • = ш )  — 0 ,  (4 .6 .1 2 )

которые не включают «кросс»-ортогональности Е (z,m •;,•/,) =  0 (т Ф h). 
В качестве аналитического упражнения остается показать, что объеди­
ненная OLS-оценка является GM M -оценкой, использующей (4.6.12).

Поскольку объединенную OLS-оценку легко вычислить, она является 
популярной опцией для тех исследователей, которые не хотят програм­
мировать получение оценок. Эта оценка также робастна к нарушению 
условий «кросс»-ортогональности. Однако важно иметь в виду то, что
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стандартные ошибки, которые приводятся в пакетах программ и кото­
рые не принимают во внимание перекрестные моменты внутри уравне­
ний (<rm/i), являются смещенными. Для объединенной OLS-оценки, кото­
рая является GMM-оценкой с неоптимальным выбором W , корректной 
формулой для асимптотической дисперсии является (3.5.1) в утвержде­
нии 3.1. Полагая W  =  1м  $$ (E(xjx-)]_1, S  — £  0  Е(ачЦ ), "Sxz как 
в (4.6.4) и снова наблюдая исчезновение х, мы получаем:

Avar («Spools o l s ) —
А/ I -1

У  1 х
m =l

М А/

х У 1 У 'у &mh Е(ZimZifr)
m =l h= 1

Л/ -1

1 ^ ,  E ( z ,m Zjm ) 
m =l

(4.6.13)

которая состоятельно оценивается посредством

А/ - п _ .  Л/ М . п Л/ 1 п ,

( 11 “  11 11 11 dmhn 11 Zimz'ih(f2 ~ 11 Z™Arr) •
rn =  1 г= 1 m =l ft=l г=1 m =l i= l

(4.6.14)
Поскольку объединенная OLS является состоятельной оценкой, соответ­
ствующие остатки можно использовать для вычисления am/t (m,h — 
= 1 , . . . ,М) в этом выражении. Корректными стандартными ошибками 
для объединенной OLS будут квадратные корни из (умноженных на 1 /п) 
диагональных элементов этой матрицы.

Приведение формул к более красивому виду

Приведенные формулы для оценки случайных эффектов и объединенной 
OLS-оценки вывести достаточно просто, но выглядят они с двойным 
и тройным суммированием довольно сложными. Их можно, однако, при­
вести к более красивому виду — и в то же время к более полезному 
для программирования, — если ввести новые матричные обозначения. 
Пусть

Уг =

У г]

, Z i  =

' z ’i\

• «t =

£ il

(Л/х 1)
_УгЛ/.

( Mx L )
А м .

(Л /х 1)

так что систему из М  уравнений с общими коэффициентами в предпо­
ложении 4.1' можно записать как

yi = Zi6 + £i (г = 1,2, . . . ,  п). (4.6.1')
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Приведение к более красивому виду сложных формул использует следу­
ющие алгебраические результаты:

м  д/
У 1 Zimz im =  Z ^ Z i ,  У ' z irn ’ Vim =  ^ iV i -

m = 1 ш = 1

(4.6.16а)

м мЕ Е  C-mh ' z im ' Hih
m = l  / i = l

M  M

Z'iCyi, Y ,  Y , c mh ■ Zim*'* =  Z'.CZi (4.6.16b)
m—1 h~l

для любой M  x M  матрицы С  =  (ст д). Возьмем теперь тройное сумми­
рование в (4.6.8):

М М  1 п
Ё  j r  f7m/l • ( -  Y  z im ■ Vih) -

m = 1 / i = l  ’ i = l

1 n M  M

= ^ E ( E E s”' ' ' ' z~ ' » )
i = l  m  =  l  ft =  l

(изменяя порядок суммирования) =
1 ,l

=  - ^ Z ; X J “ 1yi (no (4.6.16b) с С  =  Е -1 ). (4.6.17)
1 =  1

Аналогично no (4.6.16b) с С  — £  \  другие тройные суммирования 
в (4.6.8) принимают вид:

м м
Е Е Е 2<‘ ■г / г»  =  ^ E z .,g _ ‘z - (4.6.18)

Таким же образом можно записать двойные и тройные суммирования 
в (4.6.9) и (4.6.10). Мы имеем тогда переписанные формулы для случай­
ных эффектов в виде:

<4 6 -8'>
4=1 4=1

Avar(£RE) =  ( E ( Z f r - lZ i ) ) - \  (4.6.9')

Avar(£RE) =  ( - ^ Z ' E - 1̂ )  . (4.6.100
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Используя (4.6.16а), формулы для объединенной OLS-оценки можно 
записать как

■j 'I i 1 * ̂
Spooled OLS =  ( - T z ' i Z i ) '  (4.6.110\ Tl f * / 71г=1 г=1

Av«r(ipotll„ j ols) = 'V Z IZ ii;-' U Z ’X Z ,)\L iZ :z ,i\ ' (4.6.13')

Avar(CL = (i £  Z\Z,) ~'' (i £  Z\ t z , )  (± £  Z[Z ,) ~ ’.
i= 1 i=l i=i

(4.6.14')

Эти формулы не просто симпатичны; как будет видно в следующем пара­
графе, они будут полезны для обработки определенных классов панель­
ных данных (так называемых несбалансированных панельных (unbal­
anced panel)) данных).

Ограничение, которое не является ограничивающим

Хотя кажется, что модель в этом параграфе с предположением об об­
щих коэффициентах является частным случаем модели из параграфа 4.1, 
последнюю можно привести к формату модели данного параграфа при 
надлежащем переопределении регрессоров. Рассмотрим, например, при­
мер 4.1. Вместо определения zn  и za  как в (4.1.2), определим их как

■ 1 ~ ■ 0 ~ ~Ф\
Si 0 ft

iQt 0 01
EX PR , = 0 c 5 = 7Г

0 1 Ф2
0 Si !h
0 JQi. .02.

Тогда система из двух уравнений соответствует формату предположе­
ния 4.1'. (См. контрольный вопрос 5 ниже для демонстрации того же 
самого в более общем случае.)

Более того, систему, в которой общие коэффициенты имеет только 
некоторое подмножество переменных, можно записать в виде предполо­
жения 4.1'. Рассмотрим пример 4.2. Допустим, что мы хотим априорно 
предположить, что коэффициенты при образовании, IQ  и стаже оста­
ются постоянными во времени (так что 3\ = З2 = От = 02 =  о, 
7гj — 7Г2 =  7г), но константы различны. Преобразование осуществляется 
следующим образом:
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4 .6 . О б щ и е  к о э ф ф и ц и е н т ы

1 '  0  ‘ ~ Ф\
0 1 <t>2

S69i , Zi2 = S80j , 6 = P
IQi IQi 1

EXPR69i EXPR80i 7Г

С л ед о в а тел ь н о , о г р а н и ч е н и е , т р е б у ю щ е е  о б щ и х  к о эф ф и ц и е н т о в , н е я в л я ­
ется  о гр а н и ч и в а ю щ и м . М ы  м огли  бы п о л у ч и т ь  G M M -о ц е н к у  д л я  м о д ел и  
из п араграф а 4 .1  как частн ы й  сл у ч а й  G M M -о ц ен к и  с о г р а н и ч е н и е м , 
т р еб у ю щ и м  о б щ и х  к о эф ф и ц и е н т о в . Н о  м о д ел ь  б е з  та к о го  о г р а н и ч ен и я , 
в о зм о ж н о , я в л я ет ся  б о л е е  пр осты м  в в ед ен и ем  в м н о го м ер н ы е у р а в н ен и я .

Контрольные вопросы

1. (Идентификация с общими коэффициентами.) Пусть zimh является j - м эле­
ментом Z i m . То есть Z i mj  является j - м регрессором в m -м уравнении. Пред­
положим, что zimj =  1 для всех i,rn. Какое из предположений, сделанных 
для этой модели, нарушается, если 2;т 2 =  1 для всех г ,т ?  Указание: 
Посмотрите на ранговое условие. Изменится ли ваш ответ, если zim2 =  m 
для всех г ,т ?  Указание: Должен измениться.

2. (Важность «кросс»-ортогональностей.) Предположим, что E (Z im -£*/,.) -- О 
для тп ~  Л, но не обязательно для гп Ф h. Будет ли оценка случайных 
эффектов состоятельной? Указание: Ошибка оценки случайных эффектов 
равна:

<5пе — 5 =
м м

Е Е *
ГП— 1 /1=1

mh 1
П

п
El z imZih 
»-1

1 _ 1 Л/ Л/

Е  E ?m"
/= 1

3. (Неэффективность объединенной OLS-оценки.) Выведите эффективную 
GMM-оценку для S, которая использует тот факт, что Е (zim -£im) =  О 
для всех тп. Является ли она той же самой, что и объединенная OLS-оценка? 
[Ответ: Нет.] Является ли она такой же, что и оценка случайных эффектов? 
[Ответ: Нет.]

4. (Е Ж2, sxz, S xz с общими инструментами в кронекеровских произведениях.)
Предположим, что инструменты во всех уравнениях одинаковы: x iTU = ж*. 
Покажите, что S xz в (4.6.4) можно записать как Е (Z, 0  ж*), где Z, является 
M x L  матрицей, определенной в (4.6.15). Также s xz =  У> х'же &xz =
=  ~ E ”=i Z < *  х >- Указание: x ,z 'm = z'im 0  х,.

5. (Ограничение, не являющееся ограничивающим.) Чтобы исключить возмож­
ную путаницу, возникающую из того факта, что z im в параграфе 4.1 и Zj,n 
в этом параграфе различны, запишем систему из Л/ уравнений (4.1.11) как

Him =  z i m^ m  4 “ - i m  ( j ? l  =  1 , 2 , .  . . , Д / ;  1 — 1 , 2 . . . . , % ) .  ( 1 )

где z*m и 6*п являются 1 т -мерными.
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(а) (Предположение 4.1 как частный случай предположения 4.1'.) Проверьте, 
что (1) можно записать как (4.6.1), если определить

(b) (Предположение 4.4 как частный случай предположения 4.4'.) Проверь­
те, что, когда Zim определяется как в (2) с z*m, интерпретируемым как 
Zirn в параграфе 4.1, предположение 4.4' становится предположением 4.4.

(c) (Формула GMM.) При такой же интерпретации проверьте, что матри­
ца S xz в (4.6.5) становится блочно-диагональной, m-й блок которой 
равен £ T,jXimz*r'n, так что (4.6.6) становится (4.2.6), если z ,m в (4.2.6) 
понимается как z*m.

6. (Идентификация в RE-модели.) Предположение 4.4' в утверждении 4.7 фак­
тически не является необходимым. Проверьте, что из предположений 4.5 
и 4.7 следует предположение 4.4'. Указание: Если Е(ж*ж'-) невырождена, 
то предположение 4.4' выполняется, как показано в контрольном вопросе 7 
параграфа 4.5. Предположение 4.4' более слабое, чем предположение 4.4.

7. (Только для тех, кто знаком с кронекеровским произведением.)

(а) Покажите, что E (Z -H ~ 1Zj) в (4.6.9') на с. 321 для оценки случайных 
эффектов является невырожденной, если выполняются предположения 
утверждения 4.7. Указание:

О 1 } L\ строк

О } Lm_i строк
Zim  =  Zjm }  L m С Т р О К

0 } Lm+i строк

О J } Ьм  строк

R t l
и S = :

се"  - .1 »  xi)
(2)

м м

m = l h = 1
М М

= Y l arnhE(ZimX'NE (XiX>̂  l E (x >z ih) =
m = 1h = 1

(Xj может снова появиться, поскольку ж, включает Zim, Zih) 
= E ’XZ{ V - ' Ъ % (х ,х ',) \-1)Ъхг .

Е Ж2 имеет полный полный столбцовый ранг по предположению 4.4'.

(Ь) Покажите, что E (Z 'Z ,)  в (4.6.13') на с. 322 для объединенного OLS 
в модели пула является обратимой. Указание: Замените Е -1  на I.
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4.7. Приложение. Спрос на взаимосвязанные факторы
Транслогарифмическая функция издержек (translog cost function) 
представляет собой обобщение функции издержек вида Кобба — Дугласа 
(логлинейной), рассмотренной в параграфе 1.7. Привлекательной чертой 
транслогарифмической спецификации является то, что уравнения спроса 
на факторы, минимизирующие издержки (преобразованные в уравнения 
для долей затрат на факторы в издержках), являются линейными по ло­
гарифмам выпуска и ценам факторов. При этом коэффициенты пред­
ставляют собой (часть) параметров функции издержек, определяющих 
технологию. Эти параметры технологии могут быть оценены из системы 
уравнений для долей затрат. Одними из первых эту идею воплотили 
[Berndt and Wood, 1975] и [Christensen and Greene, 1976]. Этот параграф 
посвящен изложению основ их подхода. Данный подход также может 
быть применен для анализа потребительского спроса.

Чтобы лучше сконцентрироваться на интересующем нас вопросе и сле­
довать логике этих основополагающих работ, дальнейшее изложение вы­
строено при предположении об условной гомоскедастичности. Кроме то­
го, мы будем предполагать, что регрессоры (логарифмы цен факторов 
и логарифм выпуска) в системе уравнений для долей являются предопре­
деленными. Как мы уже обсуждали в параграфе 1.7, это предположе­
ние является вполне обоснованным для отрасли производства и распре­
деления электроэнергии США до недавнего дерегулирования отрасли. 
Следовательно, подходящим методом оценивания нескольких уравнений 
является модель многомерной регрессии.

Транслогарифмическая функция издержек

Мы уже частично совершили переход от логлинейной к транслогариф­
мической функции издержек: в эмпирическом упражнении главы 1 мы 
реализовали идею добавить квадрат логарифма выпуска в логлинейную 
функцию издержек (см. модель 4). Если этот подход расширить и до­
бавить квадраты и перекрестные произведения логарифмов всех аргу­
ментов, то логлинейная функция издержек с тремя аргументами (1.7.4) 
становится транслогарифмической функцией издержек:

з  ̂ з з
log(C) = a0 + Y ^  aj 1<Jg (Pj) +  2 L E  lo&(Pj) 1оё (Ы +  

j= 1 j= 1A’=1
1 . 3

+  OCQ log(Q) +  -7 w (b g (Q ) )2 +  ^ 2  9JQ l°g('Pj) log(Q) +  (4.7.1)
j = 1

Здесь, как и в оставшейся части параграфа, мы опускаем индекс наблю­
дений «г». В этом выражении слагаемое

325



Глава 4. Обобщенный метод моментов для систем уравнений

з зз Е Е  Ijk  bg(pj) log(p/t)
j = 1 fc=l

является квадратичной формой, представляющей вклад факторов второго 
порядка. Без потери общности можно предположить, что матрица коэф­
фициентов квадратичной формы размера 3 x 3 ,  (т^-) симметрична1:

Ък = Ikj О Д  =  1,2,3). (4.7.2)

В случае логлинейной функции издержек, рассмотренной в парагра­
фе 1.7, отдача от масштаба может быть вычислена как единица, деленная 
на эластичность издержек по выпуску. Если это определение применить 
к транслогарифмической функции издержек, получим, что

отдача от масштаба = ----------- ------------ =
d\og{C)/dlog{Q)

= ------------------------ 1---- з------------------ . (4.7.3)
«Q +  1QQ bg(O ) +  £ j= i  7jQ b g (Pj)

Доли факторов

Связь между параметрами функции издержек и спросом на факторы 
определяется леммой Ш епарда (Shephard’s Lemma) из микроэкономи­
ки. Пусть x,j — спрос на фактор j ,  минимизирующий функцию издержек 
при фиксированных ценах факторов (рьРг^Рз) и выпуске Q. То есть 
Ylj=iPjxj =  С- Лемма гласит, что

дС  „ „ „—  =  Xj. 4.7.4dPj

Используя выражение

r?log(C) P j  ОС
dlog(pj) С dpj'

лемму можно переформулировать как равенство частной производной 
логарифма функции издержек доле фактора, а именно

(9Iog(C) _  p£j_ 
dlog(pj) С (4.7.5)

'Пусть х  — n -мерный вектор. Тогда х  А х  — соответствующая квадратичная форма. 
Поскольку х 'А х  — х 'А 'х ,  то х 'А х  -■ х ’ [ ( А -1 А ' ) / 2] х . Таким образом, если матрица 
А  несимметрична, ее можно заменить симметричной матрицей (А  +  А')/2,  не изменив 
при этом значение квадратичной формы.
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В случае транслогарифмической функции (4.7.1) частная производная 
логарифма функции затрат вычисляется легко:

Itlg ip j) = Qj +  ^ b g + ljQ log^  У = !•2- 3). (4.7.6)

Совмещая это с (4.7.5) и определяя доли затрат на факторы как sj = 
= pjXj/C, получим следующую систему для долей затрат на факторы 
для транслогарифмической функции: 

з
sj =  «.? + Y1 Ък log(Рк) + IjQ log(Q) 0 =  1.2,3). (4.7.7)

к=1
На эту систему уравнений наложены перекрестные ограничения (cross­
equation restrictions), состоящие в том, что коэффициент перед log(p^) 
в уравнении для sj равен коэффициенту перед log(pj) в уравнении для Sk 
для j  ф к. До конца параграфа мы будем называть эти ограничения 
ограничениями симметрии, хотя они и не являются следствием предпо­
ложения о симметрии (4.7.2). Эти перекрестные ограничения являются 
следствием вычислений: проверьте, что без предположения о симметрии 
коэффициент при log(p2) в уравнении для si, например, будет равен 
(712 +  02О/ 2  и будет совпадать с коэффициентом при log(pi) в уравнении 
для ,s2.

Эластичности замещения

В литературе, посвященной производственной функции, большое внима­
ние уделяется оцениванию эластичностей замещения (точнее, частных 
эластичностей замещения Хикса —Аллена) между различными фактора­
ми производства1. Как показано в [Uzawa, 1962], эластичность замеще­
ния между факторами j  и к, обозначаемая как т^., связана с функцией 
издержек С посредством следующего соотношения:

д‘2СС-
Vjk =

dpjdpk (4.7.8)ОС ОС
Opj Орк

Для транслогарифмической функции издержек применение леммы 
Шепарда дает следующий результат:

Ък +  sjsk 
t*j»k

для j  ф к

Vjk =
ijj +  <9) -  S j

(4.7.9)
для j  = к.

'История развития данного направления изложена в [Berndt, 1991, Section 9.2].
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где Sj — доля затрат на фактор j  в общих издержках. В частном случае 
логлинейной функции издержек, где 7 д. = 0  для всех j.k , получаем 
r]jk = 1 для j  Ф к, что подтверждает то, что для технологии Кобба —Ду­
гласа эластичности замещения между любыми двумя факторами равны 
единице.

Свойства функции издержек

Как хорошо известно из микроэкономики (см., например: [Varian, 1992, 
Chapter 5]), функция издержек обладает следующими свойствами.

1. (Однородность.) Однородность первой степени по ценам факторов.

2. (Монотонность.) Неубывание по ценам факторов, для чего необхо­
димо, чтобы dC/dpj > 0  для всех j.

3. (Вогнутость.) Вогнутость по ценам факторов, для чего необходимо, 
чтобы гессиан (матрица вторых производных) функции издержек С,

н  = (с)2c/dpjdPk.),
был отрицательно полуопределен. Из (4.7.8) следует, что требова­
ние вогнутости выполнено если и только если матрица эластично­
стей замещения (г/д.) отрицательно полуопределена1.

В случае транслогарифмической функции издержек эти свойства мож­
но переформулировать следующим образом.

1. Однородность: Несложно проверить (см. контрольные вопросы), 
что при введении ограничений симметрии на (тд.) условие одно­
родности может быть переписано как:

а \ + 02 +  « з  =  1.
711 + 712 + 713 = 0.

< 7 1 2  + 7 2 2  + 723 = о. (4.7.10)
713 + 723 + 733 = О,

, 7lQ+ 72Q+73Q = 0.

Мы будем пользоваться предположением об однородности при оцен­
ке уравнений для долей.

'Пусть Н  — гессиан функции издержек С и V  — диагональная матрица, j -й элемент 
которой равен дС'/др}. Тогда матрица эластичностей замещения (гщ), определенная 
в (4.7.8), может быть переписана в более компактном виде: (гщ) = С ■ V -1 H V ~ l . 
Поскольку V  — диагональная матрица, то V ~ }H V ~ l отрицательно полуопределена, 
если и только если отрицательно полуопределена матрица Н .
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2. Монотонность: Принимая во внимание лемму Шепарда, свойство 
монотонности эквивалентно требованию, что правые части уравне­
ний для долей (4.7.7) неотрицательны для любых комбинаций цен 
факторов и выпуска. Для любых значений коэффициентов всегда 
возможно выбрать цены факторов и объем выпуска таким образом, 
чтобы это требование нарушалось. Следовательно, мы не можем 
ввести требование монотонности для уравнений для долей затрат. 
Однако возможно проверить, выполнено ли требование монотон­
ности для заданных значений (relevant range). Иными словами, 
выполнено ли это требование для всех комбинаций цен факторов 
и объемов выпуска, присутствующих в конкретном наборе данных. 
Мы сделаем это для оцененных параметров ниже.

3. Вогнутость: Вогнутость требует, чтобы матрица эластичностей 
замещения (4.7.9) была отрицательно полуопределена для любой 
комбинации долей затрат на факторы. Можно показать, что необ­
ходимым и достаточным условием вогнутости является отрицатель­
ная полуопределенность матрицы (7 д.) размера1 3 x 3 .
В частности, диагональные элементы (7 1 1 *7 2 2 *7 3 3 ) должны быть 
неположительными. Условие отрицательной полуопределенности мат­
рицы ('Yjk) представляет собой набор неравенств для ее элементов. 
Оценивание при введении ограничений в виде неравенств возмож­
но (см.: [Jorgenson, 1986, Section 2.4.5] для описания методики), 
но мы не будем рассматривать его здесь.

Стохастические спецификации

Транслогарифмическая функция издержек (4.7.1) включает в себя (ад­
дитивную) ошибку, =■, в то время как уравнения долей затрат, выве­
денные из нее, не включают ошибку. При использовании нашей базы 
данных уравнения для долей не выполняются в точности для каждой 
фирмы, следовательно, мы должны включить ошибки. Обычным является 
включение случайного возмущения в каждое из уравнений для долей. 
Существуют два способа обоснования подобной стохастической специ­
фикации. Один из них — это ошибки оптимизации: фирмы совершают

'Доказательство: Обозначим через з вектор размера 3 x 1 ,  j -й элемент которого 
равен S j ,  a S  — диагональная матрица, j - й элемент которой равен s j .  Тогда 
матрица эластичностей замещения, определенная в (4.7.9), может быть записана 
как (t/ja ) =  5 - 1 [(тд.) +  з з '  — S,]S'- 1 . Для некоторой комбинации долей затрат 
выражение ss ' -  S  равно нулю (например, для з — (1 .0 .0 ) ') . То есть необходимым 
условием отрицательной полуопределенности матрицы (цц ) является отрицательная 
полуопределенность матрицы (7 ;*•). Это условие также является и достаточным, так как 
матрица s s ' — S  отрицательно полуопределена, и сумма двух отрицательно определенных 
матриц также является отрицательно полуопределенной.
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случайные ошибки при выборе комбинаций факторов производства, ми­
нимизирующих издержки. Но тогда фактические общие издержки будут 
выше затрат, соответствующих функции издержек, поскольку при вы­
воде функции издержек не предусматриваются ошибки оптимизации. 
Другим обоснованием наличия ошибок является допущение о том, что 
Qj в уравнениях долей является стохастическим и различным для раз­
личных фирм. В таком случае константой в уравнении доли фактора j  
в общих издержках будет математическое ожидание aj, а ошибкой — от­
клонение n j от своего математического ожидания. Но это также означа­
ет, что otj в функции издержек следует интерпретировать как случайную 
величину.

Поэтому в обоих случаях внутренняя согласованность не позволила 
бы нам включить функцию издержек в систему уравнений для долей 
с аддитивными ошибками, чтобы оценивать все уравнения совместно. 
До конца параграфа мы будем рассматривать систему уравнений, состоя­
щую только из уравнений для долей затрат факторов. Однако это значит, 
что мы можем оценить лишь часть параметров функции издержек. Два 
параметра (а д  и 7 д д ), которые отсутствуют в функциях спроса на фак­
торы, не могут быть оценены. Так как отдача от масштаба зависит от них 
(см. (4.7.3)), она также не может быть оценена.

Природа ограничений

После добавления аддитивных ошибок в систему уравнений для долей 
издержек на факторы производства система уравнений (4.7.7) записыва­
ется следующим образом:

{ SI = fVi +  711 log(pi) +  712 log(p2) +  713 log(/*) +  71Q log(<7) +  £ 1 -
82 =  O'2 +  721 log(pi) +  722 log(p2) +  723 log(Pi) +  7 '2g  l<>g(<?) +  £2-

S3 =  0 3  +  731 b g (p i)  +  732 log(p2) +  733 b g -Оз) +  7зg  log(Q) +  £3 .
(4.7.11)

В этой системе пятнадцать коэффициентов, или параметров. Перекрест­
ные ограничения (выраженные в том, что матрица логарифмов коэф­
фициентов при ценах размера 3 х 3. 7 д., симметрична), и ограничения 
однородности (4.7.10) вместе дают восемь ограничений. Таким обра­
зом, пятнадцать параметров могут быть описаны семью неизвестными 
параметрами. Чтобы понять это, полезно разделить ограничения на сле­
дующие три группы. oi

ограничения в виде суммы: <

o i +  а 2 +  а з  =  1.
7l 1 +  721 +  731 =  0.
712 +  722 +  732 =  0. (4.7.12)
713 +  723 +  7зз =  0.
7i <2 +  72 Q +  7з д =  0.
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{ 7п +  712 +  713 =  О,
721 +  722 + 723 =  0. (4.7.13)

731 +  732 + 7зз =  0,

{ 712 =  721 •
713 =  7зь (4.7.14)

723 =  7,32 •

Здесь одиннадцать уравнений, но только восемь из них являются огра­
ничительными: учитывая ограничения в виде сумм, одно из трех огра­
ничений однородности следует из двух других; при условии ограничений 
в виде сумм и однородности два из трех ограничений симметрии следуют 
из третьего (проверьте это).

Модель многомерной регрессии с перекрестными ограничениями

Введение ограничений однородности (4.7.13) осуществляется непосред­
ственно, поскольку они не являются перекрестными. Мы можем устра­
нить три параметра, скажем (7 1 3 , 723-733). и получить следующую систему:

{ *1 =  « 1  +  711 log (/ц/фз) +  7 12  bg(p2//>3) +  7iQ bg(<2) +  с 1 .
,S2 =  « 2  +  721 log(pi / ра) +  722 log(?>2/рз) +  72Q log(Q) +  c2- (4.7.15)

A'3 =  03 +  731 log(pi / pa) + 732 log(p2/> i) +  73Q log(Q) +  e;5.

Особенность этой системы (вне зависимости от введения требования
однородности) в том, что сумма зависимых переменных (,S|. «2 . S3 ) дает 
единицу для всех наблюдений. Учитывая это, а также ограничения в виде 
сумм, получаем, что сумма ошибок (ггь^ .^з) равна нулю для любого 
наблюдения. То есть ковариационная матрица ошибок £  =  V ar(fi,c 2 .£3 ) 
размера 3x3  вырождена. Вспомним, что в модели многомерной регрессии 
(которая является частным случаем SUR-модели, описанной в утвер­
ждении 4.6) матрица S, определенная в (4.1.11), может быть записа­
на как Кронекерово произведение: S  = £  E(xix'i). Таким образом, 
S  становится вырожденной, что нарушает предположение 4.5. С этой 
проблемой вырожденности обычно справляются путем исключения одно­
го уравнения из системы и оценивания оставшихся уравнений (ниже 
этот вопрос рассмотрен более подробно). Коэффициенты опущенного 
уравнения могут быть вычислены с использованием оцененных коэф­
фициентов и ограничений в виде сумм. Таким образом, учитываются как 
ограничения в виде сумм, так и ограничения однородности.

Как уже упоминалось выше, при учете ограничений в виде сумм и од­
нородности остается лишь одно ограничение симметрии. Например, если 
мы исключили из системы коэффициенты (7 13 . 723 . 733) при введении 
ограничений однородности (как это было сделано в (4.7.15)) и если мы 
опустили третье уравнение при введении ограничений в виде сумм, то то­
гда единственное остающееся ограничение симметрии — это g i2 =  7-21 •
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При введении этого перекрестного ограничения система принимает вид:

Г .Sl =  a i +  7u lo g ^ i/ ^ )  +  712 log(p2/p3) +  7 iQ bg(<2) +  £i  • ( 4  ?  16)
1 *2 =  »2 +  712 b g ( p i / p 3) +  722 b g ( p 2//>3) +  72Q b g ( Q )  +  £2-

Поскольку регрессоры являются предопределенными и поскольку урав­
нения содержат общий набор регрессоров, система может быть оценена 
с помощью модели многомерной регрессии с перекрестным ограничением 
симметрии. Это оценивание с ограничениями может быть преобразовано 
в безусловное оценивание после приведения к виду «с общими коэф­
фициентами», изложенному в параграфе 4.6. То есть система (4.7.16) 
может быть переписана в форме «с общими коэффициентами» yi =  
=  ZiS + £i (см. (4.6.1') на с. 320), если мы определим матрицы сле­
дующим образом (мы все еще опускаем индекс «г» для наблюдений 
в я г .82, log(pl/p3).log(p2/p3),log(Q)):

Zi = Т 0 log(p,/p3) log{p‘i / Рз) 0 log (Q) 0
0 1 0 logO i/рз) bg(P2/P3) 0 log (Q)_

5' =  [о, « 2  7н 712 722 71Q 72Q] • (4.7.17)

Таким образом, оценивание многомерной регрессии при условии симмет­
рии равносильно оцениванию методом случайных эффектов без ограни­
чений.

Это оценивание методом случайных эффектов указанной системы 
из двух уравнений дает состоятельные оценки следующих семи пара­
метров:

« ь  02. 711.712- 722; 7lQ; 72Q-

Остальные из пятнадцати параметров уравнений для долей затрат,

«з- 713; 721 • 723; 731; 732 ; 732; 733- 73Q;

могут быть вычислены с использованием ограничений в виде сумм (4.7.12), 
однородности (4.7.13) и симметрии (4.7.14). Например, 733 можно вычис­
лить так:

733 =  —731 -732 =  —713 — 723 =  (7п +712) +  (712  +  O22) =  711 +2712 + 722. 

То есть точечная оценка 733 равна:

7зз = 7и + 2712 + 722;

где (7 1 1 -7 1 2 . 722) — оценки параметров, полученные при оценивании ме­
тодом случайных эффектов. Стандартная ошибка 733 может быть вы­
числена применением «дельта-метода» (см. лемму 2.5) к состоятельной
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оценке Avar(7i 1. 7 1 2 . 7 2 2 ). полученной при оценивании методом случай­
ных эффектов.

Какое уравнение исключать

Имеет ли значение, какое из уравнений системы исключать? Очевидно, 
что ответ был бы отрицательным, если бы не было перекрестных ограни­
чений, так как многомерная регрессия численно эквивалентна OLS-оце- 
ниванию каждого уравнения в отдельности. Посмотрим, выполняется 
ли численная эквивалентность при наличии перекрестного ограничения. 
Пусть Е* — ковариационная матрица ошибок размера 2 x 2  для систе­
мы из двух уравнений, полученной при исключении одного уравнения 
из системы (4.7.15). Это соответствующая подматрица ковариационной 
матрицы ошибок Е  размера 3 x 3 .  (Например, если исключить третье 
уравнение, то тогда Е* — ведущая подматрица размера 2 x 2  матрицы Е 
размера 3 х 3.) Чтобы реализовать оценивание методом случайных эф­
фектов, нам необходимо найти состоятельную оценку (Е*) матрицы Е. 
Существуют два способа вычисления Е*:

•  (OLS-оценивание каждого уравнения.) Оцените два уравнения 
по отдельности, таким образом игнорируя перекрестное ограниче­
ние, а затем используйте полученные остатки для вычисления Е*. 
Равносильно можно произвести раздельное OLS-оценивание трех 
уравнений и использовать полученные при этом остатки для вы­
числения Е  (оценки ковариационной матрицы Е размера 3 х 3), 
а затем извлечь необходимую подматрицу матрицы Е. Если мат­
рица Е* вычисляется подобным образом, то численная эквивалент­
ность гарантирована (вы проверите это в эмпирическом упражне­
нии), и не имеет значения, какое из уравнений системы исключать.

• Получите Е* с помощью некоторого метода, учитывающего пере­
крестные ограничения, связывающего разные уравнения (например, 
объединенного OLS, примененного к системе, приведенной к форме 
с общими коэффициентами). Численная эквивалентность в этом 
случае не гарантируется.

Численная эквивалентность выполнена в случае применения OLS 
для каждого уравнения по отдельности, поскольку матрица Е, из которой 
извлекается Е*, является вырожденной в конечных выборках. В боль­
ших выборках оценка Е* становится состоятельной, и, даже если Е* 
получается не из OLS-оценивания уравнений по отдельности, это вза­
имоотношение между Е* и Е выполняется асимптотически, так как 
матрица Е  вырожденная. То есть инвариантность выполняется асимпто­
тически, если Е* состоятельна. В частности, асимптотическая дисперсия 
оценок параметров не зависит от выбора исключаемого уравнения.
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Результаты

Рассмотренная в главе 1 работа Нерлова использовала кросс-секционные 
данные за 1995 год для компаний США, занимающихся производством 
и распределением электроэнергии. [Christensen and Greene, 1976] ана­
лизировали похожие данные за 1970 год для 99 фирм, используя при 
этом источники данных, которые позволили им получить более точ­
ные меры для уровня заработной платы и цен на топливо (см. пара­
граф V их работы для более подробного ознакомления). Их набор данных 
включает информацию о долях затрат на факторы, так что уравнения 
для долей затрат можно оценить. Средние значения и стандартные от­
клонения для некоторых переменных из их набора данных представлены 
в табл. 4.3, из которой видно, что в общих затратах на производство 
электроэнергии значительную долю составляют затраты на топливо.

Таблица 4.3

Простые статистики (объем выборки = 99)

Среднее
Стандартное отклонение

Производство 
электроэнергии, 

млрд кВт/ч 
9,0 
10,3

Доля затрат Доля затрат Доля затрат 
труда капитала на топливо

0,141 0,227 0,633
0,059 0,062 0,092

Для расчета £* мы используем остатки, полученные после OLS-оцен- 
ки каждого уравнения по отдельности, так что оценки, получаемые ме­
тодом случайных эффектов, численно инвариантны к выбсфу удаляемого 
уравнения. Эти оценки приведены в табл. 4.4 наряду с £ , полученной 
в результате применения OLS ко всем уравнениям по отдельности. Ин­
декс фактора производства j  равен 1 для труда, 2  — для капитала и 3 — 
для топлива. Некоторые (на самом деле все) диагональные элементы 
матрицы оценок коэффициентов при ценах (7 jf.) положительны. То есть 
матрица не является отрицательно полуопределенной, что противоречит 
вогнутости1.

Даже если (тд.) не является отрицательно полуопределенной, соот­
ветствующие эластичности замещения, рассчитываемые по формуле (4.7.9), 
могут быть отрицательно полуопределенными. Поскольку эта формула 
выводилась в предположении отсутствия ошибок оптимизации, для Sj 
и лц, в этой формуле должны использоваться оценки долей затрат, а не

'Такое «тестирование» вогнутости может быть формализовано. Используя дельта­
метод, мы можем найти асимптотическое распределение характеристических корней 
(оуа). Нулевая гипотеза вогнутости состоит в том, что все эти характеристические корни 
неположительны.
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фактические доли затрат. Эластичности, усредненные по фирмам, приве­
дены в табл. 4.5. (Они являются внедиагональными элементами симмет­
ричной матрицы эластичностей замещения размера 3 х 3, которая была 
найдена таким образом.) Указанные три фактора производства явля­
ются субститутами, поскольку эластичности замещения положительны. 
Однако степень их взаимозаменимости намного меньше по сравнению 
с логлинейной технологией. Требование вогнутости нарушается даже 
для имеющихся данных: для 20 фирм из 99, представленных в выборке, 
матрица эластичностей замещения не является отрицательно полуопре- 
деленной. Монотонность, напротив, выполняется для рассматриваемого 
набора данных: оцененные доли затрат неотрицательны для всех факто­
ров производства и для всех фирм в выборке.

Таблица 4.4

Оценки методом случайных эффектов

Параметр Точечная
оценка

Стандартная
ошибка

t -значение

«1 -0,132 0,106 -1,25
С(2 0,318 0,085 3,75
аз 0,813 0,094 8,69
7п 0,084 0,020 4,19
712 -0,023 0,016 -1,46
7i3 -0,060 0,015 -3,92
722 0,122 0,020 6,19
723 -0,099 0,017 -5,75
7зз 0,159 0,023 6,90
7iQ -0,0211 0,0025 -8,55
72 Q -0,0086 0,0030 -2,87
7зо 0,0297 0,0037 7,98

£  полученная посредством поочередного
OLS-оценивания каждого уравнения =

' 0.00173  
-0 .0 0 0 1 7 1
-0 ,0 0 1 5 6

-0 ,0 0 0 1 7 1
0,00253

-0 .0 0 2 3 6

-0 ,0 0 1 5 6  
-0 ,0 0 2 3 6  .
0.00391

Таблица 4.5

Эластичности замещения

Труд—капитал Капитал—топливо Труд—топливо
0,17 0,29 0,27
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Контрольные вопросы

1. Выведите (4.7.6). Проверьте, что симметрия (7 j k) используется при выводе.

2. Выведите ограничения однородности (4.7.10). Указание: Для того чтобы 
транслогарифмическая функция издержек (4.7.1) была однородной первой 
степени по ценам факторов, необходимо и достаточно, чтобы для любого 
скаляра А Ф 0

з  ̂ з з
^ 2  °J loS(A ‘ Pj ) + о Ък  log (A • pj) log(A • pk)+
j =l i fc=i

1 '*'
+  (*q log(Q) + 27QQ(bg(Q))2 + 7jQ bg(A • pj) log(Q) =

j =i
3  ̂ 3 3

= bg(A) +  Oj log(pj) +  j E E  7jk log(Pj) log(pfc)+
j =i j=i*=i

1  ^
+  aQ log(Q) + ^KQQ(log(Q))2 + 7jQ bg(pj) log(Q).

3=1

3. (Вывод ограничений.) Используя ограничения в виде сумм (4.7.12), два 
из трех уравнений (4.7.13) и одно из трех уравнений (4.7.14), выведите 
два других уравнения в (4.7.14).

4. (Для OLS вырожденность соблюдается.) Рассмотрим OLS-оценивание каж­
дого из трех уравнений (4.7.15) по отдельности. Покажите, что получен­
ные оценки коэффициентов удовлетворяют ограничениям в виде сумм. 
Покажите, что ковариационная матрица ошибок размера 3 х 3, вычис­
ленная с помощью OLS-оценивания уравнений по отдельности, являет­
ся вырожденной. Указание: Пусть уьУг,Уз — n-мерные векторы трех 
зависимых переменных (где п — размер выборки), пусть X  — матри­
ца данных размера п х К, содержащая К  общих регрессоров (К = 4 
в (4.7.15)). Заметьте, что у\ + у 2 + у,з = 1. Оценки коэффициентов, по­
лученные при OLS-оценивании каждого уравнения по отдельности, равны 
(X 1 X ) -1 X 'y j,  j  = 1,2.3. Три вектора остатков размера nx  1 равны M yj, 
j  =  1,2.3, где М  = I n -  Х ( Х ’Х ) - 1Х '.

Набор задач для главы 4
Аналитические упражнения

1. (Представление 3SLS в матричном виде.) В модели 3SLS набор ин­
струментальных переменных одинаков для всех уравнений. Пусть 
К  — количество общих инструментов. Введем следующие опреде-
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ления:

У Х\ 1 •

Уп. • ' -ГпА'_
X  =пхК

II

ь
|

Z *

, z

'Zi

(71X /j jr i)
г '_nm_

Lm)

-------1
■<

N

S
Cm-:| Lm*-1)

' у Г "у 1т"

У =
(A/nxl)

У А/
■ Ут ~~ 

(пх 1)
_Утп_

’ «1 " -1т
в =  

(Д/nxl)
& А1

, £ т  
(пх 1)

_-пт_

Покажите следующее:

• Предположение 4.1 можно записать как у  — ZS  +  е.
• S  в (4.5.10) принимает вид S  =  £  ^  „ Х 'Х .
• S3SLS=[Z/( ^ ~ l0 P )Z } - lZ ,{'E-l(?iP)y, где Р  = Х ( Х 'Х ) - 1Х '.

•  Avar(^3SLs) =  п ■ [Z '(£ -1 $0 P )Z}~].
•  A mh в (4.5.13) принимает вид A mh =  n^mPZh-
•  Cmh в (4.5.14) принимает вид cmh -  у^ 'тРуи-
• . / ( t e .  5 - 1) =  (у -  Z dasu sY it-' 0 Р )(у  -  ZdssLs).

Указание:

-  Т  Xix’i =  - Х 'Х ,  sX!/ =  ( / А/ (» Х )'у , S xz = -(1 м  к  X ) 'Z . п п Г)i=l
Используйте формулы (А. 11) и (А.13)-(А.15) приложения А.

2. (Представление в матричном виде SUR, RE и объединенного OLS.)

(а) Докажите, что (4.5.13) сводится к (4.5.13') (на с. 309), а (4.5.14) 
сводится к (4.5.14') при предположении SUR (4.5.18). Указа­
ние: Если Р  = Х ( Х 'Х ) - 1Х ', то A mh =  ±Z'mP Z h.c mh = 
=  й ^ т -Р У /г *  P Z m =  Zm, Z1n, если столбцы Z m сформированы 
из столбцов X .
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(b) Покажите, что для SUR

оценка =  [Z '(S _1 Я I n)Z \~xZ \ f r l Z l n)y, 
ее Avar =  п • \Z '(J T X Z 1пЩ ~ х.

(c) Пусть (только для этой части вопроса) z;m =  х i для всех т. 
Тогда Z  =  1д/ я  X .  Покажите, что SUR сводится к оценке 
многомерной регрессии

Проверьте, что т -й А'-мерный блок этого Л/А'-мерного векто­
ра -  это ( Х 'Х ) - хХ 'у т.
Теперь определим Z  так:

Z  = \ • (* )
(MnxL)

_Z,M_

Тогда предположение 4.1' (линейные уравнения с общими ко­
эффициентами) может быть переписано как у  =  ZS  +  е ,  где 
у  и £ — те же, что и в аналитическом упражнении 1, и S — 
L-мерный вектор общих коэффициентов.

(d) Покажите, что для оценки методом случайных эффектов верны 
формулы, выведенные вами в пункте (Ь) для SUR, и Z  опре­
деляется как в (*). Указание: Эта оценка приведена в (4.6.8), 
а ее Avar — в (4.6.10). Используйте формулу (А.8) приложе­
ния А.

(e) Покажите, что

Spooled OLS В (4.6.11) =  (Z ’Z ) - lZ 'y .

Avar {Spooled o l s ) в (4.6.14) =  n  ■ ( Z 'Z ) - '[ Z \ t  Z  I n)Z}(Z 'Z )-

(f) В матрице Z  размера M nxL , определенной в (*). строки упоря­
дочены сначала по номерам уравнений (т), а затем по наблю­
дениям (/). Теперь упорядочим строки сначала по наблюдениям 
(г), что приведет к переопределению Z:

Z x
Z  =

{MnxL)
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где Zi(i =  1 ,2 , . . . ,  п) — матрица размера М  х L, определенная 
в (4.6.15). Перегруппируйте ряды у  и е аналогичным образом:

У1 £1
£ =

Уп_
(A/nxl)

Как изменятся формулы для RE и объединенного OLS, которые 
вы вывели в пунктах (d) и (е)?

3. (GLS-интерпретация SUR и RE.) SUR-модель состоит из предполо­
жений 4.1-4.5, 4.7 и (4.5.18) (что х\ =  объединение (z ; i , . . .  ,гш )). 
Уточним модель усилением предположения 4.3 (условия ортого­
нальности) следующим образом:

E(cim\z u , . . . .  z iM) =  0 (m =  1 . . . . ,  A/), 

а предположение 4.2 (эргодическая стационарность) как i.i.d.

{Уг1 ■, ■ • • 1 ViM > z i 1 > • • • i z iM }•

(a) (Просто.) Объясните, почему эти предположения являются бо­
лее строгими.

(b) Пусть е(М п  х 1) и Z (M n  х £ )т £ то) определяются так же, 
как и в аналитическом упражнении 1 выше. Покажите, что 
в уточненной модели выполнено

E (e|Z ) =  0 и E (ee '|Z ) =  £

Указание: Сначала необходимо показать, что Е(е;т  |Z ) =  0. 
Блок (m .n) матрицы E (ee '|Z ) — это E (e,„e)JZ). Необходимо 
показать, что эта матрица равна ггт /,1п.

(c) (Свойства SUR в конечных выборках.) Пусть матрица £  из­
вестна, так что состоятельные оценки amh в формулах SUR 
в утверждении 4.6 можно отождествить с истинными значени­
ями amh.

(i) Проверьте, что эта модель удовлетворяет предположени­
ям GLS параграфа 1.6 (то есть предположениям 1.1-1.3 
и (1.6.1)) с объемом выборки Мп.

(п) Проверьте, что SUR-оценка является GLS-оценкой. Ука­
зание: В качестве X  в параграфе 1.6 здесь выступает Z. 
Покажите, что a l V  здесь принимает вид S » / „ .  Исполь­
зуйте ваш ответ в пункте 2(b).
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(ш) Проверьте, что SUR-оценка является несмещенной в ко­
нечных выборках, то есть E(<5sur -  <S|Z)  =  0.

(iv) Выражение для Var($suR|-Z) приведено в утверждении 1.7 
параграфа 1.6. Покажите, что

Avar(<5suR) =  plim п ■ Var(<5SUR|-^)-
п—>ос

Указание: С учетом того что Е (ее '|Z) =  матрица
Var(5suR|-Z’) является обратной к матрице, (m.,h) блок 
которой равен amhZ'mZ h. Z'mZ h = z imz'ih.

(d) (Свойства RE в конечных выборках.) Наложим теперь на мо­
дель условие, состоящее в том, что вектор коэффициентов оди­
наков для всех уравнений, и Z  определяется как в (*) ана­
литического упражнения 2. Как и в (с), предположим, что £  
известна, так что состоятельная оценка дт  ̂ в формулах RE 
утверждения 4.7 может быть заменена истинным значением
®mh •

(i) Проверьте, что такая модель с общими коэффициентами 
удовлетворяет предположениям GLS параграфа 1.6. В част­
ности, предположение 1.1 может быть переписано как у  = 
= Z6  + е, где у  и е — те же, что и в аналитическом 
упражнении 2.

(ii) Проверьте, что оценка методом случайных эффектов яв­
ляется GLS-оценкой.

(ш) Проверьте, что оценка методом случайных эффектов яв­
ляется несмещенной в конечных выборках.

(iv) Покажите, что

А у а г ( < 5 к г Л  =  p l i m  п • V a r ( < 5 R [ . ; | Z ) .

п —У Х

Указание: Var(<5/?/.-|Z) — обратная к матрице

4. (Стандартные ошибки, полученные при использовании GMM от­
дельно для каждого уравнения и при использовании GMM для не­
скольких уравнений.) В параграфе 4.4 мы показали, что Avar эф­
фективной оценки, полученной применением GMM к каждому урав­
нению по отдельности, не меньше (в матричном смысле), чем Avar 
эффективной оценки, полученной применением GMM для несколь­
ких уравнений. В этом упражнении мы покажем, что то же самое 
верно и для Avar. Пусть S  и S xz те же, что и в (4.3.2) и (4.2.2) 
соответственно.
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(a) (Тривиально.) Проверьте, что при соответствующих предполо­
жениях является состоятельной оценкой асимп­
тотической дисперсии эффективной GMM-оценки для несколь­
ких уравнений. Что это за предположения?

(b) Пусть дт — эффективная GMM-оценка 6т для одного урав­
нения, а д  — вектор, сформированный как (<5i,. . . ,  дЛ1). S — 
эффективная оценка для <5, получаемая GMM для каждого 
уравнения в отдельности. Покажите, что Avar(<5TO) состоятель­
но оценивается посредством

(c) Проверьте, что (*) — это блок (т, т) матрицы

(S'xzW S xz)-'S 'xzW S W S v Z{S'xzW S xz) - \  (**)

где УУ — блочно-диагональная матрица, т -й диагональный 
блок которой — это W mm.

(d) Утверждение 3.5 — это алгебраический результат, который при­
меним не только к теоретическим моментам, так что из него 
следует, что

(**)>(S'XZS - 'S XZ) - 1.

Считая это известным, покажите следующее: если одни и те 
же остатки используются при вычислении W  для GMM, при­
меняемого к уравнениям по отдельности, и при вычислении S  
для GMM для нескольких уравнений, то тогда для каждого ко­
эффициента стандартная ошибка, полученная при применении 
эффективного GMM для нескольких уравнений, не превыша­
ет стандартной ошибки, полученной при применении GMM 
к уравнениям по отдельности. Указание: Стандартные ошиб­
ки — это квадратные корни из диагональных элементов оце­
ненной асимптотической ковариационной матрицы, деленные 
на объем выборки.

(e) Сохраняются ли результаты, полученные в (d), если модель 
неправильно специфицирована в том или ином отношении? Ука­
зание: То, что вы доказали, является алгебраическим резуль­
татом.
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(f) Выполните шаги (a)-(d) для FIVE и для 2SLS, применяемого 
для каждого уравнения отдельно. Указание: Для этого необхо­
димо только переопределить S  и m -й диагональный блок W mm 
матрицы W \ W mm для 2SLS — это матрица, обратная к

a S  для FIVE — это (4.5.3).

5. (Идентификация и ограничения, связывающие разные уравнения.) 
Рассмотрим уравнение заработной платы для 1969 и 1980 годов:

Условия ортогональности записываются следующим образом:

E(e-ii) =  0, E (e i2) =  0, Е (М Ш >^,) =  О, E{MEDi£i2) = 0.

Пусть в нашем распоряжении имеется случайная выборка для пе­
ременных (LW69, LW80, S69, S80. IQ, MED).

(a) Является ли уравнение для L\V(S9 идентифицируемым, если 
рассматривать его в изоляции от других? Указание: Проверьте 
для уравнения L W 69 порядковое условие идентифицируемо­
сти.

(b) Запишите указанные четыре условия ортогональности в терми­
нах (Д). /Д./Д) как систему уравнений, линейных по /Д Сколько 
уравнений получилось? Запишите ранговое условие идентифи­
цируемости в терминах соответствующих перекрестных момен­
тов. (Этот пример показывает, что даже если каждое уравнение 
системы неидентифицируемо, если рассматривать его в изо­
ляции, система может быть идентифицируемой благодаря на­
личию перекрестных ограничений, требующих, чтобы ,8 были 
одинаковыми для всех уравнений.)

(c) Покажите, что система не может быть идентифицируемой, если 
IQ  и M ED  не коррелированы между собой.

6. (Дополнительное.) Докажите утверждение 4.1. Указание: Обоб­
щите доказательство утверждения 3.2. 7

7. (Численная эквивалентность 2SLS и 3SLS.) Пусть набор инстру­
ментов в системе уравнений yim =  Z'imS,„ +  ецп (i = 1 ,___«;

LW69i — Д) + /Д ■ S69i + Д> • IQ, + 
LW80i = Д) + /Д • S80i + /Д • IQi + г̂2-
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т =  1— ,М )  одинаков для всех уравнений (то есть Х{т =  Xi). 
(Здесь и далее предполагается, что все условия применимости 3SLS 
выполнены.)

(a) Если в правых частях всех уравнений стоят одни и те же пе­
ременные (то есть Zim =  Zi), то оценки 2SLS и 3SLS численно 
совпадают. Докажите это. Указание: Пусть В  = 
3SL.S-ou.eHKa — это (4.2.3), где S xz = 1м & B , W  = £ _1
Sxx =  Й E i  x ix i-

(b) Если ошибки не являются условно гомоскедастичными, то оста­
ется ли верным результат пункта (а) для GMM-оценки для каж­
дого уравнения по отдельности и для GM M -оценки для всех 
уравнений вместе? Указание: Нет. Почему? Можете ли вы 
записать S~] в виде Кронекерова произведения без предполо­
жения об условной гомоскедастичности?

8. (SUR — это больше, чем предположение о предопределенности ре­
грессоров в каждом из уравнений.) Рассмотрим оценивание систе­
мы из А/ уравнений: yim =  z'imSm+£im (г =  1___,n ;m  =  1___ ,Л /).
Условия ортогональности: Е (ztm ■ £im) =  0 (in — 1 ,2 ,. . . .  М).

(a) Сводится ли эффективная G M M -оценка S(S~l) для несколь­
ких уравнений к OLS-оцениванию каждого уравнения отдель­
но? Изменится ли ваш вывод, если ошибки условно гомоскеда- 
стичны? Указание: Каков размер Sxz? S?

(b) Объясните, почему эффективная GM M -оценка, которую вы вы­
вели в пункте (а) при предположении об условной гомоскеда­
стичности отличается от SUR? Указание: Разница в специфи­
кации условий ортогональности.

9. (Дополнительное, опасность совместного оценивания.) Взято из [Gre­
ene, 1997, р. 706]. Рассмотрим SUR-модель из двух уравнений:

Ун =  'Д-Г'П + 5 , 1 -  

Vi‘l =  ih x i2 +  Дз^гЗ +  = г2-

Для простоты предположим, что Е (с?,). Е (ел = /2) и E(=f2) извест­
ны. Предположим теперь, что вы применяете SUR, но ошибочно 
не включаете х а  во второе уравнение. Какое влияние это окажет 
на состоятельность оценки 3 \? Указание: Пусть х \ .  х?, жз, у \ . yo .e i
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и е2 — я -мерные векторы соответствующих переменных и

d =

У —

О 
®з

У1 
У2

0  =

£ = £i 
£ 2.

Е  =

X  = ®1
О

Е ( 4 )
E(£i2£il)

О
®2j ’
E (£ ,'j£ i2 )'Е(4) J '

(Так что, например, X  — вектор размера 2п х 2, и 0 — вектор 
размера 2 x 1 . )  Покажите, что

(a) Указанная система двух уравнений может быть записана как 
У — Xf3 + 0з • d + £.

(b) SUR-оценка 0  в случае, когда переменная .т,з ошибочно пропу­
щена, равна:

0 S V R  =  [ х ' ( Е ~ 1 0  I n ) x ]  ~l х ' ( Е ~ 1 ®  1 п ) у .

(c) Используя формулы (А.6) и (А. 7) приложения А, покажите, что

/ 3 s u r  —  0  + 03 ■ a  + b ,  

где

1 _п _

n

- j

г= 1

&12-  У 2 х ^ п77. i — i i= 1

i = 1

а22Тг X^ i 3  
i= 1

71

Tilt,*"
i=]

n

'z’ ' ®i2 îl 
j.= l

i~ \

2 — 1
n ( 1 »

+ 0 12~ У 2 х ц £ г2

i= 1

1=1 
1 n

+  <УП -  У 2  X i2£i-2
i= 1

(d) Докажите, что plirab = 0. Будет ли plim a =  О?

10. (По желанию, добавление точно идентифицируемых уравнений не уве­
личивает эффективность.) Рассмотрите модель 3SLS с двумя урав­
нениями, в которой второе уравнение идентифицируемо точно (то есть 
L ‘2 = X). Пусть <5i,3sls — это SSLS-оценка коэффициентов первого 
уравнения, а <5i.2sls — это 2SLS-oueHKa этих же коэффициентов.
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(a) Запишите Avar(<5i.2SLs) в терминах ац  и А ц ,  определенной 
в (4.5.16).

(b) Покажите, что Avar(5i.3sLs) =  Avar(<5i,2sLs)- Указание: Ис­
пользуя формулу Фробениуса для нахождения обратной матри­
цы для блочных матриц (см. формулу (А. 10) приложения А), 
запишите левый верхний (размера L\ х Ь\) блок Avar(<5i,3sL,s) 
как G -1 , где

/Ш2 , _21 \
G  =  СГП A n  -  f ---^25---  \ А 12А 22 А.21.

Но в соответствии с (4.5.16)

=

=  E ( « i i ® ,i ) [ E ( a ; i* ,i ) ] _1  E (a : i z ' 2 ) [ E ( z i2® ') [E ( * i * i ) ] _1 Е ( ж г 4 > ) Г '  x  

x E(zi2Xi)[E(zi2x ,i)]-1 * * * E fa z b )  =

=  E(2:jl®-)[E(a:ia:i)]“ 1 E (*t*il)
(так как #Zi2(= L2) = # X i ( -  К ))
= A n .
Таким образом,

G = T22
An
(Til ‘

/ a vi .0-214
(потому что a n -  ( — ^ — ) =  l /vn)-

(Линейные комбинации условий ортогональности.) Для модели с не­
сколькими уравнениями из утверждения 4.7 выведите эффектив­
ную GMM-оценку, которая использует следующие условия ортого­
нальности:

E(-z;i • =ц + • • • +  z m  ■ еш ) = 0 . (1)
Указание: Выборочный аналог левой части этих условий ортого­
нальности выглядит следующим образом:

1 n i «
gn(S) = -  У" zn  ■ уп +  • • • +  -  У ]  ZiM ■ yiM- n n "

i = \  г= 1

/  i " i n \
“  [ n l L Z u ' z ^  + " ' + n ^  ZiM ' Z'M  ) S'

Количество условий ортогональности равно количеству коэффици­
ентов. Эффективная GMM-оценка является IV-оценкой, которая 
является решением gn(S) = 0.
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Эмпирические упражнения

В файле GREENE.ASC содержатся данные по следующим переменным: 
Столбец 1: идентификатор фирмы в выборке Нерлова 1955.
Столбец 2: издержки в миллионах долларов в ценах 1970 года. 
Столбец 3: выпуск в миллионах киловатт-часов.
Столбец 4: цена трудовых ресурсов.
Столбец 5: цена капитала.
Столбец 6: цена топлива.
Столбец 7: доля издержек на труд.
Столбец 8: доля издержек на капитал.
В выборке 99 наблюдений. Доля издержек на топливо может быть 

вычислена как единица минус сумма долей издержек на труд и на капи­
тал. Эти данные были использованы в работе [Christensen and Greene, 
1976].

В тексте третье уравнение системы (для доли затрат на топливо) 
не использовалось при оценивании модели со случайными эффектами. 
Чтобы проверить, что результаты будут численно одинаковыми, не ис­
пользуйте второе уравнение (для доли затрат на капитал) и устраните 
(7 1 2 , 7 2 2 -732) ПРИ введении ограничения однородности. Результатом этого 
будет система из двух уравнений:

am =  оц +  7 j 1 log(р 1 / Р‘2) -I- 7i3 bg(P3/P2) +  7iQ bg(<2) +  =i 
(доля издержек на труд).

А'з =  «з +  731 b g (p i/p 2) +  7зз l<>g(p.3/P2) +  7зq log(Q) +  £3 

(доля издержек на топливо).

Назовем это системой без ограничений. Система с ограничениями 
накладывает условие симметричности 713  =  -731 на систему уравнений 
без ограничений.

(a) Проверьте, что вы можете воспроизвести значения простых выбороч­
ных статистик, приведенные в тексте.

(b) (Совпадение численных результатов.) Оцените модель со случайны­
ми эффектами (то есть многомерную регрессию при ограничении, 
связывающем разные уравнения системы) для системы с ограниче­
ниями. Сможете ли вы воспроизвести оценки коэффициентов, при­
веденные в тексте? Вы должны сначала применить OLS к каждому 
уравнению системы без ограничений по отдельности, чтобы вычис­
лить £*. (Замечание относительно вычислений: запрограммировать 
совместное распределение гораздо проще, используя программные 
модули, такие как TSP и RATS. Однако эти программные модули 
не выдают статистику Саргана для SUR.)
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Набор задач для главы 4

Совет для пакета GAUSS : Оценка модели со случайными эффек­
тами может быть получена с помощью операций над матрицами дан­
ных, но мы советуем использовать циклы «do». Используйте (4.6.8') 
на с. 321.

Совет для пакета RATS: Используйте процедуру NLSYS, которая 
разработана для нелинейных уравнений, но которая может быть так­
же использована для линейных уравнений. Она может также быть 
использована для вычисления £* , как это сделано в следующих 
кодах:

О ценивание м одели  с  исклю чением  у р ав н ен и я  д л я  доли  
з а т р а т  н а  к а п и т а л
* О п р ед ел и те  парам етры
n o n l i n  a l  a f  g l l  g i f  g f l  g f f  g l y  g f y
* О п р ед ел и те  с и с т е м у  и з  2 у р ав н ен и й
f r m l  l a b o r  s i  = a l + g l l * l o g ( p l / p k ) + g l f * l o g ( p f / p k )  
+ g ly * lo g (k w h )  f r m l  f u e l  s f  =
a f + g f l * l o g ( p l / p k ) + g f f * l o g ( p f / p k )  + g f y * lo g ( kwh)
* З а д а й т е  н ач альн ы е зн а ч е н и я  д л я  п а р а м е тр о в  
co m p u te  a l = a f = g l l = g l f = g f l = g f f = g l y = g f y = 0
* Т еп ер ь  о ц е н и те  м ногомерную  р е гр е с си ю
* б е з  о гр а н и ч е н и й , связываю щ их р азн ы е  у р а в н е н и я  
си стем ы .
n ls y s te m ( o u t s ig m a = s ig m a h a t )  /  l a b o r  f u e l

Здесь s ig m a h a t  — матрица S* размера 2 x 2 .  Оценивание этой 
матрицы производится с помощью следующих кодов:

* Т еп ер ь  в в е д и т е  о гр а н и ч е н и я , связываю щ ие р азн ы е  
у р ав н ен и я  си стем ы ,
* на у р а в н е н и е  д л я  доли  з а т р а т  н а  то п л и во  ( s e t  g f l = g l f )
* О п ред ели те  п ар ам етр ы .
n o n l i n  a l  a f  g l l  g i f  g f f  g l y  g f y
* В вед и те  у с л о в и е  сим м етрии .
f r m l  f u e l b  s f  = a f + g l f * l o g ( p l / p k ) + g f f * l o g ( p f / p k )  
+ g fy * lo g (k w h )
* М ногомерная р е г р е с с и я  с ковар и ац и о н н о й  м атр и ц ей ,
* вы чи сляем ой по о с т а т к а м , полученным
* при оценивании модели OLS д ля  каж дого уравнени я 
в о т д е л ь н о с т и .
n l s y s te m ( i s ig m a = s ig m a h a t )  /  l a b o r  f u e l b
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Глава 4. Обобщенный метод моментов для систем уравнений

Совет для пакета TSP. Пример кодов TSP, которые выполняют то 
же самое, что и коды RATS выше:

? О ц ен и те с и с т е м у  б е з  у р а в н е н и я
? д л я  д о л и  и зд е р ж е к  н а  к а п и т а л .
f r m l l a b o r  s l = a l + g l l * l o g ( p l / p k ) + g l f * l o g ( p f / p k )
+ g l y * l o g ( k w h ) ;
f r m l  f u e l  s f = a f + g f l * l o g ( p l / p k ) + g f f * l o g ( p f / p k )  
+ g f y * l o g ( k w h ) ;
? П олож ите зн а ч е н и я  п а р а м е т р о в  равными н улю , 
p aram  a l  a f  g l l  g i f  g f l  g f f  g l y  g f y ;
? М н огом ерн ая  р е г р е с с и я  б е з  си м м ет р и и , 
s u r  l a b o r  f u e l ;
? О ц ен и те к ов ар и ац и он н ую  м а т р и ц у  ош ибок п о  о с т а т к а м ,  
m form  s ig m a h a t= 0 c o v u ;
?
? О ц ен и те м н огом ер н ую  р е г р е с с и ю
? с  о г р а н и ч е н и е м , связывающ им р а зн ы е у р а в н е н и я  с и с т е ­
мы.
? В в е д и т е  у с л о в и е  си м м ет р и и .
f r m l f u e l  s f = a f + g l f * l o g ( p l / p k ) + g f f * l o g ( p f / p k )  
+ g f y * l o g ( k w h ) ;
? М н огом ерн ая  р е г р е с с и я  п ри  у с л о в и и  си м м ет р и и . 
I s q (m a x it w = 0 ,w n a m e = s ig m a h a t )  l a b o r  f u e l ;

Это дает RE-оценку семи свободных параметров

<*ь <*з» 7i 1 » 713- 733» l i Q - 730-

Используйте, как объяснено в тексте, ограничения в виде сумм, одно­
родности и симметрии, чтобы вычислить точечные оценки и их стан­
дартные ошибки для оставшихся восьми параметров. Этому должна 
помочь программа ANALYZ в TSP.

(c) (По желанию для пользователей программы GAUSS.) Вычислите
статистику Саргана. Указание: Используйте формулу из утвержде­
ния 4.7. Вектор Xi должен быть таким: константа, In (р (/;>)), 1п(рз//>2), 
ln(Q). Для S* используйте оценку, полученную из системы без огра­
ничений. 8ху = % х ‘ и s xz = Tl YJi=iz i х  х г■ Значение
статистики должно быть равным 0,63313 с р-значением 0,42621.

(d) (Проверка симметрии.) Учитывая, что статистика Саргана равна 
0,63313, произведите тестирование следующей гипотезы. Пусть под­
держиваемая гипотеза — система без ограничений. Нулевая гипотеза 
состоит в выполнении ограничения симметрии 713  =  7 3 1 . Указание:
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Ответы на избранные вопросы

Согласно утверждению 3.8 разность между статистиками Саргана 
при наличии и при отсутствии симметрии имеет асимптотическое 
распределение хи-квадрат. Чему равна статистика Саргана для си­
стемы без ограничения?

(е) (Тест Вальда на симметрию.) Проверьте ту же нулевую гипотезу 
с помощью статистики Вальда. Таким образом вы проверяете огра­
ничение симметрии в системе без ограничений. Проверьте, что эта 
тестовая статистика численно равняется статистике Саргана для си­
стемы с ограничениями, которую вы оценивали в пункте (Ь).
Совет для пакета TSP: Просто вставьте строчку 

a n a ly z  w a ld  w a ld = g l f - g f l ;

сразу после кодов для оценивания без ограничений.

(О Используя оценки параметров, полученные в пункте (Ь), рассчитайте 
среднюю по 99 фирмам эластичность замещения труда капиталом. 
У вас получился тот же результат, что в тексте?

Ответы на избранные вопросы
Аналитические упражнения

ЗЬ.

E(s'im\%) ~
=  E ( c i m \Z\] .  • • • • Z I M  > z 2l-  • • • • Z 2M > • • • • z n \ • • • • • z nM  )  =

(по определению Z)
= E(c,„,\z]\. —  z \m ) (по предположению i.i.d.) =
= 0 (по усиленным условиям ортогональности).

Элемент (■/, j) квадратной матрицы Е(е,„£^|Z)  размера п х п — это 
E(c;mcjh|Z). По предположению i.i.d., он равен нулю для j  Ф i. 
Для j  = i

Е(спггг(7)\Z) =
- E(SimSih\zn....... Z\M. Z21- ■ ■ ■ Z2,\f-----, Zn\ . -----Z,,Д/) =

= imsih\zj\— ,г,д/) (по предположению i.i.d.).

Поскольку x im — xu a Xi — это набор (zu__ .z^u) в модели SUR,
предположение условной гомоскедастичности (предположение 4.7) 
гласит, что E(sim£ih\zn . . . . .  z m ) =  crmh-
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5Ь.

1 Е (S69) Е  ( IQ )
(h
[3\
вп

1 Е (S80) Е  т
Е  {MED) Е (S69 ■ MED) Е (IQ • MED)
Е  {MED) Е (S80 ■ MED) Е (IQ ■ MED)_ р 2ш

Е  (LW69) ' 

Е  (LW80)
Е (LW69 ■ MED) 

Е {LW80 ■ MED)_

Условие идентифицируемости системы состоит в том, что матрица 
коэффициентов размера 4 x 3  имеет полный столбцовый ранг.

5с. Если IQ и MED не коррелированы между собой, то тогда Е (IQ ■ 
MED) = Е (IQ) ■ Е (MED) и третий столбец матрицы коэффициен­
тов равен Е (IQ), умноженному на первый столбец. В этом случае 
матрица не может иметь полный столбцовый ранг.

6 -  £гт =  Vim Zjm 8ni  =  ~ г т  ^ i m(8щ 8 гп)•  П О Э Т О М У

~ ~ ~ ^т)][£гЛ ~ z'ih(6h -  5*)] — (1) +  (2) +  (3) + (4),
г=1

где

а )
1 ” = 1 Е

г = 1

(2) = ~(8т
1 Г!

— 8т) — у Zjm • zih- 
г-1

(3) = ~(8h ■
1 ”

~ 8h) — У Zih ■ Sim,п ~  г = 1

(4) =  (8т - 8т) ZimZih^ (Sh — Sfr).

Как обычно, по предположению 4.1 и 4.2, (1) -э р <тт /г(=
Для (4), согласно предположению 4.2 и предположению о том, что 
E(zjmz'ih) конечно, Т z imz'ih сходится по вероятности к (конеч­
ной) матрице. Таким образом, (4) — 0.

Что касается (2), то по неравенству Коши —Шварца 

E (|2j, ^ / Е ( г ^ ) . Е ( 4 ) ,
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где Zimj — j - й элемент Zim. Тогда Е (z;m • ~\и) конечна и (2) - э р О, 
потому что дт — 6т —>-р 0. Аналогичным образом (3) —»р 0.
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Глава 5. Панельные данные

Лонгитюдные (longitudinal), или панельные {panel), данные пред­
ставляют повторные наблюдения для некоторого набора кросс-сек­
ционных единиц. Как предполагает название, панель имеет два из­
мерения, одно — для кросс-секционных единиц, второе — для на­
блюдений. Второе измерение обычно является временем, но быва­
ют и исключения. Например, кросс-секционная выборка близнецов 
является панелью, в которой вторую размерность образуют братья 
и сестры. В этой главе должно приниматься во внимание различие 
между кросс-секционными единицами и наблюдениями — терми­
нами, которые до сих пор использовались как синонимы. Когда 
это будет уместно, мы будем использовать для кросс-секционной 
единицы термин «группа».

Во многих приложениях мы сталкиваемся с моделью компо­
нент ошибки (error-components model). В таких моделях ошибка 
в уравнении имеет компоненту, которая является общей для всех 
наблюдений (инвариантной к времени, если вторая размерность 
в панели является временем), но которая может не быть ортого­
нальной регрессорам. Существует доступный метод, называемый 
оценкой фиксированных эффектов, который позволяет нам оце­
нивать такую модель без помощи инструментальных переменных. 
Эта оценка и оценка случайных эффектов из предыдущей главы 
являются двумя основными методами в эконометрике панельных 
данных.

Необязательный параграф этой главы, параграф 5.3, показыва­
ет, как модифицировать оценку фиксированных эффектов, когда 
число наблюдений изменяется от группы к группе. В параграфе, 
посвященном приложениям, рассматривается эмпирика роста, те­
ма, которая в последнее время привлекает большое внимание.

Как выясняется, оценка фиксированных эффектов и другие 
оценки, рассматриваемые в этой главе, являются частными случа­
ями GMM-оценок при соответствующем преобразовании модели 
компонент ошибки. GMM-интерпретация оценки фиксированных 
эффектов продолжается в аналитическом упражнении к этой гла­
ве, где вам будет предложено найти оценку, которая будет асимп-
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5.1. Модель компонент ошибки

тотически более эффективной, чем оценка фиксированных эффек­
тов.

5.1. Модель компонент ошибки

Нашей отправной точкой является модель с несколькими уравнениями 
с одинаковыми коэффициентами из утверждения 4.7. Чтобы упростить 
обсуждение, мы предположим, что выборка является случайной. Это 
предположение выполняется для многих популярных панелей, таких как 
Panel Study of Income Dynamics (PSID) и National Longitudinal Survey 
(NLS). В этих панелях большое количество — сотни или даже тыся­
чи — кросс-секционных единиц извлечены из генеральной совокупности 
случайным образом.

Для этой ситуации случайных выборок предположения утвержде­
ния 4.7 можно переформулировать (см. (4.6.15) в отношении определе­
ния У; (М х 1). Zj (А/ х L), £; (А/ х 1)):

(система из М линейных уравнений) у, = Zj<5 + (5-1.1)
(случайная выборка) {yi.Z,} являются i.i.d., (5.1.2)

(«предположение SUR») Е(г;„, • е,-д) = 0 для m, h. = 1.2, . . . ,  Л/.
(5.1.3)

то есть Е(ег- & ж,) = 0. где ж* = (zu,__ 2,:л/).

(идентификация) Е(Zi S-Xi) имеет полный столбцовый ранг1, (5.1.4) 
(условная гомоскедастичность) Е(е,;е'|ж,) = Е(е,е') = Е. (5.1.5) 

(невырожденность Е(д,д')) Е(д,д') невырождена, где у, = е* ж,-.
(5.1.6)

Как отмечалось в параграфе 4.5, поскольку при условной гомоскедастич- 
ности Е(g/д') = Е £ Е(ж*ж'). (5.1.6) эквивалентно условию:

Е и Е(ж;ж') невырождены. (5.1.6')

При этих предположениях оценка случайных эффектов бщ;. определен­
ная в (4.6.8') на с. 321, является эффективной GMM-оценкой.

'Матрицу Е и  в предположении 4.4' можно записать как Е(Zt '<Xj)\ см. контрольный 
вопрос 4 в параграфе 4.6.
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Компоненты ошибки

Данная модель, очень часто использующаяся для панельных данных, 
одна из тех, в которых предполагается, что ненаблюдаемые ошибки гщ,, 
состоят из двух компонент:

~1т — "Ь 'Г)гт- (.ЬЛТ')
Первая ненаблюдаемая компонента о,, без индекса т и, следовательно, 
являющаяся общей для всех М уравнений в г-м наблюдении, называ­
ется индивидуальным эффектом (individual effect), индивидуальной 
неоднородностью (individual heterogeneity) или фиксированным эф­
фектом (fixed effect). Если мы определим

т
(М х 1)

ЦП

Шм

матричное представление системы из М уравнений будет иметь вид-.

или
Уг =  Z t8 +  1А/ • О!» +  Vi (i =  1 .2 . . . .  лг). (5. 1.1')

где 1 д/ является А/-мерным вектором из единиц.
Условие ортогональности (5.1.3) выполняется, если регрессоры систе­

мы ортогональны обеим компонентам ошибки, то есть если

и
Е (zim ■ а,-) =  0 для т = 1 .2 ......М (ЗА.За

Е(2гт • т/ih) =  0 для ni.h =  1 .2__ _М (ЗА.?

Однако во многих приложениях, которые используют панельные дани 
предположение (5.1.8а) не является разумным. Это потому, что фи 
рованный эффект представляет некоторую постоянную характерно 
индивидуальной экономической единицы, что иллюстрируется сл< 
щими примерами:

Пример 5.1 (производственная функция с неоднородностью < 
В логлинейной производственной функции (3.2.13) из параграфа 3 
положим, что эффективность фирм щ остается постоянной во \ 
Тогда уравнение для года т  имеет вид:

log(Qim) =  00 +  01 bg(Li,„) +  Uj +  1'inr
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где Qim является выпуском фирмы г в год т, L im является количеством 
затраченного труда в год т и vim является технологическим шоком в год 
тп. Это уравнение можно записать как (5.1.1'), полагая

Uirn =  l o g ( Q m ) ) >  z im =  ( 1 ;  l ° g ( - ^ ' i n i ) )  1 8 =  {Фо-,Ф\) ,  =  Щ,  Щт — Vjm.

Также
Xi = (1, log(Ln),. . . ,  log(LjAf))/.

При совершенной конкуренции индивидуальный эффект щ будет поло­
жительно коррелирован с количеством затраченного труда, поскольку 
эффективные фирмы, щ которых выше, чем их среднее значение, будут 
нанимать большее количество рабочей силы для расширения (см. форму­
лу (3.2.14)). Если г\1П представляет неожиданные шоки, которые являют­
ся непредвиденными для фирмы в момент выбора входных показателей, 
разумно предположить, что Vi,n не коррелирована с регрессорами.

Пример 5.2 (уравнение заработной платы): Для простоты удалим 
стаж из уравнения заработной платы в примере 4.2, но предположим, 
что. в дополнение к данным за 1969 и 1980 годы, доступны также данные 
за 1982 год. Предположим также, что коэффициенты при образовании 
и при IQ  остаются постоянными во времени, но константа от времени 
зависит (например, вследствие влияния на заработную плату делового 
цикла). С учетом декомпозиции ошибки (5.1.7), система из трех уравне­
ний принимает вид:

' LW69i =  0 , + eS69i + -v/Q, + щ +  r/a.
< LW80i =■ Ф 2 +  fiS80i +  7  IQj +  o ,  +  7̂ 2 ,

k LW82i — ф-$ +  3S82, +  7 / Q ;  +  a ,  +  77, 3 .

Как было отмечено в конце параграфа 4.6, даже если некоторое под­
множество коэффициентов изменяется от уравнения к уравнению, эту 
систему можно записать как несколько уравнений с общими коэффици­
ентами. В данном примере это достигается с помощью

z 'i\ '1 0 0 S69i IQi
Zi = z 't2 = 0 1 0 S80t iQi

z 'ii. 0 0 1 S82i IQi
Также

. 8' =  (Ф\,Ф‘2,Фз-Фгг)-

Xi  = ( 1 ,  S69i.S80i,S82iJQ iy.

(5.1.9)

Ошибка включает в себя детерминанты заработной платы, не учтенные 
переменными образования и IQ. Разумно предположить, что они разделя­
ются между перманентными чертами индивида (эта часть обозначается
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как at), которые влияли бы на выбор образования индивидом, и други­
ми факторами (эта часть обозначается как гцт), не коррелированными 
с регрессорами, такими как ошибки измерения в логарифме уровня за­
работной платы.

Групповые средние

К счастью, существует популярная оценка, называемая оценкой фикси­
рованных эффектов (fixed-effects estimator), которая робастна к нару­
шению предположения (5.1.8а), то есть которая является состоятельной, 
даже когда регрессоры не являются ортогональными фиксированному 
эффекту сц. Предваряя обсуждение в следующем параграфе, заметим, 
что эта оценка применяется к системе из М  уравнений, преобразованной 
из первоначальной системы (5.1.10. Матрица, используемая для преоб­
разования, является аннулятором, ассоциированным с 1м:

Q = 1м -  1л/(1л/1д/) 11д/ =
(Л/хМ)

= 1 м -  тт 1л/1л/ =

= 1м -

М 
1/М

1 /м

1/М

1/М
(5.1.10)

Что эта матрица делает — извлекает отклонения от групповых средних 
(deviations from group means). Например, умножение Л/-мерного вектора 
■у, слева на Q приводит к

Уг = QVi =
Уп -  Vi

ViM -  Уг
= V i -  1л/ • Vi' (5.1.11)

где
1 j «

»<т м  ‘ « и  “ л / Е »

является групповым средним (group mean) для зависимой переменной. 
Заметим, что это среднее по т, не по •/; оно специфично для каждой 
группы (/). Аналогично и с регрессорами: каждый столбец QZi является 
вектором отклонений для соответствующего столбца в Z,\
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Репараметризация

Неудивительно, однако, что робастность к нарушению (5.1.8а) имеет 
свою цену: некоторые из параметров модели могут стать неидентифи- 
цируемыми после такого преобразования посредством Q. Приведем два 
примера.

• Очевидный случай — коэффициент при переменной одинаков для всех 
уравнений. Например, IQi в примере 5.2 является общим регрес­
сором (см. (5.1.9)), так что столбец в Z*, соответствующий IQi 
(пятый столбец), равен 1 д/ • IQi, и пятый столбец в QZ* явля­
ется вектором из нулей. Следовательно, коэффициент при IQ, у, 
не может быть идентифицирован после такого преобразования. Что­
бы отделить коэффициент при общих регрессорах от остальных, 
пусть bi является вектором общих регрессоров, и запишем тогда 
М х L матрицу регрессоров Z; как

Zi = (Fi ':lMb,iy, (5.1.12)

вектор коэффициентов S разобьем соответственно:

6 = 0

7. '

Вектор коэффициентов 7 не может быть идентифицирован после 
преобразования.

• Также может случиться, что, в дополнение к 7 , некоторые коэффи­
циенты в /3 неидентифицируемы, и необходима репараметризация. 
Рассмотрим пример 5.2, где каждое уравнение имеет различные 
константы. Одну из констант нужно удалить из Fi и включить 
в bi, поскольку можно создать общую константу, беря линейную 
комбинацию констант, специфичных для каждого уравнения. Одна 
из репараметризаций определяет

T 0 S69i'
Fi = 0 1  S80i 0

* II <5 (5.1.13)
_ 0 0  S82t

так что

' 1 0 S69i 1 IQi'
Zi = 0 1 S80i 1 IQi ■ /3 =  (Pi — Ф2 — P.i- 3)', 7  = (Рз-тУ-

0 0 S82i 1 IQi
(5.1.14)
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В более общем случае условие идентификации для оценивания фик­
сированных эффектов состоит в том, что F, и bi определяются так, чтобы

Е(QFi$)Xi) имела полный столбцовый ранг, (5.1.15)
где ж * = объединение (zn , . . . ,  гш). Почему это является условием иден­
тификации? Потому что (как вы увидите более ясно в аналитическом 
упражнении 2) оценка фиксированных эффектов является частным слу­
чаем оценки случайных эффектов, примененной к преобразованной ре­
грессии Qy на QF. (5.1.15) является просто адаптацией условия иден­
тификации (5.1.4) к преобразованной регрессии.

С Z t, разделенной таким образом между Fi и bi, систему из М 
уравнений (5.1.1') на с. 354 можно записать как

y t = Fi(3 + 1М ■ Ь'7  + 1 Л/ • а, + Уг (г = 1 , 2 , . . . ,  п). или (
Vim = fimP + Ь'Л + аг + Щт (г = 1,2, . . . , Щ ГП = 1, . . . , М),

где f,'m является т-ц строкой в М одель компонент ошибки (error- 
components model) состоит из предположения (5.1.1") (М линейных урав­
нений), (5.1.2) (случайная выборка), (5.1.8) (предположение SUR с дву­
мя компонентами ошибки), (5.1.4) (идентификация), (5.1.5) (условная 
гомоскедастичность), (5.1.6) (невырожденность Е(gig[)) и (5.1.15) (иден­
тификация фиксированных эффектов). Мы включаем дополнительное 
условие идентификации (5.1.15) для оценивания с фиксированными эф­
фектами, так что обе оценки, случайных и фиксированных эффектов 
определены для той же самой модели.

Контрольные вопросы

1. (Проверка предположений утверждения 4.7.) Проверьте, что условия утвер­
ждения 4.7 удовлетворяются, когда выполнены (5.1.1)—(5.1.6). Покажите, что 
условие идентификации (5.1.4) выполняется, когда Е(жгж') невырождена. 
Указание: z,m является подмножеством х,. Таким образом, (5.1.4) является 
излишним.

2. (Неединственность репараметризации.) (5.1.13) не является единственной 
репараметризацией для примера 5.2. Если F, определяется как

F, -
0 О S69-
1 О S80, , 
О 1 S82t

то как следует определить 6/ и 6?
3. Без репараметризации F, в примере 5.2 равна:

1 0 0 S69,
0 1 0 S80i
0 0 1 S82/

с b, = lQj. Проверьте, что (5.1.15) не удовлетворяется.
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5.2. Оценка фиксированных эффектов
Формула

Как уже было отмечено, оценка фиксированных эффектов определяется 
для преобразованной системы. Умножая обе части (5.1.1") на с. 358 слева 
на Q и используя тот факт, что Q Im = 0, мы получаем

Qyi  =  QFj(3 + Qrji
или

yi = Fil3 + fji (■/ = 1 .2,...,n). (5.2.1)
где

Vi = Qyi, Fi =  QJ). ?7г = Q.rii. (5.2.2)
(Л/ x 1) (Л/х#/3) (A/xl)

Таким образом, фиксированный эффект а* и общие регрессоры выпада­
ют из преобразованных уравнений. Сформируем теперь объединенную 
выборку преобразованных уг и F; как

Ух
F  =

'Fi

( А / п х # / 3 )

Уп_ Fn.

(5.2.3)

Оценка фиксированных эффектов (fixed-effects estimator) для /3, обо­
значаемая как /Зрк, является объединенной OLS-оценкой, то есть OLS-оцен- 
кой, примененной к объединенной выборке (y.F) объема MN. Следова­
тельно,

0FE = ( F ' F ) - ]F ly  =
1 П i 1 Т1

i=1 г=1

~ ^(QFiYiQFi)} 1 ̂ (Q F i)\Q y i)  =
г =  Х

^■£FlQQFty 1^ F i Q Q Vt =

г =1 (=1

(поскольку Q симметрична и идемпотентна).

П

(5.2.4)

Подставляя верхнее уравнение (5.2.1) в (5.2.4), можно получить ошибку 
оценки как
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0П: - 1 3 = ^ ± Щ - ' 1 ± т  =
г=1 г=1

= (]; Е  X w y ' Z i O  *?<*»■ (5.2.5)
г'= 1 г=1

Будучи основанной на отклонениях от групповых средних, оценка 
фиксированных эффектов известна также как внутри-оценка (within 
estimator), или ковариационная оценка (covariance estimator). Другое, 
и, возможно, более популярное, ее получение заключается в применении 
OLS к уровням, то есть не в отклонениях, но со специфическими дамми 
для групп (г), добавленными к списку регрессоров. По этой причине эта 
оценка называется также OLS-дамми (least squares dummy variables — 
LSDV) оценкой. LSDV интерпретация позволяет нам увидеть, какие 
нужны дополнительные предположения для модели компонент ошибки 
при разработке теории конечных выборок для этой оценки. Это остается 
в качестве аналитического упражнения 1.

Свойства на больших выборках

Как вы докажете в аналитическом упражнении 2, оценку фиксирован­
ных эффектов можно также записать как GMM-оценку, что дает воз­
можность непосредственной разработки теории для больших выборок 
для оценки фиксированных эффектов, что подытоживается в утвержде­
нии 5.1 ниже. Доказательство этого утверждения, однако, можно выпол­
нить более просто, изучая выражение (5.2.5) для ошибки оценки.

Утверждение 5.1 (свойства оценки фиксированных эффектов на боль­
ших выборках): Рассмотрим модель компонент ошибки (состоящую 
из (5.1.1") на с. 358, (5.1.2), (5.1.8), (5.1.4)-(5.1.6) и (5.1.15)), но осла­
бим предположение SUR  (5.1.8), требуя только, чтобы

Е(/,-,„ • т)цг) =  0 д л я  в с е х  r n ,  h  (= 1,2.. . . ,  М ) .  (5.2.6)

где f ' m является m -й строкой F,.. Определим у\, F ,  и т), посредством
(5.2.2). Тогда:

(а) оценка фиксированных эффектов (5.2.4) состоятельна и асимптоти­
чески нормальна с

A v a r f e )  =  [E(F/F;)]_1E[F/EШ )Щ  [ В Д ' - Я ) ] . (5.2.7)
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(Ь) Эта асимптотическая дисперсия состоятельно оценивается как

Avar(A-E) =  ( 1  <5 2 -8)
г=1 г=1 г=1

где V  является вы борочной матрицей из перекрестных моментов 
преобразованны х остатков, связанны х с оценкой ф иксированны х эф ­
фектов:

' А *  > < 6 - а д . ) ' .  ( 5 .2 .9 )

Единственная нетривиальная часть доказательства состоит в том, чтобы 
показать:

(1) E(F/F;) является невырожденной (и, следовательно, обратимой).

(2) E(F'Qrji) = 0 (что нужно для состоятельности) и

(3) E(F'rji%Fi) (что является Avar для Щ ъ) = E[F/E(rj^).F}].

Оставшаяся часть доказательства является простым применением LLN 
Колмогорова и CLT Линдеберга — Леви.

Доказательство того, что из (5.1.15) следует (1), остается в качестве 
дополнительного аналитического упражнения.

Для доказательства (2) используйте формулу (4.6.16Ь) и перепишите 
математическое ожидание как

м м
E{F'Qr)i) = е ( £  ^ Qmhfim • т/ifc) =  (Ятк =  ('»• h) элемент Q)

m=l /i=l 
М М

= Y !  ^Q m hE ifim  ■ Пш)- (5.2.10)
771 =  1 /1 =  1

Оно равно нулю вследствие условий ортогональности (5.2.6).
Доказательство (3) заключается в следующем. Сначала заметим, что

^{F'(fjifj'tFi) = E[F' E(fjifj'i\xi)Fi].

(Это следует из закона полных математических ожиданий и того факта, 
что х ,  [= объединение ( г , ь . . . ,  z;a/)] включает в себя элементы из F* 
и Fi является функцией от Ft.) Но Е(щг\[\х^ равно безусловному сред-
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нему Е(щ%), поскольку

Е(Ы \Ъ ) = Е(£^'|ж;)
(так как е) = Qe* = Q {l\t ■ сц + Vi) = QVi = Vi)
= QE(£ie'i\xi)Q =
= QE(£;£-)Q (согласно (5.1.5)) =
= E (eje-) =
= E(viv ,i) (так как e) = fji). (5.2.11)

Беглый взгляд на выражение для асимптотической дисперсии дол­
жен побудить вас предположить, что существует какая-то другая оцен­
ка, которая является асимптотически более эффективной, потому что 
асимптотическую дисперсию эффективной оценки можно записать в виде 
обратной матрицы. В самом деле, как вы докажете в аналитическом 
упражнении 2, существует оценка, которая асимптотически более эф­
фективна, чем оценка фиксированных эффектов.

Отступление: когда щ является сферической

Обычно в модели компонент ошибки дополнительно предполагается, что 
вторая компонента ошибки v ; является сферической:

E( Vi Vi )  = <?рм- так что E{rjiVi) = <r*Q. (5.2.12)

Если, как во многих панельных данных, гп является временем, то это 
предположение часто называют предположением об «отсутствии сери­
альной корреляции». Отсутствие сериальной корреляции в этом случае 
не следует путать с условием, что гц не коррелирована с rjj для г Ф j. 
Последнее является следствием нашего поддерживаемого предположения 
о том, что выборка является i.i.d.

Подставляя это в (5.2.7) и замечая, что QFj = Fi, мы обнаруживаем, 
что выражение для асимптотической дисперсии упрощается до

А тагов) = ■ [ОД'Я)] . (5.2.13)

Если существует состоятельная оценка для а‘?г то эта асимптотиче­
ская дисперсия состоятельно оценивается как

A v arfe ) = • ( -  F ' i ^  " • (5.2.14)
г= 1

что равно п, умноженному на а* ■ (F 'F )~l, то есть н, умноженному 
на обычное выражение для оцененной матрицы дисперсии, когда OLS 
применяется к объединенной выборке (y-F) объема Мп.
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Чтобы расширить аналогию с OLS, определим SSR  как
П

SSR = ( у -  Fpm Yiy  -  FpFE) = ~ ~ Ш е)- (5-2.15)
t=i

В объединенной OLS на отклонения от групповых средних есть #/3 ко­
эффициентов, которые нужно оценить. Обычная OLS-оценка дисперсии 
ошибок равна:

- SSR-  . (5.2.16)М п — #/3 1 ’
Она, однако, не является состоятельной для а Вас попросят показать 
в аналитическом упражнении 3, что состоятельной оценкой является

----- — ----- . (5.2.17)м п  - п - т з v ;
(Вообще-то, и SSR/(M n — п) также является состоятельной.) Причина 
того, что из знаменателя (5.2.16) нужно вычесть п, заключается в том, 
что М преобразованных уравнений не являются линейно независимыми; 
для обеих частей М преобразованных уравнений сумма по / всегда 
равна нулю, как вы сможете увидеть, умножая обе части (5.2.1) слева 
на \'ы и используя то, что 1 'hIQ = O'. Эффективный объем объединенной 
выборки равен Мп — п, а не Мп. Использование (5.2.16) вместо (5.2.17) 
является очень распространенной ошибкой, которая приводит к недо­
оценке стандартных ошибок и переоценке -̂значений. Например, если 
М = 3, п = 1000 и = 5, то f-значения будут переоценены примерно 
на 23% (= квадратному корню из 2995/1995 минус единица).

Сравнение случайных эффектов с фиксированными

Вернемся теперь к общему случаю с отсутствием ограничений на Е 
так что ошибки могут иметь произвольную структуру «сериальной кор­
реляции» вдоль тп. Сравнивая (5.2.6) с (5.1.8), мы видим, что условия 
ортогональности, не используемые в оценке фиксированных эффектов, 
имеют вид:

E ( / i m  • (*i) = 0 для всех ш .  Е ( Ь ;  • <*;) =  О, Е (Ь ;  • = О для всех т.
(5.2.18)

То есть оценка фиксированных эффектов является робастной к наруше­
нию (5.2.18). Пусть /3re является элементом в <5rk (оценка случайных 
эффектов, примененная к оригинальной системе (5.1.1") из М уравнений 
на с. 358, который соответствует /3:

<5ш Р к е

7не
(5.2.19)
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Также пусть Ауаг(Дцк) является асимптотической дисперсией для /3re. 
Это ведущая подматрица в Avar(^RE) (заданная в (4.6.90 на с. 321), 
соответствующая /3.

Оценка случайных эффектов /3re является эффективной, в то вре­
мя как /Зре является состоятельной, но неэффективной. Однако, если 
(5.2.18) нарушается, больше нет гарантии того, что /3RK будет состоя­
тельной, в то время как /3fe остается состоятельной. Таким образом, 
естественным тестом для (5.2.18) будет рассмотрение разности между 
этими двумя оценками:

q  =  P ve  -  A i e - (5 .2 .2 0 )

Легко доказать, что вектор >/nq асимптотически нормален. Принцип Ха- 
усмана (первоначально разработанный для ML-оценок, но, как доказано 
в аналитическом упражнении 9 к главе 3, применимый и к GMM-оцен- 
кам) предполагает, что

Avar(g) = Атахфрр) -  Avar(/3RE). (5.2.21)

(Поэтому нет необходимости включать асимптотическую ковариацию меж­
ду /Зее и /3r e .) По утверждению 4.7, ведущая подматрица (4.6.9') на с. 321 
дает состоятельную оценку для Avar(/3RE). Из утверждения 5.1 следу­
ет, что Avar(/3FE) состоятельно оценивается посредством (5.2.8). Сле­
довательно, состоятельная оценка для Avar(g) является их разностью. 
Запишем ее как Avar(q). В приложении доказывается, что (i) Avar(q) яв­
ляется невырожденной (и, следовательно, положительно определенной) 
и (И) статистика Хаусмана, определенная ниже, гарантированно является 
неотрицательной для любой выборки {yi,Zi}. Подведем итог.

Утверждение 5.2 (тест Хаусмана на спецификацию): Допустим, что 
выполняются предположения модели компонент ошибки ((5.1.1") (на с. 358),
(5.1.2), (5.1.8), (5.1.4)—(5.1.6) и (5.1.15)). Определим q и Avar(q) как 
только что было описано. Тогда статистика Хаусмана

Н = n - q[(Avar(g)) lq (5.2.22)

асимптотически распределена как хи-квадрат с #(3 степенями свободы. 
Она неотрицательна в конечных выборках.
Этот тест является тестом на спецификацию, поскольку он может обна­
ружить нарушение (5.2.18), которое является частью поддерживаемых 
предположений модели компоненты ошибки. Более точно рассмотрим 
последовательность локальных альтернатив, которые удовлетворяют всем 
предположениям модели компонент ошибки, за исключением (5.2.18)1.

'Понятие локальных альтернатив вводится в параграфе 2.4.
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При некоторых дополнительных технических предположениях можно по­
казать, что статистика Хаусмана сходится вдоль этих последовательно­
стей локальных альтернатив к нецентральному \ 2 распределению с неко­
торым параметром нецентральное™1. То есть статистика Хаусмана имеет 
мощность против локальных альтернатив, при которых оценка случай­
ных эффектов несостоятельна.

Ослабление условной гомоскедастичности

Получить распределение оценки фиксированных эффектов на больших 
выборках нетрудно и без условной гомоскедастичности. Как будет видно 
в следующем параграфе, обобщить результаты для больших выборок 
с целью охвата несбалансированных панелей на самом деле легче без 
условной гомоскедастичности.

Утверждение 5.3 (оценка фиксированных эффектов без условной го­
москедастичности): Уберем условную гомоскедастичность (5.1.5) из пред­
положений утверждения 5.1. Определим у\, F* и щ посредством (5.2.2). 
Тогда:

(а) оценка фиксированных эффектов (5.2.4) состоятельна и асимптоти­
чески нормальна с

-1
Avar(/3FR) = E(F/F,) E (F /^ 'F ;) E(F'Ft

i - i
(5.2.23)

(b) Если кроме этого выполняется соответствующее предположение о ко­
нечности четвертого момента (которое является адаптацией предпо­
ложения 4.6), то асимптотическая дисперсия состоятельно оценива­
ется как

(5.2.24)
где f)j = у, — Fi/Згк (это т), не нужно путать с rji в (5.2.1)).

И опять, есть два способа доказать это. Запишите оценку фиксиро­
ванных эффектов как GMM-оценку и затем примените теорию боль­
ших выборок для GMM-оценки. Или вы можете доказать это непо­
средственно, рассматривая выражение (5.2.4) для ошибки оценки. Един­
ственная нетривиальная часть доказательства — показать, что средняя
сумма в выражении для Avar(/3FF) сходится по вероятности к ее по­
пуляционному аналогу, E(F(ijifi'jFi). Требующийся метод доказательства

'См.: [Newey, 1985]. Требуемое техническое предположение является предположени­
ем 5 в: [Newey, 1985].
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очень похож на тот, который используется для доказательства утвержде­
ния 4.2, и поэтому не повторяется здесь.

Контрольные вопросы

1. Должны ли мы, для того чтобы выполнялись результаты для больших выбо­
рок в этом параграфе, предполагать, что а ; и rji ортогональны друг другу?

2. (Удаление дублирующих уравнений.) Как упоминалось в основном тексте, 
Л /  преобразованных уравнений не являются линейно независимыми, в том 
смысле, что любое из М  преобразованных уравнений является линейной 
комбинацией остальных М  -  1 уравнений. Поэтому рассмотрим формирова­
ние объединенной выборки объема М п - п ,  удаляя одно из преобразованных 
уравнений (скажем, последнее уравнение) для каждой группы (г). Является 
ли OLS-оценка в этой меньшей объединенной выборке оценкой фиксирован­
ных эффектов? [Ответ: Нет.]

3. (Важность перекрестной ортогональности.) Предположим, что (5.2.6) вы­
полняется для т  — /г, но не обязательно для т  Ф h. Будет ли оценка 
фиксированных эффектов обязательно состоятельной? [Ответ: Нет.]

4. Проверьте, что E(fjifjfi ) является вырожденной матрицей. (Однако матрицы
E[F/ в (5.2.7) и Е (F'fjjfj^Fi) в (5.2.23) являются невырожденными,
как вас попросят показать в дополнительном аналитическом упражнении.)

5. (Состоятельное оценивание ковариаций ошибок.) Чтобы доказать, что (5.2.9) 
является состоятельной оценкой для Е ^ т /. ') , вы должны применить утвер­
ждение 4.1 к преобразованной системе из М  уравнений. Проверьте, что 
условия утверждения здесь выполняются. В частности, выполняется ли тре­
бование того, чтобы Е(/*т / ' /г) (где / 77„ является т -й строкой Fj) было 
конечным, в модели компонент ошибки? Указание: f im является линейным 
преобразованием x t . Из (5.1.5) и (5.1.6) следует, что Е{х,х^) невырождена.

6 . (Что тестирует статистика Хаусмана?) Для простоты предположим, что мат­
рица £ ( ~  Е (еге-)) известна. Также для простоты предположим, что общих 
регрессоров нет, так что z lin =  / ?т, и (5.2.18) редуцируется к (5.1.8а): 
Е ( z im * а,-) =  0 для всех т.  Это является ограничением, не используемым 
в оценке фиксированных эффектов. Является ли оценка случайных эффектов 
обязательно несостоятельной, когда (5.1.8а) не выполняется, но выполняются 
все другие предположения модели компонент ошибки (такие как (5.1.8Ь))? 
Указание: Покажите, что без (5.1.8а)

рНтДиЕ - 6  =  E(Z' T, - 'Z , ) - '  E ( Z '£ - ’e,).

где е, ~  1 * а 7 +  г}г. При условии, что (5.1.8Ь) выполняется, (5.1.8а) является 
достаточным для того, чтобы было равно нулю. Является ли оно
необходимым? Таким образом, строго говоря, тест Хаусмана не является 
тестом для (5.1.8а); он является тестом для E(Z[T.~x£i) = О.
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5.3. Несбалансированные панели 
(необязательный параграф)

Применяя модель нескольких уравнений к панельным данным, мы сде­
лали неявное, но важное предположение о том, что переменные наблю­
даемы для всех т, так что число наблюдений для каждой рассмат­
риваемой единицы одинаковое (М ). Такая панель называется сбалан­
сированной панелью (balanced panel). Однако доступных сбаланси­
рованных множеств панельных данных не существует из-за того, что 
одни обследуемые единицы выходят из обследования, а другие входят 
в него. Неизбежно некоторые фирмы исчезают из обследуемой выборки 
из-за банкротств и слияний до окончания опросов, в то время как те 
фирмы, которых не было в начале исследования, могут быть включены 
в него позже. Некоторые из домохозяйств, первоначально участвовавших 
в опросе, не доводят его до конца или из-за исчезновения домохозяйства, 
или из-за того, что респондентам надоедает отвечать на одни и те же 
вопросы снова и снова. Панель идентичных братьев и сестер является 
несбалансированной, если она включает в себя, наряду с парами близне­
цов, также идентичные тройни (и даже семерни).

В этом параграфе показано, что оценка фиксированных эффектов 
легко обобщается на несбалансированные панели. Этот оптимистичный 
вывод, однако, зависит от предположения о том, что нахождение обсле­
дуемой единицы в выборке не зависит от ошибки. Без этого предположе­
ния оценки уже не являются состоятельными. Этот феномен называется 
смещением из-за отбора (selectivity bias). Всестороннее обсуждение 
того, почему возникает смещение из-за отбора и как это можно испра­
вить, переносится в параграф 8.2, поскольку этот вопрос не является 
специфичным для панельных данных.

Обнуление пропущенных наблюдений

Чтобы справиться с пропущенными наблюдениями, удобно определить 
дамми-переменную, <7г-т ,

, I 1 если наблюдение т находится в выборке 
dim = < (5.3.1)

10 в противном случае

и

di
(Л/х 1)

(in

di .M

м
Mi = ^  dj,n = #  наблюдений для группы i. (5.3.2)

ш = 1

Если наблюдение т пропущено для группы заполним m-е строки у\. 
Fj и тр нулями так, чтобы они продолжали иметь фиксированный размер.
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То есть

Vi =

d n  ■ y n

, Fi  =

i______

• Vi = ---
---

---
-1 ft. C3

__
__

__
1

(A/x 1)
d i M  ■ УгМ_

(A /x # /3)

—
i 

<
 

ST43 (A/x 1)
d i M  ■ T]iM_

(5.3.3)
Таким образом, для каждого г и т  либо все элементы вектора ( у ш ,  fu n )  
наблюдаемы, либо не наблюдаем ни один. Мы не рассматриваем случай, 
в котором некоторые, но не все, элементы {yim, fim) наблюдаемы.

В этих новых обозначениях, (5.1.1") на с. 358 принимает вид:

yi = Fi(3 + di • b-7 + di • + y, (i = 1 .2,..., n). (5.3.4)

В случае сбалансированных панелей, где di = 1д/, преобразующая мат­
рица Q в формуле фиксированных эффектов (5.2.4) является аннуля- 
тором, соответствующим 1д/ (см. (5.1.10)). При наличии пропущенных 
наблюдений мы используем в качестве преобразующей матрицы аннуля- 
тор, соответствующий

Q =1М -d i(d 'd z )-4  =
(А/хА/)

= 1м -  did^ (поскольку d'd; = М,). (5.3.5)A±i

Эта матрица зависит от г, поскольку di для разных г различны. Однако 
мы оставляем эту зависимость Q от г неявной для экономности обозна­
чений. С таким образом переопределенными у г, Fi, щ и Q формула для 
оценки фиксированных эффектов остается той же самой, что и (5.2.4). 
Подставляя (5.3.4) в эту формулу и замечая, что Qdi — 0. мы видим, что 
выражение для ошибки оценки точно такое же, как и (5.2.5).

Обнуление против сжатия

Как было видно в параграфе 5.2 для случая сбалансированных пане­
лей, оценку фиксированных эффектов можно вычислить как OLS-оценку 
по объединенной выборке (размера М п )  отклонений от групповых сред­
них. Как и выше, пусть yt, F\ и rji являются преобразованиями у ; ,  Fj, 
rjj через Q соответственно. Например, у ;  выглядит как

d n  ■ у п  ~~ di  ] • (ji

т = Qyi =
(Л / x 1) , ,_<мм ■ ViM — diM • y,_

368



5.3. Несбалансированные панели

где

v’ s Wl d'‘Vi =
= ~  х (сумма Уип по тем гп, для которых данные доступны). (5.3.6)Mi

Таким образом, если наблюдение гп для группы i доступно, т-й эле­
мент у, все еще является отклонением yim от группового среднего, но 
групповое среднее вычисляется по доступным наблюдениям. Поскольку 
dim = 0, если наблюдение гп недоступно, строки в у*, соответствующие 
пропущенным наблюдениям, равны нулю. Такую же структуру имеют 
и столбцы Fi. Таким образом, эти строки можно удалить из объединен­
ной выборки без влияния на численное значение оценки фиксированных 
эффектов. То есть мы можем до формирования объединенной выборки 
«сжать» (yi-Fj), удаляя строки, заполненные нулями.

Отсутствие смещения вследствие отбора

Оценка фиксированных эффектов, адаптированная таким образом к несба­
лансированным панелям, остается состоятельной и асимптотически нор­
мальной, если условия ортогональности (5.2.6) в утверждении 5.1 моди­
фицируются как

(отсутствие смещения вследствие отбора)
E(/im • 4ih\di) = О (ш.Л = 1,2,...,Л /). (5.3.7)

Как показано в следующем утверждении, это условие является ключевым 
для гарантирования состоятельности оценки фиксированных эффектов. 
По закону полных математических ожиданий, это условие является бо­
лее сильным, чем условие (5.2.6), требующее, чтобы было равно ну­
лю безусловное математическое ожидание. Легко построить пример, где
(5.3.7) не выполняется, поскольку характер выбора зависит от ошиб­
ки t]i. Заметим, что (5.3.7) не включает фиксированный эффект о,-. 
Таким образом, если зависимость отбора в выборку от ошибок реали­
зуется только через фиксированный эффект, проблема смещения из-за 
такого отбора не возникает.

Если условия ортогональности (5.2.6) усиливаются до (5.3.7), то то­
гда выводы утверждения 5.3 переносятся на несбалансированные панели:

Утверждение 5.4 (свойства на больших выборках оценки фикси­
рованных эффектов для несбалансированной панели): Рассмотрим 
модель компонент ошибки, состоящей из (5.3.4), (5.1.2), (5.1,4)-(5.1.6), 
(5.1.15) и (5.3.7) с {yi.F i.rii), как в (5.3.3). Как и выше, определим
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(■yi.Fi.rfi) посредством (5.2.2), но с Q, заданной в (5.3.5) . Тогда выводы 
утверждения 5.3 остаются в силе.

Здесь мы показываем, что E(F{Qrii) =  0. (Другие части доказатель­
ства, являющиеся применением LLN Колмогорова и CLT Линдеберга — 
Леви, те же самые, что и в доказательстве утверждения 5.3.) Поскольку

л/ д/
-ЕiQVi =  ^  ' djm ' (kh • fim • 1/jh. (5.3.8)

7/7=1 h= 1

(i)где qmh — (m, h.)-й элемент Q, примененной к г-му уравнению, мы имеем:

л /  л /

4 * iQ m )  =  Е  Е  Е (9тЛ • dim ■ dill ■ fim ■ Щ,)- (5.3.9)
m = 1 h=  1

Если нет смещения из-за отбора, так что Е(/*„, • //,7,|dj) =  0, то (5.3.9) 
равно нулю, так как

Ы пН  ' dim
= Е ’ б) , 4mh ' dim

d-ih ' / г т  ‘ Vih) — 

d j h  ' Е { f i r n  '

(11(поскольку qymh является функцией от d,). (5.3.10)

Интересно, что обобщение на несбалансированную панель легче без 
условной гомоскедастичности. Чтобы (5.2.7) из утверждения 5.1 было 
асимптотической дисперсией оценки при условной гомоскедастичности, 
мы должны были бы предположить, что второй момент условный 
относительно х * u di, равен безусловному второму моменту, а состоя­
тельная оценка этого второго момента была бы немного сложнее.

Контрольные вопросы

1. Для dj — (1.0.1)' запишите Q.
2. (Альтернативное получение оценки фиксированных эффектов для несбалан­

сированных панелей.) Пусть у* является ЛД-мерным вектором, полученным 
из Л/-мерного вектора у\ путем удаления строк, для которых нет наблюде­
ний. Точно так же создадим F*  {М, х #/3) из F , и d* из d, (так что d* 
является Л//-мерным вектором из единиц). Пусть Q* (Л/, х М,) является 
аннулятором для d*. Проверьте, что оценку фиксированных эффектов можно 
также записать как (5.2.4) с помощью этих матриц и векторов со звездочками. 3

3. В параграфе 4.6 описывается объединенная OLS-оценка в уровнях для си­
стемы (4.6.1') на с. 320.
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(a) Как бы вы модифицировали оценку (4.6.11') на с. 322, чтобы охватить 
несбалансированные панели? Указание: Определите и Zi (М х L) 
через «обнуление».

(b) Чему равна асимптотическая дисперсия при отсутствии условной гомо- 
скедастичности?
[Ответ: [E(Z'Zi)]-1 [Е ( Z ^ Z , ) ] -1 [Е (Z;Z,-)]-1.]

(c) Как вы бы оценивали асимптотическую дисперсию? Указание: Замените 
в утверждении 5.3 F, на Z it и fji на е*.

5.4. Приложение:
Международные различия в темпах роста

Растут ли бедные экономики быстрее, чем богатые? Если это так, то на­
сколько быстрее? Эти вопросы рассмотрены в быстро увеличивающейся 
в последнее время литературе по росту1. В этом параграфе выводится 
ключевое уравнение, которое было использовано для объяснения эко­
номического роста в различных странах, и обсуждаются способы его 
оценивания. Фактическое оценивание нескольких спецификаций этого 
уравнения вынесено в эмпирическое упражнение.

Вывод оцениваемого уравнения

В неоклассической теории роста выпуск на эффективную единицу труда 
в период t.. обозначаемый как q(t) и определенный более точно в (5.4.4) 
ниже, сходится к стационарному уровню q*. Логлинейная аппроксимация 
в окрестности стационарного состояния дает

dl°g(j f f)) = А • [log(</*) -  log(9(i))]. (5.4.1)

Оценивание А, скорости конвергенции (speed of convergence), было 
целью в недавней литературе по росту. Из (5.4.1) следует, что для любых 
двух точек tm- 1 и tm на оси времени

log(//(^„)) =  (1 -  р) • log(<f) +  р • log(</(fm_ i)). (5.4.2)
где

р = ехр[-А • (f,„ -  (5.4.3)

(Поскольку в наших данных t,„ равномерно распределены по времени, р 
не зависит от т.) Выпуск на единицу эффективного труда определяется 
как

-  т т -  (5А4>
'Весьма обширным обзором литературы является [Barro and Sala-i-Martin, 1995].
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где Y(t) равно агрегированному выпуску, L(t) равно агрегированным 
отработанным часам и A(t) равно уровню трудоинтенсивного технологи­
ческого прогресса. Предполагая, что A(t) растет с постоянным темпом д 
(так что A(t) = А(0) ехр(<дф)), из (5.4.4) следует:

bg (q{t)) = ~ log(A(0)) - д -t. (5.4.5)

Подставляя это в (5.4.2), мы получаем:

l0g( l f f j )  = р ' lQg( z (̂ Zi'))  + ^ ^ + 1о§(Л(°))] + 6 т,
(5.4.6)

где
Фт — 9 ' (t-nr Р ' tin — i ) . (5.4.7)

Эквивалентную форму уравнения (5.4.6) можно получить, вычитая 
из обеих его частей log :

log Y{tm) 
L(tm)

( p -  l)log

-  log
Y(tm- ,)
L(tm—i)

Y(tm- 1) + (1 -  p) • [log(tf*) + log(A(0))] + фт. (5.4.6')

Поскольку p < 1 при A > 0, это уравнение говорит, что уровень выпуска 
на душу населения имеет отрицательное влияние на последующий рост, 
бедные страны должны расти быстрее. Эта форма уравнения интуитивно 
более понятна, но для целей выбора корректного метода оценивания 
более поучительным является (5.4.6), а не (5.4.60.

Уравнение (5.4.6) должно выполняться для каждой страны г1. В остав­
шейся части этого параграфа мы предполагаем, что скорость конверген­
ции (А) и темп роста трудоинтенсивного технологического прогресса (д) 
одинаковы для разных стран. Тогда (5.4.6) для страны i можно записать 
как

Vim — Фт "Г PVi.in — l Т  О,.
где

Vim =  b g
Y (th
L(tn для страны г.

а, = (1 -  р) х (log(<7*) +  log(yi(0))} для страны г.

(5.4.8)

(5.4.9)

'Мы получили уравнение, описывающее конвергенцию, предполагая закрытую экономи­
ку. Это предположение сложно оправдать, но можно получить аналогичное уравнение 
при свободной мобильности физического капитала, если человеческий капитал является 
другим фактором производства и не является свободно мобильным на международном 
уровне. См., например: [Barro and Sala-i-Martin, 1995).
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Добавление ошибок

В прикладной эконометрике довольно стандартной является практика, 
когда на основе теории выводится уравнение без включения ошибки, 
а ошибка добавляется затем для оценивания. Эмпирика по росту не яв­
ляется исключением; ошибка i)im добавляется в (5.4.8), чтобы получить

Vim ~  Фт 4" PVi.m — 1 4" Г*г 4" Щт- (5.4.10)

Одной из естественных интерпретаций гцт являются бизнес-циклы, ко­
торые в макроэкономике определяются как разность между фактическим 
выпуском и потенциальным выпуском. Теория роста говорит о потенци­
альном выпуске. Несоответствие между потенциальным и фактическим 
выпусками становится ошибкой в оцениваемом уравнении, выведенном 
из теории роста. Но тогда существовала бы проблема ошибок в пере­
менных, которая делает регрессоры эндогенными1. В оставшейся части 
параграфа мы следуем мейнстриму в литературе по росту и игнорируем 
проблему эндогенности.

Другой проблемой является возможная корреляция в щт между стра­
нами (г). Эта пространственная (или географическая) корреляция не воз­
никала бы, если бы выборка была случайной. Но выборка стран не явля­
ется случайной; она представляет генеральную совокупность. Феномен, 
известный как международные бизнес-циклы, предполагает, что про­
странственная корреляция должна быть положительной. Статистические 
выводы, рассматривающие страны как если бы они были независимыми 
точками данных, завышают статистическую значимость. Эта проблема 
также по большей части игнорируется в литературе и будет игнориро­
ваться и в нашем обсуждении.

Трактовка ati

Как ясно из (5.4.9), компонента а,- в уравнении (5.4.10) зависит от стаци­
онарного уровня q* и исходного уровня технологии Л(0). Как трактовать 
«; в оценивании, зависит от того, какой версии неоклассической теории 
роста вы придерживаетесь. Согласно модели оптимального роста Касса — 
Купманса, единственным фактором, определяющим стационарный уро­
вень q*, является темп роста труда. Таким образом, если технологическое 
знание свободно перетекает на международном уровне, так что А(0) 
является одинаковым для разных стран, то международные отличия в а;

'Пусть теория роста пытается объяснить х„„ — логарифм потенциального выпуска 
в год t m для страны г, так что (5.4.8) выполняется для х 1т. а не для yim. Пусть логарифм 
фактического выпуска I j im  СООТНОСИТСЯ С .1Чгп К ЗК  P im  — Д-'im т - t jim - ТоГДЭ ПОЛучаеТСЯ 
(5.4,10), но с ошибками r/im -  ь Так что проблему могут создавать не только
ошибки в переменных, но также и то, что ошибки имеют структуру скользящего 
среднего.
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полностью объясняются темпом роста труда. Следовательно, оставляя 
в стороне проблему эндогенности, упомянутую только что, OLS-оцени- 
вание (5.4.10) обеспечивает состоятельность, если темпы роста труда 
входят в качестве дополнительного регрессора для контроля а*. Если 
вы придерживаетесь теории роста Солоу —Свана, норма сбережения яв­
ляется другим фактором, определяющим q*, поэтому регрессия должна 
включать норму сбережения наряду с темпом роста труда.

Большая доля современной литературы по росту под рубрикой «услов­
ная конвергенция» включает эти и другие переменные, которые могут 
влиять на q* или Л(0) — такие как мера политической стабильности 
и степень финансового посредничества — чтобы контролировать о,- В эм­
пирическом упражнении вас попросят оценить р и, следовательно, ско­
рость конвергенции А, используя подход условной конвергенции.

Однако, независимо от того, насколько изобретательно выбраны пе­
ременные для контроля Qj, некоторая компонента в сц, имеющая дело 
с особенностями, уникальными для страны, останется необъясненной 
и попадет в ошибку. Будучи частью она коррелирована с регрессором 
1Л,т - 1 в (5.4.10). OLS-оценивание, даже если уравнение включает целый 
ряд переменных для контроля а,-, не обеспечит состоятельность. Альтер­
нативный подход состоит в том, чтобы трактовать ац как ненаблюдаемый 
фиксированный эффект.

Состоятельное оценивание скорости конвергенции

Если выпуск и другие переменные наблюдаются в М + 1 моментах вре­
мени, --- t-м, то уравнение (5.4.10) доступно для т = 1
Метод фиксированных эффектов можно применить к этой системе из М 
уравнений, но он не дает состоятельности. Причина состоит в том, что 
эта система является «динамической», в том смысле, что некоторые из ре­
грессоров являются зависимыми переменными для других уравнений 
системы. Чтобы увидеть это, посмотрим на первые два уравнения си­
стемы:

Ун — Ф\ +  рун) +  (\i +  ip i .

Vi‘2 =  Ф-2 +  m\ +  ( i ,  +  /̂гй-

Пред положим, что ошибка г/г 1 ортогональна регрессорам (которые суть 
константа и у/,о) в первом уравнении, так что Е(?/п) = 0 и Щуцр]ц) = 0. 
Если мы сделаем еще предположение, что Е(а;г/н) = 0. то из первого 
уравнения

Е(,Уг1 m) = Var(r/a) ф 0.

Но уц является одним из регрессоров во втором уравнении. Следова­
тельно, если ошибка ортогональна регрессорам для каждого уравне-
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ния, «кросс»-ортогональности обязательно нарушатся1. Как подчеркнуто 
в параграфе 5.2 (см. контрольный вопрос 3), если «кросс»-ортогональ- 
ности не выполняются, оценка фиксированных эффектов не обязательно 
будет состоятельной. Относительно точного выражения для смещения 
см. аналитическое упражнение 4 в этой главе.

Один из способов достижения состоятельности таков. Возьмем пер­
вые разности М уравнений, получая М — 1 уравнений:

У12 ~  уп =  Р \  +  {уп -  Уго)Р +  b l i ‘2 ~  Пп) .  

2/гЗ -  Уг2 = №  +  (Vi2 ~  Уг\)Р +  (ЩЗ ~

Vihl -  У и м -1 =  РМ~ 1 +  {yi.M-1 -  yiM-'2 )P +  (г/ш  — Vi.M-1
где

Рт — Фт +  1 Фт-

(5.4.11)

Оценка случайных эффектов и OLS для каждого уравнения не дают со­
стоятельности, поскольку регрессоры не являются ортогональными ошиб­
кам. Например, в первом уравнении разность уп — ую неортогональна 
Ш2—Щ\' поскольку Е(уц-г]п) Ф 0, как только что было видно. Состоятель­
ное оценивание можно осуществить посредством многомерного GMM, 
если есть релевантные инструменты. В дополнительном эмпирическом 
упражнении к этой главе вас попросят использовать норму сбережения 
в качестве инструмента для эндогенных регрессоров. При условии, что 
норма сбережений не коррелирует с r/,m, эта оценка является робастной 
к проблеме эндогенности, упомянутой выше.

Контрольные вопросы

1. Предположение, что д (темп роста технологического прогресса) является 
общим для всех стран, необходимо для получения (5.4.8). Должны ли мы 
предполагать, что д является постоянным во времени? [Ответ: Нет.]

2. (Идентификация.) Для простоты пусть М = 3, так что (5.4.11) является 
системой из двух уравнений.

(a) Запишите (5.4.11) как систему из нескольких уравнений с общими коэф­
фициентами, надлежащим образом определяя t/1,. д-2,- гц, г , S в (4.6.1). 
Указание: г ,•_>, например, равно (0,1 ,у?2 — УпУ-

(b) Если ,s„„ является инструментом для вектором инструмен­
тов для т-го уравнения является xim = (l..s!m)' для т = 1,2. Пока­
жите, что система неидентифицируема, если Cov(sim.у,т -  у-,.т- 1) = б

'Это было впервые отмечено в: [Nickel!, 1981].
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для всех т. Указание:

1 0 Щуп - Vi о)
£ = E(sii) 0 E[.s',i (уц -  Ы ]

0 1 E(j/(2 - Ун)
0 Е(*«) E[sj2(yi2 — Уп)].

Приложение 5.А. Распределение статистики Хаусмана
В этом приложении доказывается, что Avar(q) в (5.2.21) является поло­
жительно определенной матрицей и статистика Хаусмана (5.2.22) гаран­
тированно неотрицательна в любых конечных выборках.

Как показано в параграфе 4.6,

Sr е  = (S'xzS* 1 Sxz)~l З'хг§~' 8ху. (5.А.1)

где

S xz(MKxL)

Sxx
(К х К)

1 п̂ Zj & Xi% п i= 1
S = S  0

( М К х М К )

1 п
- J 2 xix'vп "

г = ]

_ 1 v -8Ху = /  Vi ,п L—‘1=1
К = #Жг, L = #Zim (так что Z\ имеет размер М х L).

Пусть
Zi = (Ff.lb'j), р = ф(3 D =

(Lxp)

так что Fi = ZiD. Тогда можно довольно легко показать, что 

P fe =  ( D 'S '^ W S x z D r 'D ’S'xzWsxy. 

где

(5.А.2)

W  = Q % Sxx, Q = аннулятор для 1 д/.
Из (5.А.1) и (5.А.2) следует, что

Я = (D,S'„xW S xxD )-1D ,S'xzW gn(6r e ), gn(SRE) = s xy -  SXZSHE 

(Чтобы вывести это, вспомним из параграфа 4.6, что

S^zW - 1Sxz = - f ^ Z 'Q Z l.

(5.А.З)

п ,i= 1

Но поскольку QZi = (QFp.O), это равно
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'Ш=1 FlQpi o'
О OJ ’

так что S'XZW SXZ = DD'S'XZW SXZ = S'XZW SXZDD ' .)
Как показано в аналитическом упражнении 5 в главе 3,

9п(6яе) = Вд, В = 1МК -  Sxz{S'xzS - lSxz)-lS'xzS - 1

Подставляя это в (5.А.З), мы получаем
\foq = (D'S'XZW  SxzD)~lD' SxzWB\/ng.

Асимптотическая дисперсия этого выражения равна:

(5.А.4)

(5.А.5)

(5.А.6)

Avar(q) =
х D,'Z’xzW B SB 'W i:xzD{DhE,xzW VxzD )-\  (5.А.7)

где В = plimB, W  = plimW = Q® Лхх и S = Avar(g). Здесь 
D,'EXZW'EXZD обратима, поскольку легко показать, что

D'Y!XZW ^ XZD = Е (FlQFi), (5.А.8)
которая, как доказано в аналитическом упражнении 5, невырождена. 
(5.А.7) состоятельно оценивается посредством

Avar(g) = (B 'E ^ W E ^ B )-1 х
X D'i:lxzW B SB ,WT.xzD{D'T!xzW i:xzD )-x. (5.А.9) 

Простые, но длительные матричные вычисления показывают, что (5.А.7) рав­
но Ауаг(/3кк) -  D' Avar(6RE)B, а (5.А.9) — Avar(/§Ft;) — D1 Avar(6he)D. 
В любой конечной выборке (5.А.9) положительно полуопределена. По­
этому статистика Хаусмана гарантированно неотрицательна.

Теперь мы покажем, что матрица (5.А.7) невырождена. В соответ­
ствии с (5.1.6), S положительно определена. Следовательно, ранг Avar(q) 
равен рангу

B'{Q <8> (5.А.10)
Поскольку столбцы S~],Eixz формируют базис для столбцового нуль- 
пространства В и поскольку (Q ® Е~^)£Х2В имеет полный столбцовый 
ранг по (5.1.15), по лемме А.5 в [Newey, 1985]1, ранг (5.А. 10) равен:

rank[(E_1 ® '£xx)'£xz \ (Q ® )£ X2D] -  L. (5.А.11)
где был использован тот факт, что S = £  ® £ хх.

’Эта лемма утверждает следующее: Пусть А  — к х / матрица, В  — I х  т матрица 
и С  — 1хп  матрица. Если столбцы в С  формируют базис столбцового нуль-пространства

матрицы А  и rank(B ) =  т,  то гапк (Л В ) =  гапк (С :В ) -  п. Здесь к =  I ~  М К ,  т =  р  
и п =  L.
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Далее, х\ содержит в себе все уникальные переменные в Z;. Сделаем 
перестановку в хр.

= (5.А.12)
Тогда

— Х;Нт< HrI Суп 1р О 
О /д-р

так что Ехг можно записать как

ет = т-й столбец в /д/-,
(5. А. 13)

S Х2 — (Im ^хх)Н , (5.А. 14)

где Н ' = (Н [ ,..., Н'щ). Подставляя (5.А.14) в (5.А. И), находим, что 
ранг Avar(y) равен

rank[(E-1  IK)H \ (Q 9) I K)H D } -  L.

m-e К  строк (МК х (L + р)) матрицы [(Е 1 1к)Н  : (Q H-Ik )HD] 
имеют вид:

г"'1 \
%1 п

гтМ
0

f  Qml ^

Л /  mh\ т 
Л =  i a  )  I l - p

\4mM )  
0

-9) 1 р
(5.А.15)

Следовательно, rank[(E 1S I k ) H  : (Q xJ , k)HD] = L+p, если vec(E *) 
и vec(Q) не являются линейно зависимыми; то есть если Е -1 не пропор­
циональна Q. Но поскольку rank(E_1) = М ф rank(Q) = А/ -  1, Е " 1 
не может быть пропорциональна Q.

Набор задач для главы 5
Аналитические упражнения

1. (Оценка фиксированных эффектов как LSDV-оценка.) В (5.1.1") на с. 358 
переопределим о, как сумму старого о; и Ь\7 , так что (5.1.1") прини­
мает вид:

у, = Fi(3 + 1д/ • (V; + 77; (/ = 1 .2. . . . . п). ( 1)
Определим следующие штабелированные векторы и матрицы:

У\ Vi ft!
У =

[Мпх 1) Ун.
F =

(Л/нх#/9)
Fn_

V =
{Мпх  1) Vn_

а. —
(пх\)

«п.
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Набор задач для гла

аW -  ( D: F). в ,
(А/пх(н+#Р)) ff^+#/3)x 1) IРI

D 1л/
(А/пхп)

■л/
1л/

С

гак что систему (1) из Л/ уравнений для i =  1 ,2 , . . . ,  п можно записать 
как г -I Гн П Г т-1 л1 Г

У\
V2

V

V i

1 М  * 0 с \  

1  А / 1 а 2

~ ь +

У п , . 1 М  * a n _ Пп
или

Уи 
У2 

; :
_

1 а/
1м

'а  Г 
«2 +

[ F , '
Р2

[уп. 1д/_ A J
0 +

или
у  =  D a  +  F f 3 + rj =  И7# +  rj. (3)

OLS-оценка для в  в объединенной выборке объема М п, (у, XV), равна 
( W ' W ) - l W' y .

(а) Покажите, что оценка фиксированных эффектов, заданная в (5.2.4), 
представляет последние #/3 элементов этого вектора. Указание: 
Используйте теорему Фриша — Во о регрессии с блочной струк­
турой данных (см. аналитическое упражнение 4(b) в главе 1). 
На первом шаге проводится регрессия у  на D  и проводится ре­
грессия каждого столбца F на D. Если мы определим аннулятор 
для D как

M D = 1Ш -  D i D 'D ) 1# ,  (4)
(MnxM-n)

то векторы остатков можно записать как М оУ  и M & F. На вто­
ром шаге проводится регрессия M d V на M d F. Покажите, что 
оцененный регрессионный коэффициент можно записать как

(F 'M DF ) - lF 'M Dy. (5)

Покажите, что M D = I n >: Q  (где Q  — аннулятор для  1 л / , 
как в тексте), и используйте этот факт, чтобы показать, что (5) 
действительно является оценкой фиксированных эффектов.
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Альтернативно вы можете пройти весь путь обратно к нормаль­
ным уравнениям. Если а и Ь являются OLS-оценками а  и (3, то 
(о, Ь) удовлетворяет системе из п + #/3 линейных одновременных 
уравнений:

\D 'D  D 'F  
F'D  F 'F

Возьмите первые п уравнений и решите их относительно а, считая 
Ъ заданным. Это должно привести к a = (D'D )~l (Dry  — D'Fb). 
Затем подставьте это выражение в оставшиеся уравнения и ре­
шите их относительно Ь. (Вы можете выполнить то же самое, 
используя формулу для обращения блочных матриц.)

(b) Покажите:

a i У г ~  f 'У f im  |  0FEi

где сц является OLS-оценкой для л*, f im является m-й строкой
в Fi и yj = ш(Уи Н----- 'гЩм)- Указание: Используйте нормальные
уравнения для а.

(c) Предположим:
(i) {yi.Fi} является i.i.d.,

(ii) E(rii\Fi) = 0 (что является более сильным, чем условия 
ортогональности (5.1.8Ь)),

(iii) Е(гцг}{№) = а р м (предположение о сферичности ошибок) 
и

(iv) W  имеет полный столбцовый ранг.
Покажите, что предположения классической модели регрессии вы­
полняются для объединенной регрессии (3). Указание: Вы долж­
ны показать, что W  является строго экзогенной в (3), то есть

E(V\W) = О
Мп  х  1

Также покажите, что E(r}r]'\W) = а%1мп.
Разработайте для а и Ь теорию конечных выборок. Например, 
являются ли они несмещенными? Пусть SSR  является суммой 
квадратов остатков в объединенной регрессии (3). Является ли 
эта SSR  той же самой, что и SSR  в регрессии «внутри» (5.2.15)?

2. (GMM-интерпретация FE.) Хорошо известно, что для случая двух урав­
нений (М  = 2) оценка фиксированных эффектов является OLS-оцен­
кой в регрессии первых разностей ?/,2 — Уп на ^ 2  — хц. Этот вопрос 
обобщает доказательство на случай произвольного М.

a D 'y
Ь F'y (6)
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Набор задач для главы 5

Мы хотим записать оценку фиксированных эффектов (5.2.4) в GMM-фор-
мате: _ ^

{S'xzW Sxz)- lS'xzW sxy (7)
для надлежащим образом определенных Sxz, W  и sxy. Пусть С — 
такая матрица, что

С является М х (М — 1) матрицей полного столбцового ранга,
удовлетворяющей С'1м = 0. (8)

Известным примером такой матрицы С является матрица первых раз­
ностей

-1 0 0 0 0
1 -1 0 0 0
0 1 - 1 0 0

0 0 1 -1 0
0 0 0 1 -1
0 0 0 0 1

Другим примером является М х (А/ — 1) матрица, построенная удале­
нием одного столбца, скажем, последнего, из матрицы Q, аннулятора 
ДЛЯ 1л/.
(a) Проверьте, что эти две матрицы удовлетворяют (8).
(b) Для любого заданного выбора С проверьте, что вы можете по­

лучить следующую систему А/ — 1 преобразованных уравнений, 
умножая обе части системы М уравнений (5.1.1") (на с. 358) 
на С  слева:

у г = Fi(3 + fji, (9)
где

Vi = С  у и Ft = C'Fu fji = С'гц.
( ( M - l ) x l )  ( (А / -1 )х # / 3 )  ((Л/ — 1) х  1)

(с) (Дополнительно.) Проверьте следующее:
Если {yt.Z i} удовлетворяет предположениям модели компонент 
ошибки (которыми являются (5.1.1"), (5.1.2), (5.1.8), (5.1,4), (5.1.5), 
(5.1.15) и (5.1.6) или (5.1.6') на с. 353), то {yi.Fi} удовлетворяет 
предположениям модели случайных эффектов, то есть для систе­
мы (9) из А/ -  1 уравнений,

(случайная выборка) {&■ Fi} является i.i.d.,
(условия ортогональности) = 0 с ж* = объединение
(zji—  .zim) = уникальные (различные) элементы (Fj.bj),
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(идентификация) Е(Е) 0 xi) имеет полный столбцовый ранг, 
(условная гомоскедастичность) E(r7j^|aj*) = Е(щг}'{), послед­
няя матрица невырождена,
(невырожденность Е(&д-)) Е(&§■) невырождена, & = rji%>Xi.

Указание: Для условий ортогональности заметим, что (5.1.8Ь) 
можно записать как Xi) = 0 и что fji 8> ж* = (С' & 1 к){щ &
8> х^. Условие идентификации эквивалентно (5.1.15) (относитель­
но доказательства см. ответы на вопросы). Чтобы показать, что 
Eifjifj'ilxi) не зависит от х,, используйте тот факт, что fji = С'щ = 
= С  Si, поскольку ег = 1 л/ • at + щ. При заданной условной 
гомоскедастичности мы имеем

Е (т $ ) = E(TjiTj') 8  E(xix ') .

Поэтому последнее условие (невырожденность E(g,g't)) является 
просто условием того, что Е(х{х[) невырождена.

(d) Покажите, что оценку фиксированных эффектов (5.2.4) можно 
записать в виде GMM-оценки (7) с

1 ” Л i 11
Sxz =; ^ Fi Е) Х̂ . Sxy — ^ gj 8  Xi. (10)n z—' n

i= 1 )=1

W  = (С’С)-1Ъ .

Указание:
Используйте следующий результат из матричной алгебры: Если С 
удовлетворяет условию (8), то

С (С 'С )'С ' = Q (11)

(аннулятор для 1м). Элементы fi„, являются подмножеством эле­
ментов X;. Пронаблюдайте «исчезновение х». Поэтому, например,

-  ( n  / L  x 'x 'i) п  Ц  x i f ih -  ' Y l f i m f ' h
i = l  \  г ~  1 /  i =  l ' г -1

(е) Пусть Ф ((Л/ — 1) х (М -  1)) является состоятельной оценкой 
Ф = E(rjifj'i). Покажите, что эффективная GMM-оценка задается 
как

3 = ^ ^ / Ф - ’еА FiV-'yi. ( 12)
г =  1
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Покажите, что

Avar(/3) = (13)

Указание: Примените утверждение 4.7, чтобы представить систе­
му из М -  1 уравнений.

(Г) Покажите, что следующая матрица является состоятельной оцен­
кой для Ф:

Ф  =  -  Vi -  -  Ъ & Е ) '•  ( 1 4 ){(Л/ — 1 ) х  (А/ — 1)) v

(g) (Статистика Саргана.) Выведите статистику Саргана, связанную 
с эффективной GMM-оценкой. Указание: В утверждении 4.7(c) 
положите

S  =  Ф ^  . дпф ) =  8 ху -  S xz(3.

(h) Предположим, что rji является сферической и что

ЦчМ) = <?рм- (1 5 )

Проверьте, что если Э̂  является состоятельной оценкой afv то

Ф = 5*С"С (16)

является состоятельной для Ф. Проверьте, что эффективная 
GMM-оценка (12) с таким выбором Ф численно равна оценке 
фиксированных эффектов.

(i) (Инвариантность выбора С.) Проверьте: если Л/х(Л/ —1) матрица 
С  удовлетворяет (8), то выполняется В  =  С А, где А  является 
невырожденной матрицей (Л/—1) х (М — 1). Замените всюду в этом 
вопросе С  на В  и проверьте, что выбор С  не изменяет никакие 
результаты этого вопроса.

3. Пусть SSR  — сумма квадратов остатков, определенная в (5.2.15). Для 
модели компонент ошибки с предположением сферичности Е(т/?-т/-) = 
= докажите, что

plim = (А/ — 1) •
П -+ З С  П
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Указание:
Т1

SSR  = X f a t a  -  ^ ^ Е )П Я (У г  ~ F i f e ) ]  =
i=1 
n

=  -  Fi0FE)'Q(yi  ~  F{$f e )
г=1

(поскольку Q симметрична и идемпотентна)
П

= -  FiP F E yC iC 'C y'C 'iv i  -  F i f e )  = (из (/ /))
г= 1
71

= %{С'С)-'щ (di = С"у< -  C'F<fe) =
г=1
n

= ^trace[t^(C,C)- 1vf] =
t=l71

= ^  trace[(C/C')- 1Vjt;j-] = 
г=1

n
= n ■ trace[(C',C)_1 — ^

2=1

(поскольку оператор следа линейный).

С обычным техническим условием (Е[fimf ih) существует и конечно 
для всех тп, h, что получается, если E(xix[) существует и конечно) 
теперь можно стандартным образом показать, что

— Vify —> E(ujW-) при n —> ос,
П i~ 1 P

где Vi = C'yi — C'Fi/3. Покажите, что E(viV-) = ■ C'C.

4. (Несостоятельность оценки фиксированных эффектов для динамиче­
ских моделей.) Рассмотрим «динамическую» модель:

Vim = сц + р-  Vi,m-\  +  V irn ( m -  1.2 ...............M : i  = 1 .2 . . . .  .n).

Предположим, что у нас есть случайная выборка по {ую-Уп- ■ ■ ■ гуш)- 
Мы предполагаем, что Е(ац%п) = 0 и Е(угог/,т ) = 0 для всех т . Так­
же предположим, что не существует кросс-секционной корреляции: 
Е(rjimVih) = 0 для m Ф h и что второй момент одинаков для всех 
уравнений: Е(rjfm) =
(а) Запишите систему М уравнений как (5.1.1") на с. 358, надлежа­

щим образом определяя у,, Fj и Ь;.
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(Ь) Покажите: Е(yim • ifih) = 0, если т. < h. Указание:

Угт — Vim PVi.m— 1 +  ' ' ' ~Ь р  Vil
1 “ Р------ Щ + ртуц).1 -  р

(с) Проверьте, что E{yim-rfih) = pm~ha  ̂для т > h. (Дополнительно.) 
Покажите, что

Е (FlQm) = - (М -  1) -  Мр + рм 
М (1 -р )2

(d) Следовательно, если Е(F/QF;) невырождена и если (М -1)—Мр+ 
рм Ф 0, то оценка фиксированных эффектов для этой динамиче­
ской модели несостоятельна. Какое предположение в утвержде­
нии 5.1, гарантирующее состоятельность оценки фиксированных 
эффектов, нарушено?

5. (Дополнительно, идентификация гарантирует невырожденность.)
(a) Покажите, что матрица Е{F[Fi) в (5.2.7) обратима при предполо­

жении (5.1.15) о том, что Е{QFi 0  ж*) имеет полный столбцовый 
ранг. Указание:

м м
Е (Щ )  = Е(F!QF,) = £

m= 1 Л=1
где qmh = (т. Н)-й элемент Q. Покажите, что

Е (f imflh) = Е(/гп«Ж,г)[Е(ж^ж')]-1Е(Жг/'Л).
(Напомним, что элементы f im включены в жi.) Наконец, пока­
жите, что Xif im = f irn 0 Ж;, (Fi X х i)f = (/n 0  ж / ш X ж') 
и

E{F'Fi) = Е(Fi 0  xt)' [Q 0  [Е(жгж')]-1] E(F; 0  ж;) =
= Е(QFi 0 Ж;)'(/л/ X [Е(Ж гЖ ')]- 1 ) Е(QFi 0 Ж,;).

(b) Используйте аналогичные аргументы, чтобы показать, что матри- 
ца E[F( Е(г}\Г][)Щ в (5.2.7) является невырожденной. Указание: 
Поскольку

Vi = QVi = Qe,.
мы имеем

Также
F;E(rji%)Fi = F 'Q E ie ^ Q p .  = F’i E(eie'i)Fi.

E[F( Е[eiS^Fi] = Е(QFi 0 жг)'(Е(еге') $  [Е(ж,ж')]-1) E(QF, X ж<).
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(с) Покажите,  что Е в  (13) в аналитическом упражнении 2 
является невырожденной. Указание: Как показано в аналитиче­
ском упражнении 2(c), Е(QFi&Xi) имеет полный столбцовый ранг 
тогда и только тогда, когда Е (C 'Fi& xi) имеет полный столбцовый 
ранг.

6. (Дополнительно, альтернативное условие идентификации.) Рассмот­
рим модель компонент ошибки (5.1.1") на с. 358. Пусть р = #/3. 
Если А т является матрицей, которая выхватывает / , т  из ж,, ее можно 
записать как

А т =
(Л'хр)

X Ip
О

где е т  является m -м столбцом 1м-

(a) Пусть А  (К М  х р) является матрицей, полученной штабелирова­
нием (А \, —  Ам)- Покажите, что Fj = (1м Х а;') А.

(b) Покажите, что ранговое условие (5.1.15), объединенное с услови­
ем, что Е(ж,ж') является невырожденной (что вытекает из (5.1.5) 
и (5.1.6)), можно записать как

rank[Q X 1К)А } = р (= #/3).

(Этот результат будет использован в следующем упражнении.) 
Указание:

Fi  X  Xj = ([(I.m  X  ж ' )  A ] )  X  Xi =

= \(Im X * 'i)X  xi\(A  X 1) =
=  (I.M X х \  X X, ) A  =

=  [1м  x (ж ,ж ') ]А .

Поэтому

Fi X Xi = (Q X I k )(Fi X xi) =
= [Q X (xix'i)\A =

=  (1м X x ix >i)(Q X I k )A.

Поэтому E(Fi X X i )  = [IM X E (xix'i))(Q X I к )A.

7. (Дополнительно, проверка невырожденности.) Докажите, что матрица 
Е ^ 'т ^ 'Е } )  в  (5.2.23) является невырожденной, выполнив следующие 
шаги:
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(a) Запишите F(rji как линейную функцию от gi = e® Xi. Указание: 
Пусть А  определяется, как в предыдущем упражнении.

F{fji = A ’(IM ® Xi)Qru =
=  А '(1М Xi)Qei =  (поскольку =  1Л/ • л, +  щ) =
=  А'{1М с?> Xi){Qei <8 1) =

=  A'{Qei g> Xi) =
~  A '(Q  & 1к){£1 ^  Xi) =

=  A'(Q  03 1к)91-

(b) Докажите желаемый результат. Указание: Е (gigl) положительно 
определена по (5.1.6).

Эмпирические упражнения

В этом упражнении вы оцените скорость конвергенции, используя несколь 
ко различных методов оценивания. Мы используем международную па­
нель, построенную в [Summers and Heston, 1991], которая стала стан­
дартным набором данных для изучения развития стран. Панель Сам­
мерса-Х естона (также называемая Penn World Table) включает основ­
ные макроэкономические переменные, измеряемые на постоянной основе 
практически для всех стран мира.

Файл SUMJHES.ASC извлечен из Penn World Table версии 5.6 за 
1960-1985 с домашней страницы NBER (www.nber.com). Файл органи­
зован следующим образом. Для каждой страны информация по стране 
содержится в нескольких записях (строках). Первая запись содержит 
идентификационный код страны и две дамми, одна — для коммунисти­
ческого режима (называемая как СОМ  ниже) и другая — для организа­
ции стран — экспортеров нефти (называемая как ОРЕС  ниже). Вторая 
запись содержит год, население (в тысячах), реальный ВВП на душу 
населения (в долларах США за 1985 год) и норму сбережения (в про­
центах) для 1960 года. Третья запись содержит то же самое за 1961 год 
и так далее. Двадцать седьмая запись для страны относится к 1985 году. 
Первые несколько записей файла выглядят как:

1 0  0
1960 10800 1723 1 9 .9
1961 11016 1599 2 1 .1

1984 21173 2962 2 6 .4
1985 21848 2988 2 6 .0

2 0 0 
1960 4816 931 3 .3
1961 4918 976 2 .9
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Файл охватывает все 125 стран, для которых доступны данные. (Соответ­
ствие между ID страны и названием страны содержится в c o u n t r y . a s c .  
Страна 1 — это Алжир, страна 2 — Ангола и т. д. Заметим, что соот­
ветствие в версии 5.6 Penn World Table отличается от [Summers and 
Heston, 1991].) GDP на душу населения — это реальный ВВП стра­
ны, пересчитанный в доллары США на основе паритета покупательной 
способности валюты страны против доллара за 1985 год (переменная 
«RGDPCH» в Penn World Table). Норма сбережения измеряется как 
отношение реальных инвестиций к реальному ВВП («I» в Penn World 
Table). Для понимания того, как построены переменные, см. параграфы II 
и III (в частности, III.D) в [Summers and Heston, 1991].

Первым вопросом, который мы изучаем эмпирически, является услов­
ная конвергенция. (На этом этапе было бы полезно бегло просмотреть 
работу [Mankiw, Romer, and Weil, 1992].) Пусть s* является нормой 
сбережения страны i, а п, является темпом роста населения страны 
(который мы будем считать темпом роста трудовых ресурсов). В мо­
дели роста Солоу —Свана с производственной функцией Кобба —Ду­
гласа равновесный уровень выпуска на эффективную единицу труда, 
обозначенный в основном тексте как q*, является линейной функцией 
log(.sj) — log(щ + д + 5), где д — темп трудоинтенсивного технологи­
ческого прогресса, a S — норма амортизации основного капитала. Тогда, 
предполагая что А(0 ), начальный уровень технологии, одинаков для всех 
стран, уравнение (5.4.10) можно записать как

Упп =  Фт + РУит- 1 +  7 l bg(,S;) +  72 b g (n ? +  д  +  (5) +  Г]1т. (1)

Из модели роста следует, что 71 =  —7 2 , но мы не будем накладывать это 
условие. Это является спецификацией, оцененной в табл. IV в [Mankiw 
et al., 1992]. Как и в [Mankiw et al.], предположим, что g + S равно 
5% для всех стран, и возьмем .ч; как норму сбережения, усредненную 
за 1960-1985 годы. Мы измеряем г>, как среднегодовой темп роста на­
селения за тот же период ([Mankiw et al.] используют средний темп 
роста населения в трудоспособном возрасте). Поскольку наша выборка 
из 125 стран включает (бывшие) коммунистические страны и ОРЕС, 
мы добавляем СОМ  (= 1, если коммунистические, 0 — в противном 
случае) и OPEC  (=  1 , если страна в ОРЕС, 0 — в противном случае) 
в уравнение:

Упп =  О т  + PUi.m -1 +  bl bg(.S;) +  72 bg(7!,: +  g +  d) +

+ 73 COMi +  7 iOPECj + rHm. (2)

(а) Вычитая yi.m-i из обеих частей, мы можем переписать (2) как

Упп ~  Уг.т — l =  Фт +  {р ~  ^b ji .m -l  +  7l bg(,4;) +  72 log(n,- +  д +  д') +  

+  73 COMi +  7.1 OPECi +  >hm. (20
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Для этой спецификации положим М  =  1 (только одно уравнение 
для оценивания) и возьмем to =  1960 и t\ =  1985, так что зави­
симая переменная уц  — у,о является накопленным ростом между 
1960 и 1985 годами. Постройте график уц — у*о против j/го для 
125 стран, включенных в выборку. Есть ли какая-либо связь между 
начальным ВВП (ую) и последующим ростом (уц — ум)? Предпо­
лагая напрямую, что ошибки ортогональны регрессорам, оцените 
уравнение (2') посредством OLS. Вычислите значение А (скорость 
конвергенции), вытекающее из OLS-оценки для р. (Она должна быть 
менее 1% в год.) Вычислите асимптотическую стандартную ошибку 
(то есть умноженный на 1 f  s/n, квадратный корень из асимптотиче­
ской дисперсии) вашей оценки А. Указание: Из (5.4.3) следует, что 
А =  — log(у)/25. Из дельта-метода (лемма 2.5 в параграфе 2.1)

Avar(A) =
Avar(p)
“(2b p f

(поскольку производная log(p) равна 1 /р). Поэтому состоятельная 
оценка Avar(A) равна Avar(p)/(25p)2. Стандартная ошибка А равна 
умноженному на 1/у/п квадратному корню из этой величины. Поэто­
му: стандартная ошибка А =  (стандартная ошибка р)/(2Ьр).
Можете ли вы подтвердить вывод о том, что «если страна не изме­
няет своих инвестиций и темпов роста населения, то должна быть 
устойчивой тенденция более быстрого роста бедных стран по срав­
нению с богатыми» [Mankiw et al., 1992, р. 428].

(b) (Оценивание методом фиксированных эффектов.) Полагая М  = 25,
t.Q = 1960, П =  1961___,%> =  1985, мы можем сформировать систему
из 25 уравнений с (5.4.10) в качестве m -го уравнения. Оцените эту 
систему методом фиксированных эффектов, предполагая, что ошибка 
сферическая в смысле (5.2.12). Чему равно выведенное значение А? 
(Оно должно быть около 6.4% в год.) (Дополнительно: Вычисли­
те стандартные ошибки без предположения о сферичности ошибок. 
Как подчеркивается в тексте, оценка фиксированных эффектов не 
является состоятельной. Мы тем не менее слепо применяем метод 
фиксированных эффектов только для получения опыта программиро­
вания.)
Совет для пакета TSP: Командой TSP для оценки фиксированных 
эффектов (с предположением о сферичности ошибок) является PANEL. 
Она, однако, не принимает организацию данных в SUMJHES.ASC. 
Она требует, чтобы ID группы (страны) и год были включены в стро­
ки, содержащие информацию по группе—году. Файл данных, кото­
рый PANEL принимает, называется FIXED.ASC. Его первые несколь­
ко записей имеют вид:
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Ответы на избранные вопросы
Аналитические упражнения

1с. Решение имеет вид:

E(»7j|W ) =  E(77;|.F) =  (поскольку D  является матрицей констант) 
=  E(T7j|F i,...,F„) =

=  E ( i* |F i)
(поскольку щ не зависит от (F\ < • • Ч F i-11 -Ej+ Ь • • •, F„) 
по предположению i.i.d.)
=  0 .

Следовательно, регрессоры являются экзогенными. Также

E{rnr,'i\W ) = E(m r1'i \F) =
= EiVMilFi) =
= <7 ^ 1  м (по предположению о сферичности ошибок).

В силу предположения i.i.d., E farf^W ) — 0 для г ф j.  Поэтому 
E(r]rf\W) = (Трмп.

2с. Докажите, что «Е(QFi Хг) имеет полный столбцовый ранг»
«Е(C'Fi <8 Xi) имеет полный столбцовый ранг»:

Пусть А  = Е (QFi о? х{) и В  = Е (C'Fi ■$> х,). Существует матрица 
L  размера М  х (М  — 1) полного столбцового ранга, такая что Q =  
=  L C 1 (это фактически С {С 'С )~ \ как следует из (11)). Пусть 
D  = L $ $ Ik - Тогда А  — D B . Поскольку ранг произведения двух 
матриц не превосходит ранга любой из этих двух матриц,

rank(A) < rank(B). (1)

Далее, рассмотрим произведение D 'A  = D 'D B .

rank(D 'D B ) < rank(-D'A) < rank(A). (2)

Но поскольку L  имеет полный столбцовый ранг, D 'D  является 
невырожденной. Так как умножение на невырожденную матрицу 
не изменяет ранг,

rank {D 'D B) -  rank(B). (3)
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Из (1)—(3) следует, что rank(A) =  rank(B). Поскольку А  и В  
имеют одинаковое число столбцов, из этого следует нужный вывод.
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Глава 6. Сериальная корреляция

Эта глава обобщает GMM-модель из главы 3, чтобы включить се­
риальную корреляцию в произведение вектора инструментов и ошиб­
ки. Для этого нам нужно обобщить центральную предельную тео­
рему из главы 2 на сериально коррелированные процессы. Такое 
обобщение возможно при определенных условиях, ограничиваю­
щих степень сериальной корреляции. Соответствующее условие 
является прозрачным для случайных процессов, называемых ли­
нейными. Линейные процессы важны и сами по себе, и в этой гла­
ве их рассмотрению посвящены четыре параграфа. В прикладном 
параграфе обобщенная модель GMM используется для тестирова­
ния гипотезы эффективности рынка, на этот раз валютного.

Замечание по обозначениям: Поскольку проблемы, рассмат­
риваемые здесь, являются специфическими для временных рядов, 
в этой главе мы используем индекс «£» вместо «г».

6.1. Моделирование сериальной корреляции: 
линейные процессы

В параграфе 2.2 были введены ковариационно стационарные процессы 
и их автоковариации. В частности, (скалярный или одномерный) про­
цесс белого шума (white noise process) {s^} является ковариационно 
стационарным процессом с нулевым средним и с отсутствием сериальной 
корреляции:

Е Ы  =  0. E (f2) =  а 2 > 0. E(£,£t_j ) =  0 для j  ф 0.

Очень важный класс ковариационно стационарных процессов, называе­
мых линейными процессами (linear processes), можно получить, беря 
скользящее среднее процесса белого шума. Этот параграф изучает об­
щие свойства линейных процессов, используя инструмент, называемый 
фильтром {filter).

Поскольку текущее значение линейного процесса может зависеть от 
возможно бесконечного количества прошлых значений процесса белого 
шума, удобно, чтобы процесс белого шума и линейный процесс, кото­
рый он порождает, были определены для t = 0 . - 1 . - 2 ....... так же как
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и для t — 1 . 2 . . . .  . Интуитивно ковариационно стационарный процесс, 
определенный для всех целых (t = 0 . ± 1 , ± 2 , . . . ) ,  является процессом, 
начинающимся настолько давно, что его среднее и автоковариации ста­
билизировались к инвариантным ко времени константам.

М А (< ? )

Самым простым примером линейных процессов, которые проявляют сери­
альную корреляцию, является процесс скользящего среднего конечного 
порядка. Процесс {у,} называется процессом скользящего среднего 
q-го порядка (q-th order moving average process) (MA(r/)), если он мо­
жет быть записан как взвешенное среднее текущего и q самых недавних 
значений процесса белого шума:

Ut — tl +  9()s t + + -----b OqSt-q С 0Q = 1. (6.1.1)

Очевидно, процесс скользящего среднего является ковариационно ста­
ционарным со средним //. Легко проверить, что автоковариация j-ro  
порядка, 7 j(=  Е[(у, -  p)(yt-j -  р)\), имеет вид:

ч-j
l j  = {0j0 0  +  0j+l0l +  • • • +  0q0q-j)v2 =  a3

k=0
для j  = 0 . 1 ....... q, (6 . 1 .2 a)

7 j =  0 для j  > q, (6 . 1 .2 b)

где о2 =  E(;'^). (Эта формула также охватывает 7 поскольку 7  ̂ =  ~-j-) 
Например, для q =  1 мы имеем:

"о =  (0о +  0?)<т2 =  (1 +  O ' f ) o 2

(полагая j  =  0 и q =  1 в (6 . 1 .2 а) и замечая, что во = 1 ).

? i  =  ^ - 1  =  { 0 А ) ) < т 2  =  6 > ,с г ‘2

(полагая j  = 1 и q =  1 в (6 . 1 .2 а) и замечая, что во = 1 ).
7 j =  0 для j  = ±2. ± 3 ........

Полный профиль автоковариаций, {7у}, описывается q +  1 параметрами 
(6 1 .6 2 ____ б,/ и а'2), а коррелограмма {/>,} (где pj =  7 j / 7 o) — q парамет­
рами (01-0->____ 6q).

М А ( о о )  как предел в среднем квадратическом

Как иллюстрирует приведенный выше пример, сериальная корреляция 
в процессах МА(у) полностью пропадает после q лагов. Хотя некоторые 
временные ряды обладают этим свойством (мы увидим такой пример
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в приложении ниже), конечно, желательно, чтобы была возможность 
моделировать сериальную корреляцию, которая этим свойством не обла­
дает. Очевидная идея — сделать у* зависящим от бесконечного прошлого, 
заменяя сумму конечного количества слагаемых в (6.1.1),

во £7 +  0 \ £ t - \  +  • • • +  Oq£t-q-

на бесконечную сумму

ОС

Фо£ь + '</'i£7.-i Н----- --- ^ 2  (6.1.3)
з=о

где — последовательность действительных чисел.
Для того чтобы эта идея работала, мы должны быть уверены в том, 

что эта сумма бесконечно большого количества случайных величин опре­
делена, а именно что частичная сумма

П

(6 Л -4)
3=0

при п —> ос сходится (в определенном смысле) к некоторой случайной 
величине. Одно из популярных условий, при которых это реализуется, 
состоит в том, что последовательность действительных чисел {ipj} явля­
ется абсолютно суммируемой (absolutely summable):

DO

£ > 1 < э о .  (6.1.5)
з=о

(Это стандартное сокращенное выражение в математическом анализе. 
Уравнение (6.1.5) следует читать так: частичная сумма СХ°ДИТ"
ся к некоторому действительному числу [то есть к конечному пределу] 
при п —> эс, а бесконечная сумма в (6.1.5) по определению обозна­
чает это действительное число.) Чтобы последовательность {C’j} была 
абсолютно суммируемой, необходимо (но, конечно, не достаточно), чтобы 
Wj 0 при j  —> эс. Таким образом, абсолютная суммируемость требует, 
чтобы влияние прошлых шоков, представленное посредством v j,  в конце 
концов, затухало.

Как заявляется в следующем утверждении, для любого заданного t 
частичная сумма (6.1.4) сходится в среднем квадратическом к некоторой 
случайной величине. Этот предел в среднем квадратическом является 
единственным в следующем смысле. Если существует другая случай­
ная величина, к которой сходится в среднем квадратическом указанная 
частичная сумма, то тогда (как вы покажете в аналитическом упражне­
нии 1) эти два предела в среднем квадратическом равны с вероятностью
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единица. Мы определяем бесконечную сумму (6.1.3) как единственный 
предел в среднем квадратическом частичной суммы (6.1.4) и говорим, 
что «эта бесконечная сумма сходится в среднем квадратическом».

Утверждение 6.1 (М А (оо) с абсолютно суммируемыми коэффици­
ентами): Пусть (сг} является белым шумом и {ipj} является после­
довательностью действительных чисел, которая абсолютно суммируема. 
Тогда

(a) Для каждого t
ОС

=  M +  (6.1.6)
7=0

сходится в среднем квадратическом. {yt} является ковариационно 
стационарным. (Процесс {yt} называется процессом скользящего 
среднего бесконечного порядка (МА(ос)) (infinite-order moving- 
average process).

(b) Математическое ожидание yt равно р. Автоковариации { }  задают­
ся как

l j  =  {Ф]Фо +  +  Vj+2Ф2 н ------------) t f 2  =

ч (6.1.7)
= a2Y,V j+^k  С/= 0,1,2....).

fc=0

(c) Автоковариации абсолютно суммируемы:

эс
5 1 Ы  <  (6.1.8)
j=0

(d) Если, в дополнение, {£(} являются i.i.d, то тогда процесс {yt} явля­
ется (строго) стационарным и эргодическим.

Этот результат включает процессы МА(д) в качестве частного случая 
с Vj =  6j для j  =  0 .1— . q и i/)j =  0 для j  > q. Очевидно, что такая по­
следовательность абсолютно суммируема. Доказательство частей (а)-(с) 
является аналитическим упражнением 2. Доказательство (а) будет ис­
пользовать известный из математического анализа факт о конвертации 
последовательности Коши (см. контрольный вопрос 1 о последователь­
ности Коши). Часть (Ь) является очевидной экстраполяцией на беско­
нечность соответствующих результатов о среднем и автоковариациях 
процессов МА конечного порядка, но эта экстраполяция предполагает пе­
рестановку математических ожиданий и суммирований. Например, чтобы
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доказать, что средним МА(ос)-процесса является р, вам придется пока­
зать, что математическое ожидание предела в среднем квадратическом
(6.1.3) равно пределу математического ожидания (6.1.4). Тот факт, что 
эта операция легитимна при сходимости в среднем квадратическом, будет 
использован для доказательства части (Ь). Интуитивно часть (с) говорит 
о том, что если влияние прошлых шоков, представленных -0у, затухает 
достаточно быстро, чтобы {xpj} была абсолютно суммируемой, то тогда 
и сериальная корреляция затухает быстро. Абсолютная суммируемость 
автоковариаций будет играть ключевую роль в теории ковариационно 
стационарных процессов, разрабатываемой в этой главе. Для доказатель­
ства (d) см,, например: [Hannan, 1970, р. 204, Theorem З]1.

Процесс МА(эс) в (6.1.6) называется односторонним (one-sided), 
поскольку скользящее среднее не включает будущее значение еу. Это 
частный случай линейного процесса (linear process), который опреде­
ляется как двустороннее скользящее среднее вида:

ОС ЭО

V t = H +  Л  с Л ш  < э с -
j  = — ОС // =  — 0 0

Указанное утверждение (и все результаты в этом параграфе) можно легко 
распространить на общие линейные процессы. Мы, однако, фокусируемся 
на односторонних скользящих средних только потому, что двусторонние 
скользящие средние редко встречаются в экономике.

Утверждение 6.1 может быть обобщено на случай, когда процесс 
{yt} является скользящим средним общего ковариационно стационар­
ного процесса, а не процесса белого шума. В частности, абсолютная 
суммируемость автоковариаций переживает операцию взятия абсолютно 
суммируемого взвешенного среднего.

Утверждение 6.2 (Фильтрация ковариационно стационарного про­
цесса): Пусть {.т*} является ковариационно стационарным процессом, 
а { h j }  — абсолютно суммируемой последовательностью действительных 
чисел. Тогда

(а) Для каждого t бесконечная сумма
ЭС

yt = Y l hi x t - j  (6 Л '9)
з=о

'Абсолютной суммируемости { ^ }  более чем достаточно для выполнения части (а). 
Как показано в аналитическом упражнении 2, суммируемости с квадратом, которая являет­
ся более слабой, чем абсолютная суммируемость, достаточно, чтобы гарантировать, 
что бесконечная сумма также определена как предел в среднем квадратическом. 
Однако для выполнения других частей этого утверждения необходима абсолютная 
суммируемость.
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сходится в среднем квадратическом. Процесс {yt} является ковариа­
ционно стационарным.

(Ь) Если, кроме того, автоковариации процесса { x t} абсолютно сумми­
руемы, то тогда то же свойство выполняется и для автоковариаций 
процесса {yt}.

За доказательством мы отсылаем, например, к Фуллеру: [Fuller, 1996, 
Theorem 4.3.1], но основная техника здесь та же самая, что и в дока­
зательстве утверждения 6.1. Получение автоковариаций {yt}, которые 
обобщают (6.1.7), является аналитическим упражнением 3.

Фильтры

Операция взятия взвешенного среднего (возможно бесконечного коли­
чества) последовательных значений процесса, как в (6.1.6) и (6.1.9), 
называется фильтрацией (filtering). Ее можно записать в компактном 
виде, если использовать так называемый оператор запаздывания (lag 
operator) L, который определяется соотношением V x t  =  xi-j.  Мы сей­
час введем некоторые понятия, связанные с оператором запаздывания, 
которые будут полезны в анализе временных рядов1.

Определение фильтров

Для произвольно заданной последовательности действительных чисел, 
(rto.fti.fV2__ ), определим фильтр (filter) как

fv(L) =  «о +  cvi L  +  n^L2 +  • • • . (6 .1 . 10)

Если мы просто механически, не задумываясь, применим определение 
оператора запаздывания к процессу {xt}, то получим:

ft {L).rt =  ft0 xt + f>\Lxt + г*2 .£Аг/ + • • • =
=  a 0x t +  f t ),('(_ | +  o-2Xt- 2  + ■■■ -

•x (6 .1 .П)

= E a Jx ‘- j-
j = 0

Это и есть определение a(L)xt. Если ,rf =  с (константа), то ft(I)c  = 
- ft(l)c = cJ2y=o<Xj- Если aj 7  ̂ о для j  = /; и rtj = 0 для j  > р, 

фильтр сводится к лаговому полиному р-й степени (p-th degree lag 
polynomial):

ft(L) =  fto +  oiZ, +  • • • +  npLp.

'Для более полного обсуждения фильтров см., например: [Gourieroux and Monfort, 
1997, Sections 5.2 and 7.4].
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Когда он применяется к входному процессу, то создает взвешенное сред­
нее текущего и р самых недавних значений процесса. Утверждение 6.2 
гарантирует нам, что объект a(L)xt, определенный в (6.1.11), является 
случайной величиной, формирующей ковариационно стационарный про­
цесс, если последовательность {о^} является абсолютно суммируемой 
и если входной процесс {xt} является ковариационно стационарным. 
Фильтр с абсолютно суммируемыми коэффициентами будет называться 
(в этой книге) абсолютно суммируемым фильтром (absolutely sum- 
mable filter). Если использовать модный язык теории множеств, то абсо­
лютно суммируемый фильтр является отображением множества ковариа­
ционно стационарных процессов в себя.

Произведение фильтров

Пусть {ftj} и {dj) являются двумя произвольными последовательностя­
ми действительных чисел. Определим последовательность {Jj} соотно­
шением:

«о А) =  So,
«о А  +  »iA) =  А,

Ощ&2 +  А + 0:200 — $2, (6.1.12)

0()3j +  O\0j-\ + 0.20j-2 + • • • +  Qj— \0\ +  Oj00 — Sj.

Последовательность {5y}, построенная по этой запутанной формуле, на­
зывается сверткой (convolution) последовательностей {а-,} и {0j}. Пусть 
о:{Ь) =  оо +  ot\L + 0 2  L~ +  • • •, 0{L) =  0о +  0\L  +  А А 2 -(- • • • и S(L) = 
=  So + S\L + 62L '2 + ■ ■ ■ являются соответствующими фильтрами. Мы 
определяем произведение (product) двух фильтров a(L) и 0{L) как этот 
самый фильтр S(L) и записываем его как

S(L) = a(L) 0(L).

Например, для a(L) =  1 +  a j L и 0{L) — 1 + 3\L  формула свертки 
приводит к

(1 +  oiL)(l +  0 \ L )  — 1 -f- (о 1 +  0 i ) L  +  a \ 0 \ L ? .

(Если вы знакомы с произведением двух полиномов обычного вида из ма­
тематического анализа, вы можете сразу видеть, что это определение 
для фильтров полностью аналогично.) Как ясно из определения, фильтры 
коммутативны (commutative):

a ( L ) 0 { L )  =  0 ( L ) a ( L ) .
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Коммутативность, однако, не будет переноситься на матричные фильтры 
(см. параграф 6.3 ниже).

Если две последовательности { а 3 } и { ( 3 j ) абсолютно суммируемы 
и если процесс {ж*} ковариационно стационарный, то утверждение 6.2 
гарантирует нам, что процесс {/3(L)xt} ковариационно стационарный, 
и поэтому a(L)fl(L)xi является случайной величиной, равной 6(L)xt. 
Таким образом, если а(Ь)  и 13(b) абсолютно суммируемы и процесс {xt} 
ковариационно стационарный, то

*a(b)P(L) = S(b)» =► *a(b) f3(b)xt =  S(L)xt*. (6.1.13)

(Кстати, последовательность {<5̂ } абсолютно суммируема (см., например: 
[Fuller, 1996, р. 30]).)

Обращения

Особый интерес представляет случай, когда 8(b) = 1 (весьма частный 
случай фильтра), так что два фильтра а(Ь) и [3(b) удовлетворяют со­
отношению n(b)f3(b) =  1. Мы говорим, что 13(b) является обращением 
(inverse) фильтра а(Ь) и обозначаем его как а(Ь)~х или l/a(L). То есть

а(Ь)~1 является фильтром, удовлетворяющим соотношению
а(Ь)а(Ь)~х = 1. (6.1.14)

При условии, что с*о ф 0 в а(Ь) =  с*о + с\\Ь +  • • ■, обращение для 
п(Ь) может быть определено для произвольной последовательности {оу}, 
поскольку множество уравнений (6.1.12) с 80 =  1, Sj =  0 (j =  1 .2 ,. . .)  
может быть последовательно разрешено относительно {$,•}:

а 0 «о »о

В качестве примера рассмотрим фильтр 1 -  L. Обратный ему фильтр 
задается как

( 1 - L ) - 1 =  1 + L + L2 + ЬА+ ■■■ .

Последовательность коэффициентов здесь, очевидно, не является абсо­
лютно суммируемой. Этот пример иллюстрирует тот факт, что обратный 
фильтр может не быть абсолютно суммируемым.

В качестве контрольного вопроса 3 оставляем показать, что

a(b) a(b)~x =  a(b)~ la (b ) (поэтому обращение коммутативно),
(6.1.15а)

«a(L) j3(L) = 8(b)* 4* *fi(L) = n(b)~x8(b)» 4* *a(L) =  S(L) ,:f(L)-1 »,
(6.1.15b)
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при условии, что «о ф 0 и Д) ф 0. Следовательно, например, что­
бы решить at(L)ft(L) = S(L) относительно вы «умножаете слева»
на обращение a(L). Мы заметили выше, что коммутативность необяза­
тельно выполняется для матричных фильтров. Как будет показано в па­
раграфе 6.3, для обращений коммутативность обобщается на матричные 
фильтры.

Обращение лаговых полиномов

В следующем параграфе о процессах ARMA будет необходимо вычислить 
обращение лагового полинома р-й степени ф(Ь)

ф{Ь) =  1 — ф\Ь — 02 L2 — • • • — фрЬр.

Такое обращение может быть определено, поскольку фо = 1 Ф 0. Пусть 
'Ф(Ь) =  <t>(L)~l . Тогда, по определению,

ф(Ь)ф(Ь) = 1.

Формула свертки (6.1.12) предлагает алгоритм решения этого уравнения 
относительно v(L). Полагая в этой формуле a(L) — o(L), fl(L) =  v(L) 
и 8{L) =  1, получаем:

константа: Vo =  i ,
L : V] — 0100 = 0,

L 2 : V2 -  01 Vi -  0200 =  o.

1 
.

Л» 1 — 0l'Vp_ 2 “  0200-3 -  • • -  0p-10O =  0,
Lp : фр — 0 ] Vp— 1 — 02 00—2 — • • — 0p— l'V’i " 0p0O =  0,

LJ,+l: V/H-i ' 01 Фр 1 ■Q
- 1 1 • -  Фр- 102 -  0pV 1 =  0.

Lp+2: v>p+2 — ф i Vp+1 -  02 Vp -  • 7-o’l -  0p02 =  0.

(6.1.16)
Эти уравнения могут быть легко решены последовательно относительно 
(•и0. V i, V2— ) как

Vo =  1. 01 =  01, V-2 =  0-2 +  И Т. Д.

Также заметим, что для достаточно большого j  (фактически для j  > р) 
{vj}  следует однородному разностному уравнению р-го порядка

Vj — 0i Vj—1 — 020j-2 — • • • — Фр— 1 Vj—р+1 — OpOj-p == 0. (6.1.17)

Поэтому, вычислив первые р коэффициентов ( v q . v j, • • • • Vp-i), мы мо­
жем использовать это однородное разностное уравнение р-го порядка
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для порождения оставшихся коэффициентов (ipj, j  > р) с этими р коэф­
фициентами в качестве начальных значений.

Как мы знаем из теории однородных разностных уравнений (кратко 
описанной в аналитическом упражнении 4), последовательность решений 
{фj } уравнения (6.1.17), в конце концов, начинает убывать в геомет­
рической прогрессии, если выполняется то, что известно как условие 
стабильности (stability condition). Это условие формулируется следую­
щим образом:

Все корни полиномиального уравнения р-го порядка от г

ф(г) = 0, где ф(г) = 1 -  ф\г -  ф2г 2 -  • • • -  фргр (6.1.18)

больше 1 по абсолютной величине.
Корни полиномиального уравнения ф(г) = 0 могут быть комплексны­

ми. Если ваше владение комплексными числами ослабло, напомним, что 
комплексное число г может быть записано как

z = а + Ы,

где а  и b  — два действительных числа, а г =  V ~ l .  Поэтому комплекс­
ное число может быть представлено как точка на двумерной диаграмме 
с горизонтальной осью, измеряющей а (действительная часть), и верти­
кальной осью, измеряющей Ъ (мнимая часть). Его абсолютное значение 
равно \г\ =  \Ja2 + Ь2, то есть расстоянию между началом координат 
и точкой, представляющей г. Мы говорим, что г лежит вне единичного 
круга, если \z\ > 1. Поэтому условие стабильности, сформулированное 
выше, может быть иначе сформулировано как требование того, что корни 
указанного уравнения лежат вне единичного круга. Поскольку z  =  А 
является решением уравнения ф(г) =  0 всякий раз, когда г =  1/А
является решением уравнения гр — ф\гр' х —ф‘2гр' 2--------фр..1г — фр = О,
условие стабильности может быть эквивалентно сформулировано следу­
ющим образом:

Все корни полиномиального уравнения р-го порядка

zp — ф\гр~х — ф<2гр~'2 ------— Фр- 1  z — Фр = 0 (6.1.18')

меньше 1 по абсолютному значению (то есть лежат внутри единичного 
круга).

При этом условии, как вам будет предложено доказать (аналити­
ческое упражнение 4), существуют два действительных числа, А > О 
и 0 < b < 1, таких что

6.1 . М одели рование сериальной корреляци и : линейны е процессы

\ipj\ < А1Р для всех j. (6.1.19)
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При выполнении (6.1.19) абсолютная суммируемость {0 7} следует из

ОО  СЮ .

Y , Ш  < Л  Ab* = TZTh < эс-
3 = 0  j = о

Таким образом, мы доказали

Утверждение 6.3 (абсолютно суммируемые обращения лаговых по­
линомов): Рассмотрим лаговый полином р-й степени ф{Ь) =  1 — ф\Ь — 
02 Ь2 — ...  — фрЬр, и положим ф(Ь) =  ф{Ь)~1. Если соответствующее 
полиномиальное уравнение р-й степени ф(г) =  0 удовлетворяет условию 
стабильности (6.1.18) или (6.1.18'), то последовательность коэффициен­
тов {vj} для ф{Ь) ограничена по абсолютному значению геометрически 
убывающей прогрессией (как в (6.1.19)) и, следовательно, абсолютно 
суммируема.

Для иллюстрации рассмотрим лаговый полином степени единица, 
1 — фЬ. Корень соответствующего полиномиального уравнения 1 — 0 2  =  О 
равен 1/0. Условие стабильности заключается в том, что |1 /0 | >  1 или 
|0 | < 1 . Фильтр

1 +0L  + 02L2 + --- (6.1.20)

очевидно является обращением рассматриваемого полинома. Последова­
тельность коэффициентов {ф?} действительно ограничена по абсолютно­
му значению геометрически убывающей последовательностью (например, 
положим А = 1.1 и Ь — ф).

Контрольные вопросы

1. (П о сл едо в а тел ь н о ст ь  Кош и.) П о сл ед о в а тел ь н о сть  д е й с т в и т е л ь н ы х  ч и с е л ,  { o ri}, 
н а зы в а ю т  последовательностью Коши (Cauchy sequence), е с л и  | a m -  an\ —> 0  
при nun —¥ ос. В а ж н ы й  р е зу л ь т а т  м а т е м а т и ч е с к о г о  а н а л и з а  з а к л ю ч а е т с я  
в том , ч т о  a n с х о д и т с я  к д е й с т в и т е л ь н о м у  ч и с л у  тогда  и т о л ь к о  т о гд а ,  когда  
эта п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  я в л я ет ся  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ю  К о ш и . П р и н и м а я  э т о  
как д а н н о с т ь ,  п о к а ж и т е ,  что  {oj}  а б с о л ю т н о  с у м м и р у е м а  т о гд а  и тол ь к о  
т о гд а ,  когда £ ”L n+1 b j l  0  при 7n,n - >  э с .  (Вы  м о ж е т е  п р е д п о л о ж и т ь  б е з  
п о т ер и  о б щ н о с т и ,  что  гп > п.)

2 .  (К а к  ф и л ь т р а ц и я  и з м е н я е т  а в т о к о в а р и а ц и и .)  П у с т ь  h(L) = ho +  h\L и yf =  

~ h(L)xt, где  п р о ц е с с  {.г*} к о в а р и а ц и о н н о  ст а ц и о н а р н ы й .  П р о в е р ь т е ,  что  
(с  а в т о к о в а р и а ц и я м и  п р о ц е с с а  {л*?}* р а в н ы м и  { 7/ } )  а в т о к о в а р и а ц и и  п р о ц е с с а  

{,(/*} з а д а ю т с я  с о о т н о ш е н и е м :

I 1

' j - k - r l '
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3. Докажите (6.1.15b). Указание: Вот доказательство того, что

*a(L)0(L) = S(L)» => *0(L) = a (L) - l6{L)» : 

a(L)~l5{L) = a(L) - la(L)/3(L) = a{L)a{L)~l 0{L) = 3(L).

4. Удовлетворяет ли ф(г) — 1 -  \ z  4- условию стабильности? Указание: 
Корни ф(г) = 0 равны 2(1 ±  \/Зг)/3.

5. (Коэффициенты полиномиальных уравнений.) Рассмотрим полиномиальное 
уравнение ф(г) =  0, где ф(г) = 1 -  ф\г -  Ф^г2, и пусть (Ai,A2) являются 
двумя его корнями. Проверьте, что <pi = 1/Ai + 1/Аг, <(>2 =  —l/(A i • А2). 
Указание: Если Ai и Аг являются двумя корнями для ф(г) =  0, ф(г) может 
быть записан как ф(г) = (1 -  J 7 ^)(l -  4^-г).

6. (Обращение 1 -0 L .)  Убедитесь, что (6.1.20) является обращением для 1 — фЬ, 
проверяя формулу свертки (6.1.12) с =  1. 6j = 0 для j  > 1.

6.2. Процессы ARMA
После введения понятия фильтров мы можем с легкостью и изяществом 
изучать класс линейных процессов, называемых процессами ARMA, ко­
торые являются параметризацией коэффициентов процесса МА(ос).

A R ( l )  и его М А ( о о ) -представление

Процесс авторегрессии первого порядка ( A R ( 1 ) )  (first-order auto­
regressive process) удовлетворяет следующему стохастическому разност­
ному уравнению:

Dt = с +  4>yt- 1 +  -г или yt — 6 yt- \  — с +  St или (1 — <j>L)yt = с +  £f
( 6 . 2. 1)

где {£•(} является белым шумом. Если ф ф 1, положим р = с/{ 1 -  Ф) 
и перепишем это уравнение как

(yt ~  р) ~  Ф ■ (y t-\ ~  р) =  £t или (1 -  Ф Щ \)1 -  р) =  et. (6.2. Г)

Как будет видно через мгновение, именно р, а не с является математи­
ческим ожиданием процесса yt, если yt ковариационно стационарный. 
По этой причине мы будем называть (6.2.1') формой в отклонениях 
от среднего. Скользящее среднее является последовательными значени­
ями {yt }, а не {с(}. Указанное разностное уравнение называется стоха­
стическим из-за наличия случайной величины s t .

Мы ищем ковариационно стационарное решение {yt} этого стохасти­
ческого разностного уравнения. Это решение зависит от того, является 
ли \ф\ меньшим, равным или большим, чем 1.
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Глава 6. Сериальная корреляция

Случай 1: \ф\ <  1

Решение можно легко получить, используя обращение (1 — ФЬ)~1, за­
данное выражением (6.1.20). Так как этот фильтр абсолютно суммируем, 
когда \ф\ < 1, мы можем применить его к обеим сторонам AR(1 ̂ уравне­
ния (6.2.1'), получая в результате:

( 1  -  фЬ)~\1  -  фЬ)(у1 -  у)  =  ( 1  -  <^Т)_ 1 в(.

Эта операция легитимна, поскольку благодаря утверждению 6.2 обе сто­
роны этого уравнения определены как пределы в среднем квадратиче­
ском. По определению обращений (6.1.14), (1 — ФЬ){ 1 — фЬ)~1 — 1, 
а по коммутативности обращения, (1 — фЬ)~1{ 1 — фЬ) =  1. Следователь­
но, если {yt} ковариационно стационарный, левая сторона равна yt —  у 
по (6.1.13). Поэтому

ОС

Vl — У — (1 — фЬ) X£t =  (1 +  фЬ +  ф2Ь2 + ■■■)£( —
j=0

о с

ИЛИ y t — // +  (6.2.2)
j= ( )

То, что мы показали, — это то, что если {yt} является ковариационно 
стационарным решением стохастического разностного уравнения (6.2.1) 
или (6.2.1'), то yt имеет представление в виде скользящего среднего 
{moving-average representation) как в (6.2.2). Обратно, если процесс yt 
имеет представление (6.2.2), то он удовлетворяет указанному разностно­
му уравнению. Это можно легко получить, подставляя (6.2.2) в (6.2.1'):

(1 -  фЬ){у( -  у) =  (1 -  фЬ)( 1 -  фЬ)~хг1 =
— St (поскольку (1 -  фЬ){ 1 — фЬ)~1 =  1 по определению обращения).

Таким образом, процесс {yt}, заданный в (6.2.2), является единствен­
ным ковариационно стационарным решением стохастического дифферен­
циального уравнения, если \ф\ <  1. Математическим ожиданием этого 
процесса, согласно утверждению 6.1(b), является у.

Условие \ф\ < 1, являющееся условием стабильности (6.1.18), свя­
занным с полиномиальным уравнением первой степени 1 — (pz =  0, на­
зывается условием стационарности (stationarity condition) в текущем 
контексте процессов авторегрессии. Интуитивно этот результат говорит 
о том, что соответствующий процесс, если он начинается очень давно, 
стабилизируется, при условии, что |ф| < 1, так что влияние прошлого 
геометрически затухает с течением времени.
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Случай 2: |<р| > 1

Сдвигая время вперед на один период (то есть заменяя «Н на «t +  1»), 
умножая обе стороны на ф'"! и производя перестановку, стохастическое 
разностное уравнение (6.2.1') можно записать в виде:

у, -  у  = Ф~'1(у1+1 -  ц) -  (6.2.3)

Применение того же рассуждения, что и выше, но на этот раз с переме­
щением в обратном направлении во времени, показывает, что единствен­
ным ковариационно стационарным решением является здесь

ОС
Ш =  й -  Ф~3£1+з- (6.2.4)

i ----1

То есть текущее значение у является скользящим средним будущих 
значений г. Эта бесконечная сумма определена, поскольку последова­
тельность {Ф~1} абсолютно суммируема, если \ф\ > 1.

Случай 3: \ф\ = 1

Рассматриваемое стохастическое разностное уравнение не имеет ковари­
ационно стационарного решения. Например, если Ф = 1, это стохастиче­
ское разностное уравнение принимает вид:

У1 =  С + ( / ( _ , +  5 t =

=  С +  ( с  +  / / ( _ 2  +  с £ - 1 )  +  = (•  поскольку yt-1 =  с  +  yt—2 +  £t-I =

= c +  (c +  (e 4- j/(_3 +  St-2) +  - t- i)  +  =/• и т.д.

Повторяя этот тип последовательных подстановок j  раз, мы получаем:

yt — yi-j =  с • j  +  (=t +  St- 1  +  • • • +  -Tf-.j-и).

(Если {-/} является независимым белым шумом, этот процесс является 
случайным блужданием со сносом с (random walk with drift с).) Пред­
положим, вопреки нашему заявлению, что этот процесс ковариационно 
стационарный. Тогда дисперсия yt — yt_j равна 2(~.(, — оj). Дисперсия 
правой части равна о 1 ■ j .  Поэтому

2 • b o  -  l j )  =  <у'2 ■ j  или
9

P i  =  1 — - —  • j  <  — 1 для достаточно оольших j  
2"о

(вспомните: pj =  7j/'yo)-

Это является противоречием, поскольку коэффициенты автокорреляции 
не могут быть больше единицы по абсолютному значению. Поэтому
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процесс {г/(} не может быть ковариационно стационарным. Процессы 
с ф = 1 являются примерами «процессов с единичным корнем» и будут 
изучаться в главе 9.

Решение (6.1.4) для случая \ф\ > 1, в котором текущее значение 
у связано с будущими значениями порождающего {st }, непригодно для 
экономики, которая не наделяет экономических агентов совершенным 
предвидением. В дальнейшем, если не указано противное, мы будем 
использовать термин «АЩ1)-процесс» для единственного ковариационно 
стационарного решения АЩ1)-уравнений (6.2.1) или (6.2.1') при выпол­
нении условия стационарности.

Автоковариации AR(1)

Автоковариации {-^} для AR(1) (для случая \ф\ < 1) могут быть вы­
числены двумя способами. Первый способ заключается в представлении 
AR(1) в виде МА(оо), как в (6.2.2), и использовании (6.1.7). Поскольку 
для AR(1) ipj = фР, мы имеем

(625)

и pj (= ц ho)  = & U = о, l ...).

Поэтому коррелограмма процесса AR(1) очень простая: она убывает по j  
с постоянной геометрической скоростью.

Второй способ основан на использовании так называемых уравнений 
Юла —Уокера {Yule — Walker equations); см. аналитическое упражне­
ние 5 об использовании уравнений Юла —Уокера при вычислении авто­
ковариаций.

AR(p) и его МА(оо)-представление

Все результаты, только что полученные для AR(1), могут быть обобщены 
на AR(p), процесс авторегрессии р-го порядка (p-th order autore­
gressive process), который удовлетворяет стохастическому разностному 
уравнению р-го порядка:

Vt — (' + фхуг-х +  • • • +  ФрУь-р +  £f или
Vt ~ Ox V t- i--------- ФрШ-Р =  с. + et, или

Ф Щ гд  =  с + et с ф{Ь) — \ -  ф\Ь -  фзЬ2 — ■ ■ ■ -  ФРЬ Р. (6.2.6)

где {:(} — белый шум и фр ф 0. Очевидно, $(1) =  1 — ф \---------фр. Если
о(1) ф 0. положим р =  с/{ 1 — фх-------- фр) = с/ф{ 1). Как показано ниже,
р является математическим ожиданием процесса yt , если yt является ко­
вариационно стационарным. Выражая отсюда с, AR(p)-ypaeHeHHe (6.2.6)
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можно эквивалентно записать в форме отклонений от среднего:

(yt ~ р) ~ Ф1 ■ Ы - 1 -  р ) ---------ФР- (yt-p ~ р) =  £t
или ф(Ь)(у1 -  р) = £ f (6.2.6')

Следующее утверждение является обобщением на процесс AR(p) ре­
зультата, полученного нами для процесса AR(1).

Утверждение 6.4 (AR(p) как М А ( о о )  с абсолютно суммируемыми 
коэффициентами): Предположим, что полином р-й степени ф(г) удо­
влетворяет условию стационарности (стабильности) (6.1.18) или (6.1.18'). 
Тогда

(a) Единственное ковариационно стационарное решение стохастическо­
го разностного уравнения р-го порядка (6.2.6) или (6.2.6') имеет 
МА(эо)-представление

yt = р + ф(Ь)ег, ФЩ = Фо +  Ф\L +  -ф2L2 + фзЬг -1-----, (6.2.7)

где ф(Ь) = ф{Ь)~1, Последовательность коэффициентов {фj}  огра­
ничена геометрически убывающей последовательностью и, следова­
тельно, абсолютно суммируема.

(b) Математическое ожидание р указанного процесса задается как

р  = ф(1)_1с, где с  является константой в (6.2.6). (6.2.8)

(c) {7j} ограничены по абсолютному значению последовательностью, 
которая геометрически убывает по j. Следовательно, автоковариации 
абсолютно суммируемы.

Если не указано противное, мы будем использовать термин «процесс 
AR(p)» для единственного ковариационно стационарного решения (6.2.7) 
AR(p)-ypaBHeHHH (6.2.6), удовлетворяющего условию стационарности. Аб­
солютная суммируемость обращения ф{Ь)~1 в части (а) этого утвержде­
ния немедленно следует из утверждения 6.3. При наличии абсолютной 
суммируемости первая часть (а) может быть доказана с использовани­
ем той же аргументации, которую мы использовали для AR(1); просто 
умножьте обе стороны (6.2.6') на ф{Ь)~1 и заметьте, что

Ф(Ь)-{ФЩ = ф{Ь)ф(Ь)-' = 1.

Часть (Ь) немедленно следует из утверждения 6.1(b). Часть (с) можно 
легко доказать, объединяя (а) и утверждение 6.1(b). В аналитическом 
упражнении 7 вам будет предложено дать альтернативное доказательство
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этого утверждения без использования фильтров, но с использованием 
инструмента под названием сопровождающая форма (companion form).

Как и для A R(1 ), автоковариации могут быть получены двумя спосо­
бами. Первый способ использует представление МА(ос). Коэффициенты 
{0 j} в представлении МА являются коэффициентами в обращении лаго- 
вого полинома ф(Ь), а алгоритм для вычисления таких коэффициентов 
уже был представлен ранее (см. (6.1.16)). При заданных {ipj} используй­
те (6.1.7) для вычисления автоковариаций {7 .,}. Второй метод использует 
уравнения Юла —Уокера.

A R M A ( p ,  <7)

Процесс ARMA(p,<7) объединяет AR(p) и МА(<7):

или

или

Уь — о +  <!)\yt-i +  <p2Vt-2 +  • • • +  4>pVt-p+

+  0 ( ) = t  +  0 1 = 7 - 1  +  0 2 = 7 - 2  +  ‘ ‘ +  0q£t-q-

yt -  Фт~\ -  Ф‘т - 2 -----------Фр-yt-p ~
— 0 +  e0ot +  0 1 = 7 - 1  +  0 2 = 7 - 2  +  '  • • +  0qSt-q.

ф{Ь)у1 =  с +  e(L)et. Ф(Ь) =  1 — Ф\Ь — • • • -  орЬр.
0{L) = eo + 0]L + --- + eqLi. (6.2.9)

где { c j  — белый шум. Если 0 (1 ) ф 0, положим у  =  с /0 (1 ). Форма 
в отклонениях от среднего имеет вид:

(,yt -  у) ~ Ф\ ■ (yt-i -  у ) ---------ФР - (yt-p -  У) =
— 00=7 +  01-/,-1 +  - +  OqSt-q

ИЛИ

6{L)(yt -  у) = e(L)st. (6.2.9')

Это все еще стохастическое разностное уравнение р-го порядка, но 
с сериально коррелированным порождающим процессом {6(L)st } вместо 
процесса белого шума {57}. Утверждение 6.4 легко обобщается до следу­
ющего:

Утверждение 6 .5  (A R M A (p , q) как М А (оо) с абсолютно сумми­
руемыми коэффициентами): Предположим, что полином р-й степени 
Ф(г) удовлетворяет условию стационарности (стабильности) (6.1.18) или 
(6.1.18'). Тогда

(а) Единственное ковариационно стационарное решение стохастическо­
го разностного уравнения р-го порядка (6.2.9) или (6.2.9') имеет
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МА(ос) -представление

yt — р  +  ip{L)sf. Ф(Ь) =  Фо +  ф\Ь +  ф%12 +  ФзЬ* +  • • • , (6.2.10)

где Ф(Ь) = o(L)~l 0(L). Последовательность коэффициентов {ф,} 
ограничена геометрически убывающей последовательностью и, сле­
довательно, абсолютно суммируема.

(b) Математическое ожидание р, указанного процесса задается как

р =  где с является константой в (6.2.9). (6.2.11)

(c) {тj} ограничены по абсолютному значению последовательностью, 
которая геометрически убывает по j .  Следовательно, автоковариации 
абсолютно суммируемы.

Если не указано противное, мы будем использовать термин «процесс 
ARMA» для единственного решения (6.2.10) ARMA-уравнения (6.2.9) 
или (6.2.9'), которое удовлетворяет условию стационарности. Представле­
ние МА(ос) можно легко получить, умножая обе стороны (6.2.9') 
на обращение Ф{Ь)~Х и замечая, что ф(Ь)~1ф(Ь) = ф(Ь)ф(Ь)~х =  1. 
Для оставшейся части (а) и части (Ь) единственная нетривиальная часть 
доказательства заключается в том, чтобы показать, что {ipj} ограничена 
по абсолютному значению геометрически убывающей последовательно­
стью. В случае AR(p) мы использовали алгоритм, основанный на мно­
жестве уравнений (6.1.16), чтобы решить ф(Ь}Ф(Ь) =  1 относительно 
Ф(Ь). Этот алгоритм может быть легко обобщен. На этот раз Ф(Ь) = 
= Ф(Ь)~]9(Ь) или

Ф(ь) ф(ь ) = ещ.
Чтобы решить это относительно Ф(Ь), применим формулу свертки (6.1.12) 
с a(L) = ф(Ь), j3{L) =  Ф(Ь) и S(L) =  0(L) (вместо 1). Результирующее 
множество уравнений то же самое, что и (6.1.16), за исключением того, 
что правая часть уравнения для константы равна 9q, а не 1. правая 
часть уравнения для L равна в\, а не 0, правая часть уравнения для L2 
равна 02< и так далее, вплоть до уравнения для Lq, правая часть которого 
равна вц. Правые части оставшихся уравнений равны 0. Как и в случае 
процесса AR(p), эти уравнения могут быть легко разрешены последова­
тельно относительно (Фц.Фх-Фч---- ); при 9q =  1 имеем:

Фо — 0 0  — 1 -  С’1 — Л- ф\ ,  С’2 =  0'2 +  ф'2 +  0 1 0 1  +  Ф\  И Т . Д .

И здесь, как в случае AR(p), для достаточно большого j  (фактически 
для j  > max.{p.q +  1}, как вы проверите в контрольном вопросе 5), 
{i/’j} следует тому же самому однородному разностному уравнению р-го 
порядка (6.1.17). Поэтому {i>j} ограничена по абсолютной величине гео­
метрически убывающей последовательностью и, следовательно, абсолют­
но суммируема.
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Снова существуют два способа получить выражение для автоковари­
аций в терминах {ф\ , . . . ,  фр,0\ . . . . ,  вд,а * 2). Вы можете вычислить коэф­
фициенты {ipj} в МА-представлении как только что описано, а затем 
использовать (6.1.7). Другой метод основан на уравнениях Юла —Уокера.

ARMA(p, q) с общими корнями

Предположим, что в уравнении АГША(р,</) (6.2.9') ф(Ь) удовлетворяет 
условию стационарности, как в утверждении 6.5, но предположим, что 
один из корней ф(г) = 0 является также и корнем 0(г) = 0. Если этот 
корень равен А, полиномы ф(г) и в(г) имеют факторизации:

ф(г) = a(z) ф*(г), 9(z) = a(z)B*(z) с а (г )  =  1 - А _12 .

Обращение для ф(Ь) равно <£*(£)_1а (£ )_ | . Поэтому ф(Ь) в утвержде­
нии 6.5 можно записать как

ф(Ь) =  ф(Ь)~1в(Ь) =  <D*{Lr'a(L)- la(L)9*(L) =  ф'Щ-'ОЦЬ) .
(6.2. 12)

и это показывает, что уравнение ARMA(p. q) (6.2.9') и более простое 
уравнение ARMAQo -  l,g  -  1)

ф*(Щу1- р) =в *( 1 ) е1

имеют в качестве единственного ковариационно стационарного решения 
один и тот же процесс1. Из соображений экономности, уравнения ARMA 
с общими корнями редко используются для параметризации ковариаци­
онно стационарных процессов.

Обратимость

Для уравнения ARMA(p. q) (6.2.9) если ф(г) = 0 и в(г) = 0 не имеют об­
щих корней и если в(г) удовлетворяет условию стабильности (6.1.18) или 
(6.1.18'), то ARMA-процесс называется обратимым (invertible), а усло­
вие стабильности для в(г) называется условием обратимости (invert- 
ibility condition)2. Поскольку в ( Ь ) ~ х абсолютно суммируема, если 9{ z )

'Поскольку мы определили фильтры для последовательностей действительных чисел, 
обсуждение в тексте предполагает, что корень Л вещественный. Если А комплексный, 
то должен существовать другой общий корень, который является комплексно сопря­
женным для Л. Пусть Ai =  а ч- Ы и А2 = а -  Ы являются такой парой комплексных 
корней. Тогда, если мы определим

a(z) -  1 -  (АГ1 + AJ1)* + - За I ,2
(а2 + 62) (а2 Ь2) 2 ‘

приведенное в тексте обсуждение сохраняется.
2Легко спутать обратимость и существование обращения. Поскольку во = 1 Ф 0, 

0{L) имеет обращение без условия обратимости. Обращение, однако, может не быть 
абсолютно суммируемым, если не выполнено условие обратимости.
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удовлетворяет условию обратимости (стабильности), мы можем умно­
жить обе стороны ARMA уравнения (6.2.9) на 9(L) ~ 1 и использовать 
соотношение 9(L)~lc = c.9(L)~l = с/9( 1), чтобы получить

0 Щ -1ф(Ь)уг = щ  + £1. (6.2.13)

Таким образом, рассматриваемый процесс имеет представление в виде 
процесса авторегрессии бесконечного порядка (AR(oc)). Его получение 
не требует выполнения условия стационарности (того, что ф(г) удо­
влетворяет условию стабильности). Если оба ф(Ь) и 9(L) удовлетво­
ряют условию стабильности, то процесс ARMA(p,q) имеет и МА(ос), 
и А11(эо)-представления.

Производящая функция автоковариаций и спектр

Весьма полезным способом компактной записи информации о последова­
тельности автоковариаций {7^} ковариационно стационарного процесса 
{yt} является производящая функция автоковариаций (autocovari­
ance-generating function):

ОО

9 y { z ) =  Y  Ъ г3 =

i=~K x  (6.2.14)

= 9o + Y  ' №  + z~j ) (так как 1 - i  =  T?')- 
j = 1

Аргументом этой функции (г) является комплексный скаляр. Поскольку 
суммирование включает бесконечно много слагаемых, возникает вопрос: 
определена ли такая функция. Известный результат из математического 
анализа говорит о том, что указанная бесконечная сумма определена 
по крайней мере для \г\ = 1 (единичная окружность), если {7 7 } абсо­
лютно суммируема. Например, для г = 1

ОС ОС-

ffr(l) = Y  =  90 +  2 ^ 7 .,. (6.2.15)
j = -X  j = 1

Это выражение очевидно определено вследствие сходимости бесконечной 
суммы1.

Любое комплексное число на единичной окружности может быть 
представлено как

г =  cos(w) — ?sin(a;) =  е~ы . (6.2.16)

'Факт: Если {-vj} абсолютно суммируема, то она суммируема (то есть частичная 
сумма {7 j } сходится к конечному пределу).

413



Глава 6. Сериальная корреляция

где г =  v/—l и и  является взятым со знаком «минус» углом в радианах, 
который г образует с действительной осью. Если производящая функция 
автоковариаций вычислена для этого г и разделена на 27г, результирую­
щая функция от Ш,

*y М  =  WZ 9Y (cos(w) -  г sin(w)) =  ~  ду (е" '̂) (6.2.17)Z7T Z7T
называется (энергетическим) спектром ((power) spectrum), или спек­
тральной плотностью, функцией спектральной плотности (spectral 
density (function))-процесса {yt }, a и  называют частотой (frequency).

Можно показать, что в случае абсолютно суммируемых автоковари­
аций все эти автоковариации могут быть вычислены на основе спек­
тра (отсюда и термин «производящая функция автоковариаций»). Поэто­
му существует взаимооднозначное отображение между последовательно­
стью {7j} и gy(z)  или sy(uj). Таким образом, подход во временной 
области (time domain approach), который концентрируется на последо­
вательности {7 j} и представляет именно то, что мы делали до сих пор, 
и подход в частотной области (frequency domain approach), который 
основан на интерпретации спектра, эквивалентны, хотя некоторые ре­
зультаты могут быть более легко установлены при одном подходе, нежели 
при другом. В этой книге подход в частотной области не изучается далее 
того, что уже сказано.

Если {yt} — белый шум, то очевидно, что gy(z) постоянна и равна 
дисперсии. Для МА(1) gy(z) получается простой подстановкой (6.1.2) 
для q =  1 в определение (6.2.14):

=  ( O i a 2) z ~ l +  ( 1  +  в \ ) а 2 +  ( 9 xct2) z =

=  гг2 ■ [9Х г 1 +  (1 +  9\) +  9Хz\ =
=  <т“ • (1 +  в \г)(1 +  9Хz ') .

Поэтому
gy(z)  = a 2e ( z ) 9 ( z - 1). (6.2.18)

где 0(z) =  I + 9\z. Это последнее выражение обобщается на случай 
МА(</), где 9(z) =  1 +  9\z +  9-2z2 +  ••• +  9qzq. (Вы можете проверить 
это путем проведения умножения в этом выражении для gy(z)  в случае 
МА(</), приводя подобные по степеням 2 и наблюдая коэффициенты 
при zi и z~T)  Это выражение также годится и для процесса МА(эс), 
если его коэффициенты абсолютно суммируемы, как нам гарантирует 
следующий результат.

Утверждение 6 .6  (производящая функция автоковариаций для про­
фильтрованного процесса): Пусть {с<} является белым шумом и пусть 
v ( L )  = (#'о +  v \ L  + v->L2 +  ■ • • является абсолютно суммируемым филь­
тром (то есть последовательность {г^} абсолютно суммируема). Тогда
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производящая функция автоковариаций М А (ос)-процесса {yt), где yt = 
= р + il)(L)et , равна:

gy{z) = а2 ф{г) Ф{г 1). (6.2.19)

В более общем случае, пусть {.т(} является ковариационно стационарным 
процессом с абсолютно суммируемыми автоковариациями и g x(z) явля­
ется производящей функцией автоковариаций для  {.г*}. Производящая 
функция автоковариаций профильтрованного ряда {yt}, где yt = h (L )x t 
(с абсолютно суммируемой {hj}) равна:

gY {z) = h{z)gx { z )h { z - [). (6.2.20)

Мы не будем доказывать этот результат; см., например, теорему 4.3.1
в [Fuller, 1996].

Поскольку процессы A R (р) и AR.MA(p.q) имеют представление МА(эо), 
их производящие функции автоковариаций могут быть легко получены 
из (6.2.19). Так как ■</>(£,) =  1 /Ф(Ь) для AR(p) и ф(£) = 9{Ь)/ф{Ь) для 
A R M A (p.q), мы имеем

=  (6*2|)
ARMA(p.,): яуЦ) = (6.2.22)

Контрольные вопросы

1. Если {(/,} является ковариационно стационарным решением АГ{(1)-уравнения
(6.2.1) с |6| < 1, то что представляет собой

Е*(!//•;!• У> l)

(проекция методом наименьших квадратов)? Указание: Е((/(_!с,) = 0.
Зависят ли коэффициенты этой проекции от Г? Верно ли, что Е* (yt 'l. y t-i) — 
= Е( г/̂  I г/t—i )? Указание: E(yt- \ s t) = 0, но означает ли это, 4ToE(st ',yt- i)  = 0?
Что представляет собой E*(y#jl.yf_ i. (/,_2)? Предположим теперь, что {yt} — 
ковариационно стационарное решение уравнения AR(1), когда ]о] > 1. Верно 
ли, что E(y t- i £ t ) =  0? [Ответ: Нет.] Верно ли, что Е* (yt \l.yt-\) =  c +  oyt- ь 
как было в случае о| < 1?

2. (AR(1) с о = -1 .) Для простоты предположим, что с = 0 в АЩ1)-уравнении
(6.2.1) . Покажите, что АЩ1)-уравнение с о  = -1  не имеет ковариацион­
но стационарного решения. Указание: Тот же самый вид последовательной 
подстановки, который мы использовали для случая о = 1, приводит к соот­
ношению:

у, -  ( - 1  Y v t - j  — s <  —  O - i  + • • • • ) -  ( — l V
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Из этого соотношения получаем:

3. (Об утверждении 6.4.) Откуда мы знаем, что ф{ 1) /  0 в (6.2.8)? Указание: 
Используйте условие стационарности.
Докажите часть (Ь) утверждения 6.4. Указание: Возьмите математическое 
ожидание от обеих сторон (6.2.6) и используйте ковариационную стационар­
ность процесса {yt}-

4. (Об утверждении 6.5.) Проверьте, что y t -  р  =  <p(L)~xe{L)st является реше­
нием уравнения AR.MA(p, q).

5. {{il>j} для ARMA(p,<7).) В случае AR(р) мы использовали уравнение (6.1.12) 
для вычисления МА-коэффициентов {</??}■ Запишите соответствующие урав­
нения для ARMA(3,1). С какого лага j  стартует последовательность {V’y}, 
следующая соотношению:

Фз -  Ф\ Vj- 1 -  <hVj-2 ~ ФзУ' -̂з = О,

что является (6.1.17) для р = 3? Сделайте то же самое для ARMA(1,2). 
С какого лага j  стартует последовательность {ф]}, следующая соотношению
(6.1.17) для р = 1? [Ответ: j  = 3.]

6. (Как фильтрация изменяет спектр.) Пусть фильтр h(L) абсолютно суммиру­
ем. По утверждению 6.2, если процесс {:г(} является ковариационно стаци­
онарным с абсолютно суммируемыми автоковариациями, то это выполняется 
и для процесса {yt}, где yt, =  h(L)xt. Используя (6.2.20), проверьте, что

= h(e~'w)s.x(u)h(e'“).

7. (Спектр является вещественнозначным.) Покажите, что спектр является ве­
щественнозначным. Указание: Подставьте (6.2.16) в (6.2.14). Используйте 
следующие факты из комплексного анализа: [cos(w) -  zsin(w)]J' =  cos( j u )  -  
-  ishi(ju); sin(— w) = -sin(w ).

6.3. Векторные процессы
Все понятия, введенные до сих пор, легко обобщить на векторные про­
цессы.

В екторны й процесс белого ш ума (vector white noise process) {et } 
является совместно ковариационно стационарным процессом, удовлетво­
ряющим соотношениям
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Поскольку Г2 не ограничена диагональным видом, между элементами в* 
могут быть одновременные корреляции. Полная корреляция между эле­
ментами £t исключается, поскольку от матрицы П требуется положи­
тельная определенность.

Векторный МА(оо)-процесс (vector МА(ос) process) является оче­
видной векторной версией (6.1.6):

ОС

yt = р  + ^ 2 ^ j £ t- j  с Фо =  I- (6.3.2)
3 =  о

где {Ф j)  — квадратные матрицы. Последовательность матриц коэффи­
циентов называется абсолютно суммируемой, если каждый элемент аб­
солютно суммируем. То есть, если tpkij является (к, /)-м элементом Ф^,

00

«{*Л  — абсолютно суммируема» <=>• \iPkej \ < оо для всех (к,£)».
з=о

(6.3.3)
При таком определении утверждение 6.1 очевидным образом обобщается 
на многомерный случай. В частности, если Tj(= E[(yt - p )(y t- j  -  р)']) — 
автоковариационная матрица j -го порядка, то выражение для автокова­
риаций в части (Ь) утверждения 6.1 принимает вид:

О©

Г; =  £  Ф,+* п  ф 'к U =  0 ,1 ,2 ,...) . (6.3.4)
А.-0

(Эта формула распространяется также и на j  = - 1 , - 2 ....... поскольку
Г-з= Г 'у )

Многомерный фильтр (multivariate filter) может быть записан как 

H (L) = Щ  + H iL  + Н 2Ь2 + ■■■ ,

где {Hj} — последовательность (необязательно квадратных) матриц. 
Поэтому, если Нщ  является (А\/)-м элементом H j, (к,1)-й элемент H(L) 
равен:

# ш  +  Hki\L +  HknL2 Ч-----.

Многомерная версия утверждения 6.2 очевидна с y t = H (L )x t.

Произведение фильтров

Пусть A(L) и B(L) — два фильтра, где A j имеет размер m x r ,  a B j име­
ет размер г х s, так что можно определить произведение матриц AjBk. 
Произведение двух фильтров, D(L) =  A(L) B(L), является фильтром
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размера т хп , последовательность матриц коэффициентов которого {Dj}  
задается многомерной версией формулы свертки (6.1.12):

Ао В 0 = D 0,
■A-о В \ +  А \ Во =  D \ ,

Ао Во +  А \ В \ +  А 2 Во, = Do

Ао Bj +  А\ B j—i +  B j—2 +  • • • +  A j—1 В i -г Aj Во = Dj,
(6.3.5)

Обращение

Пусть A(L)  и B(L)  — два фильтра, матрицы коэффициентов которых 
квадратные. B(L)  называется обратным (inverse) для A(L)  и обознача­
ется A(L)~l , если

A(L) B(L) = I.  (6.3.6)

Для любой произвольной последовательности квадратных матриц {Aj}  
обращение для A(L)  существует, если Ао невырождена. Легко показать, 
что обращения коммутативны (см. контрольный вопрос 2), поэтому

A{L) A(L)~] = A ( L y lA(L).

Абсолютно суммируемые обращения лаговых полиномов

Лаговый полином р-Pi степени (p-th degree lag matrix polynomial) 
имеет вид:

Ф(1) = I, -  Ф1L -  Ф2Д2 -------- ФpLp. (6.3.7)

где {Ф7} является последовательностью г х г матриц с Фр ф 0. Как сле­
дует из теории однородных разностных уравнений, условие стабильности 
для многомерного случая заключается в следующем:

Все корни детерминантного уравнения

| / _ Ф , г --------- Фргр| =  0 (6.3.8)

больше единицы по абсолютной величине (то есть лежат вне единичного 
круга).
Или эквивалентно

Все корни детерминантного уравнения

| / с р - Ф , 2 р- 1--------- ФР| =  0 (6.3.8')
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меньше единицы по абсолютному значению (то есть лежат внутри еди­
ничного круга).

В качестве примера рассмотрим лаговый полином первого порядка 
Ф(L) =  1 — Ф 1 L, где Ф| =  (6ki) является 2 х 2-матрицей. Уравне­
ние (6.3.8) может быть записано как

1 -  Фиг
—021 z

—ф\2*
1 — 0222 =  1 — (0п +  Ф -п)? +  (0H022 — 021012)г2 =  0.

С обобщенным таким образом условием стабильности утверждение 6.3 
обобщается очевидным образом. Пусть Ф (L) =  Ф(£,)-1 . Каждая компо­
нента последовательности матриц коэффициентов {Ф^} будет ограничена 
по абсолютному значению геометрически убывающей последовательно­
стью.

Многомерным аналогом процесса AR(p) является процесс вектор­
ной авторегрессии р-го порядка (V A R (p)) (vector autoregressive pro­
cess of p-th order). Он является единственным ковариационно стацио­
нарным решением при условии стационарности (6.3.8) для следующего 
векторного стохастического разностного уравнения:

y t - ® \ y t - \ --------- Фpyt-p = c + e l или Ф (L)(yt - /л) =  e t,
где Ф(Ь) =  1Г -  Ф\Ь -  Ф2Ь'2 --------- ФРЬР и р  =  Ф(1)_1с. (6.3.9)

причем Фр Ф 0. Например, двумерный процесс VAR(l) может быть 
записан в полном объеме как система двух уравнений с общими ре­
грессорами:

Уи

2/24

f'l +011У Ы -1 +0122/2,4-1 + £ и -  

С2 +  0212/1,4-1 +  0222/2.4-1 +  £ц , где Ф 1 = 011

021

012

022

В более общем случае m -мерный VAR(p) описывается множеством из т  
уравнений с Мр + 1 общими регрессорами. Утверждение 6.4 непосред­
ственно обобщается на многомерный случай. В частности, каждый эле­
мент Tj ограничен по абсолютному значению геометрически убывающей 
последовательностью.

Векторные авторегрессии являются очень популярным инструментом 
для анализа динамических взаимосвязей между ключевыми макропере­
менными. Глубокий анализ можно найти в [Hamilton, 1994, Chapter 11].

Многомерным аналогом А1ША(р. ц) служит векторный A R M A (p, q)  
(V A R M A (p, q)) (vector ARMA(p,q)). Он является единственным кова­
риационно стационарным решением при условии стационарности для сле-
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дующего векторного стохастического разностного уравнения: 

y t = C  +  Ф }у 1 {  +  Ф ‘2У(-2  Н--------h ФрУг-р  +  +
+  © 1 ^ - 1  + @ 2£l-2 + + & q£t-q  ИЛИ

ф (L)(vt - ц )  = ®{L)£t-
где

ФЩ = 1 - Ф 1Ь ---------ФpU>, &(L) = I  +  © jL  +  • • • +  ©VL9,

М = Ф(1)_1с, (6.3.10)

и при этом Ф (L)p Ф 0 и &q ф 0. Утверждение 6.5 обобщается очевидным 
способом.

Производящая функция автоковариаций

Многомерная версия производящей функции автоковариаций для вектор­
ного ковариационно стационарного процесса {yt} имеет вид:

ОС ОС

G y {z) =  ^ 2  Tjzi = Г 0 + + Г ' г - '7) (поскольку Г _ ;. =  Г ').
j = - = с  j = 1

(6.3.11)
Спектр векторного процесса {yt} определяется как

8Y {u) =  ^ - G Y { e - n -  (6-3.12)

Утверждение 6.6 легко обобщается. В частности, если H(L)  является 
абсолютно суммируемым фильтром г х s, a G x { г) является производя­
щей функцией автоковариаций s-мерного ковариационно стационарного 
процесса {xt} с абсолютно суммируемыми автоковариациями, то произ­
водящая функция автоковариаций для y t =  H (L )x t задается как

G y (z ) =  H ( z )  G x (z) H ( z ~ 1)'. (6.3.13)
(rxr) (rxs) (sxs) (sxr)

В качестве частных случаев этого соотношения мы имеем:

векторный белый шум: G y  (г) =  О. (6.3.14)

VM A(oc): G y {z ) =  Ф ^ П Ф ^ 1)'. (6.3.15)

У А В Д :  G y { z )  =  [ Ф ^ Г Ч П ^ а Г 1) - 1]'- (6.3.16)

VARMA(p.g): G Y (z) =  [Ф (-)_1] [в (г )]  f t  [©(г-1)]' [ Ф ^ - 1 )-1 ]'. (6.3.17) 

Например, если у у =  +  ® 1£/ - ь

G Y ( z )  = ( I  + ® i z ) n ( I  +
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Контрольные вопросы

1. Проверьте (6.3.4) для векторного МА(1).

2. (Коммутативность обращений.) Проверьте коммутативность обращений, то 
есть *A(L) B(L)  = I » <=> «B(L) A(L) — I» для двух квадратных фильтров 
размерности г с |А0| ф 0 и |В 0| ф 0. Указание: Положите Do — I, D j — О 
(j > 1) в системе (6.3.5) и решите ее относительно В . Покажите, что этот 
B(L) удовлетворяет соотношению B(L)A(L)  = I.

3. (Отсутствие коммутативности для многомерных фильтров.) Предложите при­
мер, где A(L)  и B(L)  — 2 х 2, но A(L) B(L) Ф B(L)A(L) .  Указание: Как 
насчет A(L) = I  + AyL и B(L) = I+ByL?  Найдите две квадратные матрицы 
А \ и В 1 , такие что А \ В \ ф В \А у .

4. Проверьте многомерную версию (6.1.15Ь), а именно:

*A(L) B(L)  =  D(L)* &  «B{L) =  A{L)~'D{L)» &
&«A{L)  = D (L )B (L)~1»,

при условии невырожденности Ao и B 0. Поэтому, чтобы решить A(L) B(L) — 
= D(L),  «умножьте обе стороны слева» на A(L)~l .

5. Покажите, что [A(L) B(L)]~l =  B(L)~l A(L)~l при условии невырожденно­
сти Ао и Во Указание: По определению,

A(L)B(L)[A(L)B(L)}-1 = I.

6.4. Оценивание авторегрессий
Авторегрессионные процессы (авторегрессии) популярны в эконометри­
ке, не только потому что они имеют естественную интерпретацию, но 
также потому, что они легко оцениваются. Этот параграф рассматривает 
оценивание авторегрессий. Оценивание ARM A-процессов будет затрону­
то в конце параграфа.

Оценивание A R (1)

Вспомним, что AR(1) является М А(эс) с абсолютно суммируемыми ко­
эффициентами. Поэтому, если {г(} является независимым белым шумом 
(последовательностью i.i.d. случайных величин с нулевым средним и ко­
нечной дисперсией), он является строго стационарным и эргодическим 
(утверждение 6.1(d)). Полагая x t = ( l . y t - i ) '  и (3 =  (с.6)'. A R (l)-ypae- 
нение (6.2.1) можно записать как уравнение регрессии

i j t - x tf3 + s t,  (6.4.1)

Мы предполагаем, что выборка состоит из (уо-УьУз___, Уп)> включая уо,
так что (6.4.1) для t =  1 (которое имеет уо в правой части) может быть 
включено в оценивание. Поэтому период выборки с t =  1 по п.
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Мы теперь покажем, что все условия утверждения 2.5 об асимптоти­
ческих свойствах OLS-оценки для /3 при наличии условной гомоскеда- 
стичности здесь удовлетворяются. Во-первых, очевидно, что линейность 
(предположение 2.1) удовлетворяется. Во-вторых, как только что бы­
ло замечено, процесс {yt,xt} совместно стационарный и эргодический 
(предположение 2.2). В-третьих, поскольку yt~\ (непостоянный регрессор
в x t)  является функцией от ___}, он не зависит от ошибки
по предположению i.i.d. для {е<}. Таким образом,

E(ef\xt) = а 2. (6.4.2)

то есть ошибка условно гомоскедастична (предположение 2.7). В-чет­
вертых, если gt =  Xf ■ et =  (et,yt-\£t)' , то {gt} является мартингал- 
разностью, как требуется в предположении 2.5, поскольку

первый элемент E(gt\gt- \ ,gt- 2 , ■ • •) =
= E(et\gt-i,gt-2 ,---) =
= E(et\£t-i> St-2 ; • • • 1 yt-2St-l,yt-3St-2i ■ • •) =

= 0 (поскольку {st} является i.i.d. и yt- j  является функцией от 

(st-j,£t-j-1— ))

и

второй элемент E(gt\gt- i ,gt- 2 , ■ ■ ■) =
= E{£tyt-\\gt..\,gi-2 , • •.) =
=  H E ( e ty t - i \ y t - u g t - i , g t - 2 '  ■ ■ - ) \ g t - i - g t - 2 ,  ■ • •]

(по закону повторных математических ожиданий)
= E[yt_i E(£-t |y/_i,0,._i,0t_2,. • .)\gt-\.gt-2<- ■ •] =
= 0 (так как E(£t \yt- i .  et. - i , s t- 2 , ■ ■ ■, y t - z S t - t , y t - ^ t - 2 - ■ • •) =  0).

(6.4.3)

В частности, E(styt-i) — 0, поэтому x t ортогонален ошибке (предпо­
ложение 2.3). Наконец, ранговое условие о матрице моментов Е (xtx[) 
(предположение 2.4) удовлетворяется, поскольку определитель для

Е (x txt) = 1
М

/'
7о +  М2.

(6.4.4)

равен 7 о > 0. Это также означает, что матрица E(gtg'f) невырожденная, 
поскольку при условной гомоскедастичности E(gtg[) =  гг2 E(xtx[).  По­
этому удовлетворяется условие невырожденности в предположении 2.5.

Таким образом, AR(1) с процессом независимого белого шума удо­
влетворяет всем предположениям утверждения 2.5, так что части (а)-(с)
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этого утверждения остаются здесь верными с (с. ф)1 в качестве /3, 
в качестве x t и а2 в качестве дисперсии ошибок. В частности, OLS-оцен- 
ка дисперсии ошибок,

I п
= ----- - ^ 2  еЬ = ь  где (г. ф) — OLS-оценки,

71 ~~~ 2
t = 1

является состоятельной для а2.

Оценивание AR(p)

Аналогично AR(1), авторегрессионные коэффициенты { ф \— ,ф р ) мож­
но оценить состоятельно, оценивая регрессию y t на константу и ле­
гированные у , . . . ,  yt-p). Мы предполагаем, что выборка состоит
из (у_р+1 , у_р+2 , __ Уа- У\___ , j/n), включая р легированных значений,
предшествующих у \ ,  так что уравнение AR(p) может быть записано 
начиная с t  — 1 и оценивание производится по периоду с t, = 1 до п.

Утверждение 6.7 (оценивание AR-коэффициентов): П уст ь { y t } я в ­
ляет ся AR(p)-п р о ц е с с о м , с л е д у ю щ и м  (6,2.6) с у с л о в и е м  ст ационарност и  
(6.1.18). П р едп о л о ж и м  д а л е е , что {с/} явл яет ся  н е за в и с и м ы м  б ел ы м  

ш ум ом . Т огда O L S -о ц е н к а  д л я  (с, ф \, ф^, ■ ■ ■ ,Ф Р), п о л у ч е н н а я  пут ем р е ­
гр е с с и и  y t на константу и р  л е г и р о в а н н ы х  зн а ч е н и й  у  д л я  п ери ода  
в ы б о р к и  t  =  1.2. явл яет ся  сост оят ельной и  асим пт от ически н о р ­

м а л ьн о й . Е с л и  /3 =  { с , ф \ , ф 2 , . . . , ф РУ, x t  =  (1 , y t - i , . . . , y t - p )' ,  и  (3 — 
O L S -о ц е н к а  д л я  (3, то м ы  и м еем :

Avar(/3) =  а2 Е(а^ж) )-1 ,

что сост оят ельно оц ен и вает ся  к а к

Avar(/3) =  в2 ■ ( - '2 2  x tx't) .
"  г=1

гд е  в 2 — O L S -о ц е н к а  д и с п е р с и и  о ш и б о к , за д а н н а я  к а к

в2 = ----- -— - V(?y, -  c - Z y y t - i ---------ОрШ -р)2- (6.4.5)
71 — V  — 1 '

1 t=  1

Доказательство заключается в проверке утверждения 2.5, что может 
быть сделано аналогично тому, как мы это делали для AR(1). Труд­
ность состоит в том, чтобы показать, что матрица E ( x t x ft ) невырождена 
(предположение 2.4), что эквивалентно требованию того, чтобы автоко- 
вариационная матрица Var (у /,. . .  ,y t- v+\) размерности р х р  являлась
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невырожденной (см. контрольный вопрос 1(b) ниже). Можно показать, 
что автоковариационная матрица ковариационно стационарного процесса 
является невырожденной для любого р, если 70 >  0 и ~tj —> 0 при1 
j  -> ос. Поэтому предположение 2.4 также выполняется.

Мы не рассматривали оценивание AR(p) методом максимального прав­
доподобия, но для тех из вас. кто интересуется связью с ML, OLS-оценка 
численно совпадает с оценкой условного гауссовского ML и асимпто­
тически эквивалентна оценке безусловного гауссовского ML. См. пара­
граф 8.7.

Выбор глубины запаздываний

Все эти приятные результаты об оценивании авторегрессий предпола­
гают, что порядок (глубина запаздываний) авторегрессии, р, известен. 
Как мы должны действовать, если порядок р неизвестен? Прежде всего 
ясно, что утверждение 6.7, которое основывается на авторегрессиях р-го 
порядка, применимо к авторегрессиям более низкого порядка, скажем, 
г < р. То есть, даже если фг ф 0 , но фт+\ =  фг + 2 =  • • • =  Фр — 0, это 
утверждение по-прежнему применимо, до тех пор пока (Ф\, фч,. . .  ,ФГ) 
удовлетворяет условию стационарности. В частности, OLS-оценки для (фГ+\, 
Фг4-2 • —  Фр) будут сходиться к истинным нулевым значениям. Чтобы 
представить то же доказательство иначе, предположим, что истинный 
порядок авторегрессии равен р  (так что ф,, Ф 0 ), и предположим, что 
мы знаем о р то, что он меньше или равен некоторому известному 
целому числу ртах. Полагая г в только что приведенном доказательстве 
равным р, а р равным />шах. мы видим, что утверждение 6.7 приме­
нимо к авторегрессиям с ршах лагами: если {yt } является стационар­
ным AR(p)-npoueccoM и если мы оцениваем регрессию у, на константу 
и Ртах лагов от у, то OLS-оценки коэффициентов будут состоятельными 
и асимптотически нормальными.

Естественно думать, что истинная глубина запаздываний может быть
оценена по указанной OLS-оценке для {Ф\.___ФРтАХ)• Мы рассмотрим
два класса правил для определения глубины запаздываний. Первое — 
это

Последовательное t-правило от общего к частному: Начните 
с авторегрессии с ртлх лагами. Если последний лаг значим на неко­
тором предварительно специфицированном уровне значимости 
(скажем, 10%), то закончите процедуру и положите глубину за­
паздываний равной Ртах- В противном случае удалите послед­
ний лаг, переоцените авторегрессию с меньшим на единицу ко­
личеством лагов и повторите тот же самый тест. Если такой 
процесс продолжился, до тех пор пока в авторегрессии остался

'См., например. Proposition 5.1.1 в [Brockwell and Davis, 1991].
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только один лаг, и если этот лаг является незначимым, то тогда 
положите глубину запаздываний равной 0 (отсутствие лагов).

Это правило обладает следующими свойствами, которые будут пока­
заны через мгновение. Поскольку t-тест является состоятельным, глуби­
на запаздываний, выбранная таким образом, никогда не будет меньше, 
чем р (истинная глубина запаздываний) на больших выборках. Одна­
ко вероятность избыточности (того, что глубина запаздываний выбрана 
большей, чем истинная глубина запаздываний р) отлична от нуля даже 
на больших выборках. То есть если р — глубина запаздываний, выбран­
ная указанным последовательным t-правилом, то

lim Prob(p < р) = 0 и lim Prob(p > р) > 0. (6.4.6)
П—¥0С 71—>ОС

Чтобы пояснить это, предположим, что р = 2 и ршах =  3. Последова­
тельное t-правило начинается с трех лагов в авторегрессии:

У( — с +  <P\yt~ 1 +  02У(-2 +  ФзУг-з +  £t-

Мы проверяем нулевую гипотезу о том, что фъ =  0, на 10%-ном уровне 
значимости. С вероятностью 10% мы отвергаем (верную) нулевую гипо­
тезу и полагаем глубину запаздываний равной 3 или принимаем нулевую 
гипотезу с вероятностью 90% на больших выборках. В случае приня­
тия нулевой гипотезы мы полагаем фз = 0, оцениваем авторегрессию 
с двумя лагами и тестируем гипотезу о том, что ф% = 0. Поскольку 
в действительности Ф2 ф 0 (так как р = 2), абсолютное значение t-ста­
тистики, основанной на OLS-оценке для фч, может быть очень велико 
на больших выборках, так что мы никогда не примем (неверную) нулевую 
гипотезу о том, что второй лаг нулевой. Следовательно, в этом примере 
РгоЬ(р = 2) = 90% и Prob(p = 3) = 10% на больших выборках.

Есть две незначительные вариации в выборе периода выборки с дан­
ными (yi, —  уп). Одна всюду использует одинаковый период t = ртах + 
ЕРтах+ 2, • • •, п. Другая полагает период выборки «эластичным», расши­
ряя его при все меньшем и меньшем количестве включенных лагов. То 
есть, когда оцениваемая авторегрессия имеет j  лагов, периодом выборки 
является t = j  + 1, j  + 2 ,. . . .  п.

Второе правило для выбора глубины запаздываний использует или 
информационный критерий Акаике (AIC) (Akaike information crite­
rion) или информационный критерий Шварца (SIC) (Schwartz infor­
mation criterion), также известный как байесовский информационный 
критерий (BIC) (Bayesian information criterion). Эта процедура полага­
ет глубину запаздываний равной значению j, которое минимизирует

log (SSRj/n)  + (j + 1 )С(п)/п (6.4.7)
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по j  =  0 .1 ,2 ,__ Ртах, где SSRj  является суммой квадратов остатков
для авторегрессии с j  лагами. В этой формуле «j +  1» входит в качестве 
числа параметров (коэффициентов при константе и j  лагов). Для AIC 
С(п) — 2, в то время как для BIC С(п) =  log(n). Несколько комментари­
ев об этом правиле, основанном на информационных критериях:

• Поскольку количество параметров возрастает вместе с j ,  первое 
слагаемое целевой функции (6.4.7) уменьшается, так как подгонка 
уравнения становится лучше, но второе слагаемое увеличивается. 
Информационный критерий обеспечивает баланс между лучшей 
подгонкой и экономностью модели.

•  Без верхней границы ртах может быть выбрано смехотворно боль­
шое значение j  (очевидно, информационный критерий достигает 
минимума —ос при j  +  1 =  п, поскольку SSRj  =  0 для j  = п — 1). 
В текущем контексте, где истинный DGP является авторегрессией 
конечного порядка, разумной верхней границей является макси­
мально возможная глубина запаздываний.

• И здесь существуют два способа устанавливать период выборки. 
Вы можете использовать всюду фиксированный период выборки 
t = Pmax+l-Pmax+2.. . . .  л., в этом случае SSRj  равна сумме п — ршах 
квадратов остатков. Или вы можете использовать «эластичный» 
период выборки, в этом случае SSRj  равна сумме п — j  квадратов 
остатков. В любом случае есть еще один вариант, который заключа­
ется в замене п в информационном критерии (6.4.7) на фактический 
объем выборки. Поэтому вы заменяете п  на п - р , Пах> если исполь­
зуется фиксированная выборка. На основе симуляций и некоторых 
теоретических соображений [Ng and Perron, 2000] рекомендуют 
использовать фиксированный, а не «эластичный» период выборки, 
с заменой п на г? — ртах в информационном критерии.

Пусть р а ю  и р т е  являются количествами запаздываний, выбранны­
ми посредством AIC и BIC соответственно. Как и глубина запаздываний, 
выбранная посредством 1-правила от общего к частному, они есть функ­
ции от данных и, следовательно, являются случайными величинами. 
Для них можно показать следующее (см., например: [Liitkepohl, 1993, 
Section 4.3]:

(О P b ic  < p a i c . если объем выборки не очень мал. (Если используется
фиксированная выборка 1 =  р шах +  1....... п  и «п  — р шах» заменяет п
в (6.4.7). это верно для любой конечной выборки с п > ршах +  8.) 
Это является алгебраическим результатом и выполняется для любой 
выборки у.
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(2) Предположим, что {yt} — стационарный AR(p) и st — независимый 
белый шум с конечным четвертым моментом. Тогда

рНтувю = V• Км РгоЬ(рЛЮ < р) =  0, Пт РгоЫЗдю > р) > 0.
п - > х  Т1-+ОС Г1 -> Э с

(6.4.8)
То есть, точно так же, как и последовательное /.-правило от общего 
к частному, правило AIC имеет положительную вероятность завыше­
ния значения р. В противоположность им правило BIC является со­
стоятельным. Кроме того, [Hannan and Deistler 1988, Theorem 5.4.1(c) 
and Remark 1] показали, что состоятельность рвю выполняется, когда 
верхняя граница ртах сделана возрастающей со скоростью log(n) (то есть 
когда она полагается равной [clog(n)] [целой частью clog (и)] для любого 
заданного с > 0). Это означает, что вам не нужно знать верхнюю границу 
для состоятельного оценивания порядка авторегрессии посредством В1С.

Оценивание VAR

Оценивание коэффициентов VAR столь же просто. Если y t является 
Л/-мерным вектором, VAR(p) (6.3.9) является системой из Л/ уравнений 
и может быть записана в виде:

Ут = х',6т + stm (m = 1 ,2 ,----А/). (6.4.9)

где yttn является m-м элементом в y t, stm — m-м элементом в е/, и

1

V t - i 0 1 m

Ж t =  
(A /p+ Dxl

y t - 2 • 8,„  = 0 2 m

j h - p . _Фрт_

ст = ш-й элемент вектора с. =  т -я строка матрицы Фj.

Эти AI уравнений имеют одно и то же множество регрессоров. Легко 
проверить, что ж/ ортогонален ошибке в каждом уравнении и что ошибки 
условно гомоскедастичны (доказательство очень похоже на доказатель­
ство для AR(p)). Таким образом, указанная система из А/ уравнений 
с i.i.d. {£<} удовлетворяет условиям многомерной регрессионной модели 
из параграфа 4.5. Поэтому эффективное GMM-оценивание осуществля­
ется очень просто: достаточно применить OLS поочередно к каждому 
уравнению системы. Выражения для асимптотической дисперсии и ее 
состоятельной оценки могут быть получены из утверждения 4.6 с z (m = 
= x t (так что (4.5.13') на с. 309 становится равным Т]Г; а^ж[). Если 
б является (Мр + 1)А/-мерным штабелированным вектором, созданным
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из (Si , . . .  ,6м),  и если д является оценкой для д, получаемой после­
довательным применением OLS к отдельным уравнениям, то мы имеем 
из (4.5.17):

Avar (б) =  <8> ^  x tx[ j  , (6.4.10)

где

1 »
п  =  _  w  _  х St = y t - C -  Фхуг-1---------ФрШ-р- (6.4.11)

П ^ 4 = 1

Если мы не знаем глубину запаздываний р, оцениваем ее по данным. 
В правиле, основанном на информационном критерии, глубина запазды­
ваний, которую мы выбираем, равна значению к, которое минимизирует

lo g ( | i  +  (kM* + М)  • ^  (6.4.12)п п

по к =  0 ,1 , . . .  ,ртах' Здесь, как и в одномерном случае, С(п) =  2 для 
А1С и log(n) для В1С. Точно такие же результаты, перечисленные ранее 
как (1) и (2) для одномерного случая, выполняются и для многомерного 
случая (см., например: [Lutkepohl, 1993, Section 4.3].

Оценивание A R M A ( p ,  q)

Полагая

Ut =  £t +  0 l£ t - l  +  $2=4-2 +  • • • +  0q£t-q .

Zt = (1 ,2/4-1, 2Л-2 , • • • ,У(-рУ- S -  (с, ф\, <p2---- ,ФРУ.

одномерное уравнение ARMA(p, q) (6.2.9) можно записать в виде:

yt = z't6 + ut. (6.4.13)

Компонента скользящего среднего в ARMA создает две проблемы. Во-пер­
вых, очевидно, что ошибки щ сериально коррелированы (фактически они 
образуют процесс МА(^)). Во-вторых, поскольку датированные зависи­
мые переменные, включенные в z t, коррелированы с лагом =, включен­
ным в ошибки, регрессоры z% не являются ортогональными ошибке щ. 
То есть сериальная корреляция при наличии датированных зависимых 
переменных приводит к смещенному оцениванию. Со второй проблемой 
можно было бы справиться с помощью подходящих датированных зави­
симых переменных (yt-q -\. yt-q-2 -■ ■ ■) в качестве инструментов. Что ка­
сается первой проблемы, метод, который будет разработан позднее в этой 
главе, предоставляет состоятельные оценки вектора коэффициентов при
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наличии сериальной корреляции. При заданной состоятельной оценке S, 
М А-параметры (0-ы) могут быть оценены по остаткам. Эта процедура, 
однако, не является эффективной1. М ы не будем рассматривать тему 
эффективного оценивания процессов A RM A (p, q) с гауссовскими ошиб­
ками. Интересующиеся читатели могут обратиться, например, к [Fuller, 
1996, Chapter 8] или [H am ilton, 1994, Chapter 5].

Контрольные вопросы 

1. (Avar для AR-коэффициентов.)

(a) Для AR(1) покажите, что

^ 2
Avar(o) =  —  — 1 — о2,

70

где ф — OLS-оценка для ф. Указание: Это равно умноженному на о2
(2,2)-му элементу обращения (6.4.4).

(b) Для AR(p) пусть ф является OLS-оценкой для (Ф\,Ф2 ....... ФР)'■ Покажи­
те, что

Avar (ф) — cr2V _ I ,

где V  является автоковариационной матрицей размера р х р:

V  =  Var(?/t , . . . ,  yt-p+i) =

7о 7T 72 ' 7р-1
7T 70 7i • * * 1р-2

7р-2 • ■'• 7T 7о 71
7 р -1 '■'• 72 7i 7о

Указание: Если x t является тем же, что и в утверждении 6.7, то

Е (х (ж',) ' 1 p i '
//1 V  +  р 211' ’

где 1 — р х 1 вектор из единиц. Покажите, что обращение этой матрицы 
задается как

А  = a
с

с'
v - 1 где a. =  1 +  p 2l 'V  11, с =  - p V  Ч .

Это также показывает, что матрица Е {xtx't ) является невырожденной 
тогда и только тогда, когда это выполняется для V . (Если V  невы­
рожденная, то E (xtx',) невырожденная из-за ее обратимости. Если V  
вырожденная, то существует р-мерный вектор d Ф О, такой что V d  = О 
и Е (x tx't) f  = О, где / '  =  (—fil'd, d').)

'Эта модель приводит к бесконечно большому количеству условий ортогональности. 
Е(и< • уя) = 0 для всех s < t -  q -  1. Процедура GMM может использовать только 
конечное количество условий ортогональности.
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2. (Оцененные коэффициенты VAR(l).) Рассмотрим VAR(l) без константы: 
yt — Ay t + et. Проверьте, что оценка для А  в многомерной регрессии 
при использовании выборки (уиУ2-. ■ ■ ■ ,Уп) (так что период выборки — t — 
2 ,3 ,..., п) равна:

Указание: Вектор коэффициентов в m-м уравнении равен rn-й строке А.

6.5. Асимптотика для выборочных средних 
сериально коррелированных процессов

Этот параграф изучает асимптотические свойства выборочного среднего

для сериально коррелированных процессов. (Следует иметь в виду, что 
у зависит от п, хотя обозначение не указывает на это явно.) Для состо­
ятельности выборочного среднего у нас уже есть достаточное условие 
в эргодической теореме главы 2. Первое утверждение в этом параграфе 
предлагает другое достаточное условие в форме ограничений на кова­
риационно стационарные процессы. Мы также предлагаем две CLT для 
сериально коррелированных процессов: одну — для линейных процессов, 
а другую — для эргодических стационарных процессов. Глава 2 включает 
CLT для эргодических стационарных процессов, но она не учитывает 
сериальную корреляцию, поскольку предполагается, что процесс являет­
ся мартингал-разностью. CLT для эргодических стационарных процессов 
этого параграфа обобщает ее, допуская сериальную корреляцию.

LLN для ковариационно стационарных процессов

Утверждение 6.8 (LLN для ковариационно стационарных процессов 
с затухающими автоковариациями): Пусть {yt} является ковариаци­
онно стационарным процессом с математическим ожиданием // и {-^} 
являются автоковариациями процесса {yt}. Тогда
(a) Ij Р при п —> ос, если linij-^c = 0.

W
Пш V-Ar(\/rn. у) =  ^  Oj < ос, если {jj} суммируема1. (6.5.1)

j=-oc

1 [Anderson, 1971, Lemma 8.3.1, р. 460]. Абсолютная суммируемость {л-Д не является 
необходимой.
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Поскольку из сходимости в среднем квадратическом вытекает сходи­
мость по вероятности, часть (а) показывает, что достаточно очень сла­
бых условий на ковариационно стационарный процесс, чтобы выбороч­
ное среднее было состоятельным для //. Для доказательства части (а), 
по слабому закону больших чисел Чебышева (см. параграф 2.1), доста­
точно показать, что limTi_>oc Var(y) =  0, что довольно легко (аналити­
ческое упражнение 9), после того как получено выражение для Var(y). 
В отличие от случая с отсутствием сериальной корреляции в {yt}, вычис­
ление дисперсии для у является более громоздким, поскольку должны 
быть приняты во внимание ковариации между двумя различными слага­
емыми:

п- Var(y) =  Var(s/Tiy) =

— — [Cov(yi ,j/i +  • • • +  Уп) +  ■ • • +  Cov(yn. y\ +  • • • +  yn)\ =

=  — [(70 +  7i +  •' • +  7>г~2 +  7 n - i ) +  (7i +  7o +  71 +  • • • +  'In—2 ) +  n
H--------- 1- (7 « -i +  7л -2  H--------- H 71 +  70)]

(Если вам сложно получить это, положите п, скажем, 3 для проверки.) 
Для каждого фиксированного j  > 1 коэффициент при т , в (6.5.2) схо­
дится к 1 при п -э  ос, так что все автоковариации в конечном счете 
входят в сумму с коэффициентом, равным единице. Это не является 
достаточным для того, чтобы показать желаемый результат (6.5.1). До­
казательство части (Ь) является аналитическим упражнением 10.

Для ковариационно стационарного процесса {yt} мы определяем дол­
говременную дисперсию (long-run variance) как предел Vai'(у/пу) при 
п -э  ос (если он существует). Поэтому часть (Ь) утверждения говорит 
о том, что долговременная дисперсия равна 2 2 у ^ -х Ъ ’ что’ в свою оче- 
редь, равно значению производящей функции автоковариаций yy(z) при 
г ~  \ (см. (6.2.15)) или умноженному на 2тт значению спектра на нулевой 
частоте (см. (6.2.17)).

Мы представляем две CLT, которые охватывают сериальную корреля­
цию. Первая является обобщением CLT Линдеберга — Леви.

Утверждение 6 .9  (CLT для М А (о с)): Пусть yt — g + YlyLo vj et-j< где 
{г,} — независимый белый шум, и N7 ! <  ос. Тогда

(6.5.2)

Дее центральные предельные теоремы
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ОС-

л/й (у — fi) —> N  (о, ъ ) -  (6.5.3)
j=-oc

Мы не будем доказывать этот результат (для доказательства см.: [Ander­
son, 1971, Theorem 7.7.8] или [Brockwell and Davis, 1991, Theorem 7.1.2]), 
но мы не должны удивляться тому, что Avar(y) (дисперсия предельного 
распределения у/п(у — у)) равна долговременной дисперсии Yl'jL-oc'yj- 
Мы знаем из леммы 2.1, что * х п  —><j х », «Уаг(дгп) —>• с < оо», «Е(|х„|2+г) < 
< М» => «Varx =  с». Положим здесь хп =  у/т>. (у — у). По (6.5.1), Var(.xri) 
сходится к конечному пределу Поэтому дисперсия предельного
распределения \/п,(у — у) равна JZTj -

По утверждению 6.1(d), процесс в утверждении 6.9 является (ста­
ционарным и) эргодическим. Вспомните, что эргодичность ограничивает 
сериальную корреляцию требованием того, что две случайные величи­
ны, отстоящие достаточно далеко друг от друга в последовательности, 
являются почти независимыми. Но эргодическая стационарность сама 
по себе не является достаточной для гарантирования асимптотической 
нормальности у. Возникает естественный вопрос: существуют ли до­
полнительные ограничения на эргодичность, если не считать линейные 
процессы, как в утверждении 6.9, которые обеспечивают асимптотиче­
скую нормальность? Ограничение, которое становится все более популяр­
ным — это то, что в этой книге называется условием Гордина (Gordin’s 
condition) для эргодических стационарных процессов. У него есть три 
части. Первые две части следующие:

(a) Е (t/t2) < оо. (Это является ограничением на [строго] стационарные 
процессы, поскольку, строго говоря, стационарные процессы могут 
не иметь конечных вторых моментов.)

(b) E(yt \yt- j , y t - j - \ ,  ■ . ■ )^»0  при j  -¥ ос. (Так как процесс {yt} стацио­
нарный, это условие эквивалентно тому, что Е(уо|?У-^У- j - u  ■ ■ - )~>0 
при j  —» оо. Поскольку E(yt\yt - j -y t- j-u ■ ■ •) является случайной 
величиной, эта сходимость не может быть обычной сходимостью для 
действительных чисел.)

Из этого условия вытекает, что безусловное среднее равно нулю1, Е (yt) = 0. 
Поскольку прогноз (условное математическое ожидание) основывается 
на все меньшем и меньшем количестве информации, он должен при­
ближаться к прогнозу, основанному на отсутствии информации, то есть 
к безусловному математическому ожиданию. Для подготовки к третьей

'Относительно доказательства см.: Lemma 5.14 в [White, 1984].
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6 .5 . А с и м п т о т и к а  д л я  в ы б о р о ч н ы х  с р е д н и х . . .

части положим / ( = (yt,yt-i, yt-2< ■ ■ ■) и запишем у< как

yt = yt -  [E(yt\It-i)  -  E(yt|/t_,)] -  [E(yt\It- 2) -  Е М Л _а)]--------
~[E(yt\I t^ )-E (yi]It^)} =

= [yt -  E ^ I/t-O ] + tE(yt|7t_,) -  E (y ,|/,-2)] + • • • +
+ [E(j/t|7t-j+i) -  E (yi\It-j)] + E(yt\It. j)  =

= (По +  Ш + ■ ■ ■ + n ,j- 1) +  E(yt\yt- j ,y t- j - i , . . .) ,

где
Пк = E(yt\If-k) ~ E(yt\It-k-\)-

Это r tk является изменением (пересмотром) ожиданий относительно yt 
при увеличении информационного множества с I t - k - 1 ДО h - k • По (b), 
Vt -  ( г to +  П\ +  • • • +  n . j - i )  сходится в среднем квадратическом к нулю 
при j  —> ос для каждого t. Поэтому y t можно записать как

ОС

И =  £ г ц . 
j=o

Эта сумма называется телескопической суммой (telescoping sum). Тре­
тьей частью условия Гордина является

О ЕГ=„[Е (4 )]1/2< ^ .

Телескопическая сумма указывает, как «шоки», представленные (гto__ ).
влияют на текущее значение у. Условие (с), грубо говоря, показывает, 
что шоки, которые произошли давно, не оказывают непропорциональ­
но большого влияния. В таком виде это условие ограничивает степень 
сериальной автокорреляции в {yt}.

Для понимания указанного условия возьмем пример AR(1) с нулевым 
средним и с независимыми ошибками:

yt -  ФУ1-\ + П , \Ф\ <  1-

{=(} — независимый белый шум с а2 — Var(=).

Очевидно, что условие Гордина (а) удовлетворяется. Условие (Ь) также 
удовлетворяется, поскольку

E(yt\yt-j-yt-j-i-■ • •) = &yt-j (6.5.4)

и Е \(ф>у1-])2] -* 0 при j  -э оо. Пересмотр ожиданий гу может быть 
записан как

rtj  =  f t m - j  ~  0 J+]y t - j - \  = <P(y t- j  ~  Фш- j - 1) =  f t e t - j -  (6 .5 .5 )
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Глава 6 . С ериальная корреляция

Поэтому телескопическая сумма для AR(1) является МА(ос)-представ- 
лением. Условие (с) удовлетворяется, поскольку [Е(г^)]1,/2 =  |ф\>а и

Искомая CLT такова:

Утверждение 6.10 (CLT Гордина для эргодических стационарных 
процессов с нулевым средним1): Предположим, что процесс {yt} ста­
ционарный и эргодический, и предположим, что выполняется условие 
Гордина. Тогда Е (yt) =  0, автоковариации {-уj} абсолютно суммируемы и

Поскольку условие Гордина удовлетворяется, если {yt} является мар­
тингал-разностью, которая не проявляет сериальной корреляции, утвер­
ждение 6.10 является обобщением CLT для эргодической стационарной 
мартингал-разности из главы 2.

Обобщение приведенных выше результатов на многомерный случай про­
изводится непосредственно. Пусть

является выборочным средним векторного процесса {yt}.

• Многомерная версия утверждения 6.8 заключается в том, что

(a) у  —>m.s. AG если каждый диагональный элемент в стремится 
к нулю при j  -¥ зс, и

(b) предел Var(v/?7y) (который является долговременной
ковариационной матрицей (long-run covariance matrix) для 
{уг}) равен если {Г^} является суммируемой
(то есть если каждая компонента является суммируемой).

'Этот результат, восходящий к [Gordin, 1969], был переформулирован как Theorem 5.15 
в: [White, 1984]. Утверждение об абсолютной суммируемости автоковариаций отмечается 
в сноске 19 в: [Hansen, 1982].

зс

У ~d N  (б- 7 j)
J = -OC

Многомерное обобщение

П
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•  Таким образом, долговременная ковариационная матрица {yt} мо­
жет быть записана как

ОС ОС

G y(  1) =  2ttSv (0) =  £  Г,- =  Го + + r j). (6-5-6)
j-'—oo j = 1

где G y ( z ) (производящая функция автоковариаций) и sy(w) (спектр) 
для векторного процесса {yt} определяются в параграфе 6.3.

•  Многомерная версия утверждения 6.9 заключается в том, что
ОС

V ^ ( y - / i ) - ^ i v ( О. Г ;) ,  (6.5.7)
j=-0о

если {yt} является векторным МА(оо) с абсолютно суммируемыми 
коэффициентами, а {в*} является векторным независимым белым 
шумом.

• Многомерное обобщение условия Гордина на эргодические стацио­
нарные процессы очевидно1:

Условие Гордина на эргодические стационарные процессы
(a) E(yty't) существует и конечно.
(b) E(yt \yt- j , y t - j - . i , . ..) О при j  -> оо.

ЭО
(С) ^ [ Е ^ Г ц ) ] ^  конечна, где 

з=о
r tj =  E(Vt\yt-j. Vt-j- ь • • •) -  E(yt\yt-j-\.yt-j-‘2 . • • .)•

• Многомерная версия утверждения 6.10 очевидна: Предположим, 
что условие Гордина выполняется для векторного эргодического 
стационарного процесса {yt}. Тогда Е (yt) = О, {Г^} является абсо­
лютно суммируемой и

ОС

^ У - ^ Л Г ( ° ,  Y ,  Г^)- (6.5.8)
j=-oc

6 .5 . А сим птоти ка для вы борочны х с р е д н и х . . .

Контрольные вопросы

1. Покажите, что Var(v/nj7) =  l'Var(i/t, yt -i,..., )/,_„+ i)l/? i, где Var(.t/t, 
yt-2 , ■ • • ,Ut-n+i) — автоковариационная матрица размера n x « ковариацион­
но стационарного процесса {#/,}.

'Сформулировано как Assumption 3.5 в [Hansen, 1982].
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Глава 6 . С ери альн ая  кор реляц ия

2. (Avar (у) для МА(ос).) Проверьте, что Avar (у) для процесса МА(ос) в утвер­
ждении 6.9 равна

Указание: Она должна быть равна <?у(1) для МА(ос).

3. (Асимптотика у для AR(1).) Рассмотрим AR(l)-npouecc yt = c + <pyt_i + 
+ £( с \ф\ < 1. Верно ли, что у -»р /х? Добавьте предположение, что {г(} 
является процессом независимого белого шума. Вычислите Avar(y). (Ответ: 
[(1 +0)/(1  -Р)]70.]

4. (Долгосрочная ковариационная матрица профильтрованного ряда.)
Пусть H(L) — Но + H\L,  и {а ц }  — ковариационно стационарный процесс 
с абсолютно суммируемыми автоковариациями. Проверьте, что долговремен­
ная ковариационная матрица для yt = H(L)xt задается как

Указание: Используйте (6.3.13) и (6.5.6).

5. (Долгосрочная дисперсия процесса «МА с единичным корнем».) Какова дол­
говременная дисперсия процесса yt = et — st-  ь где et является белым шумом? 
[Ответ: равна нулю.]

Сейчас у нас есть все инструменты, необходимые для включения сери­
альной корреляции в модель GMM с одним уравнением главы 3. Вспом­
ним, что gt из главы 3 (с индексом «?'», замененным на «£») является 
АГ-мерным вектором, определенным как ж,. •«■<, произведение Аг-мерного 
вектора инструментов x t и скалярной ошибки -t- По предположению 3.3 
(условия ортогональности), среднее gt равно нулю. Мы предполагали 
в предположении 3.5, что {дД является мартингал-разностью. Поскольку 
при этом предположении не допускается сериальная корреляция, матри­
ца S , определенная как асимптотическая дисперсия д (=  £ 51 "=1 gt), была 
просто дисперсией gt. Теперь мы допускаем сериальную корреляцию 
в {gt }, ослабляя предположение 3.5 следующим образом:

Предположение 3.5' (условие Гордина, ограничивающее степень се­
риальной корреляции):{gt} удовлетворяет условию Гордина. Его долго­
временная ковариационная матрица невырождена.

Тогда по многомерной версии утверждения 6.10, \ /п д  сходится к нор­
мальному распределению. Дисперсия этого предельного распределения

ОС

(Ho + H O G .U X H J + Л().

6.6. Включение сериальной корреляции в GMM
Модель и асимптотические результаты
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6 .6 . В к л ю ч ен и е сер и ал ь н ой  к ор р ел я ц и и  в G M M

(а именно Avar(д)), обозначенная как S , равна долговременной ковариа­
ционной матрице,

ОС ОС

Е  Г; =  Г о +  £ > , -  + Г ') . (6.6.1)
j = -0с j=l

где Tj — автоковариационная матрица j-ro  порядка

Tj = E(gtg,t_]) (j =  0, ±1, ± 2 ,. . .) .  (6.6.2)

(Так как Е (^ )  =  0 по условиям ортогональности, здесь нет необходимо­
сти вычитать среднее из gt.)

То есть 5 (=  Avar(g)) равна Го при предположении 3.5 и равна 
при предположении 3.5'. Это единственное различие меж­

ду моделями GMM с наличием и отсутствием сериальной корреляции. 
Соответственно переносятся все результаты, которые мы разработали 
в параграфах 3.5-3.7 при условии, что S  задается сейчас соотношением 
(6.6.1) и S, некоторая состоятельная оценка для 5 , переопределяется, 
чтобы принять во внимание сериальную корреляцию. Более конкретно:

• GMM-оценка <5(W) остается состоятельной и асимптотически нор­
мальной. Ее асимптотическая дисперсия состоятельно оценивается 
посредством (3.5.2) при условии, что S  является состоятельной 
оценкой для S, определенной в (6.6.1). Об этой оцененной асимп­
тотической дисперсии иногда говорят как о состоятельной к гете- 
роскедастичности и автокорреляции (НАС).

• GMM-оценка достигает минимальной дисперсии, при plim W  =
п—>ос

=  5 -1 , где S  задается как в (6.6.1).

• Двухшаговая процедура, описанная в параграфе 3.5, все еще да­
ет эффективную GMM-оценку при условии что S, вычисленная 
на шаге /, является состоятельной для S.

• С такой, надлежащим образом определенной 5 , выражения для ста­
тистик t, W, J , С  и LR  в параграфах 3.5-3.7 остаются в силе; эти 
статистики сохраняют те же асимптотические распределения и при 
наличии сериальной корреляции.

Оценивание S, когда автоковариации обращаются в нуль после 
конечного количества лагов

Все эти результаты подразумевают, что у вас есть состоятельная оценка,
S. долговременной ковариационной матрицы S. Получение такой оценки 
требует некоторого интеллектуального усилия, особенно когда автокова­
риации не обращаются в нуль после конечного количества лагов.
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Г л а в а  6 . С е р и а л ь н а я  к о р р е л я ц и я

Мы начинаем наш поиск с состоятельного оценивания отдельных 
автоковариаций. Естественной оценкой является

г ,  =  ±  ] Г  gtdl-j 0* =  oei ....... n -  1), (6.6.3)
П t= j+ 1

где
gt = x t - at, tt — yt — ZfS. S состоятельна для 5.

Если бы у нас были действительные значения вместо оцененных зна­
чений gt в этой формуле, то Г 7 была бы состоятельной для Гу при пред­
положениях 3.1 и 3.2, обеспечивающих эргодическую стационарность 
для {gt}.  Но мы должны использовать для вычисления автоковариа­
ций не истинный, а оцененный ряд {д}. По этой причине нам нужно 
подходящее условие на четвертый момент (о формулировании которого 
мы не будем беспокоиться) для оцененных автоковариаций, чтобы они 
были состоятельными. Доказательство состоятельности здесь не дается, 
поскольку оно очень близко доказательству утверждения 3.4.

При заданных оцененных автоковариациях следует рассмотреть две 
возможности вычисления S. Если мы априори знаем, что Гу =  О для j  > q, 
где q известно и конечно, то ясно, что S  может быть состоятельно 
оценена как

я я
S  = То + j + f j ) =  Г j  (напомним: f  =  f ' ) .  (6.6.4)

3= i 3=~Ч
Более сложным является другой случай, когда мы не знаем значения q 
(которое может быть, а может и не быть конечным). Как мы можем 
оценить долговременную дисперсионную матрицу, которая включает воз­
можно бесконечно много параметров? Есть два подхода.

Использование ядер для оценивания S

Недавно были предложены несколько процедур для оценивания долговре­
менной дисперсионной матрицы1 S. Так называемые ядерные оценки 
{kernel-based estimators) (или «непараметрические») могут быть пред­
ставлены как взвешенное среднее оцененных автоковариаций:

1Для того чтобы результаты, сформулированные в этом подпараграфе и в следующем, 
выполнялись, нам необходимо наложить ряд технических условий (в дополнение 
к условию Гордина выше), которые еще более ограничивают характер сериальной 
корреляции. Относительно формулирования этих условий и более детального обсуждения 
темы, рассматриваемой в этом подпараграфе и в следующем, см.: [Den Haan and Levin, 
1996b].
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6 .6 .  В к л ю ч е н и е  с е р и а л ь н о й  к о р р е л я ц и и  в  G M M

Здесь функция к(-), которая задает веса автоковариациям, называется 
ядром (kernel), a q(n) называется шириной окна (bandwidth). Ширина 
окна может зависеть от объема выборки п. Оценка (6.6.4) является 
частным случаем ядерной оценки с q(n) = q и

, ( f l  для и < 1. (6.6.6)
1 0 для |х| > 1.

Это ядро называется усеченным ядром (truncated kernel). В дан­
ном контексте неизвестного q мы можем использовать усеченное ядро 
с шириной окна q(n), которая возрастает вместе с объемом выборки. 
Если q(n) увеличивается до бесконечности, в вычисление S  может быть 
включено все больше и больше (и в конечном итоге все) автоковариаций. 
Однако на конечных выборках не гарантируется положительная полу- 
определенность этой усеченной ядерной оценки. Это является проблемой, 
поскольку тогда оцененная асимптотическая дисперсия GMM-оценки мо­
жет не быть положительно полуопределенной.

[Newey and West, 1987] заметили, что ядерная оценка может быть 
сделана неотрицательно определенной на конечных выборках, если ее 
ядро является ядром Бартлетта (Bartlett kernel):

l - и  для И < 1, (6.67)
О для |х| > 1

Ядерная оценка для S, основанная на ядре Бартлетта, называется (в 
эконометрике) оценкой Ньюи — Веста (Newey— West estimator). На­
пример, для q(n) = 3 ядерная оценка включает автоковариации до двух 
(не трех) лагов:

S  =  f ° + ( ! ) ( ? ! + f ' i ) +  ( Л  (Г2 + Г )̂. (6-6.8)

В своем наиболее полном исследовании ядерного оценивания дол­
говременной дисперсии [Andrews, 1991] проанализировал положительно 
полуопределенные ядра, а именно класс ядер (включая ядро Бартлетта), 
которые приводят к положительной полуопределенности S. Он показал, 
что при некоторых соответствующих условиях регулярности, таких как 
скорость, с которой S  сходится (в среднем квадратическом) к S , зависит 
от ядра и q{n). Самая высокая возможная скорость равна п2/,г> (то есть 
последовательность ri2̂ - ( S  — S) остается стохастически ограниченной)1,

’Последовательность случайных величин {.гп} называется стохастически ограни­
ченной (stochastically bounded), что записывается как х п — Ор, если для любого 5 
существует М  >  0, такое что P rober,,!  >  М ) < s для всех п. Если последовательность 
сходится по распределению к некоторой случайной величине, то эта последовательность 
стохастически ограниченна.
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что происходит, когда q(n) растет со скоростью п 1/5 (то есть g(n)/n1/5 
остается ограниченной), а ядро принадлежит определенному подмноже­
ству положительно полуопределенных ядер. Ядро Бартлетта не входит 
в это подмножество. Для ядра Бартлетта самая высокая возможная ско­
рость равна п1/3, что достигается при росте q(n) со скоростью п 1̂ 3. 
Следовательно, по крайней мере на асимптотических основаниях, поло­
жительно полуопределенные ядра из этого подмножества должны быть 
предпочтительнее ядра Бартлетта. Пример таких ядер — квадратичное 
спектральное (QS) (quadratic spectral) ядро:

к{х) = 25 /ьш(б7гх/5)
127Г2Х2 \ Ьтгх/Ъ (6.6.9)

Поскольку в QS-ядре к(х) ф 0 для |.r| > 1, все оцененные автоковариа­
ции T j  O' =  0 ,1 , . . . .  п — 1) входят в вычисление S, даже если q(n) < п—1.

Надо отметить, что знания скорости роста недостаточно для опреде­
ления значения ширины окна для конкретных данных конечной длины. 
[Andrews, 1991] рассмотрел также формулу для определения ширины ок­
на на основе данных, которая не только растет с оптимальной скоростью, 
но и минимизирует некоторый соответствующий критерий (асимптотиче­
скую среднеквадратическую ошибку). Но даже в этой формуле некоторые 
значения параметров должны быть предложены пользователем, так что 
эта формула на самом деле не предоставляет автоматический выбор 
ширины окна на основе данных.

VARHAC

Другая процедура для оценивания S , называемая состоятельной к ге- 
тероскедастичности и автокорреляции VAR (VARHAC) оценкой, была 
предложена в [Den Haan and Levin, 1996а]. Идея заключается в том, 
чтобы подогнать VAR конечного порядка к А’-мерному ряду {</}, а затем 
построить долговременную ковариационную матрицу, подразумеваемую 
оцененной VAR. Это вовсе не означает, что gt предполагается VAR ко­
нечного порядка. Фактически в этой процедуре (а также и в процедуре, 
использующей ядро) gt даже не обязательно должен быть линейным про­
цессом, не говоря уже об авторегрессии конечного порядка. Процедура 
VARHAC состоит из двух шагов.

Шаг 1: Выбор глубины запаздываний для каждого уравнения VAR. 
В этом шаге для каждого уравнения VAR вы определяете глу­
бину запаздываний на основе Байесовского информационного 
критерия (BIC). Пусть ды — к-й элемент А'-мерного вектора gt. 
Тогда к-е уравнение VAR может быть записано в виде:

(А-)~ , (А-)~ , , (к)''fjkt — <Э| ] у\.(-\ + © | 2  gi.t- 2 +  • • • +  ©]р ды-р +
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+  Ф 2 1 9 2 Л - 1 +  0 M .9 2 .f - 2 Н---------Ь Ф ^ р Т Ш -р

где

( 6 .6 . 10)

( 1 х Д )

При выборе глубины запаздываний по BIC должна быть специ­
фицирована максимальная глубина запаздываний ртах. В пара­
графе 6.4, когда В1С вводился в контексте оценивания истинного 
порядка (глубины запаздываний) авторегрессии конечного по­
рядка, ршах полагался некоторому целому числу, о котором было 
известно, что оно больше или равно истинной глубине запазды­
ваний. В текущем контексте, где gt не обязательно является VAR 
конечного порядка, [Den Haan and Levin, 1996а, Theorem 2(c)] 
показывают, что оценка VARHAC является состоятельной для S , 
когда ртах растет со скоростью п 1/3, и рекомендуют положить 
Ртах равным [п1/3] (целая часть п 1/3). Чтобы подчеркнуть ее 
зависимость от объема выборки, мы обозначаем максимальную 
глубину запаздываний как ртах(п). Пусть SSR^  является сум­
мой квадратов остатков (SSR) при OLS-оценивании (6.6.10) (А:-е 
уравнение в VAR) для t = ртах(п) +  1 ,/ W x ( '« )  +  2 , . . . ,  п1. Для
Р = 0 SSR{pk) = E!W,„ax+i (dkt)2, SSR в регрессии gkt при от­
сутствии регрессоров. Поскольку в к-м уравнении имеется рК 
коэффициентов, критерий BIC равен:

(в этом выражении п можно было бы заменить на фактиче­
ский объем выборки п -  р1Пах с отсутствием асимптотических 
последствий.) Пусть р(к) равно значению р, которое минимизи­
рует информационный критерий по р =  0 ,1 ,... ,ртах{п) для jfc-ro 
уравнения VAR. Также пусть ф{к) (j  =  1,2— ,р(к)) является
OLS-оценкой VAR-коэффициентов ф{к) (j = 1 .2 ,... ,р(к)), когда
(6.6.10) оценивается посредством OLS для р = р(к).

2 :  Вычисление подразумеваемой долговременной дисперсии. 
Пусть

Р = тах{р(1),р(2),... ,р(К)},

'Так что период выборки фиксируется на протяжении всего процесса выбора глубины
запаздываний.

\og{SSR^/ 7i) + рК ■ log(п)/п. (6.6.11)
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наибольшая глубина запаздываний в К  уравнениях. По постро­
ению, Р  < р,иах(«)• Шаг 1 дает оцененную VAR, которая может 
быть записана как

dt =  Ф 1 d t - 1 +  ••• +  ф р т - р  +  ё*
(Ах I) (А'х А)(/Сх 1) (Ах К) ( Кх 1) (Ах 1)

(* =  Pma.r(n) +  1 , Р т а х ( п )  + 2 . . . . . п ) .  (6.6.12)

Поскольку глубина запаздываний отличается для разных уравне­
ний, некоторые строки в Фр (р =  1 .2 , . . . ,  Р) могут быть нулевы­
ми. Строки Фр связаны с ф ^  (j  = 1 ,2 , . . .  ,p(k)),  полученными 
в шаге / . следующим образом:

к -я строка в Фр
(К  у. К )

Ф{р ] for 1 <  р <  р(к), 
О for р(к) < р < Р.

(6.6.13)

Пусть П является ковариационной матрицей остатков VAR:

П =
( Ах  К)

1̂
п

t=Pinax{ft) “Г J
(6.6.14)

Вспомним, что долговременная ковариационная матрица VAR 
задается соотношением (6.3.16) для 2 =  1. Оценка для S, подра­
зумеваемая оцененной VAR (6.6.12), равна тогда:

S  =
1 -1

p = i

и -1
(6.6.15)

р =  1

Эта VARHAC-оценка положительно полуопределена по построению. 
[Den Haan and Levin. 1996а] показали, что (при подходящих условиях 
регулярности) эта оценка сходится к S  с более высокой скоростью, чем 
любая положительно определенная ядерная оценка, для почти любой 
автоковариационной структуры процесса gt (который необязательно яв­
ляется VAR конечного порядка). В частности, если gt является VARMA 
конечного порядка, то порядок запаздываний, выбранной no BIC, растет 
с логарифмической скоростью, и VARHAC-оценка сходится со скоростью, 
сколь угодно близкой к г;1/ -2, что быстрее, чем максимальная скорость 
»2//3, достигаемая положительно полуопределенной ядерной оценкой.
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Контрольные вопросы

1. Что является эффективной GMM-оценкой,когда x t = zt ?
2. (Последствие игнорирования сериальной корреляции.) Рассмотрим эффек­

тивную GMM-оценку, которая предполагает, что {gt} сериально «екорре- 
лированна. Будет ли эта оценка состоятельной, если {gt } на самом деле 
сериально коррелирована? Будет ли она эффективной?

6.7. Оценивание при условной гомоскедастичности 
(дополнительно)

Мы видели в параграфе 3.8, что при условной гомоскедастичности 
GMM-оценка редуцируется к 2SLS-oneHKe. Этот параграф показывает, 
как 2SLS можно обобщить для включения сериальной корреляции. При 
этом станет ясно, что GLS-оценка не является GMM-оценкой с се­
риальной корреляцией. Последняя половина этого параграфа изучает 
соотношение между GLS и GMM.

Ядерное оценивание S  при условной гомоскедастичности

Соотношение между сериальной корреляцией в gt = X f  £t и сериальной 
корреляцией в ошибках с< становится более ясным при наличии условной 
гомоскедастичности. Пусть

ujj = E(=tct_j) для всех j.  (6.7.1)

Поскольку {£(} является стационарным по предположениям 3.1 и 3.2, 
ojj не зависит от t. Если Е(еу) = 0 (что имеет место, когда x t включает 
константу), то uij равна автоковариации {е(} j-го порядка. Предположим, 
что ошибки условно гомоекедастичны:

условная гомоскедастичность:

E ( £ fS t - j \ x t . Xt - . j )  =  Wj (j =  0. ± L ± 2 . . . . ) .  (6.7.2)

При этом дополнительном условии к Гу можно применить обычные 
аргументы, использующие закон полных математических ожиданий:

Гу = E{gtg't- j )  (поскольку Е(д<) = 0) =
= Е (st-rt-jXtx'^j) =
= E\E{ct£l- j \ x t, x t- j ) x tx't_j]
(по закону полных математических ожиданий)
= uj E(xtx[_j ). (6.7.3)
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Таким образом, если Е (xtx't_j) не равно нулю, {gt } сериально коррели- 
рованы тогда и только тогда, когда {et} сериально коррелированы.

Для оценивания Г.,- мы используем тот факт, что Tj является про­
изведением двух вторых моментов, Е(жtx't_j) и Е (etet-j)- Естественной 
оценкой для E(etst-j)  является ^Ylt=j+ix tx t-j- -Легко показать, что Uj 
состоятельно оценивается посредством £ Y^=j+ \ где et является 
остатком для некоторой состоятельной оценки (доказательство почти то 
же самое, как в случае с отсутствием сериальной корреляции, см. утвер­
ждение 3.2). Таким образом, естественной оценкой для Г, при условной 
гомоскедастичности является

f i  =  Q  £  з д - j ) Q  Ё  (6.7.4)
t=j+i t=j+ i

При наличии этих оцененных автоковариаций ядерное оценивание S  
производится точно так же, как и в случае отсутствия условной гомо­
скедастичности, описанном в предыдущем параграфе.

Представление оцененной долговременной дисперсии 
через матрицу данных

С целью соотнесения GMM-оценки с сериальной корреляцией, но с услов­
ной гомоскедастичностью и обычных оценок полезно представление S  
через матрицу данных. Определяя п  х  п матрицу О  соответствующим 
образом, мы можем записать S  как

§ = - Х ' П Х .  (6.7.5)
п

где X  является матрицей данных размера п х К , t-я строка которой 
равна х[. Матрица Г2 выглядит так же, как автоковариационная матри­
ца {{г«}:

WQ OJ i UJ'2 • ■ • Wn _ 1
Us 1 wC-’O UJ\ ' ' ‘ U*n—‘2

п
( п х п

Wn_2 • •• Щ1 U-’o ^1
(6.7.6)

У*п — 1 ' - ’ Ul-2 '̂o

Если мы априорно знаем, что Cov(st, st- j ) =  0 (так что =  0) для j  > q,
то специфицируем элементы этой П как

Qj = j -  £ "= /+ 1 Ш -j,
о.

если 0 < j  < q, 
если j  > q.

(6.7.7)
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Тогда S  в (6.6.4) может быть записана как (6.7.5). Если мы не знаем, 
что существует такое q, то используем ядерную оценку для S. Для ядра 
Бартлетта положим

Шп =

1.
п ] Г  m ~ j .

t=j+1
если 0 <  j  < q(n) -  1, 

если j  > q(n) -  1.

(6.7.8)

Тогда состоятельная оценка (6.6.3) с (6.6.4) равна (6.7.5).
Теперь легко показать следующее обобщение 2SLS-oneHKH с целью 

охвата сериальной корреляции.

•  Эффективная GM M -оценка при условной гомоскедастичности мо­
жет быть записана как

6 ( 5 -1 ) =  [ Z ' X ( X ' & X ) - lX ' Z ] - l Z ' X { X ' n X ) - ' X ' y ,  (6.7.9)

где Z  и у  — матрицы данных для регрессоров и зависимой пере­
менной. Это обобщает выражение (3.8.3') на с. 259.

•  Состоятельная оценка A var(5(S *)) редуцируется к

A var(5(S,_1)) = - z ' x ( - x ' n x )  l - X ' Z
п \  п ) п

= п ■ [ z ' X i X ' n x y ' X ' z y 1. (6.7.10)

Поэтому квадратные корни из диагональных элементов

[z'x(x'nx)-lx'z]
являются стандартными ошибками. Это обобщает выражение (3.8.5') 
на с. 259.

Связь с GLS

Процедура для включения сериальной корреляции в GM M -оценивание, 
которую мы описали, отличается от GLS-процедуры. Чтобы увидеть это 
отличие более ясно, рассмотрим случай, когда x t = z t . Если имеется 
L регрессоров, то X 'Z  и X ' f l X  в (6.7.9) являются матрицами размера 
L x  L, поэтому эффективной GM M -оценкой, которая использует условия 
ортогональности Е (zt -£t) = 0, является OLS-оценка 6o l s  = (Z ' Z ) ~ lZ ' y . 
Состоятельная оценка ее асимптотической дисперсии получается, если 
положить X  — Z  в (6.7.10):

Avar ((Sols) =  n • (Z ' Z ) - l { Z 'n Z ) { Z '  Z ) ~ y. (6.7.11)
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Это может показаться странным, поскольку мы знаем из парагра­
фа 1.6, что GLS-оценка является более эффективной, чем OLS, когда 
ошибки сериально коррелированы. Этот результат относится к конечным 
выборкам, но при условии, что у нас есть состоятельная оценка Г2 для fi, 
мы можем взять формулу GLS и оценить 6 как

S Gl s  =  ( Z ' l H z ^ Z ' n - y

Не является ли эта оценка асимптотически более эффективной, чем 
OLS, в том смысле, что ее асимптотическая дисперсия меньше? Про­
блема с GLS заключается в том, что состоятельность не гарантируется, 
если регрессоры просто предопределенные, как показано ниже. Как мы 
подчеркивали в главе 2, во многих моделях временных рядов регрессоры 
не являются строго экзогенными. Отсюда следует, что GLS не должен 
использоваться для коррекции сериальной корреляции в ошибках для 
моделей, не имеющих строгой экзогенности. В частности, для случая 
x t — z t корректная процедура для коррекции сериальной корреляции 
заключается в том, чтобы оставить точечную оценку неизменной и в то 
же время включить сериальную корреляцию в оценку асимптотической 
дисперсии.

То, что GLS-оценка в общем случае является несостоятельной, мож­
но увидеть следующим образом. Чтобы сосредоточиться на решаемой 
проблеме, предположим, что истинная автоковариационная матрица про­
порциональна некоторой известной п х п матрице V:

Var(ei, е2......£п) = о2 - V.

Как показано в параграфе 1.6, GLS-оценка коэффициента 5 в регрес­
сионной модели у  =  Z8  4- е может быть вычислена как OLS-оценка 
в преобразованной модели С у  — C Z S + C e , где С  является «квадратным 
корнем» из V -1 , так что C fС  =  V -1 . Но посмотрим на t-e наблюдение 
преобразованной модели, которое может быть записано как

yt = %S + et. (6.7.12)
где

V t —  Q iJ/i +  * * * +  C t n V n -

zt = ct\Zx + * ■ • +  ctnz n.
St ~  Ct\c 1 + -------1- C'tnCn,

(q i ....... — t-я строка в С.

Для состоятельности GLS-оценки необходимо, чтобы Е ( z r s t) ~  0. Левая
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часть этого условия может быть записана как

Е(г< • St) =  (а) +  (b),
П

(а) =  ^ 2  cfs Е {zs • £TS), (b) =  ^  cts ■ ctv E (zs • £v).
s= 1 Ŝ V

По условию ортогональности E (zt ■ £t) =  0, (а) равно нулю. Что касает­
ся (b), то поскольку регрессоры просто предопределены и не предполага­
ются строго экзогенными, то нет гарантии того, что E(zs -sv) равно нулю 
для ,ч ф V. Поэтому (Ь) не равно нулю, если с не принимают определен­
ные значения, для того чтобы компенсировать ненулевые слагаемые.

Существует один важный частный случай, в котором GLS-оценка со­
стоятельна, — это случай, когда ошибки образуют процесс авторегрессии 
конечного порядка. Чтобы взять самый простой случай, предположим, 
что {et} является AR(1): et — Его автоковариационная матрица
равна:

Уаг(еЬ52----,еп) = о-2 • У

1 ф ф2 ф

1
ф 1 ф ф

— ф2
<?"-2 ф 1
фп~х ф2 ф

Легко проверить, что квадратный корень из V  С  (удовлетворяющий 
С'С = У ' 1), имеет вид:

С =

V 1 -  о 0 ••• 0 0'
-О  1 0 ••• 0 0
0 - о 1 ••• 0 0 (6.7.13)

0 0 0 ••• —ф 1_

Поэтому Ее преобразованное уравнение имеет вид:

lit ~ 6yt-1 =  («< -  ozt-i)'6 + lit. (6.7.14)

GLS-оценка для S, которая является OLS-оценкой в регрессии yt — 6yt~\ 
на zt — dizt-ь  является состоятельной, если ту ортогональна и z t , и zt-\ .  
Однако эти условия ортогональности отличаются от условий ортогональ­
ности для непреобразованной модели, которые заключаются в том, что 
Е (zt ■ £t) =  0.
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Контрольные вопросы

1. Проверьте (6.7.5) для п = 3, q = 1.

2. (Статистика Саргана.) Получите обобщение статистики Саргана (формула 
(3.8.10') на с. 259) на случай сериально коррелированных ошибок.

3. Предположим, что zt является собственным подмножеством x t■ Мы видели 
в параграфе 3.8, что оценка 2SLS редуцируется к OLS-оценке. Верно ли это 
также и здесь? То есть редуцируется ли (6.7.9) к (Z ' Z ) ~ lZ ' y ? [Ответ: Нет.]

4. (Представление S  через матрицу данных без условной гомоскедастичности.) 
Определите £1 подходящим образом так, чтобы (6.7.5) было равно ядерной 
оценке Бартлетта для S  без условной гомоскедастичности, а именно (6.6.5) 
с (6.6.7). Указание: Запишите П как (6.7.6). Если глубина запаздываний q 
известна, то = e)et для \i — j\ < q и равна 0 для |i — j \ > q, где 
является (i.j)-M элементом в П. Как вы определите и 1} для ядерной опенки 
Бартлетта?

5. Рассмотрим простую регрессионную модель: yt = 0zt +  £,, где {с/} является
AR(1), et =  + i]t с известным ф. Предположим, что Е (zt£t) = 0,
Е (zt7]t) = 0, Е (zf-r>}t) = 0, и условную гомоскедастичность. Также, для 
упрощения, пусть Е(г() =  0. Покажите, что

Avar(3o/,.s-) =
^ 1 + 2  Е Г = , ^ -

1 - Avar 0 g l s ) 1
&{ (1 +  ф2) -  2фр\ ’

где о2 = V ar(^), о 2 = Var(r/;), pj =  Corr(zt , zt-j).  Найдите такую конфигура­
цию для (ф, {7 j}), чтобы Avar(3oz.s) >  Avar(/-)c:/,5)- Объясните, почему это 
соответствует тому факту, что Зоья является эффективной GMM-оценкой.

6.8. Приложение: Форвардные обменные курсы 
как оптимальные предикторы

На валютных рынках процентная разница между форвардным и спо­
товым обменными курсами называется форвардной премией (forward 
premium). Соотношение между форвардной премией и ожидаемым тем­
пом укрепления/ослабления валюты в течение срока действия форвард­
ного контракта является предметом большого количества эмпирических 
исследований. Самая простая гипотеза об этом соотношении заключается 
в том, что эти два значения одинаковы. В данном параграфе мы прове­
ряем эту гипотезу, привлекая те же самые недельные данные, которые 
были использованы в [Bekaert and Hodrick, 1993].

Данные охватывают период с 1975 по 1989 год и включают следую­
щие переменные:
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St = спотовый обменный курс в единицах иностранной валюты 
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Rt = 30-дневный форвардный обменный курс в пятницу t-й недели, 
а именно цена доллара в единицах иностранной валюты, поставля­
емой через 30 дней после пятницы t -й недели,

S30t =  спотовая ставка на дату поставки 30-дневного форвардного 
контракта, созданного в пятницу t-й недели.

Важной особенностью этих данных является то, что срок погашения 
контракта охватывает несколько интервалов выборки; датой поставки 
является дата после пятницы t +  4-й недели, но до пятницы t + 5-й 
недели.

Гипотеза эффективности рынка

Чтобы наметить предположения, лежащие в основе этой гипотезы, рас­
смотрим три стратегии инвестирования долларовых средств на 30 дней 
в момент t. Первая заключается в инвестировании в инструмент внут­
реннего денежного рынка (например, казначейские векселя США), срок 
погашения которого составляет 30 дней. Пусть ц является нормой доход­
ности за 30-дневный период. Вторая инвестиционная стратегия заключа­
ется в конвертации долларов в единицы иностранной валюты, покуп­
кой 30-дневных инструментов денежного рынка, номинированных в ино­
странной валюте, процентная ставка которой обозначается как г*, и кон­
вертацией обратно в доллары в момент погашения. Норма доходности 
этой инвестиционной стратегии равна:

St • (1 + *?)/S30t.
Эта стратегия включает риск изменения курса валюты, поскольку в мо­
мент инвестирования, t, вы не знаете значения S30*. которое будет яв­
ляться спотовой ставкой через 30 дней. Третья инвестиционная стратегия 
отличается от второй тем, что она хеджирует против риска изменения 
курса путем покупки долларового форварда по цене Ft в тот же самый 
момент, когда долларовые средства конвертируются в единицы иностран­
ной валюты. Эта хеджированная иностранная инвестиция обеспечивает 
гарантированную доходность, равную:

Поскольку первая и третья стратегии не включают риска, арбитраж 
требует, чтобы нормы доходности были одинаковыми:

1 + -it — St ■ (1 + i*)/Ff.
Беря логарифмы от обеих частей и используя аппроксимацию log (1 +  .г) ~  
% х, мы получаем уравнение покрытого процентного паритета (cov­
ered interest parity):

it = f>t — ft + if, или ft — st = /* — it- (6.8.1)
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где строчные буквы для S  и F  обозначают натуральные логарифмы. 
То есть форвардная премия, /, — ,?<, равна дифференциалу процентных 
ставок. Это соотношение выполняется почти точно в реальных данных. 
Фактически люди обычно вычисляют форвардную премию как диффе­
ренциал процентных ставок.

Норма доходности во второй стратегии не определена, но, если ин­
весторы нейтральны к риску, ее ожидаемая доходность равна гарантиро­
ванной норме доходности. Кроме того, если их ожидания рациональны, 
ожидаемая доходность является условным математическим ожиданием, 
основанным на доступной информации о валюте, так что

Е [S, • (1 + , 7 ) / S 3 0 t |J t] =  S f (  1 + i*t ) / F t , ( 6 .8 .2 )

где E(-|/() является оператором математического ожидания, a It является 
информационным множеством по состоянию на дату t,. Поскольку St, Ft 
и г* известны в дату /, это равенство редуцируется к

E(F , / s : i O t \h )  =  1.

И о п я т ь ,  по логарифмической аппроксимации, Ft/SliOt ~  1 + fi -  «s30f. 

С л е д о в а т е л ь н о ,

E{sWt\h) = .ft- или E(ct |/t) =  0. где et = — ft- (6.8.3)

Это гипотеза эффективности рынка. Как ясно из вывода, она предпо­
лагает нейтральность к риску и рациональные ожидания. Эту гипотезу 
иногда описывают как то, что форвардная ставка является оптимальным 
прогнозом будущей спотовой ставки, поскольку условное математическое 
ожидание является оптимальным прогнозом в том смысле, что оно ми­
нимизирует среднеквадратичную ошибку (см. утверждение 2.7).

Тестирование равенства нулю безусловного среднего

Беря безусловное математическое ожидание от обеих сторон (6.8.3), мы 
получаем безусловное соотношение:

E(,s'30f) = Е (/,). или Е(с/) = 0. (6.8.4)

То есть прогноз должен быть в среднем правильным. Рис. 6.1 изобра­
жает ошибку прогноза st для обменного курса иена/доллар. Она похожа 
на стационарный ряд, и мы исходим из предположения, что это так1.

'Используя покрытый процентный паритет, получаем s t = (s30f ■- s t) — (ц -  it). Если 
вы верите, что и 30-дневная скорость изменения ,ч30( -  .ч( и дифференциал процентных 
станок i ’ —i t являются стационарными, то вы должны верить и в то, что ошибка прогноза 
является стационарной.
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Поскольку ошибка прогноза наблюдаема, мы можем проверить гипотезу 
о том, что безусловное среднее равно нулю. В этом заключается отличие 
от упражнения, посвященного работе Фамы из главы 2, где ошибка про­
гноза (относительно будущей инфляции) наблюдаема только с точностью 
до константы.
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-2 0 0 ................... ...................  ..... ..........................
1/75 1/78 1/81 1/84 1/87 12/89

Рис. 6.1. Ошибка прогноза, иена/доллар

Для проверки гипотезы эффективности рынка нам нужно получить 
асимптотическое распределение выборочного среднего I  при этой ги­
потезе. Эта задача в определенной степени сложна, поскольку после­
довательность {г*} сериально коррелирована. Чтобы увидеть, почему 
ошибка прогноза имеет сериальную корреляцию, заметим, что / (, вклю­
чая £{-6, • ■ ■ }, не включает {st ........c f-4 }. поскольку ~t, которая
зависит от а30<, не может наблюдаться до момента t +  4. Поэтому

E(£t|£7-5.!Tf-6----) = 0 . (6.8.5)

Из этого следует, что Соv( s f£ t - j )  =  0 для j  > 5, но необязательно 
для j  < 4. В упражнении, посвященном работе Фамы, ex post реальная 
процентная ставка (которая равна прогнозу инфляции плюс константа) 
была сериально некоррелирована, поскольку срок погашения процент­
ной ставки и интервал выборки были одинаковыми. Здесь же ошибка 
прогноза имеет сериальную корреляцию, поскольку срок погашения фор­
вардного контракта (30 дней) длиннее, чем интервал выборки (неделя). 
Оцененная коррелограмма изображена вместе с полосой в две стандарт­
ные ошибки на рис. 6 .21. Стандартная ошибка вычисляется в предполо­
жении, что ошибка прогноза является i.i.d. Поэтому она равна 1 /\Д*> как

’Хотя теория подразумевает, что популяционное среднее равно нулю, я вычел 
выборочное среднее при вычислении выборочных автокорреляций.
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в табл. 2.1. Поведение автокорреляции в целом соответствует гипотезе: 
она остается значительно выше двух стандартных ошибок для первых 
четырех лагов, а впоследствии, в основном, лежит внутри полосы.

При нулевой гипотезе об эффективности рынка, поскольку сериаль­
ная корреляция исчезает после конечного лага, легко видеть, что {sy} 
удовлетворяет существенной части условия Гордина, ограничивающей се­
риальную корреляцию. По закону повторных математических ожиданий, 
из (6.8.5) следует Е(£у|с,_^.г(_у_ь • • •) =  0 для j  > 5, из чего немедленно 
вытекает часть (Ь) условия Гордина. Поскольку пересмотр ожиданий, 
rtj, равен нулю для j  > 5, часть (с) выполняется, при условии, что rtj 
(О < j  < 4) имеет конечные четвертые моменты. Тогда из утвержде­
ния 6.10 следует, что

4 / -1

УО +  у  ( 7 0  +

-*  Л Т 0 .1 ).
d

( 6 .8 .6)

j = 1 i = 1

Кроме того, знаменатель состоятельно оценивается путем замены ~fj на ее 
выборочный аналог уу- Поэтому отношение

( 7 0  + 2У /1 у ) /п
з= 1

(6.8.7)

также является асимптотически нормальным. Знаменатель этого выра­
жения будет называться стандартной ошибкой выборочного среднего.

В табл. 6.1 приведены результаты тестирования следствия из гипоте­
зы, состоящего в том, что безусловное среднее ошибки прогноза равно

452



6.8. Приложение: Форвардные обменные ку р сы ...

нулю, для трех курсов иностранных валют по отношению к доллару. Эти 
три валюты — немецкая марка, британский фунт и японская иена. В пер­
вых двух столбцах таблицы приведены среднее и стандартное отклонение 
фактической скорости изменения спотовой ставки, ,s30t — st, и форвард­
ной премии, ft — st. (Поскольку берется спотовая ставка по отноше­
нию к доллару, положительная скорость изменения означает, что доллар 
укрепляется.) Месячные скорость изменения и форвардная премия были 
умножены на 1200, чтобы выразить их в годовых процентах. Гипотеза 
эффективности рынка заключается в том, что форвардная премия явля­
ется ожидаемой скоростью изменения спотовой ставки. Очевидно, что 
фактическая скорость изменения намного более волатильна, чем фор­
вардная премия. Третий столбец сообщает выборочное среднее для st, 
которое равно разности между первыми двумя столбцами для выборочно­
го среднего. Числа в скобках под выборочными средними представляют 
стандартные ошибки, вычисленные, как описывалось выше. Ни в одном 
случае нет значимого свидетельства против нулевой гипотезы о нулевом 
среднем.

Таблица 6.1

Средние скоростей изменения, форвардных премий и разности между ними:
1975-1989 годы

Средние и стандартные отклонения

Обменный
курс

аЗО — a f  — а 
(фактическая (ожидаемая 

скорость скорость 
изменения) изменения)

Разность
(неожидаемая

скорость
изменения)

иена/доллар -4,98 -3,74 -1,25
(41.6) (3,65) (42,4)

стандартная ошибка =  3,56
немецкая марка/доллар -1,78 -3,91 2,13

(40,6) (2,17) (4U )
стандартная ошибка = 3,26

фунт стерлингов/доллар 3,59 2,16 1,43
(39,2) (3,49) (39,9)

стандартная ошибка =  3,29
Примечание: аЗО — s — скорость изменения в течение 30 дней и /  — s — форвардная 
премия, выраженные в годовых процентных изменениях. Стандартные отклонения 
показаны в скобках. Стандартные ошибки — значения знаменателя в (6.8.7). 
Данные недельные с 1975 по 1989 г. Объем выборки — 778.

Регрессионные тесты

Безусловный тест, однако, не использует то следствие эффективности 
рынка, которое заключается в том, что ошибка прогноза ортогональна 
обусловливающей информации It. Вероятно, наиболее важной перемен-
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ной в информационном множестве I/ для будущих спотовых ставок яв­
ляется форвардная ставка /{. Мы можем тестировать, является ли ошиб­
ка прогноза некоррелированной с форвардной ставкой, регрессируя 
на константу и f t . Это эквивалентно оцениванию следующей регрессии:

8‘Mt = f}0 + (3lf t + et (6.8.8)

и тестированию равенств 0о =  0 и fi\ =  1. Поскольку ошибка является 
здесь ошибкой прогноза, ортогональной всему, что известно на дату t , 
включая ft, регрессоры гарантированно будут ортогональными ошибкам. 
Поэтому может показаться, что для получения корректных статистиче­
ских выводов мы можем оценить (6.8.8) посредством OLS и произвести 
коррекцию на сериальную корреляцию в ошибках, как указано в пара­
графе 6.6.

Рис. 6.3. Спотовая ставка иена/доллар, январь 1975 г. — декабрь 1989 г.

Однако, как показывает рис. 6.3, спотовый обменный курс выглядит 
как процесс с возрастающей дисперсией. Как мы убедимся в главе 9, мы 
не можем отвергнуть гипотезу о том, что этот процесс имеет единичный 
корень. Форвардная ставка обладает таким же свойством. (Ее график 
не показан здесь, поскольку он неотличим от графика спотовой ставки.) 
Таким образом, предположение 3.2, которое требует, чтобы регрессор (ft) 
и зависимая переменная (б'304) были стационарными, не выполняется. 
Проблема, в действительности, является более сложной. Мы видели 
на рис. 6.1, что разность между #30, и / ( ведет себя как стационарный 
ряд. На языке, вводимом далее в главе 10, *30, и f t  «коинтегрированы» 
с коинтегрирующим вектором (1 ,-1 ) ,  в этом случае OLS-оценка для в\
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6.8. Приложение: Форвардные обменные курсы...

в (6.8.8) быстро сходится к 1. Это можно увидеть на рис. 6.4, где пока­
зана зависимость s30t от /*. Если получить оцененную линию регрессии, 
то ее угловой коэффициент равен 0,99. С точки зрения тестирования 
эффективности рынка, проблема состоит в том, что OLS-оценка сходится 
к 1 независимо от того, верна эта гипотеза или нет. Следовательно, 
у теста нет мощности.

5'8 Т
5,7-|
5.6- ] 
5,5.
5,4 ч 
5,3 
5,2 
5,1

5- 
4,9- 
4,8
4.7- 

4,6

Рис

ч----- ь -1----- ь
4,7 4,8 4,9 5 5,1 5,2 5,3 5,4 5,5 5,6 5,7 5,8

ДО — логарифм форвардной ставки 
. 6.4. График зависимости «30 от / ,  иена/доллар

Эта проблема может быть решена путем оценивания другой регрессии:

*“30( — St = во +  в\ ( ft — в/) + cj. (6.8.9)

Судя по графикам .чЗО,—st и / , —,ч, (не показаны), разумно предположить, 
что эти переменные являются стационарными, что соответствует предпо­
ложению 3.2 (эргодическая стационарность). То, что при эффективности 
рынка это уравнение удовлетворяет другим предположениям GMM, мож­
но проверить следующим образом. При во =  0 и в\ — 1 ошибка st равна 
ошибке прогноза s30t — ft, и поэтому условия ортогональности Е(с<) 
и E [(/f — ,st)•=(] (предположение 3.3 с z  = х) выполняются. Условие иден­
тификации заключается в том, что второй момент для (1. f t — s<) являет­
ся невырожденным, что верно тогда и только тогда, когда Var (ft — st) > 
> 0. Это, очевидно, выполняется; если бы популяционная дисперсия 
была равна нулю, мы не наблюдали бы никакой вариации в ft — st. Это 
оставляет нас с предположением 3.5', которое требует, чтобы в

Qt = X f  z,
(ft ~ *!.)?(.
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Глава 6. С ериальная корреляция

было не слишком много сериальной корреляции. Как уже было замечено, 
поскольку It включает {ег_5, еу_б,.. .  }, ошибка прогноза удовлетворя­
ет (6.8.5). В контрольном вопросе 3 вам будет предложено показать, 
что {dt} наследует то же самое свойство, а именно:

E(gt\9t-5,gt-e, ■ • •) = о. (6 .8 .10)

Поэтому, как и в безусловном тесте, условие Гордина выполняется, если 
соответствующие вторые моменты конечны. Поскольку E(gtg't_j) = О 
для j  > 5, долговременную ковариационную матрицу S  можно оценить, 
как в (6.6.4), с q = 4. (В эмпирическом упражнении вас попросят оценить 
S  с помощью ядра Бартлетта, а также посредством VARHAC.)

Подводя итог, эффективной GMM-оценкой для /3 = (ра,р\У в (6.8.9) 
является OLS-оценка, и состоятельной оценкой ее асимптотической ко­
вариационной матрицы является

A v^ G ^ l s) =  S S ~ l  (6 .8 .11)

где S  задается в (6.6.4) с q = 4. В табл. 6.2 сообщаются результаты 
регрессионного теста для трех валют. Соответствующий график для об­
менного курса иена/доллар показан на рис. 6.5. Заметим, что для всех 
трех валют угловой коэффициент не только значимо отличается от 1,

Таблица 6.2

Регрессионные тесты на эффективность рынка: 1975-1989 годы 

s30t — St =  /Зо +  Pi (ft — St) +  £t

Валюта
Регрессионные
коэффициенты

Форвардная 
Константа премия Я*

Статистика Вальда для 
Но  : 0о — О, =  1

иена/доллар -12,8 -2,10 0,034 18,6
(4,01) (0,738) (р =  0,009%)

немецкая /  доллар -13,6 -3,01 0,026 8,7
марка /

(5,72) (1,37) (р = 1,312%)

ФУНТ /  доллар 7,96 -2,02 0,033 12,9
стерлингов/

(3,54) (0,85) (р = 0,156%)
Примечание: Стандартные ошибки приведены в скобках. Они являются робастны­
ми к гетероскедастичности и допускают сериальную корреляцию до четырех лагов 
и вычислены по формуле (6.8.11). Объем выборки равен 778. Наши результаты 
несколько отличаются от результатов [Bekaert and Hodrick, 1993], поскольку эти 
авторы использовали для оценивания 5-оценку на основе ядра Бартлетта с q(n) — 4.
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6.8. Приложение: Форвардные обменные к у р сы .. .

но и является отрицательным. Вытекающая из эффективности рынка 
нулевая гипотеза о том, что во = 0 и = 1, может быть окончательно 
отвергнута. Это отражается в слишком большом количестве наблюде­
ний в северо-западном квадранте на рис. 6.5; слишком часто ожидае­
мое ослабление доллара (отрицательные f t — st) связано с фактическим 
укреплением доллара (положительные ,s301 — st).

|  150

i  100 H
3
A 50l
й 0-

o
§-100 

!  -150 * 1

-20 -15 -10 -5 0
f(t)-s(t), форвардная премия

10

—  линия регрессии

Рис. 6.5. График зависимости аЗО — s от /  — а, иена/доллар

Контрольные вопросы

1. (Стандартная ошибка безусловного теста.) Положите et =  s30, -  / ,  и рас­
смотрите регрессию s t на константу. Для учета сериальной корреляции ис­
пользуйте (6.6.4) с q = 4 для S. Проверьте, что f-значение для гипотезы 
о том, что константа равна нулю, дается в (6.8.7).

2. (Отсутствие идентификации.) Для простоты предположим, что Ft является 
двухнедельным форвардным обменным курсом, так что ,s30f в (6.8.9) мож­
но заменить на Предположим, что спотовый обменный курс является
случайным блужданием и I, = {s,,,s,_[___). Каким должен быть f t при
нулевой гипотезе? Какое из требуемых предположений нарушается? [От­
вет: Условие идентификации.) Предположим вместо этого, что sf является 
AR(1 [-процессом, удовлетворяющим st — c + Qst- i  + >lt< где {//,} является 
i.i.d., и \ф\ <  1. Проверьте, что / ,  =  (1 +  ф)с +  02st . Указание: st+2 = 
=  (1 +  o)c + 0 2st -f {i}t+2 +  d4t-ri)- Проверьте, что et = r/,+2 4- <PVi+1 -

3. Докажите (6.8.10). Указание: Е(с,|Д) =  0. Проверьте, что I t включает st -  f ,  
и {gt-b-gt-G— }• Используйте закон повторных математических ожиданий.
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Глава 6. Сериальная корреляция

Набор задач для главы 6
Аналитические упражнения

1. (Пределы в среднем квадратическом и их единственность.) В главе 2 
мы определили сходимость в среднем квадратическом последователь­
ности случайных величин {zn} к случайной величине г. В этом и в 
других вопросах мы будем иметь дело с последовательностями случай­
ных величин с конечными вторыми моментами. Для таких последова­
тельностей определение сходимости в среднем квадратическом таково:

Определение. Пусть {г,,} является последовательностью случайных 
величин с Е (г2) <  ос. Мы говорим, что {zn} сходится в среднем 
квадратическом к случайной величине z с Е (г2) < ос, записывая это 
как zn z > если E[(zn — z)2] —> 0 при n —*• эо.

(a) Покажите, что если zn z и zn -эт.я. z ', то E[(z — г ')2] =  0.
Указание: z — z' = (z — z„) + (zn — z'). Определим ||z|| =  y/E(x2). 
Тогда

\\z -  / | | 2  =  ||г -  гп | | 2  +  2 E [{z -  zn)(zn -  z1)} + \\zn -  z ' f  <

< \\z -  z n f  + 2^/E[(z -  zn)2W E[(zn -  z1)2} + Wzn -  /Ц 2 <

(по неравенству Коши — Шварца E (xy) < у/Е(т2)\/Е (у2)) =
=  (||г - г?)||2 +  ||ггг- / | | 2)2.

Поэтому ||г— / || < !|с -г„ || +  ||г,(—г'||. Это называется неравенством 
треугольника.

(b) Покажите, что РгоЬ(г =  / )  =  1. Указание: Используйте неравен­
ство Чебышева:

РгоЬ(|г — z'\ > s) < -^\\z — / | | 2.

2. (Доказательство утверждения 6.1.) Хорошо известный результат о схо­
димости в среднем квадратическом (см., например: [Brockwell and 
Davis, 1991, Proposition 2.7.1] заключается в том, что

(a) {z,г} сходится в среднем квадратическом тогда и только тогда, 
когда E[(cm -  zn)2] -э 0 при т ,  п -э ос.

(b) Если тп х и zn г, то

lim E(.rn) =  Е(х) и lim Е(х„г„) =  Е(.гг).
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Н абор задач  для главы 6

Отвечая, считайте этот результат доказанным.

(а) Докажите, что при выполнении предположений утверждения 6.1
(6.1.6) сходится в среднем квадратическом при п —> ос. Указание: 
Пусть

П

yt,n = H +
3=0

Что должно быть доказано, так это то, что {yt.n} сходится в сред­
нем квадратическом при п —»■ ос для каждого t. Учитывая (i) 
выше, достаточно доказать, что (предполагая rn > п без потери 
общности)

m m
Е[( ^  Wjet-j)2] — гг2 ^  V)2 -э 0 при m .n  —>• ос.

j ~ n + 1 j - n + l

Используйте тот факт, что абсолютно суммируемая последова­
тельность является квадратично суммируемой (square summable), 
то есть ОС ОС

£ № 1 < о °  =» Y i t f < 00•
3=0 3=0

и тот факт, что последовательность действительных чисел {а„} 
сходится (к конечному пределу) тогда и только тогда, когда п н 
является последовательностью Коши:

о„ —> a |nm — ап \ —> 0 при т. п —>• ос.

Положите а„ = J2j=o Vj-
(b) Докажите, что E(yt) = ц. Указание: Пусть ytM — p + Ylj-o изе<- У 

как в (а). В (а) было показано, что у,.„ yt.
(c) (Доказательство части (Ь) утверждения 6.1.) Покажите, что

Е[{yt ~ H)(yt-j ~ I*)] = „Нт Е[(?Л.„ ~ y){yt-j.n ~ p)\-

Показали ли мы, что {ijt} является ковариационно стационарным? 
[Ответ: Да.]

(d) (Дополнительно.) Докажите часть (с) утверждения 6.1, принимая 
как доказанные следующие факты из математического анализа.

О Если {oj} абсолютно суммируема, то {aj} суммируема (то 
есть -о с  < < эс) и

X X

3—0 j = О
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Глава 6. Сериальная корреляция

п) Рассмотрим последовательность с двумя индексами, {а^}
(j, к = 0 ,1 ,2 ,...) . Предположим, что Ylj'Lo \ajk\ < 00 Для каж­
дого к, и пусть sk = Y)y=o \ajk\’ Предположим, что {.sfc} абсо­
лютно суммируема. Тогда

0 0  ОС

< ос
о о  о о  о с  о о

и С С = Ё  Ё ак) < зс-
j =о fc=0 к=о j =о

Указание: Получите

\Фз+к\ ' 1^1) < оо.
j= о i=o fc=o

3. (Автоковариации h(L)xt .) Мы хотим получить автоковариации для {j/<} 
в утверждении 6.2. Как и в утверждении 6.2, будем предполагать 
здесь, что {xt} является ковариационно стационарным. Сначала рас­
смотрим взвешенное среднее конечного количества слагаемых:

yt.n = hoxt + h-ixt-i +  • ■ • +  hnx i -n.

(a) Покажите, что для этого {yt,n}
П  П

ъ = ЕЕ hkhn*_k+i,
к=0 /=0

где 7 ? является автоковариацией {xt} j - го порядка.
Проверьте, что она редуцируется к (6.1.2), если {xt} является 
белым шумом. Указание: Если вы найдете это сложным, поло­
жите сначала п = 1, а затем увеличивайте п, чтобы установить 
структуру.

(b) Рассмотрим теперь взвешенное среднее возможно бесконечного 
числа слагаемых:

Ш = hoxt +  h ix t-i + ...  .

Принимая утверждение 6.2(a) как доказанное, покажите, что

о с  о с

7 j = ^ 2 ' ^ 2 h . f ch n j ^ k+l, если {hj}  абсолютно суммируема.
А.—0 /=О
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Н абор задач  д ля  главы 6

4. (Однородные линейные разностные уравнения.) Рассмотрим однород­
ное линейное разностное уравнение р-го порядка:

Уз -  Ф щ - 1  -  0 2 Э Д - 2 ----------- 4>py j - p =  0 (j =Р,Р+  1 . . . . ) ,  (1)

где (0ь ф-2, . . . ,  фр) являются вещественными константами с 0 2  ф О
с начальным условием в виде заданных значений (у0, у \ , . . . ,  ур~\). 
Соответствующее полиномиальное уравнение имеет вид:

1 -  012  -  0222 -------- фргр~1 -  фргр — 0. (2 )

Пусть А*, (&=1,2.......К) являются различными корнями этого урав­
нения (они могут быть комплексными) и пусть rk является кратно­
стью А к- Таким образом, г\ + Г2 + ■ ■ ■ + = р. Указанное полиноми­
альное уравнение можно записать как

П ( 1 - Л р 2)г‘ =0. (3)
fc=l

В качестве примера рассмотрим полиномиальное уравнение второго 
порядка

1 - 2  +  ^22 = 0. (4)
4

Оно имеет корень 2 кратности 2, поскольку

1 -  z + - 2 2 =  (1 -  - г ) 2.

Поэтому в этом примере К  — 1, /д =  2 и Ai =  2.
Как вы проверите ниже, решение однородного уравнения р-го порядка 
можно записать в виде:

w = Е  Е  • 0')" V -  (5)
к= 1 п=0

Коэффициенты с/.„ (их ровно р, поскольку п  н-ггН-----Ьгдг =  р) можно
определить из начальных условий, которые специфицируют значения 
для (усь 2/i? • • • • Ур-i)- В примере выше, (уравнение (4)),

Vj = сю ■ +  С] i ■ j  ■ 2~j . (6)

В важном частном случае, когда все корни различны, К  = р н гь = 1 
для всех к, и (5) принимает вид:

УЗ = Y l Ck()Xk J -
к= 1
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(a) Для частного случая р = 2 и различных корней, (7) имеет вид:

Uj =  c i o - S  J  +  f>2 0 ^ 2  ( ® )

Проверьте, что это является решением однородного разностного 
уравнения (1) с р =  2 для любого заданного (сю-его)- Чтобы 
определить (сю,С2о), запишите (8) для j  =  0 и j  =  1 и решите 
его относительно значений с как функцию от (j/o, j/i, А |. Л )̂-

(b) Чтобы научиться (вспомнить), как работать с несколькими кор­
нями, рассмотрим пример (4) выше. Проверьте, что (6) является 
решением однородного разностного уравнения второго порядка

Уз ~ Уз- 1 +  \ уз-1 = °-

(c) (Дополнительно.) Докажите следующую лемму:

Лемма. Пусть 0 <  (  <  1 и пусть п является неотрицательным 
целым числом. Тогда существуют два действительных числа А 
и Ь, такие что £ < b <  1 и ( j)n£* <  АЫ для j  = 0 ,1 .2 , . . .  .

Указание: Выберите любое Ь, такое, что £ < b < 1. Поскольку при 
возрастании j,  Ы в конце концов принимает значения, большие, 
чем (j)nZj , существует некоторое j ,  назовем его J, такое, что 
U)n& <  № Для всех j  > J.

(d) Предположим, что выполняется условие стабильности для линей­
ного однородного разностного уравнения p-то порядка. Докажите, 
что существуют два числа, А и Ь, такие что 0 < b < 1 и

IV j\< A V  для j  = 0 .1 ,2 , . . .  .

Указание:

ы  =

<

<

К  ГА-1

Е Е kn ur*? <
k—l n =0
К  Г А - 1

E E k i - o t - i v k
k =  1 ti— 0  

К  г а - 1

cH Y l u ) n\K l\j .
k—l n=0

<

где c — max{|r^.„|}. Поскольку jA ,̂11 < \ по условию стабильности, 
мы можем применить лемму с £ =  | д -- i j и утверждать что

U )  I-S- И  <  A k {b f .y  д л Я вс е х j
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для некоторого Ак > 0 и |А* 11 < Ьк < 1. Положим А* = тах{Л*} 
и 6 =  max{fefc}. так что A k{hky  < А*Ь> для всех к. Поэтому

(Напомним, что р — г i +  • • • -|- щ .)  Тогда определим А как срА*. 
Вы можете найти такой способ доказательства, использующий 
неравенства, сложным. Если это так, положите р. К  и (г i , , г к) 
некоторым конкретным числам (например, р = 3, К  = 2, г\ =  1 ,
г 2 =  2).

5. (Уравнения Юла — Уокера.) В основном тексте автоковариацииAR(^-про­
цесса вычислялись на основании представления МА(ос). Здесь мы 
используем уравнения Юла —Уокера.

(a) Из (6.2.1') на с. 405 получите, что

ъ -  Фъ-\ = Eh  • (yt-j -  у)] (j = o,i,2....).
(b) (Легко.) Используя МА-представление, покажите, что

(d) Вычислите (7 0 , 7 1 __) из (9) и (10). Указание: Сначала положите
j  =  1 в (10) для получения 71 =  6 7 0 . Это и (9) можно решить 
относительно (7 0 , 7 1 )-

6. (AR(1) без использования фильтров.) Мы хотим доказать без помо­
щи утверждения 6.2, что {ijt}, следующий АВ(1)-уравнению (6.2.1) 
с условием стационарности \ф\ < 1, должен иметь МА(ос)-представле- 
ние, если он является ковариационно стационарным.

(а) Пусть x t = yt -  р, так что Е(ау) =  0. Последовательной подста­
новкой из (6.2.1') (на с. 405) получите

к rk. -l
Уз I <  c.J2 ^ 2  А*Ь> =  срА*Ь>.

k - i  п=  О

(с) Выведите уравнения Юла —Уокера:
27о — <2>7 j =  (Т ,

7 j - d > 7 j_ i= 0  0  =  1 ,2 . . . .) . (Ю)

(9)

Xt =  Xt.n +

где
■Tt.n =  = t  +  <5 = 7 -1  +  02St~2 +  ■ ■ • +  Ф'1 lSt-n + 1-
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(b) Покажите, что xt,n -*m.s. xt-
Указание: Надо показать, что Е \{xt.n -  x t)2] -> 0 при п ->• ос. 
Поскольку (xt,n -  xt)'2 = фЪ1х\_п и {г/г} предполагается ковариа­
ционно стационарным, E(xf_n) < оо.

(c) (Тривиально.) Вспомнив, что бесконечная сумма
00

j=0

определяется как предел в среднем квадратическом частичной 
суммы x t,n, покажите, что yt можно записать как

00
Ш = Р +  Y 1 & £1-3-

3 = 0

7. (Сопровождающая форма.) Мы хотим обобщить доказательство, толь­
ко что построенное в вопросе 6, на AR(jo). Без потери общности, 
мы можем предположить, что р =  0 (или переопределить yt как 
отклонение от среднего для yt). Определим

Vt V
Vt-1 0

6  = У Т - 2 , V t = 0
( p x l )

J J t - P + 1_

( p x l )

o_

'Ф\ Ф‘2 Фз ■ фр— 1 фр
l 0 0 ... .  0 0
0 1 0 ., 0 0

0 0 0 .. 1 0

F = 
(рхр)

Рассмотрим следующее векторное стохастическое разностное уравне­
ние первого порядка:

& = -F&-1 + v t. (11)
В этой системе р уравнений, называемой сопровождающей формой 
(.companion form), первое уравнение то же самое, как и АГ1(р)-уравне- 
ние (6.2.6') на с. 409, а остальные просто являются тождествами для 
Vt-з (j = 1.2. 1).

(а) Последовательной подстановкой покажите, что

( ( = б,п + т и .
£t,n = vt +  F v t- 1 +  F^vt-2  +  • • • +  F n lv t-n.и

(12)
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Собственные значения (eigenvalues), или характеристические 
корни (characteristic roots) р х р-матрицы F  являются корнями 
детерминантного уравнения

|F  — \ 1 р \  = 0. (13)

Можно показать, что левая часть этого уравнения равна Хр -
— ф\Хр~1--------фр-\Х — фр. Поэтому это детерминантное уравнение
принимает вид полиномиального уравнения р-го порядка:

д р - ^ др- 1 --------- ФР-\Х  — фр = 0. (14)

(Ь) Проверьте это для р =  2.
В оставшейся части этого вопроса предположим, что все кор­
ни полиномиального уравнения р-го порядка (которые, как было 
только что видно, являются собственными значениями F) различ­
ны. Пусть (Ль Лг,. . . .  Хр) — эти различные собственные значения. 
Из матричной алгебры известно, что существует невырожденная 
р х р-матрица Г , такая что

F  =  Г Л Т '1

Л1 0 0 ... ()'
0 Л2 0 ... 0

0 0 Ар_ 1 0
0 0 0 V

(15)

(Этот факт не зависит от особой формы матрицы F\ все, что 
нужно для (15), — это то, что значения Л являются различными 
собственными значениями матрицы F.) Из (15) следует, что

(F)n = Т (Л )пТ ~ 1.

(c) (Очень легко.) Докажите это для п =  3.

(d) Покажите, что £ при п -э ос, если выполняется усло­
вие стационарности относительно А11(р)-уравнения и если {yt } 
является ковариационно стационарным. Указание: Условие ста­
ционарности требует, чтобы все корни в (13) были меньше I 
по абсолютной величине. В силу (12), то, что нужно показать, — 
Э Т О  Т О ,  Ч Т О  (F y ^ t-n  0. Вспомним, Ч Т О  Z n  —»m.s. ot, если
сходимость в среднем квадратическом происходит покомпонентно.

(e) Покажите, что yt имеет МА(эс)-представление

yt = Фо£t + -ф 1 ^ . - 1  + 02^-2 + . . . .
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Как ipj связана с характеристическими корнями? Указание: Из
(d) немедленно следует, что

Верхнее уравнение этого выражения является МА(ос) -представ­
лением для ;</( .

(Если не все собственные значения различны, то вместо (15) нам 
нужно использовать так называемое Жорданово разложение для F.)

8 . (AR(1), который начинается в момент t = 0.) В основном тексте 
МА(ос)-представление (6.2.2) АЩ1)-процесса, следующего у, =  с +  
+ Фу1- 1 +с<, подразумевает, что процесс определен для t =  —1 , —2 ,
так же как и для f =  0 ,1 ,2 ........Вместо этого рассмотрим AR(l)-npo-
цесс, который начинается в t =  0 с начальным значением уо. Пред­
положим, что |0 | < 1 и что уо не коррелировано с последующим 
процессом белого шума (ci, - 2 , • • • )•

(a) Запишите дисперсию для yt как функцию от о2 (=  Var(cf)), Var(yo) 
и ^.Указание: Последовательная замена дает:

JJt =  ( 1  +  Ф+Ф^ +  • ' - +  ф1 * ) c + £ f + < р £ > - 1  +<t)26 t - 2  +  ' '  "\~Ф1 1^ 1 + ф 1У0-

Пусть р, и {7 j} являются средним и автоковариациями ковариаци­
онно стационарного AR(1)-процесса, так что р = с/( 1 —Ф), a {7^} 
заданы в (6.2.5). Покажите, что

Пш Е(yt) = р. lim Var(yf) = 7 0  и lim Соx { y t . y t 4 ) =  jj.
t  ̂oc  t —̂  ЭС t —̂  oc

(b) Покажите, что {yt} является ковариационно стационарным, если 
Е(уо) = р и Var(yo) = 70 .

9. (Доказательство утверждения 6 .8(a).) Мы хотим доказать утвержде­
ние 6 .8(a). По неравенству Чебышева достаточно показать, что

— Vt +  F vt-i + (F)2Vt-2 +  . . .  .

Пш Var(y) = 0.

Из (6.5.2):

(поскольку ! - -  =  () для j  = n)
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< ^  + 2 £ Ь ;те те 'j=l

(а) (Дополнительно.) Докажите следующий результат:

1
lira a-j =» Нш — > loul =  0.

7—КЭС П —¥ОС п  £  '
.7 =  1

Указание: {a.j} сходится к 0. Поэтому (i) |аД < М  для всех j  и (и) 
для любого заданного е > 0 существует положительное целое N, 
такое, что \aj\ < с/2 для всех j  > N. Поэтому

1
те

П

Е м
0=1

Л' 1 " 1 N Л п

- Е М  + 1 Е  м < - Ё А* + -  vп  '  3 п  J те 1’ п ^J = i j= at+ i .?=! J=7V+1
ЛГЛ/ те -  ЛГ) £ ЛГМ 5
--------- h ----------- - -  < --------- 1- - .

те те 2 те 2
Выбирая п достаточно большим, N M /n  можно сделать меньше, 
чем е/2.

(Ь) Принимая результат в (а) как доказанный, докажите, что Уаг(у) -> 
0 при те —>• ос.

10. (Доказательство утверждения 6.8(b).)

(а) (Дополнительно.) Докажите следующий результат:
ЭО 1 п

E dj < оо =>• Пш — > jll; — 0.
J v —юс- те ^j= i  i= i

Указание:
П

Е  J aj  =  а 1 +  2^2 +  Заз н-------- 1- na-n =  (a i  +  a -2 Н-------- b а „ )  +
j= i

+ ( « 2  + «з + • • • +  a.n) + • • • + (a„_i + an) + an =
И П п n N n n n

£ £ « £ £ S > =  £ E wfc + £ £ « *
J=1 k=j j = l j = ! k=.j *• j

Поскольку {oj} суммируема, (i) | Ylk=j %■! < Л/ для всех j . те и (ii) 
существует положительное целое N, такое что | YH=j < -/2  
для любого заданного s > 0 для всех j , те > N (это следует из того, 
что {Y '̂j= 1 aj) является последовательностью Коши).

(Ь) Принимая этот результат как доказанный, докажите утвержде­
ние 6.8(b).
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Эмпирические упражнения

1. Прежде чем отвечать, прочитайте по крайней мере р. 115-119 (за 
исключением последних двух параграфов на р. 119) в [Bekaert 
and Hodrick, 1993]. Файлы данных DM.ASC (для немецкой мар­
ки), POUND.ASC (британский фунт) и YEN.ASC (японская иена) 
содержат еженедельные данные по следующим пунктам:

Столбец 1: дата наблюдения (например, «19850104» обознача­
ет 4 января 1985 г.)
Столбец 2: цена продажи доллара в единицах иностранной 
валюты на спотовом рынке в пятницу текущей недели (St)
Столбец 3: цена продажи доллара в единицах иностранной 
валюты на 30-дневном форвардном рынке в пятницу текущей 
недели (Ft)
Столбец 4: цена предложения доллара в единицах иностран­
ной валюты на спотовом рынке на дату поставки на текущий 
форвардный контракт (53(ф).

Период выборки — с первой недели 1975 г. по последнюю неделю 
1989 г. Объем выборки равен 778. Как и в основном тексте, опре­
делим , s t  =  log(Sf), ft  =  log(F,), ,s30( =  log(530,). Если I t является 
информацией, доступной в пятницу недели t, то она включает в се­
бя {st.8t- 1 ___. / / , / t - i ----- , , s 3 0 f _ r > .  . s 3 0 , _ o .  • • • }• Заметим, что s 3 0 (

не наблюдается до момента после пятницы недели t + 4. Определим 
£t = .s30< — ft.
Выберите предпочитаемую вами валюту для ответа на следующие 
вопросы:

(a) (Работа в библиотеке/интернете.) Для вашего выбора иностран­
ной валюты идентифицируйте неделю, когда абсолютное значе­
ние форвардной премии наибольшее. Для этой недели найдите 
некоторую меру внутренней одномесячной процентной ставки 
(например, одномесячной ставки депозитного сертификата) для 
США и отечественной валюты для проверки того, что диффе­
ренциал процентной ставки соответствует форвардной премии.

(b) (Коррелограмма {=?}.) Изобразите выборочную коррелограмму 
для £t с 40 лагами. Исчезает ли автокорреляция после 4 лагов? 
(Вам самим решать, вычитать ли выборочное среднее при вы­
числении выборочных корреляций. Теория говорит о том, что 
популяционное среднее равно нулю, что вы, возможно, захо­
тите использовать в расчетах. При вычислении коррелограммы
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для обменного курса иена/доллар, показанной на рис. 6.2, вы­
борочное среднее было вычтено.)

(c) (Является ли логарифм спотовой ставки случайным блуждани­
ем?) Изобразите выборочную коррелограмму ,ч/+1 —,st с 40 лага­
ми. Для этих 40 автокорреляций используйте статистику Льюн- 
га —Бокса для тестирования на сериальную корреляцию. Мо­
жете ли вы отвергнуть гипотезу о том, что {,sj является слу­
чайным блужданием со сносом?

(d) (Безусловный тест.) Проведите безусловный тест. Можете ли 
вы повторить результаты в табл. 6.1 для выбранной валюты?

(e) (Дополнительно, регрессионный тест с усеченным ядром.) Про­
ведите регрессионный тест. Можете ли вы повторить результа­
ты в табл. 6.2 для выбранной валюты?
Советы для пакета RATS: Используйте LINREG с опцией 
ROBUSTERRORS. Для включения автокорреляций до четвертой 
включительно положите LAGS =  4 в LINREG. Опция DAMP =  0 
указывает LINREG использовать усеченное ядро.
Советы для пакета TSP: В процедуре GMM в TSP есть опция 
KERNEL, но выбор ограничен ядром Бартлетта и ядром Парзе- 
на. Вы можете использовать матричные команды в TSP чтобы 
выполнить оценивание с усеченным ядром.

(f) (Ядро Бартлетта.) Для проведения регрессионного теста ис­
пользуйте оценку для S  на основе ядра Бартлетта. [Newey 
and West, 1994] предлагают процедуру автоматического выбора 
ширины окна на основе данных. Примите на веру, что глубина 
запаздываний автоковариаций, определенная этой процедурой, 
равна 13 для иены/доллар (поэтому при вычислении S  ис­
пользуются автоковариации до двенадцатого порядка), 9 для 
DM/доллар и 17 для фунта/доллар.
Советы для пакета RATS: Опция ROBUSTERRORS, DAMP =  1 
указывает LINREG использовать ядро Бартлетта. Для иены/ 
доллар, например, положите LAGS =  12.
Советы для пакета TSP: Положите h e t ,  k e r n e l  =  b a r t l e t t  
в процедуре GMM. Положите NMA = 12 для иены/доллар. 
Стандартная ошибка для коэффициента при /  -  я для иены/ 
доллар должна быть равной 0,6815.

(g) (Дополнительно, VARHAC.) В регрессионном тесте используй­
те оценку VARHAC для S. Положите ртах равным целой части 
п 1/3. На шаге 1 VARHAC вы можете оценить двумерную VAR 
и для каждого из двух уравнений VAR можете выбрать глубину
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запаздываний р, используя BIC на фиксированной выборке t =
=  ртах +  1 . . . . ,  Т. Информационный критерий может быть взят 
в виде (6 .6 . 1 1 ) или, альтернативно,

log ( sS R lpk)/( П -  Ртах)) +  р К  ■ log(n -  рп,ах)/(п  -  Ртах) • (15)

Только для того, чтобы иметь четкое представление о том, 
как вы выбрали р в вашем ответе, используйте последнюю 
целевую функцию для выбора р посредством BIC. Для слу­
чая иена/доллар выбранная глубина запаздываний должна быть 
равна 4 для первого уравнения VAR и 6 для второго уравне­
ния. Для иена/доллар стандартная ошибка для коэффициента 
при /  — s должна быть равной 0,8027.

2. (Продолжение упражнения по работе Фамы в главе 2.) Теперь мы 
знаем, как использовать трехмесячную ставку по казначейским век­
селям для тестирования эффективности рынка казначейских вексе­
лей США, используя месячные данные. Пусть

= темп инфляции (в процентах, годовой темп), по трехмесячному 
периоду, заканчивающемуся в месяц t — 1 ,

Rt = трехмесячная ставка по казначейским векселям (в процентах, 
годовая ставка) на начало месяца t..

Рассмотрим регрессию Фамы для проверки эффективности рынка:

7Гг+з = 0Q + 01 Rt + = <•

(a) (Тривиально.) Почему зависимой переменной является 7г4+з. 
а не, скажем, тг4?

(b) Покажите, что при гипотезе эффективности рынка 0\ =  1 и ав­
токовариации {с*} исчезают после второго лага (то есть 7j =  0 

для j  > 2 ).
(c) Пусть rt+:i =  R t — 7г<+з является ex post процентной ставкой 

по трехмесячным казначейским векселям. Используйте РАГ& 
в MISHKIN. ASC как меру трехмесячного темпа инфляции для вы­
числения ex post реальной процентной ставки. (Датировка пе­
ременных в MISHKIN.ASC такова, что наблюдение процентной 
ставки за январь использует данные по казначейской ставке, 
истекающей в декабре, и январское наблюдение для трехме­
сячного темпа инфляции состоит из данных CPI с декабря

70



Ответы на избранные вопросы

по март. Поэтому в регрессии можно сопоставлять РАТ3 и ТВЗ  
(трехмесячную ставку по казначейским векселям) для одного и 
того же месяца.) Изобразите выборочную коррелограмму для 
периода выборки 1/53-7/71. Что можно предположить о гипо­
тезе эффективности рынка по этой коррелограмме?

(d) Проверьте эффективность рынка, оценивая регрессию Фамы 
для периода выборки 1/53-7/71. (Объем выборки должен быть 
равен 223; не выбрасывайте две трети наблюдений, как это 
сделал Фама в своих табл. 6-8.) Используйте (6.6.4) с q =  2 
для S.

Ответы на избранные вопросы
Аналитические упражнения

2d. Поскольку {ipj} абсолютно суммируема, ipj —>■ 0 при j  -э  ос. По­
этому для любого j  существует А  > 0, такое что |г/у_^| < А  
для всех j .k .  Следовательно, • v’a| <  Поскольку {%}
(и, следовательно, {Aii’k}) абсолютно суммируема, это верно и для 
{ф ]+ ь - Фк }  (к =  0 .1 ,2 ___) для любого заданного j .  Таким образом,
в силу (i),

Ы  = ff2
о с

X  Vj+k^k
к=0

о с  о с

< о2 X  \Pj+kV’k\ = 0 - 2  X ]  I'^'+frlN-l <  ос-
к=0 к - 0

Теперь положим ад. в (И) равным ЬЬ_и-| • |waI- Тогда

ОС ОС ос

X 1°Д-1 = X 1̂-11 v’i+k\ - l̂fcl XN - эс-
j=o j=o i -0

Пусть
ОС ОС

М  = X  \Pj\ и Як = k ’fcl X  I'̂ J+fcl- 
j =0 j =О

Тогда {,ŝ .} суммируема, поскольку |д .| < и {Рк} абсолютно
суммируема. Следовательно, из (И):

о с  / о с

щ Су+А-1 • [О к < ос.

Эта двойная сумма, умноженная на а 2, больше или равна Yl'jLo by 
Поэтому {ру} абсолютно суммируема.
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7е. ibj является элементом (1,1) в Т (А У Т

8а.

Е{Уд = \—^гс + Ф1 Е(уо) =
1 - 0

=  (1 -  фг)ц + ф* Е(уо)
(поскольку р = с/( 1 -  0 ))
= Р + 0* • [Е(у0) -  /*],

Var (yt) = (1  +  0 2 +  04 +  • • • +  ф21~2)а2 +  0 2t Var(yo) 
(поскольку Cov(et,?/o) =  0)

=  1 - Фф2а2 +  ф21 Var(2/°) =

=  (1 -  4>2tho + Ф2* Var(yo)
(поскольку 7 о =  <т2/ (1  — 0 2)),

=  7о +  Ф21 ■ [Var(yo) -  7о],
Со v(yt ,yt-j)  = (ф2 + ф?+2 + ■■■ + ф21~3~2)а2 +  ф21~3 Var(yo) =

=  ф> ■ ( 1  +  0 2  +  • • • +  ф21~2з~2)а2 +  ф21~3 Var(yo) =

=  Ф? ■ 1  1~1 ~ф2 'o l  +  ^ 2,_J Var(?/o) =

=  Ф3 • (1 -  0 2 (i_2 ))7 o +  Ф2t~j  Var(yo) =
= 7oф3 + ф21~3 • [Var(yo) -  7о] =
= 7j +  ф21~3 ■ [Var(yo) -  7о]-

Эмпирические упражнения

1с. Статистика Льюнга —Бокса с 40 лагами равна 84,0 с р-значением 
0,0058%. Поэтому гипотеза о том, что спотовая ставка является 
случайным блужданием со сносом, может быть отвергнута. См. 
рис. 6.6 для коррелограммы иена/доллар.

If. Для обменного курса иена/доллар стандартные ошибки равны 3,72 
для константы и 0,68 для коэффициента при /  -  s. Статистика 
Вальда для гипотезы о том, что Зо =  0 и 3\ =  1, равна 21,85
(р  =  0.002%).

2с. Коррелограмма для трехмесячной ex post реальной ставки показана 
на рис. 6.7. Теория предсказывает, что сериальная корреляция исче­
зает после второго лага. Коррелограмма в основном соответствует 
этому предсказанию.
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—  Две стандартные ошибки 

Рис. 6.6. Коррелограмма s < + 1  — s t, иена/доллар

—  Две стандартные ошибки

Рис. 6.7. Коррелограмма трехмесячной ex post реальной ставки
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Глава 7. Экстремальная оценка

В предыдущих главах для оценивания различных рассматрива­
емых нами моделей мы выбирали обобщенный метод моментов 
(GMM). Мы также вкратце описали метод максимального прав­
доподобия (ML). В этой главе мы расширим наш арсенал ме­
тодов оценивания, исследуя класс оценок, называемых «экстре­
мальными оценками», который включает в себя метод наименьших 
квадратов (линейный и нелинейный), обобщенный метод моментов 
(линейный и нелинейный) и метод максимального правдоподобия 
в качестве частных случаев. Как было подчеркнуто [Amemiya, 
1985] и другими, этот унифицированный подход полезен тем, что 
он выявляет общую структуру, лежащую в основе этих внешне 
различных методов оценивания.

Параграф 7.1 вводит в рассмотрение экстремальные оценки. 
Два следующих параграфа посвящены асимптотическим свойствам 
экстремальных оценок. Параграф 7.4 определяет триаду тестовых 
статистик — статистики Вальда, множителей Лагранжа и отноше­
ния правдоподобий — для экстремальных оценок в общем случае 
и показывает, как эти статистики конкретизируются в частных 
случаях. Параграф 7.5 посвящен краткому обсуждению вычисли­
тельных аспектов экстремальных оценок.

Эта глава может показаться чрезвычайно сложной, так как 
в ней сочетается интенсивное использование асимптотической тео­
рии с математическим анализом. Основная идея, однако, довольно 
проста. Если вы можете читать вузовские учебники по микро- 
и макроэкономике, не испытывая особых трудностей, то будете 
способны понять большую часть текста при повторном (если не при 
первом) его прочтении.

Если вас не интересует асимптотика экстремальных оценок 
сама по себе, но вы собираетесь изучить главу 8, вы можете 
не читать эту главу целиком. Просто прочитайте параграф 7.1, 
а затем постарайтесь понять, о чем идет речь в теоремах 7.5, 7.6,
7.8, 7.9 и 7.11.

Примечание, касающееся обозначений: В отличие от преды­
дущих глав мы будем обозначать истинное значение векторного
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параметра вектором с нижним (подстрочным) индексом 0. Таким 
образом, во — это истинное значение параметра, тогда как в  
обозначает гипотетическое значение параметра. Такие обозначения 
стандартны в «литературе для избранных», посвященной нелиней­
ному оцениванию. Кроме того, мы будем использовать <Ф> вместо 
«I» для обозначения номера наблюдения.

7.1. Экстремальные оценки

Оценка в  называется экстремальной {extremum), если существует такая 
целевая функция Qn(e), что

в  максимизирует Qn{0) при условии, что в  € 0  С Мр, (7.1.1)

где ©, называемое пространством параметров (parameter space), — 
множество всех возможных значений параметра. В этой книге мы огра­
ничиваем наше внимание случаем, когда © является подмножеством ко­
нечномерного Евклидова пространства Rp. Целевая функция Q„(0) зави­
сит не только от в, но также от выборки или от наблюдений ( wi , . . .  , w n), 
где wt — t-e наблюдение, а п — длина выборки. В наших обозначениях 
на зависимость целевой функции от выборки размера г? указывает ниж­
ний индекс п. Метод максимального правдоподобия (ML) и линейный 
и нелинейный обобщенный метод моментов (GMM) являются частными 
случаями экстремальных оценок. В этом параграфе представлены эти 
и другие экстремальные оценки и показывается, как они связаны друг 
с другом.

«Измеримость» в

Строго говоря, задача максимизации (7.1.1) необязательно имеет реше­
ние. Но вспомним следующий факт из математического анализа:

Пусть отображение h: Жр -» Ж непрерывно и А С Шр — компакт 
(замкнутое и ограниченное множество). Тогда h имеет точку максимума 
на множестве А. То есть существует такой .г* € А, что h(x*) ^  h(x) для 
любого х в А.

Таким образом, если Qn{9) непрерывна по в для любых данных
(го\.W 2__ ,го„) и 0  — компакт, то тогда существует в — решение
задачи (7.1.1) для любой заданной выборки {w\.W2 ....... го„). В случае
когда решение неединственно, мы выберем одно из них. Таким образом,
в, однозначно определенная для любого набора данных (гоьго2__ ,w n),
есть функция от данных. Однако, строго говоря, того, что в является 
функцией от вектора случайных величин (w\, W2-■ ■ ■, wn), недостаточно 
для того, чтобы в  была определена как случайная величина; необходимо,
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чтобы в была «измеримой» функцией от (w\.W2 , . .. ,w„). (Если функция 
непрерывна, то она измерима.) Следующая лемма показывает, что в 
измерима, если таковой является функция Qn(6).

Лемма 7.1 (существование экстремальных оценок): Предположим, что 
О) пространство параметров 0  — компактное подмножество Rp, (И) 
Q n {9)  непрерывна по в для любых данных (w \,... ,w n) и (ili) Q n {9)  — 
измеримая функция от данных для всех в из 0. Тогда существует 
измеримая функция в, зависящая от наблюдений, которая является ре­
шением (7.1.1).

По поводу доказательства см., например: [Gourieroux and Monfort, 
1995, Property 24.1]. Во всех примерах, приведенных в этой главе, Q n {9)  
измерима.

В большинстве прикладных задач мы не знаем верхнюю или ниж­
нюю границу для истинного вектора параметров. Даже если мы знаем 
эти граничные значения, они не обязательно включены в пространство 
параметров, так что оно не будет замкнутым (см. пример CES далее). Та­
ким образом, введение предположения об ограниченности и замкнутости 
0  — это то, чего мы хотим избежать. Для некоторых асимптотических 
результатов в данной главе мы будем заменять предположение компакт­
ности некоторыми другими условиями, которые выполняются во многих 
прикладных задачах.

Два класса экстремальных оценок

В следующих двух параграфах мы получим асимптотические результаты 
для экстремальных оценок, а потом конкретизируем эти результаты для 
следующих классов двух экстремальных оценок.

1. М -оценки. Экстремальная оценка является М-оценкой (M-estima- 
tor), если целевая функция является выборочным средним:

Qn(e) = - T m ( w ,: .e ) .  (7.1.2)
n  <=1

где т — функция (ш(:0), принимающая действительные значения. 
Два изучаемых нами примера, которые дают М-оценки, — это 
метод максимального правдоподобия (ML) (maximum likelihood) 
и нелинейный метод наименьших квадратов (NLS) (nonlinear 
least squares).

2. GMM. Экстремальная оценка является GMM-оценкой (СММ es­
timator), если целевая функция может быть записана в виде:
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Qn(e) = - ± g n(e y W g n(e) с gn{e) = - Y ^ g { w t-.e). (7.1.3)
1 (A 'xl) п  t=x

где W  — симметричная положительно определенная матрица раз­
мера К  х К 1 определяющая расстояние до дп(в) от нуля. Она 
может зависеть от данных. Максимизация целевой функции равно­
сильна минимизации расстояния gn(e)fWgn(0)i что соответствует 
нашему определению GMM в главе 3. Как вскоре станет понятно, 
деление расстояния на два упрощает выражение для производной 
целевой функции. Мы вводили GMM-оценивание для линейных 
моделей, в которых g(wt;6) линейна по в. Ниже мы покажем, 
что GMM-оценивание может быть распространено и на нелинейные 
модели..

Существуют также экстремальные оценки, которые не попадают 
ни в один из этих двух классов. Самый известный пример таких методов 
оценивания — классические оценки минимального расстояния (clas­
sical minimum distance estimators). Целевая функция в этом случае мо­
жет быть представлена как —gn{OyWgn(e). однако дп(в) необязательно 
является выборочным средним. Теорема о состоятельности в следующем 
параграфе достаточно обща, чтобы охватить и такого вида оценки.

В оставшейся части этого параграфа мы представим примеры М-оце- 
нок и GMM-оценок. Каждый пример является комбинацией модели (мно­
жества процессов, порождающих данные, [DGP]) и метода оценивания.

Метод максимального правдоподобия (ML)

Основной пример М-оценки — это метод максимального правдоподо­
бия в случае, когда {го/} — i.i.d. (независимые, одинаково распределен­
ные случайные величины). Моделью здесь является множество i.i.d.-по­
следовательностей {го*}, где функция плотности вероятности wt при­
надлежит семейству плотностей, описываемых конечномерным вектором 
в: f (w t:9 ). в  € 0 . (Поскольку {wt} одинаково распределены, функ­
циональная форма / (  • : • ) не зависит от t.) Функциональная форма 
/ (  • : • ) известна. Модель параметрическая (parametric). так как 
вектор параметров в  конечномерный. При истинном значении параметра 
9q, функция плотности вероятности истинного DGP (того DGP, который 
на самом деле породил данные) есть f{w t'.6о)1. Мы говорим, что модель 
правильно специфицирована (correctly specified), если во 6 0 .

'Если бы мы следовали обозначениям, введенным в предыдущих параграфах, 
то истинное значение параметра записывалось бы как 0, а гипотетическое значение — 
как в. В этой главе мы используем во для обозначения истинного значения и 9  — для 
обозначения гипотетического значения вектора параметров.
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Так как гщ распределены независимо, совместная плотность вероят­
ности данных (w\.W 2 . . . . . w n) равна:

П
f(w u W 2 ,.. .,w n:e{)) = Л /(w t;0o)- (7.1.4)

t- 1

Поскольку распределение данных специфицировано полностью, естествен­
ным методом оценивания является метод максимального правдоподобия, 
который проводится следующим образом. После замены вектора истин­
ных параметров 0О на вектор гипотетических значений 0 эта функция 
плотности, рассматриваемая как функция от в, называется функцией 
правдоподобия (likelihood function). Оценкой параметра 00 по методу 
максимального правдоподобия (ML) является значение 0, максимизиру­
ющее функцию правдоподобия. Так как логарифмирование — монотон­
ное преобразование, максимизация функции правдоподобия равносиль­
на максимизации логарифма функции правдоподобия (log likelihood 
function)':

\n f(w \,W ‘2, ■ ■ • ,w n:0) = In = Y . l n  f(w ,:0). (7.1.5)
/= i

Y \ f ( w t :e )
j = i

Оценка ML для 0q, таким образом, является М-оценкой с

1 ''
i{wt:6) -  hi f (w t: в), то есть Qn{0) =  -  1п/(гг(:0). (7.1.6)m l

i= i

Прежде чем проиллюстрировать ML примером, полезно сделать три 
замечания:

• (Автокоррелированные наблюдения.) Среднее значение логарифма 
функции правдоподобия не будет иметь такую простую форму, если 
{wt} будут автокоррелированы. Примеры ML для автокоррелиро- 
ванных наблюдений будут изучены в следующей главе.

• (Альтернативные оценки.) Метод максимального правдоподобия — 
не единственный способ оценить вектор параметров. Например, 
пусть ц(0) — математическое ожидание гщ, соответствующее функ­
ции плотности вероятности f(w t:0). Это известная функция от 0.

'Для в, такого, что f ( w t \ 0 )  — 0. операция логарифмирования не определена. 
Это не является проблемой, потому что такое значение в  никогда не максимизирует
функцию правдоподобия (в уровнях) f ( w i . W 2 ....... ю,г.в). Для таких значений в  мы
можем присвоить In / { we -в) сколь угодно малое значение таким образом, что значение, 
максимизирующее функцию правдоподобия, будет также максимизировать и логарифм 
функции правдоподобия. См.: [White, 1994, р. 15] для более формального рассмотрения 
этого вопроса.
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По построению, должно выполняться следующее условие равенства 
нулю математического ожидания:

E[to* -  /*(0о)] =  0. (7.1.7)

Вектор параметров во может быть оценен посредством GMM 
с g(w t;B) — Wf — д(в)  в качестве целевой функции GMM (7.1,3).

•  (Эффективность ML.) Как будет показано в двух следующих па­
раграфах, при выполнении соответствующих условий ML состоя­
тельна и асимптотически нормальна. Достаточно распространенной 
была вера в то, что оценка ML эффективна (то есть обладает мини­
мальной асимптотической дисперсией) в классе всех состоятельных 
и асимптотически нормальных оценок. С помощью контрпримера 
(описанного, например, в работе [Ameniya, 1985, Example 4.2.4] 
было показано, что эта вера является ложной. Тем не менее оценка 
ML является эффективной в достаточно общих классах асимпто­
тически нормальных оценок. Одним из таких общих классов явля­
ются GMM-оценки. В параграфе 7.3 мы отметим, что асимптотиче­
ская дисперсия любой оценки во, полученной GMM, не ниже, чем 
у оценки ML.

Пример 7.1 (оценивание математического ожидания нормального 
распределения): Пусть данные (w \,. . .  ,w n) — последовательность ска­
лярных i.i.d. случайных величин и распределение ин задается N(fi,(T2). 
Таким образом, в  =  (//.гг2)' и

f { w g .g .a 2) =
1

у /2 п а 2
охр

2 <72

Среднее значение логарифма функции правдоподобия для данных (w \....... wn)

- ^ h i f i w ^ i i . c r 2) =  — 1п(27г) —
2

(U’t -  p)2 
2 a 2

(7.1.8)

Оценка ML для ( p o , c Гд) — это экстремальная оценка, где в качестве 
Qn(B) выступает это среднее значение логарифма функции правдоподо­
бия. Предположим, что дисперсия предполагается положительной, но ни­
каких ограничений на до априори не вводится; так что пространство 
параметров 0  — это R х М++, где R++ — множество положительных 
действительных чисел. Нетрудно проверить, что ML-оценка для д0 — 
это выборочное среднее wt . GMM-оценка для до, основанная на усло­
вии равенства нулю математического ожидания E(wt -  до) = 0, также 
является выборочным средним wt.
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Метод условного максимального правдоподобия

В большинстве приложений вектор w t разбивается на две группы — у, 
и ж(, и интерес для исследователя представляет изучение того, как ж< 
влияет на условное распределение yt при заданном ж<. Мы называли 
переменную зависимой переменной, а ж* — регрессорами. Никакие 
результаты в этой главе не зависят от того, является ли yt скаляром; 
yt может быть вектором, и все равно все результаты останутся верны­
ми, если вместо скаляра «yt» написать вектор «yt»- Тем не менее мы 
будем использовать скалярное обозначение просто потому, что во всех 
примерах, рассматриваемых в этой главе, будет всего одна зависимая 
переменная.

Пусть f(yt\xt',e<)) — условная функция плотности yt при заданном x t , 
а /(ж(:г/»о) — безусловная (частная) функция плотности ж(. Тогда

f{ y t,x t ; e 0.i>o) = f{y t\x t:.00) f { x t:tj>0) (7.1.9)

будет совместной функцией плотности вероятности w t =  (y,.x't )'. Пока 
что предположим, что во и фо не связаны функциональной зависимостью 
(см. следующий абзац для примера функциональной связи). Среднее зна­
чение логарифма функции правдоподобия для данных (w \,W 2 ........w n)
равно:

-  П  1 П  1 П

- V  In /{ w t-в.-ф) = ~ У 2  hif{yt\xt:-e) + 111/(ж ,; V0- (7.1.10)
п  z—' п п

1 = 1  1 = 1  1 = 1

Первый элемент, стоящий справа от знака равенства, — это среднее зна­
чение логарифма условной функции правдоподобия (log conditional 
likelihood). Оценка условного ML (conditional ML estimator) для во 
максимизирует этот первый элемент, игнорируя, таким образом, второй 
элемент. Это М-оценка с

1 п
m (w t-,e) = ln / ( i / , |x f;0). то есть Q„(e) = -  Y ]  In f ( y t \x t .e). (7.1.11)

v
1 = 1

Второй элемент, стоящий справа от знака равенства в (7.1.10), — среднее 
значение логарифма частной функции правдоподобия. Оно не зависит 
от в , так что оценка условного ML для во численно совпадает с (совмест­
ной или полной) оценкой ML, которая максимизирует среднее значение 
совместной функции правдоподобия (7.1.10).

Предположим теперь, что во и фо связаны друг с другом функ­
циональной зависимостью. Например, векторы во и фо можно разбить 
как во =  (а'0.(3'0У, фо = В этом случае оценки полного (без­
условного) ML и условного ML перестанут быть численно одинаковыми.
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Интуитивно понятно, что условному ML недостает информации, которая 
могла бы быть получена из частной функции правдоподобия. На самом 
деле можно показать, что оценка условного ML для во менее эффек­
тивна, чем оценка полного ML, полученная из задачи максимизации 
логарифма совместной функции правдоподобия (7.1.10) (см., например: 
[Gourieroux and Monfort, 1995, Section 7.5.3]. В большинстве прикладных 
исследований эта потеря эффективности неизбежна, так как мы не знаем 
или не хотим специфицировать параметрическую форму /{хр.ф) частно­
го распределения.

Вот два примера условного ML (другие примеры будут в следующей 
главе).

Пример 7.2 (модель линейной регрессии с нормальными ошибками): 
В главе 2 мы рассматривали модель линейной регрессии с условной го- 
москедастичностью. Предположим далее, что ошибка имеет нормальное 
распределение, так что

Условная функция правдоподобия гд при условии x t, / (у , |ж /:0 ), — это 
функция плотности для N (x't(3.cr2). Таким образом, для в  = (/3'.<72)' 
и w t =  ( t/t.xt) функция т будет выглядеть как

Пространством параметров 0  будет Жк  х R ++, где К  — размерность /3. 
а К н - — множество положительных действительных чисел, что отражает 
априорное ограничение на дисперсию ошибок: aft > 0. Как было прове­
рено в главе 1, оценкой ML для /Зо является оценка МНК, а оценкой ML 
для <7q будет сумма квадратов остатков, деленная на размер выборки п.

Пример 7.3 (модель пробит): В модели пробит (probit model) скаляр­
ная зависимая переменная yt бинарная: у, е  {0.1}- Например. yt =  1. 
если жена решает выйти на рынок труда, и у, =  0 в противном случае; 
а ж, может включать зарплату мужа. Условное распределение yt при 
заданном векторе регрессоров x t записывается как

{y t.x t}  i.i.d., yt = x't/3o + z t. e,\xi ~  M(O.rr^). (7.1.12)

m (w t : e)  =  In f(yt\xp. (3. a2) =

(7.1.13)

f{y, =  l\xt:6{)) = Ф{х',во). 
f(y< =  9 |ж ,:0 о) =  1 -  Ф(£с]0о).

(7.1.14)
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где Ф(-) — функция распределения стандартного нормального распреде­
ления. Более компактно это можно записать как

f(yt \xt:60) =  Ф(х[в0)у<[1 -  Ф(х[в0)}^-У'\

Если не задаются никакие априорные ограничения на во, множество па­
раметров 0  представляет собой Rp. Оценка ML для во будет М-оценкой 
с функцией т  вида:

m{wt;e ) = Ы f  (yt\xt-, в) =  yt 1пФ(а^0) +  (1 — yt) ln[l -  Ф(®{0)]. (7.1.15)

Инвариантность оценок ML

Оценки безусловного и условного ML обладают некоторыми желаемыми 
свойствами. Одно из них, которое выполняется в конечных выборках, — 
это инвариантность (invariance). Чтобы описать свойство инвариант­
ности для экстремальной оценки в общем случае, рассмотрим репара­
метризацию (reparameterizing) модели с помощью отображения или 
функции А =  т(в), определенной на О. Пусть Л будет множеством 
значений отображения:

Л = т (0 )  =  {А[А =  т(в) для некоторого в  6 0} . (7.1.16)

По определению, для любого А из Л существует хотя бы один вектор в, 
такой, что А =  т{в). Отображение т :  0  -¥ А называется репараметриза­
цией, если оно однозначное, то есть если для каждого А из Л существует 
ровно один в, такой, что А =  т(в). Этот единственный в  является, 
таким образом, функцией от А. Это отображение Л на 0  называется 
обратным (inverse) к г  и обозначается как т ” 1. Мы будем говорить, 
что экстремальная оценка в  инвариантна (invariant) к репараметриза­
ции т , если экстремальной оценкой для репараметризованной модели 
будет т(в). Пусть Q„(А) — целевая функция, соответствующая репара­
метризованной модели. Экстремальная оценка будет инвариантной, если 
и только если

Q„(A) =  Q„(t “ '(А)) для всех А е  Л. (7.1.17)

Чтобы показать это. положим А =  т(в). Для любого А £ Л мы имеем 
Q n(\) = Qn(T~ ' ( \ ) ) <  Qn(e), поскольку в  максимизирует Q„(0) на мно­
жестве 0 . а т “ !(А) принадлежит 0 . Но Q„(0) =  (т  1 (А)) =  Q„(А). 
Так что Q„(А) ^  С^н(А) для всех А £ Л.

Метод максимального правдоподобия (условный и безусловный) ин­
вариантен к репараметризации, поскольку функция правдоподобия после 
репараметризации принимает вид/(-:А ) =  /(-: т “ 1 (А)), что дает целевую
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функцию, которая удовлетворяет (7.1.17). Существует ли не инвариантная 
оценка? Ответ: да, может; в вопросе 5 вас попросят проверить, что оценка 
GMM не является инвариантной.

Нелинейный метод наименьших квадратов (NLS)

В NLS, как и в условном ML, вектор наблюдений wt разбивается на две 
группы: yt и x t (wt =  (yt,x't)')• Моделью в NLS является набор слу­
чайных процессов {у,, xt}, таких, что условное математическое ожи­
дание E(yt\xt), являющееся функцией от x t , принадлежит семейству 
функций y>(xt'.0).6 £ 0 . Функциональная форма *?(•;•) известна. Если 
во — истинное значение вектора параметров, то Е(ус\xt) =  ^(ху.во) 
для истинного процесса порождения данных {yt, x t}. Если мы определим 
St = yt -  E(yt\xt), то правильно специфицированная модель может быть 
записана как

yt =  у>(х(:во) + st, E(ef|®/) =  0. во € 0 . (7.1.18)

Наиболее часто использующийся метод для оценивания во — это 
метод наименьших квадратов (least squares), который минимизирует 
сумму квадратов остатков. Таким образом, оценивание NLS, которое яв­
ляется методом наименьших квадратов, примененным к вышеописанной 
модели, является М-оценкой с

1 "
m(wt: в) = -[yt -  ^ (х с ,в ) }2, то есть Qn(0) = - -  ^  [yt -  у>(х{:в)}2.

(7.1.19)
Здесь максимизация Qn(e) идентична минимизации суммы квадратов 
остатков.

Пример 7.4 (производственная функция CES с аддитивными ошиб­
ками): В качестве иллюстрации рассмотрим производственную функцию 
CES1

Qt — Ао б0к ; р« +  (1 бо)Ц рп -1/Ро
+  5 , . (7.1.20)

где Qt — выпуск в период времени t,  Kt — затраты капитала, Lt — 
затраты труда, a st — аддитивный к производственной функции шок 
с E(st\Kt. Lt) — 0. Это модель условного математического ожидания 
(7.1.18) с yt = Qt, x t = (Kt,L,Y, в0 = (Ао.до.роУ, А^Г-в) = А ■
5 к ; р (1 S)L;P

-1 /р
. Стандартные свойства производственных функ­

ций (монотонность и вогнутость) выполняются, если А > 0. 0 < S < 1, 
-1  < р, и это определяет пространство параметров 0.

’ CES — Constant elasticity of substitution — производственная функция с постоянной 
эластичностью замещения. — Прим. науч. ред. перевода.
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Линейный и нелинейный GMM

В главе 3 мы применяли GMM для оценивания линейных уравнений. 
Оцениваемым линейным уравнением было

yt = z'te0 + st. (7.1.21)

Вектором инструментов был xt, а условиями ортогональности (равенства 
нулю математического ожидания) были уравнения:

E[xt ■ (yt -  г ’во)} = 0. (7.1.22)

Правильно специфицированной моделью здесь является набор эргодиче- 
ских стационарных процессов wt = (yt.z't,x't), таких, что эти условия 
равенства нулю математических ожиданий выполняются для во, принад­
лежащего 0 . Оценкой линейного GMM для 0О является GMM-оценка 
с функцией д в целевой функции GMM (7.1.13), заданной следующим 
образом:

g(wt-,6) = x t ■ {yt -  z[0) = x t ■ yi -  x tz'te. (7.1.23)

GMM может быть легко применен и к нелинейным уравнениям. Пред­
положим, что оцениваемое уравнение нелинейно, а также что yt входит 
в это уравнение неявно:

a{yt.zt\90) = st. (7.1.24)

Просто возьмем в качестве функции д следующую: g(wt:9) = Xf(i{yt, zt;9). 
Оценка такого вида называется обобщенной оценкой нелинейного ме­
тода инструментальных переменных (generalized nonlinear instrumen­
tal variables estimator)^. Это все еще особый вид GMM, потому что 
функция д здесь может быть записана как произведение вектора инстру­
ментов и ошибки. Рассматриваемые в данной главе свойства GMM-оце­
нок не опираются на эту особую структуру.

В качестве примера нелинейного GMM рассмотрим нелинейное урав­
нение Эйлера [Hansen and Singleton, 1982].
Пример 7.5 (нелинейное уравнение Эйлера для потребления): Урав­
нение Эйлера для оптимизационной задачи домохозяйства, являющееся 
стандартным для макроэкономики, имеет вид:

Е Rt+i Д )ц '(с:<+ 0

« '( q )
(7.1.25)

где Rt+ 1 — валовая ex post норма отдачи (1 плюс норма отдачи) от рас­
сматриваемого актива, о. — потребление. Д) — дисконт-фактор, и'(с) —

'Эта оценка более общая, нежели обычная опенка нелинейного метода инструмен­
тальных переменных, потому что здесь не предполагается условная гомоскедастичность.
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предельная полезность, a It — информация, доступная в момент време­
ни t. Возьмем в качестве функции полезности и(с) = с1~ °° /(  1 — <>о). 
Тогда uf(c) =  с~а°, и уравнение Эйлера приобретает вид:

ЕКтг R t + i \ a 0 . 0о) It =  0.

где в ( ^ , й ж ; а о , Д ))  =  Д ( + 1 . й , . ( ^ ) ' < , , - 1 .  (7.1.26)

Если x t  — вектор переменных, значения которых известны в момент 
времени t , то x t £  /«, и, в соответствии с (7.1.26),

Xt  ■ Rt+i'-oto, fio) =  0 (7.1.27)

Применяя оператор безусловного математического ожидания к обеим сторо­
нам и используя закон полных математических ожиданий (E[E(x\It)] =  
=  Е (х )), мы получим условия ортогональности (равенства нулю матема­
тического ожидания) E[g(wt: в())\ — О, где

g(wt:0o) = x t -a Q-M
R t+  ь< *о с w t = 0-4 l / O

■R*-rl

, # 0  =
7V
/*0 .

(7.1.28)

Контрольные вопросы

1. (Оценивание модели пробит посредством NLS.) Проверьте, что для моде­
ли пробит E(yt\x t) ■- ф{х'в0). Рассмотрите применение метода наимень­
ших квадратов к этой модели. Специфицируйте функцию т для целевой 
функции М-оценки (7.1.2).

2. (Оценивание модели пробит посредством GMM.) Проверьте, что для мо­
дели пробит выполняются условия ортогональности E (x t -(yt — Ф(х[во))) --

0. Специфицируйте функцию д для целевой функции оценки GMM 
(7.1.13).

3. (Оценивание модели GMM посредством ML?) Предположим, что вели­
чины {yt.Zf.Xt} i.i.d. в правильно специфицированной линейной моде­
ли, описанной в последнем подпараграфе. Сможете ли вы оценить 0() 
с помощью ML? [Ответ: Нет. Потому что эта модель не специфицирует 
параметрическую форму функции плотности w t .]

4. (Отличие E(et \xt ) = 0 от E{er x t ) =  0 в NLS.) Рассмотрите квадратичную 
модель NLS, где ^(.т*;0) =  0о+6\Хг\-в2xf.  Предположим, что E(st.rt ) О, 
но E(stxf) ф 0. Выполняется ли условие E(zt \.vt ) — 0? [Ответ: Нет. Если 
E(st \xt ) - 0, то E(cth(:rt )) =  0 для любой (измеримой) функции h .] Будет 
ли оценка NLS для во состоятельной? [Ответ: Нет.]
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5. (Отсутствие свойства инвариантности для G M M .) Рассмотрим линейную 
модель ])t =  воzt + s t , где во и Zt — скаляры. Условия ортогональности: 
E \x t ■ (yt -  воzi)} = О. Запишите целевую функцию G M M  Qn(e). Предпо­
ложите, что 0  =  М н+ (то есть во > 0), и рассмотрите репараметризацию 
Л =  1/0. Используя эту репараметризацию, линейное уравнение можно 
переписать как zt = \oyt -  Ао£*, а условия ортогональности можно пере­
писать как E [x t ■ (zt -  Аоyt)} = 0. Пусть Qn(А) будет целевой функцией 
GM M , ассоциируемой с этим набором условий ортогональности. Будут ли 
в данном случае выполняться равенства Q„(0) =  (}п(1/в) или Q n (А) ~  
=  Qn( 1/А), если W  одинакова в обеих целевых функциях? [Ответ: Нет.]

7.2. Состоятельность

В этом параграфе мы сначала представим набор достаточных условий, 
при выполнении которых экстремальная оценка состоятельна. Эти усло­
вия будут потом адаптированы для NLS, ML и GMM.

Две теоремы о состоятельности экстремальных оценок

Целевая функция Qlt{-) — случайная функция, потому что для каждого
значения в  ее значение Qn(0). будучи зависимым от данных (го|, __ го„),
является случайной величиной. Основополагающая идея состоятельно­
сти экстремальной оценки состоит в том, что если Q„(9) сходится по ве­
роятности к Qo(0) и истинный параметр во решает «предельную задачу» 
максимизации предельной функции Qo(0), то пределом максимизиру­
ющего значения в  должен быть вектор во. Достаточными условиями 
того, что максимизирующее значение предельной функции будет пре­
делом максимизирующего значения, являются требование к сходимости 
по вероятности быть «равномерной» (мы проясним смысл этого очень 
скоро) и требование к пространству параметров 0  быть компактным 
множеством. Как уже говорилось, пространство параметров не являет­
ся компактом в большинстве прикладных задач. Поэтому мы приведем 
альтернативный набор условий состоятельности, которые не требуют, 
чтобы 0  было компактом.

Чтобы представить первую теорему о состоятельности экстремальных 
оценок, надо уточнить, что же мы имеем в виду, когда говорим, что 
сходимость «равномерна». Если вы уже знакомы из математического ана­
лиза с понятием равномерной сходимости последовательности функций, 
поймете, что определение, которое вы сейчас увидите. — это расши­
рение определения на последовательность случайных функций, Qn{-) 
(п = 1.2__ ). Точечная сходимость по вероятности (Pointwise con­
vergence in probability) Q„{-) к некоторой неслучайной функции Qo(-) 
просто означает, что Q„{e) =  Qo(9) для всех в , а именно что
последовательность случайных величин |Qn(0) — Qo(0)| (» =  1.2__ )
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сходится по вероятности к 0 для любого в.  Равномерная сходимость 
по вероятности (uniform convergence in probability) сильнее. Сходи­
мость должна происходить «равномерно» на пространстве параметров © 
в следующем смысле:

sup \Qn{0) -  <2о(0)| 0 при п -> ос. (7.2.1)
ее© Р

Как и в случае сходимости по вероятности, можно просто расширить 
определение равномерной сходимости по вероятности на последователь­
ности векторных случайных функций или матричных случайных функ­
ций (рассматривая матрицы как векторы, элементы которых были пере­
ставлены), требуя равномерной сходимости каждого элемента: последо­
вательность векторных случайных функций {hn(-)} равномерно сходится 
по вероятности к неслучайной функции ho(-), если каждый элемент 
сходится равномерно. Эта поэлементная сходимость эквивалентна схо­
димости по норме:

sup \\hn{0) -  ho(0)|| -> 0 при п -> оо. (7.2.2)
ее© Р

где ||.|| — обычная Евклидова норма1.
В следующем утверждении нашей первой теоремы о состоятельности 

условия, обеспечивающие однозначную определенность в , обозначены 
как (i)-(iii), а те условия, которые обеспечивают состоятельность, — это
(а) и (Ь).

Утверждение 7.1 (состоятельность для компактного пространства 
параметров): Пусть (i) 0  — компактное подмножество Rp, (ii) Qn(0)
непрерывна по в  для любого набора данных (w \ ........w n) и (Ш) Qn{6) —
измеримая функция от данных для любых значений в  из О (так что 
по лемме 7.1 экстремальная оценка в ,  определенная в (7.1.1), — это 
корректно определенная случайная величина). Если существует функция 
Qo(9), такая, что

(a) (Идентифицируемость.) Qo(6) достигает своего максимального зна­
чения на 0  исключительно в во € 0 ,

(b) (Равномерная сходимость.) ()„(■) сходится равномерно по вероятно­
сти к Qo(-),

то тогда в  -Эр во-

'Евклидова норма p-мерного вектора х  =  ( x i . x 2, ___хр)'. обозначаемая как ||ж[|,
определяется как ^/х\  ■+■ х 2 +  ■ • • +  х$.
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М ы  н е  б у д е м  д о к а з ы в а т ь  э т о т  р е з у л ь т а т ;  п о  п о в о д у  д о к а з а т е л ь с т в а  

с м о т р и т е ,  н а п р и м е р : [ A m e m iy a ,  1 9 8 5 ,  T h e o r e m  4 .1 . 1 ] .  Д л я  о ц е н о к , т а ­

к и х  к а к  о ц е н к и  M L , N L S  и G M M , м ы  п о з д н е е  с ф о р м у л и р у е м  у с л о в и е  

и д е н т и ф и к а ц и и  ( а )  в б о л е е  п р о с т о м  в и д е , ч т о б ы  е г о  м о ж н о  б ы л о  п р о щ е  

и н т е р п р е т и р о в а т ь  и н т у и т и в н о .

Т е о р е м а , к о т о р а я  н е  т р е б у е т  к о м п а к т н о с т и  0 , в ы г л я д и т  с л е д у ю щ и м  

о б р а з о м :

Утверждение 7.2 (состоятельность без требования компактности): 
Пусть (0  — истинный вектор параметров в 0 — является внутренним эле­
ментом выпуклого пространства параметров 0  ( с  Шр), (ii) Qn{0) вогну- 
та1 на пространстве параметров для любого набора данных (wi ,  . . .  , w n) 
я (iii) Qn(9) — измеримая функция от данных для любого в  из О. Пусть 
в  — экстремальная оценка, определенная в ( 7 .1 .1 )  (подождите немного, 
чтобы узнать о ее существовании). Если существует функция Qo(0), 
такая, что

(a) (Идентифицируемость.) Qo(0) достигает своего максимального зна­
чения на 0  исключительно в во € 0 ,

(b) (Точечная сходимость.) Qn(9) сходится по вероятности к Qo(0) для 
всех Q € 0 ,

то тогда, при г? —> ос, в существует с вероятностью, приближающейся 
к I, и в  -tp  во-

П о  п о в о д у  д о к а за т е л ь с т в а  см .: [ N e w e y ,  M c F a d d e n  1 9 9 4 , р р . 2 1 3 3 - 2 1 4 4 ] .  

В  б о л ь ш и н с т в е  п р и к л а д н ы х  з а д а ч  0  — о т к р ы т о е  в ы п у к л о е  м н о ж е с т в о  

(к а к  в п р и м е р а х  7 . 1 - 7 . 4 ) ,  т а к  ч т о  у с л о в и е  ( i )  в ы п о л н я е т с я . Т р е б у е т ­

ся  т о л ь к о  т о ч е ч н а я  с х о д и м о с т ь  Q n ( 0 )  к Qo(6), ч т о  п р о щ е  п р о в е р я т ь  

в п р и к л а д н ы х  з а д а ч а х .  О д н а к о  з а  э т о  п р и х о д и т с я  п л а т и т ь  т р е б о в а н и ­

е м  в о г н у т о с т и  Q n(e) д л я  л ю б о г о  н а б о р а  д а н н ы х  (п р и  в о г н у т о с т и  э т о й  

ф у н к ц и и  р а в н о м е р н а я  с х о д и м о с т ь  б у д е т  с л е д о в а т ь  и з  т о ч е ч н о й  с х о д и м о ­

с т и ) .  н о  во  м н о г и х  п р и к л а д н ы х  з а д а ч а х  э т о  у с л о в и е  в ы п о л н я е т с я . Н и ж е  

м ы  п р о в е р и м , ч т о  у с л о в и е  в о г н у т о с т и  в ы п о л н я е т с я  д л я  M L -о ц е н и в а н и я  

м о д е л и  л и н е й н о й  р е г р е с с и и  ( п о с л е  р е п а р а м е т р и з а ц и и ) ,  M L -о ц е н и в а н и я  

м о д е л и  п р о б и т  и л и н е й н о г о  G M M .

'Скалярная функция h(x) называется вогнутой, если ah{x i) -t- (1 — a)h(x2) ^  
^  h(nxi + (1 -  0 )0:2) для всех x i.x-2 , 0 $  о  ^  1. Так, линейная функция 
вогнута. Некоторые авторы используют термин «глобальная вогнутость», чтобы отличить 
вышеописанный случай от концепции «локальной вогнутости», которая требует, чтобы 
гессиан, вычисленный для рассматриваемого вектора параметров, был неотрицательно 
определен. Если функция вогнута, она непрерывна. Так что условие (ii) в этом 
утверждении сильнее, чем условие (ii) в предыдущей теореме.
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Состоятельность М-оценок

Для М-оценки целевая функция задается соотношением (7.1.2). Если 
{wt} эргодический и стационарный, то из теоремы об эргодичности выте­
кает точечная сходимость Qn(9): Qn{9) точечно сходится по вероятности 
для любого значения в  е  0  к Qo{9), задаваемой

Qo(9) =  Е[т(ги*; 9)]. (7.2.3)

(естественно, при условии, что E[m(tt?j;0)] существует и конечно). Чтобы 
использовать первый полученный результат о состоятельности (утвер­
ждение 7.1) для М-оценок, нам необходимо показать, что сходимость 
j l  Х л = 1  m {w t \•) к Е [m ( w t :9 )\  является равномерной. Стандартный спо­
соб доказать равномерную сходимость по вероятности, который исполь­
зует тот факт, что выражение является выборочным средним, — это 
равномерный закон больших чисел (uniform law of large numbers.). 
Версия этого закона для эргодических стационарных процессов (приве­
дена как Lemma 2.4. в [Newey, McFadden, 1994] и как Theorem А.2.2 
в [White, 1994]) выглядит следующим образом:

Лемма 7.2 (равномерный закон больших чисел): Пусть {w t } — эр­
годический стационарный процесс. Предположим, что (7) множество 0  
компактно, (ii) m (w t: 9) непрерывна по 9 для всех w ,, и (Ш) m (w t:9) 
измерима по w t для всех 9 из 0 .  Предположим также, что выполняется

«условие доминирования» (dominance condition): существует функ­
ция d(wt) (иногда называемая доминирующей функцией), такая, 
что \m(wt\9)\ ^  d(w t)  для всех 9 G 0  и Е[г/(го,)] < эс.

Тогда ^ m (w i:.) с х о д и т с я  равномерно по вероятности к Е [т(го<:.)]
на 0 .  Более того, Е [т(го (:0)] — непрерывная функция от 9.

Так как, по построению. \m(wt:9)\ ^  sup0e0 |ш(ад(:0 ) | для всех 
9 £ 0 ,  мы можем использовать sup06e |т (го ,:0 ) | для d(w t), так что пред­
ставленное выше условие доминирования может быть записано просто 
как Efsupagg, \m(wt:9)\] < эс. Равномерный закон больших чисел может 
быть сразу же расширен на векторные случайные функции:

Пусть {wt} — эргодический стационарный процесс. Предположим, 
что (0 пространство параметров 0  компактно, (ii) h{w t:9) непрерывна 
по 9 для всех w t и (iii) h (w t:9) измерима по w f для всех 9  из 0 . 
Предположим также, что выполняется

«условие доминирования» (dominance condition):

^[supeee IIM«>t:0)ll] <
Тогда E[h(w t:9)] — непрерывная функция от 9 и 4 h{w t: .) сходит­
ся равномерно по вероятности к Е[Л.(ш*:.)] на 0 .
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Комбинируя эту лемму с первой теоремой состоятельности экстре­
мальных оценок и учитывая то, что Qn(0) непрерывна, если rn(wt:9) 
непрерывна по 9, и что Qn{6) — измеримая функция данных, если 
m(wt',e) измерима по w t, мы получаем

Утверждение 7.3 (состоятельность М-оценок с компактным простран­
ством параметров): Пусть {гц{} — эргодический стационарный про­
цесс. Предположим, что (i) пространство параметров 0  — компактное 
подмножество Rp, (ii) m (w t‘.9) непрерывна по 9 для всех w t, и (Hi) m (w i: в) 
измерима по wt для всех 9 в 0 . Пусть 9 — М-оценка, определенная 
в (7.1.1) и (7.1.2). Предположим также, что

(a) (Идентификация.) Е [m.(wt:,9)} принимает максимальное значение 
на множестве 0  исключительно в 9q 6 0 ,

(b) (Доминирование.) E[supege |m(«jt :0)| ] < эс.

Тогда 9 -Эр 0о.

Описать вторую теорему о состоятельности экстремальных оценок 
для М-оценок оказывается даже проще. Целевая функция Qn{9) вогнута, 
если m(wt:9) является вогнутой по 0 1. Как сказано выше, точечная 
сходимость Qn(9) к Qo(0)(= E[m(wt:9)}) обеспечивается эргодической 
теоремой, если E[m(wt\9)] существует и ограничена для всех 9. Таким 
образом,

Утверждение 7.4 (состоятельность М-оценок без требования ком­
пактности): Пусть {wt} — эргодический стационарный случайный про­
цесс. Предположим, что (i) истинный вектор параметров 9о является 
внутренним элементом выпуклого пространства параметров 0  ( с  М;>), (И) 
m (w t-. 9) вогнута на пространстве параметров для всех w t и (Hi) w(wp. 9) 
измерима по Wt для всех 9 из 0 . Пусть 9 — М-оценка, определенная 
в (7.1.1) и (7.1.2). Предположим также, что

(a) (Идентификация.) Е[/;г(гц,:0)] принимает максимальное значение 
на множестве 0  исключительно в 9о € 0 ,

(b) Е[ \m(wt: 0)| ] < ос (то есть Е[ш(и’г:0)] существует и конечно) для 
всех 9 £ 0 .

Тогда при н —> ос 9 существует с вероятностью, приближающейся к I, 
и 9 -Эр 0о-

'Это факт из математического анализа: если / ( х ) и д(х)  вогнутые функции, 
то вогнутой функцией будет и их сумма J(x)  д(х).
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Следующий пример показывает, что оценка условного ML для модели 
пробит удовлетворяет условию вогнутости.

Пример 7.6 (вогнутость функции правдоподобия для модели про­
бит): Функция т  для модели пробит дается в (7.1.15), где Ф(-) — 
функция распределения вероятности для стандартного нормального рас­
пределения, Так как нормальное распределение симметрично, Ф(—о) = 
= 1 — Ф('ц) и функция т может быть переписана как

Вогнутость т следует из того, что и \пФ(х[в) и 1пФ(—ж£0) вогнуты 
по в. Так как х \в  линейно по в , достаточно показать, что 1пФ(с) вогнута. 
Первая производная 1пФ(г>) равна:

где <p(v) (= Ф'(ц)) — функция плотности для N(0.1). Известно, что 
Ф('о)/Ф(г>) — убывающая функция. Таким образом, 1пФ(г,’) — (строго) 
вогнутая функция.

Утверждение 7.4 может быть легко расширено на оценки, целевые функ­
ции которых будут вогнутыми после репараметризации. Предположим, 
что все условия утверждения, кроме вогнутости, выполнены и что суще­
ствует непрерывное взаимно однозначное отображение т(в): 0  —> Л = 
=  т (0 ), такое, что

целевая функция после данной репараметризации. Ясно, что все наши 
предпосылки утверждения 7.4 выполнены для А. А и m(wt\А): Ао = 
=  т(во) — внутренняя точка Л, E[fh(wt:А)] принимает максимальное 
значение исключительно в Ао и Е[|?н(гщ: А)|] < зс для всех А в Л. 
Тогда для достаточно большого п существует М-оценка А, такая, что 

А =  Ац. Так как Qn{А) удовлетворяет (7.1.17)для взаимно одно­
значного отображения т . в  =  т _1(А)) максимизирует исходную целевую

m(wt; 0) =  yt In Ф{х[в) +  (1 -  yt) In Ф{—х'(в). (7.2.4)

с11пФ(и) _  ф(и) 
dv Ф(о)-

(7.2.5)

Вогнутость после репараметризации

=  m ( w t : T  ’(А))

вогнута по А и А =  г (0 )  — выпуклое множество. Пусть
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функцию Q„(0). Оценка 0 состоятельная, потому что 

plim 0  — — plim t _ 1 (A)  =
п—> ос п—>ос

= т _ | (рН тА ) =  (так как т - 1  непрерывно) (7.2.6)
С

=  т - 1 (А 0 ) =  00-

Пример 7.7 (Вогнутость функции правдоподобия для линейной ре­
грессии): В условном ML-оценивании линейной модели регрессии m{wt\0) 
задана в (7.1.13), где в  = {(З'.а2)' и w t = {yt.x't)'. Эта функция необя­
зательно вогнутая1, но можно рассмотреть репараметризацию: 7 = 1  /а  
и 8 =  (З/о. Это непрерывное взаимно однозначное отображение между 
© =  R K х М++ и Л =  Е Л х R++. Новое пространство параметров Л 
выпукло. После репараметризации, в которой А =  (S'.j)', функция т 
приобретает вид:

rn(wt: А) =  ln(27r) +  In(7 ) -  ~{ryt -  х',6)2. (7.2.7)

Так как 111(7 ) вогнут по 7 ,  он вогнут по А. Так как v = 7 7 / f  — х[д линейна 
по А и v2 вогнута, — \{yyt -  х[д)2 вогнута по А. Так что функция 
т, приведенная выше, которая является суммой двух вогнутых функций 
(плюс константа), вогнута по А для всех wt. Таким образом, учитывая 
то, что все условия утверждения 7.4, кроме вогнутости, выполняются 
для 0, 0  и оценка условного ML 0 будет состоятельной.

Идентификация в NLS и ML

Условия идентификации (а) (о том, что E[m(w(i 0)] должна принимать 
максимальное значение исключительно в 0 о) в теоремах о состоятельно­
сти М-оценок могут быть сформулированы для NLS и ML более простым 
образом.

NLS

Рассмотрим сначала NLS, где /н(гп<:0) = -(г/; -  ^(ж<:0) ) 2 и E(yt\xt) =  
*p{xt: 0О). Мы показали в параграфе 2.9, что условное математическое 
ожидание минимизирует среднеквадратическую ошибку, то есть для лю­

1 Например, вторая частная производная т по а2 может быть или не быть неполо­
жительной в зависимости от значения у, — гс',/3. Вспомним, что необходимым условием 
вогнутости для дважды дифференцируемой функции h{x 1 ....... хр) является неположи­
тельность d’2h/{dxj) для всех j  = 1.2....... р.
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бой (измеримой) функции h(xt)

среднеквадратическая ошибка =  E[{yt — /?(ж,)}2] =
=  Е[{у( -Е (г/,|ж 1)}2] +
+ E[{E(j/t |®f) -  h(xt)}'2] > 
> Е [ { ^ - Е Ы ж ?)}2]. (7.2.8)

Здесь мы всего лишь воспроизвели (2.9.4) в текущих обозначениях. 
Более того, условное математическое ожидание является по существу 
единственным решением задачи минимизации в следующем смысле.

Будучи функциями от x t , h ( x t ) и E(yt\xt), являются случайными 
величинами. Для двух случайных величин X  и У пусть X  ф У означает 
РгоЬ(Х ф Y) > 0 (то есть Prob(X = У) < 1), а X  = Y  означает 
Prob(X ф Y) = 0. (Если X  и Y  отличаются друг от друга только для 
тех событий, вероятность которых равна нулю, нам не надо заботить­
ся об этом отличии.) Таким образом, h(xt) ф E(yt\xt) означает, что 
РгоЬ(Л(®/) ф  E(yt\xt)) > 0. Если h ( x t ) ф  E(yt \xt) в этом смысле, то 
{Е(т//.|ж/) -  h ( x t ) } 2 > 0 с положительной вероятностью. Следовательно, 
Е[{Е(у(|аг() -  h ( x t ) } 2] в (7.2.8) положительное и среднеквадратическая 
ошибка строго больше, чем Е[{у, -  Е(у<|ж/)}2] .

Просто задав функцию Л(жД =  ху.в ) и заметив, что ^(аугво) = 
=  Е(у<|ж<), мы можем сделать вывод, что

|Е[{у< -  ^ (ж,:0)}2] > E[{yt -^ (ж ,:0 о )} 2]- если у>(ж,:в) ф  ^(ж<;в0). 
\E [{y f -  *Дж(:0)}2] =  E[{yt -  ^(ж ,:0о)}2], если *>(ж,:0) = *?(ж,;0о)-

(7.2.9)
Таким образом, условие идентификации — что Е[ш(«у:0)] =  — Е [{//, -  
-  ~р{x t-,e)}2] максимизируется (то есть E[{f/t -  ^(ж/:0)}2] минимизиру­
ется) исключительно в во — выполняется, если

«идентификация условного математического ожидания:»
(conditional mean identification)

*p(xt: в) ф ^ ( x t:do) для всех в ф в  0. (7.2.10)

ML

В случае ML роль, которую играло выражение (7.2.8) для NLS, бу­
дет играть информационное неравенство Кульбака — Лейблера (Kull- 
back — Leibler information inequality). Здесь мы исследуем идентифи­
кацию для условного ML (сделать то же самое для безусловного или 
совместного ML проще). Гипотетическая функция условной плотности 
f(y t\x t:0). будучи функцией от (yt. x t), является случайной величиной
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для любого значения в. Математическое ожидание случайной величины 
In f(y t\x t:0) может быть записано как1

Обратите особое внимание на то, что математическое ожидание здесь 
берется по отношению к истинной совместной функции плотности 

Информационное неравенство Кульбака — Лейблера (адап­
тированное к условным плотностям) утверждает, что

Е[1п/ (jjt\xt: 0)] < E[h\f(yt\xf.e0)}. если f ( y t \хч :в) ф /М г с / :в 0), 
E[\nf{yt \x,:e)} = E [hi/(y/|® t ;0o)], если f ( y t\xt:0) = / Ы * {;0О)-

(Конечно, при условии того, что Е[1п/(^|ж*:0)] существует и что оно ко­
нечное). (По поводу вывода этого неравенства см. аналитическое упраж­
нение 1.) Отсюда немедленно следует, что условие идентификации (что 
E[\nf(yt\xt:e)] максимизируется исключительно в во) выполнено, если

«идентификация условной функции плотности»

Мы можем превратить теоремы о состоятельности М-оценок (утвер­
ждения 7.3 и 7.4) в теоремы о состоятельности оценок условного ML 
с wt = (yt.XtY и т(«7*;0) =  1п/(у/|ж*:0). Заменив условия иденти­
фикации для М-оценок на условие идентификации условной функции 
плотности, мы получим два следующих самодостаточных утверждения:

Утверждение 7.5 (Состоятельность оценки условного ML с компакт­
ным пространством параметров): Пусть {t /f,  x t} — эргодический ста­
ционарный случайный процесс с условной функцией плотности f ( y t |ж,: 0О) 
и пусть 6 — оценка условного ML, которая максимизирует среднее зна­
чение логарифма условной функции правдоподобия (выведенной в пред­
положении, что {t/f.Xf} i.i.d.):

’Если f ( y f \x,:Q) — 0. то тогда нельзя определить логарифм этой функции. Если вас 
это беспокоит, предположите, что f ( y t lx t ;6)  положительно для всех yt , x t и 6. См.: 
[White, 1994, р. 9] относительно доказательства, которое избегает такой упрощающей 
предпосылки.

Ерп/(Ы *Г-в)] =  I  ln f(y t\x t:e ) f(y t .x t:e0.'t/>())dytdxt. (7.2.11)

(7.2.12)

(conditional density identification) :
f{y t \xt:e) ф f (y t\x,:e0) для всех в  Ф 0О- (7.2.13)
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Предположим, что модель правильно специфицирована, так что во при­
надлежит 0 . Предположим, что (i) пространство параметров 0  — ком­
пактное подмножество Мр, (И) f (y t \xt:6) непрерывна по в  для всех 
(y t ,x t) и (in) f(yt\xt;B ) измерима по (yi,xt) для всех в  € © (так 
что по лемме 7.1 в  определена как случайная величина). Предположим 
также, что

(a) (Идентификация.) Prob[f(yt \xt;e) ф f ( y t\xt-.6{))\ > 0 для всех в  ф 
ф во в 0 ,

(b) (Доминирование.) E[sup0ee | 1п/(у/ |ж ,;0)|] < ос (заметьте: матема­
тическое ожидание берется по yt и по xt).

Тогда в  ->р во-

Утверждение 7.6 (состоятельность оценки условного ML без ком­
пактности): Пусть {y t.x t} эргодический стационарный с условной функ­
цией плотности f ( y t\ху,во) и пусть 0 — оценка условного ML, которая 
максимизирует среднее значение логарифма условной функции правдо­
подобия (выведенной в предпосылках, что {yt.xt} i.i.d.):

1 n
в  = argmax — In f ( y t \xt: в).

*ee n u
Предположим, что модель правильно специфицирована, так что во при­
надлежит 0 . Предположим, что (i) вектор истинных параметров во 
является внутренним элементом выпуклого множества параметров 0  (с  
С  Кр), (ii) In f(yt\xt'.e) вогнута по в  для всех (y t.x t) и (iii) In / ( у (|жь0)^ 
измерима по (y t,x t) для всех в  из 0 . (Для достаточно большого п в  
однозначно определена; см. несколькими строками ниже.) Предположим, 
также, что

(a) (Идентификация.) Pi-ob[f(yt \xt: в)  ф f ( y t |а:*:0о)] > 0 для всех в  ф 
ф во из 0 ,

(b) Е[|1п/(,<^|ац:0)|] < ос (то есть E[ln f ( y t |ж/:0)1 существует и конеч­
но) для всех в  € 0  (заметьте: математическое ожидание берется 
по yt и ПО Xt).

Тогда, при п —> эс, в  существует с вероятностью, стремящейся к 1, и 
0 —>р 0о-

Следует сделать два замечания:
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•  Информационное неравенство Кульбака — Лейблера (7.2.12) выпол­
няется также для безусловных функций плотности (доказательство 
для безусловных плотностей проще). Таким образом, утвержде­
ния 7.5 и 7.6 верны и для безусловного ML; надо просто заменить 
f{y t\x t '.e) на f{ w t \0).

•  Важной особенностью этих двух теорем о состоятельности оценки 
ML является то, что, несмотря на то что логарифм функции прав­
доподобия выводится при предположении о независимости и одина­
ковом распределении {yt, ж(}, оценки будут состоятельными даже 
в случае, когда {y t,x t}  не i.i.d.. а просто является стационарным 
и эргодическим процессом. Это так. потому что оценка ML яв­
ляется М-оценкой. Оценка ML, которая максимизирует функцию 
правдоподобия, отличную от функции правдоподобия модели, на­
зывается оценкой квази-ML (quasi-ML estimator), или оценкой 
QML (QML estimator). Другими словами, оценка QML макси­
мизирует функцию правдоподобия в неверно специфицированной 
модели. Таким образом, оценки метода «максимального правдопо­
добия» в утверждениях 7.5 и 7.6 будут оценками QML, если {у,. x t } 
стационарный и эргодический, но не i.i.d. Эти теоремы говорят 
о том, что данные конкретные оценки QML состоятельны.

В частных случаях условие идентификации для условного ML может 
быть записано в еще более простом виде.

Пример 7.8 (идентификация в модели линейной регрессии): В слу­
чае линейной регрессии с нормальными ошибками логарифм условной 
функции правдоподобия для наблюдения t равен;

\n f(y t \x t:e) = ~  1и(2тг) -  1-  1п(<т2) -  ~ х[(3)2.

Так как логарифм — строго монотонная функция, идентификация услов­
ной плотности эквивалентна условию о том, что

1 п /Ы ж < :0 )  Ф \n f{y t\x t :0о)

с положительной вероятностью, если в  ф во. Это условие выполняется, 
если Е (Х(Х\) невырождена (и, следовательно, положительно определена). 
Чтобы понять, почему это так, обозначим в  =  (/З '.о 2)' и во = {0'g.ofy)'. 
Ясно, что Ы f(y t \x t'.e) Ф In f ( y t \xt: во) с положительной вероятностью, 
если о2 Ф а2. Так что рассмотрим случай, когда а1 =  о‘д. но /3 ф 0о. 
Тогда

Е[{х[(3 -  х М 2} = П М Р  -  А))}2] =  (0  -  0 о У Ц х 1Х[)(Р -  fa ) > 0.
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Таким образом, х[(3 ф x'tPo с положительной вероятностью; если х[(3 = 
=  x'tfio с вероятностью 1 (то есть если ж',/3 Ф х[Ро с нулевой веро­
ятностью), то тогда Е[{ж{/3 — х[ро}2} будет равняться нулю. Значит, 
yt — х[(3 ф yi — x'(/3(i с положительной вероятностью, из чего следует, что 
условие идентификации выполнено. Из того же условия относительно 
Е(ж,ж£) следует также и условие (Ь) в утверждении 7.6, потому что

Е[(у, -  ж',/3)2] =  Е[{с( +  ж'Д/Зо -  /З)}2] (поскольку yt =  ж'(/30 +  et) =
= Е(£2) +  (/30 -  РУ Е(ж,ж',)(/30 -  /3), 

так как Е(е4 • ж,) =  О.

Последнее слагаемое будет конечным, если конечно Е(ж,ж{). Из этих 
результатов и отмеченного ранее факта, что логарифм функции правдо­
подобия вогнут после репараметризации, следует, что оценка условного 
ML-модели линейной регрессии с нормальными ошибками (выведенная 
в предположении, что {yt,x i}  i.i.d.) состоятельна, если {у,, ж,} эргоди- 
ческий и стационарный и если Е(ж,ж{) невырождена.

Пример 7.9 (идентификация в моделях пробит): Тот же результат, 
который был выведен в предыдущем примере для линейной модели, 
также верен и в случае модели пробит, для которой условная функция 
правдоподобия для наблюдения t равна

/ Ы ж , : 0 )  =  Ф { х [ в ) * Ф { - х ' {в ) ]-У<.

Та же самая аргументация, которая использовалась в примере 7.8. 
показывает, что, при условии невырожденности Е(ж/ж{), х \в  Ф x't0o 
с положительной вероятностью, если в  Ф во. Но так как Ф(с) строго 
монотонна, из х \в  ф x't6o с положительной вероятностью следует, что 
Ф(ж;<9) Ф Ф(ж{0о) и Ф {-х[в) ф Ф(-ж',0о) с положительной вероятно­
стью. Значит, условие идентификации (а) в утверждении 7.6 выполняет­
ся. если Е(ж,ж{) невырождена.

Из невырожденности Е(ж,ж]) следует также и то, что условие (Ь) 
утверждения 7.6 выполняется для модели пробит. Очень просто прове­
рить. что

11пФ({-’)| < 11пФ(0)| +  |г| +  |г |2 для всех v. (7.2.14)

Комбинируя это ограничение на |1пФ(г)| с тем фактом, что yt. и I -  yt 
по абсолютной величине меньше или равны единице, легко показать, что 
Е[| 1п/(у,|ж,: 0)|] < ос, если E (xtx ’t)  существует и конечно (условие вы-
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полняется из-за невырожденности Е(ж(ж'{))1. Мы, таким образом, делаем 
вывод, что оценка модели пробит ML (логарифм функции правдоподобия 
для которой выводился в предположении i.i.d. {гд,жЦ) состоятельна, 
если {yi<xt} стационарный и эргодический, и Е(ж«ж'() невырождена.

Состоятельность GMM

Перейдем теперь к GMM и адаптируем утверждение 7.1 к GMM, про­
веряя выполнение условий этого утверждения при выполнении набора 
соответствующих достаточных условий. Целевая функция GMM задает­
ся (7.1.13). Ясно, что непрерывность Qo(0) по в  будет обеспечена, если 
g(wt‘,6) непрерывна по в  для всех wt. Если {wt} стационарный и эр­
годический, то дп(0)(= J2Tt=i9(wt-0)) ->р Е \g(wt:d)}. Следовательно, 
предельная функция Qq(0) имеет вид:

Qo(0) = -^E\g(wc,0)]'WE\g(wt:e)]. (7.2.15)

Эта функция неположительна, если W{= plini W)  положительно опреде­
лена. Функция достигает максимального значения, равного нулю, в точ­
ке во, потому что Е [g(wt-,0{))} = 0 по условиям ортогональности. Таким 
образом, условие идентификации (что Qo(0) принимает максимальное 
значение исключительно в 0О) утверждения 7.1 будет выполняться, если 
Е[д(го{:0)] ф О для 0 ф 0о. Учитывая равномерную сходимость Qn{0) 
к Qo(e), несложно показать, что это условие будет выполнено, если 
<?„(•) сходится равномерно к Е[</(гщ;-)] (см.: [Newey and McFadden, 1994, 
р. 2132]. Многомерная версия равномерного закона больших чисел, при­
веденная прямо под леммой 7.2, в свою очередь, дает достаточное условие 
равномерной сходимости. Так что мы доказали

Утверждение 7.7 (состоятельность GMM с компактным пространством 
параметров): Пусть {гщ} — стационарный и эргодический и пусть в  —

'Только для заинтересованных читателей здесь приведено доказательство:

;1п/(,у,|ж,;0)| ^  |f/(j| 1пФ(ж',0)| +  |1 -  г/,|| 1пФ(-ж',0)| $

< | ln<J>(a;j0)| + j In Ф(-ж',0)| (так как \yt \ ^  1 и |1 -  yt\ < 1) <
< 2 х j j  In Ф(0)! + \х,в\ + \х',в\г] (по (7.2.14)) ^

< 2 х  [|1..Ф(0)| + | |* (|Н |в | |  + 11*»112 -||0М2]-

Последнее неравенство следует из неравенства Коши —Шварца, утверждающего, что 
х'у\ $  |]х >||!у || д л я  двух любых векторов ж и у  соответствующей размерности. 
Кроме того, Е(||ж,|!2), являющееся суммой К(ж2,) по /, конечно, потому что из 
невырожденности E(xtж}) следует, что E(.rft) < ос для всех г. Если Е(||ж*||2) < ос, 
то и E(|jXfjl) < ос.
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G M M -оценка, определенная как

0 = argmin 
06©

l- j ^  g{w t:.e ) \  w \ - f ^  Q iw t-.в) 
n t=l J t=1

где симметричная матрица W  по предположению сходится по вероятно­
сти к некоторой симметричной положительно определенной матрице W . 
Предположим, что модель специфицирована правильно, в том смысле, 
что Е[<?(гцг; <?о)] =  0 (то есть выполняются условия ортогональности) для 
во 6  0 .  Предположим, что 0) пространство параметров © — компактное 
подмножество (н) g (w t\0) непрерывна по 0 для всех w t и (Ш)
g (w t:0) измерима по w t для всех 0 из 0  (так что 0  — корректно 
определенная случайная величина по лемме 7.1). Предположим также, 
что

(a) (Идентификация.) Е [<?(«?,: 6)\ Ф О для всех 0 Ф во из 0 ,

(b) (Доминирование.) E [supdee ||<7 (« ;( : 0)|| ] <  ос.

Тогда 0 во.

Если Qn(0) вогнута, то требования компактности 0 ,  непрерывности 
g (w t \0) и условие доминирования могут быть заменены на условие, 
что Е[д(гц(;0)] существует и конечно для всех 0. Мы не будем фор­
мулировать этот результат в качестве теоремы, потому что существует 
очень мало прикладных задач, в которых Qn(0) вогнута. Например, 
целевая функция GM M  для уравнения Эйлера в примере 7.5 не является 
вогнутой. Чуть ли не единственным известным случаем является тот, 
в котором g(wt'.0) линейна по 0, но этот линейный случай был довольно 
подробно рассмотрен в главе 3. Когда g{w t:0) нелинейна по 0, спе­
цифицировать простые условия для условий (а) (идентификация) и (Ь) 
(доминирование) в утверждении 7.7 в общем случае довольно сложно. 
Так что в большинстве прикладных задач выполнение этих условий 
просто предполагается.

Контрольные вопросы

1. (Необходимость идентификации функции плотности.) Мы показали, для 
условного ML, что идентификации условной функции плотности (7.2.13) 
достаточно для выполнения условия (а) (что E(ln/(i/, \х,: в ) )  принимает 
наибольшее значение исключительно в 0О). То, что это является и необхо­
димым условием, ясно из информационного неравенства Кульбака — Лей- 
блера. Не используя это неравенство, покажите необходимость иденти­
фикации условной плотности. Указание: Покажите, что если бы (7.1.13) 
не выполнялось, то (а) в этом случае не выполнялось бы. Предположите, 
что существует 6\ ф во, такое, что в\ G 0  и /(уц хц .в ] ) -  f{ii,\x,-. во). 
Тогда E (ln /(t/,jx ,;0 ,)) = Е (1 п /Ы ж ,;0 (,)).
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2. (Необходимость идентификации условного математического ожидания.) 
Не используя (7.2.8), покажите, что условие идентификации условного 
математического ожидания является как необходимым, так и достаточным 
для идентификации в NLS.

3. (Идентификация в NLS.) Предположим, что функция в NLS линейна: 
■р(хр,в) = х \в . Проверьте, что условие идентификации выполняется, если 
E (xtx't) невырождена.

4. (Идентификация в NLS-оценивании модели пробит.) В модели пробит 
E(yt\xi) = Ф(х[в()). Пусть во оценивается NLS. Проверьте, что условие 
идентификации условного математического ожидания выполняется, если 
E(xt.x't) невырождена.

5. (Квази-ML.) Предположим, что в утверждении 7.5 {yt . x t } i.i.d, так что 
функция правдоподобия сама по себе специфицирована правильно. Од­
нако предположим, что истинное значение вектора параметров во не 
включено в предполагаемое пространство параметров 0 . Так что в этом 
смысле оценка в  будет являться оценкой квази-ML. Опустив условие
(а), предположите вместо него, что существует единственное значение 
в * из 0 , которое максимизирует E[h\ f ( y t \xt : 0)]. Покажите, что оценка 
квази-ML в  будет состоятельной оценкой для в*. Указание: Замените 
во в утверждении 7.3 на в*. В утверждениях 7.1-7.4 в0 не обязан быть 
вектором «истинных» значений параметров.

6 . (Идентификация в линейном GMM.) Рассмотрим модель линейного GMM 
из главы 3. Проверьте, что ранговое условие идентификации, выведенное 
в главе 3, эквивалентно условию идентификации в утверждении 7.7.

7. (Вогнутость целевой функции в случае линейного GMM.) Проверьте, что 
целевая функция GMM в линейном GMM вогнута в. Указание: Гес­
сиан (матрица вторых производных) функции Q„(e) равен ~S'x:.W S s : , 
где S x, =  x tz t- Дважды непрерывно дифференцируемая функция 
вогнута, если и только если ее гессиан отрицательно полуопределен во 
всех точках.

8 . (Идентификация GMM при вырожденной W .) Если бы мы требовали, что 
W  должна быть хотя бы положительно полуопределена, а не обязательно 
строго положительно определена, то каким бы было условие идентифика­
ции в утверждении 7.7? Указание: Предположите, что W  положительно 
полуопределена. Покажите, что если E[g(wi\0o)) — 0 и W E [g(w t:e)\ f- О 
для в Ф во, то Qo(0) -  - 3  E[g(wt:e)YW  E[g(wt '. 0)] имеет единственную 
точку максимума в во-

7.3. Асимптотическая нормальность
Базовым инструментом для вывода асимптотического распределения экс­
тремальной оценки является теорема о среднем значении из математи­
ческого анализа. Как она используется, зависит от того, является ли 
рассматриваемая оценка М-оценкой или оценкой GMM. Таким образом.
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доказательство асимптотической нормальности будет приведено отдельно 
для М-оценок (включая оценку ML как частного случая М-оценок) и для 
оценок GMM. За этим последуют короткие замечания об относительной 
эффективности GMM и ML. Подводя итоги, мы покажем в конце пара­
графа, что разложение в ряд Тейлора для отклонения выборочной оценки 
от истинного параметра имеет общую структуру для М-оценки и GMM.

Асимптотическая нормальность М-оценок 

Приведенная в (7.1.2) целевая функция для М-оценки имеет вид:

Qn(0) = ~ У2 п  *—' f - i
(7.3.1)

Удобно обозначить градиент (вектор первых производных) и гессиан 
(матрицу вторых производных) функции т  как

s(w t: в)
(рх!)

H ( w t: в) 
Iрхр)

()m(wt: в)
дв '

ds{w t-.e) __ d'2m (wt:e) 
дв' =  двдв'

(7.3.2)

(7.3.3)

По аналогии с ML s(m t;0) будет называться вектором: вклада для на­
блюдения t (score vector for observation t). Этот s(w t:Q) не следует 
путать с вкладом в привычном понимании, который является градиентом 
целевой функции Qn(6). Функцию вклада во втором случае мы будем 
обозначать далее в этой главе как з п(в).  То же самое относится к гес­
сиану: H ( w t\0) будет рассматриваться как гессиан для наблюдения t 
{Hessian for observation t), а гессиан Qn{0) будет обозначаться Н п(в).

Целью этого параграфа является асимптотическая нормальность в, 
описанная ниже в (7.3.10). В процессе вывода этого свойства мы сделаем 
несколько предположений, которые будут собраны ниже в утвержде­
нии 7.8. Предположим, что m { w t:e)  дифференцируема по в  и что в  — 
внутренняя точка 0 . Тогда 0, будучи внутренним решением задачи мак­
симизации Qn{0), удовлетворяет условиям первого порядка

0 осив)
(pxi) д в  

1 п
= -  У  s(w,:e) (по (7.3.1) и (7.3.2)). 

п /= 1

(7.3.4)

Сейчас мы будем использовать следующий результат из математического 
анализа:
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Теорема о среднем значении: Пусть h : Rp -э непрерывно диффе­
ренцируемо. Тогда h(x) можно представить в виде разложения в сред­
нем значении (mean value expansion):

h(x) = h (x 0) + (x  -  ж0),
(9 X 1) ( 9 x 1 )  ( p x l )

где x  — среднее значение, лежащее между х  и жо1.

Полагая q = р, х  = в, жо =  6q и h(-) =  в теореме о среднем
значении, мы получим следующее разложение:

ОСМО) осмоо) , 0ЧМ0)/2-  +  -■ (р -  Оо) =
( p x l )(Ю

(рх 1 )
ов

( p x l )
двое'

( р х р)

1 п Г 1 п _
=  - V ] s (wt:e0) +  -  y ^ H i w f . e )

n  ‘— t n  t— *П П1=1 L / = 1
(в -  во) 

( p x l )

( p x l )

(no (7.3.1)—(7.3.3)).
( p x p)

(7.3.5)

где в  — среднее значение, лежащее между в  и во. Требование теоре­
мы о среднем значении относительно непрерывной дифференцируемости 
будет выполнено, если >n{wt:e) дважды непрерывно дифференцируема 
по в. Объединив это уравнение с вышеупомянутым условием первого 
порядка, мы получим:

1 "
О =  -  V '  s(twf:0 o) +

(pxD
- Т Н ( щ , : в )>) I

f=l
(О -  во). (7.3.6)

Предполагая, что ^ H (w f: в) невырождена, это уравнение мо­
жет быть решено относительно (в -  во), что даст:

М ( в  - в 0) = -
1=1

-1 1 "
7= $ > ( “ ’' ; ^ ) '  

v  1=1

(7.3.7)

Это выражение для (умноженной на ,/п) ошибки оценки будет назы­
ваться разложением в среднем значении ошибки оценки (mean value 
expansion for the sampling error). Заметим, что вектор вклада s(wi:d) 
рассчитывается при истинном значении во-

'Теорема о среднем значении применяется только к отдельным элементам h, так 
что на самом деле х  изменяется от элемента к элементу векторного уравнения. Это 
усложнение не влияет на приведенный в тексте анализ.
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Теперь, поскольку в  лежит между во и в, в  — состоятельная оценка 
вектора во, если таковой является в. Если {«;<} — эргодический стаци­
онарный процесс, естественно будет предположить, что

^ J 2 H ( w l: e ) - jE [ H (w r,eо)]. (7.3.8)

Стационарности и эргодичности Wt и состоятельности в  самих по себе 
недостаточно, чтобы обеспечить это; необходимо предположить выполне­
ние некоторых технических условий. Одним из таких технических усло­
вий является равномерная сходимость ^ H (w t ; •) к Е[Я(г«г;-)] в окрест­
ности во1. Но, по теореме о равномерной сходимости, равномерная сходи­
мость будет выполняться, если для гессиана выполняется сле­
дующее условие доминирования: для некоторой окрестности N  точки во 
E[supeeV-| !#(«>(: 0)11] < ос (это условие (4) ниже)2. Это достаточное 
условие для (7.3.8)); если возможно напрямую проверить (7.3.8)), то 
тогда нет необходимости проверять условие доминирования для асимп­
тотической нормальности.

Наконец, если выполняется (7.3.8)) и если

4 =  £  «(«*; 0<>) Лг(0. Е), (7.3.9)у/П i = { «I

то, по теореме Слуцкого (см. лемму 2.4(c)), мы имеем;

М О - в о )  n (o, (Е [ Я М ;  во)] Г 1 Е (Е [Я (^ ;в о ) ] ) -1) . (7.3.10)

Собрав предположения, которые мы сделали ранее, мы получаем:

Утверждение 7.8 (асимптотическая нормальность М-оценок): 
Предположим, что выполняются предположения утверждения 7.3 или 
утверждения 7.4, так что {wt) — эргодический стационарный процесс

'Это следствие приведенного ниже результата (см., например. Theorem 4.1.5 в [Ате- 
niya. 1985J).

Предположим, чти последовательность случайных функций hn(9) сходится равно­
мерно по в  к неслучайной функции Но(в) в открытой окрестности во. Тогда 
plimn^  h„(9) = ho(9o), если рН тб  = во и ho{9) непрерывна в во.

Пусть роль кп(в) выполняет а роль 1г0(в) — Е[Я(го(;0)]. Непрерывность
Е{Н(w i-.в)} обеспечивается теоремой о равномерной сходимости. Равномерная сходимость 
необходима только в окрестности во, а не во всем пространстве параметров, потому что 
в  близко к во для достаточно больших п.

"Матрицу можно рассматривать как вектор, элементы которого были переставлены. 
Так что Евклидова норма матрицы, такая как ||Я (го ,;0 )||, есть квадратный корень 
из суммы квадратов всех ее элементов.
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и М-оценка 0, определенная в (7.1.1) и (7.1.2), состоятельна. Предполо­
жим также, что

(1) 0О — внутренний элемент 0 ,

(2) m (w t; 0) дважды непрерывно дифференцируема по 0 для любого w t,

(3) - ^ Y ^ = i 8(w t'^o) —>d Ar(0, X), X положительно определенная мат­
рица, где s(w t; 0) определена в (7.3.2),

(4) (условие локального доминирования на гессиан) для некоторой ок­
рестности М  Т О Ч К И  00,

Е[ sup ||H(it>t:0)|| ] <  ос,
0еЛГ

так что для любой состоятельной оценки 0 £ H (w t:0) ->р
->р Е [Н (го(;0о)]. где Н(ьзр,0) определена в (7.3.3),

(5) E [H (w t.0o)] невырождена.

Тогда 0 асимптотически нормальна с

Avar(0) =  (E [/f( to t :0o) ] )_1 Е ( Е [ Я ( ^ ;0 ь ) ] ) -1 .

(Это Theorem 4.1.3 в [Amemiya, 1985], примененная к М-оценкам.)
Необходимо сделать два замечания:

• Из предположений, которые мы сделали в процессе вывода асимп­
тотической нормальности, следующие не перечислены в утвержде­
нии: (Q 0 — внутренняя точка и (П) Т H {w t\0) невырождена. 
Интуитивно понятно, что эти условия выполняются, потому что 0 
сходится по вероятности к внутренней точке 0о и £ , H(wt".0)
сходится по вероятности к невырожденной матрице Е [Н (wt-. 0о)]). 
См.: [Newey and McFadden, 1994, р. 2152] для строгого доказа­
тельства. Технические моменты такого рода будут игнорироваться 
в оставшейся части главы.

• Если Wt стационарный и эргодический, то таким же является век­
тор вклада s(w t;0o), а матрица X — долговременная ковариаци­
онная матрица {s(w t: во)}1 • Достаточным условием для (3) явля­
ется условие Гордина, введенное в параграфе 6.5. Так что усло­
вие (3) в утверждении может быть заменено условием Гордина 
на {а(ги*;0о)}- Оно будет выполняться, если, например, w t i.i.d. 
и Е[в(м>*; 0о)] =  0. Предположение о том, что X положительно

'Долгосрочная ковариационная матрица была введена в параграфе 7.4.
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определена, на самом деле не нужно для вывода утверждения, 
но мы можем также его сделать, потому что практически во всех 
прикладных задачах оно выполняется (или предполагается) и также 
потому, что оно потребуется для проверки гипотез далее в этой 
главе.

Состоятельное оценивание асимптотической ковариационной матрицы

Чтобы использовать асимптотические результаты для проверки гипотез, 
нам необходима состоятельная оценка для

A var(0) =  (E [ i? (« ;i : 0 o ) ] ) ' l S ( E [ i / ( ^ : 0 o )])“ 1.

Так как в  —>р во, из условия (4) утверждения 7.8 следует, что

1 "
- J 2  H (w t:0) -> E [H (w t:e0)].
п t=i р

Таким образом, при условии того, что нам доступна состоятельная оцен­
ка Е  матрицы Е ,

A var(0) =  { - £  Я (* о ,;0 )}  fE ( ^ H ( ^ : 0 ) }  '  (7.3.11)
I 71 г=1 ) 171 /=1 J

является состоятельной оценкой асимптотической ковариационной мат­
рицы. Чтобы получить Е , можно применить предложенные в парагра­
фе 6.6 методы, такие, как VARHAC, к оцененным рядам { s(w ,:0 )}  при 
условии выполнения некоторых надлежащих технических условий.

Асимптотическая нормальность условного ML

Мы применим сейчас этот результат об асимптотической нормальности 
к ML для случая i.i.d. данных. В ML, где функцией т является логарифм 
(условной) функции правдоподобия, условия первого порядка (7.3.4) на­
зываются уравнениями правдоподобия (likelihood equations). То, что 
функцией т является логарифм (условной) функции правдоподобия, при­
водит к упрощению асимптотической ковариационной матрицы в. Мы по­
кажем это для условного ML; сделать то же самое для безусловного или 
совместного ML проще.

Рассмотрим ниже два равенства в условии (3) утверждения 7.9. 
Второе равенство называется равенством для информационных мат­
риц (information matrix equality) (не путать с информационным нера­
венством Кульбака — Лейблера). Оно называется так, потому что матрица 
E[s(tw/.: 9o)s(wt: во)'] — это информационная матрица для наблюде­
ния t (information matrix for observation t). Вывод этих двух равенств

506



7.3. Асимптотическая нормальность

при выполнении некоторых технических условий, позволяющих произво­
дить перестановку дифференцирования и интегрирования, остается в ка­
честве аналитического упражнения 2. Здесь мы просто отметим приме­
нимость этих двух равенств в утверждении 7.8. Если гщ i.i.d., то из ЦПТ 
в формулировке Линдеберга — Леви и первого равенства (Е[в(гщ: 0о)] =  0) 
следует, что

1 "
—т= У % (гг /;е0) ->rf Ат(0 .Е ). где £  =  Е[в(гуг; 0о)в(гщ; 0О)']. (7.3.12)
v n ,=|

Из этого и из равенства для информационных матриц следует, что Avar(0) 
в утверждении 7.8 упрощается двумя способами как

Avar(0) -  -{E [H {w t:e0j \ y '  = {Е[в(гиг; в0) e(wt; 0О)'} }-1 .
(7.3.13)

Таким образом, мы доказали

Утверждение 7.9 (асимптотическая нормальность условного ML): 
Пусть w t (= (yt,x'tY) i.i.d. Предположим, что выполняются предпосылки 
утверждения 7.5 или утверждения 7.6, так что в —>р 0(). Предположим 
также, что

(1) 0о — внутренняя точка 0 ,

(2) f(tji\xf: 0) дважды непрерывно дифференцируема по 0 для всех (yt, x f ),

(3) E[s(wt:0o)] = О и -  Е [# («?/:0О)] =  E[s(wt:0o) s(w t:0a)'], где функ­
ции s и Н  определены в (7.3.2) и (7.3.3),

(4) (условие локального доминирования на гессиан) для некоторой окрест­
ности N  ТО ЧКИ  0 0 ,

Е[ sup \\H(wt:0)\\ ] < ос. 
веД"

так что для любой состоятельной оценки 0,

1 "
- £ h (w , : 0 ) - » E [ H ( u)/ :0o)].
11 t= i р

(5) E[H (wt:0о)] невырождена.

Тогда 0 асимптотически нормальна с Avar(0). заданной в (7.3.13). 

Два замечания относительно этого утверждения:
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• Условие (3) формулируется здесь как предположение, потому что 
его вывод требует перестановочности дифференцирования и инте­
грирования (см. аналитическое упражнение 2). Техническое усло­
вие, при котором такая перестановочность возможна, доступно из ма­
тематического анализа (см., например, Lemma 3.6 в [Newey and 
McFadden, 1994]). Так что условие (3) может быть заменено таким 
техническим условием на f(yt\xt\9). Мы не делаем этого здесь, 
потому что в большинстве прикладных задач условие (3) может 
быть проверено напрямую.

• Из обсуждения, проведенного выше, должно быть понятно, как 
можно применить это утверждение к безусловному ML: просто 
замените f(y t\xt;9) на f (w t;9).

Чтобы использовать этот асимптотический результат для проверки 
гипотез, нам нужна состоятельная оценка Avar(0). Учитывая, что она 
может быть записана как — # о ) ] } \  естественной оценкой
является

первая оценка Avar(0) = — |  — ^  H (wt:9) |  . (7.3.14)

Поскольку 9 — во, эта оценка состоятельна по условию (4) утвержде­
ния 7.9. Другая оценка, основанная на соотношении

Avar(9) = {E[s(wt: 90) s(wt: 90)'] }~*. — это 

Г 1 п Л - l -1
вторая оценка Avar(0) = <— s(wt: в) s(wt: в ) '> (7.3.15)

L 71 t= i J
Чтобы обеспечить состоятельность этой оценки, нам необходимо сделать 
некоторое предположение в дополнение к гипотезе утверждения 7.9 (см., 
например, Theorem 4.4 в [Newey and McFadden, 1994]). Мы не будем 
приводить его здесь, потому что во многих прикладных задачах состоя­
тельность этой второй оценки может быть проверена напрямую.

Не существует никаких неопровержимых доводов для предпочтения 
одной оценки Avar(0) другой. С одной стороны, вторую оценку, которая 
требует только первых производных логарифма функции правдоподобия, 
вычислить проще, чем первую. Это может быть важным доводом, когда 
невозможно вычислить производные функции плотности аналитически 
и приходится использовать различные численные методы. С другой сто­
роны. по крайней мере в некоторых случаях, первая оценка дает луч­
шую аппроксимацию асимптотического распределения (см., например: 
[Davidson и McKinnon, 1993]).
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Два примера

Чтобы лучше понять результаты, касающиеся асимптотической нормаль­
ности условного ML, полезно посмотреть, как эти результаты могут быть 
применены к известным примерам. Мы рассмотрим два из них.

Пример 7.10 (асимптотическая нормальность в модели линейной 
регрессии): Запишем логарифм условной функции плотности для на­
блюдения t для модели линейной регрессии с нормальными ошибками:

\n f ( y t \xt ;f3.a2) = —̂ 1п(2тг) -  ^  ln((T2 ) -  (yt.—^ Q L . (7.3.16)

Пространство 0  =  R K х R ++ (где К  — размерность /3), и условие (1) 
утверждения 7.9 выполняется. Условие (2) выполняется очевидным обра­
зом. Чтобы проверить условие (3), проведем рутинные расчеты и полу­
чим, что1

s(w t:9 )
P x t ■ £<
1 I 1 S-2

l ~ 2 P  + 2 P ct]
H (w t: в)

- ± i x tx\ - - h x t - S t

~ P x ' r ^
l

2p
1 '

s(w t:6 ) s(w t: в)' =
1 / ̂ 2 

p r  X t x t e f

. ~ 2 p X>t ’ ^  + 2P Xt ' 4

~ 2 P  X f S '  + ^ x t - e * '
l

TP
1 s-2 ,

2P zt +
1

4P c>
(7.3.17)

где wt =  (yt-x'ty, в = (i3 а2)', a Tt — Vt ~ x 't(3 (который следует отличать 
от s t = yt — x'tl3о). Так что для в =  во st в данной записи может быть 
заменен на st- В модели линейной регрессии Е(г,|ж ,) =  0. Также, так 
как st ~  Лг(0. (Tq), мы имеем E (sf) =  0, E (sf)  =  За^. Используя эти 
соотношения, легко проверить (3). В частности,

- E [ H ( w t-.eo)} = E [s(w t:9 o )s(w f.e0y] =
\  E(xtx[)

O'
0
1

2n?
(7.3.18)

Если E(xtx't) невырождена, то E [H (w t/. 0q)] невырождена и (5) выпол­
няется. Для рассмотрения условия (4) пусть I t = yt -  x't(3 для некоторой 
состоятельной оценки (3 и а 2. Условие (7.3.8)) в этом примере выгля­
дит как

■ - U X U ^ x ' ,
___L I V '1 v  ~ -, W P  п 2 ^ t  =  l X t ■ 2(5.2)5

- ^ Е  (xtx't)ао
О'

; T : = iX f e t{стТу п
1_ 1 1 у п  =2

(а2)3 п £—it = 1 ~t

■2ai
(7.3.19)

'Для параметра а 2 дифференцирование производится по самому параметру а 2, а не
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Показать это просто, учитывая, что е( =  ~t -  ж'Д/З — Д>). Мы можем 
сделать вывод, что все условия утверждения 7.9 выполняются, если 
Е (xix't ) невырождена.

Пример 7.11 (асимптотическая нормальность ML-оценки модели 
пробит): Запишем логарифм условной функции правдоподобия для мо­
дели пробит:

1п/(*д|жг:0) = yt 1пФ(ж',0) + (1 -  у/)1п[1 -  Ф(х{0)]. (7.3.20)

Так как 0  =  Е7', условие (1) утверждения 7.9 выполняется. Условие (2) 
очевидным образом выполняется. Для проверки условия (3) проведем 
скучные вычисления, которые дадут нам следующее:

s(w t-,e) = (yt -  Ф(х(в))ф(х[в)

H (w t

(1-Ф(ж£0))Ф(ж'0) 
y t -  Ф(х',в) ^

Ж(.

Ф(ж'0)(1 -  Ф(х(в)) 
yt -  Ф(х(в)

[<b(x'te)Y  +

+
1ф (*{0)(1 -

э '(ж ;0 ) | X t X f

(7.3.21)

(7.3.22)

(Чтобы вывести (7.3.22), используйте тот факт, что у? = yt .) Здесь Ф(-) — 
это (кумулятивная) функция распределения вероятности для N (0 .1), 
а ф(-) =  Ф'(-) — его функция плотности. Тогда легко доказать условный 
вариант (3):

Е[в(гщ:0о)|ж?] =  0 и
- Е [ # ( г щ ; 0 о)|ж,] =  E [s(w t: 0О) 0О) ' Н  ■ (7.3.23)

Так что (3) выполняется по закону полных математических ожиданий. 
В частности, для модели пробит просто показать, что

-  Е[Н (гщ :0о)] =  Е [в(гщ :0О) s(w t: 0О)'] =  Е[А(ж'(0о)А (-ж[0о)ж,ж{].
(7.3.24)

где

Л<’">s  т ^ >  (М 25)
называется обратным отношением Миллса (inverse M ill’s ratio), или 
мерой риска (hazard), для N (0,1). Можно показать, что элемент в скоб­
ках в (7.3.22) лежит между 0 и 2 (см.: [Newey and McFadden, 1994, 
р. 2147]). Поэтому

\\Н(и>(:в)\\ < 2 \\x tx't \\. (7.3.26)
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Евклидова норма ||арж{|| есть квадратный корень из суммы квадратов 
элементов xix[. Поэтому математическое ожидание ||ar( x j | | 2 и, следова­
тельно, математическое ожидание ||ж«ж'{|| конечны, если Е (xtx[) (суще­
ствует и) конечно. Тогда условие локального доминирования на гессиан 
(условие (4)) выполняется, если Е (xtx't) невырождена. Можно показать, 
что условие (5) выполняется, если E (x tx[) невырождена (см. сноску 
на р. 2147 в [Newey and McFadden, 1994]. Мы снова можем сделать 
вывод о том, что условия утверждения 7.9 выполняются, если Е(ж(ж'() 
невырождена.

Асимптотическая нормальность GMM

Рассмотрим теперь GMM. Целевая функция GMM выглядит следующим 
образом:

Qn{e) = - \ g n{ e ) 'W g n{e). где дп{в) = - Т д Ы . е ) .  (7.3.27)
2 (A'x l )  17 ^

Как и в случае М-оценок, мы применяем теорему о среднем значении 
к условиям первого порядка задачи максимизации, но теорема будет 
применена к дп(в), а не к ее первой производной. Таким образом, в от­
личие от случая М-оценок, целевая функция должна быть непрерывно 
дифференцируемой только один раз, а не дважды. Это отражает тот 
факт, что выборочное среднее входит в целевую функцию GMM по- 
другому.

В предположении, что в  — внутренняя точка, условия первого поряд­
ка максимизации целевой функции таковы:

0 ( Щ в )
( p x l )  ()в

(рх 1)

С„(в)' W  дп(в).
(рхК) ( А х Л )  ( Д ' Х 1 )

(7.3.28)

где G n(0) — матрица Якоби для д„(в):

G„(0)
( А ' х р )

Одп(в)
<)в'

(7.3.29)

Теперь применим теорему о среднем значении к дп(в), а не к dQ„/e', 
как в случае М-оценки, чтобы получить разложение в среднем значении:

9Л 0) =  д„{во) +  G„(0) (в  -  в0). (7-3.30)
(A'xl )  (A'xl )  (А'хр) (рх 1)

Подставляя это в записанное выше условие первого порядка, мы получаем: 

О =  - G n(6)' W  д„(во) -  Gnid)' W  С „ ( в ) ( ё - в о). (7.3.31)
(px l )  (рхА‘) ( Л х А )  (Д'х1) (рх А') { ^ х 4̂ ) (А'хр) (pxl )
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Решая это уравнение о т н о с и т е л ь н о  ( в  -  в о ) и  у ч и т ы в а я , 

=  ~ £ ”_] g ( w t , в ) , мы п о л уч а е м :

у /п { в  -  во) =
(pxl)

с п(в) W  G „ ( 0 ) J
(рхК)  ^  х { Кхр)  J

X

x G n(0 )' W  - L i r g (w t;0o). 
(pxf i )  ( K x / n  y / n j? ;

(К  x l)

В этом выражении якобиан G n(0) функции дп(в) вычисляется в 
разных точках — В и в .  Так как дп(в) -  £ д ( щ . в), якобиаи 
любой оценки в может быть записан как

dg(wt;0)
cW

(73.3

Если w t — стационарный и эргодический процесс и в  состоятельна, есте 
ственно предположить, что это выражение сходится к E[dg(wt:0o)/d0']. 
Так же, как в случае M -оценок, это предположение будет верным, если 
dg(wt\Oo)/de/ удовлетворяет соответствующим условиям доминирова­
ния, сформулированным в условии (4) ниже. Теперь должно быть по­
нятно, что эквивалентом утверждения 7.8 для GMM будет

Утверждение 7.10 (а си м п т о т и ч еск а я  н о р м а л ь н о с т ь  G M M ):  Предпо­
ложим, что выполняются предположения утверждения 7.7, так что {wt} 
стационарный и эргодический процесс, W  (К  х К), сходится по вероят­
ности к симметричной положительно определенной матрице W, ир-мер- 
ная GMM-оценка 6 состоятельна. Предположим также, что
(1) во — внутренняя точка О,

(2) g{ wr.e) непрерывно дифференцируема по в  для любых wt,
( A' x l )

(3) тк  H JLi Во) ->d И (О. S  )
v  ( А х  А )

S  положительно определенная,

(4) (Условие локального доминирования для некоторой окрест­
ности М  ТОЧКИ во,

так что д ля  любой состоятельной оценки в,

у  У У  ()g(w t ; в ) гд д (и н :в р ), 
v f - ;  д в ' р  1 <)в'

( А  х р )
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(5) Е [^-gg;’00-̂ ] — матрица полного столбцового ранга.
( К  хр )

Тогда будут верны следующие результаты:
(а) (Асимптотическая нормальность.) 0 асимптотически нормальна с 

Avar(0) =  (G W G ) lG 'W S W G ( G 'W G )" '.
(pxp)

где G  = Е № * > > ] ,
( К  хр) L au J

(b) (Состоятельная оценка асимптотической ковариационной матрицы.) 
Предположим, что имеется состоятельная оценка S  для S. Асимп­
тотическая ковариационная матрица состоятельна и оценивается как

Avar(0) = (<$' W G y ' G ’W S W G i G 'W G y K (7.3.34)

где G = С п(0) = 1 Е м
( Кх р )  1 1 1

i)g (w r.e )
<w ■

Предположение о том, что 5  положительно определена, на самом 
деле не нужно для доказательства утверждения, однако мы можем его 
сделать, потому что практически во всех прикладных задачах это пред­
положение выполняется (или предполагается), а также это нам будет 
необходимо позднее, при обсуждении проверки гипотез в данной главе.

Полезно отметить аналогию между линейным и нелинейным GMM, 
сравнив это утверждение с утверждением 3.1. В случае линейного GMM, 
дп(в) задается как

9п{в) =  -yt) -  (7.3.35)
n t=1 " 1=1

Так что G  = G„(0) в утверждении 7.10 сводится к (— a G 
сводится к — Е (Xfz't). Суть утверждения 7.10 состоит в том, что асимпто­
тическое распределение нелинейной оценки GMM может быть получено 
путем линейной аппроксимации дп(0) в окрестности вектора истинных 
значений параметра.

Аналогия с линейным GMM наблюдается и далее:

• (Эффективность нелинейного GMM.) Используя текущие обозна­
чения, запишем матричное неравенство (3.5.11) из параграфа 3.5:

(G 'W G )- lG 'W S W G ( G 'W G ) - 1 > (G 'S - lG)~l. (7.3.36)

которое утверждает, что нижней границей для Avar (в) является 
(G 'W G )~ l . Нижняя граница достигается, если W- удовлетворяет 
условию эффективности: plim,,^^-. W  = S~ l , то есть W  =  5 _| для 
некоторой состоятельной оценки S.
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• ( J -статистика для проверки сверхидентифицирующих ограничений) 
Предположим, что условия утверждения 7.10 выполнены и что W  = 
=  S -1 , так что W  удовлетворяет условию эффективности:рНш W  =  
=  S ” 1. Тогда минимизированное расстояние J  =  ngn( 8 y S " lgn(0) 
(== - 2 nQri(e)) имеет асимптотическое распределение хи-квадрат 
с К  — р степенями свободы. Доказательство этого результата точно 
такое же, как и в линейном случае, см.: [Newey and McFadden, 
1994, Section 9.5] для доказательства.

• (Оценивание S.) S  — это долговременная ковариационная мат­
рица {у(ги*;0о)}. При выполнении некоторых надлежащих техни­
ческих ограничений методы, представленные в параграфе 6.6. — 
такие, как VARHAC, — могут применяться к оцененным рядам 
{д(гир/в)} для получения S. В частности если w t i.i.d., то тогда 
S  =  E\g(wt'.0o) х g{wt\0{))f) и в роли S  может выступать второй 
выборочный момент g{wt\6).

Сопоставление GMM с ML

Вопрос, на который мы только что ответили, таков: если принимать 
условия ортогональности как заданные, то каков оптимальный выбор 
взвешивающей матрицы W?  Связанный с предыдущим, но все же от­
дельный вопрос: каков оптимальный выбор условий ортогональности1? 
Этот вопрос также имеет определенный ответ при условии, что парамет­
рическая форма функции плотности для данных (w i ....... w v ) известна.
Здесь мы сконцентрируемся на случае i.i.d., считая, что плотность веро­
ятности w t задана функцией /(«>,: в). Пусть в  — оценка GMM, связан­
ная с условиями ортогональности E[g(ti>f.0o)] =  0. Ее асимптотическая 
ковариационная матрица Avar(0) задается в утверждении 7.10. Несложно 
показать, что

Avar(0) > E[s(u>t :0o) s(w t: 0о)']-1 . где s (w ,:0 o) =
(pxl)

(7.3.37)
То есть матрица, обратная к информационной матрице Е ( s s ')4 — нижняя 
граница для асимптотической ковариационной матрицы оценок GMM. 
Это матричное неравенство выполняется при выполнении предположе­
ний утверждения 7.10 и некоторых технических условий на /(«?*: 0).

‘Еще один вопрос об эффективности касается оптимального выбора инструментов 
в обобщенном нелинейном методе инструментальных переменных (частный случай 
GMM, в котором функция д -  произведение вектора инструментов на вектор ошибок 
для оцениваемого уравнения). По поводу обсуждения оптимальных инструментов см.: 
[Newey, McFadden, 1994. Section 5.4].
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которые допускают перестановочность дифференцирования и интегриро­
вания. См.: [Newey and McFadden 1994, Theorem 5.1] для формулировки 
этих условий и доказательства. Тогда, исходя из этого результата, асимп­
тотическая эффективность оценок ML выше, чем у GMM-оценок, потому 
что указанная нижняя граница [E ^s')]-1 — это асимптотическая ко­
вариационная матрица оценки ML. Превосходство ML, однако, не очень 
удивительно, учитывая то, что ML использует информацию относительно 
параметрической формы /(гщ;0) функции плотности вероятности, в то 
время как GMM не делает этого.

Как вы покажете в контрольном вопросе 4 ниже, GMM достигает 
этой нижней границы, когда функция д в условиях ортогональности 
является функцией вклада для наблюдения t :

g(wt-.e) = s(w,:e) = - в ) . (7.3.38)
(A'x 1) {p x 1)

Таким образом, оценка GMM с оптимальными условиями ортогонально­
сти асимптотически эквивалентна ML. В действительности они численно 
эквивалентны, что можно показать следующим образом. Поскольку К  
(количество условий ортогональности) равно р (количеству параметров), 
когда д  выбрано оптимально, как в (7.3.38), оценка GMM в  должна 
удовлетворять условию дп{9) = 0, что, в соответствии с (7.3.38), может 
быть записано как

1 "
- Y s ( w t:e) = 0. (7.3.39)
77. Z—'7=1

Это не что иное, как уравнения правдоподобия (то есть условия первого 
порядка для ML). Они имеют хотя бы одно решение, потому что оценка 
ML удовлетворяет им. Если у них ровно одно решение, то в  является 
оценкой ML, равно как и оценкой GMM. Если у них более одного 
решения, то нам нужно выбрать одно из них в качестве GMM-оценки. 
Так как одним из решений является оценка ML, мы можем просто 
выбрать ее в качестве оценки GMM.

Выражение для ошибки оценки в едином формате

Чтобы подготовиться к изучению вопросов следующего параграфа, полез­
но привести несколько отличающееся доказательство асимптотической 
нормальности. Мы использовали теорему о среднем значении, чтобы 
выписать разложение в среднем значении для ошибки оценки, которое 
представлено в (7.3.7) для М-оценок и в (7.3.32) для GMM. В этом под­
параграфе мы покажем ниже, что они могут быть записаны в одинаковом 
для обеих оценок виде (7.3.43).

7.3. А сим птотическая  норм альность
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Рассмотрим сначала М-оценку. Учитывая, что 

dQn(9 о) 1
дв = -  У ]s(w t:e0), 

п <=1

разложение в среднем значении (7.3.7) может быть записано как

у/п (в -  во) = i  £ > ( » , : « )
1 “ I

«=1

дЯп(во)
дв

(7.3.40)

По условию (4) утверждения 7.8, £ ^ “=1 H {w t\в) сходится по вероят­
ности к некоторой симметричной матрице Ф размера р х р, заданной 
как

(7.3.41)Ф = E [H (w f,e0)}. 
(рхр)

Перепишем (7.3.40) в виде: 

у/п{в — во) = — Ф -1 \/п 0Qn(0 о) 
дв

t = 1

-1
Ф -1 \  / - а д п (б

I ' 7 5 - »
(во)

(7.3.42)

По построению, выражение, заключенное в скобки, сходится по вероят­
ности к нулю. По условию (3) утверждения 7.8,

дЯг,(во)
^ - о в - ( =  ! > ( » , : « ) )

сходится к случайной величине. Так что последняя составляющая, кото­
рая является произведением выражения, заключенного в скобки, на у/пх  
х —gg—■, сходится по вероятности к нулю, по лемме 2.4(b). Этот факт 
можно компактно записать в виде разложения Тейлора (Taylor expan­
sion)^ :

М О - в о )  =  - Ф - 1 ()Qn{̂ )] +  ор . (7.3.43)
(pxl) ^  ({>™ (pxi)

где слагаемое «ор» обозначает «некоторую случайную величину, которая 
сходится к нулю по вероятности»2. Точное выражение для слагаемого ор 
будет зависеть от контекста. Здесь оно равно последней составляющей

'Для этого представления более подходит термин «разложение Тейлора», а «не разло- 
жение среднего значения», потому что матрица, которая перемножается с у/п 
вычисляется в во. а не в в. как это делается в разложении в среднем значении.

•Обозначение «о,,» было введено в параграфе 2.1.
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в (7.3.42). Как вы увидите, все, что важно для нашего анализа, — 
это чтобы слагаемое ор исчезло (чтобы оно сходилось к нулю по ве­
роятности), а не его выражение. Так как разность между у/п(в -  во) 
и -Ф -1 v/n исчезает, асимптотическое распределение у/п(в -  в о)
точно такое же, как асимптотическое распределение - Ф ~1v/n 
по лемме 2.4(a). Тогда из этого следует, что у/п(в — во) сходится к нор­
мальному распределению с нулевым математическим ожиданием и асимп­
тотической ковариационной матрицей, заданной соотношением:

Avar(0) = Ф-1 ХФ~! где S  = A varf-% ^ — V (7.3.44)
(рхр) V ив /

Для М-оценок у/п E"=i s (w t' в) и Е является долговремен­
ной ковариационной матрицей s ( w f . 6 Если положить Ф = E[H(wf, в)}, 
то мы получим выражение для Avar в  из утверждения 7.8.

Теперь обратимся к GMM. Выражение для у/п ffiil  выглядит сле­
дующим образом:

^ с ^ о )  =  _ [G n(e o)] ' W - L ^ ( w t ;e o ). (7.3.45)

(Вспомним, что Gn(e) = да§ ^  ■) Так как Gn(eо) = ^ Е  —-|gr— ->-Р 
G(= W  -Эр W , и («**«) Ar(O.S) при вы­
полнении условий утверждения 7.10, \/п будет сходиться к нор­
мальному распределению с нулевым математическим ожиданием и

£  = A v a r f = G' \V  S  W  G . (7.3.46)(рхр) V ив ) (рхК)(КхК)(КхК)(КхК)(Кхр)

Теперь перепишем разложение в среднем значении (7.3.32) для ошибки 
GMM-оценки как

у/пф -во) = - В ~ 'с. B  = -G „ (eyW G n(e).

с = - G n($y У  g(wt: в0). (7.3.47)

Далее, в контрольном вопросе 5, будет предложено показать, что это 
можно записать как разложение Тейлора (7.3.43) с симметричной матри­
цей Ф, заданной соотношением:

(7.3.48)Ф = -  G' W  G .
(рхр) (рхК) (КхК) (Кхр)
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Подставляя (7.3.48) и (7.3.46) в (7.3.44), мы получим асимптотическую 
ковариационную матрицу GMM-оценки, описанную в утверждении 7.10. 
Табл. 7.1 подытоживает анализ, проведенный в этом подпараграфе, пока­
зывая, как стоит проводить подстановку, чтобы сделать общие формулы 
применимыми для М-оценок и GMM.

Таблица 7.1

Разложение Тейлора для отклонения 
выборочной оценки от истинного значения параметра

у /И {ё -в0) =  +Ор, v/waQ; ; r ,) -^W (°; S), Avar(0) = Ф ^ Е Ф -1

Элементы для замены М-оценки GMM

( М в ) i  J2 tn(wt,9)
l l

~{9п{в)'W g n(9)

/ГГVTI“  ов Г, i t  8{ин;в0) - [ G n{e0) ] ' W ± t . g ( w s , e a)

ф E[H(wr,9u)} -G 'W G

Е
долговременная 
ковариационная 

матрица для
8(wt,0о)

G 'W SW G

Примечание: Относительно определения s(wi:0) и H(wr,9) см. (7.3.2) и (7.3.3). 
Кроме того,

9ЛВ) -  У "g(w t;0) и GП
\ - \

Г(>0(го,;0о) 
' дв'

Между прочим, для анализа, проводимого в следующем параграфе, 
будет полезно заметить, что X = -Ф  для ML с i.i.d. наблюдения­
ми и для эффективного GMM (GMM с W  = S~ l). Для ML X = 
= E\s(wi\eo)s(wt.: во)'}, что равняется матрице Ф в (7.3.41), взятой со 
знаком минус, благодаря равенству для информационных матриц. Для 
эффективного GMM, задав W  = S ' 1 в (7.3.46), мы получим:

X = G'S lG. (7.3.49)

что есть Ф в (7.3.48) со знаком минус.

Контрольные вопросы

1. (Вклад и гессиан целевой функции.) Для М-оценок и, в частности, ML 
мы определили вклад наблюдения (, s(wt\9) как градиент (вектор первых 
производных) и гессиан для наблюдения t, H(wt:9), как гессиан функ­
ции m(wt:e). Пусть вклад (без добавления слов «для наблюдения (») — 
это градиент целевой функции Qn(9), обозначаемый как sn(9). Пусть 
гессиан (без добавления слов «для наблюдения (») — это гессиан целевой
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7.3. Асимптотическая нормальность

функции Qn(9), обозначающийся как Н п(в). При выполнении условий 
утверждения 7.9 покажите, что

Е [ в „ ( 0 о )] =  0 .  - ^ Е [ Я „ ( 0 о )] =  Е [ в п ( 0 „ ) в „ ( 0 о ) ' ] .

Указание: { s n(w,: 0О)} /./.d.

2. (Равенство для условных информационных матриц в модели линейной 
регрессии.) Для линейной регрессии в примере 7.10 проверьте, что

E [ s ( t i> ( : 0 o ) | * f j  = 0 и -  E{H(w,:Oo)\xt] =  E [ s ( w f ; 0 o ) s ( ™ ( : 0 ( ) ) , |®t]-

3. (Avar для модели линейной регрессии.) Для модели линейной регрессии 
из примера 7.10 пусть (/3, ст2) — ML-оценка (/3,а2). Запишите первую 
оценку Avar(0), определенную в (7.3.14). Верно ли равенство:

Avar(/3) -  <T2( i

[Ответ: Да.]

4. (GMM с оптимальными условиями ортогональности.) Предположим, что 
соответствующие технические условия на гипотетическую функцию плот­
ности f ( w t:6) выполняются, так что равенство для информационных 
матриц будет верным. Используя утверждение 7.10, покажите, что, когда 
функция д в моментных условиях задается как в (7.3.38), асимптотиче­
ская ковариационная матрица оценки GMM равняется матрице, обратной 
к информационной матрице для наблюдения t (являющейся нижней гра­
ницей в (7.3.37)). Указание: Так как К  равняется р, G  - квадратная 
матрица и выражение для Avar(0) в утверждении 7.10 редуцируется 
к Avar (9) =  G~' S G '~ ' . Из выбора g следует, что G = E [//(tw ,:0o)j 
и что S  = E[a(wt: 9o)s(wt: ОоУ].

5. (Разложение Тейлора для ошибки GMM-оценки.) Покажите, что (7.3.47) 
может быть записано как разложение в ряд Тейлора (7.3.43) при выпол­
нении условий утверждения 7.10, выполняя следующие этапы:

(a) Покажите, что В ~ 1 = Ф-1 4 -  Yn, где Y n -э ;> 0.

(b) Покажите, что с =  + у п, где у п — 0. Указание:

G n{9) — G n(9o) — (Gn(9) — G) + (G  — G „ ( 9 q)) —>p 0 и 

1W - ^ T g ( w t:9 o)

сходится по распределению к случайной величине.
(с) Покажите, что - В ~ хс =  -Ф~х фп0С2' ^ " )- —х п. где

Жг> --

(d) Покажите, что ж„ 0.
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6. (Почему расстояние в GMM делится на 2.) Проверьте, что если бы 
минус дп(в)' S~^ дп(в) не делилось на 2 в определении целевой функции 
эффективного GMM, то мы бы не имели £  = -Ф.

7.4. Проверка гипотез

Как хорошо известно для ML, существует триада статистик — статисти­
ка Вальда, статистика множителей Лагранжа (LM) и статистика отноше­
ния правдоподобий (LR), которые могут быть использованы для проверки 
нулевой гипотезы. Эти три статистики асимптотически эквивалентны, 
в том смысле, что у них одинаковое асимптотическое распределение (х2). 
В этом параграфе мы покажем, что асимптотическая эквивалентность 
этой триады может быть распространена на GMM, выстраивая доказа­
тельство, применимое как к ML, так и к GMM. Краеугольным камнем 
этого доказательства будет общий формат ошибки оценки, который был 
получен в конце предыдущего параграфа. Читая этот параграф впервые, 
вы, возможно, захотите прочесть следующий подпараграф, а потом пе­
рейти к последнему подпараграфу.

Нулевая гипотеза

Мы уже рассматривали в контексте модели линейной регрессии пробле­
му тестирования набора г возможно нелинейных ограничений (см. па­
раграф 2.4). Кратко повторим: пусть во — р-мерный параметр модели. 
Нулевая гипотеза может быть выражена как

Н0 : а (во) = 0. (7.4.1)
( г х ! )

Мы предполагаем, что а(-) непрерывно дифференцируема. Также обозна­
чим

Л(в) = -  (7.4.2)
( г х р )  а о

якобиан а(в). Мы предполагаем, что

Ао = А(во) имеет полный столбцовый ранг. (7.4.3)
( г х р )

Это гарантирует, что указанные г ограничений не дублируют друг друга. 
Это условие на ранг дает нам г ^  р.

Пусть в — рассматриваемая экстремальная оценка. Это либо ML-оцен- 
ка, либо GMM-оценка. Она решает задачу безусловной оптимизации (7.1.1). 
Статистика Вальда для проверки нулевой гипотезы использует оценку
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без ограничений. LM-статистика, напротив, использует оценку с огра­
ничениями (constrained estimator), обозначаемую как в, которая явля­
ется решением задачи

max Qn(0) при ограничениях а(0) = 0. (7.4.4)
дбв

Как было показано в параграфе 7.2, истинное значение параметра во 
является решением «предельной задачи безусловной оптимизации», где 
Qn в задаче безусловной оптимизации (7.1.1) заменяется предельной 
функцией Qо. Она также является решением «предельной задачи услов­
ной оптимизации», где Qn в вышеописанной задаче условной оптимиза­
ции заменяется предельной функцией Qo, потому что во удовлетворяет 
ограничениям. Оказывается, что равномерная сходимость по вероятно­
сти к Qo(-) обеспечивает то, что предел оценки с ограничения­
ми в является решением предельной задачи условной оптимизации, что 
есть во. По поводу доказательства см.: [Newey and McFadden, 1994, 
Theorem 9.1] для GMM и [Gallant and White, 1988, Lemma 7.3(b)] 
для общего случая экстремальных оценок. Также возможно показать, 
что если все условия, обеспечивающие асимптотическую нормальность 
для оценки модели без ограничений, выполняются, то тогда в будет 
также асимптотически нормальной при выполнении нулевой гипотезы. 
Для доказательства этого свойства для GMM-оценки см.: [Newey and 
McFadden, 1994, Theorem 9.2]; для ML, см., например: [Amemiya, 1985, 
Section 4.5]1.

Рабочие предпосылки

Доказательство того, что статистики Вальда, LM и LR имеют асимп­
тотическое распределение х2(г), базируется на выполнении следующих 
условий:

(A) \/п(в -  во) допускает разложение в ряд Тейлора (7.3.43), которое 
имеет вид:

-  во) = - Ф - 1 dQf ^ 0)- + op- (7.4.5)

(B) \fn iV(0. S), £ положительно определена.

(C) \ / п ( в - в о) сходится по распределению к некоторой случайной вели­
чине.

(D) £  = -Ф .

'Если вам интересно доказательство, то оно представляет собой всего лишь 
вариант разложения в среднем значении из рассуждений подпараграфа, посвященного 
LM-статистике, который базируется на разложении Тейлора.
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Мы показали в предыдущем параграфе, что первые два условия вы­
полняются для условного ML при выполнении условий утверждения 7.9, 
для безусловного ML — при выполнении этих условий, надлежащим 
образом модифицированных, а для GMM — при выполнении условий 
утверждения 7.10. Как только что было замечено, при выполнении тех 
же условий, оценка модели с ограничениями в  состоятельна и асимп­
тотически нормальна, что обеспечивает выполнение условия (С). Таким 
образом, условия (А)-(С) вытекают из условий, которые обеспечивают 
асимптотическую нормальность экстремальной оценки.

Статистики Вальда и LM, если их определить должным образом, 
так, чтобы они не зависели от выполнения условия (D), асимптотически 
распределены по закону х 2(г ) ’ Но если условие (D) выполняется, можно 
упростить выражения для этих статистик. Более того, без этого условия 
статистика LR не будет распределена асимптотически по \ 2(г). Как 
было отмечено в конце предыдущего параграфа, условие (D) выполняется 
для ML и для эффективного GMM с W  =  S " 1. Таким образом, та часть 
анализа, которая базируется на условии (D), неприменима к неэффек­
тивному GMM.

Статистика Вальда

В этой книге мы несколько раз получали статистику Вальда, используя 
«дельта-метод» из леммы 2.5. Здесь мы приведем несколько отличаю­
щуюся процедуру вывода этой статистики, основанную на разложении 
Тейлора. Применяя теорему о среднем значении к а (в ) в окрестности во 
и учитывая, что а(во) =  0 при выполнении нулевой гипотезы, мы полу­
чим разложение в среднем значении для у/п а(в):

у/п а{в) =  А (в) у/Ъ{в -  во). (7.4.6)
(г х 1) (г хр) (рх 1 )

Получение разложения Тейлора через разложение в среднем значении 
более прозрачно, чем то, которое было проведено в предыдущем пара­
графе. Так как в , лежащая между во и в , состоятельна и так как А(-) 
непрерывна, А (в)  сходится по вероятности к Ао(= А (в о)). Более того, 
элемент, на который умножается А(в). у/п (в —во), сходится к некоторой 
случайной величине. Так что (А(в)  -  Ао)у/п(в  -  во) исчезает (сходится 
по вероятности к нулю), по лемме 2.4(b). Обозначая это слагаемое как ор, 
перепишем разложение в среднем значении в виде разложения Тейлора:

у/п а(в) = Ао у / п ( в - в о ) +  0Р. (7.4.7)
(г х 1) (гхр) (рх 1) (/• X 1)

(Учтите, что такая аргументация была бы неверна, если бы у/П(в — во) 
не сходилось к некоторой случайной величине.)
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Подставляя разложение Тейлора ((7.4.5) в это равенство, мы получаем 
уравнение, связывающее у/г1а(ё) и у/п ;

\/п.а(в) =  — Ао Ф 1 v ^ «  +  op. (7.4.8)
(rx 1 ) (гхр) (рхр) с у
v ; (pxl)

(Здесь ор — это умноженное на Ао ор из (7.4.7) плюс ор из (7.4.7), 
но оно все равно сходится к нулю по вероятности.) Из этого выраже­
ния и асимптотической нормальности у/п (уСЛ0Вие (В)) сразу же
следует, что у/ri а(д) сходится к нормальному распределению с нулевым 
математическим ожиданием и

Avar(a(0)) =  А 0Ф - | £ Ф -1 Ао =
(гхг) (7.4.9)

=  Ао S  1 А'0 (если выполняется условие (D)).
(гхр) 0 >хр) (рхг)

Поскольку матрица Ао размера г х р — матрица полного строкового 
ранга и Е  — положительно определенная матрица (по условию (В)), 
эта матрица размера г х ?• положительно определена. Таким образом, 
соответствующая квадратичная форма

па(ву  [А0£ “ 1 A f0] ~ 1а(в) (7.4.10)

имеет асимптотическое распределение \ 2(г) при нулевой гипотезе. Как 
было замечено выше, А (в)  —>р Ао- Так что если имеется состоятель­
ная оценка £  для £ ,  то А (0 )£ ~ 1А (0)' — состоятельная оценка для 
A o S  ^ A q ,  и з  чего, по лемме 2.4(d), следует, что статистика Вальда, 
определенная как

W = па{ву  [ А (0 )Е ~ 1 А { ё у } ~1 а(в). (7.4.11)

также имеет асимптотическое \ 2(г) распределение при нулевой гипотезе.
Как получить состоятельную оценку Е  для Е (=  — Ф), зависит от то­

го, является ли экстремальная оценка ML-оценкой или оценкой эф­
фективного GMM. Для ML она задается эффективной оценкой - Ф  = 
= -E [ H (w t:90)]:

о2(Уп{ё)
двдв' 1 £ я ( « , : в )

t= 1

или состоятельной оценкой Е  =  Е[в(гщ:0о)в(гщ;0о)Т

(7.4.12)

1 "
— s(w t: в) 8(тр в ) '. >) (7.4.13)

4 = 1
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Для эффективного GMM, £  =  G ' S  ]G  (см. (7.3.49)), что можно состо­
ятельно оценить как

±  =  G ' S  lG  с G  = G n{e) -- - Y  (7.4.14){к х р) п д&

Как уже отмечалось, S  — оценка долговременной ковариационной мат­
рицы, полученная из оцененного ряда {<7(m«:0 )}.

Статистика множителей Лагранжа (ЬМ-статистика)

Пусть 7 „ (г х 1 ) — множитель Лагранжа для задачи с ограничения­
ми (7.4.4). Оценка модели с ограничениями в  удовлетворяет условиям 
первого порядка:

^ С̂ г -  + А ( в У ^ 1 п = 0 . (7.4.15)
О в  (р  х  1)

у/па(в)= 0 . (7.4.16)
(гх 1)

Мы хотим построить разложение Тейлора для этих условий первого 
порядка. По условию (С), у/п(0 -  во) сходится к некоторой случайной 
величине. Тогда s/n.a(6) допускает разложение Тейлора:

у/па(в) = A q у/п(в — во) + Ор. (7.4.17)

В контрольном вопросе 2 будет предложено показать, что следующее 
разложение Тейлора верно как для ML, так и для GMM:

v/S ^ ^  =  ^ ^ % ^ + 4 ,v/r (e - O o )+ < v  (7.4.18)

Следствием этого равенства является то. что сходится к неко­
торой случайной величине. Тогда \ /” 7л- удовлетворяющее (7.4.15). схо­
дится к случайной величине. Следовательно, поскольку А(в)  —7 , Ао , мы 
получаем:

А (в ) '\/п 7 л  =  A'q \/п 7 „ +  (А(в) -  АоУу'луп = А'{) Vr> ~fn + ор. (7.4.19)

Подставляя эти три уравнения в условия первого порядка, мы получаем:

' ф
( р х р ) ■Ао'

( р х г )
' ^ ( в - в 0)'

( р х  I)

г гг. <9Q»(0o)1 
V" дв

( p x l )

Ао 0 \ А » 7 н 0
_ ( г х р ) ( г х г ) L ('-х1) J ( Г Х  1)

+  Ор. (7.4.20)
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Используя формулу обращения для блочных матриц, можно решить это 
уравнение и получить в итоге:

y fc tn  = - ( Л о ф - ' А У ' А о ф - ' ^ ^ ^  + <у (7.4.21)

^ ( 9 - а о )  = - [Ф ~ 1- Ф ~ 1А^(А0ф - | А,0) - 1АоФ~1] ч/Г ^ а°) + ,у
(7.4.22)

Дальнейший вывод LM-статистики такой же, как и для статистики Валь­
да. Согласно (7.4.21) \ /п у п сходится к нормальному распределению с ну­
левым математическим ожиданием и асимптотической ковариационной 
матрицей, заданной соотношением:

Avar (7 „) =  (А о ф -’А ^ - и о Ф ^ Е ф - 'А ^ А о ф - 1̂ ) - 1 =
(гжг) (7.4.23)

=  ( А о Е ^ ^ о ) '1 (если выполняется условие (D)).

Так как эта матрица размера г х г положительно определена, соответ­
ствующая ей квадратичная форма

^ ' ( A o S - 'A 'b n  (7.4.24)

при выполнении нулевой гипотезы имеет асимптотическое распределе­
ние х2(г). Если существует состоятельная оценка матрицы £ ,  обозна­
чаемая как £ ,  то тогда А (0 )£ ~ 1А (0)' будет состоятельной оценкой 
для A o2j~1A q. Так что LM-статистика, определенная первой строкой 
выражения, приведенного ниже, при выполнении нулевой гипотезы имеет 
асимптотическое распределение х2(г). Эту статистику можно привести 
к более красивому виду, использовав условия первого порядка (7.4.15):

Ш  = п ч '„  [А (0 )Е -‘А (0)'] 7п =
( 1 X Г) 4 ■" " V "  '■ ^ (rXl)

(гхг)

=  n ( A ( 0 ) 4 ) ,S - 1(A (0),7,l) =

= / В Д у  f, - w dQn(0)\
Ч  д в  )  ipxp) V э в  )

(1хр) (рх 1)

(так как А (в ) '^п =  — по (7.4.15)). (7.4.25)

Последнее выражение для LM-статистики объясняет, почему ее так­
же называют тестовой статистикой вклада (score test statistic). Она 
представляет собой расстояние от нуля до вклада, рассчитанного для 
оценки с ограничениями в. Однако вы не должны обманываться кра­
сотой этой статистики: несмотря на то что это квадратичная форма,
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соответствующая р-мерному вектору, количество степеней свободы ее 
асимптотического распределения \ 2 равно г, а не р , что ясно из приве­
денного процесса вывода этой статистики.

Для ML Ё  задается посредством (7.4.12) или (7.4.13), вычисленных 
в в. Для GMM состоятельной оценкой S  будет:

S  = G 'S ~ lG  с G = G n{6) =  1 V  д9(™ ^ ] . (7.4.26)
{Кхр) n t \̂

Здесь S  — оценка долговременной ковариационной матрицы, построен­
ной для оцененных рядов {g{wt\e)}.

Статистика отношения правдоподобий (LR-статистика)
^ч

LR-статистика определяется как умноженная на 2п разность Qn(e) -  
Qn(0)- (Для эффективного GMM называть это статистикой отношения 
правдоподобия не совсем корректно, потому что Qn для GMM — это 
не функция правдоподобия, но мы все же будем использовать этот тер­
мин как для ML, так и для GMM.) Для ML и GMM несложно показать 
(см. контрольные вопросы 6 и 7), что

LR =  2п ■ [Qn (в ) -  Q„ (6»)] =  - п ( в  -  в)'Ф {в -  в) +  ор. (7.4.27)

Справедливость этого выражения не зависит от условия (D).
Из этого выражения легко вывести асимптотическое распределение 

LR-статистики. Вычитая (7.4.22) из (7.4.5), мы получаем:

= - Ф ~ 1А()( ^ 0Ф ~1А [ ,) - и о Ф - 1̂ ^ " --+е>р. (7.4.28) 

Подставляя это в (7.4.27), можно записать LR-статистику как

< ю , , т
()в ) +  °/>- 

(7.4.29)
Теперь воспользуемся предположением (D). LR-статистика превращает­
ся в

LR= [A0S - ‘Ao Г Ч е -1 ( Щ в р )
дв j  + Ор .

(7.4.30)
Это выражение распределено асимптотически по закону \ 2(г), пото­
му что ковариационная матрица предельного распределения величины 
A qS ~~1 ^у/п j  __ положительно определенная матрица в скобках.

Это завершает доказательство асимптотической эквивалентности три­
ады статистик. Но из этого доказательства должно быть понятно, что
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в ы п о л н я е т с я  н е ч т о  б о л е е  с и л ь н о е ,  ч е м  п р о с т о  а с и м п т о т и ч е с к а я  э к в и в а ­

л е н т н о с т ь  ( т о т  ф а к т ,  ч т о  т р и  с т а т и с т и к и  и м е ю т  о д и н а к о в о е  а с и м п т о т и ч е ­

с к о е  р а с п р е д е л е н и е ) .  М ы  п о к а з а л и  в д о к а з а т е л ь с т в е ,  ч т о  р а з н о с т ь  м е ж д у  

с т а т и с т и к о й  В а л ь д а  и (7.4.10) е с т ь  ор. Н о ,  п о  (7.4.8), р а з н о с т ь  м е ж д у  

в т о р ы м  в ы р а ж е н и е м  и к в а д р а т и ч н о й  ф о р м о й  в в ы р а ж е н и и  д л я  L R - с т а -  

т и с т и к и  (7.4.30) —  э т о  ор, в с л у ч а е  к о г д а  £  =  — Ф .  Т о  е с т ь  ч и с л е н н ы м  

о т л и ч и е м  м е ж д у  с т а т и с т и к о й  В а л ь д а  и L R - с т а т и с т и к о й  б у д е т  ор, е с л и  

£  =  — Ф .  Т о  ж е  с а м о е  в е р н о  и д л я  L M - с т а т и с т и к и .  Р а з н о с т ь ю  м е ж д у  

н е ю  и (7.4.24) с н о в а  я в л я е т с я  ор, к о г д а  £  =  — Ф .

Итоговые выводы для триады статистик

Ч т о б ы  п о д ы т о ж и т ь  д о в о л ь н о  д л и н н о е  о б с у ж д е н и е  в э т о м  п а р а г р а ф е ,  

п р и в е д е м

Утверждение 7.11 (триада статистик): Пусть в  — экстремальная оцен­
ка, определенная в (7.1.1). Рассмотрим нулевую гипотезу (7.4.1), где а(-) 
непрерывно дифференцируема (так что якобиан А(8) =  непреры­
вен) и выполняется ранговое условие (7,4.3). Пусть в  — экстремальная 
оценка модели с ограничениями, определенная в (7.4.4). Предположим:

• выполнение предположений утверждения 7.9, если экстремальная 
оценка — э т о  оценка условного ML,

• выполнение предположений, соответствующим образом модифици­
рованных, как показано прямо под утверждением 7.9, в случае 
оценки безусловного ML,

• выполнение предположений утверждения 7.10 с W  = S ~1 и на­
личие состоятельной оценки S  для S , построенной из в, и S  
построенной из в,  в случае эффективного GMM.

Определим статистики Вальда, LM, и LR, как это сделано в табл. 7.2. 
Тогда

(a) экстремальная оценка с ограничениями 9 состоятельна и асимпто­
тически нормальна,

(b) при выполнении нулевой гипотезы все три статистики сходятся по рас­
пределению к \ 2(г), где г — количество ограничений в нулевой 
гипотезе,

(c) более того, при выполнении нулевой гипотезы численное различие 
между указанными тремя статистиками сходится к нулю по распре­
делению.
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Таблица 7.

Триада статистик 

Статистика Вальда: па(0),[Л(0)Е"1Д(0)']"1а(в)
( 1X 7) ( rXp) (<P'*P'i (рхг)  ( Г’ X 1)

LM-статистика: п ( dQ*}e-  ) Ё  1 ( ас?Д,- -  
(14,,) I <рхр) \  <Д 1,

LR-статистика: 2п ■ [Qn(0) -  Qn(0)

Элементы для 
подстановки

Условный ML Эффективный GMM

Qn(0) -  Е  bgf(y t\x t -,0)
n t л

- \ д п { в у § - 1дп{в)

Е 82Q„(0) 1 " , , л ,  
8980' ИЛИ п 5  8{Wt; e)s{Wt' e) G 'S ~ lG, G  = G n(9)(Кхр)

Ё заменить 0 на 0 в выражении выше G 'S ~ lG, 6  = G n(0)(Kxp)
Примечание: По поводу определения s(wt;0) и H ( w t;9) см. (7.3.2) и (7.3.3). 
Кроме того,

9п(9) = ± £ д ( т ; 0 ) ,  Оп{0) = и С? =  Е80'
' dg{wt\0u)' 

80'

В Qn(0) и Qn{0) для GMM используется одна и та же матрица, стоящая здесь 
посередине.

Контрольные вопросы
1. Проверьте, что LM-статистика для ML может быть записана как

2. Выведите (7.4.18). Указание: Д л я  M L замените в  на в  в (7.3.5). Д ля  
GM M  выведите

н Ю п ( в )  _
00

= -  G„(0 y w -y =  f ^ g ( w , : 0 о) -  G n(e y W G n(0)V^(e  -  60),
v n t= 1

где 9 лежит между 0q и 9. Вывод этого должен быть столько же простым, 
как и вывод (7.3.11).

3. Объясните, почему LR-статистика не будет асимптотически распределена 
по закону \ 2, если не выполняется условие Е  =  -Ф .

4. Рассмотрите триаду статистик, рассчитанных так, как указано в табл. 7.2, 
для ML, но предположите, что данные w t автокоррелированы. Какая 
из трех оценок все еще будет распределена асимптотически по закону 
\ 2? [Ответ: Никакая.]
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5. Предположим, что условие £  =  - Ф  не выполняется, но предположим, 
что у нас есть состоятельная оценка Ф для матрицы Ф, равно как и со­
стоятельная оценка £  для £ . Предложите LM-статистику, которая имеет 
асимптотическое распределение \ 2{г). Указание: Используйте первое ра­
венство в (7.4.23), которое остается верным и без выполнения £  =  -Ф . 
Ответ таков:

7 ^ ( ^ ^ ) , ф - 1Л ( 0 ) ' [ A ( б )̂ ф - 1S Ф “ 1A ( 0 ) , ] 1 х

х Л ( в ) * - ( М ) .  (7.4.31)

6. (По желанию доказательство (7.4.27).) Докажите (7.4.27) для М-оценок. 
Указание: Воспользуйтесь разложением в среднем значении «второго 
порядка» в окрестности в

Qn(B) = Qn (в) + - 9 )  + \ ( в -  0 ) '? £ Ь У 1 { ё  -  в). (7.4.32)

где в лежит между в и в. По условию первого порядка dcjjg,e) ~  О. Также

7. (По желанию доказательство (7.4.27) для GMM.) Докажите (7.4.27) для 
GMM. Указание: Выведите разложение Тейлора из разложения в сред­
нем значении gn(6) в окрестности в

9п(ё) =  gn{0) + С 7,(в)(ё - 0 ) +  ор. (7.4.33)

Подставьте это выражение в Qn{6) = - ^gn{9)'Wgn{6). После этого 
используйте условие первого порядка: G„{6)'Wgn(9) =  О.

7.5. Численная оптимизация
До этого момента нас не интересовали вычислительные аспекты экс­
тремальной оценки. В ML-оценивании модели линейной регрессии, на­
пример, целевая функция Qn(0) квадратична по в. так что существует 
явная формула для оптимального значения параметра — оценки МНК. 
В линейном GMM целевая функция будет также линейной, и оценка ли­
нейного GMM может быть выписана в явном виде. В большинстве дру­
гих случаев, однако, нет таких явных формул и необходимо применять 
какой-нибудь численный алгоритм, чтобы найти максимум. Существует 
несколько алгоритмов, но в этом параграфе будут рассмотрены только 
два самых важных. Больше деталей можно найти, например, в: [Judge 
et al., 1985, Appendix В]. Первый алгоритм используется для расчета 
М-оценок, в то время как второй используется для GMM.
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Алгоритм Ньютона — Рафсона

Сначала мы рассмотрим М-оценку, целевой функцией Qn(0) которой 
является (7.1.2). Так как Qn{0) дважды непрерывно дифференцируема 
для М-оценок, для нее существует разложение Тейлора второго порядка:

QniO) = Qn(Oj) + *п(в3У(в -  0j) + 1- {в  -  §j)' Hn(0j)(6 -  0j). (7.5.1)

где 0j — оценка на j -м шаге итеративной процедуры, которая вскоре 
будет описана, a s n и Н п — градиент и гессиан целевой функции:

sn(0) 9Qn{0)
00

н  т  _  & Q nV)
н "{в) = ~d0W ~- (7.5.2)

Оценка ( j+ l) - ro  шага 0j+у максимизирует квадратичную функцию в пра­
вой части (7.5.1). Она задается формулой:

0j+l = 0j -  [Нп(0 ^] - 'з„ (0 ^ .  (7.5.3)

Эта итеративная процедура называется алгоритмом Ньютона — Раф­
сона {Newton — Raphson algorithm). Если целевая функция вогнута, то 
этот алгоритм часто быстро сходится к глобальному максимуму.

Для оценок ML, когда глобальный максимум 0 достигается таким обра­
зом, оценка Avar(0) получается как - Н п(0)~1 (вспомните, что Н п{0) =  
=  1 £ Н ( г щ :0 ) ) .

Алгоритм Гаусса — Ньютона

Теперь обратимся к GMM, у которого целевой функцией является Qn{0) = 
= —r-}gn{0),W g ri{0) (см. (7.1.13)). Как и при выводе асимптотического 
распределения, мы будем работать с линеаризацией функции дп{0). Раз­
ложение Тейлора первого порядка для д„{0) около 0, выглядит так:

gn{0)=gn(0j ) + G n{0j ) { 0 - 0 :j) =
(Л" х 1) (А'хр) (р х 1)

= [gn(0j) -  G n(ej)0j] -  [ - С п{03)]0 = {1ЪЛ)
= Ч  ~ G j0 .

где

vj =  дп(0 j) -  G n{0j)0j. Gj = - G „{вj). (7.5.5)

(Вспомните, что G„{0) = .) Если бы функция д„{0) в выраже­
нии для целевой функции GMM была этой линейной функцией vj -
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Gjd, то тогда целевая функция была бы квадратичной по в  и значение, 
максимизирующее целевую функцию (или минимизирующее расстояние 
GMM), было бы линейной оценкой GMM:

9j+i = (G 'jW G ^-'G 'jW vj. (7.5.6)

Это оценка (j +  1)-го шага в алгоритме Гаусса —Ньютона (Gauss — 
Newton algorithm)'. В отличие от алгоритма Ньютона — Рафсона, здесь 
нет необходимости вычислять вторые производные.

Запись алгоритмов Ньютона — Рафсона 
и Гаусса — Ньютона в общем формате

В алгоритмах Гаусса — Ньютона и Ньютона — Рафсона имеются и общие 
черты. Подставляя (7.5.5) в (7.5.6) и проводя перестановки, мы получаем:

dj+] = 6j -  [—G n($j)' W G n(dj)] -1 [-GniejYW gniOj)]. (7.5.7)

Выражение во вторых скобках есть не что иное, как градиент, вычислен­
ный в §j  для целевой функции GMM Qn(6) =  —  ^gn{0)'Wgn(e).  Роль, 
которую играет гессиан в целевой функции в (7.5.3), здесь играет выра­
жение в первых скобках, которое является оценкой —G 'W G  в табл. 7.1, 
вычисленной в dj. Таким образом, аналогия между М-оценками и оцен­
ками GMM, описанная в табл. 7.1, наблюдается также и здесь. Более 
того, если д п линейна, то эквивалент гессиана (выражение в первых 
скобках в (7.5.7)) и есть гессиан целевой функции GMM. Так что 
аналогия точная: алгоритм Гаусса — Ньютона совпадает с алгоритмом 
Ньютона — Рафсона.

Уравнения, нелинейные только по параметрам

В алгоритме Гаусса — Ньютона (7.5.7), тогда, когда дп(0)(= y,^2g(wt:e)) 
нелинейна по в , в общем случае необходимо вычислять средние по на­
блюдениям, чтобы вычислить градиент и эквивалент гессиана на каждой 
итерации. (Это также верно в общем случае для алгоритма Ньютона — 
Рафсона, если целевая функция не квадратичная по в.) Для больших 
массивов данных это операция, требующая больших затрат времени ра­
боты центрального процессора. Есть, однако, один случай, когда усред­
нение по наблюдениям не требуется. Это верно для класса обобщенных 
нелинейных оценок методом инструментальных переменных (частный 
случай нелинейного GMM, в котором g(yt.zt.6 )  можно представить

'Алгоритм Гаусса — Ньютона был изначально разработан для нелинейного метода 
наименьших квадратов. По поводу того, как алгоритм Гаусса-• Ньютона применяется 
к NLS, см. контрольный вопрос 2. Приведенный здесь алгоритм является, таким образом, 
адаптацией для GMM.
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как a(yt . z t :6 )x t). Предположим, что выражение для a(yt.zt:0 )  имеет 
следующий вид:

a( y t , z t;0) =  a0{iju z t) + a \{y t. г ,) 'а (в ) ,  (7.5.8)
( l x ? )  ( g x l )

где ao(-) и ои(-) — известные функции от (y t,z t) (но не функции от в). 
Функция такого вида называется нелинейной только по параметрам 
(,nonlinear in parameters only), или линейной по переменным (linear in 
variables). Можно легко показать, что

1 п 1 п
9п(в) =  - Y g i y u z p . e )  =  — a(yt , z t: в) ■ x t =  п z '  п z—'t= 1 <=i

 ̂ п 1 п
=  ( -  Y ]  a0(yt, z t) ■ x t ) +  ( -  У" x ta  1 (y t■. z ty ) a ( e ) .  

n t=  i  n  t=  l ( < / * D
( Ky i )

д д Л в )  / 1  n

д в / \n

(K x q )

„  °9n(V)  /1  _ , v \ doc(0 )
G " W  =  - g g T -  =  ( - L ) ~ д р -

t= 1
(Kxq)

{qxp)

(7.5.9)

(7.5.10)

Из этих уравнений становится понятно, что выборочные средние нужно 
рассчитывать только один раз до начала итераций.

Контрольные вопросы

1. (Возрастает ли Qn во время итераций?) Положим в  — 6j+\  в (7.5.1) 
и перепишем это выражение в виде:

Qn(0j+i) ~ Qn{§j) = 8„(§jy(9j+l -  0j) +

+ \ ( e ] + l - e Jy H n (ej )(eJ + l - e J ).

Рассмотрим алгоритм Ньютона — Рафсона (7.5.3). Предположим, что 6j+j 
достаточно близка к 6j, чтобы знак Q„($j+\) - Q n(0j) был таким же, как 
знак правой части записанного уравнения. Покажите, что Qn(0j-n) ^  
^  Qn(6j), если Qn(0) вогнута. Указание: Используя (7.5.3), можно пе­
реписать правую часть уравнения как

J - ^ - e j y H ^ x e ^ - e j ) .

2. (Алгоритм Гаусса — Ньютона для NLS.) В NLS (нелинейном методе наи­
меньших квадратов) целевая функция задается соотношением (7.1.19).
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Набор задач для главы 7

Пусть 9j — оценка на j -м шаге. Рассмотрим линейную аппроксимацию:

d*p{xt \0j)
дв

(px 1)

( в - в 3)
(px 1)

(  dip{xi\6j) 
^  дв e3

д $ (х й в 3)
дв

в. (7.5.11)

Замените у?(ж,:0) в функции т  на эту линейную по в  функцию. Пока­
жите, что максимум в этой линейной задаче достигается при

0j+i -  Qj +
1 ^  (  д^р{хйв3) \  (  dip(xt-,ej)
11 *—• L t=i дв дв

- 1

х
v " 4 ( dif(xt'. dj) 

n ^ f \  двt=i \
(pxl)

Ы -у?(ж  ,:в3)\ ► . (7.5.12)

Набор задач для главы 7
Аналитические упражнения

(Информационное неравенство Кульбака —Лейблера.)
Пусть /(у|аз:0) — параметрическое семейство гипотетических функ­
ций условной плотности вероятности, а истинной функцией плотно­
сти является f(y\x',9o). Предположим, что Е[1п/(у|аз;0)] существу­
ет и конечно для всех в. Информационное неравенство Кульбака — 
Лейблера утверждает, что

РгоЬ[/(у|аз: в) ф /(у|аз;0о)] > 0 =>
=> Е [1п /(у |ж :0 )] <  Е [1п /(у |аз;0о)]-

Докажите это, предприняв следующие шаги. В доказательстве, ис­
ключительно ради простоты, предположите, что /(у \х\в) > 0 для 
всех (у,аз) и в , так что можно логарифмировать /(у|аз:0).

(а) Предположите, что РгоЬ[/(у|аз: в) ф f{y\x\9o)] > 0. Пусть w = 
= (у, х'у. Определим

“М  = f(y\X‘9)/f(y\x:9o).

Проверьте, что a(w) ф 1 с положительной вероятностью, так 
что a(w) — случайная величина, не являющаяся константой.
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(Ь) Строгая версия неравенства Йенсена (Jensen’s inequality) утвер­
ждает, что

если с{х) — строго вогнутая функция, а х — случайная 
величина, отличная от постоянной, то Е[с(х)] < с(Е(х)).

Используя этот факт, покажите, что

Указание: 1п(ж) — строго вогнутая функция.
(с) Покажите, что Е[а(ге)] =  1. Указание: условное математиче­

ское ожидание a(w ) равно 1, потому что

Последнее равенство выполняется, потому что f ( y \х: 9) — функ­
ция плотности вероятности для любых х  и 9. Заметьте, что 
условное математическое ожидание берется по отношению к ис­
тинной условной функции плотности f(y\x\9o).

(d) Наконец, покажите искомый результат.

2. (Равенство для информационных матриц.) Для ML вектор вклада 
и гессиан для наблюдения (у. х) могут быть записаны (с w = 
= (у.х'У) как

Как обычно, для простоты предположите, что f(y \x;9) > 0 для всех 
(у, х) и 9, так что можно логарифмировать функцию плотности.

(а) Предполагая, что интегрирование (то есть вычисление мате­
матических ожиданий) и дифференцирование можно менять 
местами, покажите, что Е[в(го;0о)] =  0. Указание: Так как

Е[1па(гв)] < 1п{Е[а(ги)]}.

=  1.

, ,Q, _  d \n f(y \x:9 )
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f(y\x: в) — гипотетическая функция плотности, интеграл от нее 
равен единице:

J  f(y\x:0)dy = 1.

Продифференцируйте обе стороны этого уравнения по в, а за­
тем поменяйте порядок дифференцирования и интегрирования, 
чтобы получить тождество:

[  s(w:O)f(y\x\0)dy = О .

Положите в =  во■ Получите E[s(wr, 0О)1Ж] = 0.
(Ь) Докажите равенство для информационных матриц:

-E[H (ti>:0o)] = E[s(w:0o)s(w:0o)'].

Указание: Дифференцируя обе стороны тождества в предыду­
щем указании и предполагая, что дифференцирование и инте­
грирование можно поменять местами, мы получаем:

f  т̂ [a(w :0)f(y\x;e)]dy = 0 .
(pxl)

Покажите, что подынтегральное выражение может быть запи­
сано в виде:

~[з(щ :в)/{у\х-.в)\ =

= H (w ; 6)f(y\x: в) + s(w: 9)s(w: в)' f(y\x: в).

3. (Триада статистик для модели линейной регрессии.) Рассмотрите 
модель линейной регрессии с нормальными ошибками, в которой 
условная плотность для наблюдения t задается соотношением:

\n f(y t\xt: f ta 2) = -±1п(2тг) -  \  1п(<х2) -

Пусть (/3',д 2)' — ML-оценка параметра в — (ft. гг2)' для модели 
без ограничений, a (ft, а2)' — ML-оценка для модели с ограни­
чением Rf3 = с, где R  — матрица размера г х К, состоящая 
из известных констант. Предположим, что 0  = х R++ и что 
Е(хt.x't) невырождена. Пусть также

^ Y !L \X tx 't о V — W Z^t~iXtXt о

1
— Мо

о 1
- 

1 __
_
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(a) Проверьте, что (3 минимизирует сумму квадратов остатков, то 
есть является оценкой МНК. Проверьте, что (3 минимизирует 
сумму квадратов остатков при условии выполнения ограни­
чения Rf3 =  с, то есть является МНК-оценкой для модели 
с ограничениями.

(b) Пусть Qn{e) = £ ]T(=i ln f('!k\xt-l3,v2). Покажите, что

где SSRu(= — а^/3)2)) — сумма квадратов остатков в мо­
дели без ограничений, и S S R r (= ~ x 't0)2)) ~  сумма 
квадратов остатков в модели с ограничениями. Указание: По­
кажите, что д2 =  S S R u /n  и (т2 = S S R r / ii.

(c) Проверьте, что данная Е , хотя и не равняется —ytH (w t\9),  яв­
ляется состоятельной оценкой для — 0о)]- Проверьте,
что Е , хотя и не равняется — j-tH(wt;9),  является состоятель­
ной оценкой для -  E[H(wt\9o)]. Указание: Из обсуждения 
в примере 7.8 вытекает, что в  состоятельна. Как отмечалось 
в параграфе 7.4, в  также состоятельна при выполнении нулевой 
гипотезы.

(d) Покажите, используя Е и Е, формулы для которых приведе­
ны в табл. 7.2, что статистики Вальда, LM и LR могут быть 
записаны как

w  = n (R f3-cyiR (X 'xy 'R> }- l (R P - c )
SSRu

L M = n ■ {У ~ Х РУР{-У ~ X &
S S R r

где у  (л х 1) и Х (п  х К) — вектор наблюдений и матрица, 
ассоциируемые с yt и x t, а Р  = Х ( Х ,Х ) ~ 1Х 1.
Указание: А(в)(г  х (К  +  1)) в табл. 7.2 равна:

R
(гх К 0 • (гх 1 )
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(е) Покажите, что эти три статистики можно записать также сле­
дующим образом:

W = п ■ 

LM  = п ■

S S R r -  SSRu  
S S Ru

S S R r -  SSRu

LR  = n • In

S S R r

( S S R r
\ S S R u

Указание: Как мы показали в аналитическом упражнении к гла­
ве 1,

S S R r -  SSRu = Ф ~  Й \ Х ' Х ) ф  - 0 )  =
=  ( R p - c y i R i X ' X r ' & j - ' i R P - c )  =
=  ( у - Х 0 У Р ( у - Х 0 ) .

(f) Покажите, что W  > LR  ^  L M . (Эти неравенства не всегда 
выполняются в моделях нелинейной регрессии.)

Ответы на избранные вопросы

2а. Так как f ( y \х;9) — гипотетическая функция плотности 
вероятности, интеграл от нее равен единице:

J  f(y\x:0)dy = 1. (1)

Это тождество, верное для любого значения 9 £ 0 . Диф­
ференцируя обе части этого тождества по 9, мы получим:

| / / Ы . ; « №  =  (ро .  (2)

Если операции дифференцирования и интегрирования мож­
но менять местами, то

■Цц J  f (y\x;9)dy =  J  ^ f { y \ x ; 9 ) d y .  (3)
По определению вклада, s(w \9)f(y\x:9) = m f{y \X-Q)- 
Подставляя это в (3), получаем:

[  s(w :9)f(y\x:9)dy = О . (4)
./ (рх 1)
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Это верно для любого значения в  € 0 ,  в частности для 0О. 
Полагая в  =  во, мы получаем:

/ s{w,eo)f{y\x:eo)dy E[s(iu:0o)|®] =  0 . (5)
(pxl )

Затем, используя закон повторных математических ожида­
ний, мы получаем желаемый результат.

Литература

Amemiya, Т., 1985, Advanced Econometrics, Cambridge: Harvard University 
Press.

Davidson, R., and J. MacKinnon, 1993, Estimation and Inference in Econo­
metrics, New York: Oxford University Press.

Gallant, R., and H. White, 1988, A Unified Theory of Estimation and Inference 
for Nonlinear Dynamic Models, New York: Basil Blackwell.

Gourieroux, C , and A. Monfort, 1995, Statistics and Econometric Models, 
New York: Cambridge University Press.

Hansen, L. P., and K. Singleton, 1982. ’’Generalized Instrumental Variables 
Estimation of Nonlinear Rational Expectations Models,” Econometrica, 50, 
1269-1286.

Judge, G., W. Griffiths, R. Hill, H. Liitkepohl, and T, Lee, 1985, The Theory 
and Practice of Econometrics (2d ed.). New York: Wiley.

Newey, W., and D. McFadden, 1994, ’’Large Sample Estimation and Hypothesis 
Testing,” Chapter 36 in R. Engle and D. McFadden (eds.), Handbook of 
Econometrics, Volume IV, New York: North-Holland.

White, H., 1994, Estimation, Inference, and Specification Analysis, New York: 
Cambridge University Press.



Глава 8. Примеры применения метода 
максимального правдоподобия

Метод максимального правдоподобия (ML) был изложен в преды­
дущей главе как частный случай экстремальных оценок. Вслед­
ствие его важности в эконометрике в этой главе рассматривается 
применение ML к некоторым известным моделям. Мы уже упо­
минали о некоторых из этих моделей в главах 3 и 4 в контексте 
оценивания обобщенным методом моментов.

При выводе асимптотических свойств ML-оценок моделей, рас­
сматриваемых здесь, будут использованы общие результаты для 
ML. полученные в главе 7. Перед чтением этой главы вам следует 
просмотреть параграф 7.1, предположения 7.5, 7.6, 7.8, 7.9 и 7.11.

Замечания по обозначениям: Мы сохраняем обозначения, вве­
денные в предыдущей главе: истинное значение параметра обозна­
чается индексом 0. Так что в — гипотетическое значение парамет­
ра, во — истинное значение параметра.

8.1. Модели с качественным откликом

Во многих ситуациях в экономике и в других науках зависимая перемен­
ная представляет собой категоризованную переменную. Например, чело­
век может входить или не входить в состав рабочей силы; пассажир вы­
бирает тот или иной вид транспорта; пациент может умереть или выжить 
и так далее. Регрессионные модели, в которых зависимая переменная 
принимает дискретные значения, называются моделями с качественным 
откликом (qualitative response) — (QR). Модель с качественным от­
кликом описывается параметризованной функцией плотности f{y t \xi:9), 
представляющей семейство дискретных распределений вероятностей yt 
при условии x t. индексируемых параметром в.

QR-модель называется моделью с бинарным выбором (binary re­
sponse model), если зависимая переменная может принимать только два 
значения (их можно считать равными 0 и 1 без потери общности), и на­
зывается моделью с множественным выбором (multinomial response 
model), если зависимая переменная принимает более двух значений.
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Глава 8. Примеры применения метода максимального правдоподобия

В этом подпараграфе рассматриваются только модели с бинарным вы­
бором. По поводу более подробного обсуждения моделей с бинарным 
и множественным откликом см.: [Amemiya, 1985, Chapter 9]).

Наиболее популярной моделью с бинарным откликом является про­
бит-модель, которая уже была представлена в примере 7.3. Другой попу­
лярной бинарной моделью является логит-модель (logit model):

Г f(yt = Цхг.во) =  A(x'te 0).
\  f i rn = О|ж<:0о) =  1 -  A(ar't0o),

где Л — функция логистического распределения:

A(v) ехр(г>)
1 +  ехр(?.’) ’

(8.1.1)

(8. 1.2)

При этом функция плотности f ( y t \xt -,6) может быть записана как

f ( y t \x f .e о) =  А(х%)»< х [1 -  А(х[во)]х~ш. (8.1.3)

Беря логарифм от обеих частей этого выражения и заменяя истинное 
значение параметра 0о его гипотетическим значением 0, мы получаем 
логарифмическое правдоподобие для наблюдения t:

log f(y t \xt;e) = yt \ogA(x't6) +  (1 -  y ,)log[l -  A(*'t0)]. (8.1.4)

Целевая функция логит-модели Qn(0) равна умноженному на 1 /п  лога­
рифмическому правдоподобию выборки (y \ ,x \ ,  ij2 ,x-2 . . . .  ,у„ ,хп). В пред­
положении, что {yt.x t}  — i.i.d., логарифмическое правдоподобие выборки 
представляет собой сумму по t логарифмов правдоподобия для наблюде­
ния t. Следовательно,

Qn(9) = h Ё Ь Ь ё Л(Ж;0) +  (1 -  yt)\og[l -  A(®{0)]}. (8.1.5)
п  t = 1

Ранее мы доказали, что для пробит-модели функция правдоподобия во­
гнута (пример 7.6) и что ML-оценка состоятельна (пример 7.9) и асимп­
тотически нормальна (пример 7.11). в предположении, что E (x tx lt ) — 
невырожденная матрица. Вы вскоре увидите, что вывод этих свойств 
для логит-модели проще. (Однако при первом прочтении вы, возмож­
но, захотите пропустить обсуждение состоятельности и асимптотической 
нормальности оценок.)

Вклад и гессиан для наблюдения t

Функция логистического распределения обладает следующим удобным 
свойством:

A'(v) =  A(t;)(l -  Л(п)). A"(v) = [1 -  2A(v)}A(v)[l -  Л(г)]. (8.1.6)
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8.1. М одели с качественны м  откликом

Используя его, несложно вывести (см. контрольный вопрос 1(a)) следу­
ющие выражения для функции вклада и гессиана1 для наблюдения t:

« « * • >  =  ( 8 . , 7 )

H ( W,-.e) ( =  a 8 ( ” ‘,: 9 ) )  =  - л ( * ; в ) ц  - A ( * ; e ) ] * , * ; .  ( s  i s )

где wt = {yt,x't)'.

Состоятельность

Поскольку x t.x't — положительно полуопределенная матрица, из выра­
жения для Н(и>1\в) немедленно вытекает отрицательная полуопределен- 
ность гессиана, и поэтому Qn{0) вогнута. Следовательно, подходящей 
теоремой о состоятельности является утверждение 7.6. Мы покажем 
здесь, что условия этого утверждения выполняются при невырожденно­
сти Е (xtx't). Условие (а) этого утверждения представляет собой иденти­
фикацию (условной) функции плотности: f{y t \xt.B) Ф f(y t \xt. во) с по­
ложительной вероятностью для в ф во2. Поскольку взятие логарифма 
является строго монотонным преобразованием, это условие эквивалентно

log f{yt \xt; в) ф logf{yt \xt:e0)
с положительной вероятностью для в  Ф во, (8.1.9)

где 0о — истинное значение параметра, и функция плотности /  дана 
в (8.1.3). Проверка этого условия аналогична случаю пробит-модели, 
рассмотренному в примере 7.8, и производится следующим образом. При 
обсуждении примера 7.8 было установлено, что

E(xtx't) невырождена => х[в ф х[во
с положительной вероятностью для в Ф во. (8.1.10)

Поскольку логистическая функция распределения A(v) — строго моно­
тонная функция от v, мы имеем А(х[в) ф А{х\во), когда х\в  Ф х\во- 
Таким образом, условие (а) следует из невырожденности E(xtx ,t). Пере­
ходя к условию (Ь) (говорящему, что Е[| log f(y t\xt: 0)|] < ос для всех 0), 
легко показать, что

log А(г?)| < | log А(0)| + |t’|. (8.1.11)

'Напомним, что гессианом автор называет матрицу вторых производных. — Прим, 
науч. ред. перевода.

‘Другими словами, пусть X = f {y t \ x t ,0) и У' =  f ( y , . x t , eо). X  и Y — случайные 
величины, так как они являются функциями от го, =  (у,.а;',)'. Условие может быть 
переформулировано как Prob(A' ф Y) > 0 для в Ф в ().
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Глава 8. Примеры применения метода максимального правдоподобия

Условие (Ь) можно проверить аналогично проверке такого же условия 
для пробита в примере 7.9. Таким образом, как и в пробит-модели, 
невырожденность E (x tx f{) обеспечивает состоятельность оценки ML 
в логит-модели.

Чтобы доказать асимптотическую нормальность при том же условии, 
мы проверим выполнение условий утверждения 7.9. Условие (I) этого 
утверждения выполняется, если в качестве пространства параметров © 
берется Мр. Условие (2) выполняется очевидным образом. Условие (3) 
легко можно проверить следующим образом. Так как E[yt \xt\ =  Л(а^0), 
то из (8.1.7) следует E[s(to*; 0o)|®t] =  0. А значит, Е[в(ги*;0о)] =  0, по за­
кону полных математических ожиданий. Читателю оставляется в каче­
стве контрольного вопроса 1(b) вывод равенства для условных информа­
ционных матриц

Следовательно, (3) выполняется по закону полных математических ожи­
даний. Условие локального доминирования (условие (4)) для логит-мо- 
дели проверить легко, так как поскольку |А(®{0)[1 -  Л(ж{0)]| < 1, то 
\\Ht(wt:e)\\ < Цж^Ц для всех 9. Математическое ожидание ||scta?J||2 
(суммы квадратов элементов x tx't) конечно, если E{xtx lt) — невырож­
денная матрица. Поэтому конечно Е(||ж/х{||). Что касается условия (5), 
то аргумент в сноске 29 Ньюи и Мак-Фаддена [Newey and McFadden, 
1994]), использовавшийся для проверки того же условия в пробит-моде- 
ли, также может быть использован и для логит-модели1.

Таким образом, мы приходим к выводу, что если {///.ж,} ~  j.i.d. 
и Е(жж') — невырожденная матрица, то тогда в логит-модели ML-оцен- 
ка в  истинного значения параметра во  является состоятельной и асимп­
тотически нормальной с асимптотической ковариационной матрицей, за­
даваемой выражением:

где W{ =  (yf. x ft) \  и H (w t:e) задается в (8.1.8)).

‘Мы приведем доказательство только для заинтересованных читателей. Для любого 
V >  0, существует С, такое, что А(г)[1 -  А(г)] > С > 0 для \г\ <  г. Поэтому

где все вышеописанное — матричные неравенства, 1(|с| < Т) — индикаторная функция. 
Последний член положительно определен (а не просто положительно полуопределен) для 
достаточно больших г вследствие невырожденности Е(хх')*

Асимптотическая нормальность

E[e(u;t :0o) «(«>«; 0o)'|a;t] = -E [ H { w t:00)\x,]. (8.1.12)

t=  1

(8.1.13)

Е [А(х/^)[1 т А(х'О)] х х  \ > Е [ l d x ^ l  < ?’)А(х7У)[1 — А(х,^)]жаг/] >
> С Е [ I ( \х()\ < ? )х х ']  .
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8.2. Усеченные регрессионные модели

Контрольные вопросы

1. (Функция вклада и гессиан для наблюдения t для функции плотности общего 
вида.) Замените логистическую функцию распределения А(х[во) в (8.1.1) 
на произвольную функцию распределения F(x\Q0).

(а) Проверьте, что функция вклада и гессиан для наблюдения t  задаются 
следующим образом:

s(wt -.e) yt -  F,
Ft Л 1 -  Ft)

f t x t ,

H (w t:0) = - yt ~ Ft
Ft ■ (1 -  Ft)_

f? x tx\ + Vt ~  Ft 
F f ( l - F t) f t X t . X t .

где Ft = F(x'teo), ft = f{x't00) и /(■) -  F'(-) — функция плотности.
(b) Проверьте равенство для условных информационных матриц (8.1.12) для 

функции распределения F  общего вида. Указание: Покажите, что мате­
матическое ожидание второго члена выражения для гессиана в предыду­
щем вопросе равно нулю.

2. Проверьте (8.1.7) и (8.1.8).

3. (Логит-модель для сериально коррелированных наблюдений.) Предположим, что 
последовательность {yt , x t} является стационарной и эргодической, но необя­
зательно i.i.d. Состоятельна ли ML-оценка для логит-модели, описанная в тек­
сте? [Ответ: Да. Так как утверждение 7.6, применимое в данном случае, 
не требует случайности выборки. Однако выражение для Avar(0) нельзя 
получить как взятую со знаком «минус» матрицу, обратную к выборочному 
гессиану.]

8.2 . Усеченные регрессионные модели

Модель с ограниченной зависимой переменной (LDV) (limited depen­
dent variable model) представляет собой регрессионную модель, в ко­
торой или зависимая переменная yt ограничена каким-либо образом, 
или наблюдения, для которых yt не удовлетворяет некоторому пред­
установленному критерию, исключаются из выборки. LDV-модель пер­
вого типа называется цензурированной моделью регрессии (censored 
regression model), а модель второго типа — усеченной моделью ре­
грессии (truncated regression model). В этом параграфе представлены 
усеченные регрессионные модели; цензурированные модели регрессии 
рассматриваются в следующем параграфе.

Модель

Пусть {yt -xt}  i.i.d.. и

Уt =  x't(3o + е , \х , ~  Л- (0. (То). (8.2.1)
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Эта модель была бы в точности стандартной линейной регрессионной 
моделью с нормально распределенными ошибками, если бы не следу­
ющая особенность: в выборку включены только те наблюдения, для 
которых yt удовлетворяет некоторому заранее установленному критерию. 
Мы рассмотрим только простейшее правило усечения: yt > с, где с — 
известная константа. Это правило часто называют «усечением снизу». 
После рассмотрения этого частного случая несложно обобщить его на бо­
лее общие правила усечения.

Усеченные распределения

Для продолжения изложения нам необходимы два результата из теории 
вероятностей.

Функция плотности усеченной случайной величины: Если непре­
рывная случайная величина у имеет функцию плотности f (y)  
и с — некоторая константа, то функция плотности после усече­
ния у > с определена на интервале (с, оо) и задается следующим 
образом:

Л Л > с ) = р d&W  (8'2 -2>

▲

Рис. 8.1. Влияние усечения

На рис 8.1 показано, как усечение изменяет распределение для Л’(0 ,1). 
Сплошная кривая изображает плотность вероятности iV(0.1). Поскольку 
это плотность вероятности, площадь под этой кривой равна единице. 
Пунктирная кривая изображает усеченную функцию плотности на ин­
тервале (с. ос). Она находится выше сплошной кривой, так что площадь 
под пунктирной кривой также равна единице.

Далее приведен второй результат, который будет полезен в дальней­
шем.
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Моменты усеченного нормального распределения:
Если у ~  -/V(//o.Oo) и с — константа, то математическое ожида­
ние и дисперсия усеченного распределения равны соответственно

Е(у|у > с) = Но +  <r0A(w), (8.2.3)
Var(y|y > с) =  0о{ 1 -  А(ц)[А(с) -  ■<;]}, (8.2.4)

где v =  (с -  /хо)/^о « A(w) =  •

Эта формула для математического ожидания ясно показывает, что выбо­
рочное среднее выборки из усеченного распределения не состоятельно 
в отношении но- Это пример смещения, обусловленного селектив­
ностью выборки (sample selection bias). Это смещение равно <т0А(?>). 
Функция А(ъ') называется обратным отношением Миллса (inverse Mill’s 
ratio), или функцией риска (hazard function). Функция X(v) выпукла 
и имеет асимптотами v при v —> эс и нуль при v —>■ — ос. Поэтому ее 
производная А'(г>) лежит в пределах от 0 до 1. Легко показать, что

А'((») =  A(t»)(A(w) -  v). (8.2.5)

Используя (8.2.3) и (8.2.4), мы можем продемонстрировать, как усе­
чение изменяет форму регрессии yt на ж*. Из (8.2.1) следует, что распре­
делением yt при условии x t до усечения выборки является N{x't '3o.o‘f)). 
Наблюдение t присутствует в выборке, если и только если yt > с. Поэтому

E(yt\xt, t в выборке) =  ж[(30 +  а0Х(с~^)(3" ).
V&r(yt\xt.t в выборке) =

Эта формула показывает, что OLS-оценка коэффициента при x t из ли­
нейной регрессии yt на жf несостоятельна, так как дополнительная со­
ставляющая <т0А(— ) (которая коррелирована с x t) будет включена 
в ошибку линейной регрессии. Поскольку функциональная форма функ­
ции риска X(v) известна (при предположении о нормальности = <), мы 
можем избежать смещения, обусловленного селективностью выборки, 
применяя нелинейный метод наименьших квадратов для оценивания па­
раметров (/3o.(Tq), однако ML-оценка более предпочтительна, так как 
метод максимального правдоподобия является асимптотически более эф­
фективным.

Заметим попутно, что проблема смещения, обусловленного селек­
тивностью выборки, не возникает, если отбор основан на значениях 
регрессоров, а не на значениях зависимой переменной. Предположим,

( 8.2.6)

(8.2.7)
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что наблюдение t включается в выборку, если ф(хф > 0. Тогда

E(yt \xf.t  в выборке) =  E[x ',(3q +  £1\х1,ф(х1) > 0] =
= х[/30 + Е [st \xt.d)(xt) > 0] =
=  x'tPo. (8.2.8)

Последнее равенство выполнено, так как Е[су|а^, ф(хф > 0] =  E(ct |®t) =  0, 
если ф(хф > 0.

Функция правдоподобия

При выводе функции правдоподобия используется уравнение (8.2.2). Как 
мы только что заметили, распределение yt \x, до усечения — это нор­
мальное распределение N(x't/3o, (Tq ) с  функцией плотности

1
\/2тг<Тц

ехр 1 HU ~ \ 2
2 V ст0 /

1 д ПЛ ~ x'tpo 
(Т0 ^

(8.2.9)

где ф(-) — функция плотности стандартного нормального распределения 
Лг((), 1). Вероятность того, что наблюдение t представлено в выборке, 
равна

РгоЬ(;уг > c\xt) =  1 -  Prob(yt < r\xt) =

=  д - Рп,ь ( ц ^ д ! Д ! < :̂ . - 4 Д » | ж,)  =
V (т0 (т0 I /

= 1 — Ф^-— ~  ̂ (поскольку | Xi ~  N (0.1)).

(8.2. 10)

Поэтому из (8.2.2) следует, что функция плотности после усечения вы­
борки, определенная на интервале (с. эс). равна:

± 0 (У<-^&1)
f{yt\xt. t  в выборке:Д).(Тр) =  ------- ~°-г - ■■ . (8.2.11)

I _  ф Р BtPn\

Это функция плотности (условная по отношению к хф для наблюдения t. 
присутствующего в выборке. Прологарифмировав и заменив (/Зо-^о) 
на их гипотетические значения (/3. а2). получим логарифмическое услов­
ное правдоподобие для наблюдения t:

\°gf(yt\xt;f3.a2) =

{4 1о-(2тг) -  -log((T2) 1 ( Vt ~ -
2 \ о

« О -
(8.2 .12)

-  1(Ш 1 -  ФRr*)
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8.2. Усеченные регрессионные модели

Если бы не последняя составляющая, это выражение являлось бы ло­
гарифмической функцией правдоподобия (при условии ау) для обычной 
линейной регрессионной модели. Однако последняя составляющая в этом 
выражении необходима, так как значение зависимой переменной для 
наблюдения t , прошедшее тест у* >  с и, следовательно, присутствующее 
в выборке, всегда больше с.

Репараметризация функции правдоподобия

Чтобы упростить анализ, логарифмическую функцию правдоподобия мож­
но репараметризовать. Для этого введем обозначения:

д = (3/о, 7  =  1 /о. (8.2.13)

(Мы уже использовали такую репараметризацию в примере 7.7 для ли­
нейной регрессионной модели.) Это взаимно однозначное соответствие 
между (/3, а2) и (5 , 7 ), обратное соответствие дается формулами: /3 =  
=  5 / 7 , cix =  I / 7 2. После репараметризации логарифмическое условное 
правдоподобие принимает вид:

\o g f(y t \xt: \ )  =

=  [ - ^  1°ь (2 тг) +  log(7 ) -  (8.2.14)

-  ~{7Ш -  x \ 8 f } -  1ок[! -  Ф(7<‘ -  5)].

Целевая функция ML представляет собой умноженное на \ /п  ло­
гарифмическое правдоподобие выборки. Для случайной выборки лога­
рифмическое правдоподобие выборки равно сумме по t логарифмиче­
ских правдоподобий для наблюдений t. Таким образом, целевая функция 
в ML-оценивании репараметризованной усеченной регрессионной моде­
ли, обозначенная как Q„(8.7 ), представляет собой среднее по t. выра­
жений (8.2.14). Оценка максимального правдоподобия (5 . 7 ) истинных 
параметров (5о,7о) — это такие значения (5 . 7 ), которые максимизируют 
эту целевую функцию.

Проверка состоятельности и асимптотической нормальности

Следующая задача состоит в выводе вклада и гессиана и проверке выпол­
нения условий состоятельности и асимптотической нормальности для ре- 
параметризованного логарифмического правдоподобия (8.2.14). (При пер­
вом прочтении вам, возможно, захочется пропустить эту часть.)
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Глава 8. Примеры применения метода максимального правдоподобия

Вклад и гессиан для наблюдения t 

Утомительные вычисления дают:

s{wt:8.7 )
((A'-t-l)x 1)

Ьт  ~ х[д)х, 
i  -  (7 yt -  x't8)yt + A(vt) - x t

c

H {w t: 8 ,7 )
((K  +  l) x ( K + \) )

x tx't -ytxt. '
-Vtx't ф + y} +

+ A(v£)[A(vf) -  vt] x tx't
—cx 't

— CX1

c2 ’

(8.2.15)

(8.2.16)

где К  — количество регрессоров, w t = (yt,x't)' и vt = 7 c—x't5 c 
Гессиан отрицательно полуопределен не на всей области определения 
даже после репараметризации. Следовательно, целевая функция Qn(8, 7 ) 
не является вогнутой1. Поэтому в данном случае подходящей теоремой 
о состоятельности является утверждение 7.6 (а не утверждение 7.5), то­
гда как подходящей теоремой об асимптотической нормальности остается 
утверждение 7.9.

Состоятельность

Условие (а) утверждения 7.5 суть идентифицируемость (условной) функ­
ции плотности:

/ Ы Ж«:<И) Ф f{y t\x t-8o-7о)
с положительной вероятностью для (Ф7 ) ф (£0 . 7 0 ).

где (5о-"Уо) ~  истинные значения параметров, а репараметризованный ло­
гарифм функции плотности f(yt\xt:8.~i) представлен в (8.2.14). Очевид­
но, что при заданных (yt-Xt) значение /(у £|а^:<?.7 ) отличается для раз­
личных значений 7 . Поэтому идентификация сводится к условию: x't5 Ф 
Ф х\Ь() с положительной вероятностью для 8 Ф <5о. Но (8.1.10) указы­
вает, что это условие выполнено, если матрица Е(ж£аф) невырожде­
на. Переходя к условию (Ь) утверждения (условие доминирования для

'Однако можно показать, что гессиан целевой функции Q „ (0 ) отрицательно полуопре­
делен в любой точке, представляющей решение уравнений правдоподобия (см.: [Orme. 
1989]. Так как это исключает наличие седловых точек и локальных минимумов, 
ситуация, когда существует несколько локальных максимумов, невозможна. Поэтому 
(при условии, что локальный максимум Q n(<>,~) достигается во внутренней точке простран­
ства параметров) условия первого порядка являются необходимыми и достаточными для 
существования глобального максимума. Если некоторый алгоритм (такой как алгоритм 
Ньютона - Рафсона) сходится, найденное решение является глобальным максимумом.
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f(y t\x t\6, 'у)), легко показать, что это условие выполнено при предполо­
жении о невырожденности Е{xtx't)x ■ Поэтому ML-оценка («5,7 ) истинных 
значений параметров (6,~>) является состоятельной при предположении 
о невырожденности E(xtx'().

Асимптотическая нормальность
Используя (8.2.6), (8.2.7), (8.2.13), с помощью довольно громоздких вы­
числений можно показать, что Е[в|аг<] =  0 . Чрезвычайно громоздкие 
вычисления приводят к равенству для условной информационной мат­
рицы: Е[«в'|ж(] =  — Е [Н|а5<] . Поэтому условие (3) утверждения 7.9 
выполняется. Мы не будем обсуждать проверку условий (4) и (5) этого 
утверждения2.

Итак, можно сделать следующий вывод: если {yt ,xt} — последова­
тельность независимых и одинаково распределенных случайных величин 
и E{xtx'l) — невырожденная матрица, то тогда ML-оценка параметров 
(S.j)  усеченной регрессионной модели является состоятельной и асимп­
тотически нормально распределенной с асимптотической ковариационной 
матрицей, состоятельно оцениваемой посредством

1 " ^ Т 1
- T H ( w t:S,7) , (8.2.17)
п

где w t = (yt,x't) ' и H (w tr,0) определяется выражением (8.2.16).

Восстановление исходных параметров

Вследствие инвариантности оценок ML (см. параграф 7.1), ML-оценка 
для {(3q.<t‘q) может быть посредством обратного отображения: /3 = <5 / 7  

и а2 = I / 7 2. Если ML-оценка репараметризованной модели (<5.7 ) состоя­
тельна, то таковой же будет и ML-оценка ((3. а 2), восстановленная таким

'Только для заинтересованных читателей: необходимо показать, что

E'sup ! \o g f ( y ,\x t:0)\} <  ос.
«ее

где в =  (д'.-у')' и 0  — компакт. Расширение аргументации примера 7.8 показывает, что 
существует доминирующая функция для выражения в скобках в уравнении (8.2.14). 
Чтобы показать существование доминирующей функции для log Ч -  Ф(с- -  x'tS)], 
можно использовать неравенство (7.2.14).

"Похоже, что не существует опубликованных работ, проверяющих выполнение усло­
вий (4) и (5). Для случая, когда { x t } — последовательность фиксированных констант, 
Сапра [Sapra, 1992] доказал асимптотическую нормальность в предположении, что x t 
ограничена и lim ,,-»* , x ,x 't — невырожденная матрица. (Его доказательство дано
для более общего случая наличия сериальной корреляции наблюдений.) Представляется 
разумным предположить, что для случая стохастических объясняющих переменных x t 
(как здесь) достаточным условием состоятельности и асимптотической нормальности 
является невырожденность матрицы E ( x tx',).

Avar(<5 . 7 ) =
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Глава 8. Примеры применения метода максимального правдоподобия

образом. Асимптотическая ковариационная матрица (уЗ . Э 2) может быть

получена дельта-методом (см. лемма 2.5) как JAvar(<5.7 )J ' , где J  — 
оценка матрицы Якоби для обратного отображения (у3 =  <5/ 7 , <т2 =  I / 7 2), 
вычисленная в точке ( 5 ,7 ):

J  = О'
<5

т (8.2.18)

К онтрольные вопросы 

1. (Второй момент yt.) Из (8.2.6) и (8.2.7) выведите:

Е (y'f\xt, t присутствует в выборке) =

=  ^2 [1 +  X (v ,)')'(:+ (х',6)2 +  А(у,)®{6] ,

где vt =  7с -  x'tS.

2. (Оценка усеченной регрессионной модели посредством GM M .) Усеченная 
модель регрессии также может быть оценена с помощью GM M . Рассмотрим 
К  +  1 условий ортогональности. Первые К  из них выглядят следующим 
образом:

34(117: 6. 7 ) =  (</, -  ■ х>. (8.2.19)
(Л' х 1) ' 7  7  '

где w , =  (yt.x 'ty  и vt тт 7 с -  х [8 . ( К  +  1)-е условие ортогональности имеет 
следующий вид:

g > (w t:S . 7 ) =- y f  -  ±  [1 +  X ( v ,h c  +  (x't8 )2 +  А(г()*;«] - (8.2.20)

(a) Проверьте, что Е  [<71 («7 : 60. 70)] =  0 и Е  [дДгщ:60. 70)] =  0. Указание: 
Используйте закон полных математических ожиданий. vt является ф унк­
цией О Т X f .

(b) Покажите, что пара (6*,7 *) удовлетворяет уравнениям правдоподобия 
тогда и только тогда, когда она удовлетворяет указанным К  +  1 услови­
ям ортогональности. Указание: Пусть вг(«7 ; 6, 7 ) — { К  -у 1 )-й  элемент 
s ( w t :8 .7 ) в (8.2.15). Тогда

s -,{w t:S .y )  +  ')g2(w i:6 ./'! ) =  ( х ’,8) ( y t -  ^ х',8 -

8.3. Цензурированные регрессионные (тобит) модели
Цензурированная модель регрессии называется также моделью тобит 
(T o b it m odel) в честь Д ж . Тобина [Tobin, 1958J, который был первым.
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8.3. Цензурированные регрессионные (тобит) модели

кто ввел понятие цензурирования в экономику. Простейшая тобит-модель 
может быть записана следующим образом:

п, (8.3.1)

(8.3.2)

Здесь £t\xt распределены нормально с параметрами Аг(0. o-q), и { y t. x t} 
(t =  1 .2 __ ,п )  — i.i.d. Пороговое значение с известно. В отличие от усе­
ченной модели регрессии, здесь усечения нет: наблюдения, для которых 
значение зависимой переменной у* не удовлетворяет критерию у \  >  с, 
присутствуют  в выборке. Основное отличие тобит-модели от обычной 
линейной регрессионной модели состоит в том, что зависимая перемен­
ная цензурирована (то есть ограничена каким-то диапазоном значений), 
что приводит к необходимости различать наблюдаемую зависимую пере­
менную y t и ненаблюдаемую (латентную) переменную у*\ yt — цензури­
рованное значение у*. Модель можно переписать в равносильном виде:

yt =  тах{ж5Д) +  в*, с}. (8.3.3)

Ш =
у* если у* >  с. 

с если у* <  с.

Функция правдоподобия для тобит-модели

Для наблюдений, не затронутых цензурированием Тобин (Tobin, 1958], 
назвал такие наблюдения nonlimit observations), функция плотности yt 
(условная относительно x t) записывается как

I V . H - J - W V (8.3.4)
сто V ст0 /

Эта функция плотности отличается от плотности для усеченной модели
(8.2.11), поскольку в случае тобит-модели выборка не усечена. Для тех 
наблюдений в которых значение зависимой переменной изменяется из-за 
цензурирования (limit observations), все, что мы можем знать. — это то, 
что у* <  с, вероятность чего равна:

Prob(fу <  c \x t) =  P ro b ffo— I * Л  =V (Tq (т0 /
=  j  (так как ~  Ar(0 .1)).

(8.3.5)

Поэтому функция плотности (/(, определенная на интервале [с. эс), опи­
сывается уравнением (8.3.4) для yt >  с, а в точке yt =  с сосредоточена
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Глава 8. Примеры применения метода максимального правдоподобия

вероятностная масса Ф ^с Эта функция плотности может быть
записана как

1 - D t

X
L ( C - x ' , f 3 0O

[сто \  <т0 /J L '  ' J
(8.3.6)

где дамми-переменная D t является функцией от yt и определяется как

д  _  I 0. если yt >  с (то есть уt* >  с), 3 ^

| l ,  если yt =  с (то есть уг* <  с).

Переходя к логарифмам и заменяя (/3o, ctq) на их гипотетические зна­
чения (/3. а 2), мы получаем логарифмическое условное правдоподобие 
для наблюдения t:

log f ( y t\x t:(3, а 2) =  (1 -  D t)log  +  A  log Ф ( ^—у ^ ) -

(8.3.8)
Таким образом, если выборка случайна, то среднее логарифмическое 
правдоподобие для тобит-модели имеет вид:

а ,(в ) = + D,tog * ( r ^ ) }  =

4  е М М ^ ) ]  к  £  М ^ ) } '
yt >C. K '- J J У1 =<‘- J

(8.3.9)

Репараметризация

Так же, как и в случае усеченной модели регрессии, анализ становится 
проще, если провести репараметризацию (8.2.13). Репараметризованное 
логарифмическое условное правдоподобие имеет вид:

log j { y t\x t\ 8 . -: ) =  (1 -  A ){ -^ lo g (2 7 r)  +  log(7) -  ^(7yt ~  Ж(<5)2} +

+  D t log$(70 -  x't8). (8.3.10)

Мы уже видели, что выражение в фигурных скобках является вогнутым 
по (<5. 7 ) (см. пример 7.7). Мы также видели, что к^Ф(г>) является 
вогнутой функцией (см. пример 7.6), из чего следует, что к ^ Ф (7с — 
-  х[8) вогнута по (8 .7 ). То есть репараметризованное логарифмическое 
правдоподобие для тобит-модели является вогнутой функцией, так как 
представляет собой неотрицательное взвешенное среднее двух вогнутых
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функций (это было обнаружено Олсеном [Olsen, 1978]). Как и в случае 
с пробит- и логит-моделями, подходящей теоремой о состоятельности 
оценок для тобит-модели является утверждение 7.6.

Чтобы проверить выполнение условий, обеспечивающих состоятель­
ность и асимптотическую нормальность репараметризованного логариф­
мического правдоподобия, остается только получить выражения для вкла­
да и гессиана.

Вклад и гессиан для наблюдения t

Используя тот факт, что А(-г>) = = и (8.2.5), можно
показать, что

s(w t;6.y) = (1 -  А )  •
((А'+1) х 1)

Ык ~ x't8)xt 
% ~ Ь'Ш. ~ x't8)yt + jA  • A(—vt) - x t 

c ’
(8.3.11)

H( wt:8,7 ) 
( ( A '+ l ) x ( A '+ l ) )

x tx t - y tx t
l

r- y tx ’t Л  + yi=  - (1  -  A )

-  A  • А(-г;г)[А(-г-г) + ?>t] XfXt
—ex',

- e x  t 
c2

(8.3.12)

где vt = 'ye. — x[S (= c

Состоятельность и асимптотическая нормальность

Для тобит-модели мы не будем проверять выполнение условий, обеспечи­
вающих состоятельность и асимптотическую нормальность оценок. Для 
случая, когда {ж<} является последовательностью фиксированных кон­
стант, Амемия [Amemiya, 1973] доказал состоятельность и асимптотиче­
скую нормальность ML-оценок в тобит-модели в предположении, что ж/ 
ограниченны и что матрица lim A xtx't невырождена. Для случая, 
когда хI стохастические (как здесь), разумным кажется предположение 
о том. что достаточным условием для состоятельности и асимптотиче­
ской нормальности оценок является невырожденность матрицы Е(ж(жА

Восстановление исходных параметров

Так же, как и в случае усеченной модели регрессии, ML-оценка па­
раметров ((3q.ctq) может быть получена как /3 = 6/ч  и а2 =  I / 7 2. 
Асимптотическая ковариационная матрица (/3, <т2) может быть получена
дельта-методом как JAvar(<5.7 )J ', где J  обозначает то же, что и в урав­

нении (8.2.18), и Avar(<5 , 7 ) равна -  £ £ ”= 1
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Контрольные вопросы

1. (Сравнение цензурированной и усеченной регрессий.) Одной из возможно­
стей увидеть различия между усечением и цензурированием является вычис­
ление Е(yt\xt) для цензурированной модели регрессии. Покажите, что

E(yt \xt) = 1 -  Ф 
L

с -
сто

х^Зо + (Tq Л Xf
сто

+

сто
Указание: При yt > с распределение yf (условное относительно x t) представ­
ляет собой не что иное, как усеченное распределение, которое упоминалось 
в предыдущем параграфе, с математическим ожиданием (8.2.6). Вероятность 
того, что ijt > с, дана в (8 .2 . 1 0 ).
Покажите, что гессиан в (8.3.12) отрицательно полуопределен. Указание:

x tx rt - y & t ' x f ' u / t 0 0
г 1л х [ 1 4- i,2yi + У  t J r U tm Iх  t. ~Vtj + o'

x tx ft -CXf Xt
-cx} C 2 — c

[ж; - с ] .

Кроме того, \(v) > v для любого v (то есть Л(—?;) -г v > 0 для всех -с).
3. (Тобит при наличии сериальной корреляции наблюдений.) Пусть {у*, ж,} — 

эргодический стационарный, но необязательно i.i.d. Является ли тобит 
ML-оценка. описанная в тексте, состоятельной? [Ответ: Да.]

8.4. Многомерные регрессии
В параграфе 1.5 и в примере 7.2 главы 7 мы уже отмечали, что OLS-оцен- 
ка линейной регрессионной модели численно совпадает с ML-оценкой 
той же модели при нормально распределенных ошибках. Мы вывели 
GMM для моделей из одного уравнения с эндогенными регрессорами 
в главе 3 и для случая нескольких уравнений в главе 4, но мы не ука­
зывали, каковы ML-оценки для этих моделей. В этом параграфе мы 
рассмотрим свойства ML-оценки модели многомерной регрессии, которая 
является простейшим частным случаем модели, состоящей из нескольких 
уравнений.

Переформулирование модели многомерной регрессии

Модель многомерной регрессии описывается предположениями 4.1-4.5 
и 4.7, где ztm ~ x tm =  для всех m =  1.2__ .М . Изменяя обозна­
чения, введенные в главе 4, систему из М  уравнений можно записать 
как

Utm =  х \  7г0 т  +  сш  (т  =  1 . 2 .  —  М : t: =  1 . 2 ...........п). ( 8 . 4 . 1 )
(1 х Л’) ( А' х 1)

554



8.4. М ногом ерны е регресси и

Здесь мы продолжаем придерживаться соглашения, согласно которому 
истинные значения параметра снабжаются нижним индексом «О». Если 
определить

' Уп ' ' Vn '
Уп Vf2

Vt = Vt -
Мх  I)

ytM
(Л/xl)

VtM

П о  =  [7Г01 7Г02 • • • 7Г0Л/1 .
(КхМ)

(8.4.2)
то эта система А/ уравнений может быть записана более компактно:

У1 ~  П(,ж* + vt (t = 1,2, (8.4.3)

Эта модель имеет следующие особенности:

• {yt.xi} стационарный и эргодический (предположение 4.2).

• Общие регрессоры xt являются предопределенными: Е(x fVtw) =  О 
для любого т (предположение 4.3).

• Ранговое условие идентификации (предположение 4.4) сводится к то­
му, что Е (xtx't) — невырожденная матрица.

• Вектор остатков условно гомоскедастичен: E(vt.v't \xt) = По. и По 
положительно определена (предположение 4.7).

GMM-оценка 7г0т совпадает с OLS-оценкой:

1 П _ ̂  j П
Пт =  ( -  ***<) ( -  X l' •'/"”) • (8.4.4)

п t= 1 п t= 1

Поэтому оценка GMM (OLS) для По может быть найдена как

П  =
(КхМ)

1 п
С е XlX’t)

f=i t=\
( К х К )  ( К х М )

(8.4.5)

Функция правдоподобия

Мы еще недостаточно специфицировали модель, чтобы было возможным 
найти ее ML-оценку. Введем дополнительные предположения о том, что 
I) v,\x, Л'(0 . По) и 2) {yt-Xt} — последовательность независимых
одинаково распределенных случайных величин (это предположение уси­
ливает предложения 4.2 и 4.5).
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Многомерная регрессионная модель с предположением о нормаль­
ности (1) означает, что y t\x t ~  ЛДПо-По). Функция плотности этого 
многомерного нормального распределения имеет вид:

(27г)-Л// 2|П о Г 1/2е х р [ -^ ( у < - П ^ ) ' П о 1( ^ - П ^ ) ] .  (8.4.6)

Заменяя истинные значения параметров (По. По) их гипотетическими 
значениями (П . П) и беря логарифм, мы получаем логарифмическое услов­
ное правдоподобие для наблюдения t:

М  1
\o g f { y t\x t\ J l , n )  =  -  —  log(2Tr) +  - lo g ( |n _ 1 |) -

2 1  (8.4.7)
- - { y t - n ' x t) ' i l - l { y < - T l ' x t).

где был использован следующий факт: — log(|fi|) =  log(|0—11).
Для случайной выборки умноженное на 4 логарифмическое условное 

правдоподобие выборки равно среднему по t. логарифмических условных 
правдоподобий для наблюдения t. То есть целевая функция Q n ( H .  П) 
записывается как

<?«(П .П ) =  - у  1оё(2тг) +  I l o g d n - 1! ) -

1 71
-  « -  -  П 'жО 'П 'Ч у * -  n ' x t). (8.4.8)

l n  (=1

Доказательство того, что последняя составляющая может быть перепи­
сана как

1 " 1 ~
2^  Х ^ 4 ~  П /ж/)/'Г2_ 1(2/а ~  П 'x t) =  -  trace[n_ 1n (n )] . (8.4.9)
1 t= i

где П (П ) определяется как

1 "
П (П ) =  - Y i y t - n ' x ^ y t - I i x t ) ' .  (8.4.10)
(Л/хЛ/) п < = 1

остается в качестве контрольного вопроса 1. Тогда целевая функция 
может быть переписана как

< ?«(П .П ) =  - у  1ой (2тг) +  i  lQg(|n-‘ |) -  i t r a c o t n - ' ^ n ) ] .  (8.4.11)

M L-оценка для (По, По) — это такие значения (П . П), которые мак­
симизируют целевую функцию. Пространство параметров для (По- По)

556



8.4. М ногом ерны е регресси и

определяется как

{(П. — симметричная и положительно определенная матрица}.

Максимизация функции правдоподобия

Сейчас мы покажем, что решение указанной задачи максимизации чис­
ленно совпадает с GMM-оценкой. То есть ML-оценка По — это GMM/ 
OLS-оценка П в (8.4.5), а ML-оценка По дается соотношением:

1 ”
П = - 5 2 « ^  =  П(П). (8.4.12)

п t= 1

где dt =  у, -  U 'xf .
При предположениях многомерной регрессии, упомянутых выше, П(П) 

положительно определена с вероятностью, равной единице, для любой 
заданной П при достаточно больших п (доказательство этого утвержде­
ния остается читателю как аналитическое упражнение 2). Поэтому мы 
можем предположить, что П(П) положительно определена, а не просто 
положительно полуопределена. Доказательство того, что GMM-оценка 
численно совпадает с оценкой максимального правдоподобия, основано 
на следующей двухшаговой процедуре максимизации целевой функции.

Шаг 1: Первый шаг состоит в максимизации (^„(П. П) по П в пред­
положении, что П задана. При этом полезно воспользоваться 
следующим результатом из матричной алгебры:

Неравенство, включающее в себя след и определитель мат­
рицы1: Пусть А  и В  — симметричные и положительно опре­
деленные матрицы одинакового размера. Тогда функция

f ( A)  =  log (|А |) — trace { АВ)

достигает единственного максимума в точке А  =  В ~ 1.

Этот результат с А  =  f2_1 и В  =  Г2(П) немедленно приводит 
к выводу о том, что целевая функция (8.4.11) достигает своего 
единственного максимума в точке О, =  Г2(П) при заданной П. 
Подстановка этой Я в (8.4.11) дает нам (умноженную на j-t )

'Этот результат вытекает из Lemma 6А [Johansen, 1995]. Единственность точки 
максимума достигается благодаря линейности оператора следа и строгой вогнутости 
log(|.4|), отмеченной в [Magnus and Neudecker, 1988, р. 222].
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концентрированную логарифмическую функцию правдопо­
добия (concentrated log likelihood function) (концентрированную 
по отношению к О):

дп(п) = ди(п.п(п)) =
= - у  bg(27r) + ^log(|fi(II)_1|) — ^ tracc[n(n ) " 1 П(П)] =

= - у  1ой(2тг) -  |1о6 (|П(П)|) -  у .  (8.4.13)

Шаг 2: Внимательно глядя на концентрированную логарифмическую функ­
цию правдоподобия фп(П), можно заметить, что ML-оценка По 
должна доставлять минимум

1«(П)| = ^  -  п'жХю -  П' x ty .
1 t= 1

(8.4.14)

Доказательство того факта, что OLS-оценка П из (8.4.5) достав­
ляет минимум этому выражению, оставлено читателю в качестве 
аналитического упражнения 1. Наконец, подстановка П = П 
в (8.4.10) дает (8.4.12).

Состоятельность и асимптотическая нормальность

В главе 4 было показано, что без предположения о нормальности остат­
ков (et\xt распределены нормально) или предположения о том, что 
{yt.xt} — i.i.d.. GMM/OLS-оценка П из (8.4.5) является состоятель­
ной и асимптотически нормальной и что Н из (8.4.12) состоятельна. 
Из этого тривиально следует, что ML-оценка П() также является со­
стоятельной и асимптотически нормальной и что ML-оценка По со­
стоятельна. Также следует отметить, что ML-оценка П0, основанная 
на функции правдоподобия, которая предполагает нормальность, явля­
ется состоятельной и асимптотически нормальной, даже если ошибки 
не распределены по нормальному закону.

Мы не будем заниматься асимптотической нормальностью ML-оцен- 
ки По, П(П). Показать асимптотическую нормальность ML-оценки мож­
но, например, проверив условия соответствующей теоремы об асимпто­
тической нормальности из предыдущей главы.

Контрольные вопросы

1. Докажите (8.4.9). Указание: Воспользуйтесь следующими свойствами 
оператора следа. 1) Ггасе(.г) = х, если х — скаляр, 2) tiaee(A + В) — 
- trace(A) +  traco(A) и 3) traсе(АВ) ~ trace(BA) при условии, что
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матричные произведения АВ и В А определены. Ответ:

- Y ( y ,  -П'Х'УП-1(У1 -П'х , )  =11
t =  1

= trace
П t=  1

-  ^  trace [(yt -  П 'ж/)'0_ 1 (у( -  П'ж,)] =
11 t=i

=  ^ t r a c e  [ t r ' ( v ,  -  П 'xi){y, -  П'ж,)']

^ ' j r n - ' i y t - n ' x M y t - n ' x ' ) '
n  1=1

n - ’- f > /  -  П'а;()(уд -  П'ж,)'

/ = 1 

--- trace

= trace
/.= i

8.5. FIML
Как было показано в главе 4, многомерная модель регрессии является 
частным случаем модели кажущихся несвязанными регрессий (SUR), 
которая, в свою очередь, является частным случаем системы одновремен­
ных уравнений, для которой применим трехшаговый метод наименьших 
квадратов (3SLS). Двухшаговый OLS (2SLS) совпадает с GMM, когда 
каждое уравнение системы оценивается отдельно, в то время как 3SLS 
совпадает с GMM когда оценивается вся система в целом. В этом пара­
графе представлены ML аналоги для 2SLS и 3SLS.

Система одновременных уравнений 
с общими инструментами: новые обозначения

Напомним, что эта модель представляет собой модель из М  уравнений 
M-equation system, описываемую предположениями 4.1-4.5 и 4.7, где
x t m =  xt  для всех т =  1.2.......А/ (то есть набор инструментов одинаков
для всех уравнений). Сохраняя договоренность снабжать истинные зна­
чения параметров нижним индексом 0, мы можем записать А/ уравнений 
системы следующим образом:

Ут =  z'tm So,,, + ?trn = 1 .2 .. . . .  А/-Д =  1 .2 .----н). (8.5.1)
( l x / . , , , )  ( L , X  1)

Отметим следующие особенности этой модели:
• В отличие от модели многомерной регрессии, в каждом из т урав­

нений регрессоры z lm могут не быть ортогональны ошибкам, одна­
ко имеется К  доступных предопределенных переменных ж(. для
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которых условие ортогональности выполняется: Е(ж( • £tm) =  О 
для всех тп (это предположение 4.3). Определив вектор £/ раз­
мерности М  х 1 как

' £t\"

—(Л/х 1)
£<2

(8.5.2)

н м
условия ортогональности можно выразить как

E ( x te') =  О . (8.5.3)(К хМ)
Эти К  предопределенных переменных используются как общий 
набор инструментов при G M M -оценивании.

• Переменные, входящие в систему, но не включенные в xt (кро­
ме ошибок), называются эндогенными переменными (endogenous 
variables).

• Ранговое условие идентификации (предположение 4.4) состоит в том, 
что матрица Е (xtz[m) размерности К  х L m имеет полный столбцо­
вый ранг для всех тп. Уравнение m  называется сверхидентифициро- 
ванным (overidentified), если условие ранга выполнено и L m <  К .

• Вектор ошибок условно гомоскедастичен: Е(£?£',|ж() =  So и Ео 
положительно определена (предположение 4.7).

• Е (®t®J) — невырожденная матрица (следствие условной гомоскеда- 
стичности и требования невырожденности в предположении 4.5).

G M M -оценка системы в целом является 3$Цэ-оценкой, приведенной 
в (4.5.12), в то время как оценивание каждого уравнения в отдельно­
сти с помощью G M M  представляет собой 2SLS, заданный соотношени­
ем (3.8.3).

Следующие примеры кратко иллюстрируют эти понятия.

Пример 8.1 (модель рыночного равновесия): Расширенная версия при­
мера Уоркинга, рассмотренная в параграфе 3.1, представляет собой си­
стему из двух уравнений:

Qt =  ъ т  +  Зп +Р\2Щ +  £п  (спрос). (8.5.4)

qt =  l 2 iPt +  fo i +  +  г  i2 (предложение). (8.5.5)

В этой системе qt — количество кофе, pt — цена кофе. Переменная о.?, 
фигурирующая в уравнении спроса, отражает изменение предпочтений 
потребителей. Переменная иц представляет собой количество осадков.
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которое влияет на предложение кофе. Эта система может быть приведена 
к общей форме введением следующих обозначений:

'Pt 'Pt'
У п = Чь  Vt2 =  qt-. Zt \ ~ 1 , Zf 2 = 1

«( Wt

7n 721
<$01 = Pu • 0̂2 = p2l

B\2 p22_

(Заметим, что уп  и у а  являются одной и той же переменной.) Если 
Е (etj) = О .Е(atstj) =  0 и Е (w,£tj) =  0 для j  =  L 2 ,  то тогда (1 ,at. wt) 
могут быть включены в общий набор инструментов, так что

х,
1

a.t . 
Щ

Остальные переменные (кроме ошибок), входящие в систему (то есть 
в данном примере pt и qt) являются эндогенными переменными. При 
условии, что ранговое условие идентификации выполнено, каждое урав­
нение идентифицировано точно, поскольку количество переменных в пра­
вых частях уравнений равно количеству инструментов.

Пример 8.2 (уравнение заработной платы): В главе 3 мы оценили 
стандартное уравнение заработной платы. Дополним это уравнение еще 
одним, объясняющим результат теста Knowledge of the World of Work 
(K W W ).

LW t ~  ^ u S t +  B\ \ +  ByilQt +  -fb  (8.5.6)
А И Wt — 72i Вi +  B‘2] +  S(2- (8.5.7)

где S t — количество лет обучения индивида t. Предположим, что Е (г^) =  О 
и что E (IQ t£ tj)  — 0 для j  =  1.2 . Пусть в нашем распоряжении име­
ется переменная M E D  (образование матери), которая не фигурирует 
ни в одном из уравнений, но которая является предопределенной, в том 
смысле, что E ( M E D t£tj) =  0 для j  =  1.2 . То есть общий набор ин­
струментов есть х I =  (1 . I Q t. M E D t)'. Остальные переменные (кроме 
ошибок), входящие в систему, являются эндогенными. В этой системе 
из двух уравнений имеются три эндогенные переменные: L W .S  и A'U'JV. 
При условии выполнения рангового условия идентифицируемости первое 
уравнение точно идентифицировано, поскольку количество переменных 
в правой части уравнения равно количеству инструментов. Второе урав­
нение сверхидентифицировано.
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Полная система одновременных уравнений

ML аналог 3SLS называется оценкой максимального правдоподобия 
с полной информацией (full-information maximum likelihood) — FIML. 
Перед применением FIML на модель одновременных уравнений необхо­
димо наложить несколько дополнительных условий до введения пред­
положений о нормальном распределении и независимости и одинаковой 
распределенности. Эти дополнительные требования состоят в том, чтобы 
модель из М уравнений была «полной» системой одновременных уравне­
ний. Полнота требует выполнения двух условий:

1. Количество эндогенных переменных в системе должно равнять­
ся числу уравнений. Это условие подразумевает, что если yt — 
вектор длины Л/, содержащий эти М эндогенных переменных, 
то (уп,... ,ytM-z\,.... Zim) — это все элементы (yt, x t), которые 
позволяют записать систему из М уравнений (8.5.1) в виде:

Г0 yt + Во x t =  e t (t — 1.2...... n). (8.5.8)
(А/xM) {Mx  1) ( МхК) ( Кх  1) (Л/ х 1)

где т-е уравнение имеет вид: ytm = ztm8om + гш . (Это проде­
монстрировано для примера 8.1 выше.) Такая запись называется 
структурной формой, а (Го. В о) называются параметрами струк­
турной формы (structural form parameters). Как будет показа­
но ниже, каждый из структурных параметров является функцией 
от (<50ь ..., <5ол/) •
Система уравнений из примера 8.1 удовлетворяет этому требова­
нию. Система уравнений из примера 8.2 не является полной си­
стемой, поскольку количество эндогенных переменных превышает 
количество наблюдений. С помощью FIML невозможно оценить 
неполную систему (за исключением случая, когда мы дополним 
систему соответствующими уравнениями, см. обсуждение LIML да­
лее). Напротив, неполную систему можно оценить с помощью 3SLS 
(или с помощью GMM для системы уравнений, если не вводит­
ся предположение об условной гомоскедастичности), если система 
удовлетворяет ранговому условию идентифицируемости.

2. Квадратная матрица Го невырождена. Из этого следует, что струк­
турная форма может быть решена относительно эндогенной пере­
менной уt следующим образом:

у, = - Г  QlBnxt + Г ц 'е, = По*, + v,. (8.5.9)
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где

П(, = -  Г о 1 Во , (8.5.10)
(Л/ хК) ( МхМ)  (МхК)

vt = Г о 1 et  ■ (8.5.11)
(Мх 1) ( МхМ)  (А/х 1)

Выражение (8.5.9) называется приведенной формой (reduced-form  
representation) структурной формы. Элементы По называются ко­
эффициентами приведенной формы. В каждом уравнении при­
веденной формы регрессоры представляют собой один и тот же 
набор переменных x t. Из (8.5.3) и (8.5.11) следует, что Е(ж,г;() =  О, 
то есть все регрессоры являются предопределенными. Следователь­
но, система уравнений в приведенной форме является многомерной 
регрессионной моделью.

Взаимосвязь между (Г 0, В 0) и <50

Пусть бо — штабелированный вектор, включающий в себя все коэффи­
циенты системы из М  уравнений (8.5.1):

So
а~,п, _1 L,n х 1)

<5(п
<5()2

Sqm

(8.5.12)

Для понимания механизма F1M L важно посмотреть, как матрицы коэф­
фициентов (Го. Во) зависят от So. В качестве иллюстрации рассмотрим 
пример 8.1. В этом примере вектор до определяется как

So
(6x1)

7п
Зп
/М
721
Д21 

. Д2 2 .

(8.5.13)

Две эндогенные переменные в примере — это (pt.qt). Порядок включения 
этих переменных не важен. Для определенности пусть pt первой входит 
в вектор y t\ y t — (pt.qt)'■ Тогда параметры структурной формы могут 
быть записаны как

Г —Л'1 1 1]
Го =

Ml А 
_ 1 • В о  =

2x2) [“ 721 1J (2x3) L
U
lh-2 (8.5.14)
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Мы привели этот пример для иллюстрации трех аспектов. Во-первых, 
каждая строка матрицы Го содержит единицу, что отражает тот факт, 
что коэффициент при зависимой переменной в каждом из М  уравнений 
(8.5.1) равен единице. В этом смысле Го уже нормализована. Во-вторых, 
некоторые элементы Го и Во равны нулю, что отражает тот факт, что 
некоторые из эндогенных или предопределенных переменных не входят 
в отдельные уравнения системы. Эта особенность матрицы коэффици­
ентов структурной формы называется исключающими ограничениями 
(exclusion restrictions). (В примере 8.1 ни один из элементов Го не ра­
вен нулю, так как обе эндогенные переменные входят в оба уравнения 
системы.) В-третьих, в системе нет ограничений, затрагивающих сразу 
несколько уравнений, поэтому каждый элемент бо появляется в (Го. Во) 
только один раз.

Функция правдоподобия для FIML

Чтобы полная система одновременных уравнений могла оцениваться по­
средством F1ML, мы предполагаем, что 1) вектор структурных ошибок et 
имеет совместное нормальное распределение, условное относительно x t 
(то есть £ t \x t ~  Лг(0 ,S 0)) и 2) {у#.ж,} — последовательность неза­
висимых одинаково распределенных случайных величин, а не просто 
эргодические стационарные мартингал-разности (это предположение — 
более жесткий аналог предположений 4.2 и 4.5).

Вследствие предположения о нормальном распределении структурных 
ошибок e t (1) и (8.5.11) мы имеем v t\ x t ~  N ( 0 . Гц 'Ео(Го 1)/). Совмещая 
это с приведенной формой y t =  H'oXt +  v t и (8.5.10), получаем:

Vt\xt ~  Л'(—Г ^В оЖ /.Г о^Г о1)'). (8.5.15)

Поэтому логарифмическое правдоподобие для наблюдения t принимает 
вид:

l o g / C y ^ d . S )  =  -  у  1оё(2тг) — ^ l °g ( |r ~ 1S ( r - 1 ), | ) -

-  ^ [y , +  r - 1B * /], [ r - 1S ( r - 1),] " 1[l/f ч -Г -'В а :,] .  (8.5.16)

Это правдоподобие является функцией от (<5.£), поскольку, как было 
показано в (8.5.14), коэффициенты структурной формы (Г. В )  являются 
функциями от S. Теперь

[2/( + Г - 1В ж,] '[Г -1Е (Г -1) '] -1[У( + Г - 1В ж,] =
=  [yt +  Г " | Ва^]/ [Г/£ ~ 1Г] [у/. +  Г ^ В а :?]  =  (8.5.17)

=  [Г y t +  В ж ,] 'Е -1  [ T y t +  B x f]
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и
| Г - 1£ ( Г ~ 1)'| =  |г -1||Е ||(г-1)'| =  |£ | / |Г |2. (8.5.18)

Подставляя эти выражения в (8.5.16), получаем:

lo g / M * t ; * , E )  =  -y lo g ( 2 7 r )  +  i  lo g(|r|2) -  ^ b g ( |£ |)

- \ [ T y ,  +  Bxt j ' S " 1 [ T y t +  Bxt). (8.5.19) 

Усредняя no t, получаем целевую функцию FIM L для случайной выборки:

Q n(S, £ )  =  - у  log(2Tr) +  i  log(|Г j2) -  I  log(|E|) —

-  T -  E  [ T y t +  B x t] ■ (8.5.20)
гп t=i

Оценка FIM L истинных параметров (<5o.£o) — это (б. Е ), доставляющие 
максимум целевой функции.

Концентрированная функция правдоподобия для FIML

Как и в случае с максимизацией целевой функции для многомерной 
регрессионной модели, мы можем решить вопрос в два этапа. Сначала 
можно найти максимум Q„(<5,£) по Е , считая 6 заданным. В результате 
получаем:

1 "
В Д  = - У 1( Г у 1 +  В х 1) ( Г у 1 +  В х ,) ' .  (8.5.21)

(М  х  Л / ) "  < = 1

Элемент (m .h )  может быть записан как

a mh =  ~  ^  — ~  z ih^h)- (8.5.22)
' t= 1

Подставляя (8.5.2) обратно в целевую функцию (8.5.20), умноженную 
на 1 / г/, концентрированную функцию правдоподобия для F IM L можно 
записать в виде:

Q n(8) =  Q n( S ,t ( S ) )  =

=  - у  log(2Tr) -  у  +  \  log(|r|2) -  1  log(|E(5)|) =

=  - у  bg(2yr) -  у  ~  ^ l ° g | ^ E ( ^  +  T ~ xB x t){y t +  Г “ 1Вж ,)'|.
' f=i

(8.5.23)
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Второй шаг состоит в максимизации этой концентрированной функции 
правдоподобия по S. FIML-оценка 8 истинного значения параметра 8о — 
это такое значение 5, которое доставляет максимум этой функции* 1. 
FIML-оценка So — это £(5).

Тестирование сверхидентифицирующих ограничений

Сравним теперь концентрированную функцию правдоподобия для FIML 
Qn(8) из (8.5.23) с концентрированной функцией правдоподобия для мо­
дели многомерной регрессии С*).П(П) из (8.4.13). Концентрированную функ­
цию правдоподобия для FIML Qn(8) можно получить из 0 „ (П ) путем 
введения ограничений. Эти ограничения соответствуют следующей нуле­
вой гипотезе:

#о : Пд = -Г 0 1В0 или ГоПо + В0 = О. (8.5.24)

Иными словами, FIML-оценка <50 — это оценка многомерной регрессии 
с ограничениями. Поэтому истинность нулевой гипотезы можно прове­
рить, используя принцип отношения правдоподобий. Поскольку OLS-оцен- 
ка П из (8.4.5) максимизирует концентрированную функцию правдопо­
добия для многомерной регрессии (/„(П) из (8.4.13), а FIML-оценка 8 
максимизирует концентрированную функцию правдоподобия для FIML 
Qn{8) из (8.5.23), статистика теста отношения правдоподобий принимает 
следующий вид:

LR = 2п ■ (Q* (H) -  Q*(8)) =
^  ̂ Л ^ Л (o.D.ZO)

=  n х (log|n(—(Г ~1В ) ,)| -  log |П (П )|).

где П(П) определена в (8.4.10) и (Г, В )  — значение (Г. В )  при 8. Так как 
размерность 8 равна Ylnl- 1  количество ограничений, накладываемых 
нулевой гипотезой Но выше, равно:

д/ м
К М  -  L», = Y ,  (к  ~  ь т)- (8-5.26)

т—1 т- 1
что равно общему числу сверхидентифицирующих ограничений в си­
стеме. Поэтому тест отношения правдоподобия, основанный на LR ста­
тистике из (8.5.25), называется тестом на сверхидентифицирующие

1 То есть I'IML-оценка <5 является экстремальной оценкой, которая максимизирует

I 1 »
“ 2 logl « 5 Z (?/' 4 Г~1Вх>НУ> + Г - ’В х ()'|.

Некоторые свойства этой экстремальной оценки рассматриваются в дополнительном 
аналитическом упражнении 3.
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ограничения ( t e s t  o f  o v e r i d e n t i f y i n g  r e s t r i c t i o n s ) .  Он является тестом 
на спецификацию модели, так как тестируемые ограничения — это усло­
вие, предполагаемое в модели.

С в о й с т в а  F I M L -о ц ен к и

Для FIML-оценки не существует аналитического решения. Значит, для 
проверки состоятельности и асимптотической нормальности нам будет 
необходимо проверять условия соответствующих теорем из предыдущего 
параграфа. Далее мы приведем без доказательства основные свойства 
FIML-оценок.

И д е н т и ф и ц и р у е м о с т ь

Формулирование условий идентифицируемости в различных формах для 
полной системы одновременных уравнений — одна из важнейших тем 
большинства учебников. Здесь же мы предлагаем в качестве дополни­
тельного аналитического упражнения 3 показать, что условие иденти­
фицируемости FIML как экстремальной оценки равносильно ранговому 
условию идентификации (то есть что матрица Е (x tz lw) имеет полный 
столбцовый ранг для всех т  =  1 .2 .___М ) .

А с и м п т о т и ч е с к и е  с в о й с т в а

Хотя целевая функция FIML (8.5.20) выводилась в предположении нор­
мального распределения ошибок е/|ж*, FIML-оценка S0 является состоя­
тельной и асимптотически нормально распределенной и без этого предпо­
ложения. Доказательство состоятельности приведено, например, в: [Ате- 
miya, 1985, рр. 232-233]. Элегантное доказательство асимптотической 
нормальности распределения <5 принадлежит Хаусману [Hausman, 1975], 
который показывает, что итерационный метод инструментальных пере­
менных может рассматриваться как алгоритм для решения условий пер­
вого порядка максимизации Q„(<S.£)!. Это доказательство показывает, 
что FIML-оценка 5$ асимптотически эквивалентна 3SLS-oueHKe* 2. Поэто­
му ее асимптотическая дисперсия дается выражением (4.5.14) и состоя­
тельной оценкой асимптотической дисперсии является (4.5.17).

'Мы не будем приводить условия первого порядка (уравнения правдоподобия) 
для F IM L-оценок, так как их вывод требует громоздких матричных обозначений. Детали 
можно найти в: [Amemiya, 1985. рр. 233-234] или [Davidson and MacKinnon, 1993. 
рр. 658-660]. Для SUR-модели уравнения правдоподобия и итерационную процедуру 
описать намного проще, см. следующий параграф.

2Эта асимптотическая эквивалентность не сохраняется при переходе к системе 
нелинейных уравнений; нелинейный FIM L является более эффективным, чем нелинейный 
3SLS. См.: [Amemiya, 1985, Section 8.2].
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Инвариант ност ь

Так как F IM L — это M L-оценка, она обладает свойством инвариантно­
сти, которое обсуждалось в параграфе 7.1. Чтобы проиллюстрировать это 
свойство, вернемся к примеру 8.1. Предположим, мы хотим репарамет- 
ризовать уравнение предложения следующим образом:

Pi =  12iqt +  $ 2 \ +  $ 2 2  n;t +  ? 12  (предложение). (8.5.27)

Параметры старого уравнения, описывающего предложение (721 ■ $ 21, $ 2 2 ), 
и параметры нового уравнения предложения (721, Д21, #22) связаны вза­
имно однозначным соответствием:

721 =  I / 721, Д21 =  - # 21/ 721, Д22 =  - ^ 22/ 721- (8.5.28)

Если (721,^ 21,^ 22) — это F IM L -оценка параметров (721, # 21, $ 2 2 ) Для си­
стемы уравнений, состоящей из уравнения спроса (8.5.4) и старого урав­
нения предложения (8.5.5), то тогда F IM L -оценка, основанная на систе­
ме, состоящей из (8.5.4) и нового уравнения предложения, численно сов­
падает со значением вышеупомянутого отображения в точке (721, fh u  $ 2 2 )- 
SSLS-оценка (и 2SLS по той же причине) не обладает таким свойством. 
Вышеизложенная дискуссия о F IM L -оценках может быть подытожена 
следующим образом:

Утверждение 8.1 (асимптотические свойства FIML): Рассмотрим си­
стему из А/ уравнений (8.5.1). Пусть Sq — штабелированный вектор, 
включающий все коэффициенты этой системы. Пусть выполнены следу­
ющие предположения: •

• выполнено ранговое условие идентификации: матрица Е(xtz'lm) 
имеет полный столбцовый ранг для всех m  =  1,2, . . . .  Л/;

•  E ( x tx't) — невырожденная матрица;

• указанная система из А/ уравнений может быть представлена в фор­
ме полной системы одновременных уравнений (8.5.8) с невырож­
денной матрицей Г();

• st \xt ~  Лт(0. £ о ) ,  £о положительно определена,

• { y t. x f } — i.i.d.:

• пространство параметров для (бо. £о) является компактом, причем 
вектор истинных параметров (<50. £о) является его внутренней точ­
кой.

Тогда

(а) FIML-оценка (б. £), доставляющая максимум (8.5.20), состоятельна 
и асимптотически нормальна,
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(b) асимптотическая дисперсия б равна (4.5.15), а состоятельная оценка 
асимптотической дисперсии задается (4.5.17), где d mh — (т ,Н )-й  
элемент S - 1 ,

(c) статистика отношения правдоподобий (8.5.25) для тестирования сверх-
идентифицирующих ограничений асимптотически распределена как 
\ 2 с К М  — 1 степенями свободы.

Кроме того, эти асимптотические свойства 6 сохраняются, даже если  
распределение £ t \x t не является нормальным.

ML-оценивание SUR-моделч

Модель SUR является частным случаем FIM L, где z tm является подвек­
тором х*. Следовательно, это модель из М  уравнений (8.5.1) с пред­
определенными регрессорами z tm. В отличие от многомерной модели 
регрессии, набор регрессоров может быть разным для разных уравне­
ний системы. Легко показать (см. контрольный вопрос 3), что никакие 
из двух зависимых переменных не могут быть одной и той же перемен­
ной. То есть pi — (А /х  1) в структурной форме (8.5.8) просто содержит А / 
зависимых переменных. Кроме того, поскольку z tm не включает в себя 
эндогенных переменных, Го в структурной форме представляет собой 
единичную матрицу. Таким образом, целевая функция F1M L (8.5.20) 
принимает вид:

Д Г 1 1 71
Qfl(<5.E) = —— log(27r)-- log( |E| )-  —  Y ,[r y t  +  B x t} 'Z - l [ryt +  B x t\..

(8.5.29)
где Г  — единичная матрица. (Мы продолжаем писать Г . чтобы упростить 
сравнение с целевой функцией L1M L, которая будет рассмотрена в сле­
дующем параграфе.) Как и в FIM L, £ ,  которая максимизирует целевую 
функцию при заданном б, — это £(<5), выражение для которой приведено 
в (8.5.21).

Для SU R-модели вклад по отношению к б может быть записан до­
вольно просто, т -я строка матрицы T y i  +  bxt представляет собой ytm — 
г[,„б. Определим у  размера (M n  х 1) и Z  размера ( M N  х J^m=i L m), 
как в первом аналитическом упражнении к главе 4. Тогда

П
J 2 ^ y t  +  B x t] ' j : ~ l [ T y t + B x t] =  ( y - z 6 y ( i : - l s i n ) ( y - z 6 ) .  (8.5.30)
(=i

Поэтому

&  1п )(У  -  Z S ) .  (8.5.31)од п
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(Проделать то же самое для более общего случая FIML не так просто, 
так как, хотя (8.5,30) выполнено для FIML также, вклад пред­
ставляет собой более сложное выражение из-за наличия члена log(|r |2) 
в FIML функции правдоподобия. Иными словами, если |Г| не зависит 
от д , то тогда для FIML совпадает с (8.5.31).) Приравнивая это 
к нулю и решая относительно S, получаем:

<5(Е) = [Z 'tX T 1 X I n)Z]~lZ ' { ^ ~ x х  I n)y. (8.5.32)

При условии, что Ё  — состоятельная оценка So, <5(Ё) представляет 
собой SUR-оценку 5о, выведенную в главе 4.

Эти две функции (<5(Е). Ё((5)) определяют отображение из простран­
ства параметров для (д. Е) в себя, и решение условий первого порядка 
для максимизации целевой функции Q„(S, Е) является неподвижной 
точкой этого отображения. Эта неподвижная точка может быть вычисле­
на с помощью итерационного SUR (iterative SUR). Пусть (6 ^ \  Ё ^ )  — 
оценка (<5о, So) на шаге j. Оценка на следующем шаге вычисляется 
по формуле:

6и+Х) = 5 (Ё (Я). Ё (2+1) = Ё(<50+1)). (8.5.33)

Первая часть этой итерации состоит в получении SUR-оценки при за­
данной Ё^), в то время как вторая часть обновляет полученную ранее 
оценку Ео с использованием текущей оценки So. Если этот процесс 
сходится, то его результат — решение условий первого порядка.

Контрольные вопросы

1. (Вывод f(yt\xt) из f (et\xt).) В этом упражнении мы хотим вывести функ­
цию правдоподобия для наблюдения t для FIML-оценки модели. При этом 
мы будем использовать следующий результат из теории вероятностей:

Формула замены переменной: Пусть е — непрерывный М -мер­
ный случайный вектор с функцией плотности / £(е) и g  : ША1 -> 
-> Е Л/ — взаимно однозначное дифференцируемое отображение 
на открытом множестве S, при этом обратное отображение обозна­
чается как <7-1 (')- Пусть М  х М матрица J(e) — матрица Якоби 

(М х М матрица частных производных, в которой элемент 
(i . j ) равен Пусть |«7(=)| не равен нулю в любой точке S.
Тогда функция плотности у  =  д(э) задается как

П у ) = a b s( jj(< r 1 (y))|)'
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(Заметьте, что \ J(g 1{у))\ — это определитель, который может как быть, 
так и не быть положительным.) Используя этот факт, выведите функцию 
плотности f(yt\Xt) из /{ецх,). Также проверьте, что соответствующий
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логарифм функции правдоподобия задается (8.5.16). Указание: Обратное 
отображение g" l(yt) представляет собой левую часть (8.5.8). Следова­
тельно, J(et) Го 1. Кроме того, log(abs(|r|)) = ^log(ir|2).

2. (Инструменты за пределами системы.) Рассмотрим полную систему одно­
временных уравнений (8.5.8) с |Го| ф 0 . Пусть одна из К  предопределен­
ных переменных, скажем хщ, не входит ни в одно из М уравнений. Пусть 
Е*{у\х) — проекция OLS у на х. Покажите, что E*(ylm\xt) -- E*(ylm\Xi), 
где x't (хц, ... .xt.K-i)' (так что x t = (х/.хщ)')- (Как будет показано 
в аналитическом упражнении 4, включение .гtk в набор инструментов 
в дополнение к x t не влияет на асимптотическую дисперсию FlML-оиен- 
ки <$0; хотя П Р И этом свойства в малых выборках, вероятно, ухудшатся.)

3. Вспомните, что в примере 8.1 уп и уц являются одной и той же пере­
менной. В SUR-модели такого произойти не может: никакие два элемента 
из (уп,Ш2 , ■ ■ ■ ,yt\i) не являются одной и той же переменной, если выпол­
нены предположения модели. Докажите это. Указание: (Доказательство 
от противного.) Предположите, что уц и yt2 являются одной и той же 
переменной. Тогда

St 1 -  Sf2 =  1^0.1 -  А 2$0 ,2 -

Так как z t \ и z t2 — подвекторы x t, правая часть может быть переписана 
как x'ta для некоторого К-мерного вектора а . Используйте условие ор­
тогональности Е(xte't) = 0  и невырожденность E{xix't), чтобы показать, 
что a = 0 .

8.6. LIML
Определение LIML

Преимуществом метода F1ML является то, что он позволяет исполь­
зовать всю информацию, содержащуюся в полной системе одновремен­
ных уравнений. С другой стороны, это же является его слабым местом, 
поскольку оценка становится несостоятельной, если какая-либо часть 
системы неправильно специфицирована (этим же недостатком страдают 
все системные или совместные методы оценивания). Если вы уверены, 
что интересующее вас уравнение специфицировано правильно, а отно­
сительно прочих уравнений системы такой уверенности нет. возмож­
но, будет разумнее применить методы оценивания отдельного уравнения 
(такие, как 2SLS). Остальная часть этого параграфа посвящена выво­
ду ML-оценки, которая называется оценкой максимального правдо­
подобия с ограниченной информацией (limited information maximum 
likelihood). (L IM L ) и которая представляет собой ML аналог 2SLS-oneHKH.

Пусть нас интересует m-е уравнение системы из М  уравнений. Lm ре­
грессоров z tm являются либо эндогенными, либо предопределенными. 
Пусть y t — вектор, состоящий из Мт эндогенных переменных, а —
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вектор, состоящий из К т предопределенных переменных, где М т+ К т =  
=  Ь т. д0т разбивается аналогичным образом как 6от =  Р'отУ. 
Тогда т -е  уравнение может быть записано как

!Нт ~  %tm &0т ”/.??( = Ut 'УОт "Ь Xf (3qт + £щ\- (8.6.1)
( l x L m ) ( ^ m X l )  (1 X М т ) ( М т  X 1) (1 X К т  ) ( К т  X 1)

Очевидно, что это уравнение, рассматриваемое в изоляции, представ­
ляет собой неполную систему из-за существования М т включенных 
эндогенных переменных y t. Однако если это уравнение дополнить М т 
уравнениями в приведенной форме для y t из (8.5.9), то система из этих 
1 + М т уравнений будет полной системой одновременных уравнений. Что­
бы объяснить эту идею более подробно, рассмотрим По — соответству­
ющую матрицу коэффициентов приведенной формы системы уравнений. 
Возьмем из По соответствующие М т столбцов и запишем уравнения 
в приведенной форме для М гп включенных в уравнение эндогенных пе­
ременных:

yt =  П у x t +  v t . (8.6.2)
(A/m x  1) (Л/т х Л ' ) ( А ' х 1 )  (Л/т х 1 )

Совмещая (8.6.1) и (8.6.2), получим систему из 1 +  М т уравнений:

Го y t +  В о  x t =  £t (8.6.3)
( ( 1  + Л / щ ) х ( 1 +  Л / т ) )  ( ( 1 * Л / т ) х 1 )  ( ( 1 +  Л / т ) х А " )  ( А ' х  1)  ( ( 1 +  Л / ш ) х  1)

где

У tin ztm
Vt , £ f  = v t

. ( Л / „ ,  X 1 ) . L ( A / „ ,  x  1)J

r 0 =
1 -  7o m(1 X Л/m ) . B o  =

P q m( 1 X Л m
O'

) (lx(A'-A'm))

0 1 м т — По
_(A/m x 1) (Л/„, x К)

Здесь мы без потери общности предположили, что включенные в урав­
нение предопределенные переменные x t являются первыми К т элемен­
тами Xt. Система уравнений (8.6.3) является полной системой 1 +  М т 
одновременных уравнений, поскольку

|Г0| =  1 # 0 .  (8.6.5)

В качестве примера рассмотрим пример 8.2. Включенная эндогенная 
переменная в уравнении заработой платы — это Добавим к уравнению 
заработной платы уравнение в приведенной форме для S): регрессию S t 
на константу, I Q t и M E D t. Матрица Го для системы из двух уравнений 
имеет вид:
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Гипотетическое значение Г для Го имеет такую же структуру, как 
и Го в (8.6.4). Поэтому |Г| = 1. Заменяя в целевой функции FIML
(8.5.20) {6, В) на {'ут. /Зт.П), Г на Г и S на Е и используя условие 
|Г| = 1, мы получаем целевую функцию LIML:

Qn(7 m-Ап,П, S) = -  ^ 1оё(2тг) -  ilog(|S|) -

-  [Гу,. + Bxt], (8 .6 .6 )
гп t=1

где S — ковариационная матрица I t размерности (1 + Мт) х ( 1  + Мт). 
Пусть (7 т ,/Зто,П, S) — FIML-оценка этой системы. LIML-оценка 
{LIML estimator) для <50m = (7ow-̂ Om)/ есть (l'm-Р'т)'• Представленный 
способ вывода LIML-оценки принадлежит Пагану [Pagan, 1979] и от­
личается от способа, предложенного Андерсоном и Рубином [Anderson 
and Rubin, 1949]. Поскольку LIML-оценивание является частным слу­
чаем FIML-оценивания, предложение 8.1 гарантирует состоятельность 
и асимптотическую нормальность LIML-оценки, даже в случае, когда 
не выполняется предположение о нормальности ошибок.

Вычисление LIML

Для случая SUR-модели мы показали, что ML-оценка может быть вы­
числена с помощью итерационной SUR-процедуры. Если внимательно 
взглянуть на доказательство, то можно заметить, что оно не зависит 
от того, является ли матрица Г в целевой функции SUR (8.5.29) еди­
ничной матрицей. Единственным требованием является равенство опре­
делителя матрицы Г константе. Поэтому та же аргументация может быть 
применена к целевой функции LIML (8 .6 .6 ). То есть мы можем получить 
LIML-оценку параметра 8от, применяя итерационную SUR-процедуру 
к системе (8.6.3), состоящей из ( 1  + Мт) уравнений. В частности, если 
So — известная матрица, то LIML-оценка является SUR-оценкой. Наш 
вывод о том, что SUR может быть использован для оценки коэффици­
ентов при включенных эндогенных переменных, является удивительным, 
но верным. Причина этого в следующем: ошибка оценки 8т—8от зависит 
не только от корреляции между включенными эндогенными перемен­
ными у / и ошибкой Stm< но и от корреляции между у ,  и vt. Эти две 
корреляции взаимно уничтожают друг друга. Этот факт проверяется 
в контрольном вопросе 1 для простого примера.

Однако эта итерационная SUR-процедура обычно не используется 
для вычисления LIML-оценки, так как в случае LIML решение может 
быть найдено аналитически. Система одновременных уравнений (8.6.3) 
обладает двумя отличительными чертами. Первая — это особая струк­
тура Г, что мы уже отмечали. Вторая особенность состоит в том, что
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на строки матрицы В  не наложены исключающие ограничения, соот­
ветствующие включенным эндогенным переменным y t. Благодаря этим 
особенностям L IM L -оценка 6т =  ( % г /3'т)' и статистика максимального 
правдоподобия (8.5.25) могут быть вычислены в явном виде.

Чтобы записать в явном виде L IM L -оценку и статистику отноше­
ния правдоподобий, нам необходимо ввести новые обозначения. Пусть 
Z m. Y , X , X  и у т — матрицы и вектор данных, которые соотносятся 
с ztm,y t ,x t ,x t  и y tm соответственно следующим образом:

1̂ m 'у \' 'х\
, Y  = , X  =

_̂ пт_
(ПХМ т)

Уп.
(пх Кт)

х'п_
ШХ\

Ут —
У In ,

х'„L HJ
{пх 1 )

У пт

(8.6.7)

и пусть М и М  -  аннуляторы, основанные на X  и X  соответственно: 

М  =  1 п -  Х ( Х ' Х ) - ' Х ' .  М  =  1„ -  Х ( Х ' Х ) ' хХ ' .  (8.6.8)(пхп) (пхп)

Тогда L IM L -оценка дгп может быть записана как

I n  =  [Z'm(Ir, -  k M ) Z ,„ ] - 1 Z \ n( I n -  к М ) у т . (8.6.9)

где к — наименьший характеристический корень

W  W ~ l , (8.6.10)

где W  и W ~ l — матрицы размерности ( 1+ Л /т )х (1+ Л /,„ ), определяемые
как

W = [ y w \ Y ] ' M [ y m \ Y ) . ,  W ~  [ym \ Y ] ' M [ y m \ Y ) .  (8.6.11)

(Вывод можно найти, например, у Дэвидсона и Мак-Киннона [Davidson 
and MacKinnon, 1993, рр. 645-649]). Статистика отношения правдопо­
добий (8.5.25) для тестирования сверхидентифицируюших ограничений 
сводится к

L R  =  п log к. (8.6.12)

Так как в дополнительных М т уравнениях (8.6.2) не содержится сверх- 
идентифицирующих ограничений, представляющее интерес уравнение яв­
ляется единственным источником сверхидентифицируюших ограничений, 
количество которых равно К  — Ь т. Поэтому из утверждения 8.1 следует, 
что эта статистика для проверки сверхидентифицируюших ограничений
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асимптотически распределена как \ 2{К — L m). Когда уравнение иденти­
фицировано точно (К  — L,„), LR статистика должна быть равна нулю. 
Кроме того, может быть показано, что в этом случае k = 1 (подробности 
см., например, в Дэвидсоне и Мак-Кинноне [Davidson and MacKinnon, 
1993, р. 647]).

Если мы необязательно требуем, чтобы к было именно таким, как 
только что было определено, то оценка (8.6.9) называется оценкой A-клас­
са (k-class estimator). Таким образом, LIML является оценкой А-класса, 
с А, определенным выше. Изучение формулы для 2SLS-oneHKH в терми­
нах матриц данных (см. (3.8.30 на с. 259) немедленно показывает, что 
2SLS-ooeHKa является оценкой A-класса с k =  1, а OLS-оценка — оценка 
А*-класса с к =  0. Следовательно, LIML и 2SLS численно совпадают, 
когда уравнение точно идентифицировано (так что к =  1 ).

Мы уже показали, что LIML-оценка является состоятельной и асимп­
тотически нормальной. Кроме того, используя явную формулу (8.6.9), 
можно показать, что асимптотическое распределение LIML-оценки 
совпадает с асимптотическим распределением оценки 2SLS (см.: [Агпе- 
miya, 1985, Section 7.3.4]). Поэтому формула для асимптотической дис­
персии LIML дается в (3.8.4), а ее состоятельная оценка — в (3.8.5).

Сравнение LIML и 2SLS

Поскольку LIML и 2SLS имеют одинаковое асимптотическое распределе­
ние, выбор в пользу одного из этих методов нельзя сделать на основании 
их асимптотических свойств. В конечных выборках LIML обладает свой­
ством инвариантности, тогда как 2SLS таким свойством не обладает. 
Кроме того, из обширной литературы, посвященной конечным выборкам 
(см., например, Джадж и др. [Judge et al., 1985, Section 15.4]), можно 
заключить, что LIML предпочтительнее 2SLS. Ниже перечислены ос­
новные выводы из этой литературы. Однако в них предполагается, что 
предопределенные переменные x t — фиксированные константы.

• Пусть ошибки нормально распределены, р-й момент 2SLS-oueHKH 
существует, если и только если р < A '- L m +  1 , где К  — количество 
предопределенных переменных и Lm — количество регрессоров 
в r/г-м уравнении. Таким образом, если уравнение идентифицируемо 
точно (то есть если К  =  Lrn)9 то у 2SLS-oneHKH даже не суще­
ствует математическое ожидание. Это утверждение справедливо, 
даже если ошибки имеют нормальное распределение, у которого 
все моменты конечны.

•  У LIML-оценки нет конечных моментов, даже при предположении 
о нормальности ошибок.
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• Однако большинство симуляций методом Монте-Карло (см., на­
пример: [Anderson, Kanitomo, and Sawa, 1982]) демонстрирует, что 
L1ML сходится к нормальному распределению быстрее, чем 2SLS.

Контрольные вопросы

1. (Почему SUR может быть использован для оценивания уравнений в струк­
турной форме.) Чтобы понять, почему SUR можно использовать для оце­
нивания коэффициентов при включенных эндогенных переменных, рас­
смотрим следующий простой пример:

У п  — 7o.Vt2 +  - п ,  

У12 = 00̂ 1 + С/,

где x t — предопределенная переменная. Для простоты предположим, что

So
( 2 x 2 )

известна. Пусть (у .З )  — SUR-оценка истинных значений параметров 
(7о, А))-

(а) Покажите, что

"7 " 7о a'27iT,Vt2Xt
д А ) . * 22£ l > ?

+ ^12т1Т,Уг>1'1

где crmh — элемент матрицы с номером (n i.h ). Указание: Фор­
мула для S U R -оценки задана (4.5.12), (4.5.13') и (4.5.14') на с. 309.

(Ь) Покажите, что

«г1 1 -]Р у г 2£п + (г12-'^2  уг2>'1 

сходится по вероятности к нулю. Указание:

Е {у,2 Ч\) = E(£mJ-V) = <Tl2 .E(y,2 tV) = E(tf) = <722-

8.7. Сериально коррелированные наблюдения

При выводе асимптотической дисперсии ML-оценок мы до сих пор пред­
полагали независимость и одинаковую распределенность наблюдений. 
Этот параграф посвящен ML-оцениванию в случае, когда наблюдения 
сериально коррелированы.
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Два вопроса
Когда между наблюдениями имеется сериальная корреляция, возника­
ют два важных вопроса. Первый: является ли M L -оценка, выведенная 
в предположении о независимости и одинаковой распределенности на­
блюдений, состоятельной и асимптотически нормальной, если наблю­
дения сериально коррелированы? Предположим, что вектор наблюде­
ний w L — стационарный и эргодический, но необязательно i.i.d. Рас­
смотрим M L-оценку, которая максимизирует

Q„(0) =  i y > g / ( « ; , : 0 ) ,  (8.7.1)
71 (=1

где log f ( w t ‘.e )  — логарифмическое правдоподобие для наблюдения t. Ес­
ли бы наблюдения были независимыми и одинаково распределенными, то 
эта целевая функция представляла бы собой умноженное на 1 /п  логариф­
мическое правдоподобие выборки ( w i , . . .  ,w „ ). Даже при том что лога­
рифмическая функция правдоподобия для наблюдения t, log f ( w t: в), спе­
цифицирована правильно, эта целевая функция специфицирована непра­
вильно, поскольку ошибочно предполагает, что {w t} — i.i.d. Так как це­
левая функция специфицирована неправильно, M L-оценка, которая мак­
симизирует эту целевую функцию, представляет собой квази-МЬ-оценку. 
Является ли эта квази-МЬ-оценка, базирующаяся на неверной предпо­
сылке об отсутствии сериальной корреляции, состоятельной и асимпто­
тически нормальной?

Мы в действительности уже дали ответ на этот первый вопрос в преды­
дущей главе. Из утверждений 7.5 и 7.6 следует, что квази-МЬ-оценка 
является состоятельной, так как она является частным случаем М-оцен- 
ки с rn(wt..e), равной логарифмическому правдоподобию для наблю­
дения t. Для установления асимптотической нормальности здесь мож­
но воспользоваться утверждением 7.8, в котором перечислены условия, 
при которых М-оценка асимптотически нормально распределена. Просто 
воспроизводя заключение утверждения 7.8, получаем, что выражение 
для асимптотической дисперсии задается как

Avar(0) -  ( E [ H ( tr <;0o)])“ 1S ( E [ H ( ^ : 0 o) ] ) - 1. (8.7.2)

где во — истинное значение параметра в, H ( w t .6 )  — гессиан для на­
блюдения t, и £  — долговременная дисперсия вклада для наблюдения t, 
вычисленная в точке во, s(w t ,d о). Состоятельная оценка этой асимпто­
тической дисперсии может быть найдена как

Avar(0) =  H (w ,:0 )  j S 0) j . (8.7.3)
п i= 1 ' (=1 '
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где £  — состоятельная оценка £ . Любой «непараметрический» метод 
оценивания, обсуждавшийся в главе 6  (например, VARHAC), может быть 
использован для расчета £  по оцененной последовательности {в(гщ.0 }. 
Кроме того, нет необходимости в параметрической спецификации сери­
альной корреляции в {s(to<.0 o}-

Второй вопрос: как выглядит функция правдоподобия, которая учи­
тывает наличие сериальной корреляции, и каковы свойства «истинной» 
ML-оценки, которая максимизирует эту целевую функцию? Этот вопрос 
может быть адресован как условному, так и безусловному методу макси­
мального правдоподобия. Говоря об условном ML, мы разбиваем вектор 
наблюдений w , на две группы (зависимая переменная yt и регрессо­
ры х/) и исследуем условное распределение (yt , . . . ,yn) при условии 
(ж |,...,ж „ ). Параметризация этого условного распределения довольно 
проста, когда {wt} независимы и одинаково распределены, поскольку 
это распределение может быть записано как произведение по всем t 
условных распределений yt при условии ж*. На самом деле случай неза­
висимых и одинаково распределенных величин — это то, что мы рас­
сматривали в предыдущих главах. В случае, когда {гщ} сериально кор- 
релированы, исследователь не знает динамической взаимосвязи между 
yt и x t достаточно хорошо, чтобы записать условное распределение1. 
В оставшейся части этого параграфа мы будем рассматривать только 
примеры безусловного ML-оценивания с сериально коррелированными 
наблюдениями.

Безусловный ML для зависимых наблюдений

Мы начнем с простейшего одномерного случая. Пусть {уо.у\.......уп) —
имеющаяся в распоряжении выборка. (Для удобства обозначений мы 
предполагаем, что в выборку включается наблюдение для t = 0.) Ко­
гда между наблюдениями существует сериальная корреляция, функция 
плотности выборки больше не может быть записана как произведение 
индивидуальных функций плотности. Однако она может быть записана 
в терминах функций условной плотности. Совместная функция плотно­
сти {уо.}/]) может быть записана следующим образом:

/(l/o- У\) = /(/?i\]Jo).f(yo)- (8.7.4)
Аналогично совместная функция плотности для {уо.у\.у>).

/(/УО- у \■ у->) = / Ы уь /Уо ) /  (/Уо ■ у \ )• (8.7.5)

’Обсуждение условного ML в случаях, когда полная спецификация динамической 
взаимосвязи невозможна или нежелательна, см. у Вулдриджа [Wooldridge, 1994, 
Section 5]. Обсуждение возможных ограничений, накладываемых на динамические 
взаимосвязи между переменными (таких как «причинность по Грейнджеру» и «слабая 
экзогенность») см., например, в работе Дэвидсона и Мак-Киннона [Davidson arid 
MacKinnon, 1993, Section 18.2].
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Подставляя (8.7.4) в (8.7.5), получаем:

К У о -У ь У ? )  =  1 Ш у и У о ) /{ у \\у о ) 1 { у о ) -  (8.7.6)

Повторяя такую последовательную подстановку, в итоге получаем:

tl

f { y i hm- - - - , yn)  =  П /Ы г/*-ь --- .УьУо)/(У о)-  (8.7.7)
t- 1

Если условная функция плотности f ( y t\yt- \ ,  ■ ■ ■ , ?/ь ;уо) и безусловная 
функция плотности /(?/о) могут быть параметризованы с помощью конеч­
ного вектора параметра в , то тогда умноженное на 1 / п  логарифмическое 
правдоподобие выборки (yo,yi....... Ун) может быть записано как

-  ....... !л .у о ;в )  +  - l o g /{у о -в ) -  (8.7.8)п j—f п

Оценка максимального правдоподобия в  истинного вектора параметров 
0о — это такое значение в, которое максимизирует эту логарифмиче­
скую функцию правдоподобия. Такую оценку мы будем называть точной 
ML-оценкой (exact M L  estimator).

ML-оценка процесса AR(1)

В параграфе 6.2 мы довольно подробно рассмотрели процесс авторегрес­
сии первого порядка AR(1)). Если мы предположим, что ошибки распре­
делены нормально, мы получим гауссовский A R (1) -процесс (G aussian  
A R ( I) process):

yt =  Со +  - i  +  s t, (8.7.9)

где St ~  i . i . d . N ( 0 , /тц). М ы предполагаем, что условие стационарности 
процесса |0о| <  1 выполнено. Поэтому {yt} — эргодический стационар­
ный процесс, в соответствии с утверждением 6.1 (Ь). Из параграфа 6.2 
мы знаем, что безусловное математическое ожидание yt равно со/(1 -о о ), 
а безусловная дисперсия равна а(2/ ( 1 -  ф^). Кроме того, поскольку yt 
может быть представлен как взвешенное среднее (st-St . ] , . . . ) ,  его рас­
пределение нормально при предположении о нормальности st. Поэтому

Уо N (’о
1 - 0 0  1  -  0 (2) (8.7.10)

Кроме того, из (8.7.9) и предположения о нормальности ошибок непо­
средственно следует, что

у1 1(yi-i........Уi- Уо) ~  АГ(г0 + 0о?//-ь <Tq). (8.7.11)

579



Глава 8. Примеры применения метода максимального правдоподобия

Поэтому, используя формулу (8.7.7), совместную функцию плотности
(уо,?/1 , __ уп) для гипотетического значения параметра в  =  (с.ф.о2)'
можно записать как

Прологарифмировав и разделив обе части выражения на п, получаем 
целевую функцию для точной ML-оценки:

1 7! 1 -« 1
Q n { 0 )  = - $ ] ] { - 2 1ое(27Г) -  з 10̂ ^ 2) -  2^2 (yt -0 -< p y t_ ])2}  +

77 t= 1

1 J 1 1 ( а1
+  -  - 2 ,0 8 (2 ,Г)- 2 104 Г Т ^

(Уо -  - г У

1-02
(8.7.13)

Точная ML-оценка в  параметров AR(l)-npouecca — это такое значение 0, 
которое максимизирует эту целевую функцию. В предположении, что 
решение внутреннее, эта оценка является решением условий первого 
порядка (уравнений правдоподобия), полученных путем приравнивания 

к нулю. Они представляют собой систему нелинейных уравнений 
по в. так что поиск в  требует привлечения итерационных алгоритмов, 
таких как рассмотренные в параграфе 7.5.

Условное M L-оценивание АН(1)-процессов

Источником нелинейности уравнений правдоподобия является логарифм 
правдоподобия уо. Как альтернатива, опустим эту составляющую и най­
дем максимум следующего выражения:

Qn{0) = ^ X j{ -^ lo g (2 7 r )  -  ^log(rr2) -  ^  Ы  ~ с ~ 4>yi-i)2}- (8.7.14)

Используя соотношение / ( / /о . /л ........ //„)  =  / ( / л ......... ?Лг|уо)/(уо) и (8.7.12).
мы видим, что эта целевая функция равна умноженному на 1/п лога­
рифмическому правдоподобию, условному относительно первого наблю­
дения //о:

/ ( / Л  • У 2

(8.7.15)
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Пусть в  — значение параметра в,  которое максимизирует условное ло­
гарифмическое правдоподобие (8.7.14) (при условии у0). Эта ML-оценка 
будет поэтому называться уо-условной ML-оценкой (уо-conditional ML 
estimator). То, что здесь оценка ищется при условии уо- концептуально 
отличает эту оценку от ML-оценок, рассмотренных в предыдущих пара­
графах, где оценка выводилась при условии x t.

Прежде чем анализировать связь между двумя этими условными 
ML-оценками (точная ML-оценка в  и уо-условная ML-оценка в),  мы 
выведем два асимптотических свойства у0-условной ML-оценки. Первый 
вывод основан на поиске выражения для оценки в явном виде. Вспомним 
из параграфа 1.5 и примера 7.2, что целевая функция ML линейной 
регрессионной модели yt = x t /Зо +  £t для независимых одинаково рас­
пределенных наблюдений представляется как

i ^ { - i l ° g ( 2 T r )  -  ^log(<72) -  ^ ( y <  -ж ',/3)2}. (8.7.16)
п t= i k

В параграфе 1.5 было показано (и это очень легко показать), что ML-оцен­
ка Д) совпадает с OLS-оценкой, а ML-оценка сг(2 равна сумме квадратов 
остатков, деленной на размер выборки. Теперь, при x t = (l,y /_ i) ' и /30 = 
= (со-ФоУ, целевая функция линейной регрессионной модели упрощает­
ся до Qn{6) (8.7.14) — условного логарифмического правдоподобия для 
AR(l)-nponecca. Поэтому алгебраически условная ML-оценка (с.ф)  для 
{со, 6о)  численно совпадает с OLS-оценкой коэффициентов регрессии yt 
на y t-ь и условная ML-оценка а2 для ор равна сумме квадратов остат­
ков. деленной на п. Что касается асимптотических свойств оценки, то мы 
показали в параграфе 6.4, что (с.ф)  — состоятельная и асимптотически 
нормальная оценка с асимптотической дисперсией, указанной в утвер­
ждении 6.7 для р = 1, и что а1 — состоятельная оценка <Тц. Поэтому 
для асимптотической нормальности условной ML-оценки (с. о), кото­
рая максимизирует уо-условную функцию правдоподобия для нормально 
распределенных ошибок, предположение о нормальном распределении 
не требуется.

Второй вывод менее прямой, но, несмотря на это, более поучите­
лен. Как только что было замечено, целевая функция Qn(0) совпадает 
с (8.7.16) при x t — ( l.y t- i)1 и /30 = (<"ог 0о),• Поскольку {у*, ж*.} толь­
ко стационарны и эргодичны, но необязательно независимо и одинако­
во распределены, условная ML-оценка параметров (с.о.Э2) может рас­
сматриваться как квази-ML-oueHKa, рассмотренная в утверждении 7.6. 
В примере 7.8 было проверено, что эта целевая функция удовлетворя­
ет условиям утверждения 7.6, если Е(ж*ж£) — невырожденная матрица 
(xt = (l,yt-i)'). В параграфе 6.4 мы показали, что это условие невы­
рожденности выполнено для процесса AR(1), если а2 > 0. Таким обра­
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зом, оценка условного ML состоятельна. Для доказательства асимпто­
тической нормальности рассмотрим условную ML-оценку как М-оценку 
С W, = (yt.y t-l)' И

m (wt; в) = ~^\og(2n) -  ^log(a2) -  - ^ ( y t -  с -ф у ,.- 1 )2. (8.7.17)

Следовательно, подходящей теоремой здесь будет утверждение 7.8. Обо­
значим как s(w t;0) вклад наблюдения t , и H (w t‘. e ) — гессиан для 
наблюдения f, связанный с этой т  функцией, и примем во внимание 
условия (1)-(5) утверждения 7.8. Из обсуждения в примере 7.10 сле­
дует, что все условия, кроме (3), выполнены, если Е (xtx[) — невы­
рожденная матрица (где ж/ =  (1. y//._i)'). Как мы только что отметили, 
это условие выполнено при > 0. Нам осталось рассмотреть толь­
ко выполнение условия (3): XT=i s (w b #о) N (0, £ ) . В модели
AR(1) /(у(\у 1- и - - ч У 1 'Уо) =  f(yt\ut-~\)- Как вы сможете показать в кон­
трольном вопросе 1, это специфическое свойство совместной функции 
плотности указывает на то, что последовательность {s(«;j;0o)} является 
мартингал-разностью. Так как s(w t:6Q) является функцией от w t =  
{yt'- Vt-1)/ и {yt} стационарна и эргодична, последовательность {s(tt;*;0o)} 
также стационарна и эргодична. Используя CLT для эргодических стаци­
онарных мартингал-разностей из главы 2, можно заключить, что условие
(3) выполняется с

E =  E[e(u7t :в0) *(«>«: во)']. (8-7.18)
Наконец, легко показать, что для наблюдения t выполняется равенство 
для информационных матриц — Е [H{wt\во)] =  Е [s(w,; 6o)s(wt: во)'] (до­
казательство было приведено в примере 7.10). Подставляя это выражение 
и (8.7.18) в (8.7.2), мы заключаем, что асимптотическая дисперсия у,г  
условной ML-оценки в  истинного значения параметра 0о дается выраже­
нием:

Avar(0) =  - ( E f H ^ t j e o ) ] ) " 1 =  (E[S( ^ ; e ()) s ( ^ : e0) '] )“ 1- (8.7.19)

То есть обычные выводы для правильно специфицированной ML-оценки 
для независимых и одинаково распределенных наблюдений применимы 
и для уо-условной ML-оценки, которая максимизирует правильно специ­
фицированную функцию правдоподобия (8.7.14) для зависимых наблюде­
ний’.

Разность между (8.7.13) и (8.7.14) представляет логарифмическое 
правдоподобие г/о, деленное на п. Если размер выборки п достаточ­
но велик, то первое наблюдение /уо вносит пренебрежимо малый вклад

'Это доказательство можно применить и к более общему типу моделей, чем 
авторегрессионные процессы. См.: Lemma 5.2 в: [Wooldridge, 1994J.
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в функцию правдоподобия выборки. Точная ML-оценка и уо-условная 
ML-оценка имеют одинаковое асимптотическое распределение при усло­
вии, что |0о| < 1 (см., например: [Fuller, 1996, Sections 8.1 и 8.4]). 
По этой причине в большинстве случаев параметры авторегрессии оце­
ниваются OLS (уо-условным ML), а не точным ML.

Условное ML-оценивание процессов АЩр) и VAR(p)

Гауссовский АК(р)-процесс (Gaussian AR(p) process) может быть за­
писан как

Ш = с0 +  Фо\У1-1 +  Ф0 2 У/ . - 2  +  • • • +  ФоРУ1-р + =>! (8.7.20)

где c t ~  U . . ( I . N ( Q , O q ) .  Условное ML-оценивание параметров процесса 
AR(p) абсолютно аналогично случаю AR(1). Если имеется выборка 
(y_;)+i, у_/)+2 .. . . ,  уо, уь .. • ,yf!)’ т0 тогда умноженное на 1 /п  логариф­
мическое правдоподобие этой выборки при условии (y_p+i. у -р+2 , • • •, Уо) 
задается соотношением (8.7.16), где

x i — (Е у « - 1 ....... yt-рУ и 00 =  (со - Ф(П-Фо‘2 .........Фор)'-

Поэтому условная ML-оценка (условная относительно (у_р+]. —  уо)) 
параметров (со. сбщ, CV2 , .. • • Фор) численно совпадает с OLS-оценкой ко­
эффициентов регрессии у/ на константу и р лаговых значений yt . Услов­
ная ML-оценка oft равна сумме квадратов остатков, деленной на размер 
выборки. Из утверждения 6.7 следует, что условная ML-оценка коэф­
фициентов является состоятельной и асимптотически нормальной, если 
выполняются условия стационарности (то есть когда корни характери­
стического полинома 1 — д(нг — • • • — 6 qp z p =  0 превосходят 1 по абсо­
лютному значению). Как и в случае процесса AR(1), для выполнения 
свойств состоятельности и асимптотической нормальности не требуется 
предположения о нормальном распределении ошибок. Точная ML-оценка 
и условная ML-оценка имеют одинаковое асимптотическое распределе­
ние, если условие стационарности выполнено.

Эти результаты можно обобщить на случай векторного процесса. 
Гауссовская VAR(p) (Gaussian VAR(p)) (авторегрессия порядка р) мо­
жет быть записана как

Vt =со + Ф от - 1  +  * * * +  ФирУг-р +  (8.7.21)
(А/х 1)

где et ~  АГ(О.По). Целевая функция в условном ML-оценивании равна

8.7. С ер и ал ьн о  ко р р ел и р о в ан н ы е  наблю ден и я
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умноженному на 1 /п  условному логарифмическому правдоподобию:

где

Яп{в) = -~\о  g(27T) +  i l o g ( |f J - 1| ) -

-  ~  -  П ' ^ y n - l (y t -  Tl'xt)},
п t=i

П ' = [с  Ф] Ф2 • • • Ф р]

1

X t  =

Vt- 1 
Vt-2

(8.7.22)

(8.7.23)

.Vt-p.

Это совпадает с целевой функцией для ML-оценивания многомерной 
регрессионной модели, рассмотренной в параграфе 8.4. Поэтому условная 
ML-оценка параметров (со. По) численно совпадает с оценкой, получа­
емой применением OLS отдельно к каждому уравнению. Она является 
состоятельной и асимптотически нормальной, если матрицы коэффици­
ентов удовлетворяют условию стационарности: все корни характеристи­
ческого уравнения | Г д /  -  Ф ш г  -  • • • — Ф 0 р с:р | =  0  превосходят 1 по абсо­
лютному значению. Этот результат не требует нормальности распределе­
ния вектора e t .

Контрольные вопросы

1. (Вклад является мартингал-разностью.) Рассмотрим гауссовский AR(l)-npo- 
цесс (8.7.9). Пусть a(wt:0) — функция вклада наблюдения t (градиент
(8.7.17)), где w = (yt,yt- \Y  и в = (г,Ф,о2У.

(а) Покажите, что

s(wi:0)
4гж, - (у, -  х'ф)

где /3 = (с.оУ и Ж/ = (1.yt-i)'.
(b) Покажите, что

E ; s ( w , ;0)|;(/f_ i , i / , _2. . . . j  =  0.

Указание: При в -  во, yt -  ж't/3 = st .
(c) Покажите, что {s(tc,:0o)} является мартингал-разностью. Указание: 

s(wt:0o) является (измеримой) функцией от (yt,yt- 1 ). Следователь­
но, s(wt- j:e о) (j  > 1) можно вычислить на основе (y t- i.y t-2- ■. .).

(d) Можно ли перенести результат пункта (с) на случай гауссовского 
AR(p)-nponecca? (Ответ: Да.]
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Н абор задач для главы 8

Набор задач для главы 8
Аналитические упражнения

1. Покажите, что

I - ^ ( . V t - n ' x t)(yt - W x t ) '
71 * У) f •*t= l t= l

( 1)

где vt = yt -  П'ж( и П определена в (8.4.5). (Так как vt не зависит 
от П, по построению, это неравенство показывает, что левая часть 
достигает минимума при П = П.) Указание: Используйте стратегию 
«добавить и вычесть», чтобы вывести соотношение:

y t -  u ! x t =  Vt +  ( f t  -  п )  х f

Тогда
П

-  п 'x t)(yt -  n 'x tY  =
/.= 1

n n n

=  Е 0 ^ + ( й - п )  5 ; ^ ; + ^ v ( ( n - n )  +
t= 1 t=l 1=1

+ ( f t - n ) ' ^ | > x ^  ( f t  -  n )  =

= w ’t + ( f t  -  n ) '' ( x ;  x tx 'A  ( f t  -  n )
i= 1 \ t = 1 /

n
(так как '^X tv 't = 0).

t=i

Далее воспользуйтесь следующим результатом из матричной алгебры:

Пусть А  и В  — положительно полуопределенные матрицы одина­
кового размера. Тогда \А 4- В\ > |А|.

2. (П(П) положительно определена.) В условиях многомерной регресси­
онной модели покажите, что П(П), определенная в (8.4.10), является 
положительно определенной для любой заданной П. Указание: Выве­
дите соотношение y t — H 'xt = vt +  (По — П )'xt. Так как {yt.x t} — 
последовательность независимых одинаково распределенных величин, 
П(П) сходится почти наверное к Е [(y t ~ П 'x t)(yt — n '® t)']. Покажи­
те, что

Е [(у, -  n'xi){yt -  U'xtY] = По +  (П0 -  П)' Е(Ж(ж'г)(По -  П).
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Затем используйте матричное неравенство, упомянутое в предыдущем 
упражнении. По положительно определена по предположению.

3. (Дополнительное, идентификация S в FIML.) Как было замечено в снос­
ке на с. 566 параграфа 8.5, FIML-оценка <5о является экстремальной 
оценкой с целевой функцией

Qn(S) = —|П(5)|, (2)

где

П(6) = - ' £ ( у 1 + Г~'Вх1)(у1 + Г-'Вх,у. (3 )
1 t.= I

Пусть
Qo(S) =  plimQ„(<*). (4)

п-*эо
Чтобы показать состоятельность этой экстремальной оценки, необхо­
димо проверить два условия утверждения 7.1 из предыдущей главы. 
Воспроизведем эти условия, используя текущие обозначения:

идентифицируемость: Qq(6) достигает единственного максимума на ком­
пактном пространстве параметров при 6 = 6().

равномерная сходимость: Qn(-) равномерно сходится по вероятности 
к Qo(-).

В этом упражнении мы доказываем, что ранговое условие идентифи­
цируемости (Е (xt.z[m) имеет полный столбцовый ранг для всех гп) 
эквивалентно условию идентифицируемости указанной выше экстре­
мальной оценки. В процессе доказательства все предположения отно­
сительно FIML-оценок, которые мы делали в тексте, считайте выпол­
ненными.

Чтобы начать обсуждение, введем некоторые новые обозначения. Вос­
произведем m -е уравнение структурной формы из текста:

УОп =  Z t ln S o m  "F ~l m-  (5)
(1 x L, „ ) (Г.,П Х  1)

Регрессоры z tm состоят из М,„ эндогенных переменных и А'ш пред­
определенных, где М„, + K m =  Lm. Обозначим

S m : матрица, выбирающая Мт эндогенных переменных из у/,
(М,„ х Л/)

С т : матрица, выбирающая К т предопределенных переменных из x t.
{ f\ т  X 1\ }
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Для иллюстрации: Si и С\ для примера 8.1 с y t =  (pt.qi)' и x t = 
=  (1 .at. wt)' определяются как

Si = [1 0 ] .C i
1 0  0 
0 1 0 ■

Таким образом, регрессоры т-го уравнения могут быть представлены 
как

y'tS'm : x'tc'm

(а) Покажите, что

E{xtz'tm)  =  E(xtx't) [ По S ’m ! С'т ]. (6)
( K x L m) ( К х К )  ( К х М ) ( М х М т ) ( К х К т)

( K x L j n )

Указание: Используйте приведенную форму (8.5.9) и тот факт, 
что E(cc(i>£) = 0. Так как умножение на невырожденную матрицу 
(здесь E(xtx't)) не меняет ранга, из уравнения (6) следует, что 
ранговое условие идентификации эквивалентно тому, что ранг

По5„, : С'т равен Lm.

(b) Покажите, что

plim а д  = Го1Е0(Го,), + [П’0 + Г -1В]Е(х,х'1)[П,0 + Г-'В]'.И—>сс
(7)где I Iq =  —Г0 1 B q. Указание: Так как {yt,x,} — i.i.d., указанный 

предел по вероятности равен Е [(yt 4- Г -1 Bxt){yt + Г_1Вж()']. 
Кроме того,

y t + г  1 B x t = Vi + (П(, +  Г {B )x t.

(с) Покажите, что plim |Ti(<5)| достигает минимума, только если ГПо+ 
+  В  =  0. Указание: Так как Е(а^ж{) положительно определена, 
второе слагаемое в правой части уравнения (7) равно нулю, только 
если П0 + В '(Г - ' )' =  0. Также используйте результат из линейной 
алгебры, упомянутый в упражнении 1 выше.
Поэтому условие идентифицируемости для экстремальной оценки 
(что Qо(<5) достигает единственного максимума на пространстве 
параметров при <50) выполнено, даже если (Т .В ) =  (Го.Д)) — 
единственное решение ГП(, +  В  =  0, рассматриваемой как система 
одновременных уравнений для (Т.В).
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(d) Пусть а'т размера (1 х (М + К)) — т-я строка матрицы [Г : В] 
и е'т — вектор размера (1 х (М  +  К )), элементы которого, со­
ответствующие у1т, равны единице, а все другие равны нулю. 
Для иллюстрации: е\ для примера 8.1, где y t =  (Pt-QtУ и x t =  
= (1,at, wt)1 равен (0.1,0,0.0). Проверьте для примера 8.1 общий 
результат о том, что

/ __ / __ с/
“т

(1х(Л/ + А')) (1х(А/т +А'т ))

Sm О
(Л/т хЛ/) (Л /т X Л )

о Cm
(К,пхМ) (КтхК)

(8)

(е) Перепишите ГПц + В  =  0 как

[ г :  б П(,
А

=  0. ( 9 )

Покажите, что m-я строка ГПд +  В  = 0 может быть записана 
в виде:

К г  

где
тб)m =  [По : //<■] ew. (11)

(f) Проверьте, что 6т =  <$от является одним из решений (10). По­
кажите, что необходимым и достаточным условием того, чтобы 
бт =  Sqт было единственным решением (10), является ранго­
вое условие идентификации уравнения т. Указание: Вспомните 
следующий факт из линейной алгебры: Пусть А х  =  у имеет 
решение xq. Необходимым и достаточным условием того, чтобы 
это решение было единственным, является полный столбцовый 
ранг матрицы А.

(g) Объясните, почему мы можем сделать вывод о том. что един­
ственным решением Г Ц  + В  = 0 является (Г .В )  =  (Го, Во). 
Указание: Каждый элемент S может встречаться в Г или В  
только один раз.

4. (Дополнительное, инструменты, которые не появляются в системе.) 
Рассмотрим полную систему одновременных уравнений, обсуждавшу­
юся в параграфе 8.5. Пусть

— 77 От- ( 10)

x t
X t  =  ( ( A ' - l ) x l )  .

(А' х 1) _ xtK
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Литература

Предположим, что х щ  не входит ни в одно из М  структурных уравне­
ний системы. Покажите, что исключение x tK из набора инструментов 
не влияет ни на выполнимость рангового условия идентификации, 
ни на асимптотическую дисперсию FIML-оценки параметров <5о- Ука­
зание: Определите матрицы S m и С т как в упражнении 3, так что

z tm — (ytS'm  ̂ х \С'т) и выполняется (6). FIML-оценка асимптотиче­
ски эквивалентна 3SLS, следовательно, ее асимптотическая дисперсия 
задается в (4.5.15). Последняя строка С'т представляет собой вектор 
из нулей. Пусть По (размера ((К  — 1 ) х М) )  — матрица коэффициентов 
приведенной формы, когда хщ  исключены из системы. Тогда

П 0 =
' По 1
( ( К - \ ) х М

О'
. (1 х  М )  _
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Глава 9. Эконометрика 
единичного корня

До настоящего момента наш анализ был ограничен стационарны­
ми процессами. В параграфе 9.1 вводится два класса процессов 
с трендом: процессы, стационарные относительно тренда, и процес­
сы с единичным корнем. Процесс с единичным корнем называется 
также стационарным в разностях или интегрированным порядка 
1 (1(1)), поскольку его первая разность является стационарным, 
или 1(0)-процессом. Технические средства для получения предель­
ного распределения статистик, включающих 1(0)- и 1(1)-процессы, 
собраны в параграфе 9.2. Используя эти средства, мы получим 
некоторые тесты на единичный корень при нулевой гипотезе о том, 
что рассматриваемый процесс является 1( 1)-процессом. Эти тесты 
не только являются популярными, но и обладают лучшими свой­
ствами на конечных выборках по сравнению со многими другими 
существующими тестами, В параграфе 9.3 мы рассматриваем те­
сты Дики — Фуллера, которые были разработаны для тестирования 
нулевой гипотезы о том, что процесс является случайным блуж­
данием, прототипичным 1(1)-процессом. первая разность которого 
сериально некоррелирована. Параграф 9.4 показывает, что эти те­
сты можно обобщить таким образом, чтобы охватить 1(1)-процессы 
с сериально коррелированными первыми разностями. Эти и другие 
тесты на единичный корень кратко сравниваются в параграфе 9.5. 
В прикладном параграфе 9.6 этой главы тесты на единичный ко­
рень используются для проверки паритета покупательной способ­
ности (РРР). фундаментального утверждения в международной 
экономике о том, что обменные курсы подгоняются к националь­
ным уровням цен.

9.1. Моделирование трендов
Нет недостатка в примерах таких временных рядов, которые можно было 
бы разумно описать как тренды в экономике. На рис. 9.1 показано пове­
дение логарифма реального ВВП США. Логарифм ВВП очевидно имеет
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возрастающий тренд, в том смысле, что его среднее, вместо того чтобы 
быть константой, как у стационарных процессов, неуклонно возрастает 
с течением времени. Тренд среднего называется детерминированным 
трендом (deterministic trend) или временным трендом (time trend). 
В случае логарифма ВВП США детерминированный тренд выглядит 
линейным. Другой вид тренда можно увидеть на рис. 6.3 на с. 454, где 
показано поведение логарифма обменного курса иена/доллар. Логарифм 
этого обменного курса не имеет тренда среднего, но кажется, что каждое 
его изменение оказывает перманентное воздействие на будущие значения 
ряда, так что наилучшим предиктором его будущих значений являет­
ся его текущее значение. Процесс с этим свойством, которые не при­
суще стационарным процессам, называется стохастическим трендом 
(stochastic trend). Если вы вспомните определение мартингала, то оно 
соответствует этому описанию стохастического тренда. Стохастические 
тренды и мартингалы являются синонимами.

Рис. 9.1. Логарифм реального ВВП США, значение для 1869 года приравнено О

Основная предпосылка этой главы и следующей заключается в том, 
что экономический временной ряд может быть представлен в виде суммы 
линейного временного тренда, стохастического тренда и стационарного 
процесса1.

'Замечание о семантике. Процессы с трендами часто называются «нестационарными 
процессами». Мы не будем использовать этот термин в оставшейся части этой книги, 
поскольку процесс может быть нестационарным и без наличия тренда. Например, 
пусть s, является i.i.d.-процессом с единичной дисперсией и пусть dt принимает 
значение 1 для нечетных i и 2 для четных t. Тогда процесс {»<}, определенный как 
«( = dt ■ st. не является стационарным, поскольку его дисперсия зависит от t. Тем 
не менее этот процесс не может быть разумно описан как процесс с трендом.
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Интегрированные процессы

Случайное блуждание является примером класса трендовых процессов, 
известных как интегрированные процессы (integrated processes). Что­
бы дать точное определение интегрированных процессов, мы рассмотрим 
сначала 1(0)-процессы. 1(0)-процесс (1(0) process) является (строго) ста­
ционарным процессом, долговременная дисперсия (long-run variance) 
которого (определенная в обсуждении, следующем за утверждением 6.8 
параграфа 6.5) конечна и положительна. (Через мгновение мы объясним, 
почему долговременная дисперсия должна быть положительной.) Следуя, 
например, [Hamilton 1994, р. 435], мы допускаем, что 1(0)-процессы мо­
гут иметь ненулевые средние (некоторые авторы, например [Stock, 1994], 
требуют, чтобы 1(0)-процессы имели нулевое среднее). Следовательно, 
1(0)-процесс может быть записан как

S + Uf, (9.1.1)

где {</(} является стационарным процессом с нулевым средним и поло­
жительной долговременной дисперсией.

Определение интегрированных процессов вытекает из определения 
1(0)-процессов. Пусть А является оператором разности, так что для по­
следовательности {&}

Л& — (1 _  L)£t =  6 - 6 - 1 ,
= (1 -  L)%  =  (6  - 6 - 1  ) - ( & - !  - 6 -г), ит.д.  (9.1.2)

Определение 9.1 (1(с£)-процессы): Процесс называется интегрирован­
ным порядка d ( « 1 ( d ) » )  (d =  1 , 2 , . . . ) ,  если d-я разность, A rf£ ( , является 
1(0)-процессом. В частности, процесс {£/} является интегрированным по­
рядка 1 (« 1 ( 1 )»), если его первая разность, является 1 (())-процессом.

Причина требования того, чтобы долговременная дисперсия 1(0)-про- 
цесса была положительной, заключается в том, чтобы исключить следу­
ющую аномалию определения. Рассмотрим процесс vt, определенный как

С1 = е , - е , - и  (9.1.3)

где {5г} является независимым белым шумом. Как мы выяснили в кон­
трольном вопросе 5 в параграфе 6.5, долговременная дисперсия {<;,} 
равна нулю. Если бы указанного требования к долговременной дисперсии 
не было, то {ty} был бы 1(0)-процессом. Но тогда, так как Д=у = vh 
процесс независимого белого шума {£>} оказался бы 1(1)-процессом! Ес­
ли процесс {(.у} записывается в виде первой разности 1(0)-процесса,
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то он называется 1(-1)-процессом. Долгосрочная дисперсия 1( —̂ -п ро­
цесса равна нулю (доказательство этого составляет контрольный во­
прос 1).

В оставшейся части этой главы интегрированные процессы, с ко­
торыми мы имеем дело, имеют порядок 1. Ниже приведено несколько 
замечаний относительно 1(1)-процессов.

•  (Когда он стартовал?) Как это ясно для случайных блужданий, 
дисперсия 1(1)-процесса линейно возрастает по времени. Таким об­
разом, если бы процесс начался в бесконечном прошлом, то диспер­
сия была бы бесконечной. Чтобы сосредоточиться на 1(1)-процессах 
с конечной дисперсией, мы предполагаем, что процесс начался в ко­
нечном прошлом, и, без потери общности, мы можем предположить, 
что начальной датой является t =  0. Поскольку 1(0)-процесс можно 
записать как (9.1.1) и поскольку, по определению 1( 1)-процесса, 
{&} удовлетворяет соотношению Д& =  6 +  щ,  мы можем записать

в уровнях как

& =  £о +  ^ ■ t +  (ui +  U‘2 +  • • • +  iii). (9.1.4)

где {ui} — 1(0) с нулевым средним. Поэтому спецификация про­
цесса {^} в уровнях должна включать предположение о начальном 
значении. Если не указано обратное, мы всюду предполагаем, что 
E($j) < тс, так что может быть случайным.

• (Среднее процесса 1(0) является трендом в 1(1).) Как ясно из (9.1.4), 
1(1)-процесс может иметь линейный тренд, S-t .  Это является след­
ствием допущения того, что 1(0)-процессы имеют ненулевое сред­
нее 6. Если 6 =  0, то 1(1)-процесс не имеет тренда и называется 
К 1) -процессом без сноса (driftless 1(1) process), в то время как 
если 6 ф 0, процесс называется 1(1)-процессом со сносом (1(1) 
process with drift). Очевидно, что 1(1)-процесс со сносом может 
быть записан как сумма линейного тренда и 1(1)-процесса без сноса. •

•  (Два других названия 1(1)-процессов.) У 1( 1)-процесса есть два 
других названия. Он называется процессом, стационарным в раз­
ностях (difference-stationary process), поскольку его первая раз­
ность стационарна. Он также называется процессом с единичным 
корнем (unit-root process). Чтобы понять, почему он так называет­
ся, рассмотрим модель:

(1 -  pL)y, = 6 +  и,. (9.1.5)

где {itt} — 1(0) с нулевым средним. Это авторегрессионная модель 
с возможно сериально коррелированными ошибками, представлен-
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ными посредством »<. Если авторегрессионный корень р равен еди­
нице, то первая разность yt является 1(0)-процессом, так что {yt } 
является 1(1)-процессом.

Почему важно знать, является ли 
рассматриваемый процесс 1(1 )-процессом

В оставшейся части этой главы мы будем иметь дело с различением про­
цессов, стационарных относительно тренда (trend-stationary processes), 
которые можно записать как сумму линейного временного тренда (если 
таковой имеется) и стационарного процесса с одной стороны и процессов, 
стационарных в разностях (то есть 1(1)-процессов с или без сноса), 
с другой. Как будет показано в утверждении 9.1, 1(1)-процесс можно 
записать как сумму линейного тренда (если таковой имеется), стаци­
онарного процесса и стохастического тренда. Таким образом, разница 
между указанными двумя классами процессов состоит в наличии стоха­
стического тренда. Имеются по крайней мере две причины, почему такое 
различение является важным.

1. Первая: это имеет большое значение для прогнозирования. Что­
бы показать это, рассмотрим следующий простой AR(l)-nponecc 
с трендом:

yt. =  а  +  д ■ t +  Zf.
zt = pzt~ 1 + et, (9.1.6)

где {s/} является независимым белым шумом. Прогноз на s ша­
гов вперед условный относительно (yt. xjt- \ , . . . ) ,  можно запи­
сать как

Е(:ум Я|?Л, г/ , _ 1 ---- ) =
=  Е[а +  £ • ( £  +  s)\yt .yt- i,  • • •] +  E(zt+S\yt, ; / / - ь  • • ■)  —

= о  +  S • (t + в) +  Е(с*+Л|у*. y t - i ---- ). (9.1.7)

И {yt, yt- ь . . . ) ,  и {zt. zf- \ __ ) содержат одну и ту же информацию,
поскольку между ними существует взаимно однозначное соответ­
ствие. Поэтому последнее слагаемое можно записать как

E(-/4.s|/7/'U t - \---- ) =  ч - \ *  * ■ •) =  />*£*• (9.1.8)

поскольку Zt+s =  сн-s +  pct \s-\ Н-------h р*~1ец  1 +  pSZf. Подставляя
(9.1.8) в (9.1.7), мы получаем следующее выражение для прогноза 
на л шагов вперед:

Е (Ун-я|?Л. Vt-1 * •..) =  о +  S • (t +  в) +  pszt =

— а + S • {t-b s) +  / /  • {yt -  о -  S • t). (9.1.9)
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Следует рассмотреть два случая:

Случай |р| < 1 Если \р\ < 1, то {zt} является стационарным 
AR(l)-npoueccoM и. таким образом, является 1(0)-процессом с ну­
левым средним. Поэтому {yt} является процессом, стационарным 
относительно тренда. В этом случае, поскольку Е (zf) < ос, мы 
имеем:

E[(ps2f)2] =  P2s Е(г2) —> 0 при я -» оо.

Следовательно, прогноз на ,ч периодов вперед E(yt+s\yt-yt-i: ■ ■ ■) 
при я —> ос сходится в среднем квадратическом к линейному вре­
менному тренду а + 8 ■ (t + s). Более точно:

E{[E(yt+s\y,.yt- i,  . ■ ■) -  а -  8 ■ (t + s)]2} -» 0 as s -э ос. (9.1.10)

То есть текущее и прошлые значения у не влияют на прогноз, 
если горизонт прогноза я достаточно далекий. В частности, если 
8 = 0. то

E(yt+fl\yt.y t- i, E(yt) при я у ос. (9.1.11)m.s.

То есть долговременным прогнозом является безусловное среднее. 
Это свойство, называемое возвращением к среднему (mean re­
version), выполняется для любого линейного стационарного про­
цесса, а не только для стационарного AR( ̂ -процесса1. По этой 
причине линейный стационарный процесс иногда называют прехо­
дящей компонентой (transitory component).

Случай р — 1 Предположим теперь, что р =  1. Тогда {г,} 
является случайным блужданием без сноса (частный случай стоха­
стического тренда), и у, можно записать в виде:

{It — ((* +  го) +  8 ■ t  +  с 1 +  £-2 +  • • • +  £>.. (9 .1 .12)

показывающем, что {у,} является случайным блужданием со сно­
сом с начальным значением го +  а  (частный случай 1(1) или ста­
ционарного в разностях процесса). Полагая р =  1 в (9.1.9). мы 
получаем:

Е (у (+6'|уг. У( - 1 — ) = 8 - s  + yt. (9.1.13)
То есть случайное блуждание со сносом 8, как ожидается, растет 
с постоянной скоростью 8 за период, каким бы ни было текущее 
значение у,. В отличие от случая стационарности относительно 
тренда текущее значение оказывает здесь перманентное влияние

'Доказательство см., например, в: [Hamilton, 1994, р. 439].
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на прогноз для всех горизонтов прогноза. Это происходит из-за на­
личия стохастического тренда zt- Стохастический тренд называют 
также перманентной компонентой (permanent component).

2. Вторая причина для различения стационарных относительно трен­
да и стационарных в разностях процессов возникает в контексте 
статистических выводов. Предположим, например, что вы заинте­
ресованы в проверке некоторой гипотезы относительно параметра 3 
в уравнении регрессии:

Hi — x,.i -г и,. (9.1.14)

где щ является стационарной ошибкой. С одной стороны, если 
регрессор x t стационарен относительно тренда, то тогда, как было 
показано в параграфе 2.12. ^-значение для OLS-оценки параметра 3 
будет иметь асимптотически стандартное нормальное распределе­
ние. С другой стороны, если x t стационарен в разностях, то есть ес­
ли он имеет стохастический тренд, то это £-значение имеет нестан­
дартное предельное распределение, так что делать статистические 
выводы относительно 3 обычным способом нельзя. Регрессия в рас­
сматриваемом случае называется «коинтегрирующей регрессией». 
Статистические выводы относительно коинтегрирующей регрессии 
будут изучаться в следующей главе.

Что следует брать в качестве нулевой гипотезы, 1(0) или 1(1)?

Для различения стационарных относительно тренда и стационарных в раз­
ностях процессов, или 1(1)-процессов, в литературе обычной практи­
кой является проверка нулевой гипотезы о том, что рассматриваемый 
процесс является 1(1)-процессом, а не проверка нулевой гипотезы о ста­
ционарности относительно тренда. Предположительно у этого есть две 
причины. Одна из них состоит в том, что исследователь убежден, что 
в представляющем интерес уравнении переменные являются 1(1), и хочет 
контролировать ошибку I рода относительно нулевой гипотезы 1(1). Од­
нако это в конечном счете не является убедительным, поскольку обычно 
исследователь не обладает строгим априорным убеждением относительно 
того, какими являются переменные, 1(0) или 1(1). Краткое изложение 
проблемы, которую это создает для статистических выводов, имеется 
в [Watson, 1994, рр. 2867-2870]. Другая причина состоит просто в том, 
что литература по тестам для нулевой гипотезы стационарности относи­
тельно тренда против альтернативы 1(1) все еще недостаточно разрабо­
тана. Есть несколько тестов для проверки нулевой гипотезы о том. что 
процесс является 1(0) или, в более общем случае, стационарным отно­
сительно тренда; см. статьи [Tanaka, 1990], [Kwiatkowski, et al., 1992]
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и [Leybourne and McCabe, 1994], а также обзоры [Stock, 1994, Section 4] 
и [Maddala and Kim, 1998, Section 4.5]. На момент написания этой книги 
нет единственного теста для проверки 1(0)-гипотезы, использующегося 
большинством исследователей, который имел бы хорошие свойства в ко­
нечных выборках. Поэтому в этой книге мы концентрируемся на тестах 
для проверки нулевой гипотезы 1(1).

Другие подходы к моделированию трендов

В дополнение к стохастическим и временным трендам имеются два дру­
гих популярных подхода к моделированию трендов: дробная интегриро­
ванность и тренды с изломом с неизвестной датой излома. Они не будут 
рассматриваться в этой книге. В качестве обзора первого подхода см.: 
[Baillie, 1996]. Количество публикаций о сдвигах в тренде быстро воз­
растает. Обзоры можно найти в [Stock, 1994, Section 5] и [Maddala and 
Kim, 1998, Chapter 13].

К онтрольны е вопросы

1. (Долгосрочная дисперсия разностей 1(0)-процессов.) Пусть {«,} есть 1(0) 
с Var(u() < ос. Проверьте, что процесс {Дщ} является ковариационно ста­
ционарным и что долговременная дисперсия {Д«(} равна нулю.
Указание: Долгосрочная дисперсия {н,} (где щ л  А п ,) определяется как 
предел для Var(VTv) при t -л ос.

V f v  -  (f’l +- V-2 -I------- f  VT) / ' / T  = (Ur ■■■ М ())/'/Г.

9.2. Инструментарий для эконометрики 
единичных корней

Основным инструментом эконометрики единичных корней является то, 
что называют ф ункц иональн ой  центральной предельной теоремой 
(functional central limit theorem, FCLT). Для того чтобы FCLT была 
применима, мы должны сузить класс 1(1)-процессов, накладывая ограниче­
ния на соответствующие 1(0)-процессы. Решение о том, какие ограничения 
следует наложить, то есть на каком классе 1(0)-процессов сосредоточить­
ся, изменяется от автора к автору в зависимости от используемой версии 
FCLT. В данной работе, следуя сложившейся в литературе практике, 
мы фокусируемся на линейных 1(0)-процессах. Вслед за определением 
линейных 1(0)-процессов в этом параграфе вводятся некоторые понятия 
и результаты, которые будут неоднократно использоваться в оставшейся 
части данной главы.
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Линейные 1(0)-процессы

Наше определение линейных 1(0)-процессов заключается в следующем:

Определение 9.2 (линейные 1(0)-процессы): Линейный 1(())-процесс 
можно записать как константу плюс линейный процесс с нулевым сред­
ним {щ}, такой что

щ = v{L)et, i'■’(£») =  Vo + Ф\L + -Ш‘2L2 Н---- при t =  0. ±1. ±2...........
(9.2.1)

{ с / }  является независимым белым шумом
(i.i.d. со средним 0 и Е(с2) =  а1 > 0), (9.2.2)

ОС-

<  0 0 , (9.2.3а)
j=o

№ (1)^о (9.2.3b)

Предполагается, что процесс инноваций {г>} является белым шумом i.i.d. 
Это требование введено только для упрощения изложения, и его можно 
существенно ослабить1. В оставшейся части этой главы мы называем 
линейные 1(0)-процессы просто 1(0)-процессами, без уточнения «линей­
ные*. Также, если не указано иное, {с*} будет независимым процессом 
белого шума, а {щ} — 1(0)-процессом с нулевым средним.

Условие (9.2.3а) (иногда называемое условием 1-суммируемости (one- 
summability)) является более сильным, чем более известное условие 
абсолютной суммируемости. Это более сильное предположение сделает 
более легким доказательство результатов для больших выборок в следу­
ющем параграфе с помощью разложения Бевериджа — Нельсона, которое 
будет введено в ближайшее время. Поскольку последовательность {t’j} 
абсолютно суммируема, линейный процесс {и,} является строго стаци­
онарным и эргодическим в силу утверждения 6.1(d). Автоковариация 
at j -го порядка будет обозначаться как -уj . Поскольку Е(щ) = 0, ^  = 
= Е(utitt-j). По утверждению 6.1(c). автоковариации абсолютно сумми­
руемы.

Чтобы понять условие (9.2.3Ь), вспомним, что, по утверждению 6.8(b), 
долговременная дисперсия (которую мы обозначаем в этой главе Л2) рав­
на значению производящей функции автоковариаций при г = 1. По утвер­
ждению 6.6 она дается формулой:

ОС

А2 = долговременная дисперсия {щ} = 7o+2^TNj = <т2-[(.’(1)]2. (9.2.4)
j = 1

'Например, процесс инноваций может быть стационарной мартингал-разностью. См., 
например: Theorem 3.8 в [Tanaka. 1996. р. 80].
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Условие (9.2.3Ь) гарантирует положительность долговременной диспер­
сии.

Глава 9. Эконометрика единичного корня

Аппроксимация I(1 )-процесса случайным блужданием

Пусть {£/} является 1(1)-процессом, так что Д& =  8 +  щ, где щ =  
= v(L)et  является 1(0)-процессом с нулевым средним, удовлетворяющим 
(9.2.1)—(9.2.3) с Е(£о) < ос. Используя следующее тождество (его надо 
проверить в контрольном вопросе 1):

Ф(Ь) =  </;(1) +  Aa{L),  А  =  1 — L.
ОС

а(Ь) = , aj = ~ (^ j+ 1 +  i/^+2 + •••) (j = 0 ,1 .2 ....) , (9.2.5)
j=o

мы можем записать щ как

«( =  = Г’(1) -St+Vt  - т - \  c i)i = a{L)ct. (9.2.6)

Можно показать (см. аналитическое упражнение 7), что a(L)  является 
абсолютно суммируемым. Поэтому, по утверждению 6.1(a) {iy} — ко­
вариационно стационарный процесс с нулевым средним (фактически он 
является эргодически стационарным по утверждению 6.1(d)). Подставляя
(9.2.6) в (9.1.4), мы получаем то, что известно в эконометрике как раз­
ложение Бевериджа — Нельсона (Beveridge — Nelson decomposition):

t
6  =  S ■ t + • ея + ?/., — //,-,] +  £o =

»=i
i

=  6 -t +  (.’(1) ^  ss + iji +  (£o — >lo)
a-l

I
(поскольку -  Tfe-i) =  ijt -  t]o). (9.2.7)

s=l

Таким образом, любой линейный 1(1)-процесс можно записать как сумму 
линейного тренда (6 ■ t), случайного блуждания без сноса, или сто­
хастического тренда (i.’(l)(c i +  =2 +  • • • +  =/)), стационарного процесса 
(rjt) и начального значения (£о -  По)- Формулируя несколько отличным 
образом, имеем:

Утверждение 9.1 (разложение Бевериджа — Нельсона):
Пусть {и(} является 1(0)-процессом с нулевым средним, удовлетворяю­
щим (9.2.1) —(9.2.3), Тогда

1Ц +  « 2  Н---------- +  Щ =  С > ( 1 ) ( £ 4  +  62 Н-----------------h  £t) + l]t ~  VO-
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где щ = a(L)st , aj = ~{tj+ 1 + '0j+2 + •••)• Процесс {t]t} является 
эргодически стационарным с нулевым средним1.

На мгновение положим в (9.2.7) 6 = 0, так что {&} является 1(1 )-про- 
цессом без сноса. Важным следствием указанного разложения является 
то, что любой 1(1)-процесс без сноса доминируется стохастическим трен­
дом '^(1) 5Zs=i £s в следующем смысле. Разделим обе части разложения
(9.2.7) (с <5 = 0) на Д  и получим:

^2. +  0 L  _  2£L 
Д  Д  Д

(9.2.8)

Поскольку, по предположению, Е(£о) < оо, Е[(^о/\/^)2] -> 0 при t —э ос, 
поэтому £ о М  сходится в среднем квадратическом (и, следовательно, 
по вероятности) к нулю. То же самое применимо к щ / Д  и щ/ Д .  
Поэтому слагаемые в квадратных скобках в правой части (9.2.8) можно 
игнорировать асимптотически. В отличие от этого первое слагаемое име­
ет предельное распределение iV(0. о1 ■ [(/’(I)]2) по CLT Линдеберга —Леви 
из параграфа 2.1. В этом смысле стохастический тренд растет со скоро­
стью \Д. Используя (9.2.4), стохастический тренд можно записать как

У’(1)(с 1 + с2 + • • • + с{) = А • Г--- 1—- + •••-!— 1, (9.2.9)\ о <т о /
что показывает: изменения в стохастическом тренде в имеют диспер­
сию А2, долговременную дисперсию {Д&}.

Теперь предположим, что S Ф 0, так что {£,} является 1(1)-процес- 
сом со сносом. Как ясно из деления обеих сторон (9.2.7) на t , а не 
на Д  и применения той же самой аргументации, которая была только 
что приведена для случая 6 = 0, стохастический тренд, так же как 
и стационарную компоненту, можно игнорировать асимптотически, с £t/t, 
сходящимся по вероятности к S. В этом смысле временной тренд доми­
нирует 1(1)-процесс на больших выборках.

Связь с моделями ARMA

В параграфе 6.2 мы определили стационарный ARMA-процесс с нулевым 
средним {щ} как единственный ковариационно стационарный процесс, 
удовлетворяющий стационарному ARMA(/>. q) уравнению:

o{L)u, = 0(L)st, (9.2.10)

'Относительно более общего условия, при котором и\ ч- ••• + и, раскладывается, 
как показано здесь, и которое не требует, чтобы 1(0)-процесс {«,} был линейным, 
см.: Theorem 5.4 в [Hall and Heyde, 1980]. В этой теореме последовательность {е(} 
является стационарной мартингал-разностью, поэтому стохастический тренд является 
мартингалом.
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где Ф(Ь) удовлетворяет условию стационарности. Если {st } является неза­
висимым процессом белого шума и если 0(1) ф 0, то процесс ARMA(p.q) 
является 1(0)-процессом с нулевым средним. Чтобы увидеть это, заме­
тим, что, в соответствии с утверждением 6.5(a), щ можно записать как 
(9.2.1) с

■Ф(1) = d>(L)-le(L).  (9.2.11)

Поскольку ф(1) ф 0 по условию стационарности и 0(1) ф 0 по пред­
положению, условие (9.2.3Ь) (о том, что (/>(1) ф 0) выполняется. По 
утверждению 6.4(a), последовательность коэффициентов {д^} ограниче­
на по абсолютному значению геометрически убывающей последователь­
ностью, что гарантирует выполнение (9.2.3а).

При заданном только что определенном стационарном ARJYlA(p, ^-п ро­
цессе щ с нулевым средним, соответствующий ему 1(1)-процесс {£,}, 
определенный соотношением =  щ,  называется интегрированным 
процессом авторегрессии — скользящего среднего (АШ МА(р,1.д)) 
(■autoregressive integrated moving average). Подставляя соотношение ut = 
=  (1 — L)£t в (9.2.10), мы получаем:

C?{L)Z, = 9{L)eu (9.2.12)

где ф*(Ь) =  Ф(Ь)(1 — L), 6(L) стационарный и 0(1) Ф 0. Один из кор­
ней соответствующего авторегрессионного полиномиального уравнения 
Ф*{г) = 0 равен единице, а все другие корни лежат за пределами еди­
ничного круга. В более общем случае класс 1(0)-процессов можно пред­
ставить как удовлетворяющий (9.2.12), где Ф*(Ь) определяется уже как

0*(L) = o { L ) ( l -  L)d. (9.2.13)

Поэтому o*(z) = 0 имеет теперь единичный корень кратности d (то есть 
d единичных корней), а все другие корни лежат вне единичного кру­
га. Процессы 1(0) называют интегрированными процессами авторегрес­
сии — скользящего среднего (ARIM A(/xd.</)). Первый параметр (р) ра­
вен количеству авторегрессионных лагов (не считая единичных корней), 
второй параметр (d) относится к порядку интегрированности, а третий 
параметр (д) равен количеству лагов в скользящем среднем. Посколь­
ку o(L) удовлетворяет условию стационарности, взятие 0-х разностей 
АШМА(р. 0. д)-процесса приводит к стационарному ARMAQtx (/^процес­
су с нулевым средним. Поэтому ARIMA(p. 0. д)-процесс является 1(d).

Винеровский процесс

В двух следующих параграфах будут представлены разнообразные тесты 
на единичный корень. Предельные распределения их тестовых статистик 
будут записаны в терминах винеровского процесса ( Wiener process)
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(известного также как процесс броуновского движения (Brownian mo­
tion process)). Некоторые из вас. возможно, уже знакомы с этим про­
цессом по финансовым моделям с непрерывным временем, но чтобы 
освежить вашу память, приведем его определение.

Определение 9 .3 (стандартный винеровский процесс): Стандартный 
винеровский процесс (броуновское движение) И'(-) — это случайный 
процесс с непрерывным временем, связывающий с каждым моментом 
t € [0.1] скалярную случайную величину И'(£), такую, что

(1) W (0) =  0;

(2) для любых моментов 0 < t\ < t,2 < ■ • ■ < < 1 изменения

W( t 2) -  W( t  i), W(t 3) -  W( t 2) . . . . .  W( t , )  -  W{tk- ,)

являются независимыми нормально распределенными случайными
величинами W(s) — W{t)  ~  Лт(0. (s — t)) (так что, в частности, 
Щ 1 ) ~  N{ 0 , 1));

(3) с вероятностью 1 реализации И-г(£) непрерывны по t.

Грубо говоря, функциональная центральная предельная теорема {func­
tional central limit theorem) (FCLT), называемая также принципом ин­
вариантности (invariance principle), утверждает, что винеровский про­
цесс является аналогом случайного блуждания без сноса в непрерывном 
времени. Представьте, что вы генерируете реализацию стандартного слу­
чайного блуждания (изменения которого имеют единичную дисперсию) 
длины Г, изменяете масштаб графика по вертикали, деля все значения 
реализации на у/Т, а затем сжимаете этот нормализованный график 
по горизонтали так, чтобы он соответствовал единичному интервалу 
[0.1]. На панели (а) рис. 9.2 это сделано для размера выборки Т  = 10. 
Размер выборки возрастает до 100 на панели (Ь), а затем — до 1000 — 
на панели (с). Как показано на рисунке, график становится все более 
и более плотным в единичном интервале. FCLT гарантирует нам, что 
существует определенный предел при Г - 4  х  и что предельный процесс 
является винеровским процессом. Свойство (2) определения 9.3 является 
математической формулировкой того, что последовательность мгновен­
ных изменений винеровского процесса является i.i.d. Аналог в непре­
рывном времени случайного блуждания без сноса, изменения которого 
имеют дисперсию о~, а не единичную дисперсию, можно записать как 
oW(r).

Чтобы провести аналогию между случайным блужданием без сно­
са и винеровским процессом чуть дальше, рассмотрим «центрированное 
стандартное случайное блуждание», которое строится из стандартного

603



Глава 9. Эконометрика единичного корня

случайного блуждания без сноса путем вычитания выборочного средне 
го. То есть пусть {£,} является случайным блужданием без сноса

Рис. 9.2. Иллюстрация функциональной центральной предельной теоремы
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с Уаг(Д&) = 1, и определим

(f = o,l,...,r-l). (9.2.14)
Аналогом в непрерывном времени центрированного стандартного случай­
ного блуждания является центрированный стандартный винеровский 
процесс (demeaned standard Wiener process), определяемый как

W ll{r) = W{r) -  [  W(e) ds. (9.2.15)
Jo

(Мы определили центрированные ряды для t = 0 , 1 . . . . . Т -  1, чтобы 
соответствовать соглашению о датировке утверждения 9.2 ниже. Если бы 
центрированный ряд был определен для t = 1 . 2 то его аналогом 
в непрерывном времени тоже был (9.2.15).)

Мы можем также создать из стандартного случайного блуждания 
{£(} детрендированный ряд:

Ц = £t - a - 6 - t  (t =  0 , 1 . . . . . Т -  1), (9.2.16)

где а и 6 являются OLS-оценками константы и коэффициента при време­
ни в регрессии & на (1 Л) (t = 0 . 1 , . . . ,  Г  -  1). Аналогом в непрерывном 
времени детрендированного случайного блуждания является детренди­
рованный стандартный винеровский процесс (detrended standard Wi­
ener process), определяемый как

W T(r) =  И7(г) — а — d ■ г. 

а = (  (4 — 6.s)W(s) (Is.
Jo

d = f  (—6 + 12s)li'(s)ds. (9.2.17)
Jo

Коэффициенты а. и d являются предельными случайными величинами 
при Т  -» ос для а и d соответственно (вывод см., например, в: [Phillips 
and Durlauf, 1986]). Следовательно, если линейный временной тренд 
подгоняется посредством OLS к случайному блужданию без сноса, оце­
ненный линейный временной тренд 5 сходится по распределению к слу­
чайной величине d\ даже на больших выборках значение 6 никогда не бу­
дет нулевым, разве только случайно. Этот феномен иногда называется 
ложным детрендированием (spurious detrending).

Полезная лемма

Тесты на единичный корень используют статистики, включающие 1(0)- 
и 1(1)-процессы. Ключевые результаты, собранные в следующем утвер­
ждении, будут использоваться для получения предельных распределений 
статистик тестов на единичный корень в параграфах 9.3-9.4.
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Утверждение 9.2 (предельные распределения статистик, включаю­
щих 1(0)- и 1(1)-переменные): Пусть {&} является 1(1)-процессом без 
сноса, так что Д& является 1(0)-процессом с нулевым средним, удовле­
творяющим (9.2.1)—(9.2.3), и Е(£о) < ос. Пусть

А 2 =  долговременная дисперсия { Д & }  и уо  =  Уаг(Лф).

Тогда

Ы  ф  Е / . 1  ( 6 - 1  ) 2 ~*d Г2 ■ /о  W(r)2dr,

(Ю

Пусть {£f} является центрированным рядом, полученным из {£/} 
по формуле (9.2.14). Тогда

(О ф  £ ? = ,( f,"-,)2 - н  X2 •

(<0 f  £?=, - н  ¥ {[И'"(1)]2 -  [И"'(0)]2} -  f .

Пусть } является детрендированным рядом, полученным из {£>} 
по формуле (9.2.16). Тогда

М  ф £ L ( f < - i ) 2 Л2 • [ и - и ] 2 dr.

Ю ^ ¥ { ( И " ( 1 ) ] 2 - [ И ;г(0)]2} - ? .

Сходимость здесь совместная. То есть вектор, состоящий из статистик, 
указанных в (a)-(f), сходится к случайному вектору, элементы которого 
являются соответствующими случайными величинами, также указанны­
ми в (a)-(f).

Часть (а), например, читается следующим образом: последовательность слу­
чайных величин {(1/Т )2 Ylj=i (& -i)2}* индексированная посредством Т. 
сходится по распределению к случайной величине A2 f  H/2dr. Все пре­
дельные случайные величины в этом утверждении записываются в тер­
минах стандартного винеровского процесса. Заметим, что mom же самый 
винеровский процесс П'(-) появляется в (а) и (Ь) и что центрированный 
и детрендированный винеровские процессы в (c)-(f) получены из ви­
неровского процесса, появляющегося в (а) и (Ь). Поэтому предельные 
случайные величины в (a)-(f) могут быть коррелированными.

Чтобы получить определенное понимание этого результата, времен­
но предположим, что {^} является случайным блужданием без сноса
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с Var(A^t) =  сг2 и фиксированным £о- Учитывая, что винеровский про­
цесс является его аналогом в непрерывном времени, неудивительно, что 
« £ [ = 1(6 - 1 )2», соответствующим образом нормализованная на некоторую 
степень Т, становится «<т2 J ' W2». Возможно, что вы не могли догадаться 
нормализовать ее посредством Г 2. Один из способов понять, почему 
именно квадрат Т  дает правильную нормализацию, — это вспомнить, 
что E[(£t)2] =  Var(£,.) =  а 2 • t. Таким образом,

u= i
=  !) =  

/=1

Т
( Г - 1 ) ¥ . (9.2.18)

Так что среднее £ / = 1 (6 - i )2 растет со скоростью Г 2. Чтобы построить 
случайную величину, которая имела бы предельное распределение, при­
дется разделить 1 )2 на Т 2.

Предположим теперь, что {£<} является общим 1( 1)-процессом без 
сноса, первая разность которого является процессом 1(0 ) с нулевым сред­
ним, удовлетворяющим (9.2.1)—(9.2.3). Тогда сериальную корреляцию 
в А м о ж н о  принять во внимание путем замены ст2 на Л2 (долговремен­
ная дисперсия {Д£(}). Это происходит благодаря следствию (9.2.9) раз­
ложения Бевериджа — Нельсона, говорящему, что 1(1)-процесс без сноса 
на больших выборках доминируется случайным блужданием, изменения 
которого имеют дисперсию А2. Иначе говоря, предельное распределение 
для Z U S t - t f / T 2 было бы тем же самым, если бы {£<}, вместо того 
чтобы являться общим 1( 1 )-процессом без сноса с сериально коррелиро­
ванными первыми разностями, был случайным блужданием без сноса, 
изменения которого имеют дисперсию А2.

По поводу доказательства утверждения 9.2 см., например: [Stock, 
1994, рр. 2751-2753]. Это, скорее, механическое применение FCLT и тео­
ремы, называемой теоремой о непрерывном отображении. Поскольку 
И’(1 ) ~  Л’(0 . 1 ). предельная случайная величина в (Ь) принимает вид:

( т ) * - ? '  <92|9)
где X  ~  \ 2 (1) (хи-квадрат с одной степенью свободы). Доказатель­
ство (Ь) можно выполнить без причудливого аппарата FCLT и теоремы 
о непрерывном отображении, и это остается в качестве аналитического 
упражнения 1 .

Контрольные вопросы

1. (Проверка разложения Бевериджа — Нельсона для простого случая.) Про­
верьте (9.2.5) для (/•(£) = 1 + o\L. Сделайте то же самое для v{L) = 
(1 -  дЬУ где \о\ < 1 .
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2. (CLT для 1(0).) Утверждение 6.9 касается асимптотики выборочного среднего 
линейного процесса. Проверьте, что абзац, расположенный непосредственно 
за утверждением 9.1, является доказательством утверждения 6.9 при допол­
нительном предположении о 1-суммируемости.

3. (Является ли стационарная компонента в разложении Бевериджа — Нельсона 
1(0)-процессом?) Рассмотрите процесс 1(0) с нулевым средним:

Hi =  Фо^1 — 2e*_i +  ct_2-

Покажите, что долговременная дисперсия процесса {%} в (9.2.6) равна нулю.

4. (Начальные значения и центрированные величины.) Пусть {£,} является
1(1)-процессом без сноса, так что можно записать как & = £ 0+ « i +W2 -I----- 1-
щ.  Влияет ли значение £0 на значение $*, где {££*} является центрированным 
рядом, полученным по формуле (9.2.14)? [Ответ: Нет.]

5. (Линейные тренды и детрендированные величины.) Пусть {£,} — 1(1)-про- 
цесс со сносом, так что его можно записать как сумму линейного временного 
тренда а  т  S - t. и 1(1)-процесса без сноса. Влияют ли значения а  и S на зна­
чение £гг , где {£fr } является центрированным рядом, полученным по формуле 
(9.2.16)? [Ответ: Нет.]

9.3. Тесты Дики — Фуллера
В этом параграфе и в следующем мы представим несколько тестов для про­
верки нулевой гипотезы о том, что процесс порождения данных (DGP) 
является 1(1)-процессом. В этом параграфе 1(1)-процесс является слу­
чайным блужданием с или без сноса и тесты основаны на OLS-оцени- 
вании соответствующих АВ(1)-уравнений. Эти тесты были разработаны 
в: [Dickey, 1976] и [Fuller, 1976] и называются тестами Дики —Фуллера 
(Dickey — Fuller tests), или DF-тестами (DF tests). Мы принимаем со­
глашение о том, что выборка содержит Т+  1 наблюдений (уо.у\.____ут),
так что А11(1)-уравнение можно оценить для t=  1.2__ .Т.

АЩ1)-модель

Тестовые статистики Дики —Фуллера получаются из оценивания модели 
авторегрессии первого порядка:

yi = pyt - 1 + st- {£■/} — независимый белый шум. (9.3.1)

(Случай с константой будет изучен через мгновение.) Эта модель вклю­
чает и 1(1)-, и 1(0)-процессы: если р = 1, то есть если соответствующее 
полиномиальное уравнение 1 -  pz = 0  имеет единичный корень, то 

=  £t и { y t} является случайным блужданием без тренда, а если 
\р\ < 1, процесс является стационарным AR(1) с нулевым средним. 
Таким образом, гипотезу о том, что данные порождаются случайным
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блужданием без тренда, можно сформулировать как нулевую гипотезу 
о том, что р = 1 . Если мы принимаем ту позицию, что DGP или 1(0), 
или 1(1), то — 1 <  р < 1 . При условии этого априорного ограничения 
на р альтернативу 1(0) можно выразить как р < 1. Поэтому для проверки 
нулевой гипотезы р — 1 против альтернативы 1(0 ) будут использоваться 
односторонние тесты.

Соответствующие тесты будут основаны на р, OLS-оценке для р 
в А11(1)-уравнении (9.3.1). При нулевой гипотезе 1(1), р =  1, ошибка 
оценки равна р — 1 и задается выражением:

п —  л —  У1 _  1 _  Ylt= 1 ^Vt yt-1
L J X   7̂-* X 1 11 ГГ1

ЕГ=1 (vt-i)2 E ld m -i)2
(9.3.2)

Как будет проверено через мгновение, числитель имеет предельное рас­
пределение, если разделить его на Т, а знаменатель имеет предельное 
распределение, если разделить его на Т 2. Поэтому рассмотрим ошибку 
оценки, увеличенную в Т  раз:

Т  ■ (р — 1) = Т Y h = i^ y tV t - i  _  т S t = i  yt-\
T? Ht=\(yt- i )2

(9.3.3)

Получение предельного распределения при нулевой гипотезе 1(1)

Получить предельное распределение Т  - ( р— 1) при нулевой гипотезе 1(1) 
(случайное блуждание без тренда) очень просто. Поскольку {yt} являет­
ся 1(1)-процессом без сноса, применимы части (а) и (Ь) утверждения 9.2 
с £г =  Vt- Кроме того, поскольку Д yt является независимым белым 
шумом. А2 (долговременная дисперсия {Ду(}) равна 70 (дисперсии Д<р). 
Таким образом,

1 т Л
w \ t  = - ^ 2 ^ y t  y t - 1 “f  ? V r ( i ) 2 = «’1 - (9.3.4)

1 t= l d z z

u’2t  = -L  Y i y t - 1 ?  -> To [ 1 И '( /-)2 d r =  (9.3.5)
T (1

Как отмечалось в указанном утверждении, сходимость является сов­
местной, так что w r = («’г^v«,2г ) , как вектор сходится к 2 х 1 слу­
чайному вектору w  =  Поскольку (9.3.3) является непрерывной
функцией от w t  (оно равно и '\г /“'гг)- из леммы 2.3(b) следует, что

Т- ( р  -  1) =
Т Хц=1 ^ yt }Jt-1 
72 5Zf=i(yf-i)2

“- IT  

U'2T d

, £ (W( i )2 - i ) _ g/?
d w 2 70 • J J  W ( r ) 2 d r  hi H ’ ( r ) 2 d r  P

(9.3.6)
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Тестовая статистика Т  • ( р — 1) называется р-статистикой Дики — Фул­
лера {Dickey — Fuller, или DF, р statistic). Стоит отметить несколько 
моментов:

•  Невырожденное предельное распределение имеет Т  ■ (р — 1), а не 
обычное \ /Т  ■ (р — 1). Оценка р называется суперсостоятельной 
(superconsistent), поскольку она сходится к истинному значению, 
равному единице, с более высокой скоростью (Т ).

•  Нулевая гипотеза не специфицирует значения Уаг(д() и у0 (на­
чальное значение) в DGP, однако они не влияют на предельное 
распределение, распределение случайной величины DFP. То есть 
предельное распределение не включает эти мешающие параметры 
(nuisance parameters). Поэтому мы можем использовать Т  ■ {р — 1) 
в качестве тестовой статистики. Этот тест на случайное блуждание 
без сноса называется р-тестом Дики — Фуллера {Dickey— Fuller 
р test).

•  Заметим, что и числитель, и знаменатель включают один и mom же 
винеровский процесс, так что они коррелированы. Поскольку И’(1) 
имеет стандартное нормальное распределение, числитель в выраже­
нии для DFP можно было бы записать как (\'2(1) -  1 )/2 . Но при 
этом стало бы неясным сделанное здесь замечание.

Обычный t-тест для нулевой гипотезы р = 1 также имеет предельное 
распределение. Это всего лишь вопрос простой алгебры — показать, что 
t-значение р =  1 можно записать как

f.  _____ Р ~  1_____ __ Т И \ =  1 A y t  ( j t - i  ^  g ^

W e L(w- i)2
где ,ч является стандартной ошибкой регрессии:

5 ~  ~  МН-\)2- (9.3.8)
" 1 1

Легко доказать (см. контрольный вопрос 3). что я2 является состоя­
тельной оценкой для ^о(= Уаг(Д*//)). Из этого, (9.3.4) и (9.3.5), тогда 
немедленно следует, что

/
d

m i l s  ч  Е № ,

■JSi »'('•)■■
(9.3.9)

Это предельное распределение также не зависит от мешающих парамет­
ров. Поэтому Означение можно использовать для тестирования, однако
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при этом нельзя использовать критические значения стандартного нор­
мального распределения; критические значения следует брать из (приве­
денных ниже) таблиц для DFt. Этот тест называется DF 2-тестом (DF t 
test).

Суммируем изложенное.

Утверждение 9.3 (тесты Дики —Фуллера на случайное блуждание 
без сноса, случай без константы): Предположим, что {у,} является 
случайным блужданием без сноса (так что {Ду*} является независимым 
белым шумом) с Е(уц) <  эс. Рассмотрим регрессию yt на y t-i (без 
константы) для t = 1 ,2____ Т. Тогда

DF р-статистика: Т  ■ (р -  1) -» DFP,
(I

DF t -статистика: t —> DFt , 
d

где p является OLS-оценкой коэффициента при yt- ь  t является t -значе­
нием для гипотезы о том, что коэффициент при yt ,\ равен I , a DF(} и DFt 
являются случайными величинами, определенными в (9.3.6) и (9.3.9).

Таким образом, у нас есть две тестовые статистики, Т* (р — 1) и Означе­
ние, для одной и той же нулевой гипотезы 1(1). Сравнение (обобщений) 
этих DF-тестов будет обсуждаться в следующем параграфе.

В части (а) табл. 9.1 приведены критические значения для распреде­
ления на конечных выборках случайной величины Т* (р — 1) для раз­
личных объемов выборки. Сплошная кривая на рис. 9.3 изображает рас­
пределение р на конечных выборках для Т  =  100, показывающее, что 
OLS-оценка для р смещена вниз (то есть среднее р меньше 1). Все это 
получено методом Монте-Карло в предположении, что распределение z t 
является гауссовским и уо =  0. По утверждению 9.3, при возрастании 
объема выборки Т  эти критические значения сходятся к критическим 
значениям для распределения DFP, приведенным в строке для Т  — эс. 
(Поскольку для выполнения асимптотических результатов в утвержде­
нии 9.3 уо необязательно должно быть нулевым, а распределение 5 необя­
зательно должно быть гауссовским, мы должны получить те же самые 
предельные критические значения, если критические значения для ко­
нечных выборок вычислять при различных предположениях о начальном 
значении уо и распределении -,.) По критическим значениям для Т  — эс 
мы можем видеть, что распределение DFP также скошено влево с 5-про­
центным левосторонним критическим значением, равным —8.1 (так что 
Prob{DFP < —8,1) =  5%), и 5-процентным правосторонним критическим 
значением, равным 1,28. Смещение в р на конечных выборках отражается 
в скошенности предельного распределения Т  * (р ~  1).
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Таблица 9.1
Критические значения для теста р  Дики — Фуллера

Объем Вероятность того, что статистика меньше,
выборки (Т ) ________________ чем указанное число________________

0,01 0,025 0,05 0,10 0,90 0,95 0,975 0,99
Панель (а): Т ■ (р -  1)

25 -11,8 -9,3 -7,3 -5,3 1,01 1,41 1,78 2,28
50 -12,8 -9,9 -7,7 -5,5 0,97 1,34 1,69 2,16
100 -13,3 -10,2 -7,9 -5,6 0,95 1,31 1,65 2,09
250 -13,6 -10,4 -8,0 -5,7 0,94 1,29 1,62 2,05
500 -13,7 -10,4 -8,0 -5,7 0,93 1,28 1,61 2,04
00 -13,8 -10,5 -8,1 -5,7 0,93 1,28 1,60 2,03

Панель (b): Т -1)
25 -17,2 -14,6 -12,5 --10,2 -0,76 0,00 0,65 1,39
50 -18,9 -15,7 -13,3 -•10,7 -0,81 -0,07 0,53 1,22
100 -19,8 -16,3 -13,7 --11,0 -0,83 -0,11 0,47 1,14
250 -20,3 -16,7 -13,9 --11,1 -0,84 -0,13 0,44 1,08
500 -20,5 -16,8 -14,0 --11,2 -0,85 -0,14 0,42 1,07
00 -20,7 -16,9 -14,1 -•11,3 -0,85 -0,14 0,41 1,05

Панель (с): Т (р‘ --1)
25 -22,5 -20,0 -17,9 - 15,6 -3,65 -2,51 -1,53 -0,46
50 -25,8 -22,4 -19,7 -■16,8 -3,71 -2,60 -1,67 -0,67
100 -27,4 -23,7 -20,6 - 17,5 -3,74 -2,63 -1,74 -0,76
250 -28,5 -24,4 -21,3 - 17,9 -3,76 -2,65 -1,79 -0,83
500 -28,9 -24,7 -21,5 - 18,1 -3,76 -2,66 -1,80 -0,86
оо -29,4 -25,0 -21,7 - 18,3 -3,77 -2,67 -1,81 -0,88

Источник: [Fuller, 1976, Table 8.5.1J, исправленный в [Fuller, 1996, 
Table 10. А. 1].

-------  без включения с включением . . .  с включением
константы и времен константы времени

Рис. 9.3. Распределение на конечных выборках OLS-Оценки 
для A R (1)-коэффициента, Т  = 100
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9 .3 . Т есты  Д и к и  — Ф у л л ер а

К р и т и ч е с к и е  зн а ч е н и я  д л я  DFt (п р е д е л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  £-зна-  
ч е н и я )  н а х о д я т с я  в с т р о к е  д л я  Т  =  о с  в табл. 9 .2 ,  п а н е л ь  (а ) .  Как  

и DFP, о н о  с к о ш е н о  влево . В  э т о й  т а б л и ц е  т а к ж е  п р и в ед ен ы  к р и т и ч е с к и е  
зн а ч ен и я  д л я  к о н еч н ы х  о б ъ е м о в  вы борк и . И о п я ть ,  они  п р е д п о л а г а ю т ,  
что  уо =  0  и et и м е е т  н о р м а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е .

Таблица 9.2
Критические значения для теста t Дики — Фуллера

Объем 
выборки (Т

Вероятность того, что статистика меньше, 
, чем указанное число
' 0,01 0,025 0,05 0,10 0,90 0,95 0,975 0,99

Панель (a): t
25 -2,65 -2,26 -1,95 -1,60 0,92 1,33 1,70 2,15
50 -2,62 -2,25 -1,95 -1,61 0,91 1,31 1,66 2,08
100 -2,60 -2,24 -1,95 -1,61 0,90 1,29 1,64 2,04
250 -2,58 -2,24 -1,95 -1,62 0,89 1,28 1,63 2,02
500 -2,58 -2,23 -1,95 -1,62 0,89 1,28 1,62 2,01
ОО -2,58 -2,23 -1,95 -1,62 0,89 1,28 1,62 2,01

Панель (b): F
25 -3,75 -3,33 -2,99 -2,64 -0,37 0,00 0,34 0,71
50 -3,59 -3,23 -2,93 -2,60 -0,41 -0,04 0,28 0,66
100 -3,50 -3,17 -2,90 -2,59 -0,42 -0,06 0,26 0,63
250 -3,45 -3,14 -2,88 -2,58 -0,42 -0,07 0,24 0,62
500 -3,44 -3,13 -2,87 -2,57 -0,44 -0,07 0,24 0,61
ОО -3,42 -3,12 -2,86 -2,57 -0,44 -0,08 0,23 0,60

Панель (с): t‘
25 -4,38 -3,95 -3,60 -3,24 -1,14 -0,81 -0,50 —0,15!
50 -4,16 -3,80 -3,50 -3,18 -1,19 -0,87 -0,58 -0,24 i
100 -4,05 -3,73 -3,45 -3,15 -1,22 -0,90 -0,62 -0,28 [
250 -3,98 -3,69 -3,42 -3,13 -1,23 -0,92 -0,64 -0,311
500 -3,97 -3,67 -3,42 -3,13 -1,24 -0,93 -0,65 -0,321
ОО -3,96 -3,67 -3,41 -3,13 -1,25 -0,94 -0,66 -0,32 j

Источник: [Fuller, 1976, Table 8.5.2], исправленный в [Fuller, 1996, 
Table 10.А.2].

Включение постоянной составляющей

Н е д о с т а т к о м  т е с т о в ,  о с н о в а н н ы х  на А Щ 1 ) - у р а в н е н и и  б е з  п о с т о я н н о й  с о ­
с т а в л я ю щ е й ,  я в л я е т с я  о т с у т с т в и е  и н в а р и а н т н о с т и  к п р и б а в л е н и ю  к р я д у  

ко н ст а н т ы . Е с л и  т е с т  п р о в о д и т с я  д л я  р я д а  в л о г а р и ф м а х  (к а к  в п р и м е ­
р е  9 .1  н и ж е ) ,  и з м е н е н и е  е д и н и ц ы  и з м е р е н и я  ря да  п р и в о д и т  к п р и б а в л е ­
н и ю  к р я д у  в л о г а р и ф м а х  н е к о т о р о й  к о н ст а н т ы , что  в л и я ет  на зн а ч е н и е  

т е с т о в о й  с т а т и с т и к и .  Ч тобы  с д е л а т ь  т е с т о в у ю  с т а т и с т и к у  и н в а р и а н т н о й
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Глава 9. Эконометрика единичного корня

к прибавлению константы, мы обобщаем модель, на основе которой по­
лучается тестовая статистика. Рассмотрим модель

yt =  о + zu zt =  pz-t-1 +  ей {^/} ~  независимый белый шум. (9.3.10)

Процесс {yt} получается прибавлением постоянной а  к процессу, удовле­
творяющему (9.3.1). При нулевой гипотезе р = 1 { z t} является случай­
ным блужданием без сноса. Поскольку yt можно записать в виде:

y t -  (*  +  ZQ +  Е\ +  5 2 +  * • • +  Е й

{yt} также является случайным блужданием без сноса с начальным 
значением уо =  а  +  z q . При альтернативе р < 1 {yt} является ста­
ционарным AR(l) со средним а. Таким образом, класс 1(0)-процессов, 
охватываемый моделью (9.3.10), шире, чем класс процессов, охватывае­
мых моделью (9.3.1).

Исключая {г/} из (9.3.10), мы получаем ARl-уравнение с константой:

Vt = Л* + pyt- 1 + Ей (9.3.11)
где

а* = (1 ~р)а .  (9.3.12)

Поскольку а* =  0 при р — 1, нулевая гипотеза 1(1) (о том, что DGP явля­
ется случайным блужданием без сноса) является совместной гипотезой 
о том, что р = 1 и а* = 0 в терминах коэффициентов регрессии (9.3.1). 
Без ограничения а* =  0 {*/,.} было бы случайным блужданием со сносом. 
Мы разработаем тесты на случайное блуждание со сносом чуть позже. 
До этого мы продолжаем брать в качестве нулевой гипотезу случайного 
блуждания без сноса.

Пусть р 1 является здесь OLS-оценкой для р  в (9.3.11), a tF  — t-зна­
чение для нулевой гипотезы о том. что р — 1. Должно быть ясно, что 
а  не будет влиять на значение р 1 или на ее OLS стандартной ошибки; 
прибавление одной и той же постоянной к yt для всех t просто изменя­
ет оцененную постоянную составляющую. Следовательно, распределение 
DF рм-статистики (DF р*  s t a t i s t i c ), Т-(р* — 1) и DF (^-статистики (DF 
IF s t a t i s t i c ), t f i , как на конечных выборках, так и на больших выборках, 
не будет зависеть от а  вне зависимости от значения р.

Как вам будет предложено доказать в аналитическом упражнении 2, 
Т ' {Р1 — 1) сходится по распределению к случайной величине, представ­
ляемой как

р /о1 [W "'(OP dr
(9.3.13)

a t fl сходится по распределению к

n r .  -  i ( [ H ^ ( l ) ] 2 -  [»-"(<))]'- -  1 ) 

/ / „ , [H"'(r)]2<lr
(9.3.14)
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9.3. Тесты Дики —Фуллера

Здесь W u(-) является центрированным стандартным винеровским про­
цессом, введенным в параграфе 9.2. Эти предельные распределения не за­
висят от мешающих параметров, таких как <*. Основная идея доказа­
тельства заключается в следующем. Сначала получаем центрированный 
ряд, вычитая выборочное среднее из { y t } (или, равносильно, получая 
OLS-остатки от регрессии { y t } на константу). На втором шаге исполь­
зуем теорему Фриша —Во (приведенную в аналитическом упражнении 4 
в главе 1), чтобы записать Т  ■ (рр -  1) и ^-значение в виде формул, вклю­
чающих центрированные ряды. Наконец, используем утверждение 9.2(c) 
и (d). Подведем итог.

Утверждение 9 .4  (тесты Дики — Фуллера о случайном блуждании  
без сноса, случай с постоянной составляющей): П р е д п о л о ж и м , что 

{ y t }  я вл я ет ся  с л у ч а й н ы м  б л у ж д а н и е м  б е з  с н о с а  (так что {A</<} я вл я ет ся  

н е з а в и с и м ы м  б е л ы м  ш у м о м ) с  Е(//о) <  ос. Р ассм от ри м  р е г р е с с и ю  yt 
н а  { 1 . i ) t - \ )  д л я  t  =  1 ,2 .---- Т .  Т огд а

DF ft* -статистика: Т  ■ (ft1 — 1) -» D F
(I '

DF -статистика: t fI D F { \
d

г д е  — O L S -о ц е н к а  к о эф ф и ц и ен т а  п р и  y*_i, tF — t - з н а ч е н и е  д л я  г и ­

пот езы  о том, что к о эф ф и ц и е н т  п р и  y£_i р а в е н  1, a  D F £  и  D F \l — д в е  

с л у ч а й н ы е  в е л и ч и н ы , о п р е д е л е н н ы е  в  (9.3.13) и (9.3.14).

Критические значения для DFjj приведены в табл. 9.1, панель (Ь), 
а для DFj‘ -  в табл. 9.2, панель (Ь), в строке для Т  — ос. Распределение 
скошено влево сильнее, чем в случае без постоянной составляющей. 
В таблицах также есть критические значения для выборок конечного 
объема, основанные на предположении о том, что st имеет нормаль­
ное распределение. Распределение /5й на конечных выборках для Т  =  
100 изображено на рис. 9.3. Оно показывает более сильное смещение 
для чем для р (OLS-оценка без постоянной составляющей). В от­
личие от случая без включения постоянной составляющей критические 
значения на конечных выборках не зависят от уо- Это происходит потому, 
что, когда р — 1 , изменение начального значения уо просто прибавляет 
одну и ту же постоянную к y t для всех t ,  так что значения DF рц- 
и ^'-статистик инвариантны к уо.

Мы начали этот подпараграф, сказав, что нулевая гипотеза 1(1) явля­
ется совместной гипотезой о том, что р  — 1  и а* =  0. Тем не менее 
указанные тестовые статистики используются для проверки гипотезы 
о том, что р =  1. Для тестов на единичный корень это практика в профес­
сии; тестовые статистики для совместной гипотезы используются редко.

615



Г л а в а  9 . Э к о н о м е т р и к а  е д и н и ч н о г о  к о р н я

Пример 9.1 (являются ли обменные курсы случайным блуждани­
ем?): Пусть yt является спотовым обменным курсом иена/доллар. Чтобы 
сделать тесты инвариантными к выбору единиц (например, иена/доллар 
против иена/другая валюта), мы подбираем АЛ(1)-модель с постоянной 
составляющей, так что применимо утверждение 9.4. Для недельных дан­
ных по обменному курсу, использованных в эмпирическом приложении 
к в главе 6  и изображенных на рис. 6.3 на с. 454, указанное А11(1)-урав- 
нение, оцененное посредством OLS, имеет вид:

yt = ОД62 + 0,9983376 у,_ь Я2 = 0.997. SER = 2,824.
(0.435) (0,0019285)

В скобках приведены стандартные ошибки. Из-за наличия легирован­
ной переменной гд_i фактический период выборки начинается со второй 
недели 1975 года, а не с первой. Поэтому Т  — 777 и

Т ■ (р>1 -  1) = 777 • (0,9983376 -  1) =  -1.29,
ш 0.9983376 -  1 

0,0019285
- 0,86.

Поскольку альтернативной является гипотеза о том, что р < 1, следует 
использовать односторонний тест. (Если вы полагаете, что процесс может 
быть взрывным AR(1 ) с р > 1 , то вы должны применить двухсторонний 
тест.) Из табл. 9.1, панель (Ь) для DFp (асимптотическое) критическое 
значение, которое дает 5% нижнему хвосту, равно —14.1. То есть

P(DFg < -14,1) =  0.05.

Значение —1,29 статистики теста значительно выше этого критическо­
го значения, поэтому нулевая гипотеза без сомнения не отвергается 
на 5%-ном уровне значимости. Возвращаясь к DF £-тесту, из табл. 9.2, 
панель (Ь), находим, что 5-процентное критическое значение равно —2.86. 
^-значение —0 .8 6  больше его, и поэтому нулевая гипотеза, без сомнения, 
не отвергается.

Включение временного тренда

Как было отмечено в параграфе 9.1, во многих экономических временных 
рядах проявляются временные тренды. Чтобы сделать DF-тест приме­
нимым к временным рядам с трендом, мы еще раз обобщаем модель, 
добавляя на этот раз линейный временной тренд:

.<// =  « +  4 • t +  2 /. Z) =  pzi—\ -I- £■(. {с(} — независимый белый шум.
(9.3.15)
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Здесь <5 — угловой коэффициент линейного тренда, который может быть 
равным, а может быть и не равным нулю. При нулевой гипотезе р =  1 
{zt} является случайным блужданием без сноса, и yt можно записать 
как

yt — « + <5 • t + Zq + Е\ +  £2 Н------ V st — (9 3 16)
= Уо + <5 • t +  (ei Н-----+ et)

с уо =  л + го. Поэтому {yt} — случайное блуждание со сносом, если S Ф 
О, и без сноса, если 6 = 0. При альтернативе р < 1 процесс, являющийся 
суммой линейного тренда и стационарного А11(1)-процесса с нулевым 
средним, — стационарный относительно тренда.

Устраняя {zt} из (9.3.15), мы получаем:

yt — л* + S* ■ t + pyt- 1  + St- (9.3.17)
где

а* =  ( 1  -  р)а + рб, 5* =  (1 -  р)д. (9.3.18)

Поскольку S* =  0. когда р =  1, нулевая гипотеза 1(1) (о том, что DGP 
является случайным блужданием с или без сноса) является совместной 
гипотезой о том, что р =  1  и <5* =  0 в терминах регрессионных ко­
эффициентов. На практике, однако, тесты на единичный корень обычно 
фокусируются на единственном ограничении р =  1 .

Как в модели AR(1) с постоянной составляющей, формулировку утвер­
ждения 9.3 можно легко модифицировать для АГ1(1)-модели с трендом. 
Пусть рг является OLS-оценкой для р в (9.3.17), a tT является Означе­
нием для нулевой гипотезы р =  1. Как вам будет предложено доказать 
в аналитическом упражнении 2, Т •{рг -  1) сходится по распределению к

с г  _ Ц[и-’Г(1)Г2 -  [Ц,г(0)Г -  И
'  / „ '[ И - 'М Р с Ь -

a tT сходится по распределению к

D F r 3  Н П ГЧ Ч Г -  [И'Г(0)Г2 - 1 )

(9.3.19)

(9.3.20)

Здесь И/т(-) является детрендированным стандартным винеровским про­
цессом, введенным в параграфе 9.2. Основная идея доказательства — 
использовать теорему Фриша —Во, чтобы записать Т  ■ (р’’ — 1) и tT с по­
мощью формул, включающих детрендированные ряды, и затем применить 
утверждение 9.2(e) и (f). Подытожим сказанное.
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Утверждение 9.5 (тесты Дики — Фуллера о случайном блуждании 
с или без сноса): П р е д п о л о ж и м , что {y t} я в л я е т с я  с л у ч а й н ы м  б л у ж ­

д а н и е м  с  и л и  б е з  с н о с а  с  Е(?/„) < эс. Р ассм от ри м  р е г р е с с и ю  y t на  

(1. t, yt.-\)  д л я  t — 1,2,-- Т .  Т о гд а

где pF — O L S -о ц е н к а  к о эф ф и ц и ен т а  п р и  y t~ \ ,  t T — t - з н а ч е н и е  д л я  г и ­
п от езы  о том, что к о эф ф и ц и е н т  п р и  y t - \  р а в е н  1, a D F Tp и  D F f  — д в е  

с л у ч а й н ы е  в е л и ч и н ы , о п р е д е л е н н ы е  в  (9.3.19) и  (9.3.20).

Критические значения для DFp приведены в табл. 9.1, панель (с), 
а для DFp — в табл. 9.2, панель (с). В таблицах также приведены кри­
тические значения для выборок конечного объема, основанные на пред­
положении о том, что Et имеет нормальное распределение (начальное 
значение уо, так же как и параметры тренда а  и 6, не нужно специфици­
ровать для вычисления распределений на конечных выборках, поскольку 
они не влияют на численные значения тестовых статистик при нулевой 
гипотезе р  = 1). Для обеих DF-статистик р т- и ^-распределение даже 
более сильно скошено влево, чем для случая с константой. Для всех 
объемов выборок, отраженных в таблицах, 99%-ное критическое значе­
ние отрицательно, что означает, что более чем в 99% случаев pF  меньше 
единицы, когда фактически истинное значение р равно единице! Это ил­
люстрируется штрихпунктирной кривой на рис. 9.3, которая представляет 
график распределения в конечных выборках pF для Т  = 100.

Дадим два комментария к утверждению 9.5:

• (Численная инвариантность.) Тестовые статистики pF и t T инвари­
антны к (а. 6) вне зависимости от значения р\ прибавление a + 6-t 
к временному ряду {yt} просто изменяет OLS-оценки а* и S*, но 
не JF и ее -̂значение. Следовательно, распределения T ' - ( f F  - 1 )  и 1Т 

в конечных выборках, так же как и на больших, не будет зависеть 
от (a,S) вне зависимости от значения р.

• (Нужно ли включать в регрессию время?) Поскольку тестовые ста­
тистики инвариантны к значению S в DGP, утверждение 9.5 при­
менимо, даже когда 6 = 0. То есть статистики /7 и fT можно ис­
пользовать для проверки нулевой гипотезы о случайном блуждании 
без тренда. Однако если вы уверены в том, что процесс при ну­
левой гипотезе не имеет тренда, то следует использовать DF-тесты 
IУ1 и t+‘ в утверждении 9.4 с регрессией, не включающей время, 
поскольку мощность в конечных выборках против стационарной

D F  р Т-статистика: Т  ■ (pF — 1) -» D F p , (9.3.21)

(9.3.22)D F  t T-статистика: t T —> D F J .
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альтернативы в общем случае больше с рР и V1, а не с /7 и tT (вас 
попросят проверить это в упражнении 1 на метод Монте-Карло). 
А если вы думаете, что процесс может иметь тренд, то должны 
использовать /7 и Г, с компонентой времени в регрессии. Если 
вы не включаете время в регрессию и используете критические 
значения из табл. 9.1, панель (Ь), и табл. 9.2, панель (Ь), в то 
время как DGP действительно имеет тренд, то тест не будет иметь 
правильного размера на больших выборках (то есть вероятность 
отвергнуть нулевую гипотезу, когда она верна, не будет прибли­
жаться к предварительно специфицированному уровню значимости 
(номинальному размеру) при неограниченном увеличении объема 
выборки). Это происходит просто потому, что, когда DGP имеет 
тренд, предельные распределения рР и ^  не есть DFp или DF[‘.

Контрольные вопросы
1. (Суперсостоятельность.) Пусть р является OLS-оценкой коэффициента, как 

в (9.3.2). Проверьте, что Т 1-'' • (р -  1) —>-р 0 для 0 <  7/ <  1, если р =  1.

2. (Предельное распределение при общем 1(1)-процессе без сноса.)
В АГ1(1)-модели (9.3.1) удалите предположение о том, что ошибки являются 
независимым белым шумом, заменяя st на ut и предполагая, что {щ} являет­
ся общим 1(0)-процессом с нулевым средним, удовлетворяющим (9.2.1)—(9.2.3). 
Следовательно, рассматриваемый процесс при нулевой гипотезе р = 1 явля­
ется общим 1(1)-процессом без тренда. Покажите, что Т  ■ (р -  1) сходится 
по распределению к

Н » '(1 )2 - £ )
/о И '(г)2Ф

где Л2 =  долговременная дисперсия {Дт/,} и -щ =  Уаг(Дг/,).

3. (Состоятельность .7.) Обычная стандартная ошибка OLS-регрессии для 
АЩ1)-уравнения, в, определяется в (9.3.8). Если \р\ <  1, то мы знаем 
из параграфа 6.4, что 7  является состоятельной оценкой для V ars,. По­
кажите, что при нулевой гипотезе р =  1 7  остается состоятельной оценкой 
для Унг(г#). Поскольку Д yt -  £<, когда р =  1, в2 также является состоятель­
ной для 7о(= ^аг(Д?д)). Указание: Перепишите я2 в виде:

1 7
у.— г 5Z (&У* ~ (Р~ =

1 т о 1 т
—т " 7777 ' ' (Р~ ’ 7  Ц  &У1У1-
"  1  (= 1  1  7=1

1 —

Также Е[( Ду< )2] -- -о . Используйте результат, который мы использовали 
постоянно: если х т  ->р 0 и ут -->•</ у, то х т  ■ уг  - э р 0.
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4. (Два теста на случайное блуждание.) Рассмотрим две регрессии. Одна яв­
ляется регрессией A yt на A y t~ь  а другая — регрессией A yt на yt~ ь  Чтобы 
протестировать нулевую гипотезу о том, что {yt} является случайным блуж­
данием без сноса, какое распределение следует использовать: ^-значения 
из первой регрессии или f-значения из второй регрессии?

5. (Состоятельность DF-тестов.) Напомним, что тест называется состоятель­
ным (consistent) против некоторого множества альтернатив, если вероят­
ность отвержения неверной нулевой гипотезы, когда истинный DGP является 
одной из альтернатив приближается к единице при возрастании объема вы­
борки. Пусть Г  - ( р -  1) определяется как в (9.3.3).

(а) Предположим, что {yt } является 1(0)-процессом с нулевым средним и что 
его коэффициент автокорреляции первого порядка меньше 1 (так что 
Е (yf) > E(?y/2/(_i)). Покажите, что

pliin Т  - (р — 1) =  —ос.
Т  —ю с

Таким образом, DF р-тест является состоятельным против общих 1(0)-аль- 
тернатив. Указание: Покажите, что если {yt} является 1(0)-процессом, то

р Н ш  р  =
T—toc

Щ ут - i )
EQ/?-i) '

(b) Покажите, что DF t -тест является состоятельным против общих 1(0)-аль- 
тернатив с нулевым средним. Указание: Когда {у/} является 1(0)-про- 
цессом с нулевым средним, s сходится по вероятности к некоторому 
положительному числу. 6 7

6. (Влияние уо на тестовые статистики.) Проверьте, что, когда р  =  1, значение 
Уо не влияет на значения /5м и tM на конечных выборках. Остается ли 
это верным, когда р < 1? [Ответ: Нет. Поскольку влияние изменения уо 
на yt зависит от Е] Зависит ли мощность на конечных выборках против 
альтернативы р < 1 от у о ?  [Ответ: Да.]

7. (Статистика Саргана — Бхаргавы [Sargan and Bhargava, 1983.] Использование 
тестовой статистики, основанной на OLS-оценке коэффициента — не един­
ственный способ получения теста на единичный корень. Для выборки (у0,
у | ....... ут) статистика Саргана — Бхаргавы (Sargan — Bhargava statstic)
определяется как

SB  = Т*  U L o (yt)2

(a) Проверьте, что она является обратной к статистике Дарбина — Уотсона.
(b) Покажите, что если {р/} является случайным блужданием без тренда, то

SB
С

2 dr.

Указание: У? = E/=i V t-1 т  Ут- Также у 2, /Т '2 ->р 0.
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(с) Проверьте, что при 1(0)-альтернативе с Е[(Ду(.)2] ф О S B  ->р 0. (Поэтому 
этот тест отвергает нулевую гипотезу 1(1) при малых значениях SB.)

9.4. Расширенные тесты Дики — Фуллера

Процесс 1(1) при нулевой гипотезе в предыдущем параграфе был случай­
ным блужданием, которое не допускает сериальной корреляции в первых 
разностях. Тесты этого параграфа контролируют сериальную корреляцию 
путем добавления в авторегрессионное уравнение лагированных первых 
разностей. Они восходят к [Dickey and Fuller, 1979] и стали известны 
как расширенные тесты Дики —Фуллера (ADF) (augmented Dickey — 
Fuller tests).

Расширенная авторегрессия

Нулевая гипотеза 1(1) в самом простом ADF-тесте состоит в том, что 
{у<} является АШМА(р, 1,0)-процессом, то есть {Ду(} является стацио­
нарным АИ(р)-процессом с нулевым средним:

Ду* =  О Дуг- i  +  С2 Дуг- 2 Н-----+  f t  & yt-P +  et, Е(е;?) =  а2, (9.4.1)

где {st} является независимым белым шумом и все корни соответству­
ющего полиномиального уравнения, 1 — ft г — Сг~2 — . . .  — ftz ft лежат 
за пределами единичного круга. (Позднее мы будем допускать, что {Дуг} 
является стационарным ARMA(p.q).) Таким образом, процесс в первых 
разностях {Дуг} является 1(0)-процессом, поскольку его можно записать 
как Дуг =  v(L)st , где

ф(Ь) =  (1 -  ftL  -  C2L 2 ---------S p U T 1. (9.4.2)

Модель, использованная для получения тестовых статистик, включает 
этот процесс в качестве частного случая:

У< — pyt- 1 +  Ci Дуг- 1 +  С2 Дуг- 2 +  • • • +  Ср &yt-p +  -г- (9.4.3)

Действительно, когда р =  1, (9.4.3) редуцируется к (9.4.1).
Уравнение (9.4.3) можно также записать как AR(/>+ 1):

Уг =  dil/t-i +  @2Уt—2 + -----Н op+\yt-p~ 1 +  St- (9.4.4)

где значения d>j связаны с (у. f t ....... f t)  соотношениями

р = ф1+62 + --- + Фр̂ \. (9 4 5 )
Q =  —{d>j+i +  Oj-2 +  — 1- <ft+i) (.у =  1-2. — p).
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Обратно, любую авторегрессию (р+  1)-го порядка можно записать в ви­
де (9.4.3). Эта форма (9.4.3) была изначально предложена в [Fuller, 
1976, р. 374]. Она называется расширенной авторегрессией (augmented 
autoregression), поскольку ее можно получить путем добавления датиро­
ванных приращений в правую часть А11(1)-уравнения в уровнях (9.3.1).

Легко показать (контрольный вопрос 2), что полиномиальное уравне­
ние, связанное с (9.4.4)), имеет корень внутри единичного круга, если 
р > 1. Таким образом, если мы принимаем условие, что DGP является 
или 1(1)-, или 1(0)-процессом, то р не может быть больше 1, и { ^ -а л ь ­
тернатива состоит в том, что р < 1.

Предельное распределение OLS-оценки

Создав модель, мы обращаемся теперь к задаче получения предельного 
распределения OLS-оценки для р в расширенной авторегрессии (9.4.3) 
при нулевой гипотезе 1(1). Численно ту же самую оценку р можно 
получить из AR(j; +  1) уравнения (9.4.4)), вычисляя сумму OLS-оценок 
(<£i• Ф'2-.___ Фр+ О (вспомним, что р — <pi +  • • • +  фр+{). Однако для це­
ли получения предельного распределения расширенная регрессия более 
удобна. При нулевой гипотезе 1(1) все р +  1 регрессоров в (9.4.4)) яв­
ляются 1(1)-процессами без сноса, но это маскирует тот факт, который 
используется ниже, и из (9.4.3) ясно, что р их линейных комбинаций 
являются 1(0) с нулевыми средними.

Для упрощения вычислений рассмотрим частный случай р = 1 (одно 
датированное приращение в yt, или AR.(2)), так что расширенная авто­
регрессия имеет вид:

Ш = m - i  +  C i  A j / f - ] +  - ( • (9.4.6)

Мы предполагаем, что выборка есть ( y - i . y o... ут), так что расширен­
ную авторегрессию можно оценить для t = 1.2........Т  (или альтернативно
выборка есть { у \ .у -2... ут), но суммирование в дальнейшем происходит
с t — 3 по t =  Т, а не с t = 1 по t =  Т). Запишем это в виде:

с
yt = x tp  +

X,
(2x1)

f/l-l
A '/t- i

P
( 2 x 1 )

P
C l

(9.4.7)

Если b =  (p. £])' является OLS-оценкой коэффициентов /3(= (p. Ci)') 
расширенной авторегрессии, то ошибка оценки задается соотношением:

т _! т
Ь -  /3 =  ( ^ 2  ^ X f t , .  (9.4.8)

/=1 i=i
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Отдельные компоненты в (9.4.8) задаются посредством соотношения:

х х  = Y  =
/= 1

( 2 x 2 )

E ' U m - О2 
ЕГ=1 a .'V<-i V t-1

E l l  У/ - 1  A </t-i
E / = i (a 2/«-i )_>

Y Xf' St =
t=l 

( 2 x 1 )

V-7’ ,
2^t=i Vt-i ~ 

Et= i A ^ -1 1
(9.4.9)

Мы можем применить теперь тот же самый трюк, который использовали 
в регрессии на время в параграфе 2.12. Для некоторой невырожденной 
матрицы Т т, которая специфицируется ниже, перепишем (9.4.8) в виде:

т г • (Ь — /3) = т 7 р
О

Р — Д-1 Ст
-C iJ “  т г ■ (9.4.10)

т .71

1 
1 

н
1______1

г т- С / = r i ' Y . x ' <=1
(9.4.11)

Мы ищем такую матрицу Т 7’, чтобы Т у  (Ь — (3) имело невырожденное 
предельное распределение при нулевой гипотезе 1(1). Это достигается, 
если положить:

Г  т =
Т
О

о
V T

(9.4.12)

При таком выборе шкалирующей матрицы Т у  из (9.4.9) и (9.4.11) сле­
дует, что

Ат = т? E'i= i(vt-i

I ' j T1 = т E t= i  а у<-1 у>~ 1
7 f  7 E L i  vt - 1 A .V ( -

± E L ( & y t - i ) 2

су  = т Et= \ vt-\ £> 
7 7  E t \  a /a - i ~t

(9.4.13)

Рассмотрим элементы A y  и су  и найдем их предельные распределе­
ния при нулевой гипотезе р = 1 .

(1 .1) -й элемент Ау.  Так как {yt } является 1(1)-процессом без сноса, 
этот элемент сходится по распределению к A2 - / U ' 2d r по утвержде­
нию 9.2(a). где А2 =  долговременная дисперсия {A yt}.

(2 .2) -й элемент Ау.  Он сходится по вероятности (и, следовательно, 
по распределению) к р0(=  Уаг(Д,1д)), поскольку {Д/д}, будучи стацио­
нарным AR(1), является эргодически стационарным процессом с нулевым 
средним.
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Внедиагональные элементы Ат- Они равны произведению 1 /у /Т  на

1 т
- £ Д у , _ ш _ ь (9.4.14)
1 t=i

что является средним произведения 1(0)-переменной с нулевым сред­
ним на 1(1)-переменную без сноса. По предположению 9.2(b), похожее 
произведение (1 /Т )У 1=1А у ф - \  сходится по распределению к некото­
рой случайной величине. Легко показать (контрольный вопрос 2), что
(9.4.14) также сходится к случайной величине. Поэтому умноженное 
на \ / \ / Т  (9.4.14), являющееся внедиагональным элементом Ат, сходится 
по вероятности (а следовательно, по распределению) к 0.

Следовательно, Ат, надлежащим образом перешкалированная матри­
ца Х 'Х ,  является асимптотически диагональной:

А2 ' Jo W (r)2dr 
0

0
7oJ ’

так что

(Ат)~ 1 н  d
(А2 ‘ fo 14/ (r)2d?,) _1 0

0 70-1
(9.4.15)

Мы переходим теперь к элементам ст-
Первый элемент ст• Используя разложение Бевериджа — Нельсона, 

можно показать (аналитическое упражнение 4), что

с, = У  • -0(1) • [Щ 1)2 -  1]. (9.4.16)

для общего 1(0)-процесса с нулевым средним

Ау, = ф(Ь)ет (9.4.17)

В данном случае при нулевой гипотезе A yt = ( iA y t- i  +  -/• так что 
ФЩ = (1 -  и

*(1 ) =  l 4 ^ -  (9-4.18)

Второй элемент ст- Легко показать (контрольный вопрос 4), что 
является стационарной и эргодической мартингал-разностью,

поэтому

1
второй элемент ст — ~^=

т
Г Д 1 /1 -1 Й  -> С-2~~  d

~  Лг(0. • <т2). (9.4.19)

где г-о =  У аг(Д ^) и а 2 =  Var(st).
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Подставляя (9.4.15)—(9.4.19) в (9.4.10)) и замечая, что истинное зна­
чение р равно единице при нулевой гипотезе 1(1), мы получаем, что 
для OLS-оценки расширенной авторегрессии1

Гг- (Ь- (3 )  = т-(р 1) ■ —> (Л2 * [q 1У(г)2 dr) 1 0 С\

0). d о 1__ С2_

■ I o w (r)2dr) ^ 1

7о“ 1 с 2

Таким образом,

т -(р - i)->d
л 2

(т2'Ф( 1)

а 20 ( 1 )  | [ Ж ( 1 ) 2 ~ 1 ]

A2 Jo W(r)2 dr

•Г- ( p - l ) ^ D F p.d

V r - ( o  -  Ci ) - >  лгd

ИЛИ

(9.4.20)

(9.4.21)

где не что иное, как DF ^-распределение, определенное в (9.3.6). За­
метим, что оцененный коэффициент при 1(0)-переменной с нулевым сред­
ним (Ayt-i) имеет обычную \/Т асимптотику, в то время как оцененный 
коэффициент при 1(1)-переменной без сноса (;</(_i) имеет нестандартное 
предельное распределение.

Получение тестовых статистик

В предельное распределение статистики • Т ■ (р -  1) в (9.4.20)
мешающие параметры не входят, но эта статистика сама по себе вклю­
чает мешающие параметры через По формуле (9.2.4) для дол­
говременной дисперсии А2 в {Дyt}, это отношение равно Ф(1), которое, 
в силу (9.4.18), оказывается равным при нулевой гипотезе. Вернемся
теперь к расширенной авторегрессии (9.4.6). Поскольку OLS-оценка 
для Ci, состоятельна в силу (9.4.21), состоятельная оценка для -р^-

л  -
равна (1 -  Ci) . Тогда из (9.4.20) вытекает, что

-> DFP. (9.4.22)
1 -  Ci 11

’Здесь мы используем лемму 2.3(b) для утверждения о том, что А ^ 'ст  сходится 
по распределению к А ~ хс , где А  и с являются предельными случайными величинами 
для Ат и ст соответственно. Заметим, что в отличие от ситуаций, которые встречаются 
в стационарном случае, сходимость Ат к А  есть сходимость по распределению, но не по 
вероятности. Мы доказали в учебнике, что Ат сходятся по распределению к А , а а  
к с, но мы не показывали, что А т .сг  сходится по распределению совместно к А .с ,  что 
нужно для использования Леммы 2.3(b). Однако, например, по Theorem 2.2 в: [Chan and 
Wei, 1988] сходимость является совместной.
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То есть требуемая коррекция для Т • (р — 1) выполняется через оценива­
ние коэффициента при лагированном А у  в расширенной авторегрессии. 
После проведения такой коррекции предельное распределение статисти­
ки не зависит от мешающих параметров, контролирующих сериальную 
корреляцию {Ау,}, таких как Л2 и 7 0 .

OLS f-значение для гипотезы р =  1  также имеет предельное распре­
деление. Его можно записать как

t = Р -  1
т

( 1 . 1 ) элемент матрицы
«=1

Т - ( Р -  1)
а- • у /( 1 - 1 ) элемент матрицы (А у - ) -1

(9.4.23)

где а  является обычной стандартной ошибкой OLS-регрессии. Из (9.4.15),
(9.4.20). состоятельности а 2 для а2 и утверждения 9.2(a) и (Ь) для £г =  
=  у,, легко следует, что

t - » DFt. (9.4.24)
d

где DFt является DF f-распределением, определенным в (9.3.9). Следо­
вательно, для i -значения на самом деле нет необходимости производить 
коррекцию того факта, что датированные А у  были включены в расши­
ренную авторегрессию.

Все эти результаты для р =  1 можно легко обобщить:

Утверждение 9 .6  (расширенный тест Дики — Фуллера на единичный 
корень без константы): Предположим, что {у,} — АШМА(р. 1 .0 )-про­
цесс, так что {Ау,} является стационарным A R (/>)-процессом, следую­
щим (9.4.1). Рассмотрим оценивание расширенной авторегрессии, (9.4.3),
и пусть (р. C i-G ........Ср) являются OLS-оценками коэффициентов. Пусть
также t является t -значением для гипотезы р = 1. Тогда

ADF р-статистика: ----- ^  — —------ — > DFn. (9.4.25)
1  -  C i  -  С а -------------------СР d

ADF t -статистика: t —> DFt. (9.4.26)
d

где DFP и DF, являются двумя случайными величинами, определенными 
в (9.3.6) и (9.3.9).
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Тестирование гипотез о £

Доказательство, приводящее к этому удивительно простому результату, 
является очень длинным, но оно имеет побочный результат. Очевидным 
обобщением (9.4.21) на авторегрессию р-го порядка является следующее:

"Ci - с г ( "O' 7о 71 ' ■ 7р— 1 Л

у/Т- <2 -С а
-> N  
(1

0
,<72 -

71 7о ' 1р-2

Л> — Ср. 10_ > - 1 7р-2 • 7о )

где тj является автоковариацией {Д;/д} j -то порядка. По утверждению 6.7 
это то же самое асимптотическое распределение, которое вы бы получи­
ли, если бы расширенная авторегрессия (9.4.3) оценивалась посредством 
OLS с ограничением р =  1, то есть если (9.4.1) оценивается посредством 
OLS. Легко показать (контрольный вопрос 6), что гипотезы, затрагива­
ющие только коэффициенты при 1(0)-регрессорах с нулевым средним, 
(СьСг- —  Qp), можно тестировать обычным образом с обычными асимп­
тотически оправданными t и F -статистиками.

Для получения предельных распределений регрессионных коэффи­
циентов мы использовали тот факт, что один из регрессоров является 
1(0)-процессом с нулевым средним, тогда как другой является 1(1)-про- 
цессом без сноса. Систематическое исследование более общих случаев 
можно найти в: [Sims, Stock and Watson, 1990] и [Watson, 1994, Sec­
tion 2].

Что делать, когда р неизвестно

Утверждение 9.6 предполагает, что порядок авторегрессии р для Д./д 
известен. Что мы можем сделать, когда порядок р неизвестен? Чтобы 
провести различие между истинным порядком р и количеством легиро­
ванных приращений, включенных в расширенную регрессию, мы в этом 
параграфе обозначаем последнее как р. Мы рассмотрели аналогичную 
проблему в параграфе 6.4. Разница состоит в том, что здесь DGP явля­
ется стационарным процессом в первых разностях, а не в уровнях, как 
в параграфе 6.4, и что оцениваемое уравнение является расширенной 
авторегрессией со свободно оцениваемым р. Мы демонстрируем ниже 
без доказательства три результата для больших выборок относительно 
выбора р, при которых остается справедливым утверждение 9.6. Эти 
результаты применимы к более общему, чем предполагается в утвержде­
нии 9.6, классу процессов: {Д/д} является стационарным и обратимым
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ARMA(p,</) с нулевым средним неизвестного порядка (хотя и с допол­
нительным предположением конечности четвертого момента гу)1.

Таким образом, при записи процесса Ду, в форме авторегрессии, 
порядок авторегрессии может быть бесконечным, как тогда, когда q > О, 
или конечным, как тогда, когда q = 0 .

Первый результат состоит в том, что заключение утверждения 9.6 
продолжает выполняться, когда р, количество лагированных первых раз­
ностей в расширенной авторегрессии, увеличивается с объемом выборки 
с соответствующей скоростью.

(1) ([Said and Dickey, 1984], обобщение утверждения 9.6.) Предположим, 
что р удовлетворяет

р —> ос. но > 0 при Т  —̂ ос. (9.4.28)

(То есть р стремится к бесконечности, но с более низкой скоростью, 
чем Г 1/3.) Тогда две статистики, ADF р и ADF t , основанные на рас­
ширенной авторегрессии с р датированными изменениями, имеют те 
же самые предельные распределения, что и указанные в утвержде­
нии 9.6.

Этот результат, однако, не дает нам практического ориентира для вы­
бора глубины запаздываний, поскольку существует бесконечно много 
правил для выбора р, удовлетворяющих (9.4.28). Естественный вопрос: 
может ли какое-либо из правил для выбора глубины запаздываний, рас­
смотренных в параграфе 6.4, последовательное ^-правило от общего к част­
ному или правила, основанные на информационных критериях, исполь­
зоваться в данном контексте? Для освежения вашей памяти: правило, 
основанное на информационном критерии, полагает р равным значению j, 
которое минимизирует

l o g ( ^ )  + и  + 1 ) X Щ 1 .  (9.4.29)

где SSRj  является суммой квадратов остатков в модели авторегрессии 
с j  лагами:

yt — P V t - 1 + Ci 1 + Сз 2  + • • • + Cj Aj/f-j + =#• (9.4.30)

Компонента C(T)/T  умножается на j  + 1 , поскольку уравнение име­
ет j  + 1 коэффициентов, включая коэффициент при лагированном yt.

'См. параграф 6.2 относительно определения обратимых АНМА(д,^-процессов. Если 
ARMA(p.q)-nponecc является обратимым, то его можно записать в виде процесса 
авторегрессии бесконечного порядка.
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Для информационного критерия Акаике (AIC) С(Т) — 2, в то время как 
для байесовского информационного критерия (BIC), также называемого 
информационным критерием Шварца (SIC), С(Т) = log(J). Для лю­
бого из этих правил р выбирается из множества j  = 0 .1 .2 ___,р шах.
В параграфе 6.4 эта верхняя граница ртах была положена равной неко­
торому известному целому числу, большему или равному истинному 
порядку процесса авторегрессии конечного порядка. Указанное р, вы­
бранное одним из этих правил, является функцией от данных (не только 
функцией от Т) и поэтому случайная величина. Конечно, когда {Д/р} 
является стационарным и обратимым АГША(р, г/)-процессом, порядок 
модели авторегрессии бесконечен при q > 0, и верхняя граница очевидно 
не может быть положена равной истинному порядку. Однако ее можно 
сделать возрастающей вместе с объемом выборки Т. Чтобы подчеркнуть 
зависимость ртах от Г, запишем это как ртах(Г). Если указанные пра­
вила модифицировать таким образом, то остается ли верным обобщение 
Said — Dickey утверждения 9.6, если р выбирается одним из этих правил? 
Ответ, полученный в [Ng and Perron, 1995], утвердительный. Более 
конкретно:

(2) Предположим, что р выбирается ^-правилом от общего к частному 
с Ртах(Т), удовлетворяющим условию (9.4.28) (которое в обобще­
нии Said —Dickey, приведенном выше, было условием для р, а не 
для р,„ах (Г)), и ртах(Т) > с ■ Т !1 для некоторых С > 0 и 0 < ( / <  1/3. 
Тогда предельные распределения ADF р- и ADF ^-статистик те же. 
что указаны в утверждении 9.6.1

(3) Предположим, что р выбирается посредством AIC или BIC с ршах(Т), 
удовлетворяющим условию (9.4.28). Тогда сохраняется то же самое 
заключение2.

Таким образом, не имеет значения, какое правило, последователь­
ное t, AIC или BIC, вы используете для выбора р — распределения 
ADF-статистик на больших выборках те же самые, как и в утвержде­
нии 9.6.

Предложение для выбора ртя^(Т)

Распределение в конечных выборках зависит, однако, от того, какое 
правило вы используете, а также от выбора верхней границы ртах(Г).

'Это Theorem 5.3 в [Ng and Perron, 1995]. Их условие А1 есть (9.4.28). Их условие 
А2" вытекает из второго условия, указанного здесь.

-’Это Theorem 4.3 в [Ng and Perron, 1995]. Теорема не указывает верхнюю границу 
Р ш а х ( Т ) .  но (как указал Пьер Перрон в частной беседе с автором) из работы [Hannan 
and Deistler, 1988, Section 7.4 (ii)] вытекает, что верхней границей может быть (9.4.28).
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Например, ршах(Л  =  [Г1/4] (целая часть Г 1/4) удовлетворяет услови­
ям в результате (2) для последовательного t-теста. То же относится 
и к Ртах(Т) = [100Г3/ 10]. Важно поэтому, чтобы исследователи исполь­
зовали одинаковое ршах(Л  при решении вопроса о порядке расширенной 
авторегрессии. В этом контексте актуальной является литература по ме­
тоду Монте-Карло, изучающая свойства различных тестов на единичный 
корень в конечных выборках. Симуляции, проведенные в [Schwert, 1989], 
показывают, что для малых и умеренно больших выборок (от Т  =  25 
до Т = 1000) включение достаточного количества лагов в авторегрессию 
является важным для минимизации искажений размера теста1. Выбор р 
(количества лагов, включенных в авторегрессию), который был более или 
менее успешным в контролировании фактического размера в исследова­
нии Шверта, равен 12 • (удд) 1 ^4 • Верхняя граница рШах(Л должна, сле­
довательно, давать правилам выбора лага возможность выбора значения 
р столь же большим. Поэтому в примерах и приложении в этой главе в 
любом из правил для выбора глубины запаздываний мы используем 
функцию:

Pm ax(T ) —
Т \1/4 т \ 1/'1

(целая часть 1 2  • (9.4.31)

Эта функция удовлетворяет условиям результатов (2) и (3), приведенных 
выше.

Временной интервал выборки при выборе р включает моменты / =
ЛпахСЛ +  2,р 1Ш,х(Л + 3....... Г. Первое t равно р1шгх(Т) +  2, поскольку
7>тах(Л +  1 наблюдений необходимы для вычисления ршах(Л  лагиро- 
ванных приращений в расширенной регрессии. Поскольку используется 
только Т —ртахСЛ- 1 наблюдений для оценивания авторегрессии (9.4.30)
для j  =  1.2....... Ртах(Л. объем выборки в целевой функции в (9.4.29)
должен быть равным Т — ртях(Т) — П а н е Т:

loJ _ _ _ ^ ___
Н г - р 7Ш„ ( Л -  1

) + U + 1 ) X
C { T -  pmax{T) -  1)

Т  — Ртах (Л  — 1
(9.4.32)

Включение в регрессию постоянной составляющей

Как и в DF-тестах, мы можем модифицировать ADF-тесты так, чтобы они 
были инвариантными к прибавлению константы к ряду. Мы допускаем, 
чтобы {yt} отличался на неспецифицированную константу от процесса,

'Напомним, что искажением размера называют разность между фактическим, иди 
точным, размером (вероятностью отвержения верной нулевой гипотезы в конечных 
выборках) и номинальным размером (вероятностью отвергнуть верную нулевую гипотезу, 
когда объем выборки бесконечен).
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который следует расширенной авторегрессии без константы (9.4.3). Это 
сводится к замене г* в (9.4.3) на yt -  а, что приводит к

Ut — о* + pyt- 1 + Ci Ayt-i + Са &Vt- 2  + • • • + C,pAyt-p + = t. (9.4.33)

где а* = (1 — р)а. Как и в А11(1)-модели без константы, нулевая гипотеза 
1(1) является совместной гипотезой о том, что р = 1  и а* = 0. Однако 
тесты на единичный корень обычно фокусируются на единственном огра­
ничении р=  1 .

В качестве аналитического упражнения оставляем доказать следую­
щее;

Утверждение 9.7 (расширенный тест Дики — Фуллера на единичный 
корень с постоянной составляющей): Предположим, что {yt} является 
ARIMA(p. 1 , 0)-процессом, так что {Ayt} — стационарный AR(p)-про­
цесс с нулевым средним, следующий (9.4.1). Рассмотрим оценивание 
расширенной авторегрессии с постоянной составляющей, (9.4.33), и пусть
(а. (?'. (] ■ С-2....... Ср) являются OLS-оценками коэффициентов. Также пусть t'1
будет t -значением для гипотезы р=  1. Тогда

Т ■ -  1)ADF ( f  -статистика: ----- - ---- ^---------- - — > DF1* (9.4.34)
I - C 1 - C 2 - - - - - - - СР d

ADF t*1 -статистика: Fl —> DF[l. (9.4.35)
d

где случайные величины DFjJ и DF[' определены в (9.3.13) и (9.3.14).

Основная идея доказательства заключается в использовании теоре­
мы Фриша —Во. чтобы записать /Р и ^-значение посредством формул, 
содержащих центрированные ряды, созданные из {/у(}.

Прежде чем перейти к примеру, дадим два комментария по поводу 
утверждения 9.7.

• (Численная инвариантность.) Поскольку регрессия включает посто­
янную составляющую, тестовые статистики инвариантны к прибав­
лению константы, как следует из утверждения 9.4.

• (Обобщение Said — Dickey.) Обобщение Said — Dickey — Ng — Per­
ron также применимо здесь; если {Aytj является стационарным 
и обратимым ARMA(p. <у)-процессом (так что Ayt можно записать 
в форме авторегрессии возможно бесконечного порядка), то ADF 
(Р- и ^-статистики имеют те же самые предельные распределения, 
которые указаны в утверждении 9.7. при условии, что р (число
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д а т и р о в а н н ы х  п р и р а щ е н и й ,  в к л ю ч е н н ы х  в а в т о р е г р е с с и ю )  у с т а н а в ­

л и в а е т с я  л и б о  п о с л е д о в а т е л ь н ы м  ^ - п р а в и л о м ,  л и б о  A I C ,  л и б о  B I C 1.

Пример 9.2 (ADF на ставку по казначейским обязательствам): В  э м ­

п и р и ч е с к о м  у п р а ж н е н и и  в г л а в е  2  м ы  в с к о л ь з ь  о т м е т и л и ,  ч т о  н о м и н а л ь ­

н а я  п р о ц е н т н а я  с т а в к а  R t м о ж е т  и м е т ь  т р е н д  д л я  п е р и о д а  в ы б о р к и ,  

р а с с м о т р е н н о г о  в [ F a m a ,  1 9 7 5 ] .  З д е с ь  м ы  п р о в е р я е м ,  и м е е т  л и  э т о т  

п р о ц е с с  с т о х а с т и ч е с к и й  т р е н д  ( т о  е с т ь  я в л я е т с я  л и  о н  п р о ц е с с о м  1 (1 )  

б е з  с н о с а ) .  Н а б о р  д а н н ы х ,  к о т о р ы й  м ы  и с п о л ь з о в а л и  в э м п и р и ч е с к о м  

п р и л о ж е н и и  в г л а в е  2 ,  с о с т о я л  и з  м е с я ч н ы х  н а б л ю д е н и й  о д н о м е с я ч н о й  

с т а в к и  п о  к а з н а ч е й с к и м  о б я з а т е л ь с т в а м  С Ш А .  М ы  б е р е м  п е р и о д  в ы б о р к и  

с  я н в а р я  1 9 5 3  г. п о  и ю л ь  1 9 7 1  г. (Т  =  2 2 3  н а б л ю д е н и я ) ,  п е р и о д  в ы б о р к и  

в и с с л е д о в а н и и  [ F a m a ,  1 9 7 5 ] .  В  п р о ц е н т н о й  с т а в к е  в р е м е н н о й  т р е н д  

н е  п р о я в л я е т с я .  П о э т о м у  м ы  в к л ю ч а е м  в а в т о р е г р е с с и ю  п о с т о я н н у ю  

с о с т а в л я ю щ у ю ,  н о  н е  в к л ю ч а е м  в р е м я .

М а к с и м а л ь н а я  г л у б и н а  з а п а з д ы в а н и й  р птх(Т)  п о л а г а е т с я  р а в н о й  1 4  

с о г л а с н о  ф у н к ц и и  ( 9 . 4 . 3 1 ) .  В  п р о ц е с с е  в ы б о р а  ф а к т и ч е с к о й  г л у б и н ы  з а ­

п а з д ы в а н и й  р  м ы  ф и к с и р у е м  п е р и о д  в ы б о р к и  с  t =  p max +  2  =  1 6  ( а п р е л ь  

1 9 5 4  г .)  п о  t =  2 2 3  ( и ю л ь  1 9 7 1  г . )  с  о б ъ е м о м  в ы б о р к и ,  р а в н ы м  2 0 8  

( =  Т  — р Пулх(Т) — 1 ) .  П о с л е д о в а т е л ь н о е  f - п р а в и л о  в ы б и р а е т  р  р а в н ы м  14 .  

Ц е л е в о й  ф у н к ц и е й  п р а в и л а ,  о с н о в а н н о г о  н а  и н ф о р м а ц и о н н ы х  к р и т е р и я х ,  

к о г д а  о б ъ е м  в ы б о р к и  ф и к с и р о в а н н ы й ,  я в л я е т с я  ( 9 . 4 . 3 2 ) .  A I C  в ы б и р а е т  

р =  1 4 ,  в т о  в р е м я  к а к  B I C  в ы б и р а е т  р  =  1. П р и  з а д а н н о м  р  =  1 

м ы  о ц е н и в а е м  р а с ш и р е н н у ю  а в т о р е г р е с с и ю  п о  м а к с и м а л ь н о м у  п е р и о д у

в ы б о р к и ,  р а в н о м у  t =  р  +  2 ...........Т  {с  м а р т а  1 9 5 3  г. п о  и ю л ь  1 9 7 1  г . ) ,

с  2 2 1  н а б л ю д е н и е м .  О ц е н е н н а я  а в т о р е г р е с с и я  и м е е т  в и д :

R t =  0 . 0 8 8  +  0 . 9 7 7 0 Г ) Я , _ 1  -  0 . 2 0  Д Я , - 1 -  
( 0 . 0 5 7 )  ( 0 , 0 1 6 2 )  ( 0 . 0 6 7 )

R 2 =  0 . 9 4 4 .  о б ъ е м  в ы б о р к и  =  2 2 1 .

Н а  о с н о в е  э т о й  о ц е н е н н о й  р е г р е с с и и  м ы  м о ж е м  в ы ч и с л и т ь

A D F  (У =  2 2 1  х
0 . 9 7 7 0 5  -  1 tnn  ,, . 9 7 7 0 5  -  1
-----------------------=  - 4 . 2 2 .  t>‘ - ------------------------

1 +  0 . 2 0  0 . 0 1 6 2
- 1 . 4 2 .

И з  т а б л .  9 . 1 .  п а н е л ь  (Ь ) ,  5 - п р о ц е н т н о е  к р и т и ч е с к о е  з н а ч е н и е  д л я  A D F  

^ - с т а т и с т и к и  р а в н о  — 1 4 . 1 .  5 - п р о ц е н т н о е  к р и т и ч е с к о е  з н а ч е н и е  д л я  A D F  

^ - с т а т и с т и к и  р а в н о  - 2 . 8 6  и з  т а б л .  9 . 2 .  п а н е л ь  (Ь ) .  Д л я  к а ж д о й  и з  с т а ­

т и с т и к  н у л е в а я  г и п о т е з а  1 ( 1 )  н е  о т в е р г а е т с я  б е з  с о м н е н и й .

[N g  and Perron, 1995] доказали этот результат о выборе глубины запаздываний 
только для случая без постоянной составляющей. То, что это может быть обобщено 
на случай константы, а также на случай тренда, было подтверждено в частной беседе 
с одним из авторов статьи.
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9.4. Расширенные тесты Дики —Фуллера

Включение линейного тренда

Как и в DF-тестах, здесь также можно допустить наличие линейного 
тренда. Заменяя yt в расширенной авторегрессии (9.4.3) на yt -  а — 
— 8 -t,, мы получаем следующую расширенную авторегрессию с времен­
ным трендом:

Vt — а * + 8* ■ t + pyt-l + Cl A;ip_i + (,2 A y t - 2  + • • • + Cp Ayt-p  + £t-
(9.4.36)

где

«* =  ( l - p ) o  +  ( p - C i - C 2 ------------ CpM- 6* =  ( l - p ) 6 .  (9.4.37)

Поскольку д* =  0, когда p = 1, нулевая гипотеза 1(1) (о том, что процесс 
является 1(1)-процессом с или без сноса) влечет выполнение р =  1 и 
S* = 0 в (9.4.36), но мы, как обычно, фокусируемся на единственном 
ограничении р = 1.

Объединяя методы, использованные для доказательства утвержде­
ний 9.5 и 9.7, легко доказать следующее:

Утверждение 9 .8 (расширенный тест Дики — Фуллера на единичный 
корень с линейным временным трендом): Предположим, что {yt} яв­
ляется суммой линейного временного тренда и процесса АШ М А(рЛ.О), 
так что {At/f} — стационарный АЩр)-процесс, среднее которого может 
быть, а может и не быть равным нулю. Рассмотрим оценивание расши­
ренной авторегрессии с трендом, (9.4.36), и пусть ( а .<5.pHCi-Ci, •• . ,Ср) 
являются OLS-оценками коэффициентов. Также пусть tT будет t -значе­
нием для гипотезы р = 1. Тогда

ADF рт-статистика: ----- J  ^ ---- —— - — ► DFZ. (9.4.38)
1 -C 1 -C 2 --------Cp J

ADF tT-статистика: tT -э DF[, (9.4.39)
(I

где случайные величины DFTp и DFf определены в (9.3.19) и (9.3.20). 

Прежде чем перейти к примеру, сделаем три замечания:

•  (Численная инвариантность к параметрам тренда.) Как и в утвер­
ждении 9.5, поскольку регрессия включает постоянную составляю­
щую и время, ни «, ни 8 не влияют на OLS-оценки (р, Сь___(р)
и их стандартные ошибки, так что (а, 8) не будут влиять на рас­
пределение ADF-статистик как в конечных, так и на больших вы­
борках.
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Г л а в а  9 . Э к о н о м е т р и к а  е д и н и ч н о г о  к о р н я

• (Обобщение Said — Dickey.) Обобщение Said — Dickey — N g— Per­
ron применимо и здесь: если {Ду,} является стационарным и обра­
тимым процессом ARMA(p.q) с возможно ненулевым средним, то 
ADF рт- и ^-статистики имеют предельные распределения, указан­
ные в утверждении 9.8, при условии, что р выбирается последова­
тельным ^-правилом или правилами AIC или BIC.

• (Нужно ли включать время в регрессию?) Тот же самый коммента­
рий, который мы приводили по поводу выбора между DF-тестами 
с или без тренда, применим и к ADF-тестам. С одной стороны, если 
вы уверены, что процесс при нулевой гипотезе не имеет тренда, то 
должны использовать ADF /•/'- и ^'-тесты из утверждения 9.7 с рас­
ширенной авторегрессией без использования времени, поскольку 
на конечных выборках мощность ADF-тестов в общем случае боль­
ше в расширенной авторегрессии, не включающей время. С дру­
гой стороны, если вы полагаете, что процесс может иметь тренд, 
то должны использовать ADF рт- и /г-тесты из утверждения 9.8 
с включением времени в расширенную авторегрессию.

Пример 9.3 (имеет ли ВВП единичный корень?): Как было показано 
на рис. 9.1, логарифм ВВП США имеет выраженный линейный тренд, по­
этому мы включаем время в расширенную авторегрессию. Используя ло­
гарифм квартальных данных реального ВВП США с 1947.Q1 по 1998:Q 1 
(205 наблюдений), мы оцениваем расширенную авторегрессию (9.4.36). 
Как и в примере 9.2, мы полагаем pmtix(T) =  [12 • (205/100)х/л] (что 
равно 14). Так же, как и в примере 9.2, период выборки фиксирован
(t =  Ртах(Т) +  2 .......Г) в процессе выбора количества датированных
приращений. Последовательное ^-правило выбирает /7 = 12, в то время 
как и AIC, и BIC выбирают р = 1 . При заданном / 7 = 1  расширенная
авторегрессия, оцененная по максимальной выборке t = р + 2.......Т
(с 1947:Q3 по 1998:Q1) , имеет вид:

ijt= 0.22 + 0.00022 t+  0.9707 //,_i + 0.348 
(0.10) (0.00011) (0.0137) (0.066)

П2 = 0.999. объем выборки = 203.
На основе этой оцененной регрессии мы можем вычислить

ADF (Г = 203 х 0.9707388 -  1 „ 0.9707388 -  1— -----— _ —  =  —9.11. =  ----------------------
1 -  0.348 0.0137104 -2.13.

Из табл. 9.1, панель (с), 5-процентное критическое значение для ADF 
/^-статистики равно —21.7. из табл. 9.2, панель (с), 5-процентное крити­
ческое значение для ADF С-статистики равно —3,41. Для каждой из этих 
статистик нулевая гипотеза 1 ( 1 ) не отвергается без сомнений.
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Данных, охватывающих чуть более 50 лет, может оказаться недоста­
точно для различения между 1(1) и 1(0)-альтернативами. (Как замечено 
в [Perron, 1991], среди прочего, именно протяженность данных, а не 
частота выборки, например квартальная против годовой, более важна 
с точки зрения мощности тестов на единичный корень, поскольку 1 - /7  
намного меньше для квартальных данных, чем для месячных.) Сейчас мы 
используем для ADF-тестов данные годового ВВП с 1869 по 1997 год1. 
Поэтому Т  = 129. Как и прежде, мы полагаем ршах(Г) = [^-(^Э/Ю О)1/4] 
(что равно 1 2 ) и фиксируем период выборки в процессе выбора глубины 
запаздываний. Последовательное ^-правило выбирает 9 для р, в то время 
как значение, выбранное AIC и BIC, равно 1. Когда р  =  1 , регрессия,
оцененная по максимальной выборке t = р + 2.......Т  (с 1871 по 1997,
127 наблюдений), имеет вид:

у,=  0,67 + 0,0014 t  + 0,85886 yt-\ + 0,32 Ayt-\.
(0.18) (0,0048) (0,03989) (0.086)

R2 = 0.999. объем выборки =  127.
ADF р т и ^-статистики равны —26.2 и —3,53 соответственно, что меньше 
(больше по абсолютному значению), чем соответствующие 5-процентные 
критические значения, равные -21,7 и —3,41. На годовых данных, покры­
вающих намного более длинный диапазон времени, мы можем отвергнуть 
нулевую гипотезу 1(1) о том, что ВВП имеет стохастический тренд.

Примеры 9.1-9.3 создают впечатление легкости, с которой нулевая 
гипотеза 1(1) не отвергается, и это приводит к подозрению, что DF- 
и ADF-тесты могут иметь низкую мощность на конечных выборках. 
Проблемы мощности будут изучаться в следующем параграфе.

Сводный обзор DF- и ADF-mecmoe и других тестов на единичный корень

Рассмотренные нами в этом и предыдущих параграфах различные 1(1 ^про­
цессы удовлетворяют модели (множеству DGP):

У/ = dt + Z(. zt = p z t~\ + ut . {iff} ~  процесс с нулевым средним.
(9.4.40)

Ограничения на (9.4.40), помимо ограничения р=  1 , которое характери­
зует нулевую гипотезу 1 ( 1 ) для каждого случая, таковы:

(1) Утверждение 9.3: dt =  0, {«(} — независимый белый шум.

(2) Утверждение 9.4: d t = а , {«;} — независимый белый шум.

'Данные годового ВВП с 1929 года доступны на сайте бюро экономического анализа 
(Bureau of Economic Analysis). Данные о ВВП из [Balke and Gordon, 1989] используются 
для экстраполяции ВВП до 1869 года.
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(3) Утверждение 9.5: dt = а + S ■ t, {г/*} — независимый белый шум.

(4) Обобщение Said — Dickey утверждения 9.6: dt = 0 , {«,} — ARMA(p, q) 
с нулевым средним.

(5) Обобщение Said — Dickey утверждения 9.7: dt = а, {щ} — ARMA(p, q) 
с нулевым средним.

(6 ) Обобщение Said —Dickey утверждения 9.8: dt = а + 6 ■ t, {щ} — 
ARMA(p. q) с нулевым средним.

Контрольные вопросы

1. (Неединственность расщепления на 1(0)-процесс с нулевым средним и 1(1 )-про- 
цесс без тренда.) Предположим, что в (9.4.4)) р = 2. Покажите, что авторе­
грессию третьего порядка можно эквивалентно записать как

Vt « 1  ■ V t - \  +  " 2  • — V t - 2 )  +  я д  ■ i i / t - i  — У1 - з )  +  £ t ■

Как (« i,a 2 , аз) связаны с (О ь0-2• 6 3 )? Какой регрессор является 1(0)-процес- 
сом с нулевым средним, а какой — 1(1)-процессом без тренда? Проверьте, 
что OLS-оценка коэффициента при yt_ ь  полученная при оценивании этого 
уравнения, численно равна OLS-оценке для р из (9.4.3) с р =  2.

2. Пусть ф ( г )  = 1 -  0 \ z  - ------<2>р + 1 zp+1 является полиномом, ассоциированным
с AR(p + 1 )-процессом (9.4.4)). Покажите, что уравнение ф(г) = 0 имеет 
вещественный корень внутри единичного круга, если р > 1. Указание: 
ф(1)  = 1 -  (ф\ +  • ■ • + фр-i-i) = 1 -  р < 0 ,  если р > 1 . 0 (0 ) =  1 > 0 .

3. Докажите, что (9.4.14) -»<j 4 гЩ 1 )2 — Указание: Асимптотическое рас­
пределение j, У21=1 Дг/ f - iyi-) то же самое, что и для ^  YlJ= 1 Д/У(.У«- К тому 
же A yty, = A ydji-i + ( Ay, )2. Используйте утверждение 9.2(b).

4. Пусть {Д/у/} является 1(0)-процессом с нулевым средним, удовлетворяющим 
(9.2.1 )—(9.2.3). (Стационарный АЩр)-процесс с нулевым средним для {Д*/,}, 
рассмотренный в утверждении 9.6, является его частным случаем.)

(a) Покажите, что {Д,у#_ 1 = f} является стационарной и эргодической мартин­
гал-разностью. Указание: Поскольку {ef} и {Ду,} совместно эргодиче- 
ски стационарны, {Дг/(_ 1 -г(} является эргодически стационарным. Чтобы 
показать, что {Ау,„\е,} является мартингал-разностью, используйте за­
кон повторных математических ожиданий. В • • •} информации
больше, чем в {A y ,-2£t - i ‘ Д,г/(_з£7 _2 - • • • }•

(b) Докажите (9.4.19). Указание: Вы должны показать, что E[(Ayt- i£ ,)2] = 
=  90 • я 2-

5. Проверьте (9.4.24). Указание: Из (9.4.20) и (9.2.4) вытекает, что

Т - { р -  1)
a

1 £ ( R ' ( i ) 2 - i )

'-'(D f0l W4r
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9.5. Какой тест на единичный корень использовать

Кроме того, по (9.4.15) и (9.2.4)

s ■ \J(1 , 1 ) элемент (Ат) 1 1 j \ J у(1 ) 2 fo W2dr.

Поскольку из условия стационарности ы(1) >  0, то y /v ( l) '2 =  ы(1).

6. (f-тест на ф) В тексте утверждается (сразу вслед за (9.4.27)), что обычное 
f-значение для каждого £ имеет асимптотическое стандартное нормальное 
распределение. Проверьте это для случая р = 1. У казание: Д ля  р = 1 
(9.4.27) имеет вид:

у/Т - (Cl - C i ) - + i V ( 0 , < T 2 / 7 o ) .d

Вам нужно показать, что умноженная на у/Т  стандартная ошибка ф  схо­
дится по вероятности к квадратному корню из сг2/-уо. Умноженная на у/Т  
стандартная ошибка ф  равна s ■ у/{2,2) элемент (А-/ )- 1 .

9.5. Какой тест на единичный корень использовать
Кроме DF и ADF-тестов, доступен и ряд других тестов на единичный 
корень (перечень их см. в: [Maddala and Kim, 1998, Chapter 3]). Самый 
известный из них — тест Филлипса [Phillips, 1987] для случая (4) 
(упомянутого в конце предыдущего параграфа) и тест Филлипса — Пер­
рона [Phillips and Perron, 1988], обобщение теста Филлипса, покрыва­
ющее случаи (5) и (6 ). (Тесты Филлипса выводятся в аналитическом 
упражнении 6 .) Эти тесты основаны на OLS-оценке коэффициента при 
y t- 1 в АЩ1)-уравнении, а не в расширенной авторегрессии, с долговре­
менной дисперсией { A y t} ,  оцененной по остаткам в АЩ1)-уравнении. 
Мы не представляем их в учебнике, поскольку свойства этих тестов 
в конечных выборках довольно плохие (см. ниже). Существует новое 
поколение тестов на единичный корень с разумно низкими искажениями 
размера и хорошей мощностью. Они включают ADF-GLS-тест [Elliott, 
Rothenberg and Stock, 1996] и М-тесты [Perron and Ng, 1996].

Асимптотика локальности к единице

Эти и большинство других тестов на единичный корень состоятель­
ны против всех фиксированных 1(0)-альтернатив'. Какой состоятельный 
тест следует выбрать в сравнении с другим? Напомним, что в пара­
графе 2.4 мы определили асимптотическую мощность против последо­
вательности локальных альтернатив, дрейфующих к нулевой гипотезе 
со скоростью VT. Оказывается, что в контексте единичных корней со­
ответствующая скорость равна Г, а не %/Т (см., например: [Stock, 1994,

'То, что DF-тесты состоятельны против общих 1(0)-альтернатив, проверялось в кон­
трольном вопросе 5 к параграфу 9.3. По поводу состоятельности ADF-тестов см., 
например: [Stock, 1994, р. 2770].
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рр. 2772-2773]). То есть при Т, стремящемся к бесконечности, вероят­
ность отвергнуть нулевую гипотезу р = 1, когда истинный DGP имеет 
вид:

Р=  1 + £ - (9.5.1)

имеет предел, заключенный между 0 и 1. Этот предел и есть асимп­
тотическая мощность. Последовательность локальных альтернатив, опи­
санных в (9.5.1), называется локальными к единице альтернативами 
{local-to-unity alternatives). По определению, асимптотическая мощность 
равна номинальному размеру при с =  0. Можно показать, что DF и ADF 
р-тесты являются более мощными, чем DF и ADF £-тесты против локаль­
ных к единице альтернатив (см.: [Stock, 1994, рр. 2774-2776]). То есть 
для любого номинального размера и любого с асимптотическая мощность 
DF и ADF /9-статистик больше, чем мощность DF и ADF ^-статистик. 
На этом основании мы должны предпочесть основанный на />-тест тесту, 
основанному на £, однако этот вердикт отменяется, когда мы изучаем их 
свойства в конечных выборках.

Свойства в конечных выборках

Обращаясь к вопросу о тестировании нулевой гипотезы 1(1) против фик­
сированной, а не дрейфующей, 1(0)-альтернативы, двумя желательными 
свойствами теста в конечных выборках являются достаточно малые иска­
жения размера и высокая мощность против 1(0)-альтернатив. Существует 
большой объем исследований методом Монте-Карло свойств на конечных 
выборках DF, ADF и других тестов на единичный корень (в качестве 
ссылок см. статьи, цитированные на с. 2777 в [Stock, 1994], а также 
[Ng and Perron, 1998], по поводу сравнения ADF-GLS- и А/-тестов). 
Основные выводы заключаются в следующем.

• Практически все тесты страдают от искажений размера, в част­
ности, когда нулевая гипотеза в некотором смысле близка к 1(0). 
Д/-тест в общем случае имеет наименьшее искажение размера, 
следующий за ним — ADF /. Искажения размера у ADF р-теста 
намного больше, чем у ADF £-теста. Например, нулевая гипотеза 
1(1), рассмотренная в [Schwert, 1989], имеет вид:

fjt -  y i - 1 =  St + 0 s t - ь {=/} — гауссовские i.i.d. (9.5.2)

Если в близко к —1, то этот 1(1)-процесс очень близок к процессу 
белого шума, поскольку AR-корень, равный единице, почти равен 
МА-корню —в . Симуляции в [Schwert, 1989] показали, что тест 
ADF у- и тесты Z p и Z t Филлипса — Перрона (см. аналитическое 
упражнение 6) слишком часто отвергают нулевую гипотезу 1(1) 
в конечных выборках, когда в близко к —1. В частности, для
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тестов Филлипса — Перрона в случае, когда в =  —0,8 и номиналь­
ный размер равен 5%, фактический размер превышает 90% даже 
для выборок столь большого размера, как 1 0 0 0 .

•  Как в случае ADF-тестов выбранная глубина запаздываний р вли­
яет на размер и мощность в конечных выборках? Для заданного 
правила выбора р мощность в общем случае выше для ADF ^-те­
стов, чем для ADF 2-тестов.

•  Мощность в общем случае намного больше для ADF-GLS и Л/-те- 
стов, чем для ADF t- и р-тестов.

В отличие от Л/-статистик статистику ADF-GLS можно легко вычис­
лить в стандартных регрессионных пакетах. В эмпирическом упраж­
нении в этой главе вам будет предложено использовать ADF-GLS для 
тестирования нулевой гипотезы 1 ( 1 ).

9.6. Приложение: Паритет покупательной способности
Теория паритета покупательной способности, ППС (purchasing power 
parity, РРР) утверждает, что для любых двух стран обменный курс равен 
отношению уровней цен в этих странах. Иными словами, национальные 
уровни цен, конвертированные в общую валюту, должны быть равными. 
Пусть Pt — ■ индекс цен для Соединенных Штатов, Р%- — индекс цен для 
рассматриваемой зарубежной страны (скажем, Великобритании) и St — 
обменный курс в долларах за единицу иностранной валюты. ППС утвер­
ждает, что

или, переходя к логарифмам и используя для них строчные символы1.

С ППС связан, но отличается от него закон одной цены (law of one 
price), который утверждает, что (9.6.1) выполняется для любого товара, 
и при этом Pt представляет собой цену интересующего товара в долла­
рах, Р* — цену этого товара в иностранной валюте. Если международный 
ценовой арбитраж работает без сбоев, закон единой цены должен выпол­
няться для каждой даты t. Если закон единой цены имеет место для всех 
товаров и если корзина товаров для индекса цен одинакова для двух 
стран, то должен выполняться ППС.

'Уравнения (9.6.1) или (9.6.2) являются формулировкой «абсолютного ППС». То, что 
называется относительным ППС, требует только того, чтобы выполнялась первая 
разность от (9.6.2), то есть темпы роста обменного курса должны компенсировать разницу 
между темпами роста в отечественных и зарубежных индексах цен. Относительный ППС 
не следует путать с более слабой версией ППС, которая будет введена ниже.

(9.6.1)

Pt — +  Pt ■ (9.6.2)
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В связи с целым рядом факторов, ограничивающих международный 
ценовой арбитраж, ППС не выполняется в точности для каждой даты1 t. 
Более слабая версия ППС заключается в том, что отклонение от ППС

zt  =  s t - j h +  p*t , (9.6.3)

которое является реальным обменным курсом, стационарно. Даже если 
это не обеспечивает выполнение закона единой цены в краткосрочной 
перспективе, международный арбитраж должен сказываться в долговре­
менной перспективе.

Смущающая жизнеспособность модели случайного блуждания?

В течение многих лет исследователи находили сложным отвергать ги­
потезу о том, что при режимах плавающего обменного курса реальные 
обменные курсы следуют случайному блужданию. Как отметил [Rogoff, 
1996], это приводило к своего рода смущению, поскольку каждая разум­
ная теоретическая модель предполагает выполнение слабой версии ППС. 
Тем не менее исследования с середины 1980-х годов, в которых привле­
кались данные за более протяженные интервалы времени, смогли отверг­
нуть нулевую гипотезу случайного блуждания. Хорошим примером явля­
ется работа [Lothian and Taylor, 1996]. Чтобы обнаружить, что нулевую 
гипотезу случайного блуждания можно отвергнуть, эта работа исполь­
зует охватывающие два столетия, с 1791 по 1990 год, ежегодные дан­
ные по реальным обменным курсам доллар/стерлинг и франк/стерлинг. 
В дальнейшем мы применяем ADF t-тест к тем же данным по обменному 
курсу доллар/стерлинг (долларов за фунт).

Реальный обменный курс доллар/стерлинг, вычисленный как (9.6.3) 
и изображенный на рис. 9.4, не обнаруживает временного тренда. По­
этому мы не включаем время в расширенную авторегрессию. Если бы 
мы имели дело со слабой версией закона единой цены, с Pt и Р*, 
обозначающими внутреннюю и зарубежную цены определенного това­
ра, то тогда могли бы исключить из расширенной авторегрессии кон­
станту, поскольку изменение в единицах измерения товара не влияет 
на zt. Но Pt и Р* здесь являются индексами цен и изменение в ба­
зовом году приводит к прибавлению константы к zt . Чтобы сделать 
тест инвариантным к таким изменениям, в расширенную авторегрессию 
постоянная составляющая включается. Применяя ADF-, а не DF-тест, 
мы можем допустить сериальную корреляцию в первых разностях при 
нулевой гипотезе, но глубина запаздываний, выбранная посредством BIC 
(с рП\лх(Т) =  [12 • (200/100)1/4] =  14), оказывается равной 0, так что ADF

'См.. например. Section 4 в [Rogoff, 1996] относительно перечня факторов, которые 
препятствуют выполнению ППС.
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^-тест сводится к DF ^-тесту, а расширенная авторегрессия редуцируется 
до АЫ(1)-уравнения. Оцененное А11(1)-уравнение имеет вид:

z t =  0,179 +  0,8809 zt- \ .  SE R  =  0.071, R 2 =  0,999, t = 1792.......  1990.
(0.052) (0.0320)

DF ^-статистика (t1*) равна -3 ,5  (= (0,8809 -  l)/0,0320), что значимо 
на 1%-ном уровне. Таким образом, мы можем, несомненно, отвергнуть 
гипотезу о том, что реальный обменный курс стерлинг/доллар является 
случайным блужданием.

Рис. 9.4. Реальный обменный курс доллар/стерлинг, 1791-1990, значение 
1914 года полагается равным 0

Очевидным недостатком этого результата является то, что период 
выборки 1791-1990 годы включает периоды и фиксированного, и пла­
вающего курса. Вполне вероятно, что арбитраж мировой цены работает 
более эффективно при фиксированных курсовых режимах. Если это так, 
то на периодах фиксированного курса коэффициент при zt~ \ должен 
быть более близким к 0. [Lothian and Taylor, 1996] сообщают, что если 
использовать простой тест Чоу, то нельзя отвергнуть гипотезу о том, что 
коэффициент при zt-\ один и тот же до и после введения плавающего 
курса в 1973 году. В эмпирическом упражнении в этой главе вам будет 
предложено проверить их результат, а также использовать ADF-GLS 
для проверки той же самой гипотезы.

Набор задач для главы 9
Аналитические упражнения

1. Докажите утверждение 9.2(b). Указание: По определению Д&, мы 
имеем & = & - 1  +  Д£«. Поэтому

(б )2 =  (й-1 +  д & )2.
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Из этого выведите соотношение:

Просуммируйте это по t = 1.2. . . .  ,Т , чтобы получить:

Е  д «< •<'-> =  [(« н 2 -  к» )2] -  Е ( д «')2-

разделите обе стороны на Т, чтобы получить:

1
Т

г

Е А«<
t \

• й - | (*)

Примените утверждение 6.9 и Эргодическую теорему к слагаемым 
в правой части (*).

2. (Доказательство утверждения 9.4.) Пусть р*1 — OLS-оценка для р 
в АЯ(1)-уравнении с постоянной составляющей, (9.3.11), и определим 
центрированный ряд {у\1_ ,} (t = 1 .2 .. . . .Т )  как

у\_х = y t - \ -  у. у = ------------ -------------  (t = 1 .2 , . . . .  Г). (1)

Это У(*_} равно OLS-остатку от регрессии yt-\ на константу для t = 
=  1,2....... Т.

(а) Выведите формулу:

-р _  1 _  E t= i i
" “ Е , ) 2

(2)

Указание: По теореме Фриша — Во /?' численно равна OLS-оиенке 
коэффициента в регрессии yt на (без постоянной составляю­
щей). Таким образом,

Ш М щ ) 2
или / ? ' - !  = i/f-i

E U v U 2
(3)

Используйте тот факт, что Vt- 1  =  чтобы показать, что 
Е/:. 1 (.'А — у\- i) ‘ уГ- i = E(=i (.W — Vt-0  ‘ У^-г
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(Ь) (Легко.) Покажите, что при нулевой гипотезе о том, что {yt} яв­
ляется 1 ( 1 )-процессом без сноса (необязательно случайным блуж­
данием без сноса),

Н а б о р  з а д а ч  д л я  гл а в ы  9

Т -  {р» — 1) ->  
d

у ( [ ^ ( 1 )]2 - [ ^ ( 0 )]2) - |
^ • J 01[ ^ ( r ) ] 2 d r

(4 )

где 7 о является дисперсией Ayt, А2 — долговременная дисперсия 
Дуг и W^(-) — центрированное стандартное броуновское движе­
ние, введенное в параграфе 9.2. Указание: Используйте утвер­
ждение 9.2(c) и (d) с & =  у/.

(c) (Тривиально.) Проверьте, что Т ■ (fp — 1 ) сходится к DFjf (опре­
деленному в (9.3.13)), если {(/<} является случайным блужданием 
без сноса. Указание: Если yt — случайное блуждание, то А2 =  7 о-

(d) (Дополнительно.) Пусть s является стандартной ошибкой регрессии 
для AR(1) уравнения с постоянной составляющей, (9.3.11). Пока­
жите, что ,s2 является состоятельной оценкой для 7 о(= Var(Ayt)) 
при нулевой гипотезе о том, что {yt} является 1 ( 1 )-процессом без 
сноса (так что Ayt является 1(0)-процессом с нулевым средним, 
удовлетворяющим (9.2.1)—(9.2.3)).
Указание: Пусть (5*./?') — OLS-оценка для (а*,р). Покажите, 
что о* сходится к нулю по вероятности. Запишите s'2 как

1 т
*2 =  ]T [ (A ;y f -  « * ) -  1]2 =

1 (=1

=  т г т  В д »- -  я ' ) 2 -  
/=1

2 1 Т 
-  j r — r ■ 1г ' -  D1' г  Е< д»> - <Г)' +

1 ? = 1

1 1 Т 
+ т = 1  | r ' ('7 ' -  £ < » - ■ )2- , 5 1

Поскольку plimo* = 0, легко показать, что первое слагаемое 
в правой части (5) сходится по вероятности к 7 0  = Е[(Д//<)2]. 
Для доказательства того, что второе слагаемое сходится к нулю 
по вероятности, считайте доказанным, что
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(е) Покажите, что tT — D F f , если {у*} является случайным блуж­
данием без сноса. Указание: Поскольку {yt} является случайным 
блужданием без сноса, А2 = 70 = <т2(= дисперсия cf). Поэтому s 
является состоятельной оценкой для а.

t? = ________ р>1 -  1________
s х ^(2,2) элемент (Х 'Х )~1

(7)

т
Покажите, что квадратный корень из (2,2) элемента в (£3 x tx t)~l

t= 1равен:

Е (уГ- i)2t=i
где x t = [l.yt-i]'.

3. (Доказательство утверждения 9.5.) Пусть рг является OLS-оценкой 
для р в АИ(1)-уравнении с временным трендом, (9.3.17), и определим 
детрендированный ряд {г/JLj } (t = 1.2__ ,Т) как

у\ -1 = Уt-i (8 )

где (а. 6 ) являются OLS-оценками коэффициентов для регрессии yt-\ 
на (1, t) для t = 1.2......Т.

(а) Выведите
ст _ I Ег=1 ?Л—1

" Е/=, (.!//-1)2
(9)

Указание: По теореме Фриша — Во, /Г численно равна OLS-оцен- 
ке коэффициента при yj_, в регрессии у, на yj_} (без постоянной 
составляющей или времени). Таким образом,

у  = E,=i ?А?Лг-1
Et=i(tf-i

или /Г 1 _ E/=i('^ yt-\)'yt-\
1 , ту> ' ' 1и'

Покажите, что E f =1 (у, -  уД,) • у,т_, =  5Z/=1 (yt -  yf- i )  • уДг (По 
построению, Е?=1 УГ-1  — 0 и  E/= i ^4 ?/Д| = 0 (это нормальные 
уравнения).)

(Ь) (Легко.) Покажите, что при предположении о том, что уг = а + <5 • 
£+ £/, где {&} является 1(1)-процессом без сноса,

Г-(/Г -1)
у([И-(1)]2-[И-(0)]2) - |

А 2 / о , [ И ' т ( г ) ] 2 < 1 г
(И)
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где 7о является дисперсией Ayt, А2 — долговременная дисперсия 
Ayt и WT{-) — детрендированное стандартное броуновское движе­
ние, введенное в параграфе 9.2. Указание: Пусть — остатки
от гипотетической регрессии £<_i на (1. f) для t = 1.2......Т,
где £t = yt — а — 5 • t. (эта регрессия гипотетическая, поскольку 
мы не наблюдаем {&}). Тогда = yj_{ для t = 1,2, 
поскольку & отличается от yt только на линейный тренд a + S ■ t. 
Используйте утверждение 9.2, пункты (е) и (f). Поскольку Ayt = 
= 6 + A£t при нулевой гипотезе, дисперсия А& равна дисперсии 
Ayt, а долговременная дисперсия А& равна долговременной дис­
персии Ayt-

(с) (Тривиально.) Проверьте, что Т  ■ {рг — 1) сходится к DF*  (опре­
деленной в (9.3.19)), если {yt} является случайным блужданием 
с или без сноса.

4. (Доказательство (9.4.16).) В тексте осталось недоказанным, что 

1 т 1
г'1 = 2 • ' [ ^ ( !) 2 ~ (9-4.16)

t=i
Докажите это при условии, что {yt} является 1(1)-процессом без сно­
са, так что {Ayt} является 1(0)-процессом с нулевым средним, удовле­
творяющим (9.2.1)—(9.2.3). Указание: е, в (9.4.16) является процес­
сом инноваций в МА-представлении для {Ayt}. Используя разложе­
ние Бевериджа — Нельсона, имеем:

Vt = + Pt + (уо — Г)о). «’( = С L + S-2 Н------ h £<•

Поэтому

1 Т 1 т 1 т 1 т
~ ^ y t - \ £ t  = t^ 1) =  «’/-Iff + у  J  4i-Nc< + (й  -  (*)
1 t= 1 1 t=1 1 t=l 1 /=1

Покажите, что второе и третье слагаемые в правой части уравнения 
сходятся по вероятности к нулю. После того как вы выполнили ана­
литическое упражнение 1 , легко показать, что

-  1Ь
1 (=1 z

5. (Дополнительно, доказательство утверждения 9.7.) Чтобы упростить 
вычисления, положим р = 1 , так что расширенная авторегрессия имеет 
вид:

Vt = ot* + РУ) -1 + 0  Дуг-1 + £)■
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Пусть (а*,р^, Ci) — OLS-оценки коэффициентов. Покажите, что

Указание: По теореме Фриша — Во, (/5м, Ci) численно те же самые, что 
и OLS-оценки коэффициентов в регрессии yt на (ум_ 1? ( A y t - i ) ^ ) ,  где 
yt_j — остатки от регрессии yt- \  на константу, a (Ayt- i ) ^  — остатки 
от регрессии A y t~\ на константу для t = 1,2, Следовательно,
если Ь = (p^C i) ', /3 =  (/э, 0 ) '  и x t = (Д у /- 0 (м))', to они

Примените утверждение 9.2, пункты (с) и (d) с 0  = yt к этим выра­
жениям.

6. (Тесты Филлипса.) Предположим, что {yt} является 1(1)-процессом 
без тренда, так что Дгд может быть сериально коррелированным. Тем 
не менее оценим А11(1)-уравнение для {;</<} без постоянной состав­
ляющей, а не расширенную авторегрессию без константы. Пусть р 
является OLS-оценкой коэффициента при <//_/. Определим

где <т| — стандартная ошибка для р, s — стандартная ошибка OLS-pe-
грессии, Л2 — состоятельная оценка для А2, 7о — состоятельная оцен­
ка для 7о и t — ^-значение для гипотезы р =  1.

(а) Покажите, что Zp и Zt можно записать как

удовлетворяют (9.4.8). Поэтому

^ ^ х \J  T *Y a =i y'i-1

6 4 6



Набор задач для главы 9

Указание: Из алгебраических преобразований метода наимень­
ших квадратов,

<Т£ _ _____1_____

'  v /S -.G ft-.)2'
(Ь) Покажите, что

Zp —  ̂D F P и Z( —>■ D F t .
d d

Указание: Используйте утверждение 9.2, пункты (а) и (b) с С = yt.

7. (Дополнительно.) Покажите, что a(L) в (9.2.5) абсолютно суммируем. 
Указание: Доказательство в одну строку имеет вид:

ОС

Е пз - Е
з=о

Е
i=J + 1

Е Е
3 = 0 i ~ j + 1

ОС
У] /|ц'г| < ОС. 
(=0

Проверьте каждое из этих равенств и неравенств.

Упражнения на метод Монте-Карло

1. (При включении времени вы получаете меньшую мощность.) В этой 
симуляции мы хотим проверить, что в конечных выборках мощ­
ность против стационарных альтернатив больше у DF t1 2'-теста, 
чем у DF /т-теста, то есть включение времени в А11(1)-уравнение 
уменьшает мощность. DGP. который мы берем в качестве стацио­
нарной альтернативы, является стационарным А11(1)-процессом:

ijt = pyt- 1 + г/. р = 0.95. £t ~ i.i.d.;V(0,1). у0 = 0.

Возьмите объем выборки Т равным 100 и номинальный размер рав­
ным 5%. Ваша компьютерная программа для вычисления мощности 
на конечных выборках должна иметь следующие шаги:

(1) Установите счетчики равными нулю. Должно быть два счет­
чика: один — для DF tM, а другой — для DF tT. Они будут 
записывать количество случаев, когда (неверная) нулевая гипо­
теза отвергается.

(2) Начните цикл с большим количеством повторений (скажем, 
1 миллион). В каждом повторении проделайте следующее:

(i) Сгенерируйте вектор данных (уо-У\......Ут)■
Совет для пакета GAUSS: Как было отмечено в упраж­
нении на метод Монте-Карло для главы 1, чтобы сгенери­
ровать {у\.-у2 , __Ут)~ исключите создание цикла внутри
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текущего цикла; используйте матричные операторы. Мат­
ричная формула имеет вид:

У
(Vxi)

г  - У 0 +  A S , 
(VxD (VxV)(VxD

где

'у\ ' р~
У2 р2

У = , г  = ;

УТ. ,РГ.
1 0 . . .  о'
Р 
Р2

1 0 . . .  0 ~ £ \ ~

£2
А  = Р 1 0 . £ =

Рт~1 Т— 2р . . . р 1
/V .

Чтобы определить г, используйте GAUSS-команду seqm. 
Чтобы определить А, используйте t o e p l i t z  и lowmat. г 
и А  должны определяться в шаге (1) вне текущего цикла, 

(и) Вычислите fт и tT по ( у о ,  у \ , . . . .  ут)- (Поэтому объем вы­
борки фактически равен Т + 1.)

(iii) Увеличьте счетчик для У1 на 1. если Р‘ < —2.86 (5%-ное 
критическое значение для DF}1). Увеличьте счетчик для t~ 
на 1, если tT < —3,41 (5%-ное критическое значение для 
DF[).

(3) После окончания цикла разделите счетчик для каждой ста­
тистики на число повторений для вычисления частоты отвер­
жения нулевой гипотезы. Эта частота сходится к мощности 
в конечных выборках при возрастании числа Монте-Карло по­
вторений к бесконечности. Мощность должна оказаться около 
0,124 для DF ^-теста (так что только приблизительно в 12% 
случаев мы отвергаем неверную нулевую гипотезу!) и 0,092 
для DF г̂-теста. Поэтому действительно мощность оказывается 
меньше, когда в регрессию включается время, по крайней мере 
против этого частного DGP.

2. (Искажения размера.) В этих симуляциях Монте-Карло мы вы­
числяем искажения размера для ADF //'-  и /^-тестов. Наш DGP 
при нулевой гипотезе — один из рассмотренных в [Schwert, 1989]:
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Для Т = 100 и номинального размера 5% вычислите размер на ко­
нечных выборках, или точный размер, для piL и tfl. Было бы полезно 
выбрать число лагированных приращений в расширенной регрессии 
одним из стандартных, зависящих от данных методов (последова­
тельное t,, AIC или BIC), но, чтобы оставить программу простой, 
а также чтобы сократить время вычислений, положите его рав­
ным 4. Таким образом, уравнение регресии, в отличие от DGP, 
имеет вид:

iyt = const. + pyt-i  + Ci • {yt-i -  Vt-г) + C‘2 • (j/t—2 -  Ш-з)+
+ Сз • (yt-з -  Vt-4 ) + Ci ■ Ы-4 -  yt-r>) + ошибка.

Поскольку выборка включает уо, период выборки, который может 
использовать четыре лагированных приращения, включает значе­
ния t с t = 5 (не р + 2 = б) по t = Т, и фактический объем выборки 
равен Т -  4. Проверьте, что искажение размера меньше для ADF 
г^-теста, чем для ADF р^-теста. (Размер должен быть около 0,496 
для ADF ptl и 0,290 для ADF tP.)

Эмпирические упражнения

Прежде чем отвечать, прочитайте [Lothian and Taylor, 1996, рр. 488-509] 
(но пропустите их обсуждение тестов Филлипса —Перрона). Файл LT.ASC 
содержит следующие годовые данные:

Столбец 1: год

Столбец 2: обменный курс доллар/стерлинг (назовем его St)

Столбец 3: U.S. WP1 (wholesale price index, индекс оптовых цен),
нормализованный к 100 для 1914 года (Р()

Столбец 4: U.K. WPI, нормализованный к 100 для 1914 года (Р(*)

Период выборки с 1791 по 1990 год (200 наблюдений). Это те же 
данные, которые использовали [Lothian and Taylor, 1996], сделанные 
доступными для нас. Относительно источников данных и того, как авто­
ры объединили их для построения последовательных временных рядов, 
см. приложение в [Lothian and Taylor, 1996]. (Согласно приложению, 
обменный курс (и, возможно, WP1) являются годовыми средними. Это 
довольно неудачно, из-за проблемы агрегирования по времени нужно 
использовать данные на момент времени: если некоторая переменная 
следует случайному блужданию на основе дневных данных, то средне­
годовые значения этой переменной не следуют случайному блужданию. 
См. об этом более подробно часть (f) ниже.)
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Вычислите реальный обменный курс доллар/стерлинг как 

zt = HS, )  -  1п(Д) + In(Р*).

Поскольку St выражается в долларах за фунт, его возрастание означает 
укрепление стерлинга. График реального обменного курса на рис. 9.4 
не показывает явного временного тренда, поэтому мы применяем ADF 
<д-тест. Следовательно, оцениваемая расширенная авторегрессия имеет 
вид:

Zt — const +  pzt~i + Ci • (zt- 1  ~ zt - 2) +  • • • +  C/> • (zt-p ~  zt.-p-1 ) +  ошибка.

где p — число легированных приращений, включенных в расширенную 
авторегрессию (которое обозначалось как р в тексте).

(a) (ADF с автоматическим выбором лагов.) Для всего периода выборки 
с 1791 по 1990 год примените для выбора р (число датированных 
приращений, которые нужно включить) последовательное t-правило. 
AIC и В1С. Возьмите р,пах (максимальное число датированных из­
менений в расширенной авторегрессии, обозначенное в тексте как 
ртлх(Т)) согласно (9.4.31) (так что ршах = 14). Для последователь­
ного t-теста используйте 10-процентный уровень значимости. (Вы 
должны найти р = 14 последовательным t, 14 по А1С и 0 по BIC.) 
Проверьте, что значение t^-статистики для р = 0 (при оценивании 
по всей выборке) соответствует значению rfl, приведенному в Table 1 
[Lothian and Taylor, 1996].
Советы для пакета RATS: RATS позволяет вам изменять количе­
ство регрессоров в цикле. Поскольку RATS OLS-процедура LINREG 
не позволяет получать стандартные ошибки, в этой программе нельзя 
вычислить DF tfl. Поэтому вычисляйте DF '̂-статистику как t-зна­
чение для коэффициента при z t- \  в регрессии zt -  z t- В LINREG 
не вычисляются также ни AIC, ни BIC, Поэтому используйте COMPUTE. 
Ниже в кодах RATS z является логарифмом реального обменного 
курса, a d z  — его первая разность. При применении правил по­
следовательного t, А1С и В1С зафиксируйте период выборки с 1806
по 1990 год (что соответствует ртах + 2......Т). Коды RATS для AIC
и BIC таковы:
l i n r e g  d z  1 8 0 6 : 1  1 9 9 0 : 1 ; #  c o n s t a n t  z ( l )  

c o m p u t e  s s r r = % r s s

c o m p u t e  a k a i k e  =  l o g ( % r s s / % n o b s ) + % n r e g * 2 . 0 /% n o b s  

c o m p u t e  s c h w a r z  = l o g ( % r s s / % n o b s ) + % n r e g * l o g ( % n o b s )  

/% n o b s
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d i s p l a y  a k a i k e  s c h w a r z

* ru n  ADF w i t h  1 t h r o u g h  14 l a g g e d  c h a n g e s  

d o  p = l , 1 4

l i n r e g  d z  1 8 0 6 : 1  1 9 9 0 : 1 ; #  c o n s t a n t  z { l }  d z { l  t o  p }  

c o m p u t e  a k a i k e  = l o g ( % r s s / % n o b s ) + % n r e g * 2 . 0 /% n o b s  

c o m p u t e  s c h w a r z  = l o g ( % r s s /% n o b s ) + % n r e g  

* l o g ( % n obs) /% nobs  

d i s p l a y  a k a i k e  s c h w a r z  

e n d  do

Советы для пакета TSP: В отличие от RATS TSP не позволяет 
вам изменять период выборки и количество регрессоров в цикле. 
Процедура OLSQ распечатывает BIC, но не AIC, поэтому AIC можно 
вычислить, используя команду SET.

(b) (DF-тест на периоде плавающего курса.) Примените DF Z''-тест к пе­
риоду плавающего обменного курса 1974-1990 годы. Из-за легиро­
ванной зависимой переменной с(_i первое уравнение соответствует 
t = 1975:

21975 =  COllSt +  />21974 +  ОШИбка.

Поэтому объем выборки равен 16. Можете ли вы отвергнуть нулевую 
гипотезу случайного блуждания на 5%-ном уровне?

(c) (DF-тест на периоде золотого стандарта.) Примените DF /''-тест к пе­
риоду золотого стандарта 1870-1913 годы. Положите / = 1 для 
1871 года, так что объем выборки равен 43. Можете ли вы отверг­
нуть нулевую гипотезу случайного блуждания на 5%-ном уровне? 
Находится ли оценка для /> (коэффициент при zt~] в регрессии 2< 
на константу и 2/_0 ближе к нулю, чем в (Ь)?

(d) (Тест Чоу.) Отвергнув нулевую гипотезу 1(1). мы действуем в пред­
положении, что логарифм реального обменного курса гг следует ста­
ционарному АЩ1)-процессу. Для тестирования нулевой гипотезы 
о том, что в АИ(1)-уравнении нет структурного изменения, разделим 
выборку на два подпериода, 1791-1973 и 1974-1990 годы, и при­
меним тест Чоу. Вы можете вспомнить, что тест Чоу изначально 
разработан для строго экзогенных регрессоров. Если К  — количе­
ство регрессоров, включая константу (2 в данном случае). — это 
F-тест с (К.Т — 2К) степенями свободы. Этот результат неприменим 
здесь непосредственно, поскольку в АН(1)-уравнении регрессором 
является лагированная зависимая переменная, которая не являет­
ся строго экзогенной. Однако, как вы проверили в аналитическом
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упражнении 12 в главе 2, если переменные (регрессоры и зависи­
мая переменная) эргодически стационарны (что выполняется здесь, 
поскольку {zt} является эргодически стационарным, когда \р\ < 1), 
то на больших выборках с возрастающим объемом каждой из двух 
подвыборок К ■ F асимптотически имеет распределение х ‘2 {К)- Этот 
результат не требует, чтобы регрессоры были строго экзогенными. 
Вычислите К -F и проверьте утверждение (см. р. 498-502 в [Lothian 
and Taylor, 1996]) о том, что «в течение периода плавающего курса 
нет признаков структурного сдвига в параметрах». В данном случае, 
с наличием лагированной зависимой переменной, возникает вопрос 
о том, куда включать уравнение для 1974 года,

£1974 — Const +  pZ  1973 +  Ошибка,

в первую часть выборки или во вторую. На больших выборках это 
не имеет значения; включите это уравнение в первую подвыборку 
(так что объем первой подвыборки равен 183). (Замечание: К ■ F 
должно быть около 1,26.)

(е) (ADF-GLS.) Как было упомянуто в параграфе 9.5, ADF-GLS-тест до­
стигает существенно более высокой мощности ценой только несколь­
ко большего искажения размера. ADF-GLS и ^-статистики вы­
числяются следующим образом. Как в ADF tfl- и £г-тестах, процесс 
при нулевой гипотезе имеет вид:

Ш =  d t +  z t , zt = pzt- 1 +  u t . p =  1,
{ut} является 1(0)-процессом с нулевым средним. (3)

Запишите d t = x'tj3. В случае, когда d t является константой, ж, = 1 
и (3 = а, в то время как в случае, когда dt является линейным 
трендом, x t = (1 .£)' и /3 = (a.S)'. Мы предполагаем, что выборка 
имеет объем Т и это {у\Л)2 ---- Ут)-

(0 (GLS-оценивание /3.) При оценивании регрессионного уравне­
ния

yt = х[(3 + ошибка, (t = 1.2......Г). (4)
примените GLS, предполагая, что процесс ошибок является 
АЩ1)-процессом с авторегрессионным коэффициентом /5=1 + 
с/Т. (Значение с будет специфицировано через мгновение.) То 
есть оцените /3 посредством OLS, регрессируя

У1 ■ У2 -  РУ 1 • Уз ~ РУ2- ■■■■ Ут -  РУТ-1

на
Xi.X‘2 — р Х \ , Х з — рХ‘2 . ... ,Хт — рхт- 1 •
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(В отличие от истинного GLS, первые наблюдения, у\ и х \,  
здесь не взвешиваются посредством \ / l  — р2, но это не имеет 
значения на больших выборках.) Положите с равным

с =  -  7

в центрированном случае (с x t = 1),

с =  -13,5

в детрендированном случае. (Грубо говоря, если р = 1 +  с/Т, 
то такой выбор с гарантирует, что асимптотическая мощность 
при с =  с составляет примерно 50% асимптотической мощно­
сти, достигаемой идеальным тестом, построенным специально 
для этой альтернативы, с =  с.) Назовем полученную оценку 
/3gls и определим yt =  yt — x [(3cas- (Это не следует путать 
с GLS-остатком, который равен (yt — pyt_i) — (x t -  pxt-i)'/3gls-)

(ii) (ADF без постоянной составляющей, основанный на остатках.) 
Оцените расширенную авторегрессию без постоянной составля­
ющей, использующую yt вместо ур.

т = рш-  \ +  Ci • (yt-1 -  yt-2 ) н—  +  Ср • (т-р -  yt-P- 1) +  ошибка.

i -значение для р = 1 равно ADF-GLS f-статистике; назовем ее 
ADF-GLS tP, если x t =  1 и ADF-GLS tT, если x t = (МУ- Пре­
дельное распределение ADF-GLS tP такое же, как и у DFf (оно 
табулировано в табл. 9.2, панель (а)), в то время как предельное 
распределение ADF-GLS tT табулировано в Table I.C. в [Elliott 
et al., 1996]. Воспроизведем их левосторонние критические зна­
чения:

-3 ,48  для 1%, -3 ,15  для 2,5%,
-2 ,89  для 5% и -2 .57  для 10%.

[Elliott et al., 1996] показали для ADF-GLS-теста, что его асимп­
тотическая мощность выше, чем у ADF р- и ^-тестов, и что. 
в сравнении с ADF-тестами, его мощность на конечных выбор­
ках существенно выше, лишь с незначительным ухудшением 
искажений размера.

Примените ADF-GLS t/(-TecT к подвыборке с золотым стандартом 
1870-1913 годов, Выберите глубину запаздываний по BIC с ртах 
(максимальное число датированных приращений в расширенной ав­
торегрессии, обозначенное как ртах(Т) в тексте) согласно (9.4,31) 
(так что ршах =  9). Можете ли вы отвергнуть нулевую гипотезу
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о том, что реальный обменный курс является 1(1)-процессом без сно­
са? (Замечание: BIC выберет 0 для р. Статистика должна быть равна 
—2,24. Вы должны быть в состоянии отвергнуть нулевую гипотезу 
1(1) на 5%-ном уровне.)
Советы для пакета TSP: Пример кодов TSP, предполагающих в этой 
части, что р = 0.
7

? ( е )  ADF-GLS 
?

? S t e p  1 :  GLS d e m e a n i n g
7

s e t  r h o b a r = l - 7 / ( 1 9 1 3 - 1 8 7 0 + 1 ) ;  

sm p l  1 8 7 0  1 9 1 3 ;  

c o n s t = l ; 

c t = l ;

z t = z ;  ? z i s  t h e  l o g  r e a l  e x c h a n g e  r a t e

sm p l  1 8 7 1  1 9 1 3 ;

z t = z - r h o b a r * z ( - 1 ) ;

c t = c o n s t - r h o b a r * c o n s t ( - 1 ) ;

sm p l  1 8 7 0  1 9 1 3 ;

o l s q  z t  c t ;

z = z - @ c o e f ( 1 ) ;

? @ c o e f ( l )  i s  t h e  GLS e s t i m a t e  o f  t h e  mean
7

? S t e p  2 :  DF w i t h  d e m e a n e d  v a r i a b l e  

?

sm p l  1 8 7 1  1 9 1 3 ;  

o l s q  z z ( - 1 ) ;

s e t  t = ( 0 c o e f ( 1 ) - 1 ) / @ s e s ( 1 ) ; p r i n t  t ;

(f) (Дополнительное аналитическое упражнение об агрегировании по вре­
мени.) Предположим, что yt является случайным блужданием без 
сноса. Создайте на его основе усредненные по времени ряды по фор­
муле:

-  У\ + У'2 + • • • + Уп -  Уп+ 1 + !1п (-2 + • • • + 1/2пу = ------------------- . у -  -------------------------- , . . .
п  V
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О тветы  на избранн ы е вопросы

(Думайте об yt как об обменном курсе в день (, а о у- — как 
о среднем дневных курсов за год j.) Покажите, что {у не является 
случайным блужданием. Более конкретно, покажите, что

1. Поскольку Е(£о) < эс. io/s/T' сходится в среднем квадратическом 
(и, следовательно, по вероятности) к 0 при Т —» ос. Таким образом, 
второе слагаемое в правой части (*) в указании можно игнориро­
вать. Что касается первого слагаемого, то мы имеем:

Первое слагаемое в правой части этого уравнения можно игнори­
ровать. По утверждению 6.9, второе слагаемое сходится к Лг(0. А2), 
поскольку Д& является линейным процессом с абсолютно суммиру­
емыми МА-коэффициентами. Поэтому первое слагаемое в правой 
части (*) сходится по распределению к (Х2/ ‘2)Х, где X  ~  Л '2 ( 1 ) '  

Поскольку {Дф} является эргодически стационарным, последнее 
слагаемое в правой части (*) сходится по вероятности к jj Е[(Дф)2], 
по эргодической теореме.

5. (1 .1)-й элемент А у  сходится к случайной величине, указанной 
в утверждении 9.2(c). Что касается первого элемента, с у ,  то, по раз­
ложению Бевериджа — Нельсона:

Corr( y j + l  -  y j . y j +2  -  y j + 1 ) 0.25 при /? -э ос.

Ответы на избранные вопросы
Аналитические упражнения

ь- A£i +  Д& н------ ь Д£т
VTV f  VT

l)t =  t ’( l ) u ' t  +  Vt +  (.(/0 -  //о)- «V =  -'1 +  =2 и--------- ( 1)

Следовательно,
( 2)

где

и
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Глава 9. Э коном етрика единичного корня

Второе слагаемое в правой части этого уравнения можно игнори­
ровать асимптотически. По утверждению 2.9(d) для = wt (слу­
чайное блуждание без сноса), первое слагаемое в правой части 
сходится к

д а ^ и ^ М М И Л О ) ] 2 - ! } .

Отсюда мы имеем:

\  \  • <72 • w(l) { [^ (1 )]2 -  Г "(0)]2 -  1} . (4)
1 t= 1

Матрица Ат асимптотически диагональна также и для центри­
рованного случая. Внедиагональные элементы Ат равны 1 /\/Г , 
умноженному на

1 т
J  £ ( A j„ _ ,)« V _ |.  (5)
1 «=1

Поскольку 5Z/=i У1 - 1  — 0, это равно:

1 т
(6)

Путем небольших алгебраических манипуляций, аналогичных при­
менявшимся в контрольном вопросе 3 в параграфе 9.4 и утвержде­
нии 9.2(d), легко показать, что (6) имеет предельное распределение. 
Поэтому (6), умноженное на 1/>/Т, что является внедиагональным 
элементом Ат, сходится к нулю по вероятности. Тогда, используя 
те же аргументы, которые мы использовали в тексте для случая 
без константы, легко показать, что Ci состоятельна для (ь  Поэтому 
0(1) состоятельно оценивается посредством 1/(1 -  СО' Собирая все 
вместе, получаем:

Г - (jo** -  1)

1 -  О i DFi-

Эмпирические упражнения

(а) При р — 0 оцененное А13(1)-уравнение

zt = const + 0.8869 zt- ь SSR = 0.995135. Я2 =  0.790, T  = 199. 
(0.0326)

Значение tM равно -3,47, что соответствует значению в Table 1 [Lo­
thian and Taylor, 1996]. 5-процентное критическое значение равно 
-2,86 по табл. 9.2, панель (Ь).
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(b) Оцененное А11(1)-уравнение для периода 1974-1990 годов имеет вид:

zt = const + 0.7704 zt-\. SSR = 0.150964, R2 = 0,539. T = 16. 
(0,1904)

t̂ - = —1.21 > —2.86. Мы не можем отвергнуть нулевую гипотезу 
на 5%-ном уровне.

(c) Оцененное А11(1)-уравнение для периода 1870-1913 годов имеет вид:

Zt =  const +  0,7222 г , _ ь  SSR  =  0,069429. R2 =  0.538. Т =  43. 
(0,1045)

tE = —2,66 > —2,86. Мы не можем отвергнуть нулевую гипотезу 
на 5%-ном уровне.

(d) Оцененное А11(1)-уравнение для периода 1791-1974 годов имеет вид:

zt = const + 0.8993 zt-u  SSR = 0.837772. R2 = 0.805. T = 183. 
(0,0329)

Из этого результата и результатов в (а) и (Ь)

0.995135 -  (0,837772 + 0,150964)
R  ' Г  — 0,837772+0,150SK54 —

(199-1)

5-процентное критическое значение для х2(2) равно 5,99. Поэтому 
мы принимаем нулевую гипотезу о стабильности параметров.

(e) ADF-GLS tfl = —2,24. 5%-ное критическое значение в табл. 9.2. 
панель (а) равно -1,95. Поэтому мы можем отвергнуть нулевую 
гипотезу 1(1).
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Глава 10. Коинтеграция

Как иллюстрируют примеры из предыдущего параграфа, многие 
экономические временные ряды могут характеризоваться как 1(1). 
Но очень часто их линейные комбинации оказываются стацио­
нарными. Такие переменные называются коинтегрированными 
(.cointegrated), а веса в линейной комбинации называются коин- 
тегрирующим вектором (cointegrating vector). В этой главе изу­
чаются коинтегрированные системы, а именно векторные 1(1 ̂ про­
цессы, элементы которых коинтегрированы.

В предыдущей главе мы определили одномерные 1(0)- и 1(1 ̂ про­
цессы. Первый параграф данной главы представляет обобщение 
этих понятий на векторные процессы и определяет коинтеграцию 
для векторных 1(1 (-процессов. В параграфе 10.2 приводятся аль­
тернативные представления коинтегрированной системы. В пара­
графе 10.3 более подробно изучается тест, проверяющий, является 
ли векторный 1(1 (-процесс коинтегрированным. Техника для оце­
нивания коинтегрирующих векторов и получения статистических 
выводов о них разрабатывается в параграфе 10.4.

В качестве приложения в параграфе 10.5 рассматривается функ­
ция спроса на деньги. Логарифм реального предложения денег, 
номинальная процентная ставка и логарифм реального дохода ока­
зываются 1(1), но существование стабильной функции спроса на деньги 
подразумевает, что эти переменные коинтегрированы, с коэффици­
ентами в функции спроса на деньги, формирующими коинтегриру- 
ющий вектор. Методы параграфа 10.4 используются для оценива­
ния этого коинтегрирующего вектора.

В отличие от других глав мы не представляем результаты в ви­
де ряда утверждений, поскольку уровень предмета таков, что фор­
мулировать предположения трудно без введения дополнительных 
технических терминов. Однако для читателей, которые интере­
суются техническими деталями, мы указываем в тексте ссылки 
на источники, в которых эти предположения сформулированы фор­
мально.
Замечание об обозначениях: В отличие от других глав символ 
«и» используется в качестве размерности векторных процессов,
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10.1. Коинтегрированные системы

и, как и в предыдущих частях, символ «Г» используется для 
объема выборки, а «£» — индекс наблюдения. Также, если yt 
является t-м наблюдением n-мерного векторного процесса, его j -й 
элемент будет обозначаться как yjt вместо у^. Мы производим эти 
изменения, чтобы соответствовать обозначениям, используемым 
в большинстве оригинальных работ по коинтеграции.

10.1. Коинтегрированные системы
На рис. 10.1(a) изображены логарифмы квартальных реального сово­
купного личного располагаемого дохода на душу населения и личных 
расходов на потребление для США с 1947:Q1 по 1998:Q1. Оба ряда име-

Год
логарифм дохода .........  логарифм потребления

на душу населения на душу населения

Рис. 10.1(a). Логарифмы дохода и потребления

ют линейные тренды и — как будет проверено в примере ниже — сто­
хастические тренды. Однако эти два 1(1)-ряда проявляют тенденцию 
двигаться совместно, и это наводит на мысль о том, что их разность 
стационарна. Это пример коинтеграции (cointegration). Коинтеграци- 
онных соотношений в экономике предостаточно. В самом деле, многие 
из переменных, которые мы изучали в этой книге, являются коинтегри- 
рованными: цены на один и тот же сырьевой товар в двух различных 
странах (разность должна быть стационарной при более слабой версии 
паритета покупательной способности), долговременная и краткосрочная 
процентные ставки (даже хотя они имеют тренды, дифференциал до­
ходности может быть стационарным), форвардный и спотовый обменные 
курсы и так далее. Коинтеграция может определяться для более чем 
двух переменных. Например, существование стабильной функции спроса 
на деньги подразумевает, что линейная комбинация логарифма реальной
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денежной массы, номинальной процентной ставки и логарифма агреги­
рованного дохода может быть стационарной, несмотря на то что каждая 
из трех переменных является 1(1).

Мы начинаем этот параграф обобщая определения одномерных 1(0)- 
и 1(1)-процессов из предыдущей главы на векторные процессы. После 
этого будет формально введено понятие коинтеграции для многомерных 
1(1)-процессов.

Глава 10. Коинтеграция

Линейные векторные 1(0)- и I(1 )-процессы

Наше определение векторных 1(0)- и 1(1)-процессов следует [Hamilton, 
1994] и [Johansen, 1995]. Для введения многомерного обобщения ли­
нейного 1(0)-процесса с нулевым средним рассмотрим n-мерный VMA 
(векторное скользящее среднее)-процесс с нулевым средним:

щ =Ф(Д) s t , Ф(£) = / Н + Ф11  + Ф2Д2 + ---, (10.1.1)
( nxl )  ( nxn) ( nx l )  

где £/, является i.i.d. с

Е(е*) = 0, E(ete't) = fl , положительно определена. (10.1.2)
(п х п)

(Процесс ошибок s t может быть векторной мартингал-разностью, удовле­
творяющей определенным свойствам, но мы не будем допускать такую 
степень общности.) Как и в одномерном случае, мы накладываем два 
ограничения. Первое является 1-суммируемостью1.

является 1-суммируемой. (10.1.3)

Поскольку {Ф̂ } абсолютно суммируема, когда выполняется 1-суммируе- 
мость, многомерная версия утверждения 6.1(d) означает, что щ является 
(строго) стационарным и эргодическим. Второе ограничение на VMA-npo- 
цесс с нулевым средним имеет вид:

Ф(1) ф 0 (п х п матрица нулей). (10.1.4)(п х п)

То есть по крайней мере один элемент п х п матрицы Ф(1) ненулевой. 
Это естественное многомерное обобщение условия (9.2.3Ь) в определении 
одномерных 1(0)-процессов на с. 599.

(Линейный) л-мерный векторный 1(0)-процесс с нулевым средним 
((linear) zero-mean n-dimensional vector 1 (0) process), или (линейная)

'Последовательность матриц {Ф^} называется I-суммируемой, если {Ф ,.ц } 1-суммиру­
ема (то есть 5 3 ^ 0 ДФ7д./] <  ос) для всех k.l  — 1.2— , и,  где Фуд.{ — (к,/)-й  элемент 
п х п матрицы Ф^.
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10.1. Коинтегрированные системы

1(0) -система с нулевым средним {(linear) zero-mean 1 (0) system) — это 
VMA-процесс, удовлетворяющий (10.1.1)—(10.1.4). При заданной 1(0)-си- 
стеме щ (линейный) векторный 1(0)-процесс {(linear) vector 1(0) pro­
cess), или (линейную) 1(0)-систему {(linear) 1 (0) system), можно запи­
сать как

8 + щ,
где 8  — гг-мерный вектор, представляющий среднее стационарного про­
цесса. На основании формул (6.5.6) и (6.3.15), долговременная ковариа­
ционная матрица 1(0)-системы имеет вид:

Ф(1)ПФ(1)'. (10.1.5)

Поскольку 17 положительно определена и Ф(1) удовлетворяет (10.1.4). 
по крайней мере один из диагональных элементов этой долговременной 
ковариационной матрицы положительный, из чего вытекает, что по край­
ней мере один из элементов 1(0)-системы сам по себе является 1(0) 
(то есть 1(0) как одномерный процесс). Мы не требуем, чтобы Ф была 
обязательно невырожденной. По существу, допущение этой вырожденно- 
сти составляет суть теории коинтеграции. Следовательно, долговремен­
ная ковариационная матрица также может быть вырожденной.
Пример 10.1 (двумерная 1(0)-система): Рассмотрим следующий дву­
мерный VMA-процесс первого порядка:

« и  — = ц  — ■=!./— I +  7= 2 .7 - Ь 

«27 =  -27 •
ИЛИ U t = £/ + (10.1.6)

где
I й .Ф, _1 7 

0 0 (10.1.7)

Поскольку это VMA конечного порядка, условие 1-суммируемости вы­
полняется тривиальным образом. Требование (10.1.4) выполняется, по­
скольку

Ф(1) = h  + Ф1 + '0 7 
0 1 Ф о

( 2 x 2 )
( 10. 1.8)

Поэтому этот пример соответствует нашему определению 1(0)-систем. 
Если л = 0, то первый элемент, иу, фактически является одномерным 
1( - 1)-процессом.

л-мерную 1(1)-систему {n-dimensional 1 (1 ) system) y t. связанную 
с 1(0)-системой u f с нулевым средним, можно определить через соотно­
шение:

Ayt = 8  + щ. (10.1.9)
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Поэтому среднее Д y t равно S. Поскольку не каждая компонента соот­
ветствующего 1(0)-процесса с нулевым средним щ  должна сама по себе 
быть 1(0), некоторые компоненты 1(1)-системы у* сами по себе могут 
не быть I( l)1. Подставляя (10.1.1) в этой выражение, мы получим:

A y t = S + * (L )e t. (10.1.10)

Это называется представлением 1(1)-системы в форме векторного 
скользящего среднего (VMA) ( v e c to r  m o v in g  a v e r a g e  r e p re s e n ta tio n ) .  
В уровнях y t можно записать как

yt =  Уо +  <5 -t +  Щ +  1* 2  + ---- 1-щ , (10.1.11)

или, записывая подробно,

‘у и
У21

—

2/1.0
J/2.0

+

• t 
62 ■ t

+

'«1.1
«2,1

+

«1.2
«2.2

+  ••• +

« 1,1

«2.1

Уп1_ Уп. 0 . s,, ■ t_ Щ i, 1 _ _«n.2_ «n,t.

Что касается начального значения уо, мы предполагаем, что это вектор 
фиксированных констант или что он случайный, но не зависящий от е/ 
для всех t.

Пример 10.2 (двумерная 1(1)-система): 1(1)-система, для которой со­
ответствующий 1(0)-процесс с нулевым средним является двумерным 
процессом из примера 10.1, имеет вид:

/ AlJ)t = d'l + Su -  = 1.1-1 +  7 = 2.1-l- д x . , lT,< . ИЛИ Ду, = О + £t + Ф 1в/.~1 .
( Ay2t =  д‘2 +  S2t-

( 10. 1. 12)

где Ф 1 задается в (10.1.7). В уровнях:

( Уи = У 1.0 + <)'] • t + {s\t -  го t) + 7 • (?2.0 + -2.1 Н------Н =2./-l)-
\у2< =  У2.0 +  д‘2 ■ t +  +  ■ (с2.1 +  =2.2 +  1 * ‘ +  с 2./).

(10.1.13)
Второй элемент в y t есть 1(1) как одномерный процесс. Если 7  =  0. 
то первый элемент y\t является стационарным относительно тренда, по­
скольку отклонение от функции тренда (yi.0 -  =1 .0 ) + ■ t является
стационарным (фактически i.i.d.). В противном случае уи является 1(1).

'Во многих учебниках и также в [Engle and Granger, 1987] все компоненты 
!(1)-системы сами по себе предполагаются 1(1), но такое предположение не является 
необходимым для разработки теории коинтеграции. Этому вопросу придается особая 
роль, например в [Liitkepohl. 1993, рр. 352-353] и [Johansen, 1995, Chapter 3].
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Разложение Бевериджа — Нельсона

Для 1(1)-системы, связанным с которой 1(0)-процессом с нулевым сред­
ним является щ , удовлетворяющий (10.1.1)-(10.1.4), легко получить раз­
ложение Бевериджа — Нельсона (BN). Вспомним из параграфа 9.2, что 
одномерное BN-разложение основано на переписывании МА-фильтра как 
(9.2.5) на с. 600. Очевидная многомерная версия этого имеет вид:

ОС
Ф(1) = Ф(1) + (1-Д)а(£), а(Ь) =
( n x n )  ( n x n )  ( п Х п )  j = Q

CXj = -(Ф я -1 + Ф +̂2 + •••)• (10.1.14)
(пхп)

Поэтому многомерный аналог (9.2.6) на с. 600 имеет вид:

щ = Ф(1)е4 + Vt -  Tjt-i, Vt = a ( L ) e t . (10.1.15)
( п х  1)

Поскольку Ф(Д) является 1-суммируемым, то a(L) абсолютно суммиру­
ем, и гр является ковариационно стационарным процессом. Подставляя 
это в (10.1.11). мы получаем многомерную версию ВN-разложения:

Vt = <5 • t + Ф(1)(в1 + е2 + ••• + £<) + Vt + (у0 -  щ). (10.1.16)
Как и в одномерном случае, 1(1)-система у* раскладывается на линейный
тренд 5 ■ t, стохастический тренд Ф(1)(е] +ег Н----- l-e*), стационарную
компоненту гр и начальное условие уо — Vo- По построению щ  является 
случайной величиной. Поэтому, если уо не полностью коррелировано 
с rjo, начальное условие будет случайным.
Пример 10.2 (продолжение): Для двумерной 1(1)-системы в приме­
ре 10.2 матричная версия a(L) равна —Фь так что стационарная компо­
нента гр в BN-разложении имеет вид:

Vt =
= И — 7-2/ 

О (10.1.17)

(Вам нетрудно будет проверить это исходя из матричной версии (9.2.5).) 
Двумерный стохастический тренд записывается как

Ф(1)(£1 + е 2 +  ••• +  £/) 0 7 Г £ * = 1  =1-1 7 • £ . s = l
0 1 X s = l  = 2я . £ s = l  .

(10.1.18)

Таким образом, двумерный стохастический тренд приводится в движение 
одним общим стохастическим трендом, X!s=i -2.«- Это пРимеР представ­
ления «общих трендов» в [Stock and Watson, 1993] (см. контрольный 
вопрос 2 ниже).
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Определение коинтеграции

1(1)-система у? не является стационарной, поскольку содержит стоха­
стический тренд Ф(1) • (£i + £-2 + ••• + £<), и, если < 5 ^ 0 , содержит 
детерминированный тренд д ■ t. Детерминированные и стохастические 
тренды, однако, могут исчезать, если мы берем подходящую линейную 
комбинацию элементов y t. Для осуществления этой идеи1 умножим обе 
стороны BN-разложения (10.1.16) на некоторый подходящий вектор а, 
чтобы получить:

a'yt — а'6 • t + а 'Ф (1)(£i + £ 2  +  - • • + £*)-Ьа'ту + а!{уо — уо). (10.1.19) 

Если а удовлетворяет условию

а 'Ф (1 )=  0' . (10.1.20)
(1 хп)

то стохастический тренд удаляется и a'yt принимает вид:

a’y t = а’8 ■ t + a!7}i + а'(у0 -  щ). (10.1.21)

Строго говоря, этот процесс не является стационарным относительно 
тренда, поскольку начальное условие а'(уо — щ) может коррелировать 
с последующими значениями а'гу (см. контрольный вопрос 3 ниже в ка­
честве иллюстрации). Процесс будет стационарным относительно тренда, 
если, например, начальное значение уо будет таково, что а'(уо — щ)  =  0.

Теперь мы готовы определить коинтеграцию2.

Определение 10.1 (коинтеграция): Пусть y t — n-мерная 1(1)-система. 
связанная с которой 1(())-система с нулевым средним щ  удовлетворяет 
(10.1.1)-(10.1.4). Мы говорим, что система yt является «коинтегриро- 
ванной». с n-мерным «коинтегрирующим вектором» а, если а ф О 
и a'yt можно сделать стационарным относительно тренда путем подхо­
дящего выбора его начального значения уо-

Определение коинтеграции, таким образом, хотя и продиктовано ло­
гической последовательностью, необязательно означает, что теория ко­
интеграции требует, чтобы начальное значение уо было выбрано так. 
как указано в определении. Процесс в (10.1.21) не является стационар­
ным, поскольку yt и щ  коррелированы. Однако, так как гу — a(L)et 
и a (L ) абсолютно суммируем, гу и щ  будут становиться асимптотически 
независимыми при росте t. В этом смысле процесс (10.1.21) является

'Идея изначально была предложена в: (Granger, 1981]. См. также: [Aoki, 1968] и [Box 
and Tiao. 1977].

“’Наше определение то же самое, что и Definition 3.4 в [Johansen, 1995].
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«асимптотически стационарным», и асимптотическая стационарность — 
это все, что нужно для оценивания и получения статистических выводов 
для коинтегрированных 1(1)-систем*.

С определенной таким образом коинтеграцией мы можем определить 
следующие связанные понятия:

• (Ранг коинтеграции.) Ранг коинтеграции (cointegrating rank) — 
это число линейно независимых коинтегрирующих векторов, а ко- 
интеграционное пространство (cointegrating space) — это про­
странство, натянутое на коинтегрирующие векторы. Как показы­
вает предшествующее обсуждение, п-мерный вектор а является 
коинтегрирующим вектором тогда и только тогда, когда выполняет­
ся (10.1.20). Поскольку если ранг коинтеграции равен /?., существу­
ет h таких линейно независимых векторов, то из этого вытекает, 
что

rank [Ф(1)] = /)  - /i. (10.1.22)
(пхп)

Иными словами, ранг коинтеграции h равен п — гапк[Ф(1)].

• (Коинтеграции внутри подмножеств y t .) По крайней мере один 
из элементов коинтегрирующего вектора ненулевой. Предположим, 
без п о т е р и  общности, что первый элемент коинтегрирующего век­
т о р а  о т л и ч е н  от нуля. Тогда мы говорим, что y lt (первый элемент 
y f) коинтегрирован с (cointegrated with) уц  (оставшиеся п — 1 
э л е м е н т о в  у,), и л и  что у и является частью коинтеграционного 
соотношения (part of a cointegrating relationship). Мы можем 
т а к ж е  о п р е д е л и т ь  коинтеграцию для подмножества yt. Например, 
п — 1 п е р е м е н н ы х  в у_>/ некоинтегрированы, если не существует 
(п — 1 ) - м е р н о г о  вектора Ь ф 0, такого что (10.1.20) выполняется 
с а' = (0,6'). Следовательно, уы некоинтегрированы тогда и толь­
к о  т о г д а ,  к о г д а  последние 7) — 1 строк в Ф(1) являются линейно 
н е з а в и с и м ы м и .

• (Стохастическая коинтеграции.) Заметим, что детерминированный 
тренд а'8 ■ t не удаляется из а'у /, если только коинтегрирующий 
вектор не удовлетворяет соотношению:

а'8 = 0. (10.1.23)

Во многих приложениях коинтегрирующий вектор удаляет и сто­
хастический, и детерминированный тренды в (10.1.19). То есть

'Различие между стационарностью и асимптотической стационарностью обсуждается 
в [Lutkepohl, 1993. рр. 348-349].
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вектор а, который удовлетворяет (10.1.20), обязательно удовлетво­
ряет (10.1.23). так что o!yt, который можно теперь записать как

a'yi = а'щ + а'(у0 -  (10.1.24)

является стационарным (не только стационарным относительно трен­
да) для подходящего выбора уо. Из этого следует, что 8  является 
линейной комбинацией столбцов Ф(1), так что

rank 5̂ : Ф(1)] = п ~ h. (10.1.25)
(пх(п + 1))

Если не указано обратное, мы будем предполагать, что (10.1.25), 
так же как и (10.1.22), выполняются, когда ранг коинтеграции ра­
вен h. Если мы хотим описать случай, когда коинтегрирующий век­
тор удаляет стохастический тренд, но необязательно удаляет детер­
минированный тренд, то будем использовать термин «стохастичес­
кая коинтеграция» (stochastic cointegration). Конечно, если у, 
не содержит детерминированный тренд (то есть если 8  = 0), то 
отличия между коинтеграцией и стохастической коинтеграцией нет.

Пример 10.2 (продолжение): В двумерной 1(1)-системе (10.1.12) в при­
мере 10.2 матрица Ф(1) задается в (10.1.8), поэтому

<5j 0  7

62 0 1

Ранг Ф(1) равен 1, так что ранг коинтеграции равен 1 (= 2 -  1). Все 
коинтегрирующие векторы можно записать как {с,—су)', сф 0. Предпо­
ложение о том, что коинтегрирующий вектор также удаляет детермини­
рованный тренд, можно записать как cd'i —суд? = 0, или <5i = уб?, из чего
следует, что ранг матрицы [5 : Ф( 1)], указанной выше, равен единице.

Из определения коинтеграции вытекает довольно много следствий 
в отношении 1(1)-систем. Например:

• (h < п.) Для н-мерной 1(1)-системы ранг коинтеграции не может 
быть равным п. Если бы он был равным п. то тогда бы гапк[Ф(1)] = 0 
и Ф(1) была бы матрицей из нулей, что исключено требовани­
ем (10.1.4). •

• (Следствие положительной определенности долговременной диспер­
сии Ayf.) Долгосрочная ковариационная матрица Дyt задается как 
Ф(1)ПФ(1)/ (см. (10.1.5)), которая положительно определена то­
гда и только тогда, когда Ф(1) невырождена. Следовательно, yt
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некоинтегрирован тогда и только тогда, когда долговременная ко­
вариационная матрица Дуг положительно определена1. Поскольку 
долговременная дисперсия каждого элемента A y t положительна, 
если долговременная ковариационная матрица Дуг положительно 
определена, то из этого следует, что каждая компонента y t сама 
по себе является 1(1) (то есть является одномерным 1(^-процес­
сом), если y( некоинтегрирован. То же самое верно для подмно­
жества yt. Например, рассмотрим у2 г, последние п — 1 компонент 
в yf. Долгосрочная ковариационная матрица Ay2t задается как 
Ф2(1)ЮФ2(1)', где Ф2(1) — последние п — 1 строк в Ф(1). Она 
положительно определена тогда и только тогда, когда строки Ф2(1) 
линейно независимы или y 2t некоинтегрирован. В частности, каж­
дая компонента у2г сама по себе является 1(1), если у2г некоинте­
грирован.

• Предположим, что y\t коинтегрирован с у2/. Тогда у2( некоинте­
грирован, если h =  1, и коинтегрирован, если h > I. Причина 
заключается в следующем. Из коинтеграции уи с у2г следует то, 
что существует коинтегрирующий вектор, (назовем его a i), первый 
элемент которого ненулевой. Если h =  1, то не должно суще­
ствовать (г? — 1)-мерного вектора b Ф 0. такого что а'2 = (0. У) 
являлся бы коинтегрирующим вектором, поскольку а\ и а 2 линейно 
независимы. Такой вектор а 2 можно найти, если h > 1.

• (VAR в первых разностях?) Если y t является стационарным в раз­
ностях (без сноса), возникает искушение моделировать его как ста­
ционарную VAR конечного порядка Ф(А)Д(/, = et, где Ф(L) — мат­
ричный полином степени р, такой что все корни |Ф(а)! =  0 лежат 
вне единичного круга. Но тогда y t не может быть коинтегрирован- 
ным. Причина заключается в следующем. Если полином Ф(L) удо­
влетворяет условию стационарности, то последовательность матриц 
коэффициентов {Ф;} обратного полинома Ф(L) = Ф(А)"-1 огра­
ничена геометрически убывающей последовательностью (см. пара­
граф 6.3). Поэтому Ф(А) является 1-суммируемым, и Ay t = Ф (L)et 
является VMA-процессом, удовлетворяющим (10.1.2) и (10.1.3). 
Кроме того,

|ф(1)| = |Ф (1)-'| = |Ф (1)Г1 ф о.
Поэтому Ф(1) невырождена и долговременная ковариационная мат­
рица положительно определена.

'Эта эквивалентность специфична для линейных процессов. В общем случае поло­
жительная определенность долговременной ковариационной матрицы Ду, достаточна, 
но не всегда необходима, для того чтобы y t не был коинтегрирован. См.: [Phillips, 1986, 
р. 321].
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Контрольные вопросы

1. Пусть (yit,y-2t) будет как в примере 10.2 с -у — 0. Покажите, что {уи + 
y2t} является 1(1). Указание: Вы должны показать, что долговременная 
дисперсия {Аун +  Д у 2 ; }  положительна.

2. (Представление общих трендов в [Stock and Watson, 1988].) Пусть wt = 
£\ + £'2 + ■ ■ ■ f £t, так что BN-разложение имеет вид:

Результат из линейной алгебры утверждает, что

если С  является n х п матрицей ранга п -  /г, то существует м х ?? невырож­
денная матрица G и n х (n -  h) матрица F  полного ранга, такая что

Покажите, что перманентную компоненту Ф(1)иу можно записать как Frt, 
где F — n x ( n - h )  матрица полного ранга по столбцам, и т, -  ( n - h ) - мерное 
случайное блуждание с положительно определенной Var(Arf). Указание: 
Ф(1)гщ = '&(l)GG~lWi. Пусть т/ является первыми n — h элементами 
в G~xwt. Это представление делает понятным, что 1(1)-система с рангом 
коинтеграции h имеет n -- h общих стохастических трендов.

3. (о'у/ не вполне стационарный.) Чтобы показать, что процесс в (10.1.21) 
не вполне стационарный, рассмотрим простой случай, где ту = еу -  е,-ь  
6 = 042/0 = 0. Проверьте, что

где П = Var(e). Проверьте, что {a'yt} является стационарным для t = 
= 2.3......

4. (Что, если некоторые элементы стационарные?) Пусть yt является 1(1)-си- 
стемой, и предположим, что первый элемент yt является стационарным. 
Покажите, что в этом случае ранг коинтеграции как минимум равен 1.

5. (Матрица коинтегрирующих векторов.) Предположим, что ранг коинтегра­
ции «-мерной 1(1)-системы yt равен /?, и пусть А является n х h матрицей, 
содержащей h линейно независимых коинтегрирующих векторов. Пусть F 
является любой h х h невырожденной матрицей. Покажите, что столбцы 
AF  есть h линейно независимых коинтегрирующих векторов. Указание: 
Умножение на невырожденную матрицу не изменяет ранга.

y t = S - t  +  Ф(1)ш, + ip + (у0 -  17о)•

С G(пхп)(пу п) F
(nx(n~/t))

о
( и х  h )

2 П для t = 0.
Cov(i7,,i7o) = - О для t = 1 . , Var(a'yf) =

О для t > 1.

О для t — 0.
(Sa'fta для t = 1,
Aa'fla для t > 1.
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10.2. Альтернативные представления 
коинтегрированных систем

В дополнение к представлению общих трендов (см. контрольный вопрос 2 
в предыдущей главе) существуют три других полезных представления 
коинтегрированных векторных 1(1)-процессов: треугольное представле­
ние Филлипса [Phillips, 1991]), VAR-представление и VECM (векторная 
модель коррекции ошибок, vector error-correction model) в [Davidson et 
al., 1978]. Эти представления вводятся в данном параграфе.

Треугольная система Филлипса

Это представление удобно для оценивания коинтегрирующих векторов. 
Представление обоснованно для любого ранга коинтеграции, но мы изна­
чально предположим, что ранг коинтеграции h равен 1. Пусть а является 
коинтегрирующим вектором, и предположим, без потери общности, что 
первый элемент в а ненулевой (если он равен нулю, то можно изменить 
порядок переменных в системе, так что первый элемент после переупо- 
рядочивания будет ненулевым). Разобьем yt следующим образом:

Vt(?!Х 1)
У и 
УЧ1

.((n-l)Xl).
( 10.2. 1)

Таким образом, уц коинтегрирован с y-it- Поскольку коинтегрирующий 
вектор, умноженный на скаляр, также является коинтегрирующим век­
тором. мы можем нормализовать коинтегрирующий вектор а так, чтобы 
его первый элемент был равен единице:

«1
а = И 2

а„

1
-7.(( /I - 1 ) X 1

( 10. 2. 2)

Мы видели в предыдущем параграфе, что если коинтегрирующий век­
тор а удаляет не только стохастический тренд (то есть а'Ф(1) = 0'), но 
также и детерминированный тренд (то есть а'5 = 0), то тогда a'yt можно 
записать как (10.1.24). Полагая а в (10.1.24) равным коинтегрирующему 
вектору (10.2.2), мы получаем:

Уи = ly-it + 7* + У- (10.2.3)
где

z* =  // =  (1 . - 7 ,)(2/о -  т?о). (10.2.4)
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Поскольку rft совместно стационарный, z* является стационарным. Это 
уравнение, где значения z(* рассматриваются как ошибки, a р как кон­
станта, называют коинтегрирующей регрессией (cointegrating regres­
sion). Ее регрессионные коэффициенты 7 , связывающие перманентную 
компоненту в уи с перманентными компонентами, входящими в ух, 
можно интерпретировать как описывающие долговременное соотноше­
ние между y\t и y-2t■ Коинтегрирующий вектор будет иметь компоненту 
тренда а'8  • t. в качестве дополнительного регрессора, если коинтегриру­
ющий вектор не удаляет детерминированный тренд в a'yt. Треугольное 
представление (triangular representation) — это система из п уравне­
ний, состоящая из коинтегрирующей регрессии и последних п — 1 строк 
в (10.1.9):

Дуг/ = 8 2 + u-2t = 8 2 + Ф2(L) е, . (10.2.5)
Ц л -1 )х 1 )  ( (н -1 )х п )  (пх I)

где 8 2 и U2t — последние п — 1 элементов в n-мерном векторе 8  и ut соот­
ветственно, а Ф2{L) — последние п — 1 строк в Ф(L) в VMA-представле- 
нии (10.1.10). Как было отмечено в предыдущем параграфе, следствием 
предположения о том, что h. = 1, является то, что y2f некоинтегрирован 
(он был бы коинтегрированным, если бы h > 1). В частности, каждый 
элемент у-2? является 1(1).

Рассмотрим общий случай, когда ранг коинтеграции h необязательно 
равен 1. Изменяя порядок элементов в yt, если это необходимо, можно 
(см., например: [Hamilton, 1994. рр. 576-577] выбрать h линейно неза­
висимых коинтегрирующих векторов, a i,a 2, __а/,., таких что

А
( rixh)

[®1 ' ' ’ ®/i] —
Г 1(ftx/г)

-Г
.( (п— /г) х Л)_

Разобьем у/, соответственно, как

Vt(/1X1)

У и
(/ ixl)

У ‘21
((п —Л) х 1)

( 10.2.6)

(10.2.7)

Умножая обе стороны BN-разложения (10.1.16) слева на матрицу А' 
и замечая, что А'Ф(1) = 0 (поскольку столбцы в А  являются коинте- 
грирующими векторами), А '8  = 0 (если эти коинтегрирующие векторы 
также удаляют детерминированный тренд) и A 'yt = уи — Г'г/2/. мы 
получим следующие h коинтегрирующих регрессий:

У  и  =  г '  у  2 , +  у  +  z ;  . (10.2.8)
(ЙХ1) ( Л х ( л —/j)) ( ( „ _ / , ) х  1) (Йх1)  (/, X 1)
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где ц  = А'(уо — г)о) и z* = A'rj. Поскольку vt совместно стационарный, 
это выполняется и для z\. Треугольное представление — это эти h ко- 
интегрирующих регрессий, дополненные оставшейся частью VMA-пред- 
ставления:

A j / 2 t  —  S2 +  U2t. =  62 +  Ф г ( £ )  £i ■ ( 1 0 . 2 . 9 )
( ( n - h ) x  1) ( ( n - / i ) x l )  ( ( n - f t ) x l )  ( ( n - h ) x  1) ( ( n - f t ) x n )  (пх 1)

Здесь Ф2 (L) — это последние n — h строк в Ф(L) в VMA-представлении 
(10.1.10). Легко показать (контрольный вопрос 1), что j/9f некоинтегри- 
рован.

Чтобы проиллюстрировать треугольное представление и то, как его 
можно получить из VMA-представления, рассмотрим:
Пример 10.3 (из VMA в треугольное): В двумерной системе (10.1.12) 
примера 10.2 ранг коинтеграции равен 1. Коинтегрирующий вектор, пер­
вый элемент которого равен единице, имеет вид: (1.—7)'. Так что z* и /у 
в (10.2.3) имеют вид:

z *  =  (1, —l)Vt =£\t- It-it,

/л =  (1. - 7 X 2 /0  -  V o )  =  (2/1.0 -  72/2.о ) -  (=1 .0  -  7=2.0), (10.2.10)

и треугольное представление имеет вид:

{уи  =/'.  +  7</2< +  (£u-7=2f), (10.2.11)
1 А 2/21 = <̂2 + =2/ •

VAR и коинтеграция

В стационарном случае мы нашли полезным и удобным моделировать 
векторный процесс как VAR конечного порядка. Хотя, как видно выше, 
коинтегрированную 1(1)-систему нельзя представить в виде VAR в раз­
ностях конечного порядка, некоторые коинтегрированные системы могут 
допускать представление VAR конечного порядка в уровнях. Поэтому 
предположим, что коинтегрированную 1(1)-систему у? можно записать 
как

у, = а  + 6 - t + Sc Ф(L)Zt = £t
( « X  1)

Ф(Ь).= 1п - Ф , 1 - Ф 21 2 ---------Ф}>Lp. (10.2.12)
(/1 X /I)

Для дальнейшего использования мы удаляем отсюда 4, получая

y t = а* + 6* ■ t + Ф1У/-1 + Ф22/(-2 + • • • + ФрУ;-р + £>■ (10.2.13)
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где

а* =  ($ ! +2Ф з +  ■■■ + рФР)3 + Ф(1)а. S* =  Ф(1)<5. (10.2.14)
(Л X 1) (nxl)

Как мы узнаем, что эта VAR в уровнях конечного порядка является коин- 
тегрированной 1(1)-системой? Очевидный способ узнать это — получить 
VMA-представление, Д& = 4f(L)et из VAR-представления, Ф(L)£t =  
и посмотреть, удовлетворяет ли Ф (L) определению коинтегрированной 
системы. Получить его несколько сложнее, поскольку VMA-представле­
ние дается в первых разностях, но это можно сделать довольно легко 
следующим образом. Беря первую разность от обеих частей Ф(L)£t = et 
и замечая, что Д =  1 -  L и (1 -  Ь)Ф(Ь) = Ф(А)(1 — L ), мы получаем:

Ф(Ь)&& = (1 -  L)et . (10.2.15)

Подставляя Д £г =  Ф (L)et в это уравнение, получаем:

Ф Щ Ф Щ е1 = (1 -  L)et. (10.2.16)

Это уравнение должно выполняться для любой реализации в/, так что

ФЩФ{Ь) = { 1 - Ь ) 1 п. (10.2.17)

Последнее уравнение можно решить относительно Ф (£), умножая обе 
части слева на Ф (А)"1, обращение Ф(А)1. Это дает: Ф (L) =  Ф(А)_1(1 — 
L). Вопрос заключается в том, при каких условиях на Ф(А) эта последо­
вательность Ф (1) 1 -суммируема и гнпк[Ф(1)] =  п — //?

Мы можем легко вывести необходимое условие. Полагая L  — 1 в ра­
венстве (10.2.17), получаем

Ф(1)Ф(1) =  0 . (10.2.18)
{пхп} (пх/0 (”Х?г)

Поскольку ранг Ф(1) равен п — h,  когда ранг коинтеграции &  равен />, 
ранг Ф(1) не больше, чем h.  Как показано ниже, этот ранг фактически 
равен h. Для формулирования необходимого и достаточного условия 
пусть U (L ) и V ( L )  — п х  п матричные лаговые полиномы, все кор­
ни которых лежат вне единичного круга, и пусть M( L)  — матричный 
полином, имеющий вид:

М{Ь)  =
(1 -  Ь)1п-ь 

О
{hx{n- h) )

((»
О

-h)xh)
h

(10.2.19)

‘Обращение существует, поскольку Фо = /„ невырождена; см. параграф 6.3. Поскольку 
мы не предполагаем выполненным условие стационарности Ф(L), обратный фильтр 
может не быть абсолютно суммируемым.
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То есть первые п — h диагональных элементов диагональной матрицы 
M(L)  равны (1 — L), а остальные h диагональных элементов равны еди­
нице. Необходимое и достаточное условие для того, чтобы VAR-процесс 
конечного порядка {£t}, следующий Ф(L)£t =  ви был коинтегрированной 
1(1)-системой ранга Л, состоит в том, что Ф(L) можно факторизовать 
как Ф(L) = U( L)M(L) V( L )1. Следовательно, все корни |Ф(г)| =  0 
лежат на или за пределами единичной окружности, и все те, которые 
находятся на единичной окружности, являются единичными корнями 
(z =  1). То го , что Ф(Д) имеет n — h единичных корней, а остальные корни 
лежат за пределами единичной окружности, недостаточно; см. пример 
в контрольном вопросе 4, где Ф(г) имеет два единичных корня и один 
корень вне единичной окружности, однако эта система не 1(1). п — h 
единичных корней должны быть расположены в системе особым образом, 
указываемым разложением Ф(г) =  U(z)M(z)V(z) .

Полагая z = I в этой факторизации, мы получаем Ф(1) =  t / ( l )M ( l)x  
х V (l). Поскольку все корни U(z)  и V(z)  лежат за пределами единичной 
окружности, U(  1) и V (l) невырождены, и ранг Ф(1) равен рангу М ( 1), 
который равен h. То есть

гапк[Ф(1)] =  Л. (10.2.20)

Тогда из основ линейной алгебры следует, что существуют две п х h 
матрицы полного столбцового ранга, В  и А, такие что

Ф (1)=  В  А ' .  (10.2.21)
(пхп)  (nxh)  (hxn)

Это иногда называют условием пониженного ранга (reduced rank con­
dition). Выбор В  и А не единственный; если F  — h х h невырожденная 
матрица, то B (F ' ) "1 и A F  вместо В  я А  также удовлетворяют (10.2.21). 
Подставляя (10.2.21) в (10.2.18), мы получаем ВА'Ф(1) =  0. Посколь­
ку В  имеет полный столбцовый ранг, из этого уравнения следует, что 
А'Ф(1) =  0. Поэтому столбцы гг х h матрицы А являются коинтегриру- 
ющими векторами.

Векторная модель коррекции ошибок (VECM)

Для одномерного случая мы получили расширенную авторегрессию (9.4.3) 
на с. 621 из AR-уравнения. Ту же самую идею можно применить здесь 
к VAR. Это вопрос простой алгебры — показать, что VAR-представление 
Ф(L)£f = et в (10.2.12) можно эквивалентно записать как

£г = p£t- 1 + С1Д& - 1  + С2Д& - 2  + • • • + Cp-i + £f. (10.2.22)

'Этот результат является следствием леммы Сэма Ю, цитированной в: [Engle and 
Yoo, 1991]. Доступное изложение есть в: [Watson, 1994, рр. 2870-2873].
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где

р  =  Ф ]  +  Ф 2 +  • • • +  Ф р, ( 1 0 . 2 . 2 3 )
(пхп)

Cs =  - ( $ .s + l  +  Фв+2 --------1- фр) ДЛЯ S =  1 . 2 ,  1.
( п х п )

( 1 0 . 2 . 2 4 )

В ы ч и т а я  £ t_ i  и з  о б е и х  ч а с т е й  ( 1 0 . 2 . 2 2 )  и з а м е ч а я ,  что  р -  1п =  - ( / „  -  
_  Ф 1 _  Ф 2 _  . . .  _  ф р ) =  —Ф (1), мы м о ж е м  п е р е п и с а т ь  ( 1 0 . 2 . 2 2 )  как

Д &  =  —Ф ( 1 )^г- 1  +  Ci Д & - 1  +  С 2 Д & -2  + - - - - Ь Cp - i ^ C i - p+ i +  £t =

=  +  Ci 1 +  С 2 Д & -2  +  • • • +  C p -i A £ t - p + i  +  £ f-
( 1 0 . 2 . 2 5 )

И с п о л ь з у я  с о о т н о ш е н и е  y t =  a  +  <5 • t +  е г о  м о ж н о  п е р е в е с т и  в у р а в ­
н е н и е  д л я  y t :

&Vt — а* +  S* ■ t — Ф(1 ) y t_i +

+  C i A t / i - i  +  • • • +  C p - i  Д у / - р - н  +  =  ( 1 0 . 2 . 2 6 )

=  a *  +  6 * - t -  В  z t—i +
('fX/l)(/iXl)

+  C i A y i - 1  +  • • • +  C p - l A y i - p + i  +  £ f- ( 1 0 . 2 . 2 7 )

г д е  a *  и <5* в ы р а ж а ю т с я  как  в ( 1 0 . 2 . 1 4 ) ,  а з а д а е т с я  как

г* =  A' y t . ( 1 0 . 2 . 2 8 )
(Лх1) (/'Х»)(„х1)

П о с к о л ь к у ,  к а к  б ы л о  о т м е ч е н о  в ы ш е,  »  х  h м а т р и ц а  А  с о д е р ж и т  h к о и н -  

т е г р и р у ю щ и х  в е к т о р о в ,  zt  я в л я е т с я  с т а ц и о н а р н ы м  о т н о с и т е л ь н о  т р е н д а  

( с  п о д х о д я щ и м  в ы б о р о м  н а ч а л ь н о г о  з н а ч е н и я  у 0) ]. Э т о  п р е д с т а в л е н и е  

н а з ы в а е т с я  векторной моделью коррекции ошибок (VECM) (vector 
error-correction model), и л и  представлением в форме коррекции оши­
бок (error-correction representation). Е с л и  бы  в V E C M  н е  б ы л о  с л а г а ­

е м о г о  т о  п р о ц е с с ,  в ы р а ж е н н ы й  к а к  V A R  в п е р в ы х  р а з н о с т я х ,

'На тот случай, если вы задаетесь вопросом, почему уо годится. Действительно, вы 
можете решить (10.2.27) относительно Zt как

2,_j -  (В 1 В ) "1 В'[а* ■+■ 6’ ■ I -  Ду, +  CiA’J/i-i + --------Ь Cp-iAy(- ()| 1 -  £ > } ■

Поэтому вы можете подумать, что z f является стационарным относительно тренда 
вне зависимости от выбора уо- Строго говоря, это не так, поскольку, в отличие 
от VMA-представления, Д у( в VAR/VECM-представлении не определен для t =
= - 1 . - 2 .......Сделать Ду, (/ = 1.2___ ) стационарным можно только при разумном
выборе у0. Этот вопрос упоминается в: [Johansen, 1995, Theorem 4.2].
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не был бы коинтегрированным. VECM вмещает в себя h коинтегрирую- 
щих соотношений путем включения h линейных комбинаций уровней 
переменных. Если в коинтегрирующих соотношениях нет временного 
тренда, то есть если А '8  = О, то 8* = Ф(1)<5 = В А ' 8  = 0. Поэтому VAR- 
и VECM-представления не включают временной тренд, за исключением 
возможного существования временных трендов в элементах у*.

То, что один и тот же 1(1)-процесс имеет VMA-, VAR- и VECM-пред- 
ставления, известно как Теорема Грейнджера о представлении  (Granger 
Representation Theorem).

Пример 10.4 (из VMA в VAR/VECM): В предыдущем примере мы вы­
вели треугольное представление из VMA-представления (10.1.12). В этом 
примере мы выведем VAR и VECM-представления из того же самого 
VMA-представления. Для Ф(Д) в (10.1.12) легко проверить, что (10.2.17) 
выполняется с

ФЩ  = 12 - Ф 1Ь, Ф1
о у 
0 1 (10.2.29)

Поэтому VMA можно представить как VAR конечного порядка. Для этой 
VAR мы имеем:

Ф(1) = / 2 - Ф ,
1 —7
0 0 (10.2.30)

что можно записать как ( 1 0 .2 .2 1 ) с

В  = 1
О А  = 1

-1 (например). (10.2.31)

Из (10.2.27) и (10.2.28) вытекает, что VECM для такого выбора В  и А  
имеет вид:

Дук '"У̂2 (М — л/ 0*2
Ду2«. Й2 + <$1 — -)8->

О t - Zi-i + £t.
z t = А 1 у, = у п 1У и ■ (10.2.32)

Детерминированный тренд исчезает, если =  7 ^2 , то есть если коинте- 
грирующий вектор также удаляет детерминированный тренд.

M L-процедура Йохансена

В заключение этого параграфа, введя VECM-представление, мы даем 
основные положения предложенной в [Johansen, 1988] методики оцени­
вания коинтегрированных систем методом максимального правдоподобия 
(ML). Вернемся к VAR-представлению (10.2.13). Для простоты будем 
считать, что в коинтегрирующих соотношениях тренд отсутствует, так
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ч т о  6 * =  О1. В  п а р а г р а ф е  8 . 7  м ы  р а с с м а т р и в а л и  у с л о в н о е  M L - о ц е н и -  

в а н и е  V A R  ( у с л о в н о е  н а  н а ч а л ь н ы е  з н а ч е н и я  у ) .  Е с л и  в е к т о р  о ш и б о к  

St я в л я е т с я  с о в м е с т н о  н о р м а л ь н ы м  N ( 0 . f t)  и е с л и  у  н а с  е с т ь  в ы б о р к а  

и з  Т  +  р  н а б л ю д е н и й  ( у _ р + ь у - , , + 2 ____ _ут ) ,  т о г д а  ( с р е д н е е )  л о г а р и ф м и ­

ч е с к о е  п р а в д о п о д о б и е  д л я  ( t / j ____ -ут)< у с л о в н о е  н а  н а ч а л ь н ы е  з н а ч е н и я

(У -р+ ь  У--р+2 - • • • - У о ) ,  з а д а е т с я  к а к

Q H 0 )  =  - 1 1 о ё (2тг) +  ^  l o g ( | Г Г 1 1) -  ^  { (г / ,  -  П ж, ) ' Г Г 1 (у<  -  П'ж,) } .

, _ 1  ( 1 0 . 2 . 3 3 )

г д е  п  я в л я е т с я  р а з м е р н о с т ь ю  с и с т е м ы  ( н е  о б ъ е м о м  в ы б о р к и ) ,  в  =  ( П ,  f t )  и

П '  = а*
( nx l )

ф, ф2
( П Х П )  (7/Х7?)

П у с т ь

• Ж,
( ( l +np) x l )

1

y t - 1
У 1-2

Vt-v.

Со =-Ф(1) = - [ / и-(Ф ,+ ---  + Ф„)].
(п х п)

( 1 0 . 2 . 3 4 )

( 1 0 . 2 . 3 5 )

Т о г д а  у с л о в и е  п о н и ж е н н о г о  р а н г а  с о с т о и т  в т о м ,  ч т о  Со =  - В А ' ,  и V E C M

( 1 0 . 2 . 2 6 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  к а к

А у *  — а* + C o m - 1 +  C i A y <  i +  • • • +  Cp-i^Vt-pPi  +  £«• ( 1 0 . 2 . 3 6 )

У р а в н е н и я  ( 1 0 . 2 . 3 6 )  и ( 1 0 . 2 . 2 4 )  д а ю т  в з а и м н о  о д н о з н а ч н о е  о т о б р а ж е н и е  

м е ж д у  ( Ф 1 ........... Ф р) и ( С о - — С р - 0 -  Т а к и м  о б р а з о м ,  т о  ж е  с а м о е  с р е д ­

н е е  л о г а р и ф м и ч е с к о е  п р а в д о п о д о б и е  Q r ( 6 ) м о ж н о  з а п и с а т ь  в т е р м и н а х  

п а р а м е т р о в  V E C M  к а к

- | l o g ( 2 7 r )  +  ^ l o g f l f i  *1) ~  g f

( 1 0 . 2 . 3 7 )

П' = a *
(nx l) Co Ci *** Cp—1(«X») (HX«) {nxn) Xf

((l-i-np)xl)

1

yt-\
Ay,_i

Ay<-p-i
( 1 0 . 2 . 3 8 )

’В качестве подробного рассмотрения временного тренда в VECM см.: [Johansen, 
1995, Sections 5.7 and 6.2].
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10.2. Альтернативные представления коинтегрированных систем

M L-оценка параметров VECM представляет набор (а* . Со........С р-ь^ )>
который максимизирует эту целевую функцию при ограничениях, связан­
ных с пониженным рангом и состоящих в том, что Со =  —В  А '  для неко­
торых п х h матриц полного ранга А  и В .  Это ограничение вмещает 
h коинтегрирующих соотношений в 1(1)-системе. Очевидно, что макси­
мизированное логарифмическое правдоподобие тем больше, чем больше 
предполагаемый ранг коинтеграции. Таким образом, мы можем исполь­
зовать статистику отношения правдоподобий для тестирования нулевой 
гипотезы h — ho против альтернативной гипотезы о более высоком ран­
ге коинтеграции. В отличие от случая стационарной VAR предельное 
распределение этой статистики отношения правдоподобий нестандартно. 
При определенном таким образом ранге коинтеграции h можно получить 
M L-оценку для h коинтегрирующих векторов как оценку для А .  Отно­
сительно подробного изложения этой процедуры см.: [Hamilton, 1994, 
Chapter 20], а также [Johansen. 1995, Chapter 6 ].

Контрольные вопросы

1. (Вектор ошибок в треугольном представлении.) Рассмотрим вектор ошибок 
(z* .U 2i) в треугольном представлении (10.2.8) и (10.2.9). Его можно запи­
сать как

ZJ(Лх 1)
U-2t

( ( «  — Л ) х 1)

Здесь

Ф1(1) = ( / , - Г )  а (1 ) . (10.2.40)( /| X п) (ПУп)
где a(L ) из BN-разложения. а ФД1,) — это последние n -  h строк Ф(!)  
в VMA-представлении.

(a) Покажите, что Ф>(Е) имеет полный строковый ранг (то есть n -  h 
строк Фо( 1) линейно независимы). Указание: Предположим, вопреки 
утверждению, что существует (». -  /i)-мерный вектор Ъ •/ 0 , такой что 
Ь' Фа(1) = 0'. Покажите, что тогда (0' .Ь') был бы (n-мерным) коинтегри- 
рующим вектором, а ранг коинтеграции был бы не менее h + 1.

(b) Проверьте, что Ф *(L) абсолютно суммируем.
(c) Запишите Ф*(7) = Ф5 + Ф1L + ФS I2 + . . .  . Для двумерного процесса 

в примере 10.3 проверьте, что Фд не является диагональной матрицей. 
(Следовательно, даже если элементы е, некоррелированны, z* и u 2t 
могут быть коррелированными.)

2. (От треугольного представления к VMA.) В примере 10.3 начните с треуголь­
ного представления (10.2.11) и восстановите VMA-представление. Указание: 
Возьмите первую разность коинтегрирующей регрессии.

=  Ф*Ще,  s
ЩЩ

( I) У п )

ф 2 (1)(in-h)xn)
е,- (10.2.39)
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3. (Альтернативное разложение Ф(1).) Для двумерной системы в примере 10.4 
проверьте, что

В = (7,0)'. Д = (1/7. - 1)'
является альтернативным разложением Ф(1 ). Запишите VECM, соответству­
ющую этому выбору В  и А .

4. (Трехмерная VAR, являющаяся 1(2).) Рассмотрим трехмерную VAR, задан­
ную как

{ У н  = 2 ( / 1 . / _ 1  -  У и - 2  +  c u  (то есть A 2y u  = е и ) .

У М  = Р У 2 . 1 - 1  + ? 2 t  с \р\ < 1, и

У м  =  - : и -

Проверьте, что это 1(2)-система, записывая A 2y t как векторный процесс 
скользящего среднего. Запишите Ф(L) для этой системы и покажите, что 
Ф(д) имеет три корня, два из которых единичные, а один лежит за пределами 
единичной окружности.

10.3. Тестирование нулевой гипотезы  
об отсутствии коинтеграции

После того как мы ввели понятие коинтеграции, нам нужно разобраться 
с двумя проблемами. Первая — как определить ранг коинтеграции, а вто­
рая — как оценить коинтегрирующие векторы и делать статистические 
выводы на их основе. Первая проблема будет обсуждаться в текущем 
параграфе, а вторая будет темой следующего. Существует несколько 
процедур определения ранга коинтеграции. Среди них тест отношения 
правдоподобий Йохансена [Johansen, 1988]), полученный из процеду­
ры оценивания методом максимального правдоподобия VECM (кратко 
рассмотренной в конце предыдущего параграфа), и процедура общих 
трендов Стока и Ватсона [Stock and Watson, 1988]). Эти процедуры 
позволяют нам тестировать нулевую гипотезу h =  /щ, где /щ — неко­
торое произвольное число между 0 и /? — 1 . Мы не рассматриваем эти 
процедуры1. Здесь мы рассматриваем только простой тест, предложенный 
в [Engle and Granger, 1987] и обобщенный в [Phillips and Ouliaris. 1990]. 
В этом тесте нулевая гипотеза имеет вид: h =  0  (отсутствие коинтегра­
ции). а альтернативная — /; >  1 .

Ложные регрессии

Тест, предложенный Энглом и Грейнджером [Engle and Granger, 1987], 
основывается на OLS-оценивании регрессии

У и = /' + 7 'У21 + с,’. (10.3.1)

1 См.: [Maddala and Kim. 1998, Section 7] в качестве каталога доступных процедур.
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где уи — первый элемент yt, y^t — вектор остальных п ~~ 1 элементов, 
a z* — ошибка.

Эта регрессия была бы коинтегрирующей регрессией, если бы h = 1, 
и уи был частью коинтегрирующего соотношения. Однако при нулевой 
гипотезе h = 0 (отсутствие коинтеграции) эта регрессия не представляет 
коинтегрирующее соотношение. Пусть (Д,7 ) — OLS-оценки коэффици- 
ентов для (//.7 ). Оказывается, что 7 не дает состоятельных оценок 
для любых популяционных параметров в системе! Например, даже ес­
ли уи не связан с j/2t (в том смысле, что Ауц и Ay2s независимы 
для всех я,/), /- и F-статистики, ассоциированные с OLS-оценками, 
становятся произвольно большими при росте объема выборки, создавая 
ложное впечатление, что между уи и у<ц существует тесная связь. Этот 
феномен, называемый ложной регрессией (spurious regression), был 
впервые обнаружен в исследованиях методом Монте-Карло, представ­
ленных в [Granger and Newbold, 1974]. [Phillips, 1986] теоретически 
получил распределение на больших выборках статистик для ложных 
регрессий. Например, распределение /-значения, деленного на \/Т, схо­
дится к некоторому невырожденному распределению.

Тест на коинтеграцию, основанный на остатках

Тем не менее регрессия (10.3.1) предоставляет полезный метод тестиро­
вания нулевой гипотезы об отсутствии коинтеграции, поскольку OLS-остат- 
ки, у ц — f i—*?у2 и должны иметь стохастический тренд, если y t некоинте- 
грирован, и быть стационарными в противном случае. Энгл и Грейнджер 
[Engle and Granger, 1987] предложили применять для тестирования нуле­
вой гипотезы об отсутствии коинтеграции ADF /.-тест для остатков. Из- 
за использования остатков этот тест называется тестом на коинтегра­
цию, основанным на остатках (residual-based test for cointegration). 
Асимптотические распределения тестовой статистики для некоторых ве­
дущих тестов на единичный корень были получены теоретически, и (асимп­
тотические) критические значения для них были табулированы в [Phillips 
and Ouliaris, 1990] и [Hansen, 1992а].

В отличие от одномерных тестов на единичный корень эти асимп­
тотические распределения (и, следовательно, асимптотические крити­
ческие значения) зависят от размерности п системы. Это происходит 
потому, что остатки зависят от (£,7 ), которые, будучи оценками на ос­
нове данных, являются случайными величинами. Здесь мы указываем 
соответствующие асимптотические критические значения для случая, 
когда тестом на единичный корень, применяемым к остаткам, является 
ADF /-тест из утверждения 9.6 для авторегрессий без константы или вре­
мени. То есть ADF /-статистика является /-значением коэффициента при 
.Г/-1 в следующей расширенной авторегрессии, оцениваемой по остаткам:
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A x t = (р -  l )xt- i  + Ci -I------ Г CpAxt-p + ошибка, (10.3.2)

где xt здесь является остатком от регрессии (10.3.1). Включать кон­
станту в эту расширенную авторегрессию нет необходимости, поскольку 
при уже включенной в регрессию константе выборочное среднее остатков 
гарантированно равно нулю. Также нет необходимости включать время, 
поскольку переменные в регрессии (10.3.1) неявно или явно включают 
временные тренды (более подробно об этом см. ниже). Число датиро­
ванных изменений, />, должно возрастать к бесконечности с объемом 
выборки Т, но со скоростью более низкой, чем Г 1/3. Более точно1,

р ч э с .  но ^  0 при Т ос. (10.3.3)

Критические значения те же самые, если вместо ADF t используется тест 
Филлипса Zt (см. аналитическое упражнение 6 в предыдущей главе). 
Надо рассмотреть три случая.

1. E(Ay 2 t) = 0 и Е(Дуи) — 0, так что ни один элемент 1(1)-системы 
не имеет сноса. Соответствующие критические значения приведены 
в табл. 10.1(a), которая воспроизводит Table lib в [Phillips and 
Ouliaris, 1990]. Относительно формулирования условий на VMA-пред- 
ставление, при которых получено асимптотическое распределение, 
см.: [Hamilton, 1994, Proposition 19.4].

2. E(Ay 2 t) Ф 0 , но Е(Д//н) может быть, а может и не быть нулевым. 
Этот случай обсуждался в [Hansen, 1992а]. Пусть д(= п — 1) 
является количеством регрессоров помимо константы в регрессии 
(10.3.1). Некоторые из д регрессоров имеют снос. Поскольку ли­
нейные тренды из различных регрессоров можно скомбинировать 
в один2, регрессию (10.3.1) можно записать как регрессию уц 
на константу, д -  1 1( 1)-регрессоров без сноса и один 1( 1)-регрес- 
сор со сносом. Теперь, поскольку линейные тренды доминируют 
над стохастическими трендами (в смысле, точно указанном при 
обсуждении BN-разложения в предыдущей главе), 1(1)-регрессор 
с трендом ведет себя на больших выборках практически как время. 
Поэтому остатки получаются «асимптотически теми же самыми»,

’ См.: [ P h i l l ip s  and  O u l ia r i s .  1 9 9 0 ,  T h e o r e m  4 .2 ] .  Г л у б и н а  з а п а з д ы в а н и й  д о л ж н а  бы ть  

с л у ч а й н о й  в е л и ч и н о й ,  п о с к о л ь к у  он а  м о ж е т  з а в и с е т ь  от  д а н н ы х .  У сл о в и е  т о  ж е  с а м о е ,  
ч т о  и в о б о б щ е н и и  S a i d - - D i c k e y  т е с т а  A D F  в п р е д ы д у щ е й  главе (см .  п а р а г р а ф  9 .4 ) ,  
за  и с к л ю ч е н и е м  т о г о ,  ч т о  р з д е с ь  м о ж е т  бы ть  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н о й .

" Н а п р и м ер ,  п у ст ь  и — 3 ,  так что  е с т ь  д в а  р е г р е с с о р а .  у-ц и у-м< с к о э ф ф и ц и е н т а м и  

7 i  и у 2 с о о т в е т с т в е н н о .  Е с л и  6-г и бц я в л я ю т с я  с н о с а м и  в y>t и у& с о о т в е т с т в е н н о ,  
т о  л и н е й н ы е  т р е н д ы  в р е г р е с с и и  ( 1 0 . 3 . 1 )  равны  71Л У  и и и х  м о ж н о  о б ъ е д и н и т ь
в е д и н с т в е н н ы й  в р е м е н н о й  т р е н д  ( - y i ^  4- 72^3) /-

682



10.3. Т естирование нулевой гипотезы  об отсутствии  коинтеграции

ч т о  и о с т а т к и  о т  р е г р е с с и и  с  к о н с т а н т о й ,  у — 1 1 ( 1 ) - п е р е м е н н ы м и  

б е з  с н о с а  и в р е м е н и  к а к  р е г р е с с о р о в ,  в т о м  с м ы с л е ,  ч т о  п р е д е л ь н о е  

р а с п р е д е л е н и е  с т а т и с т и к и ,  о с н о в а н н о й  н а  о с т а т к а х  о т  п е р в о й  р е ­

г р е с с и и ,  т о  ж е  с а м о е ,  ч т о  и д л я  о с н о в а н н о й  на о с т а т к а х  о т  в т о р о й  

р е г р е с с и и .

Таблица 10.1

Критические значения для ADF f-статистики, примененной к остаткам

Оцененная регрессия у и  =  fi +  ~l'y-u

Количество регрессоров, 
исключая постоянную 1% 2,5% 5% 10%

(а) Регрессоры не имеют сноса
1 -3 ,96 -3,64 -3.37 -3 ,07
2 -4,31 -4 ,02 -3,77 -3,45
3 -4 ,73 -4 .37 -4,11 -3 ,83
4 -5 ,07  -4,71 -4.45 -4 ,16
5 -5 ,28 -4,98 -4,71 -4,43

(Ь) Некоторые регрессоры имеют снос
1 -3 ,96 -3.67 -3,41 -3,13
2 -4 ,36 -4,07 -3 ,80 -3,52
3 -4 ,65 -4 ,39 -4 ,16 -3,84
4 -5 ,04 -4,77 -4 .49 -4 ,20
5 -5,36 -5 ,02 -4,74 -4,46

Источник: Для панели (а) -  [Phillips and Ouliaris, 1990, Table Ifb[. Для панели 
(b) — первая строка из [Fuller, 1996, Table 10.A.2], остальные строки из [Phillips 
and Ouliaris, 1990, Table 11с].

К р и т и ч е с к и е  з н а ч е н и я  д л я  A D F  i - т е с т а .  о с н о в а н н ы е  н а  п о с л е д н е й  

р е г р е с с и и ,  п р и в е д е н ы  в T a b le  П с  в [ P h i l l i p s  a n d  O u l i a r i s ,  1 9 9 0 ] .  С л е ­

д о в а т е л ь н о ,  ч т о б ы  н а й т и  с о о т в е т с т в у ю щ е е  к р и т и ч е с к о е  з н а ч е н и е ,  

к о г д а  р е г р е с с и я  ( 1 0 , 3 . 1 )  в к л ю ч а е т  к о н с т а н т у  и у  р е г р е с с о р о в ,  н о  

н е  в к л ю ч а е т  в р е м я ,  о б р а т и т е с ь  к э т о й  т а б л и ц е  д л я  у — 1 р е г р е с с о р о в .  

Е с л и  р е г р е с с и я  и м е е т  т о л ь к о  о д и н  р е г р е с с о р  п о м и м о  к о н с т а н т ы  

( т о  е с т ь  е с л и  у — 1 ) ,  т о  э т а  р е г р е с с и я  а с и м п т о т и ч е с к и  э к в и в а л е н т н а  

р е г р е с с и и  уи  на  к о н с т а н т у  и в р е м я .  Д л я  э т о г о  с л у ч а я  п р е д е л ь ­

н о е  р а с п р е д е л е н и е  A D F  ^ - с т а т и с т и к и ,  в ы ч и с л е н н о й  п о  о с т а т к а м ,  

о к а з ы в а е т с я  р а с п р е д е л е н и е м  Д и к и  — Ф у л л е р а  { D t J )  в у т в е р ж д е ­

н и и  9 . 8 .  В  т а б л .  1 0 . 1 ( b )  о б ъ е д и н я ю т с я  э т и  р а с п р е д е л е н и я :  д л я  

с л у ч а я  е д и н с т в е н н о г о  1 ( 1 ) - р е г р е с с о р а  (у =  1) о н а  п о к а з ы в а е т  A D F  

^ - р а с п р е д е л е н и е ,  а д л я  с л у ч а я  у  ( >  1 ) - р е г р е с с о р о в  о н а  п о к а з ы в а е т  

к р и т и ч е с к и е  з н а ч е н и я  и з  T a b le  П с  в [ P h i l l i p s  a n d  O u l i a r i s ,  1 9 9 0 ]  д л я  

у  -  1 р е г р е с с о р о в .  Н а п р и м е р ,  е с л и  у =  2 .  т о  5 % - н о е  к р и т и ч е с к о е  

з н а ч е н и е  р а в н о  —3 . 8 0 6 ,  ч т о  р а в н о  5 % - н о м у  к р и т и ч е с к о м у  з н а ч е н и ю  

в T a b le  П с  в [ P h i l l i p s  a n d  O u l i a r i s ,  1 9 9 0 ]  д л я  о д н о г о  р е г р е с с о р а .
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3. Остается случай, когда Е(Ау-д) = 0 и Е(Дг/и) ф 0. Поскольку 
уи имеет снос, а уг/. не имеет, мы должны включить в регрес­
сию (10.3.1) время, чтобы удалить линейный тренд из остатков. 
Обсуждение для предыдущего случая делает понятным, что ADF 
f-статистика, вычисленная при использовании остатков из регрес­
сии уц на константу, у 1(1)-регрессоров уц и время, имеет асимп­
тотическое распределение, приведенное в табл. 10.1(b) для у + 1 
регрессоров (или Table Пс в [Phillips and Ouliaris, 1990] для у 
регрессоров). Например, если у = 2, регрессия (10.3.1) включает 
константу, два 1(1)-регрессора и время, то критические значения 
можно найти из табл. 10.1(b) для трех регрессоров.

Несколько комментариев к тестам на коинтеграцию, основанным 
на остатках.

• (Состоятельность теста.) Альтернативная гипотеза состоит в том, 
что yt коинтегрирован (то есть h > 1). Тест является состоятель­
ным против этой альтернативы при условии, что уи коинтегрирован 
с учг1 • Причина (мы обсудим ее более подробно ниже для случая 
h = 1) заключается в том, что OLS-остатки в регрессии (10.3.1) бу­
дут сходиться к стационарному процессу. Однако если у\, является 
1(1) и не является частью коинтеграционного соотношения, то тест 
может не иметь мощности против этой альтернативы о коинтегра- 
ции, поскольку OLS-остатки, уц —'у'у'ц, с ненулевым (единичным) 
коэффициентом при 1(1)-переменной уц не будут сходиться к ста­
ционарному процессу. Таким образом, выбор нормализации (того, 
какую переменную следует использовать как зависимую перемен­
ную) имеет значение для состоятельности теста.

• (Нужно ли включать в регрессию время?) Если время включе­
но в регрессию (10.3.1), то снос в уи, Е(Ауи), влияет только 
на коэффициент при времени, делая численные значения остатков 
(и, следовательно, ADF -̂значения) инвариантными к Е(Дуи). Это 
означает, что случай 3 процедуры, в котором время включается 
в число регрессоров, можно использовать для случая 1, где Е(Дун) 
равно нулю. То есть если вы включаете время в регрессию (10.3.1), 
то соответствующее критическое значение для случая 1 дается 
в табл. 10.1(b) для у+ 1 регрессоров. Эта процедура обоснованна 
также для случая 2, поскольку если время включено в дополнение 
к константе и у 1(1)-регрессоров со сносом, то регрессию можно

'Для случая h =  1 это является следствием Theorem 5.1 в [Phillips and Ouliaris. 
1990). Их примечание (d) к этой теореме показывает, что тест является состоятельным, 
когда h >  1, и, следовательно, y-zt коинтегрирован.
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переписать как регрессию с константой, д 1(1)-регрессорами и вре­
менем, которое объединяют сносы в д 1(1)-регрессорах. Эта регрес­
сия попадает под случай 3, и применяются критические значения, 
заданные в табл. 10.1(b) для <7+1 регрессоров. Следовательно, когда 
время включено в регрессию (10.3.1), можно использовать те же 
самые критические значения вне зависимости от местоположения 
сносов. Возможным недостатком является пониженная мощность 
на конечных выборках. Мощность на конечных выборках очевидно 
ниже, по крайней мере для DGP, изученных в [Hansen, 1992а] в его 
симуляциях.

• (Выбор глубины запаздываний.) Требование (10.3.3) не дает прак­
тического правила на конечных выборках для выбора глубины за­
паздываний р в расширенной авторегрессии, и ее нужно оценивать 
по остаткам. Представляется, что в контексте тестов на основе 
остатков нет работ, сравнимых с работой [Ng and Perron, 1995] 
для одномерных [(О-процессов1. Обычная практика здесь — дей­
ствовать так же, как и в одномерном контексте, который использует 
информационный критерий Акаике (А1С) или байесовский инфор­
мационный критерий (BIC), называемый также информационным 
критерием Шварца (SIC), для определения числа датированных 
изменений.

• (Рассмотрение для конечных выборок.) Помимо основанного на остат­
ках ADF Места, имеется еще ряд тестов для проверки нулевой 
гипотезы об отсутствии коинтеграции. Таковыми являются тесты, 
предложенные в [Phillips and Ouliaris, 1990], [Stock and Watson, 
1988] и [Johansen, 1988]. [Haug, 1996] приводит недавнее иссле­
дование методом Монте-Карло, изучающее свойства в конечных 
выборках этих и других тестов. Это исследование выявляет ком­
промисс между мощностью и искажениями размера (то есть тесты 
с наименьшим искажением размера, как правило, имеют малую 
мощность). Основанный на остатках ADF Мест с глубиной запаз­
дываний, выбранной по AIC, хотя и менее мощный, чем некоторые 
другие тесты, имеет наименьшее искажение размера для рассмот­
ренных DGP.

В следующем примере основанный на остатках тест с ADF f-стати- 
стикой применяется к отношению потребление-доход:
Пример 10.5 (коинтегрированы ли потребление и доход?): Как уже 
было отмечено в связи с рис. 10.1(a), логарифм дохода (у*) и логарифм 
потребления (гу), по всей видимости, коинтегрированы, с коинтегри- 
рующим вектором (1.-1). Этот рисунок, однако, несколько обманчив,

'Теперь такие работы есть. — Прим. пер.
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График разности гр — ct (которая равна — log(l — ,s), где я — норма 
сбережения) на рис. 10 . 1(b) показывает тенденцию к повышению сразу 
после войны и понижательную тенденцию с середины 1980-х годов. 
(Последнее является получившим широкую огласку фактом, что норма 
личных сбережений в США снижается.) Как видно ниже, результаты 
теста зависят от того, включаются эти периоды или нет. Сначала мы 
сосредоточимся на периоде с 1950:Q1 по 1986.Q4 (148 наблюдений).

0,07 г

Мы сначала проверим, являются ли указанные два ряда индиви­
дуально 1(1), проводя ADF t -тест с константой и временным трендом 
в расширенной авторегрессии. Применяя BIC для выбора количества 
легированных изменений в расширенной авторегрессии, мы следуем той 
же самой практике, что и в предыдущей главе: максимальная глубина 
(Ртах) равна [12 • (Т’/ЮО)1/']  (целая часть 12 • (Г/ЮО)1/'4), в процессе 
выбора глубины запаздываний р период выборки фиксирован и включает
моменты времени t = р,шх +  2 .р тах + 3....... Т , а после задания р для
оценивания расширенной авторегрессии с р  датированными изменениями
используется максимальная выборка t = р +  2 .р  + 3 ___Т. Для текущего
объема выборки psmxx равна 13.

Для располагаемого дохода BIC выбирает глубину запаздываний, рав­
ную 0, и ADF f-статистика равна -1 .80. 5%-ное критическое значение 
из табл. 9.2(c) равно -3 ,41, поэтому мы не отвергаем нулевую гипотезу 
о том, что ip является 1(1). Для потребления глубина запаздываний 
по В1С равна 1 и ADF ^-статистика равна —2,07. Мы не отвергаем 
нулевую гипотезу 1(1) на 5%-ном уровне. Таким образом, оба ряда можно 
описать как 1( 1) со сносом.

Обращаясь к тесту на коинтеграцию, основанному на остатках, на­
ходим, что OLS-оценивание статической регрессии дает следующий ре-
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зультат:

ct = -0.046 + 0,975/ус, R2 = 0,998. t = 1950:Q1 to 1986:Q4.
(0.009) (0.0037)

(10.3.4)
Чтобы провести основанный на остатках ADF t-тест, оценивается расши­
ренная авторегрессия без константы или времени по остаткам с глубиной 
запаздываний, равной 0, согласно BIC. ADF t-статистика равна -5,49. 
Поскольку ряды имеют временные тренды, то, для того чтобы найти кри­
тические значения, мы обращаемся к табл. 10.1(b), а не к табл. 10.1(a). 
Для ,9 = 1  5%-ное критическое значение равно -3,41, поэтому мы можем 
отвергнуть нулевую гипотезу об отсутствии коинтеграции.

Если основанный на остатках тест проводится по всей выборке с 47:Q 1 
по 98:Q1, то ADF t-статистика с глубиной запаздываний 1, определенной 
согласно BIC, равна “ 2,94 и, таким образом, мы не можем отвергнуть 
гипотезу о том, что регрессия потребления на доход является ложной!

Тестирование нулевой гипотезы о коинтеграции

В тестах, рассмотренных выше, коинтеграция берется в качестве альтер­
нативной, а не нулевой, гипотезы. Но очень часто в экономике гипотезой, 
представляющей экономический интерес, является коинтегрированность 
рассматриваемых переменных, так что было бы желательно разработать 
тесты, где нулевой является гипотеза h = 1, а не // = 0 . Совсем недавно 
было предложено несколько тестов для проверки нулевой гипотезы о на­
личии коинтеграции. В качестве каталога таких тестов см.: [Maddala and 
Kim, 1998, Section 4.5]. Как было верно и в отношении тестирования ну­
левой гипотезы о том, что одномерный процесс является 1(0 )-процессом, 
все еще не существует единственного теста на наличие коинтеграции, 
используемого большинством исследователей1.

Контрольные вопросы

1. Проверьте, что если рассматривается тест на коинтеграцию, основанный на 
регрессии (10.3.1), не включающей время в качестве регрессора, то критиче­
ские значения для случаев 1 и 2 отличаются незначительно.

'И с п о л ь з о в а т ь  д л я  т е с т и р о в а н и я  н у л е в о й  г и п о т е зы  о  н а л и ч и и  к о и н т е г р а ц и и  п р о т и в  

а л ь т ер н а т и в ы  о б  о т с у т с т в и и  к о и н т е г р а ц и и  п р о ц е д у р ы  [ J o h a n s e n ,  1 9 8 8 ]  и [ S t o c k  and  
W a ts o n ,  1 9 8 8 ]  н е л ь з я ,  п о с к о л ь к у  в и х  т е с т а х  а л ь т е р н а т и в н а я  г и п о т е з а  с п е ц и ф и ц и р у е т  

более в ы сок и й  ран г  к о и н т е г р а ц и и .  чем  н у л ев а я .
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10.4. Статистические выводы 
о коинтегрирующих векторах

В  п р е д ы д у щ е м  п а р а г р а ф е  мы  п р о в е р я л и ,  я в л я е т с я  л и  1 ( 1 ) - с и с т е м а  ко-  

и н т е г р и р о в а н н о й .  В  д а н н о м  п а р а г р а ф е  м ы  п р е д п о л а г а е м ,  ч т о  с и с т е м а  

к о и н т е г р и р о в а н а  и ч т о  р а н г  к о и н т е г р а ц и и  и с о о т в е т с т в у ю щ е е  т р е у г о л ь ­

н о е  п р е д с т а в л е н и е  и з в е с т н ы 1. Н а ш а  ц е л ь  — о ц е н и т ь  к о и н т е г р и р у ю щ и е  

в ек то р ы  в  т р е у г о л ь н о м  п р е д с т а в л е н и и  и п о л у ч и т ь  с т а т и с т и ч е с к и е  в ы в оды  

о  н и х .  П о  б о л ь ш е й  ч а с т и  м ы  а к ц е н т и р у е м с я  н а  ч а с т н о м  с л у ч а е ,  гд е  

р а н г  к о и н т е г р а ц и и  р а в е н  1 ; о б щ и й  с л у ч а й  к р а т к о  о б с у ж д а е т с я  в к о н ц е  

п а р а г р а ф а .

г д е  y-2t н е к о и н т е г р и р о в а н .  ( Э т о  п р о с т о  в о с п р о и з в е д е н и е  ( 1 0 . 2 . 3 )  и ( 1 0 . 2 . 5 )  

с  ( 1 0 . 2 . 3 9 )  д л я  h =  1 .) П о э т о м у  т е п е р ь  р е г р е с с и я  ( 1 0 . 3 . 1 )  я в л я е т с я  к о и н -  

т е г р и р у ю щ е й .  С л е д о в а т е л ь н о ,  с у щ е с т в у е т  е д и н с т в е н н ы й  (г? — 1 ) - м е р н ы й  

в е к т о р  7 , т а к о й  что  уи  -  l ' v 2t я в л я е т с я  с т а ц и о н а р н ы м  п р о ц е с с о м  (z ? )  

п л ю с  и н в а р и а н т н а я  к в р е м е н и  с л у ч а й н а я  в е л и ч и н а  ( / / ) ,  к о г д а  7  =  7 , 

и и м е е т  с т о х а с т и ч е с к и й  т р е н д ,  ко гд а  7 ^ 7 . Э т о  г о в о р и т  о  т о м ,  что  

O L S -о ц е н к а  ( у ,  у )  в е к т о р а  к о э ф ф и ц и е н т о в ,  к о т о р а я  м и н и м и з и р у е т  с у м м у  

к в а д р а т о в  о с т а т к о в ,  я в л я е т с я  с о с т о я т е л ь н о й .  Ф а к т и ч е с к и ,  как  п о к а з а н о  

в [ P h i l l i p s  a n d  D u r la u f ,  1 9 8 6 ]  и [ S t o c k ,  1 9 8 7 ]  д л я  с л у ч а я ,  в к о т о р о м  

62 в ( 1 0 . 4 . 1 )  ( =  Е ( Д у 2«)) р а в е н  н у л ю ,  и в [ H a n s e n ,  1 9 9 2 а ,  T h e o r e m  

1(b ) ]  д л я  с л у ч а я  82 ф 0 , O L S -о ц е н к а  7  я в л я е т с я  с у п е р с о с т о я т е л ь н о й  

д л я  к о и н т е г р и р у ю щ е г о  в е к т о р а  7 , т а к  ч т о  о ш и б к а  э т о й  о ц е н к и  с х о д и т с я  

к 0  с о  с к о р о с т ь ю ,  б о л е е  в ы со к о й ,  ч ем  о б ы ч н а я  с к о р о с т ь  \фт2. П ри э т о м

1 На практике мы редко обладаем таким знанием, решение рассматривать систему с h ко- 
интегрируюшими соотношениями обычно основывается на результатах предварительных 
тестов (таких как упомянутых в предыдущем параграфе), предназначенных для определения 
ранга коинтеграции. Это создает проблему предварительного тестирования (pretest 
problem), поскольку распределение оцененных коинтегрирующих векторов не принимает 
во внимание неопределенность относительно ранга коинтеграции. Эта проблема не изу­
чалась обстоятельно.

-’Скорость сходимости равна Т, если 6 2  =  0, и 7'3/2, если 6 -г ф 0. Все цитируемые 
здесь исследования предполагают, что у является фиксированной константой. То же 
самое заключение будет выполняться, даже если у рассматривается как случайная 
величина. Как было отмечено в параграфе 10.1 (см. абзац прямо под (10.1.21)), строго 
говоря, процесс у +  z't является нестационарным даже если г,* является стационарным.

Оценка SOLS

Д л я  с л у ч а я  /) =  1 т р е у г о л ь н о е  п р е д с т а в л е н и е  и м е е т  вид:

U2t
((n-l)xl)

(lxl)
=  * * ( I ) e t . ( Ю . 4 . 1 )

(nxn) (п к 1)
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В* 2 сходится к единице1. OLS-оценку для 7  из коинтегрирующей ре­
грессии мы будем называть статической OLS (SOLS) («static» OLS) 
оценкой коинтегрирующего вектора. Поскольку SOLS-оценка состоятель­
на, остатки сходятся к стационарному процессу с нулевым средним. 
Таким образом, если одномерный тест на единичный корень, такой как 
ADF-тест, применяется к остаткам, тест будет отвергать нулевую гипо­
тезу 1(1) на больших выборках. Вот почему основанный на остатках тест 
из предыдущего параграфа является состоятельным против альтернатив­
ной гипотезы о коинтеграции.

Этот факт — то, что OLS-оценки коэффициентов являются состо­
ятельными, когда регрессоры являются 1(1)-процессами и некоинтегри- 
рованы является замечательным результатом, резко контрастирующим 
со случаем стационарных регрессоров. Чтобы оценить по достоинству 
это отличие, вспомните из главы 3, что нужно, чтобы получить со­
стоятельную оценку 7 , когда регрессоры у<ц являются стационарными: 
для того чтобы OLS-оценка была состоятельной, ошибки zf не должны 
коррелировать с 1/2/; в противном случае нам нужны инструментальные 
переменные для y t̂- В отличие от этого, если уц коинтегрирован с уо\ 
и если 1(1)-регрессоры 1/2/. некоинтегрированы, как здесь, мы не долж­
ны беспокоиться о смещении из-за одновременности, по крайней мере 
на больших выборках, даже если ошибки г* и 1(1)-регрессоры коррели- 
рованы2.

Однако в конечных выборках смещение SOLS-оценки (разность меж­
ду математическим ожиданием оценки и истинным значением коэффи­
циента) может быть большим, что было отмечено в [Banerjee et ai., 
1986] и [Stock, 1987]. Другой недостаток SOLS состоит в том, что 
асимптотическое распределение соответствующей -̂статистики зависит 
от мешающих параметров (которыми являются коэффициенты в Ф*7. 
в (10.4.1)), что затрудняет статистические выводы. Позднее в этом пара­
графе мы введем другую оценку (называемую DOLS-оценкой), которая 
является эффективной, и при этом связанные с ней тестовые статистики 
(такие как f-статистика и статистика Вальда) имеют обычные асимпто­
тические распределения.

Однако, поскольку // и г[ асимптотически независимы при t —> ос. процесс - zj 
асимптотически стационарный, и это все, что требуется здесь для асимптотических 
результатов.

Относительно формулирования условий, при которых эти результаты выполняются, 
см.: [Hamilton 1994, Proposition 19.2). Эти условия являются ограничениями на Ф *(7)г# 
в (10.4.1).

2Если y-2t коинтегрированы, то h > 2 и регрессия (10.3.1) — с п -  1 регрессорами — 
не будет более коинтегрирующей регрессией (коинтегрирующая регрессия должна иметь 
п -  h регрессоров, см. треугольное представление (10.2.8)). В этом случае можно 
применить общую методологию, представленную в [Sims, Stock and Watson. 1990]. 
По поводу доступного изложения этой методологии см.: [Hamilton, 1994, Chapter 18] 
или [Watson, 1994, Section 2].
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Двумерный пример

Чтобы прояснить источник и природу корреляции между ошибками и 1(1 р е ­
грессорами, а также для того, чтобы проложить путь к введению DOLS-оцен- 
ки, рассмотрим двумерную версию (10.4.1). Предположим на время, что 
Ф*(Ь) =  Фц (так что отсутствует сериальная корреляция в (г*. «2г))> 
S-2 =  0 и р  — 0. Треугольное представление можно записать как

f Уи =  +  г *,
\  Ду2( = “2О (10.4.2)

Ошибка г* и 1(1)-регрессор у-ц в коинтегрируюшей регрессии в (10.4.2) 
могут быть коррелированными, поскольку

С оv(y2t- г*) =  C ov(?/2 .o +  А (/2.1 +  А (/2.2 Н--------Г Д уг,/- г*) =
= C o v (A (/2 .1 +  А 7/2.2 н-------- г A (/2 t- 2 *)

(так как Cov((/2,o- 2Г) =  0 )
=  Cov(u2.i +  «2.2 Н-------Ь u-2t .Z t) (так как Д</2, =  »2/) =
= C ov(u2t-z*) (так как (-«2/: г*) являются i.i.d.). (10.4.3)

Поскольку требования диагональности Ф^ и 12 не было, г* и (/2/ могут 
быть одномоментно коррелированными.

Чтобы изолировать эту возможную корреляцию, рассмотрим проек­
цию наименьших квадратов г* на константу и и2< (=  Ау2/)- Вспомним 
из параграфа 2.9, что Е*(у|1..г) =  [Е(у) — Я0 Е(з:)] +  3 q x , где Зо =  
=  Cov(,r. у)/  Var(.r) и что ошибка проекции наименьших квадратов, // — 
—Е*(у|1. х), имеет нулевое среднее и не коррелирована с х. Здесь среднее 
равно нулю и для г*, и для u^t- Поэтому Е (c*|1,h2() — 3 o«2f, и если мы 
обозначаем ошибку проекции метода наименьших квадратов как с, =  
=  z* -  Е*(г*|1 . ц2(), то имеем:

z* =  % «2( +  (V =  -С)ДУ2/ +  «г-
Е(гу) =  (). Cov(«2f .?’/) =  Cov(A(/2f. ?v) =  0. (10.4.4)

Подставляя это в коинтегрирующую регрессию, получаем:

У п  =  7 У 2 /  +  3()Д(/2/ +  ( ’( •  (10.4.5)

Эта регрессия будет называться расширенной коинтегрирующей ре­
грессией (augm ented cointegrating regression). Сейчас мы покажем, что 
1( 1)-регрессор уц  является строго экзогенным  в том смысле, что для 
всех t..s C o y ((/2ч. г>) =  0. По построению, Cov(Ay2f. г<) =  0. При / ^  ,ч 
для C o v ( A / / 2s - ( ' / )  имеем:

Cov(A(/2.s. (-,) =  Cov(»2S. /y) =  Cov(i/28. 2 * -  3()i(2/) =
=  Cov(»2.s- г*) — ,̂ o Cov(((2s. »2f) =  0 . (10.4.6)
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поскольку ( z f , u 2t) является i.i.d. Поэтому A y 2t является строго экзоген­
ным. Строгая экзогенность A y 2t влечет то же самое и для у<и, поскольку

C o v (j/2.S" Vf) =  C o v (j/2,0 +  Д 2/2,1 +  A j/2,2 4-------- Ь A?/2 .t- '!>«) =

= Cov(A;iy2.l + Д |/2,2 н------ ь Ay 2s,Vt)
(поскольку Cov(y2.0 : v t) =  0 )
=  0 для всех t, s по (10.4.6). (10.4.7)

Продолжение двумерного примера

Резюмируя, мы показали, что в расширенной коинтегрирующей регрес­
сии (10.4.5) 1( 1)-регрессор является строго экзогенным, если Ф*(Х) =  
— Фд. Пусть ( 7 , / З о )  является OLS-оценкой для ( 7 , / ^ )  из расширенной 
коинтегрирующей регрессии. (Эту 7  следует отличать от SOLS-оценки 
для 7  в коинтегрирующей регрессии в (10.4.2).) Эта регрессия, (10.4.5), 
очень похожа на расширенную авторегрессию (9.4.6) в том, что один 
из двух регрессоров является 1(0 ) с нулевым средним, а другой — 1( 1) 
без сноса. Мы показали для расширенной авторегрессии, что матрица 
« Х ' Х » ,  если она правильно шкалирована на Г  и \ /Т ,  является асимп­
тотически диагональной, так что наличие 1(0 )-регрессоров можно игно­
рировать при выводе предельного распределения 7 , OLS-оценки коэффи­
циента при 1(1)-регрессоре. То же самое верно и здесь, и та же самая 
аргументация, использующая асимптотическую диагональность шкали­
рованной соответствующим образом матрицы « Х ' Х » ,  показывает, что 
обычное ^-значение для тестирования гипотезы 7  =  70  асимптотически 
эквивалентно:

1 тf  Ц V2tVl
t = -j= ip L = = = = . (10.4.8)

где af. является дисперсией ut . То есть разность между обычным f-значе- 
нием и f в (10.4.8) сходится к нулю по вероятности, и поэтому предель­
ные распределения t и t. одинаковы.

В расширенной авторегрессии, используемой для ADF-теста. предель­
ное распределение ADF ^-статистики было нестандартным (оно явля­
лось распределением Дики —Фуллера). В отличие от этого асимптотиче­
ское распределение I  (и, следовательно, обычного ^-значения) является 
стандартным нормальным. Чтобы увидеть, почему это так, вспомним, 
что I( 1 )-регрессор tj2t является строго экзогенным в том смысле, что 
Cov(</2s- с/) = 0  для всех t,.ч. Чтобы развить интуицию, временно предпо­
ложим. что (z*.U2t) совместно нормальны. Тогда */2« и v t являются неза­
висимыми для всех (s.t), а не просто некоррелированными. Следователь­
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но, распределение vt, условное относительно (уг.ь 2/2,2? • • •. У2т). то же 
самое, что и безусловное распределение, которое есть Лг(0 ,<7%). Поэтому 
распределение числителя (10.4.8). условное относительно (уг.ь • • • ? Угг). 
имеет вид:

Но стандартное отклонение нормального распределения равно знамена­
телю t, и поэтому

Поскольку это условное распределение t не зависит от (г/2.1- 2/2,2?• • • - 2/27')- 
безусловным распределением t, также будет N ( 0,1). (Этот способ дока­
зательства не является новым для вас; см. абзац, содержащий (1.4.3), 
в главе 1). Вспомним из главы 2, что, даже если предположение нор­
мальности отбросить, распределение обычного i -значения является стан­
дартным нормальным, хотя и асимптотически, на больших выборках. Тот 
же самый вывод верен и здесь: предельное распределение t  есть N( 0 , 1 ) ,  
даже если ( z f , u 2t) не являются совместно нормальными. Доказательство 
этого требует аргументов, отличных от тех, которые были использованы 
в главе 2, поскольку y it здесь имеет стохастический тренд. Мы не будем 
давать здесь формальное доказательство: только краткое резюме. Дока­
зательство состоит из двух частей. Первая заключается в том, чтобы по­
лучить предельное распределение числителя (10.4.8) (что можно сделать, 
используя результат, сформулированный, например. Proposition 18.1(e) 
в [Hamilton, 1994] или Lemma 2.3(c) в [Watson, 1994]. Это распределе­
ние является нестандартным. Вторая состоит в том, чтобы показать, что 
нормализация (10.4.8) преобразует нестандартное распределение в нор­
мальное распределение (Lemma 5.1 в [Park and Phillips. 1988]).

Этот пример двумерной 1(1)-системы является частным в нескольких 
отношениях: (а) нет сериальной корреляции в процессе ошибок (z*.u-2t ), 
(b) 1( 1)-регрессор 2/2/ является скаляром, (с) tj2i не имеет сноса, и (d) 
// =  0. Конечно, ослабление (а) требует некоторого размышления.

Если предположение Ф*(Д) =  Ф]], сделанное в (10.4.2), не выполняется, 
то (с*, и м ) является сериально коррелированным. Следовательно, 1(1)-ре- 
грессор i)2t в расширенной коинтегрирующей регрессии (10.4.5) больше 
не будет строго экзогенным, поскольку Со\г(Д 2,,, г (), оставаясь нулевой 
для t  =  s, больше не является гарантированно нулевой для t Ф s. Чтобы 
устранить эту корреляцию, рассмотрим проекцию метода наименьших 
квадратов z j  на текущие, прошлые и будущие значения «2 - а не только

t | (2/2 .1- 2/2 .2 .......2/2 7 ') ~  Щ 0 , 1 ).

Допущение сериальной корреляции
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на текущие значения «2 - Замечая, что A y 2t = U2t., эту проекцию можно 
записать как

ОС

z*t =  ЗЩАу21 +  v t . fl(L ) =  ] Г  (Ю.4.9)
j = - 30

(Это vt отличается от v t в (10.4.5).) По построению, для всех t.,s имеем: 
Е(гу) =  0 и Со\ '{А у 2в,щ)  =  0. Двухсторонний фильтр в (Ь)  может иметь 
бесконечный порядок, но предположим, на данный момент, что это не так 
и 3j = 0 для |j | > р. Таким образом,

г* — A)Ay2t +  3 — 1 Ду2ц+ 1 4------ \- 3-р&У2л+р +  (1 0  4  1 0 )
+  3\&Шл-\ + ------(■ ЗрАу2Л-р +  Vi.

Подставляя это в коинтегрирующую регрессию в (10.4.2), мы получаем 
(значительно) расширенную коинтегрирующую регрессию:

У1( =  ГУ21 +  А)Ду2* +  3-1  Д'У2к+1 +  • • • +  З-р& т .и-р  +  ( ю  4 11)
+  /ДДу-2ц—1 +  • • • +  ЗрДу2,г-г> +  V,.

Поскольку Соу(Ду2. ,.^ )  =  0 для всех t и ж A p 2t является строго экзо­
генным, что означает (как было показано выше), что регрессор в уровнях 
У2г также является строго экзогенным. Таким образом, включая в рас­
ширенную коинтегрирующую регрессию не только текущее значение, 
но также прошлые и будущие значения 1( 1)-регрессора, мы в состоя­
нии сохранить строгую экзогенность у2f. OLS-оценку коинтегрирующего 
вектора у, основанную на расширенной коинтегрирующей регрессии, 
называют динамической OLS (DOLS) («dynam ic» OLS) оценкой, чтобы 
отличить ее от SOLS-оценки, основанной на коинтегрирующей регрессии 
без приращений в у2 .

В расширенной регрессии имеется 2 +  2р регрессоров, первый из кото­
рых есть 1(1) без сноса, а остальные — 1(0) с нулевым средним. Как и вы­
ше, при надлежащем шкалировании на Т  и V T ,  1(1 )-регрессор асимпто­
тически не коррелирован с 2р + 1 1(0 )-регрессорами с нулевым средним, 
так что соответствующим образом шкалированная матрица Х ' Х  снова 
является блочно диагональной, и 1(0 )-регрессоры с нулевым средним 
можно игнорировать при выводе предельного распределения DOLS-оцен­
ки для у. Следовательно, выражение для случайной величины, которая 
асимптотически эквивалентна f-значению для у =  уо. снова задается 
как (10.4.8), выражение, полученное для случая, в котором ( z*. u2t) 
сериально некоррелированы.

Однако, когда (z*.U2t) сериально коррелированы, вывод асимптотиче­
ского распределения (10.4.8) отличается от случая, когда (~*.»2?) сери­
ально некоррелированы, поскольку ошибки v, могут быть теперь сериаль­
но коррелированными; проекция (10.4.9), устраняя корреляцию между
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Ау2 з и vt для всех ,s*. /, не устраняет собственную сериальную корре­
ляцию в vt. С целью изучения асимптотического распределения, пусть 
V  (Г х Т) является автоковариационной матрицей Т последовательных 
значений vt9 а А‘̂ является долговременной дисперсией vt. Также пусть 
X  в оставшейся части этого подпараграфа является Г х 1 матрицей 
(У2.ьУ2/2?--чУ27*)/* И опять, чтобы развить интуицию, временно пред­
положим, что {zf.U‘2 t) является совместно нормальным. Тогда, посколь­
ку y-2 t строго экзогенный, распределение числителя в (10.4.8), условное 
относительно X , является нормальным с нулевым средним и условной 
дисперсией

^ X ' v x .  (10.4.12)

Чтобы сделать отношение стандартным нормальным на конечных выбор­
ках. пришлось бы заменить знаменатель в (10.4.8) на квадратный корень 
из этой величины. К счастью, оказывается (см.: Corollary 2.7 в [Phillips, 
1988]), что на больших выборках распределение числителя является тем 
же самым, что и распределение, которое вы бы получили, если бы vi был 
бы сериально некоррелированным, но с дисперсией А̂ , а не о

Следовательно, все, что требуется, чтобы модифицировать отноше­
ние (10.4.8) для учета сериальной корреляции в vt, — это заменить al 
(= Var(t;t)) на А̂. (долговременная дисперсия щ), а именно если t зада­
ется как (10.4.8) с a'f., все еще находящейся в знаменателе, то шкалиро­
ванное значение

От
А, • t (10.4.13)

распределено асимптотически как Лг((), 1)! Поскольку OLS -̂значение 
для 7 асимптотически эквивалентно t, то из этого следует, что

-t N((). 1). (10.4.14)

где А,; является некоторой состоятельной оценкой для Av, а ** — обыч­
ная стандартная ошибка OLS регрессии (легко показать, что я являет­
ся состоятельной для av). Иными словами, если мы шкалируем обыч­
ную стандартную ошибку для 7 (OLS-оценка коэффициента при ŷ t 
в (10.4.11)) как

шкалированная стандартная ошибка —

^ х обычная стандартная ошибка. (10.4.15)

то /-значение, основанное на шкалированной стандартной ошибке, явля­
ется асимптотически 7V(0.1).
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10.4. Статистические выводы о коинтегрирующих векторах

Приведенная аргументация применима только к коэффициенту при 
1(1)-регрессоре. поэтому 1-значения для значений ,3 в (10.4.11), даже 
когда их стандартные ошибки шкалированы так, как только что было 
описано, необязательно являются Лг(0 .1) на больших выборках.

Поскольку регрессоры строго экзогенны, обсуждение в параграфах 1.6  
и 6.7 наводит на мысль, что можно применить GLS. Однако из отмечен­
ного выше факта, что X ' V X  ведет себя асимптотически как XVX ' X , 
следует, что GLS-оценка для 7  (называемая DGLS-оценкой) асимптоти­
чески эквивалентна DOLS-оценке (или более точно: Г, умноженное на их 
разность, сходится к 0 по вероятности) (см.: [Phillips, 1988] и [Phillips 
and Park, 1988]). Следовательно, выигрыша в эффективности от коррек­
ции на сериальную корреляцию в ошибках v, посредством GLS нет.

Состоятельную оценку для At, получить несложно. Вспомним, что 
в параграфе 6 .6  мы использовали для оценивания долговременной кова­
риационной матрицы векторного процесса процедуру VARHAC. Эту же 
самую процедуру можно применить в данном случае скалярного процесса 
ошибок. Рассмотрим подбор А11(р)-процесса к остаткам от расширен­
ной коинтегрирующей регрессии

t ’t — 0 \ V t -  1 +  0 2 V t - 2  +  ' 1 ' +  (ppVf,~p +  Cf (t — p +  1...........T).  ( 10.4.1 6 )

(p здесь не следует путать с р в расширенной коинтегрирующей регрес­
сии.) Для выбора глубины запаздываний используем В1С посредством
поиска по всем возможным количествам лагов 0 .1 ........Т х-Л. Используя
соотношение (6.2.21) на с. 415 и замечая, что долговременная диспер­
сия равна значению производящей функции автоковариаций при г =  1 . 
долговременную дисперсию А'̂ , для v t можно оценить как

А? =
(1 -  а > \ --------------Фр

(10.4.17)
(=;>+!

где Oj (./ =  1.2....... р) — оцененные AR (р) коэффициенты, а с, — остатки
от AR(p) уравнения (10.4.16).

Общий случай

Обратимся теперь к общему случаю /?-мерной коинтегрированной систе­
мы с возможно ненулевым сносом. Мы фокусируемся на случае Л =  1 , 
поскольку обобщение на случай, в котором h >  1 . следует непосредствен­
но. Так что треугольное представление имеет вид (10.4.1), а расширенная 
коинтегрирующая регрессия имеет вид:

Уи =  Р + I'V 'it +  0b~Xy-2t +  f3'_\Ay2.t+i + • • • + (3'_1>Ау2.1+Р +

+ Ау>л-  ! +  ••• +  (3'pAy2.t~p +  vt . (10.4.18)
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Здесь (3j (j = 0,1.2,— р. —1, -2 ,.. . ,  —р) являются коэффициентами 
проекции метода наименьших квадратов в проекции г* (ошибка в коин- 
тегрирующей регрессии) на текущие, прошлые и будущие значения Ау?. 
DOLS-оценка коинтегрирующего вектора 7 — это просто OLS-оценка 
для 7 из этой расширенной коинтегрируюшей регрессии.

Следующие результаты доказаны в [Saikkonen, 1991] и [Stock and 
Watson, 1993]1.

1. Описанные выше результаты для двумерного случая остаются в си­
ле. То есть DOLS-оценка для 7 является суперсостоятельной, и над­
лежащим образом шкалированные, -̂статистика и статистика Валь­
да для тестирования гипотез относительно 7  имеют обычные асимп­
тотические распределения (стандартное нормальное и хи-квадрат). 
Правильное шкалирование — умножить обычное t-значение на (s/ \v) 
и статистику Вальда на квадрат (s/ \v). Однако это простое шкали­
рование не работает для t-значения и статистики Вальда в случае 
тестирования гипотез, включающих ц или f3j.

2. Если двухсторонний фильтр /3(Ь) в проекции г* на опережающие 
и запаздывающие значения Ауъ имеет бесконечный порядок, то 
тогда в состав ошибки vt входит остаток от усечения,

ОС ОС-

]Г tf.j-Aife.t+j + P'Av-n-j-
j= p + l  j= P + *

Все результаты, только что упомянутые выше, выполняются при 
условии, что р в (10.4.18) полагается таким, чтобы его значение 
возрастало с увеличением объема выборки Т со скоростью, мень­
шей, чем См.: [Saikkonen, 1991, Section 4] относительно фор­
мулирования требуемых условий регулярности.

3. Рассматриваемая оценка является эффективной в некотором точном 
смысле2. Она асимптотически эквивалентна другим эффективным 
оценкам, таким как процедура метода максимального правдоподо­
бия Йохансена, основанная на VECM, «полностью модифициро­
ванная» оценка (Fully Modified estimator) Филлипса и Хансена

'Эти авторы предполагают, что /* является фиксированной константой. Однако те же 
самые выводы сохраняются, даже если /* является инвариантной ко времени случайной 
величиной.

"/-значение является асимптотически N ( 0 A ), но сама DOLS-оценка не является 
асимптотически нормальной. Поэтому обычный критерий сравнения дисперсий асимпто­
тических распределений в классе асимптотически нормальных оценок здесь неприменим. 
См.: [Saikkonen, 1991, Section 3] относительно подходящего определения эффективности.
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10.5. Приложение: Спрос на деньги в США

[Phillips and Hansen, 1990]), оценка нелинейнго метода наимень­
ших квадратов [Phillips and Loretan, 1991] (а также DGLS, как бы­
ло отмечено выше). Д ля всех этих эффективных оценок f-статисти- 
ка и статистика Вальда для тестирования гипотез относительно 7 , 
правильным образом шкалированные, если это необходимо, имеют 
стандартные асимптотические распределения (более подробно см.: 
[Watson, 1994, Section 3.4.3]).

Другие оценки и свойства на конечных выборках

[Stock and Watson, 1993] изучали свойства только что упомянутых оце­
нок (за исключением оценки Филлипса — Лоретана) в конечных выбор­
ках. Для различных DGP и объемов выборки (Т  =  100 и 300), которые 
они изучали, вырисовались следующие результаты. 1) Смешение яв­
ляется наименьшим для оценки Йохансена и наибольшим для SOLS. 
2) Однако дисперсия оценки Йохансена намного больше, чем дисперсии 
других эффективных оценок, и DOLS имеет наименьшую среднеквадра­
тичную ошибку (RMSE). 3) Для всех изученных оценок распределение 
t -значений (шкалированных правильным образом, если необходимо) про­
являет тенденцию иметь более длинные хвосты, по сравнению с Ar(0 . 1 ), 
указывая, что нулевая гипотеза будет отвергаться слишком часто. Эти 
выводы в целом согласуются с выводами на основании исследований 
методом Монте-Карло в [Maddala and Kim, 1998, Section 5.7].

Контрольные вопросы

1. Как мы подчеркивали, имеется сходство между расширенной авторегрессией
(9,4.6) на с. 622 и расширенной коинтегрирующей регрессией (10.4.5). То­
гда почему t -значение при 1( 1)-регрессоре в расширенной коинтегрирующей 
регрессии (10.4.5) асимптотически распределено как Лг(0 , 1 ), в то время как 
в (9.4.6) это не так?

10.5. Приложение: Спрос на деньги в США

Литература по оцениванию функции спроса на деньги очень обширна 
(см.: [Goldfeld and Sichel, 1990], в качестве обзора). Уравнение спроса 
на деньги, обычно оцениваемое в литературе, имеет вид:

п ц  -  р, = р  +  jy y t  +  7 fti?t + г* : (10.5.1)

где 1гц — логарифм денежной массы в период t , p t — логарифм уровня 
цен, у 1 — логарифм дохода, R , — номинальная процентная ставка и г* — 
некоторая ошибка. 7 у является эластичностью спроса на деньги по до­
ходу, а т к  — полуэластичностью спроса на деньги по процентной ставке
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( э т о  п о л у э л а с т и ч н о с т ь ,  п о с к о л ь к у  п р о ц е н т н а я  с т а в к а  в х о д и т  в у р а в н е н и е  

с п р о с а  на  д е н ь г и  в у р о в н я х ,  а н е  в л о г а р и ф м а х ) .  Б о л ь ш и н с т в о  э м п и р и ч е ­

с к и х  и с с л е д о в а н и й ,  к о т о р ы е  п р е д ш е с т в о в а л и  л и т е р а т у р е  п о  е д и н и ч н ы м  

к о р н я м  и к о и н т е г р а ц и и ,  с т р а д а ю т  о т  д в у х  н е д о с т а т к о в .  П е р в ы й ,  как  

б у д е т  п р о в е р е н о  н и ж е ,  з а к л ю ч а е т с я  в т о м ,  ч т о  в к л ю ч е н н ы е  п е р е м е н н ы е ,  

m t — p t , yt и R t , п о - в и д и м о м у ,  с о д е р ж а т  с т о х а с т и ч е с к и е  т р е н д ы .  Е с л и  п е ­

р е м е н н ы е  и м е ю т  т р е н д ы ,  о б ы ч н ы е  с т а т и с т и ч е с к и е  в ы в о д ы ,  о п и р а ю щ и е с я  

на п р е д п о л о ж е н и е  о  с т а ц и о н а р н о с т и ,  н е  б у д у т  о б о с н о в а н н ы м и .  В т о р о й  —  

р е г р е с с о р ы  м о г у т  б ы т ь  э н д о г е н н ы м и .  В  с л у ч а е  с п р о с а  на  д е н ь г и  э т о  

м о ж е т  б ы т ь  с е р ь е з н о й  п р о б л е м о й ,  п о с к о л ь к у  п р а к т и ч е с к и  во  в с е х  м а к р о ­

э к о н о м и ч е с к и х  м о д е л я х  с д в и г  в с п р о с е  н а  д е н ь г и ,  п р е д с т а в л е н н ы й  о ш и б ­

к а м и  г*, в л и я е т  на  н о м и н а л ь н у ю  п р о ц е н т н у ю  с т а в к у  и , в о з м о ж н о ,  д о х о д .  

Р а з р е ш е н и е  э т и х  п р о б л е м  о б е с п е ч и в а е т с я  э к о н о м е т р и ч е с к о й  т е х н и к о й  

о ц е н и в а н и я  к о и н т е г р и р у ю щ и х  р е г р е с с и й ,  п р е д с т а в л е н н о й  в п р е д ы д у щ е м  

п а р а г р а ф е .

Д р у г а я  п р о б л е м а ,  к о т о р а я  р а с с м а т р и в а е т с я  в э т о м  п а р а г р а ф е ,  —  э т о  

п р о б л е м а  с т а б и л ь н о с т и  ф у н к ц и и  с п р о с а  на  д е н ь г и .  К о н с е н с у с о м  в л и ­
т е р а т у р е  я в л я е т с я  т о ,  ч т о  с п р о с  на  д е н ь г и  н е с т а б и л е н .  Э т о  о с п а р и в а ­
е т с я  в [ L u c a s ,  1 9 8 8 ] ,  к о т о р ы й ,  и с п о л ь з у я  г о д о в ы е  д а н н ы е  с  1 9 0 0  г о д а ,  
у т в е р ж д а е т ,  ч т о  п о л у э л а с т и ч н о с т ь  п р о ц е н т н о й  с т а в к и  с т а б и л ь н а ,  е с л и  

н а л о ж и т ь  о г р а н и ч е н и е ,  ч т о  э л а с т и ч н о с т ь  п о  д о х о д у  р а в н а  е д и н и ц е .  М ы  

п р о в е р и м  у т в е р ж д е н и е  Л у к а с а ,  п р и м е н я я  с о в р е м е н н ы е  э к о н о м е т р и ч е с к и е  

м е т о д ы ,  р а з в и т ы е  в э т о й  г л а в е .

Данные

Н а ш  а н а л и з  о с н о в а н  н а  г о д о в ы х  д а н н ы х ,  и с с л е д о в а н н ы х  в [ L u c a s ,  
1 9 8 8 ]  и р а с ш и р е н н ы х  в [ S t o c k  a n d  W a t s o n ,  1 9 9 3 ] ,  ч т о б ы  п о к р ы т ь  п е р и о д  

1 9 0 0 - 1 9 8 9  г о д о в .  И х  м е р а м и  д е н е ж н о й  м а с с ы ,  д о х о д а  и н о м и н а л ь н о й  

п р о ц е н т н о й  с т а в к и  с л у ж а т  M l ,  ч и с т ы й  н а ц и о н а л ь н ы й  п р о д у к т  ( В Н П )  

и с т а в к а  п о  ш е с т и м е с я ч н ы м  в е к с е л я м  ( в  п р о ц е н т а х  в г о д о в о м  и с ч и с л е ­
н и и )  с о о т в е т с т в е н н о .  И с п о л ь з о в а н и е  чистого н а ц и о н а л ь н о г о  п р о д у к т а ,  
а н е  в а л о в о г о  н а ц и о н а л ь н о г о  п р о д у к т а ,  с л е д у е т  т р а д и ц и и ,  в о с х о д я щ е й  

к [ F r i e d m a n ,  1 9 5 9 ] ,  п е р е м е н н а я  м а с ш т а б а  д е я т е л ь н о с т и  (yt ) в у р а в н е н и и  

с п р о с а  на  д е н ь г и  д о л ж н а  б ы т ь  м е р о й  б о г а т с т в а ,  а н е  м е р о й  о б ъ е м а  

с д е л о к .  П о с к о л ь к у  о ф и ц и а л ь н а я  с т а т и с т и к а  п о  M l  д о  1 9 0 0  г о д а  о т с у т ­

с т в у е т ,  п р и х о д и т с я  п р о и з в о д и т ь  н е к о т о р о е  с к л е и в а н и е  р я д о в  и з  н е с к о л ь ­
к и х  и с т о ч н и к о в .  Д л я  д е н е ж н о й  м а с с ы  и п р о ц е н т н о й  с т а в к и  м е с я ч н ы е  

д а н н ы е  у с р е д н я ю т с я ,  ч т о б ы  п о л у ч и т ь  г о д о в ы е  н а б л ю д е н и я .  П о д р о б н е е  

о  п о с т р о е н и и  д а н н ы х  с м .  A p p e n d i x  В  в [ S t o c k  a n d  W a t s o n ,  1 9 9 3 ] .

(т  — р, у, R )  как коинтегрированная система

Н а  р и с .  1 0 .2  и 1 0 .3  и з о б р а ж е н ы  г р а ф и к и  р я д о в  т — р. у и R. В с е  три  

р я д а  и м е ю т  я в н ы е  т р е н д ы .  Л о г а р и ф м  р е а л ь н о й  д е н е ж н о й  м а с с ы  (т — р).
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с  о д н о й  с т о р о н ы ,  б ы с т р о  в о з р а с т а л  в т е ч е н и е  п е р в о й  п о л о в и н ы  в ек а ,  
н о  н е  и с п ы т ы в а л  п о ч т и  н и к а к о г о  р о с т а  в д а л ь н е й ш е м  д о  1 9 8 1  г о д а .  
Л о г а р и ф м  д о х о д а  ( у ) ,  с  д р у г о й  с т о р о н ы ,  н е у к л о н н о  р о с  в т е ч е н и е  в с е ­
г о  п е р и о д а  в ы б о р к и  с  с е р ь е з н ы м  н а р у ш е н и е м  э т о г о  р о с т а  с  1 9 3 0 - х  д о  
н а ч а л а  1 9 4 0 - х ,  п о э т о м у  с к о р о с т ь  о б р а щ е н и я  M l  ( у  — (т — р)),  т а к ж е  
и з о б р а ж е н н а я  на р и с .  1 0 .3 ,  с о к р а т и л а с ь  в т е ч е н и е  э т о г о  п е р и о д а ,  а  з а т е м  
н е у к л о н н о  в о з р а с т а л а  д о  1 9 8 1  г о д а .  З а  э т и м  д в и ж е н и е м  с к о р о с т и  о б р а ­
щ е н и я  M l  д о в о л ь н о  т е с н о  с л е д у е т  н о м и н а л ь н а я  п р о ц е н т н а я  с т а в к а ,  ч т о  
н а в о д и т  на м ы с л ь  о  т о м ,  ч т о  т — р, у и В  я в л я ю т с я  к о и н т е г р и р о в а н н ы м и  
с к о и н т е г р и р у ю щ и м  в е к т о р о м ,  к о м п о н е н т а  к о т о р о г о ,  с о о т в е т с т в у ю щ а я  у ,  
б л и з к а  к 1.

--------Реальный М1 ......... Чистый национальный продукт

Рис. 10.2. Реальный ВНП США и реальная M l в логарифмах

2.0 
1.8 
1,6 
1,4 
1,2 
1,0 
0,8 
0,6 
0,4 
0,2 
0,0

1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980
--------- Скорость .........  Ставка по

обращения М1 векселям

Рис. 10.3. Логарифм скорости обращения Ml (левая шкала) 
и краткосрочная ставка по векселям (правая шкала)

А н а л и з  э т и х  р и с у н к о в  п о д с к а з ы в а е т ,  ч т о  э т и  три п е р е м е н н ы е ,  m -  р , 

у  и В,  и н д и в и д у а л ь н о  м о ж н о  х о р о ш о  о п и с а т ь  1( 1 ) - п р о ц е с с о м .  Д е й с т в и ­

т е л ь н о ,  [ S t o c k  a n d  W a t s o n ,  1 9 9 3 ]  н а  о с н о в е  A D F - т е с т о в  с о о б щ а ю т ,  ч т о  

m - р  и у  к а ж д ы й  я в л я ю т с я  1 ( 1 ) - п р о ц е с с а м и  с о  с н о с о м ,  в т о  вр ем я  как
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R  я в л я е т с я  1 ( 1 ) - п р о ц е с с о м  б е з  с н о с а .  О н и  т а к ж е  с о о б щ а ю т ,  о с н о в ы в а я с ь  

н а  т е с т и р о в а н и и  о б щ и х  т р е н д о в  в [ S t o c k  a n d  W a t s o n ,  1 9 8 8 ] ,  ч т о  э т а  

т р е х м е р н а я  с и с т е м а  я в л я е т с я  к о и н т е г р и р о в а н н о й  с  р а н г о м  к о и н т е г р а ц и и ,  

р а в н ы м  1. В  д а л ь н е й ш е м  м ы  и с х о д и м  и з  п р е д п о л о ж е н и я ,  ч т о  т — р  
к о и н т е г р и р о в а н а  с  у  и R.  ( В  э м п и р и ч е с к о м  у п р а ж н е н и и  в а с  п о п р о с я т  

п р о в е р и т ь  с п р а в е д л и в о с т ь  э т о й  п р е д п о с ы л к и . )

D O L S

П е р в а я  с т р о к а  т а б л .  1 0 .2  п о к а з ы в а е т  S O L S - о ц е н к у  к о и н т е г р и р у ю щ е й  

р е г р е с с и и  ( 1 0 . 5 . 1 ) .  ( П е р и о д  в ы б о р к и  — 1 9 0 3 - 1 9 8 7  г о д ы ,  п о с к о л ь к у  в р а с ­

ш и р е н н у ю  к о и н т е г р и р у ю щ у ю  р е г р е с с и ю  D O L S  с т р о к о й  н и ж е  б у д у т  в к л ю ­

ч е н ы  д в а  о п е р е ж а ю щ и х  и д в а  з а п а з д ы в а ю щ и х  и з м е н е н и я . )  С т а н д а р т н ы е  

о ш и б к и  н е  п р и в о д я т с я ,  п о с к о л ь к у  а с и м п т о т и ч е с к о е  р а с п р е д е л е н и е

Таблица 10.2

SOLS- и DOLS-оценки, 1903-1987 годы

7» 7  н R 2 Стд. ошибка 
регрессии

SOLS-оценки 0,943 -0,082 0,959 0,135
DOLS-оиенки 0,970 -0,101 0,982 0.096
(Шкалированные стандартные ошибки) (0,046) (0,013)
Источник: Точечные оценки и стандартные ошибки из Table III в [Stock 
and Watson, 1993]. Я 2 и стандартная ошибка регрессии из авторских 
расчетов.

с о о т в е т с т в у ю щ е г о  t - о т н о ш е н и я ,  з а в и с я щ е е  о т  м е ш а ю щ и х  п а р а м е т р о в ,  

н е и з в е с т н о .  S O L S - о ц е н к а  э л а с т и ч н о с т и  п о  д о х о д у ,  р а в н а я  0 , 9 4 3 ,  б л и з ­

к а  к е д и н и ц е ,  н о  м ы  н е  м о ж е м  с к а з а т ь ,  я в л я е т с я  л и  о н а  н е з н а ч и м о  

о т л и ч н о й  о т  е д и н и ц ы .  Ч т о б ы  б ы т ь  в с о с т о я н и и  д е л а т ь  с т а т и с т и ч е с к и е  

в ы в о д ы ,  м ы  о б р а щ а е м с я  к D O L S - о ц е н и в а н и ю  к о и н т е г р и р у ю щ е г о  в е к т о ­

р а .  к о т о р о е  д о л ж н о  д а т ь  о ц е н к и  п а р а м е т р о в  (ju. О у - ? я )  к о и н т е г р и р у ю щ е й  

р е г р е с с и и  ( 1 0 . 5 . 1 )  з а  с ч е т  д о б а в л е н и я  Д у , .  Д / ? ,  и и х  о п е р е ж а ю щ и х  

и з а п а з д ы в а ю щ и х  з н а ч е н и й .  С л е д у я  [ S t o c k  a n d  W a t s o n ,  1 9 9 3 ] ,  ч и с л о  о п е ­

р е ж а ю щ и х  и з а п а з д ы в а ю щ и х  з н а ч е н и й  ( п р о и з в о л ь н о )  в ы б р а н о  р а в н ы м  2 ,  

п о э т о м у  р а с ш и р е н н а я  к о и н т е г р и р у ю щ а я  р е г р е с с и я ,  с в я з а н н а я  с  ( 1 0 . 5 . 1 ) ,  

и м е е т  в и д :

ЧЧ -  pt -  р + + 7д/?, +
+  SyoAt/t +  лЗу ._1 Д у ( + ]  +  .5у .^ 2 Д у ( - 2  +  З у  1Д  у /  — 1 +  3y2&yt-2  +

+  3 ro& R i +  3}i,^iARt+[ +  Д н ._ 2  Д-/?(+2"Ь

+  +  3R2&Rt-2  +  i't- ( 1 0 . 5 . 2 )
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10.5. Приложение: Спрос на деньги в США

Это обусловливает период выборки t = 1903— . 1987. Точечные 
DOLS-оценки (7 у. 7 л), приведенные во второй строке табл. 10.2, полу­
чены в результате оценивания этого уравнения посредством OLS.

Чтобы вычислить соответствующие стандартные ошибки, необходи­
мо оценить долговременную дисперсию ошибки гд. С этой целью мы 
подбираем к DOLS-остаткам процесс авторегрессии. Порядок авторе­
грессии (снова произвольно) полагается равным 2. С DOLS-остаткам и, 
вычисленными для t  =  1903 ...., 1987, периодом выборки для оценивания 
AR(2) становится t  = 1 9 0 5 ,.... 1987 (объем выборки =  83). Оцененная 
авторегрессия имеет вид:

щ =  0,93806 Тг_1 -  0.13341 ut_2, S S R  =  0,19843. (10.5.3)

Затем мы используем формулу (10.4.17), но, чтобы иметь возможность 
воспроизвести DOLS-оценки в [Stock and Watson, 1993, Table III], при 
вычислении мы делим SSR не на Т — р, а на Т -  р — К , где К  являет­
ся количеством регрессоров в расширенной коинтегрирующей регрессии 
(которое равно здесь 13). Таким образом, = 0,19843/(83 -  2 -  13) =  
0.0029181 и

0.0029181
(1 -0.93806 +  0,13341)2

0.07647. (10.5.4)

Оценка А„ является квадратным корнем из этой величины, кото­
рый равен 0,277. Поскольку стандартная ошибка DOLS регрессии равна 
0,096, множитель в формуле (10.4.15) для шкалирования обычных стан­
дартных ошибок OLS из расширенной коинтегрирующей авторегрессии 
равен 0.277/0.096 =  2.89. Числа в скобках в табл. 10.2 являются скоррек­
тированными стандартными ошибками, вычисленными таким образом. 
Теперь мы можем видеть, что оцененная эластичность по доходу не яв­
ляется значимо отличной от единицы.

Нестабильный спрос на деньги?

В табл. 10.3 приводятся оценки параметров по SOLS и DOLS для двух 
подвыборок, 1903-1945 и 1946-1987 годы. (Следуя [Stock and Watson, 
1993], дата сдвига 1946 года была выбрана и по причине естественного 
сдвига в конце Второй мировой войны, и по причине того, что она 
разделяет выборку почти пополам.) В резком контрасте с оценками, 
основанными на первой половине выборки, послевоенные оценки сильно 
отличаются от тех, которые основаны на полной выборке.

[Lucas, 1988] утверждает, что оценки, подобные этим, соответствуют 
стабильному спросу на деньги с единичной эластичностью по доходу. 
В поддержку этого суждения он указывает на рис. 10.4. На этом ри­
сунке изображен график зависимости m t — p t — y t (логарифм обратной
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Глава 10. Коинтеграция

скорости обращения, которая была бы зависимой переменной в урав­
нении спроса на деньги (10.5.1), если бы эластичность по доходу 7У 
полагалась равной единице) от процентной ставки. При этом послевоен­
ные наблюдения указаны другим набором символов, нежели довоенные 
наблюдения. Отличительной чертой является то, что, хотя послевоенные 
процентные ставки значительно выше, послевоенные наблюдения лежат 
на линии, определяемой предвоенными наблюдениями1.

Таблица 10.3

Спрос на деньги в двух подвыборках

1903--1945 1946-1987
7 у 7 я 7v 7 я

SOLS-оценки 0,919 -0 ,085 0,192 -0 ,016
DOLS-оценки 0,887 -0 ,104 0,269 -0 ,027
(Пересчет стандартных ошибок) (0,197) (0,038) (0,213) (0,025)
Источник: Table III в [Stock and Watson, 1993].

0,0 ,-------- --—....- ....
| - 0,2
2.
I"0-4
^ 0,6

£ - 0,8
1 - 1,0

«-I*
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- 1,8
- 0,0

А* МА*
A A %

А

А
А

А А А А А Ааа аа
__L .... ............_____________________ 1 ______________ „1__________

2 4 6 8

A
J___
10

Ставка по векселям

*A

12
. . .  i . _

14 16

•  до 1945 г. а после 1946 г.
Рис. 10.4. График зависимости т  — р  — у  от R

Этот факт позволяет предположить, что послевоенные оценки стра­
дают от проблемы сильной мультиколлинеарности: из-за схожих трендов 
в у и R в послевоенном периоде (показанном на рис. 10.2 и 10.3), 
7у и 7я, оцененные по послевоенному периоду, сильно коррелированы. 
Хотя для каждого элемента послевоенная оценка (7^.77?) отличается 
от предвоенной, они могут не быть совместно значимо отличными. Эту 
возможность можно было бы легко проверить тестом Чоу на структурный 
сдвиг, по крайней мере если бы регрессоры являлись стационарными.

о р и г и н а л ь н о м  г р а ф и к е  в [L u c a s ,  1 9 8 8 ]  п е р и о д  вы борк и  — 1 9 0 0 - 1 9 8 5  годы , а д а т а  

с д в и г а  — 1 9 5 7  год , н о  о б а  г р а ф и к а  говоря т ,  по с у щ е с т в у ,  о б  о д н о м  и том ж е .
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10.5. П р и л о ж ен и е: С прос на д ен ьги  в С Ш А

В тесте Чоу вы могли бы оценить

nit “  Pt — Р +  7yVt +  7 r R i +  doD t +  SyjjtDf +  Sf tR tD t + z *, (10.5.5)

где Df является дамми-переменной, значение которой равно 1, если t > 
> 1946 и 0 в противном случае. Таким образом» константа и коэффи­
циенты при yt и Rt равны (//-7у*7я) до 1945 года и равны (/х + £о*7у + 
+<V7h+^r) после 1945 года. Если регрессоры являются стационарными, 
то статистика Вальда для тестирования нулевой гипотезы о том, что 
до = 0, 6У = 0, Sn = 0 асимптотически распределена по х2(3), когда обе 
подвыборки растут с сохранением неизменным относительного объема 
(см. аналитическое упражнение 12 в главе 2). Теперь, когда регрессоры 
являются 1(1)-процессами и некоинтегрированы, как в данном случае, 
в [Hansen, 1992b, Theorem 3(a)] показано, что статистика Вальда (пра­
вильным образом шкалированная, если необходимо), имеет то же самое 
асимптотическое распределение ( \2), если параметры коинтегрирующей 
регрессии оценены эффективным методом, таким как DOLS (который 
добавляет Ду*, ARt и их опережающие и запаздывающие значения в ко- 
интегрирующую регрессию (10.5.5)), полностью модифицированный 
метод наименьших квадратов (FMOLS — Fully Modified estimation) 
или ML Йохансена1. DOLS-оценки регрессии (10.5.5), пополненной дву­
мя опережающими и двумя запаздывающими значениями Ау и ДЯ, 
приведены в табл. 10.4. Незначимая статистика Вальда поддерживает 
точку зрения Лукаса о том, что спрос на деньги в Соединенных Штатах 
в XX веке был стабильным.

Таблица 10.4

Тест на структурный сдвиг

7  у 7  я до *у дн Статистика
Вальда

DOLS-оиенки 0,925 -0 ,090 1.36 -0 ,52 0.048 5,95

Шкалированные
стандартные (0,142) (0,026) (0.72) (0,31) (0,034) (р-значение = 0 , 11)

ошибки
Источник; Вычисления автора, которые нужно проверить в эмпирическом 
упражнении.

!Мы отмечали в предыдущем параграфе, что статистика Вальда не распределена 
асимптотически как хи-квадрат даже после шкалирования, если гипотеза включает 
в себя ц. Однако результат в [Hansen, 1992b] показывает, что статистика Вальда 
для тестирования гипотезы о различии  в р  асимптотически распределена как хи-квадрат. 
[Hansen. 1992b] также разрабатывает тест на структурный сдвиг в неизвестную дату 
сдвига.
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Набор задач для главы 10

Эмпирические упражнения

(Прежде чем выполнять это задание, просмотрите [Stock and Watson, 
1993, Section 7 и Appendix В.] В файле MPYR.ASC находятся следующие 
годовые данные:

• Столбец 1: натуральный логарифм M l (упоминаемый как т).

• Столбец 2: натуральный логарифм дефлятора ВНП (р).

• Столбец 3: натуральный логарифм ВНП (у).

• Столбец 4: ставка по векселям в процентах в годовом исчисле­
нии (R ).

Период выборки — с 1900 по 1989 год. Это те же самые данные, которые 
использовались в [Stock and Watson, 1993] в их исследовании спроса 
на деньги США. См. их Appendix В в качестве источника данных.

Вопросы (а) и (Ь) заключаются в проверке презумпции того, что ряд 
т  — р  коинтегрирован с (y , R ). Остальные вопросы связаны с оценивани­
ем коинтегрирующего вектора.

(a) (Одномерные тесты на единичный корень.) В [Stock and Watson, 
1993, Appendix В] сообщается, что ADF tP- и / г-статистики, вы­
численные с использованием 2 и 4 лагированных первых разностей, 
не в состоянии отвергнуть гипотезу единичного корня для каждого 
из рядов m  — р  и R  на 10%-ном уровне и что гипотеза единичного 
корня не отвергается для у с 4 лагами, но отвергается на 10%-ном 
(но не 5%-ном) уровне с 2 лагами. Проверьте эти выводы. Используй­
те Р‘-тест для R  и tT для гп — р и у и используйте асимптотические 
критические значения (критические значения для Т  = ос).

(b) (Тесты, основанные на остатках.) Проведите тест Энгла — Грейндже­
ра для проверки нулевой гипотезы о том, что ряд m  -  р  не коин­
тегрирован с у и R. Положите р  =  1 (выбрано по BIC). (Если вы 
не включаете время в регрессию, то ADF ii-статистика, полученная 
по остаткам, должна быть равной примерно —4.7. Следует применить 
случай 2, расмотренный в параграфе 10.3. Поэтому 5%-ное критиче­
ское значение должно быть равным —3.80.)

(c) (DOLS.) Воспроизведите SOLS и DOLS-оценки коинтегрирующего 
вектора, приведенные в табл. 1 0 .2 .
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(d) (Тест Чоу.) Воспроизведите DOLS-оценки, приведенные в табл. 10.4. 
Они основаны на следующей расширенной коинтегрирующей регрессии:

mt — Pt =  Р +  7 y'Vt +  In R t +  faD t +  SyytDi +  8 j{R tD t+

+  PyQ&yt, +  f 3 y . - l A y t + \  +  f d y . - 2 A y t + 2  +  r % l A y t - l  +  /Зу2 A y  t '2 +

+ ProA R t +  в  , _ i A R t+\ + f}pt _ 2A  R i+2 +  Pr  i A R( _ i +  3 r2 A R t- 2 + 1ч •

Нулевая гипотеза состоит в том, что <5о =  ду =  8ц =  0. Положите р  
в (10.4.16) равным двум. Вычислите статистику Вальда для тестиро­
вания нулевой гипотезы об отсутствии структурного сдвига.
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Приложение А. Блочные (клеточные) 
матрицы и произведения Кронекера

Блочные (клеточные) матрицы
Иногда удобно разбивать элементы матрицы на MN  подматриц как

А , ,  • • •  А ]

А  д м  • • * А *

Матрицу в таком виде называют блочной (клеточной) матрицей (part­
itioned matrix). Подстрочные индексы подматриц определяются тем же 
самым способом, что и элементы матрицы. Например, мы можем запи­
сать:

А
'1 4 7'
2 5 8 _ А\\ А12

3 6 9 _А2\ А22

где
Т 4
2 5 А 21 = [3 6] . А п  = 9.

Наиболее известный частный случай — когда М  = N и внедиагональные 
блоки (Атп Для т Ф п) являются нулевыми матрицами:

А =
А  и

А-мм

Это называется блочно-диагональной матрицей (block diagonal ma­
trix).

Сложение и умножение блочных (клеточных) матриц
Сложение и умножение матриц обобщается на случай блочных (клеточ­
ных) матриц. Таким образом.

А + В  =
А ц  +  В \1 

А ,\п  +  В м  ]

A  i.v +  В  iv

Ад/д- + В  их
(А.1)
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Блочные (клеточные) матрицы и произведения Кронекера

А В  =
А и ••■ • -Ai.v

Алл •• • Ад/д-

Вп

Дм Д у/.

X! A i nB„i
П= 1

]С A \ nB nL 
»=1

X] А м пВ П 1
_П= I

Л'
X] А м пВ„1

Н =  1

(А.2)

В о  в с е х  э т и х  в ы р а ж е н и я х  м а т р и ц ы  д о л ж н ы  и м е т ь  с о г л а с о в а н н ы е  р а з ­

м е р ы  д л я  в ы п о л н е н и я  о п е р а ц и й .  Т а к .  п р и  с л о ж е н и и  р а з м е р ы  A mf, и Д , ш 

д о л ж н ы  б ы т ь  о д и н а к о в ы м и  д л я  в с е х  т (~  1 . 2 , . . . , М )  и п(=  1 , 2 ,  —  N).  
П р и  у м н о ж е н и и  к о л и ч е с т в о  с т о л б ц о в  в А тп д о л ж н о  б ы т ь  р а в н ы м  к о л и ­

ч е с т в у  с т р о к  в В п 1 д л я  в с е х  т ( =  1.2.......Л/),
п{— 1 , 2 , . . . .  N), 1(= 1 . 2 ...........L ) .  Ч а с т н ы й  с л у ч а й  у м н о ж е н и я ,  к о г д а  В
я в л я е т с я  штабелированным вектором (stacked vector) с:

А „
A c  =

Ад л

Anv

A m s

Cl

Cv

’ N
X] A inc,)
n=i

.v
Z  А м п С п

( А .З )

Н е с к о л ь к о  ч а с т о  в с т р е ч а ю щ и х с я  с л у ч а е в  и м е ю т  вид:

А п C j ' А ]  |С]

СЛ/. _Ад/л/Сд/_

( А . 4)

Ап Вц

Ад/д/_ Вмм_
А цВ ц

. ( А .5)

А д/ л/ ^ л/ л/

Г А' 1 -Вц ••• В\м Ап

Ад /д/ B \i\ ■■■ Вмм Ад/Д/_

709



Приложение А

А'п В\\А\\ ■■■ А'п В\мАмм

{А'мМ Вм\А\\ • • •  А'а ш В м м А м м ^

'А'

А'мм
А\ | В\\С\ +

В\ В , C l

_с Д/В т  • • • Мм а/
••• +A'US , Л / С Д /

, ^ л / л / - ® л л С 1 +  •••  + А \ 1МВммсм_

(А.6 )

(А.7)

[ А', ] • • • A(v
В  п 

Вм\

■ ■ B im

■ • Вмм

" Ап '

Амм_
М А/

= Х ! Е А ш т Д » л А лл, (А.8 )
m  -  I  / г  =  1

где с,„ (т  — 1,2.__Л/) являются векторами-столбцами.

Обращение блочных (клеточных) матриц
Матрица, обратная к блочно-диагональной матрице, имеет вид:

' А п
-1 Г а ~ 1 1 А \ 1

Ад/д/. А 1L .\/A/J

(А.9)

при условии, что Атт (т = 1.2.__М) обратимы. Это можно проверить
непосредственным умножением.

Для блочной (клеточной) матрицы размерности 2 x 2  общего вида 
блочная обратная (partitioned inverse) матрица имеет вид:

(А. 10)

где F-z — (А >2 -  А'21 A f/А]^)-1. Это можно легко проверить, умножая 
А на обратную ей матрицу. Вследствие симметрии вычисления верхний 
левый блок можно записать также как

А,, А12
- 1 А,,1 + А) / A12.F2A21 А [ j1 ~ А 1 / A j 2 F2

^21 А22 -F 2A 2 XA ^ f 2

F\ = (-Ап — А \2А,2.}А‘2
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Произведения Кронекера
Для матриц А  (А/ х Лт) и В  (К х L) общего вида произведение Кро­
некера (Kronecker product) определяется как

А  •£ В
аи В

ам 1В

а\.\В

о-м\В
(А.11)

Это матрица размера MKx.NL. В частном случае, когда А и В  являются 
векторами:

(Ц V

1-О81____

_ам_

•X

Av Дл/Ь_

(А.12)

Очень просто, но громоздко проверить, что

(А к В)(С К D) = АС  х BD. (А. 13)

при условии, что А  и С имеют согласованные размеры и В  и D  имеют 
согласованные размеры, и что

(А х В)' = А' X В'. 
{ А К В У 1 =  А ~ 1 к В ' 1.

при условии обратимости А и В .

(А.14) 
(А.15)
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- требования предопределенно- 

сти/корреляции 231
Инструментальных переменных оценка 

221,'235 
Инфляция:

- гипотеза эффективного рынка 
181-182, 185-187

- реальные процентные ставки 
и инфляция 183

- сравнение теории для больших 
выборок и теории для конечных 
выборок 187-189

Информационная матрица 74
- для наблюдения 506 

Информационное множество 129

Информационное неравенство Кульба- 
ка — Лейблера 494 

Искажение размера 146 
Исключающие ограничения 564

Й
Йенсена неравенство 534 
Йохансена процедура максимального 

правдоподобия 677-679
К

Кажущиеся несвязанными регрессии, 
итерационная процедура 570 

Кажущиеся несвязанными регрессии:
- асимптотические свойства 310
- как обобщенный метод моментов 

для одного уравнения 18
- как обобщенный метод моментов 

для нескольких уравнений 306- 
307

- как специализация оценки 
максимального правдоподобия
с полной информацией 569-570

- сравнение с обобщенным мето­
дом моментов для нескольких 
уравнений и методом наимень­
ших квадратов 310-312

Казначейство США — веб-сайт 206 
Квадратично суммируемая 459-460 
Квази- (или псевдо-) максимальное 

правдоподобие 76
Классическая линейная модель регрес­

сии:
- Крамера —Рао граница 73-75
- для случайных выборок 34
- матричная запись 27-28
- обобщенная 78
- описание 25, 660
- предположение линейности 25- 

27
- предположение строгой экзоген­

ности 28-32
- статистика отношения правдопо­

добий 253
- функция правдоподобия 71 

Кобба — Дугласа технология:
- идентификация 88
- параметризованная функция из­

держек. выведенная на ее осно­
ве 86 88

- транслогарифмическая функция 
издержек как обобщение 94-95

Ковариационно-стационарные процессы
- закон больших чисел 430-431
- процесс белого шума 128, 394- 

395
- фильтрация 398-399 

Коинтеграции ранг:
- описание 667
- определение 680-687 

Коинтеграционная связь 667 
Коинтегранионное пространство 667
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Коинтеграция в векторной авторегрес­
сии конечного порядка 673-675 

Коинтегрированные системы:
- альтернативные представления 

671-679
- Бевериджа — Нельсона разложе­

ние и коинтегрированные систе­
мы 600-601

- векторные авторегрессии и коин­
тегрированные системы 673-675

- Йохансена процедура макси­
мального правдоподобия 677— 
679

- т -  р, у и Н как коинтегриро- 
ванная система 698-700

- линейные векторные 1(0)- 
и 1(1)-процессы 662-664

- общий случай n-мерной коинте- 
грированной системы 695-697

- определение 666-670
- оценивание динамическим мето­

дом наименьших квадратов 689. 
690, 693, 695, 696, 700-701, 703

- оценка SOLS 688-689, 700
- представление в форме вектор­

ной модели коррекции ошибок 
675-677

- приложение к спросу на деньги 
в США 697-703

- проверка нулевой гипотезы об 
отсутствии коинтеграции 687

- свойства оценок в конечных 
выборках 697

- статистические выводы о векто­
рах 688

- тест, основанный на остатках 
681-687

- треугольное представление Фил­
липса 671-673

Коинтегрирующая регрессия 672 
Коинтегрирующий вектор 667 
Колмогорова второй усиленный закон 

больших чисел 122 
Концентрированная логарифмическая 

функция правдоподобия 558 
Концентрированная логарифмическая 

функция правдоподобия:
- для линейной модели регрессии 

25
- для метода максимального 

правдоподобия с полной инфор­
мацией 559

- для многомерной модели регрес­
сии 557

Коррекция степеней свободы 154 
Коррелограмма 127
Корреляция между уравнениями, или 

одновременная, корреляция 288 
Коши последовательность 404 
Коши —Шварца неравенство 198 
Коэффициент автокорреляции j -го по­

рядка 127

Коэффициент детерминации 42-43 
Коэффициент детерминации нецентри- 

рованный 42-43
Коэффициент проекции метода наи­

меньших квадратов 168 
Коэффициенты проекции метода наи­

меньших квадратов 168 
Крамера — Рао:

- граница 73-75
- нижняя граница 70 

Критерии выбора теста на единичный
корень:

- асимптотики локальные к едини­
це 637

- свойства на малых выборках 
638-639

Кронекера дельта 196 
Кронекера произведения 711

Л
Лаговые полиномы:

- абсолютно суммируемые обра­
щения 404

- обращения 402-404 
Лаговый полином степени р 399 
Лагранжа множителей статистика

524-528
Линдеберга — Леви центральная пре­

дельная теорема 134 
Линдеберга — Феллера центральная 

предельная теорема 194 
Линейная по переменным 532 
Линейная регрессионная модель:

- асимптотическая нормальность 
509-510

- идентификация в методе мак­
симального правдоподобия 497- 
498

- с нормальными ошибками 482 
Линейной гипотезы проверка 145-146 
Линейные векторные 1(0)- и 1(1 ̂ про­

цессы 662-664
Линейные оценки обобщенного метода 

моментов 485-486 
Линейные процессы:

- линейные 1(0)-процессы 599-600
- описание 394-395
- скользящего среднего бесконеч­

ного порядка 395-398
- скользящего среднего порядка q 

395
Линейный процесс скользящего сред­

него бесконечного порядка 395-399, 
409-410, 431

Линейный процесс скользящего сред­
него порядка q 395 

Логарифм дохода минус логарифм 
потребления 686

Логарифмическая функцию правдопо­
добия 71, 72

Логарифмическое условное правдоподо­
бие 481
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Логит-модель 540
Логлинейное уравнение 87
Ложная регрессия 680-681
Ложное детрендирование 605
Локальные к единице асимптотики 638
Лонгитюдные данные 352
Люнга —Бокса Q-статистика 171-173

М
М-оценки:

- асимптотическая нормальность 
502-506

- как экстремальная оценка 477- 
478

- описание 477
- состоятельность 490-492 

Максимального правдоподобия прин­
цип:

- для оценивания параметров 
модели 69

- основная идея 70
- связь с обобщенным методом 

моментов 18
Мартингал по отношению к {z{\ 129 
Мартингал-разность 131 
Мартингалы 129-130 
Математические обозначения 21 
Матрица данных 28 
Матричные обозначения 27-28 
Мера риска для стандартного нормаль­

ного распределения 510 
Метод

- минимального расстояния 236
- моментов 235
- наименьших квадратов с ограни­

чениями 66
Модели с качественным откликом:

- асимптотическая нормальность 
542

- вклад и гессиан для наблюдения 
t 540-541

- описание 539-540
- состоятельность 541 

Модели:
- определение 25
- правильно специфицированные 

478
Модель компонент ошибок:

- индивидуальный эффект 354
- описание 352. 353
- отклонения от групповых сред­

них и модель компонент ошибок 
356

- оценка фиксированных эффек­
тов и модель компонент ошибок 
358-370
епараметризация модели 357- 
58

Модель коррекции ошибок векторная 
671

Модель с ограниченной зависимой 
переменной 543

Модель с множественным выбором 539 
Мощность критерия 147

Н
Наблюденный уровень значимости, 

р-значение 61
Наилучшая линейная несмещенная 

оценка 49
Наилучшая несмещенная оценка 75 
Неоднородность индивидов 354 
Неравенство Крамера —Рао 73-74 
Неравенство треугольника 458 
Номинальный размер теста 146

О
Обменные курсы 616,

см. также реальный обменный курс 
Обнуление:

- пропущенные наблюдения 367
- против сжатия 368-369 

Обобщенная нелинейная оценка ин­
струментальных переменных 485

Обобщенного метода моментов для 
одного уравнения оценки:

- асимптотическая мощность 
243-244

- асимптотическая теория 238-258
- асимптотические свойства 238- 

244
- асимптотическое распределение

238- 239
- в случае преопределенных ре­

грессоров 261
- для конечных выборок 244
- определение 236
- оценивание дисперсии ошибки

239- 240
- оценивание долговременной ко­

вариационной матрицы 241
- получение двухшаговой оценки 

наименьших квадратов из эф­
фективного обобщенного метода 
моментов для одного уравнения 
256-261

- последствия условной гомоскеда- 
стичности 255-264

- тестирование гипотез 240-245
- трехшаговый метод наименьших 

квадратов 18
- эффективная 242-243
- эффективная с ограничением 

251
Обобщенного метода моментов для 

нескольких уравнений оценки:
- асимптотическая теория 296-299
- вывод 294-296
- инструментальная оценка

с полной информацией 304-305
- кажущиеся несвязанными ре­

грессии 308-310
- как оценки случайных эффектов 

318-322
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-  общие коэффициенты 314-323
-  объединенная OLS-оиенка 319— 

320 322
- оценка трехшагового метода 

наименьших квадратов 305-308
- преимущества 287
- сравнение SUR и OLS 310-312
- сравнение со случаем одного 

уравнения 299-303
условная гомоскедастичность 

303-304
- условная гомоскедастичность 

эффективной оценки 317-320
Обобщенного метода моментов для од­

ного уравнения оценки:
- сравнение с обобщенным мето­

дом моментов для нескольких 
уравнений 299-303

Обобщенный метод моментов:
инкорпорирование сериальной 

корреляции 436-442
- инкорпорирование сериальной 

корреляции и связь с обоб­
щенным методом наименьших 
квадратов 445-447

- общая формулировка 228-233
-- описание 234-237
- приемы 18
-* процедуры оценивания 18
- связь между методом макси­

мального правдоподобия и обоб­
щенным методом моментов 18

- смещение вследствие эндогенно­
сти 218-223

- см. также обобщенного метода 
моментов для нескольких урав­
нений оценки

Обобщенный метод наименьших квад­
ратов:

- инкорпорирование сериальной 
корреляции в обобщенный ме­
тод моментов и связь с обоб­
щенным методом наименьших 
квадратов 445-447

~ ограничивающее свойство обоб­
щенного метода наименьших 
квадратов 82-83

- описание 78
- последствия ослабления предпо­

ложения 79
- свойства на конечных выборках 

48-53
- эффективное оценивание

с известной матрицей V  79-81
Образование:

-  отдача от образования 265-273
- смещение из-за способностей 

271-272
- тестирование предопределенно­

сти в уравнении заработной 
платы 250

-  уравнение заработной платы 217

- эндогенность 272 
Обратимости условие 412 
Обратное отношение Миллса 510, 545 
Обращение блочных матриц 710-711 
Обращения:

- лаговых полиномов 402-404
- фильтра 401-402
- фильтров для векторных процес­

сов 418
Общие коэффициенты:

- как неограничивающее условие 
в обобщенном методе моментов 
для нескольких уравнений 322- 
323

-  обобщенный метод моментов 
для нескольких уравнений и об­
щие коэффициенты 314-323

Объединенная оценка наименьших 
квадратов 319-320 

Объясняющие переменные 25 
Обычный метод наименьших квадратов 

18
Односторонний f-тест 69 
Ортогональная 30 
Отклонения

-  от групповых средних 356
-  от среднего 169

Отношения правдоподобий принцип:
-  f ’-отношение 66
-  тестирование гипотез 251-255 

Отношения правдоподобий статистика
526-527

Отношения правдоподобий тест 76 
Оценивание методом максимального 

правдоподобия:
- асимптотическая нормальность 

условного 506-511
- идентификация в линейной 

модели регрессии 497-498
- идентификация условной плот­

ности 494 495
- инвариантность 483-484
- Йохансена 677-679
- как М-оценка 477
- максимальное правдоподобие

с ограниченной информацией 
542, 571

- максимальное правдоподобие с 
полной информацией 559- 570

- многомерные регрессии 539-542
- модели с качественным откли­

ком 539-542
-  процессов AR(р) и VAR(p) 583- 

584
-  процессов AR(1) 579-583
- сериально коррелированные на­

блюдения 576-584
- состоятельность 495-497
- сравнение с асимптотической 

нормальностью обобщенного ме­
тода моментов 514-515
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- тобит (цензурированная регрес­
сия) модели 550-553

- усеченные модели регрессии 
543-550

-  условное 481-483 
Оценивание спроса на деньги 697-703 
Оценивания процедура 24
Оценка динамического метода наи­

меньших квадратов 689, 690, 693, 
695, 696, 700-701, 703 

Оценка fc-класса 575 
Оценка ковариационная 360 
Оценка максимального правдоподобия 

точная 579
Оценка максимального правдоподобия, 

условная относительно уо 481 
Оценка наименьших квадратов стати­

ческая 689-700
Оценки максимального правдоподобия 

с ограниченной информацией:
-  вычисление 573-575
- описание 571-573
- сравнение с двухшаговым мето­

дом наименьших квадратов 575
Оценки максимального правдоподобия 

с полной информацией:
- исходная информация 559-563
- оценивание методом максималь­

ного правдоподобия 569-570
- полная система одновременных 

уравнений 562-563
- свойства 567-569
- связи между коэффициентами 

563-564
- тестирование еверхидентифици- 

рующих ограничений 566-567
- функция правдоподобия 564-565 

Оценки минимального расстояния
классические 478 

Оценки с ограничениями 521 
Ошибки в переменных 224-226

П
Панель несбалансированная:

- асимптотические свойства оцен­
ки фиксированных эффектов 
369-370

- «обнуление» пропущенных на­
блюдений 367-368

- «обнуление» против сжатия 368-
369

-  описание 367
- смещение из-за отбора 367, 369 

Панельное исследование динамики до­
ходов 225

Панельные данные:
- модель компонент ошибки 359-

370
- несбалансированные 367-370
- описание 279, 289, 352
- пространство параметров 476 

Параметризация функции плотности 70

Паритет покупательной способности 
639-640

Перекрестные ограничения 327 
Переменная в левой части 25 
Переменные в правой части 25 
Перманентная компонента 597 
Перманентного дохода гипотеза 224- 

226
Питменовская последовательность 149 
Питменовский снос 149 
Поддерживаемая гипотеза 55 
Подобранное значение 40 
Подход

- в частотной области 414
- во временной области 414 

Покрытый процентный паритет, уравне­
ние 449

Полный столбцовый ранг 32 
Пониженного ранга условие 675 
Последовательное f-правило от общего 

к частному 424-425 
Последовательности случайных вели­

чин:
- взгляд на оценки как на 

последовательности случайных 
величин 121

- обзор предельных теорем 115- 
121

Последовательность локальных альтер­
натив 148

Постоянные реальные процентные 
ставки 181

Правдоподобие безусловное 70-71 
Правильно специфицированная 478 
Правильно специфицированная модель 

302
Предел по вероятности 115 
Предельная склонность к потреблению 

225-226
Предельное распределение 117 
Предопределенные регрессоры 137,

229, 261
Представление в виде скользящего 

среднего 405-408
Представление в форме векторного 

скользящего среднего 662-664 
Представление в форме коррекции 

ошибок 675
Преходящая компонента 596 
Приведенная форма 563 
Приведенной формы коэффициенты 563 
Пробит-модель:

-  асимптотическая нормальность 
оценки максимального правдо­
подобия 510-511

-  идентификация при оценивании 
методом максимального правдо­
подобия 498-499

- условное максимальное правдо­
подобие 482-483

Прогноза ошибка, иена/доллар 451 
Проекционная матрица Р  40-41
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Проекция методом наименьших квадра­
тов:

- наилучший линейный прогноз, 
использующий проекцию ме­
тодом наименьших квадратов 
167-169

- описание 166-167 
Производящая функция автоковариа­

ций 413-415
Проинтегрированный d раз процесс ав­

торегрессии — скользящего среднего 
602

Проинтегрированный процесс авторе­
грессии — скользящего среднего 602 

Простая регрессионная модель 26 
Пространство параметров 476 
Процентные ставки:

- инфляция и процентные ставки 
183

- номинальные 185-187
- см. также реальные процентные 

ставки
Процесс авторегрессии порядка р 583- 

584
Процесс независимого белого шума 128 
Процесс порождения данных 137-584 
Процесс с единичным корнем 594 
Процессы авторегрессии — скользяще­

го среднего:
- ARMA(pg) 410-411, 428-429
- автоковариации AR(1) 408-412
- как инструмент эконометрики 

единичных корней 601-602
- обратимость 412
- описание 405
- производящая функция автоко­

вариаций и спектр 413-415
- процесс авторегрессии первого 

порядка 405-408
Процессы с авторегрессионной гетеро- 

скедастичностью 132 
Процессы с авторегрессионной гетерос- 

кедастичностью 133

Р
Равенство для информационной матри­

цы 73
Равномерная сходимость по вероятно­

сти 488
Равномерный закон больших чисел 490 
Разложение в среднем значении 503 
Расширенная авторегрессия 621-622 
Расширенная коинтегрирущая регрес­

сия:
- допущение сериальной корреля­

ции 692-695
- пример с двумя переменными 

690-692
Расширенные тесты Дики— Фуллера:

- без постоянной составляющей 
626-627

- включение в регрессию постоян­
ной составляющей 630-632

- включение временного тренда 
633-635

- вывод статистик тестов 625-627
- для казначейских обязательств 

632
- предельное распределение оцен­

ки наименьших квадратов 622- 
625

- предложение для выбора 
Ршах (7) 629—630

- при неизвестном значении р 
627-635

- расширенная авторегрессия 
621-622

- с постоянной составляющей 
630-632

Реализация или выборочная траектория 
124

Реальный обменный курс 641, 
см. также Обменные курсы 

Регрессии коэффициенты 25 
Регрессии на время:

- оценивание методом наимень­
ших квадратов 192

- предположения 190
- тестирование гипотез 192-193 

Регрессии функция 25 
Регрессируемая переменная 25 
Регрессия 25
Регрессия с ограничениями 66 
Регрессоры:

- описание 25
- предопределенные 261, 229
- фиксированные 34, 194
- эндогенные 218-219, 229 

Репараметризация:
- вогнутость после 492
- максимального правдоподобия 

483-484
- тобит-модели 550
- усеченных моделей регрессии 

547
Робастная стандартная ошибка 145 
Робастное f-отношение 146-147 
Рост вложений в оборудование и инве­

стиции в Ботсване 45

С
Саргана статистика 257-258 
Саргана — Бхаргавы статистика 620 
Сбалансированная панель 367 
Свертка 400
Сверхидентифицировано 89, 232 
Сдвиги предложения:

- смещение из-за эндогенности 
223-227

- Уоркинга пример 229 
Сериальная корреляция:
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- Гордина условие ограничиваю­
щее степень сериальной корре­
ляции 436-437

- асимптотики для выборочных 
средних 430-435

- векторные процессы 395-447
- инкорпорирование в обобщен­

ный метод моментов 436-442
- инкорпорирование в обобщен­

ный метод моментов и связь с 
обобщенным методом наимень­
ших квадратов 445-447

- линейные процессы 394-404
- оценивание авторегрессий 421 — 

429
- оценивание долговременной ко­

вариационной матрицы 437-447
- процессы авторегрессии — 

скользящего среднего 405-415
- расширенная коинтегрирующая 

регрессия и 692-695
- форвардная премия 448-456 

Сериальной корреляции тестирование:
- Бокса —Пирса и Люнга — Бокса 

171-173
- Бройша — Годфри 178
- выборочные автокорреляции, 

вычисляемые по остаткам 173— 
175

- описание 170
- основанное на вспомогательной 

регрессии 176-178
- с предопределенными регрессо­

рами 175-176
Скользящего среднего процесс беско­

нечного порядка 397 
Скользящего среднего процесс второго 

порядка 201-202
Скользящего среднего процесс порядка 

<7 395
Скорость конвергенции 371 
Слабо (или ковариационно) стационар­

ный случайный процесс 126 
Слуцкого теорема 119 
Случайные блуждания:

аппроксимация 1(1)-процесса 
600-601

- жизнеспособность 640-641
- как пример мартингала 130
- обменные курсы как случайные 

блуждания 615-616
- описание 130
- со сносом 407
- тесты Дики — Фуллера на отсут­

ствие сноса 608-616
Случайные выборки 34 
Случайных эффектов метод:

- как обобщенный метод моментов 
для нескольких уравнений 318

- как частный случай обобщенно­
го метода моментов 18

- сравнение случайных и фиксиро­
ванных эффектов 363-365

Смещение вследствие одновременности 
220

Смещение из-за отбора 367 369 
Смешение из-за способности 271-272 
Смещение из-за эндогенности:

- наблюдаемые сдвиги предложе­
ния 220-223
описание 218-220

- ошибки в переменных как 
пример 224-226

- пример со склонностью к потреб­
лению 224
производственная функция как 
пример 226-227

Смещение, обусловленное селективно­
стью выборки 545 

Собственные значения 465 
Совета управляющих федеральной ре­

зервной системы США веб-сайт 206 
Сопровождающая форма 410, 464 
Состоятельная при гетероскедастично- 

сти и автокоррелированности 437 
Состоятельная при гетероскедастично- 

сти и автокоррелированности оценка 
векторной авторегрессии 440-442 

Состоятельная при гетероскедастично- 
сти стандартная ошибка 145-146 

Состоятельность для экстремальных 
оценок:

для М-оценок 490-492 
теоремы 487-489 

Состоятельные оценки 121 
Состоятельные тесты 147-148 
Спектральная плотность (функция) 414 
Спецификационный тест 247 
Спроса и предложения модель:

- наблюдаемые сдвиги предложе­
ния 220-223

- смещение вследствие эндогенно­
сти 218-219

Среднее по ансамблю 124 
Среднеквадратичная ошибка 166 
Стабильности условие 403 
Ставки по казначейским обязатель­

ствам. расширенный тест Дики - 
Фуллера 621, 632 

Стандартная ошибка
оценки наименьших квадратов 
58

- регрессии (SER) 41 
уравнения (SEE) 41

Стандартный винеровский процесс
- детрендированный 605
- центрированный 605 

Статистический сборник Министерства
финансов 206

Стационарности условие 406 
Стационарность 126 
Стационарные относительно тренда 

процессы 595-597
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Стационарный в разностях 126 
Стационарный в разностях процесс 594 
Стационарный относительно тренда 

126, 190
Степени свободы 154 
Стерлинг/доллар реальные обменные 

курсы 641
Стохастическая коинтеграция 668 
Стохастические процессы:

- ковариация 126-127
- описание 124
- различные классы 125-128
-  см. также последовательность 

случайных величин
Стохастический тренд 592 
Строгая мультиколлинеарность 32 
Строгая экзогенность 28-32 
Структурная форма 562 
Структурной формы параметры 562 
Сумма квадратов

- остатков 37
- остатков (SSR) 36
- остаточная (RSS) 36
- ошибок (ESS) 36 

Суперсостоятельные оценки 192, 610 
Сходимость

- в среднеквадратичном 116
- по вероятности точечная 487
-  по распределению 116
- почти наверное 115 

Сходится по вероятности:
-  асимптотически эквивалентные 

последовательности 119
-  описание 115
-  почти наверное 115
-  Слуцкого теорема 119
-  сохранение для непрерывных 

преобразований 118
США:

-  единичный корень в ВВП 634
■ индексированные на инфляцию 

облигации, проданные с аукцио­
на 1997 г. 188

- реальные обменные курсы стер­
линг/доллар 641

- спрос на деньги 697-703
-  электроэнергетическая отрасль 

в США 84 91. 334
-  см. также доллар/иена

Т
Тейлора разложение 515-518. 521-522  
Телескопическая сумма 433-434 
Теорема Гаусса — Маркова, 48. 49, 80 
Теорема Грейнджера о представлении 

677
Теорема о среднем значении 501. 503, 

511
Теория для больших выборок:

-  для обобщенного метода момен­
тов для одного уравнения 238 - 
258

- инфляция и теория для конеч­
ных выборок 187-189

- описание 114
- оценивание с параметризован­

ной условной гетероскедастич- 
ностью 161-166

- последствия условной гомоскеда- 
стичности 154-158

- предельные теоремы для после­
довательностей случайных ве­
личин 115-124

- проекция методом наименьших 
квадратов 166-167

- распределение оценки наимень­
ших квадратов 136-144

- регрессии на время 190-197
- состоятельное оценивание 151 

153
- тестирование

—  линейных гипотез 145-149
—  на сериальную корреляцию

170-178
- -  нелинейных гипотез ISO-

151
- - условной гомоскедастично-

сти 159-161
- эконометрика рациональных 

ожиданий 179-189
Теория для конечных выборок 187
Теория для больших выборок:

- для обобщенного метода момен­
тов для нескольких уравнений 
296-299

Тест Чоу 105, 641
Тест на коинтегрированность, основан­

ный на остатках 681 -685
Тестирование гипотез:

- в предположении нормальности 
55-57

- в экстремальных оценках 520- 
528

- для регрессий на время 192-193
- добавление переменной 253 255
- линейных 61 -63
- о предопределенности образо­

вания в уравнении заработной 
платы 250-251

- о подмножествах условий орто­
гональности 248-251, 262-263

- о сверхидентифицирующих огра­
ничениях 246-251

-  о б  о т д е л ь н ы х  к о э ф ф и ц и е н т а х  
р е г р е с с и и  5 7 - 5 9

-  п р и  о ц е н и в а н и и  о б о б щ е н н ы м  
м е т о д о м  м о м е н т о в  2 4 0 - 2 4 5

-  с  и с п о л ь з о в а н и е м  п р и н ц и п а  
о т н о ш е н и я  п р а в д о п о д о б и й  2 5 1  - 
2 5 5

-  у с л о в н о й  г о м о с к е д а с т и ч н о с т и  
1 5 9 - 1 6 2 ,  2 6 4

Т е с т и р о в а н и е  п о д м н о ж е с т в  у с л о в и й  
о р т о г о н а л ь н о с т и  2 4 8 - 2 5 3 .  2 6 4 ,  2 6 5
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Тестирование сверхидентифицируюших 
ограничений 246 

Тестовая статистика вклада 525 
Тобит (цензурированная регрессия) 

модели 550-553 
Точный размер теста 146 
Транслогарифмическая функция издер- 

жен:
- доли факторов 326-327
- многомерная регрессия

с перекрестными ограничения­
ми 331-333

- описание 94, 325-326
- природа ограничений 330-331
- свойства 328-329
- стохастические спецификации 

329-330
- уравнения для 333
- эластичности замещения 327- 

328
- электрические сети общего 

пользования в США 334
Треугольное представление 672 
Трехшаговый метод наименьших квад­

ратов:
- как обобщенный метод моментов 

для одного уравнения 18
- как обобщенный метод моментов 

для системы уравнений 305-308
Триады статистик резюме 527-528

У
Уайта стандартная ошибка 145-146 
Уайта тест на условную гомоскедастич- 

ность 160
Уравнение недоидентифицированное 

232
Уравнение сверхидентифицированиое 

89
Уравнение идентифицируемое точно 

232
Уравнения правдоподобия 78 
Уровни IQ:

- как мера способностей 268
- ошибки в переменных 224-271 

Усечения эффект 544
Усеченное ядро 439 
Усеченные модели регрессии:

- описание 543
- проверка состоятельности

и асимптотической нормально­
сти 547-549

- распределения 544-546
- репараметризация функции 

правдоподобия 547
- функция правдоподобия 546-547 

Условие Линдеберга 194
Условие идентифицируемости 

■ порядковое 232
- ранговое 230-232 

Условная гомоскедастичность:
- безусловная и условная 155

- варианты асимптотического те­
ста при условной гомоскедастич- 
ности 157-158

- обобщенного метода наимень­
ших квадратов для системы 
уравнений 303-304

- определение 34
- оценивание долговременной 

ковариационной матрицы при 
условной гомоскедастичности 
443-447

- оценивание параметризованной 
условной гомоскедастичности 
161-166

- оценка фиксированных эф­
фектов и ослабление требова­
ния уловной гомос.кедастично- 
сти 356

- оценки обобщенного метода мо­
ментов и последствия условной 
гомоскедастичности 256-264

- собственная 133
- тестирование 159-161, 264
- эффективная оценка 

обобщенного метода моментов 
для нескольких уравнений
и условная гомоскедастичность 
317-320

- см. также гомоскедастично- 
стьядерное оценивание долго­
временной ковариационной мат­
рицы при условной гомоскеда­
стичности 438-439

Условное максимальное правдоподобие 
481-483

Условное правдоподобие 70-71 

Ф
Фактический размер теста 146
Федеральная энергетическая комиссия 

85
Федерального резерва бюллетень 

(Federal Reserve Bulletin) 206
Фиксированные регрессоры:

- асимптотики с фиксированными 
регрессорами 194

- описание 34
Фиксированный эффект 354
Фиксированных эффектов оценка:

- несбалансированные панели 
367-370

- описание 356
- ослабление требования условной 

гомоскедастичности 365-366
- свойства на больших выборках 

360-362
- сравнение со случайными эф­

фектами 363-365
- формула 359--360

Филлипса тест 637
Филлипса треугольное представление 

671-673
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Филлипса — Перрона тест 637 
Фильтр коммутативный 400 
Фильтрация:

- ковариационно-стационарных 
процессов 126

- описание 398
- производящая функция автоко­

вариаций 413
Фильтры:

- абсолютно суммируемые 400
- векторные процессы 416-418
- коммутативные 400
- многомерные 416-417
- обращения 401-402
- описание 399
- произведение фильтров 400-401 

Фирм гетерогенность 86 
Форвардная премия:

- гипотеза эффективного рынка 
449-450

- как оптимальные предикторы 
448

- описание 448
- регрессионные тесты 453-457
- средние темпы изменения за 

период 1975-89, 453
- тестирование равенства нулю 

безусловного среднего 450-453
Формулировка отсутствия сериальной 

зависимости 133 
Фриша -- Во теорема 98-99 
Функции правдоподобия:

- для многомерных регрессий 
555-558

- для регрессионных моделей 71
■ квази- (псевдо-) максимум 76
■ максимизация через концентра­

цию 71-73
- метод максимального правдопо­

добия 478-480
описание 70

- оценок максимального правдо­
подобия с полной информацией 
564-565

- тобит-модель 551-552
усеченной модели регрессии 

546-547
- условные и безусловные, 70-71 

Функциональная центральная предель­
ная теорема 598, 604

Функция
- потребления 26
- риска 545

X
Хансена тест на сверхидентифицирую- 

щие ограничения 247-248 
Характеристические корни 465 
Хаусмана статистика 263 
Холла мартингальная гипотеза 130

Ц

Цензурированная модель регрессии 543
Центральные предельные теоремы:

- Гордина для эргодических слу­
чайных процессов с нулевым 
средним 434

- Линдеберга — Леви 122, 134- 
135, 432

- Линдеберга — Феллера 194
- для МА(ос) 431-432
- для нормально распределенных 

ошибок 55-57
- для эргодических стационарных 

последовательностей мартингал- 
разностей 134-135

- функциональная 603, 604

Ч
Частота 414
Чебышева слабый закон больших 

чисел 122, 431
Числами с плавающей запятой 46
Чоу тест 106
Чоу тест на структурное изменение 105

Ш
Шварца (информационный критерий) 

правило 425-426
Ширина окна 439

Э
Эйлера уравнение 485-486
Эконометрика единичных корней:

- выбор теста на единичный 
корень 637-639

- Дики —Фуллера тесты 608-619
- инструментарий 598-607
- использование винеровского 

процесса 602-605 
использование линейных 
1(0)-процессов 593

- использование моделей авторе­
грессии —скользящего среднего 
601-602

- моделирование трендов 591-598
- приложение: паритет покупа­

тельной способности 639-641
- тренды для интегрированных 

процессов 593-595
- упражнения на метод Монте- 

Карло 647-649
Эконометрика рациональных ожида­

ний:
- гипотеза эффективного рынка 

179-187
- номинальная процентная ставка 

как оптимальный предиктор 
185, 187

- описание 179
- последующее развитие 188-189
- тестирование на сериальную 

корреляцию 183
Экстремальные оценки:
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- М-оценки как экстремальные 
оценки 477-480

- асимптотическая нормальность 
501-522

- измеримость 476-477
- классы 477-478
- нелинейный метод наименьших 

квадратов как экстремальная 
оценка 477

- описание 476
- оценка обобщенного метода 

моментов как экстремальная 
оценка 477-478

- проверка гипотез 520-528
- состоятельность 487-500
- теоремы о состоятельности 487- 

489
- численная оптимизация 529-532 

Электроснабжающая отрасль (США):
- данные 84-85
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