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ПРЕДИСЛОВИЕ ТИТУЛЬНЫХ РЕДАКТОРОВ 

Настоящее издание «Сборнина задач по математине для втузов» 
подверглось значительной перестановне глав и их распределению 
по томам. В результате первый том содержит алгебраичесние раз­
делы нурса высшей математини, в том числе венторную алгебру и 
аналитичесную геометрию, определители и матрицы, системы ли­
нейных уравнений, линейную алгебру и новый раздел - общую 
алгеqру. 

Второй том полностью посвящен изложению основ математи­
чесного анализа, дифференциальному и интегральному исчисле­
ниям фуннций одной и неснолышх переменных, а танже диффе-
ренциальным уравнениям. 1 

В третьем томе собраны специальные разделы математиче­
сного анализа , ноторые в различных наборах и объемах изучаются 
в техничесних вузах и университетах. Сюда относятся тание раз­
делы, иан венторный анализ·, элементЬ1 теории фуннций номпленс­
ной переменной, ряды и их применение, операционное исчисление, 
методы оптимизации, уравнения в частных производных, а танже 
интегральные уравнения. \ 

Нанонец, четвертый том содержит теоретиЧесние введения, ти­
повые примеры и цинлы Задач по теории вероятностей и матема­
тичесной статистине. 

Уназанные выше измененИя составляют лишь струнтурную пе­
реработну Сборнина, ниноим образом не затрагивая ни расположе­
ния материала внутри соответствующей главы, ни последователь­
ности нумерации примеров и задач. 

В смысловом отношении авторы внесли тольно следующие из­
менения. Во всех разделах Сборнина иснлючены теоретичесние 
введения и цинлы задач, связанные с численными методами. Дело 
в том, что в настоящее время существует· целый ряд программных 
оболочен, наждая из ноторых реализует достаточно полный набор 
стандартных методов ·приближенного решения задач, а основные 
навьmи работы с номпьютером можно приобрести уже в шноле. 
Авторы посчитали танже необходимым добавить один новый раз­
дел «Основы общей алгебры» и предложить цинл задач по тензорной 
алгебре в разделе «Линейная алгебра11 в первый, «алгебраичесний» 
том Сборнина. Это связано с тем, что нруг идей и методов общей 
алгебры все глубже пропинает в науноемние отрасли промьIШЛен­
ности и, следовательно, становится необходимой частью образова­
ния и подготовни специалистов по инженерным специальностям. 

:Кроме отмеченного выше, авторами вьшолнена стандартная 
техничесная работа по исп�авлению ошибон, описон и других не­
точностей, учтены танже все замечания, вознинавшие в процессе 
работы с предыдущими изданиями Сборнина. 

А. В. Ефимов, А. С. Поспелов 



Глава5 
ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 

§ 1. Действительные числа. 
Множества. Лоrичесная симвоJIИНа 

1 .  Понятие действительного числа. Из Rypca математиRи средней 
ШRолы известно, что всfшое неотрицательное действите.11ьное 'Число 
х представляется бесRонечной десятичной дробью 

(1) 
где [х) - наибольшее целое число, не превосходящее х и называемое 
'Це.11ой 'Частью числа х, Xn Е {О , 1, 2, . . . , 9} для любого п Е N. 

При этом дроби, у Rоторых Xn = 9 для всех п � п0 (по - некото­
рое натуральное число) , обычно исключаются из рассмотрения в силу 
следующих равенств: 

[х) ,999 . . . = [х] + 1, 
[х] ,х1 Х2 . . .  Xn0-1999 . . .  = [х],х1 х2 . . .  (xno- 1 + 1) (по > 1, Xno- 1 '# 9) . 

Действительное число х ра'Циона.11ьно, т. е. представимо в виде от­
m 

ношения - , т, п Е Z, в том и только в том случае, когда дробь (1) п 
периодическая. В противном случае число х ирра'Циона.11ьно. 

Абсо.11ютной в еди'Чиной или модулем действительного числа х на­
зывается неотрицательное число 

Jxl = { х,  
-х,  

если х � О, 
если х < О. 

Предполагается, что правила сравнения действительных чисел, а 
также арифметические операции над ними известны из курса матема­
тики средней школы. 

5.1. Доказать , что число 

0,1010010001 . . .  1�1 . . .  
n 

иррационально. Выписать по три первых члена из последователь­
ностей :конечных десятичных дробей, приближающих это число с 
недостатком и с избытком. 



8 Гл. 5 . Введение в анализ 

5.2 .  Сшщующие числа представить в виде правильных рацио­
нальных дробей: 

а ) 1 , ( 2) ;  6) 3 ,00(3) ;  в) 0 , 1 10 (25) . 
5.3 .  Дш�азать , что число lg 5 иррационально. 

<] Предположим, что lg 5 - рациональное число , т .  е . 

Тогда : 

т lg 5 = - ; т, п Е Z. 
п 

1omfn = 5 , 10тп = 5n , 2m · 5m = 5n . 
Но последнее равенство невозможно: число 2 входит в разложение левой 
части на простые множители, но не входит в аналогичное разложение 
для правой части , что противоречит единственности разложения целых 
чисел на простые множители. Поэтому исходное предположение неверно, 
и ,  следовательно, число lg 5 иррационально . t> 

До.казать , что следующие числа иррациональны: 
5.4. JЗ. 5.5 .  уГр, р - простое число, п > 1 .  
5.6 .  2 + vз. 5.7. J2 + vз. 
5.8 .  log3 р, р - простое число. 

7r 
5.9 .  2 + 7rn, п Е Z, если известно, что 7r иррационально. 

В задачах 5 . 10-5 . 1 3  сравнить уRазанные числа . 
5 .10 .  J2 - V5 и V3 - 2 .  

<] Предположим, что верно неравенство 

Тогда : 
J2 - J5 < Vз - 2 . 

у'2 + 2 < J5 + Vз, 
6 + 4у'2 < 8 + 2y'i5, 

2у'2 < 1 + vl5, 
8 < 16 + 2vl5. 

(2) 

TaR RaR последнее неравенство верно, то в силу обратимости выполнен­
ных преобразований верно и исходное неравенство (2) . t> 

1 1 
5.12 .  (-

5
1 ) lg с1;1) и (-

1
1 ) tg c1/s) 

5 . 11 . log1;2 З и log113 2. 
1 

5 .13 .  log10g3 2 2 и 1 .  
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Не пользуясь таблицами, до:казать следующие числовые нера­
венства:  

5. 14. log3 10 + 4 lg 3 > 4. 

5 .16 .  log4 26 > log6 17 . 

1 1 
5.15 .  -1 - + -- > 2 .  

og2 7Г log 5 7Г 

5 .17. До:казать , что модуль действительного числа обладает сле-
дующими свойствами: 

а )  l x l  = max{x, -х } ; 

б ) lx · YI = lxl · IYI 
и 1:.1=1:.1; у IYI 

в) lx + YI � lxl + IYI и lx - YI � llxl - IYll 
(нерав енств а треуго.л.ьника) ; 

г) ..;;}. = l x l .  
Решить уравнения: 
5 .18 .  IЗх - 4 1 = 1/2 .  

5.20. 1 - х2 + 2х - З I = 1 .  
5 .22 .  J(x - 2) 2 = -х + 2 . 
Решить неравенства : 

5 .19.  ы + х3 = о . 

5.21 .  -- = 1 .  1 2х - 1 , 
x + l  

5.23. l x  - 2 1  � 1 .  5.24. l x2 - 7х + 12 1  > х2 - 7х + 12 .  
2 / 2 . 1 

5.25. х + 2у  ( х  + 3) - 1 0  � О. 5.26. I I < 4 - х .  х - 1 
5.27. J(x + 1 ) 2 � -х - 1 .  
2. Множества и операЦIПI над IШМИ. Под множеством понимается 

любая совокупность объектов, называемых элементами множества . 
Запись а Е А означает , что объект а есть элемент множества А (при­

надлежит множеству А) ; в противном случае пишут а � А. Множество, 
не содержащее ни одного элемента , называется пустым и обозначается 
символом !О. Запись А С В (А содержится в В) означает , что каждый 
элемент множества А является элементом множества В; в этом случае 
множество А называется подмножеством множества В. Множества А 
и В называют равными (А =  В), если А С В и В С А. 

Существуют два основных способа описания множеств. 
а) Множество А определяется непосредственным перечислением всех 

своих элементов а1, а2, • .  " an , т. е . записывается в виде 
А =  {а1, а2, ... , ап} · 

б) Множество А определяется как совокупность тех и только тех эле­
ментов из некоторого основного множества Т, которые обладают общим 
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свойством а . В этом случае используется обозн�чение 
А =  {х Е T l a(x) } ,  

где запись а (х) означает, что элемент х обладает свойством а. 
П р  и м  е р  1. Описать перечислением элементов множество 

А =  {х Е Z 1 (х - З) (х2 - 1 ) = О  и х �О} .  
<З А есть множество всех целых неотрицательных :корней уравнения 
(х - З) (х2 - 1) = О. Следовательно, А =  {1, 3 } .  !> 

Объединением множеств А и В называется множество 
А U В =  {х 1 х Е А или х ЕВ} . 

Пересе-чением множеств А и В называется множество 
AnB = {x l xE A и хЕВ} . 

Разностью множеств А и В называется множество 
А\В = {x l x  Е А и х � В} .  

Если, в частности , А - подмножество не:которого универсального мно­
жества Т, то разность Т\А обозначается символом А и называется до­
nоднением множества А (до множества Т). 

5.28 .  Установить, :ка:кая из двух записей верна : 
а ) { 1 , 2} Е {1 , 2 , { 1 , 2 , З}} или { 1 , 2} С {1 , 2 , { 1 , 2 , З} }; 
6) { 1 , 2} Е {1 , 2 , { 1 , 2}} или { 1 , 2} С {1 , 2 , { 1 , 2} }. 
В задачах 5 . 29-5 .34 у:казанные множества задать перечисле-

нием всех своих элементов. 
5.29 .  А =  {х Е IR 1 х3 - Зх2 + 2х =О}. 
5.30. А = { х Е IR 1 х + .; ::;;; 2 и х > О} . 
5 .31 .  А =  {х Е N \ х2 - Зх - 4::;;; О}. 
5.32.  А = { х Е Z 1 � ::;;; 2х < 5} . 

5.33. А = { х Е N 1 log1;2 ; < 2} . 
5.34. А =  {х Е JR\ cos2 2x = 1 и О < х::;;; 27Г}. 
Изобразить на :координатной плос:кости следующие множества : 
5.35.  {(х , у) EIR2\x + y - 2 =0}. 
5.36.  { (х , у) Е !R2 \ х2 - у2 >О}. 
5.37. {(х , у) Е JR.2 \ (x2- l ) (y + 2) =О}. 
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5.38. { ( х, у) Е �2 1 у > ../2х + 1 и 2х + 1 ;?: О}. 
5.39. { (х, у) E�2 ly2 > 2x + l}. 
5.40. { (х, у) Е �2 l 2x+l = у2 + 4 и 2x-l � у}. 
5.41. {(х, у) Е �2 1 cos 2x = cos 2y}. 
5.42. { (х, у) Е �2 1 ; >

_ 
; , х-:/= 0, у-:/= О} · 

5.43. Описать перечислением всех элементов множества А U В, 
AnB, А\В и В\А, если 

А= {х Е � 1 х2 + х - 20 = О}, В= {х Е: � 1 х2 - х + 1 2  =О}. 
Запись т 1 п, где m, п Е Z, означает, что число т есть дели-

тель числа п. Описать следующие множества: 
5.44. { х Е N 1 х l 8 и х -:/= 1}. 5.45. { х Е Z l 8 I х} .  
5.46. {х Е N 1х112} n {х Е N 1х l8}. 
5 .47. {xENl 12 lx}n{xENl8lx} . 
5.48. Доказать , что: 
а )  равенство А n В = В верно в том и только том случае,  когда 

В с А; 
б) равенство А U В = В верно в том и только том случае ,  когда 

Ас В. 
5.49. Пусть А = (- 1 ,  2] и В = [1, 4) .  Найти множества А U В, 

AnB, А\В, В\А и изобразить их на числовой оси. 
Приняв отрезок Т =[О, 1] за универсальное множество, найти 

и изобразить на числовой оси дополнения следующих множеств: 
5.50. {О, 1 } . 5.51.  ( 1 /4, 1/2) .  5.52. (О, 1/2] . 
5.53. {1/4} u [3/4, 1 ) .  
5.54. Доказать , что операция взятия дополнения обладает свой­

ством реф.аексивности: 
(А) =  А, 

а также связана с отношением включения С и операциями U и n 
следующими закона.ми дв ойств енности: 

если А С В, то А� В; 
AUB =AnB и AnB =AUB. 

5.55. Доказать , что операции U и n связаны закона.ми дистри­
бутивно сти: 

(А u В) n с =  (А n С) u (В n С) , 
(А n В) u с = {А u С) n (В u С) . 
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Используя результаты задач 5 .54 и 5 .55 ,  доказать следующие 
равенства : 

5 .56 .  А \В n (А U В) = А. 

<J Таи иаи А U В = А n В, то леван часть доиазываемого равенства 
принимает вид 

(А \В) n (А n В) = (А \В) u (А u В) = А. 1> 

5.57. А\В = Аnв. 5.58. А\В = AUB. 
5.59. An (A\B) = Аnв. 
Операции U и n естественным образом обобщаютсн на случай произ­

вольного (ионечного или бесионсчного) семейства множеств . Пусть , на­
пример , задано семейство множеств An , п Е N. Объеди'ftе'ftие множеств 
этого семейства обозначаетсн символом U An и определнетсн иаи мно-

nЕN 
жество всех тех элементов, :каждый из иоторых принадлежит по мень­
шей мере одному из множеств Ап . Пepece•te'ftue П Ап определнетсн иаи 

nEN 
множество всех элементов , принадлежащих иаждому из множеств An · 

Для заданных семейств множеств An , п Е N, найти U An и 
nEN П Ап: 

nEN 
5.60. An = {х Е Z 1 - п::::; х::::; п}. { 1 1 1 } 
5 .61 .  An = {Зп - 2, Зп - 1}. 5.62. An = 1 ,  -, -, . . . , - . 2 3 п 
5.63. Пусть А - множество всех точек плоскости ,  образующих 

стороны некоторого треугольника , вписанного в заданную окруж­
ность .  Описать (словесно) объединение и пересечение всех таких 
множеств, е сли: 

а ) треугольники произвольные; 
б) тр еугольники правильные; 
в) треугольники прямоугольные. 
Множество Х называетсн с'Чеm'ftым, если может быть установлено 

взаимно однозначное соответствие между элементами этого множества и 
элементами множества N всех натуральных чисел. 

П р  и м  е р  2 . Поиазать , что множество Z всех целых чисел счетно. 
<J Установим взаимно однозначное соответствие между элементами этого 
множества и натуральными числами, например , упорндочив множество 
Z следующим образом: 

о ,  1 , - 1, 2 , -2 , 3 , -3 , . . .  ' 
а затем всниому целому числу поставив в соответствие его порндиовый 
номер в этой последовательности. !> 



§ 1 .  Действительные числа. Множества. Логическая символика 13 

До:казать , что следующие множества счетны: 
5.64. {п Е NJn = 2k, k Е N}. 
5.65. { п Е N J п = k2 , k Е N}. 
5.66. {п Е NJn = 2k, k Е N}. 
5.67. До:казать , что если множество Х счетно и А С Х - его 

бес:конечное подмножество, то множество А та:кже счетно. Исполь­
зуя этот результат,  до:казать , что множество 

{ п Е Z J п = k2 - k + 1, k Е N} 
счетно. 

5.68. Пусть Х1 , Х2 , . . . , Xn, . . .  - счетные множества . До:ка­
зать , что их объединение U Xn - счетное множество. 

nEN 

У и а з а н и е. Пусть Xn = {xn,1 , Xn,2 , . . .  , Хп,1 , . . . } .  Тогда элементы 
множества U Xn можно записать в виде следующей таблицы: 

nEN 
Х1 ,1 , Х1 ,2 , "., Х1 ,/, " · , 

Х2,1, Х2,2 , " . , Х2 ,1, " · , 

Xn,l, Xn,2 , · · · , Xn,l, · · · , 

Для того чтобы доиазать счетность множества U Xn , достаточно теперь пЕN 
занумеровать иаиим-либо образом все элементы этой таблицы. 

Используя результат задачи 5 . 68 ,  до:казать , что следующие 
множества счетны: 

5 .69. Q = {х E'IRJx = : для не:которых m, п =j:. О из z}­
множество всех рациональных чисел. 

5 .  70. Множество всех точе:к плос:кости с рациональными :коор -
динатами. . 

5 .71 .  Множество всех многочленов с рациональными :коэффи­
циентами. 

3. ВерХIШе и нижние грани. Пусть Х -·произвольное непустое мно­
жество действительных чисел. Число М = max Х называется паибо.л.ь­
шим (максима.л.ьпым) элементом множества Х, если М Е Х и для 
веяного х Е Х выполняется неравенство х � М. Аналогично опре­
деляется понятие наименьшего ( минима.л.ьного) элемента т = min Х 
множества Х.  

Множество Х называется ограни-ченным сверху, е сли существует 
действительное число а таиое, что х � а для всех х Е Х. Веяное число, 
обладающее этим свойством, называется верхней гранью множества Х. 
Для заданного ограниченного сверху множества Х множество всех его 
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верхних граней имеет наименьший элемент ,  :который называется mо'Ч­
пой в ерхпей грапью множества Х и обозначается символом sup Х. Оче­
видно, sup Х = max Х тогда и толь:ко тогда , 1югда sup Х Е Х. 

Аналогично определяются понятия 02раnи'Чеnпо20 спизу множества , 
пижпей грапи и mо'Чnой пижней грапи множества Х; последняя обо­
значается символом inf Х. 

Множество Х, ограниченное сверху и снизу , называется ограпи­
'Чеnпым. 

П р  и м  е р  3 . Найти точные верхнюю и нижнюю грани множества 
[О, 1). 
<J Это множество не имеет наибольшего элемента , та:к :ка:к для вся:кого 
х Е [О, 1) найдется у Е [О, 1) та:кое, что у, > х. Множество верхних 
граней для полуинтервала [О, 1) - это множество (1, +оо) с наименьшим 
элементом, равным 1. Поэтому 

sup [О, 1) = 1, 

причем 1 � (О, 1). 
С другой стороны, наименьший элемент для рассматриваемого мно­

жества (О, 1) существует и равен О. Множество нижних граней - это 
множество (-оо, О] с наибольшим элементом, равным нулю, :который и 
является точной нижней гранью полуинтервала (О, 1). Та:ким образом, 
min [О, 1) = inf [О, 1) =О. 1> 

5.72. До:казать , что приведенное выше определение точной 
верхней грани э:квивалентно следующему : 

Число М есть точная верхняя грань множества Х в том и 
толь:ко том случае, если: 1) х � М для всех х Е Х; 

2) для вся:кого с: > О найдется элемент х Е Х та:кой, что х > 
> м - с:. 

5.73. Пусть Х = { 1 , !, �' "" ..!.., " . } . 2 3 п 
а )  У:казать наименьший и наибольший элементы этого множе-

ства , е сли они существуют. 
б) Rа:ковы множества верхних и нижних граней для множе­

ства Х? Найти sup Х и in f Х. 
Для следующих множеств найти m ax  Х, min Х, sup Х и in f Х, 

если они существуют: 

5 .74. х = { х Е IR J х = 2
1n, п Е N } · 5.75 .  Х = [-1, 1]. 

5.76.X = {x E ZJ - 5 � x < O}. 5 .77.X = {x E IRJx < O}. 

5 .  78. Х = { х Е IR J х = : ; т, п Е N и т < п} . 

5 .  79. Пусть Х - множество всех рациональных чисел, удовле­
творяющих условию r2 � 2. По:казать , что множество Х не имеет 
наибольшего элемента . Найти supX. 
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5.80. Пусть Х С IR -
- произвольное ограниченное множество.  

До:казать , что множество -Х = {х 1 - х Е Х} та:кже ограничено 
и справедливы равенства 

sup (-Х) = - inf Х, inf (-Х) = - supX. 

5.81 .  Пусть Х, У С IR - произвольные ограниченные сверху 
множества . До:казать , что множество 

Х + У= {z Е IRI z = х + у, х Е Х, у Е У} 

ограничено сверху и 
sup (Х + У)= supX + sup У. 

5.82. Пусть Х С IR - ограниченное сверху и У С IR - огра­
ниченное снизу множества . До:казать , что множество 

Х - У= {z Е IR 1 z = х - у, х Е Х, у Е У} 

ограничено сверху и 

sup (Х - У)= supX - infY. 

4. Логичесвая симвотmа. При записи математических рассуждений 
целесообразно применять экономную символику ,  используемую в логике. 
Мы укажем здесь лишь несколько наиболее простых и употребительных 
символов. 

Пусть о:, {З, ... - некоторые высказывани.я или утверждения, 
т. е. повествовательные предложения, относительно каждого из которых 
можно сказать истинно оно или ложно. 

Запись а означает me а», т. е. отрицание утверждения о:. 
Запись о: =} {З означает: «ИЗ утверждения о: следует утвержде­

ние {З» (=} - символ имn.аикации) .  
Запись о: {::> {З означает: «утверждение о: эквивалентно утвержде­

нию {З», т. е. из о: следует {З и из {З следует о: ( <=;> - символ эквивадент­
ности) . 

Запись о: Л {З означает «О: и fЗ» (Л - символ конъюнкции) . 
Запись о: V {З означает «О: или fЗ» (V - символ дизъюнкции) . 
Запись 

VxEX a(x) 
означает : «для всякого элементах Е Х истинно утверждение о:(х)» (V -

квантор всеобщности) .  
Запись 

3х Е Х а(х) 

означает: «существует элемент х Е Х такой, что для него истинно утвер­
ждение о:(х)» (3 - квантор существования) . 

Если элемент х Е Х, для которого истинно утверждение о:(х) , не 
только существует, но и единствен, то пишут: 

3!х Е Х а(х). 
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П р  и м  е р  4. Используя логичес:кую символи:ку , записать утвержде­
ние: «число М есть точная верхняя грань множества Х». 
<J Утверждение М = sup х означает , что выполнены условия: 

а) V х Е Х (х � М) (т .  е . М - верхняя грань множества Х); 
б) V А Е IR (V х Е Х (х �А) =>А� М) (т . е. М - наименьшая из 

верхних граней множества Х). 
Условие б) может быть записано та:кже в следующей э:квивалентной 

форме (см. задачу 5.72) : 
Ve>O 3х Е Х  (х>М-е). [>  

Пр  им  е р  5. Используя логичес:кую символи:ку , сформулировать 
принцип математичес:кой инду:кции. 
<J Пусть а: - не:которое утверждение, имеющее смысл для всех п Е N. 
Введем множество 

А= {п Е Nla:(n)}, 
т .  е. множество всех тех натуральных чисел , для :которых утверждение 
а: истинно. Тогда принцип математичес:кой инду:кции можно сформули­
ровать следующим образом: 

(( 1 Е А) Л (п Е А=> (п + 1 ) Е А)) =>А= N. (3) 
Та:к :ка:к запись а: (п) означает, что утверждение а: истинно для числа 
п Е N, то утверждение (3) можно записать и иначе: 

(o:(l )  Л (а: (п) => а (п + 1))) => Vn Е N а: (п) . [> 

П р и м е р  6. Записать отрицания выс:казываний: Vx Е Х о:(х) и 
3х Е Хо:(х). 
<J Отрицание выс:казывания Vx Е Х о:(х) имеет вид 3х Е Х а(х) (су­
ществует элемент х Е Х та:кой, для :которого утверждение о:(х) ложно) . 
Иначе говоря, для любого утверждения о: истинно следующее высиазы­
вание: 

Vx Е Х о:(х) {::} 3х Е Х о:(х). 
Аналогично 

3х Е Х о:(х) {::} Vx Е Х о:(х) . [> 
П р  и м  е р  7. Используя логичес:кие символы, записать утверждение: 

«фун:кция f: Х --+ IR, Х С IR, непрерывна в точ:ке а Е Х», а та:кже его 
отрицание. 
<J Исходное утверждение: 

Ve >О 36 >О Vx Е Х (lx -aJ < д => lf(x) -f(a)I < е) 
(для любого € > О найдется д > О та:кое, что для любого числа х Е Х, 
удовлетворяющего, условию Jx-aJ < д, выполняется неравенство JJ(x) -
-f(a)I < е). Отрицание этого утверждения: 

3е >О Vд >О 3х Е Х (lx -al < д Л lf(x) -f(a)I � е) 
(существует е > О та:кое , что для любого д > О найдется число х Е Х, 
удовлетворяющее условиям Jx -al < д и Jf(x) -f(a)I � е). [> 
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Прочитать приведенные ниже высназывания, выяснить их 
смысл и установить , истинны они или ложны (символами х , у, 
z, а, Ь, с всюду , где это специально не оговаривается:, обозначены 
действительные числа) .  

5.83. f'I) \1х3 у (х + у =  3) ; 6) 3 у \1 х (х + у =  3) ; 
в) 3х, у (х+у = 3) ; г) \lх, у (х + у = 3) .  
5 .84. 3 х, у (х > у > О, Л х + у  = О) .  
5.85. \:/х, у (х <у) {::} 3z (x < z <у) . 

2 2 . 
5.86. \:/ х, у (х f= 2у ) .  
5.87. \1 х (х2 > х {::} х > 1 V х <О) .  
5.88. \1 х (х > 2 Л х > 3 {::} 2 < х ::;;; 3) . 
5.89. 3х (bl < х) . 
5.90. а )  \1 а, Ь, с (3 х (ах2 + Ьх + с = О) {::} Ь2 - 4ас �О) ; 
6) \1 а, Ь, с (V х (ах2 + Ьх + с> О) {::} Ь2 - 4ас <Ола > О) .  
5.91 .  а )  \lb3a\lx (x2 + ax + b>O) ; 
б) 3 Ь\1а3 х (х2 + ах +  Ь =О) ;  
в) 3a\lb3x (x2 + ax + b =O) .  
Установить точный смысл приведенных ниже высиазываний и 

записать их с использованием логичесной символини, сформули­
ровать и записать их отрицания. 

5.92. а) Число хо есть решение уравнения: f(x) = О. 
б) Число Хо есть единственное решение уравнения f (х) = о. 
в) Уравнение J (x) =О имеет единственное действительное ре-

шение. 
5.93. а )  Множество Х С� ограничено сверху . 
б) Число т есть наименьший элемент множества Х. 
в) Множество Х имеет наименьший элемент. 
5 .94. а )  Число т Е Z является делителем числа п Е Z, или в 

нратной записи: т 1 п. 
б) Если число п Е Z делится на 2 и на 3 , то оно делится на 6 . 
в) Число р Е N простое. 

§ 2. Фуннции действ�телъной переменной 

1 .  Понятие фующш1. Пусть D - произвольное множество действи­
тельных чисел. Если :каждому числу х Е D поставлено в соответствие 
не:которое вполне определенное действительное число f(x), то говорнт , 
что на множестве D определена 'ЧUСдова.я фу11:кv,и.я f. Множество D на­
зывается обдастью опредедени.я, а мноv,;u-:.-:-.� - ----, -.-��---; 

E = {yElRjy = f( ), ,x�E.Q}." -- ·; 
\ ( , � � � > - . - ' 

- множеством зна'Чений числовой фун�цl!и, f, Симµ,оли0чес:ки Флшщш 
записываетсн в виде f: D -t Е или у = fJf.) ._:__ -_ ··� · .  · , " '  . .  · · · . .  
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Наиболее распространенным является аналитический способ зада­
ния функции. Он СОСТОИТ в том, что с ПОМОЩЬЮ формулы конкретно 
устанавливается алгоритм вычисления значений функции у = f (x) для 
каждого из значений аргумеита х. В этом случае область определения 
функции обычно не указывают, понимая под нею то множество значений 
аргумента х, для которого данная формула имеет смысл ( естествеииа.я 
область определения функции) .  

П р  и м  е р  1 .  Найти область определения и множество значений функ­
ции f (x) = 1/../1 - х2 . 
<J Естественной областью определения этой функции Является множество 
D = {х l lxl < 1} = (- 1, 1) , а множеством значений - множество Е = 
= {Y I Y � 1} = (1, +оо). С> 

Пусть функция f: D � Е такова , что для любых х1 , х2 Е D из 
условия х1 -:/; х2 следует f (x1 ) -:/; f(x2 ) . В этом случае всяиому числу 
у Е Е может быть поставлено в соответствие некоторое вполне опреде­
ленное число х Е D такое, что f (x) = у; тем самым определена новая 
функция 1-1 : Е � D, называемая обратиой к заданной функции f. 

Пусть заданы функции /: Х � У и g: У � Z. Их композицией 
(или сдожиой фуикцией, полученной последовательным- применением 
функций f и g) называется функция h = g о f: Х � Z, определяемая 
равенством 

h(x) = g(f (x)), х Е Х. 

5.95. Найти фующиональную зависимость радиуса R цилиндра 
от его высоты Н при данном объеме V = 1. 

5.96. Написать выражение дшI объема V конуса как функции 
его боковой поверхности S при данной образующей l = 2. -

5.97. Написать выражение длll площади S равнобочной тра­
пеции с о снованиllми а = 2 и Ь = 1 каи функции угла а при 
основании а. 

5.98. С момента поиоll t0 тело движется с посто1Iнным ускоре­
нием а. Найти зависимость скорости и пройденного пути от време­

в N с 

/1 \ 
А м D 

Рис. 1 

ни движениll . .Ка1' св1Iзаны между 
собой пройденный путь и скорость 
в момент времени t? 

5.99. В равнобедренной трапе­
ции ABCD (рис. 1 )  с основани1Iми 
а и Ь и высотой h проведена пр1I­
ма1I М N, перпендикул1Iрна1I осно­
ваниllм и отстонщаll от вершины А 
на рассто1Iние IAMI = х. Выразить 

площадь S фигуры ABN М как функцию переменной х. 
5.100. В шар радиуса R вписан цилиндр. Написать функцио­

нальную зависимость объема V цилиндра от его высоты Н. Найти 
область определениfl этой фуниции. 
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5.101.  В шар радиуса R вписан прямой :круговой :конус. Напи­
сать фун:кциональную зависимость площади бо1ювой поверхности 
S :конуса : 

а )  от его образующей l; 
б) от угла а при вершине :конуса в его осевом сечении;  
в) от угла /3 при основании :конуса . 

Найти области определения 1,аждой из полученных фун:кций. 
5.102. Найти J (- 1 ) , J (-0,001 ) , ! ( 100) , если f(x) = lg x2 . 
5.103. Найти J (-2) , J (- 1 ) , f(O) , f(l) , f(2) , если 

J (x) = { l
x
+ x, -оо<х�О, 

2 , О< х < + оо. 

5.104. Найти J ( l ) , J (а) , J (a + 1 ) , J (a - 1 ) , 2J (2a) , если f(x) = 
= х3 - 1 .  

5.105. Найти f (О), f (-х) , J (х+  1 ) , J (х) + 1 , f (;.) , f tx) , если 

1 - х J (x) = 1 + х · 

Найти естественную область определения D и множество зна­
чений Е :каждой из следующих фун:кций: 

5.106. у =  ln (х + 3) .  5.107. у =  J5 - 2х. 
1 - 2х 

5.108. у =  Jsin JX. 5.109. у =  arccos -4- . 

5.1 10. у =  ln (l - 2 cos x) . 5 .111 .  у =  J1 - lxl. 

5.112 .  у =  lg (5х - х2 - 6) .  5.113 .  у =  arcsin R· 
5.1 14. У = 2arccos (1-х). 

Найти множество G, на :которое данная фующия отображает 
множество F:  

5 . 116 .  у =  х2, F = [- 1 , 2] . 
5 .117. у =  lxl, F = {x l 1�lx l�2} . х 
5 .118 .  у =  -- , F =(О, 1 ) .  2х - 1 
5 .119 .  у =  Jx - х2 , F =(О, 1 ) . 
5.120. у =  log3 х , F = (3, 27) . · 

5.121 .  у =  sin 7r2
x , F = [О, 1/2) . 
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Найти .м:ножеств о нудей Do = {х 1 J (x) = О}, обдасть подо­
житедьности D+ = {х 1 f(x) > О} и обдасть отрицатедьности 
D_ = {х 1 f (х) < О} длR Rаждой из заданных фунRций: 

5 .122.  f(x) = 1 + х .  5.12.3. f(x) = 2 + х - х2 . 
5 .124. f(x) = sin �. 5.125. f(x) = 1 - e1fx-1. х 
ПоRазать , что фунRцин у = f (х) удовлетворяет соответствую-

щему фунRциональному уравнению: 
5 .126 .  f(x + 2) - 2f(x + 1 )  + f(x) = О, f(x) = kx + Ь. 
5 .127. f(x) + f(x + 1 )  = f (x (x + 1 ) ) ,  f(x) = logax . 
5.128 .  f(x1)f(x2 ) = f(x1 + х2 ) , f(x) =ах. ( Х1 + Х2 ) 1 + Х 
5.129 .  f(x1) + f(x2 ) = f , J (x) = lg -- . 1 + х1х2 1 - х 
В задачах 5. 130-5. 133 определить фунRцию у = f(x) , удовле­

творRющую заданному условию. 
5 .130. f(x + 1) = х2 - 3х + 2. 

<] Пусть х + 1 = t . Тогда х = t - 1 и х2 - 3х + 2 = t2 - 5t + 6. Поэтому 
f(t) = f(x + 1) = х2 - 3х + 2 = t2 - 5t + 6. t> 

5 .131 .  f ( х + ; ) = х2 + :2 , х -/ О .  

5 .132 .  f (;) = х + J1 + х2 , х > О. 

5 .133.  f(x1 + х2 ) = sin x1 cos x2 + cos x1 sin x2 . 
Фующия f ( х) называется 'Четной ( не'Чеmной) ,  если ее область 

определения симметрична относительно точRи х = О и f (-x) = f(x) 
(f (-x) = -f(x)). 

I\aRиe из уRазанных в задачах 5. 134-5. 1 39 фунRций четные, 
RaRиe нечетные, а RaRиe не RВЛRютсR ни четными, ни нечетными? 

5 .134. f(x) = х4 + 5х2 . 5.135. f(x) = х2 + х .  
х ех + 1 

5. 136. f(x) = -- . 5.137. f(x) = --1 . 2х - 1 ех -
1 + х  

5.138 .  f(x) = sin x - cos x. 5.139. f(x) = lg --. 1 - х 
5.140. ДоRазать , что произведение двух четных или двух не­

четных фунRций е сть фунRциR четнаR, а произведение четной и 
нечетной - нечетнаR фунRцин. 
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Фующия f(x) называется периодu'Чес-кой, если существует положи­
тельное число Т (период фующии) такое, что V х Е D (f (x + Т) = f(x)) . 

Вьшснить , 1.аRие из заданных фунRций являются периодиче­
СRими, и определить их наименьший период Т: 

5.141. f(x) = 5 cos 7х . 5.142. f (х) = cos2 2х . 
5.143. f(x) = х sin x . 5.144. f(x) = cos х + sin ( J3x) .  

х х 
5.145. f (х) = sin x2 . 5.146. f(x) = tg 2 - 2 tg з· 
Установить , I>aRиe из уRазанных ниже фунRций имеют обрат­

ные, найти соответствуюшие обратные фунRции и их области опре­
деления: 

5.147. у =  ах + Ь. 5. 148. у =  (х - 1 ) 3. 5.149. у =  cos 2x .  
5 .150. у =  ln 2x . 
5 .153. у =  х2 + 1 .  

5.151 .  у = 2х/2 . 1 - х 
5.152.  у =  -- . l + x 

<] Для функции у = х2 + 1 естественная область определения есть вся 
числовая прямая D = (-оо, +оо), а множество значений - луч Е = 

= [1, +оо). Тан как для любого а Е Е  уравнение х2 + 1 = а  имеет два 
различных решения х1(а) = Ja.=l и х2(а) = - .Ja=l, то данная 
функция не имеет обратной. Однако каждая из функций 

2 2 ] У1= х  +1, Di= [O,+oo), и Yz= x +1, D= (-oo,O ,  
имеет обратную, равную соответственно 

Х1 (у) = ,;:;;=1. И Х2 (у) = -,;:;;=1.. С> 

Найти обратную фунRцию и область ее определения, если ис-
ходная фунRция задана на уRазанном промежутRе: 

5 .154. у =  х2 - 1 :  а ) х Е (- оо; - 1/2) ; б) х Е [ 1/2 , + оо) . 
5.155.  у =  sin x: а ) х Е [-1Г/2, 1Г/2] ;  б) х Е [1Г/2 , 31Г/2] . 
5 .156. у = { х, х Е (-оо, О] , 

2х, х Е (О, + оо). 
5.157. у = cos2 х: 
а ) х Е [О ; 1Г/2] ;  б) х Е [1Г/2; 1Г] ;  в) х Е [1Г ;  37Г/2] .  
Найти Rомпозиции f о g и g о f следующих фунRций: 
5 .158.  f(x) = х2 , g(x) = .Ji. 

<] Имеем: 
(!о  .g)(x) = f (g(x)) = J(-/X) = (vx)2 = х 

(g о f)(x) = g (f(x)) = g(x2) = bl = lxl·· С> 
и 
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5 .159 .  f(x) = 1 - х, g(x) = х2 . 
5 .160. f(x)' = ех, g(x) = lnx. 
5.161 .  f(x) = sinx, х Е (-71", 7r], g(x) = arcsinx. 

5.162. f(x) = {О, х Е (-оо, О], g(x) = {О, 2 
х Е (-оо, О], 

х, х Е (О, +оо) , -х , х Е (О, +оо ). 
5 .163. Найти f о f о f, если: 1 х a)f(x) = l -x; б) f(х )= JI + x2 . 

2. Элементарные фушщии и их графини. Следующие фушщии назы-
ваются основными элементарными. 

1 . Степенна.я фушщия: у = ха , а Е IR. 
2 . Показательна.я фушщия: у = ах, а > О, а -:/:- 1 . 
3. Логарифми'Ческа.я фушщия: у = loga х, а > О, а-:/:- 1 . 
4. Тригонометри'Ческие фушщии: у = sin x ,  у = cosx,  у = tg x ,  

у = ctg x .  
5. Обратные тригонометри'Ческие фушщии: у = arcsin х ,  у = 

= arccosx,  у =  arctg x ,  у =  arcctg x . 
Элементарной называется всяная фуннция, ноторая может быть по­

лучена из нонечного числа основных элементарных фуннций с помощью 
арифметичесних операций и операции номпозиции. 

Графиком фуннции у = f (x) называется множество 

Г = { ( х, у) Е IR.2 1 х Е D, у = !( х) } , 
где IR2 - мно;кество всех точен плосности . 

На плосности с финсированной денартовой прямоугольной систе­
мой ноординат Оху графин фуннции представляется множеством точен 
М(х, у ) , ноординаты ноторых удовлетворяют соотношению у = f(x) 
(графичесное изображение фуннции) . 

При построении графинов часто используются следующие простые 
геометричесние рассуждения .  Если Г - графин фуннции у = f (x) , то: 

1 ) графин фуннции У1 = -f(x) е сть зернальное отображение Г отно­
сительно о си Ох; 

2) графин фуннции У2 = f (-x) - зернальное отображение Г отно-
сительно о си Оу; · 

3) графин фуннции Уз = f (x - а) - смещение Г вдоль оси Ох на 
величину а; 

4) графин фуннции у4 = Ь + f (x) - смещение Г вдоль оси Оу на 
величину Ь; 

5) графин фуннции у5 = f (ax) , а> О, а-:/:- 1 , - сжатие в а раз (при 
а> 1 ) или растяжение в 1 /а раз (при а< 1 ) Г вдоль оси Ох; 

6) графин фуннции Уб = Ьf (х) , Ь > О, Ь-:/:- 1 , - растяжение в Ь раз 
(при Ь > 1 ) или сжатие в 1/Ь раз (при Ь < 1) Г вдоль оси Оу. 

В неноторых случаях при построении графина фуннции целесооб­
разно разбить ее область определения на неснольно непересенающихся 
промежутнов и последовательно стр.оить графин на наждом из них . 
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П р и м е р  2 . Построить графи:к фун:кции у = lxl + lx2 - l j . 
<J Рас:крывая модули, можем записать : { х2 - х - 1  

-х2 - х +
'
1 , 

у = 
-х2 + х + 1 , 
х2 + х - 1 , 

х Е (-оо, -1] , 
х Е (- 1 , О], 
х Е (О, 1) , 
х Е ( 1 , +оо) . 

Графи:к заданной фун:кции есть объеди­
нение графинов (парабол) , представля­
ющих эту фун:кцию на :каждом из че­
тырех промежут:ков (рис. 2) . t> 

-1 _J. о 1 
2 2 

Рис. 2 

23 

х 

Следующие элементарные функции записать в виде компози-
ции основных элементарных функций: 

5 .164. f(x) = lxl. 5.165. f(x) = sin (cos JX). 
5.166. f(x) = 2sinx2• 5.167. f(x) = arcsin (e�) . 
5.168. f(x) = s in (2х2). 5.169. f(x) = 1/ {/tg2 log3 х. 
Для каждой из следующих функций найти ее график: 

5 .170. у =  v'ln sin x. 
<J Естественная область определения заданной фун:кции есть множество 

D = { х 1 sin х = 1} = { % + 27rk J k Е Z} . 
Поэтому 

5.171.  у =  х + J1 -1 cos ec xl. 5.172. у =  J-lx2 - 11+2. 
х 5,173, у =  Jcos x - 1 + 2· 

5.174. у =  1 + v'SillX + v,.-_-s..,.. in- x .  
Построить графики следующих элементарных функций: 
5 .175. у = kx + Ь, если: 
а) k = 2, Ь = О; б) k = О, Ь = -2; в) k = -1, Ь = -1/3. 
5.176. у =  Уо + а (х - хо)2 , если: 
а) а = 1, хо =  О, Уо = -1; 
б) а = 2, хо =  1, Уо = О; 
в) а = -1/2, хо =  -2, Уо = 3/2. 
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' k 
5.177. у= Уа+--, если: х -хо 
а ) k = 1 ,  хо= 1 ,  Уа= - 1 ;  б) k = -2 ,  х о= - 1 ,' Уа= - 1/2. 
5.178 . у= asin (kx +а) , если: 
а ) а= 1 ,  k = 2 ,  а= 7Г /3 ;  б) а= -2 ,  k = 1/2, а= -7Г /3 .  
5 .179 .  у= a tg (kx +а) , если: 
а)а=3,  k=1/3, а=7Г/4; б)а=- 1/2, k=2, а=37Г/2. 
5.180. у= parcsin (x + q), если : 
а ) р = 4, q = - 1 ;  б) р = -2/3, q = 1/2. 
5.181. у= paгctg ( :Е + q), ес1ш: 
а ) р = -3 , q = 5/2 ;  б) р = 2/5 , q = -6. 
5.182.  у= аkх+ь, если: 
а ) а= 2 , k = - 1 ,  Ь = 1 ;  б) а= 1/2, k = 2 ,  Ь = -2 .  
5.183. у = loga (kx + Ь) , если : 

-

а ) а= 10 ,  k = 10 ,  Ь = - 1 ;  б) а= 1 / 10 , k = 1/2 , Ь = 2 .  
5 .184. у= 12  - xl + 1 2  + xl. 5.185. у= х2 + х - lxl. 
5.186.  у = х2 -6lxl + 9. 5 .187. у = l6x2 + xl - 1 .  _ 2 lx - 11 

_ . 1( ) 2 5.188.  у - (х + 2х) . 5 .189. у - х - 1 - у х - 1 . 
х - 1  

1 2х - 3 1 lxl - 1 
5.190. у = -- . 5 .191. у = 

1 21 
· х+2 х+ { 1 ,  х > о, 

5.192.  у= sgнx = О, х =О, 
- 1 ,  х<О. 

5.193. у = [.'Е], где [х] -- целаn часть х. 
5.194. у = { х}, где { х} = х - [.'Е] - дробная часть х. 
5.195. у = 2lxl - 1 .  5.196. у= ( 1/3)1x+ll + 2 .  
5.197. у= log1;2 lx - 31 . 5.198.  у= l log2 (х + 1 )1 . 

5.199. у= arcsin (sin (.х + �)). 
5.200. у = arccos ( cos 3х) .  
5.201. у= cos х + 1 sin xl. 5.202. у= 1 arctg (х - 1 )1 . 

5.203. у= х sgn (cos х). 5.204. у= \ctg ( х + �) 1 · 

. 2 х 5.205. у = Slll - . ' 2 
. ( . х + 2 ) 

5.206. у = sш arcsш -
5

- . 
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На плос1юсти Оху изобразить множества точе:к, :координаты 
:которых удовлетворяют заданным условиям: 

5 .207. ху =о . 5.208. I Y I  = lx2 :--- 2 l x l  - 3 1 . 
5.209. lxl + I Y I  = 1 . 5.210. lx + Y I  + lx - Y I  = 1 . 
5 .211 .  llxl - IYll = 1 . 

4 
5.212 . l 2y - 1 1 + l 2y + 1 1 + 

vз
lx l  = 4 . 

§ 3 . Предел последовательности действительных чисел 
1 .  Понятие по следовательности. Последовательностью действитель­

ных чисел называетсн фующин f : N -+ �' определеннан на множе стве 
всех натуральных чисел. Число f (п) называетсн п-м членом последова­
тельности и обозначаетсн символом Хп , а формула .тп = f (n) называетсn 
формулой общего •�лена последовательности (хп )пЕ/\1 . 

Написать первые пять членов последовательности: 

5 .213.  Xn = 1 + (- l )n ! . 5.214. Xn = n( l - (- l )n ) .  п 
3п + 5 5.215 .  Xn = 
2п 

_ 
3

. - ( )n . J3 5.216. Xn - - 1  arcsш 2 + тrп. 

Написать формулу общего члена последовательности: 
1 1 1 1 

5 .217. - 2 , 3 ' - 4 ,  5 ' . . . 5 .218.  о, 2, о, 2, . . .  

4 6 8 
5.219 .  2, 3 ' 5 ' 7 ' . . .  
5.220. 1 ,  о, -3 ,  о, 5, о, -7, о, . . . 

5 7 9 1 1  
5.221 .  -3, 3 ' - 5 ,  7 ' -9 ,  . . .  

V2 V2 V2 V2 5.222. о, 2 '  1 ,  2 '  о, - 2 ,  -1 ,  - 2 ,  о, . . .  

В задачах 5 . 223-5 .228 требуется найти наибольший (наи­
меньший) член ограниченной сверху (снизу) последовательности 
(xn )nEN · 

5.223. Xn = 6п - п2 - 5 . 

..;п 5.225. Xn = -- . 
9 + п  

512  
5.227. Xn = 2п + -2 . п 

5.224. Xn = e10n-n2 -24 . 

5.226. Xn = Зп2 - 10п - 14. 

п2 
5.228. Xn = -

2n . 
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2. Предел последовательности. Число а называется пределом после­
довательности (xn )neN , т . е .  lim Xn = а, если для любого е > О  сущест­n-+оо 
вует номер N(e) таной, что при п > N(e) выполняется неравенство 
l xn - a l < е . При этом сама последовательiюсть называется сход.ящейс.я. 

К р и т е р и й К о ш и. Дл.я того 'Чтобы пос.л.едов ате.л.ьиость (xn )neN 
имела предел, необходимо и достаmо'Чuо, 'Чтобы дл.я любого е :> О су­
ществовал. иомер N(e) такой, 'Что при n > N(e) выnол.и.яетс.я иера­
в еиство l xn+p - xn l < € дл.я любого р Е N. 

Последовательность (xn)neN называется бескоие'Чио малой, если 
lim Xn = О. n-+oo 

Последовательность (xn )neN называется бескоие'Чuо большой (схо­
дящейся R беснонечности) , что формально записывается в виде lim Xn = 

n-+oo 
= оо, если для любого числа Е > О существует номер N(E) таной, что 
при n > N(E) выполняется неравенство lxn l > Е. Если при этом, начи­
ная с неноторого номера ,  все члены последовательности положительны (отрицательны) , то используем запись 

lim Xn = +оо ( lim Xn = -оо) . n-+oo n-+oo 

Число а называется предельиой mо'Чкой последовательности (xn)neN, 
если для любого е > О найдется беснонечное число членов этой последо­
вательности, удовлетворяющих условию lxn - a l < е . 

П р  и н  ц и  п Б о л ь ц а н о - В  е й  е р ш  т р а с е  а .  Ее.яка.я ограии'Чеииа.я 
последовател.ьиость имеет хот.я бы одиу предельную mо'Чку. 

Наибольшая (наименьшая) из предельных точен последовательности 
(xn )neN называется в ерхним (иижиим) пределом этой последовательно­
сти и обозначается символом lim Xn ( lim Xn).' n-+oo n-+oo 

5.229. Используя логическую символику, записать следующие 
высказывания, а также их отрицания: 

а) последовательность ограничена; 
б) последовательность монотонно возрастает; 
в) число а есть предел последовательности; 
г) последовательность (xn )neN бесконечно большая; 
д) число а есть предельная точка последовательности. 
5.230. Найти а = lim Xn и определить номер N ( е) такой, что n-+oo 

lxn - a l  < е при всех п > N(e) , если: 
../п2 + 1 

а) Xn = О ,33 . . .  3 , € = 0,001 ; б) Xn = , € = 0,005 ; ,_____., п n 
) 1 . 1Гn О 001 ) 5п2 + 1 

в Xn = � sш 2' € = , ; г Xn = 7п2 _ 3 , € = 0,005. 
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Вычислить пределы: 

23 1 . п - 1 
232 1 . 5п + 1 

5. 1. lffi -- . 5. . lffi . n4oo Зп n4oo 7 - 9n 
1. (п + 1 ) 2 1 . Зп2 - 7п + 1 

5.233. lffi 3 5.234. lffi 2 . n4oo 2n n4oo 2 - 5n - бп 

5.235. lim (п + 2)3 - (п - 2) 3 
n4oo 95п3 + 39п 

. ( 2п - 1 1 + 2п3 ) 
5.236. 11m --7 - 3 . n4oo 5п + 2 + 5п 

5.237. lim 
�п4 + Зп + 1 . 5.238. lim ( Jn + 2 - Jn) . n4oo n - 1 n4oo 

5.239. lim п312 ( Jп3 + 1 - Jп3 - 2) . n4oo 
2n + 3n 

5.240. lim 3 n4oo 2п - n 

1 . ( 1 2 п - 1 ). 
5.241. lffi 2 + 2 + . . . + -2- . n4oo n n n 

1 . 12 + 22 + . . .  + п2 
5.242. lffi 3 1. � sin (п2 ) 

5.243. lffi . n4oo n - 1 n4oo n 

1 . ( 1 1 1 ) 
5.244. lffi -1 2 + -2 3 + . . .  + ( ) . n4oo · · n n + 1 

5.245. nl�� (� - 2
1
5 + . . .  + (- l )n- 1 5: 

)
· 

5.246. Доказать , что если последовательность (xn )nEN беско­
нечно малая и V n  Е N (xn 'f; О) , то последовательность ( 1 /xn )neN 
бесконечно большая. 

Установить , какие из заданных последовательностей являются 
бесконечно большими: 

5.247. Xn = 2Vn. 
5.249. Xn = п sin 7Г2

n . 5.250. Xn = lg (lg п) , п � 2 .  

Найти все предельные точки последовательности: 

2 + (- l )n 
5.251. Xn = 2 _ (- l )n 

. (- 1 )n 
5.253. Xn = arcsш -2- .  

1Гn 
5.252. Xn = COS 4.  



28 Гл. 5 . Введение в анализ 

5.254. Доказать : 

6) lim Хп + lim Уп � lim (хл + Уп )  � lim Хп + lim Уп · n-+oo n-+oo n-+oo n-+oo n-+oo 
Для каждой из следующих последовательностей (хп )пЕN найти 

in f {хп } , sup {xп } , lim Хп и lim Хп : n-+OO n-+oo 
1 

5.255. Хп = 1 + - . п 
п + 1 2 7Гn 

5.256. Хп = -n- COS 4. 
5.257. Хп = (- 1 )п (2п + 1 ) .  

п + 2 . 1Гn 
5.258. Хп = -- sш -, n ;;::: 2 .  п - 2 3 

2 + (- l )n 
5.259. Хп = 2 

1 
п 

5.260. Доказать ,  что равенство lim Хп = lim Хп является не­n-+oo n-+оо 
обходимым и достаточНЫ!\1 условием существования предела по-
следовательности (хп )пЕN · 

§ 4. Пр едел фующии. Непрерьmность 

1 .  Предел фушщии. Пусть фующин у = f (x) определена на множестве 
D. Число а называют предедом функции у = f (x) в точке х0 и пишут 
lim f (x) = а ,  если длн любого е > О существует число J(e) > О такое, 

х -+ х о  

что длн любого х Е D из условин О <  J x  - x0 J < J(e) следует неравенство 
J f (x) - aJ < е. 

:К р и т е р и й  :К о ш и. Дл.я того чтобы функци.я у = f (x) имеда 
предед в точке хо , необходимо и достаточно, чтобы дм дюбо20 е > О 
существовадо б(е) > О такое, что J f (x' ) - f (x" ) I  < е, как тодько 
J x' - xo l  < J (e) и lx" - xo l  < J(e) . 

Говорнт , что число а есть предед функции у = f (x) при х, стре­
м.ящемс.я к бесконечности, и пишут lim f (x) = а ,  если длн любого 

х -+ оо  

е > О существует число А(е) > О таное, что J f (x) - a J  < е, нак только 
J x l  > А(е). 

В дальнейшем используютсн следующие з а  м е ч а т е л  ь н ы е п р е­
д с л ы: 

1 .  sin х 1 lffi -- = ' 
х -+0 Х 

lim (1 + !) "' = lim ( 1  + x) 1 fx = е , 
х -+ оо  Х х -+0 

где е = 2 ,  71828 . . . -- основание натуральных логарифмов . 

( 1 )  

(2) 
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Наряду с введенным выше пон11тием предела фующии используют 
также следующее пон11тие одностороннего предела. Число а назы­
вают преде.rtом функции у = J(x) в то-ч.ке хо справа ( c.rteвa) и пи­
шут lim f (x) = а ( lim j (x) = а) , если для любого Е > О cy-

x -t x o +o x-txo - 0 

ществует число J (E) > О такое, что из условия О < х - х0 < J (E) 
( - J(E) < х-хо < О) следует I J(x) -a l < с: .  Аналогично вводится пон11тие 
одностороннего предела' на бесконечности ( lim J(x) и lim f (x) ) .  

x-t+oo x -t - oo  

В задачах 5 .261-5 .263 ,  пользунсь только определением предела 
фующии, доиазать , что lim f (х) = а, и заполнить следующую 

x-txo 

таблицу : 
Е: 0 , 1  0,01  0,001 

б(t:) 
5.261. f (x) = х2 , хо = 2 , а =  4. 
5.262. f (х) = 1/х , хо = 1 ,  а =  1 .  
5.263. f (x) = lg х, хо = 1 ,  а = О. 
Использун логическую символику , записать следующие утвер­

ждении: 
5.264. lim f (x) = оо. 

x-tO 

5.265. lim f (x) = -оо.  
x-tl-0 

5.266. l im f (x) = О. 
x-t+oo 

5.267. lim f (x) = +оо. 
x-t+oo 

5.268. lim f (x) = О. 
x-t+O 

5.269. lim f (x) = 2. 
x-too 

5.270. lim J (x) = -оо. 5.271. lim f (x) = оо. 
x-t-oo x-t-oo 

Вычислить пределы следующих рациональных выражений: 

5 272 1 . 
х
2 
- 2 

7 l" 
х
2 
+ 3 

• • lill 
2 

. 5 .2 3. lill -
2

-- · 

x-tO Зх - 5х + 1 
х
-tЗ х - 3 

5.27 4. lim 
I 
х 

. 5.275. lim 4 
х
2 
-

2 

2 
. 

x-t-
3 

Х + З I x-tv'i Х + Х + 1 

7 1 . ( 1 
-

3 ) 1 . 
х
2 
- 2х + 1 

5.2 6 .  lill -- - -- . 5 .277. lill ----
x-t2±0 2 - х  8 - хз x-tl хз - х  

. хт - 1  (x + h) 3 - x3 

5.278. 11m ; m, п Е N. 5.279. М.m 
h x-t l xn - 1 h-tO 

. 
8х3 - 1 . х

2
- (а + 1 )х + а  

5 .280. 11m 
2 

. 5.281. 11m 
3 3 

. 

x-tl/2 6х - 5х + 1 x-ta х - а ( 
х3 х

2 ) х4 - 5х 
5.282. lim 

2 2 
- -

2 
-- . 5 .283. lim 

2 3 
. 

x-too Х - 1 Х + 1 x-too Х - Х + 1 
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(х + 1 ) 5  + (х + 2)5 + . . .  + (х + п)5 5.284. lim 5 5 , п Е N. 
х-+оо Х + n 

. ( х + 2  х - 4  ) 
5.285. 11m 2 + . 2 ) • х-+ 1 х - 5х + 4 З ( х - Зх + 2 

5.286. lim (� - (2х - 1 ) (3х2 + х + 2) ) . 
х-+оо 2х + 1 4х2 

5.287. Доназать , что е е.ли Рп(::z:)  = ao xn + . . . + an , Qт (х) = 
= boxm + . . .  + Ът , то 

. Pn ( х) { О при п 
< т ,  

}�� Q (х) 
= ао/Ьо при п = 

т, т оо при п 
> т . 

При вычислении пределов , содержащих иррациональные выраженИFI, 
часто используются следующие приемы: а) введение новой переменной 
для получения рационального выражения; 6) перевод иррациональности 
из знаменателя в числитель или наоборот .  

3 -
VГх 

П р  и м е р  1 .  Вычислить lim r::: . x-t8 1 9 - yx 
<] Пусть t = V"X· Тогда 

1 . 3 - VГх 1' 3 - t 1 ' 1 1 lffi = lffi -- = lffi -- = - . [> 
x-t81 9 - Vx t-tЗ 9 - t2 t-tЗ 3 + t 6 

П р и м е р  2 . Вычислить lim (../х2 + 7 - ../х2 - 7) . 
x-too 

<] lim ( J х2 + 7 - J х2 - 7) = 
x-too 

. ( ../ х2 + 7 - ../ х2 - 7) ( ../ х2 + 7 + ../ х2 - 7) 
= 11m = 

x-too ../х2 + 7 + ../х2 - 7 
= lim ../Х2+7 14 = О. [> 

x-too х2 + 7 + ../ х2 - 7 

Вычислить пределы: 
. Зх + 1 . JX-=1 - 3 

5.288. 11m 5 зr;; . 5.289. 11m 10 . Х-+ОО Х + у Х  х-+10 Х -

5.290. lim .jX + JX-=1 - 1 
х-+1 Jx2 - 1 
. .../x + h - .jX 5.291. 11m h 

, х 
> 

О. 
h-+0 
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5 292 1 . х2 - .jX 
5 293 1 .  IJl+X - l l 

' ' х� .jX - 1 · ' ' х� х2 · 

. V2x 5.294. l1m . 
х-'-Т +оо Jзх + Jзх + ffx 
. ytx + 1 - 1 

5.295. l1m . 
х-'-ТО Х 

у'х- 1 

5.296. �� уГх _ l ; т , п Е N. 

Ы+-4 - 2  J2+X - � 5.297. lim � . 5.298. lim 3� 3� . 
х-'-ТО у х2 + 9 - 3 х-'-ТО у 2 + х - у 2 - х 

5.299. lim ( Jx - а - .jX) . 
Х-'-Т+оо 

5.300. lim ( / х + Jx + .jX - ..;х) . 
X-'-t+oo у 

5.301. lim (V4x2 - 7x + 4 - 2x) . 
Х-'-ТОО 

5.302. lim х312 (./хЗ + 2 - Jx3 - 2) . 
Х-'-ТОО 

Используя замечательный предел ( 1 ) , вычислить : 

1 . sin Зх 1 . sin 7х 
5.303. lill -- . 5.304. lill -- . 

х-'-ТО х х-'-Т11" tg Зх 
1 . 3 arcsin x 

5.305. lim х ctg 1ГХ .  5.306. im . 
х-'-ТО х-'-ТО 4х 

31 

307 
1 . 

1 - cos 2х 
5 308 1 . cos ах - cos {Зх ...J. (З 

5. . 
х� х2 . • • х� х2 ' а т . 

1. ( 1 ) 3 1 . 1ГХ • Х - а 
5.309. lill -.- - ctg Х • 5. 10. Шl tg -2 SШ -2-. 

Х-'-ТО Slll Х X-'-ta а 
1 . J2 - 2 cos х 

3 2 1 . ( 7Г ) 5.311 .  im . 5. 1 .  im - - х tg x .  X-'-t7r/4 7Г - 4Х X-'-t7r/2 2 
. sin an 

5.313. 11m ---:--т--- ; п ,  т Е Z. 
a-'-t+O sш а 

5 314 1 . sin 2а - tg 2а 
' · а� аЗ · 

5.315. lim (l - cos а)2 
. 5.316. lim 1 + cos Sx . 

а-'-ТО tg2 а - sin2 а х-'-Т11" 1 - cos 4х 
Довазать следующие соотношения: 

5 .317** . lim !oga{l + �2 = loga е .  
х-'-ТО х 
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5.318* . lim а
х - 1 = ln a . 5.319* . lim ( l + х ) а - 1 = а . 

Х-40 Х Х-40 Х 

При вычислении пределов вида lim u(x)v(x) , где lim и (х) 1 ,  
х-+хо х-+хо 

lim v (x) = оо ,  используетсн замечательный предел (2) . 
:с -+ х о  

П р  и м  е р  3 . Вычислить lim (-
2 

х ) Зх х-+оо + Х 

<J Имеем 

и 

ТО 

( ) Зх ( -2 ) Зх ( -2 )
� ( 2+�·

Зх
) 

2 : х = l + 2 + x  
= l + 2 + x  · 

Тан нан 

lim ( 1 + �) � 
= lim ( 1 + t) 1 ft = е 

х-+оо 2 + Х -2 t= 2+x -+O 

-2 lim -- · 3х = -6 , Х-+00 2 + Х 

lim (-х-) 2х = е -6 

х
-+оо 2 + Х 

(здесь использована непрерывность 1юмпозиции непрерывных функ­
ций) . 1> 

Используя замечательный предел (2) , а танже результаты за­
дач 5 . 3 1 7-5 . 3 1 9 ,  вычислить пределы: 

. (х + 3 ) 2x+ l 5.320. 11m -- 5.321.  Х-400 Х - 2 lim � ( 2 ) х2 Х-400 Х2 - 5 
5.322. lim ( cos х) l/x2 • Х-40 
5.324. lim x(ln (2 + x) - ln x) . Х-400 
5.326. lim х (а11х - 1 ) . Х-400 

2 1 . loga х - 1 5.3 8. lffi . х-4а х - а 
5.330. lim ( cos Х ) l / siп х . Х-40 

5.332. lim (cos x + sin x) 1/x . Х-40 . 

5.323. lim ( 1 + tg2 уГх)З/х . Х-40 
5.325. lim ..!:.. 1n J1 + х . 

Х-40 Х 1 - Х 

7 1 . ах - а 
5.32 . lffi -- . Х-4 1 Х - 1 

еах - еьх 
5.329. lim ---

х-40 Х 

3 1 1 . ln cos x 
5. 3 . lffi 

2 

. 

х-40 Х 

siп x 
Б.333. lim ( sin x ) x-sin x . х-40 Х 
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5.334. До:казать , что lim f(x) = а  в том и толь:ко том случае, 
x-txo 

:когда длн любой последовательности аргументов (xn )nEN , сходн-
щейсн :к хо , соответствующан последовательность (f(xn ) ) nEN зна­
чений фун:кции СХОДИТСII :к а. 

Испьльзун результат задачи 5 .334, до:казать , что длн следую­
щих фун:кций не существует lim f ( х) : 

x-txo 
5.335. f (х) = cos х , хо = оо . 5.336. f (х) = sin 1 /х , хо = О .  
5.337. f (x) = х - [х) , хо = оо. 
Найти односторонние пределы: 

5.338. lim х - 3 
5 .339. lim 2 + х

2 • 

х
-tЗ±О l

x - 3 1 x-t2±0 4 - х 

5.340. lim (2 + x) 1fx . 
x-t±O 

5.342. lim ar·ctg х. 
x-t±oo 

1 
5.341. lim 7 2-х .  

x-t2±0 
5.343. lim [1/х] .  

x-t±oo 
2 

5.344. lim 1 tg (4х - 7r ) I 
Х-t1Г/4±0 2X - 'Jf/2 ° 

5.345. lim х 
х-t27Г±О COS Х - 1 

5.346. Доназать , что пр1щел фун:кции у = f(x) во внутренней 
точне х0 области ее определенин существует тогда и толь:ко тогда , 
:когда в этой точне существуют левый и правый пределы и они 
совпадают. 

2. Беснонечно малые и беснонечно больuше. Фующия а(х) называ­
ется бесконе'Чно малой при х -+ х0 , если lim а(х) = О . 

x -t x o  

Бесконечно малые а(х) и {З(х) называются сравни.мы.ми, если сущест-
1 . {З(х) 1. а (х) вует хотя бы один из пределов im -

( -) или im {3( ) . x -t x o  Q Х x -t x o  Х 

Пусть а (х ) и {З(х) - сравнимые беснонечно малые при х -+ хо и 
. а (х) пусть , для определенности, существует 11m {3( ) = С. Тогда : 

x -t x o  Х 

а) Если С :j:. О , то а(х) и {З(х) называют бесконечно малыми од­
но'го пор.ядка. В частности, при С = 1 бесконечно малые а(х) и {З(х) 
называют эквивалентны.ми и пишут а "' {3. 

б) Если С =  О, то а(х) называют бесконечно малой более высоко20 
пор.ядка, чем {З(х) , и пишут а = о({З) . Если при этом существует дей-

. а(х) ствительное число r > О такое, что 11m ({3( ) ) :j:. О ,  то а(х ) называют 
x -t x o  Х r 

бесконечно малой пор.ядка r относительно {З(х) . 
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Фун1щия а(х) называется бесконе'Чно бо.11ьшой при х -+ х0 , если 
lim а(х) = оо .  Подобно тому RaR это сделано выше для бесRонечно 

ж -+ ж о  
малых , вводится понятие сравнимых бесRонечно больших и их Rласси­
фиRация. 

. а(х) 
5.347. Доказать , что если 11m 

{3( ) 
= С ':/: О, то найдется х-+хо Х 

такое число д > О  и константы С1 и С2 , что 

5.348. Доказать , что а ,...., {3 в том и только том случае, когда 
а - {З = о(а) или а - {З = о({З) . 

Определить порядок малости а(х) относительно {З(х) = х при 
х -+  О :  

3bl 
5.349. а(х) = -- . 5.350. а(х) = bl - bl. 1 - х 

1 - cos x . 5.351. а(х) = . 5.352. а(х) = tg x - sш х.  
х 

5.353. а(х) = sin ( Jx + 2 - J2) . 
5.354. а(х) = 3 sin3 х - х4 . 

5.355. а(х) = {11 + .VX - 1 .  
5.356. а(х) = Jl + 2х - 1 - ...fX. 
5.357. а(х) = 3v'x - 1 .  5.358. а(х) = 2х - cos x .  
5.359. Доказать , что а(х) - {З(х)  имеет 2-й порядок малости 

относительно х при х -+ О, если: 
а) а(х) = 1 / ( 1  + х) , {З(х) = 1 - х; 

б) а(х) = Ja2 + х,  fЗ(х) = а + 
2
� х (а ':/:  О) ; 

в) а(х) = { 1  + x)n ,  {З(х) = 1 + nx (n Е N) . 

Приближенно вычислить следующие выражения: 
5.360. 1/1 ,03. 5.361. у125,3. 
5.362. ( 1 ,03)5 .  5.363. (0,97)4 •  
5.364. Доказать , что если а(х) ,...., а1 (х) и {3(х) ,...., !31 (х) при 

х -+ хо , то 

lim 
а(х) 

= lim 
ai (x)

. х-+хо fЗ(х) х-+хо f31 (х) 



§ 4. Предел функции. Непрерывность 35 

, Используя результат задачи 5 .364, вычислить пределы: 
- '  , 1 . arcsin (x/�) 

5.365. _ lШ l ( .) . 
х-+0 n 1 - х 

<J Таи нан arcsin Ь "'  Ь и ln ( 1 - х) "' (-х) при х -+ О ,  то 
1 - х2 1 - .х2 . 

1 . arcsin ( х / Vf=X2) 1 . х / � lffi = lffi = - 1 . [> 
x -t O  ln ( 1  - х) x -t O  -х 

5 1 . 1 -:- х 
. 366. 1m --. 

х-+1  lg Х 
5.367 . 

1 . 4х2 - 1 
5.368. IШ . 5.369. 

х-+1/2 arcsin (1 - 2х) 
. 1 - cos 4x 

5.370. 11m · 2 . · 

х-+0 2 sin х + х tg 7 х 

5.371. lim 2J2 - (cos x + sin x)3 
x-+1r/4 1 - sin 2х 

1. cos х - cos 2х 
IШ . 

х-+0 1 - COS Х 

1 . . arctg x2 
IШ . . ( 

/ 
) . х-+0 arcsш Зх · sш х 2 

Определить порядо:к роста бес:конечно большой А(х) относи-
тельно В(х) = х при х -+  оо : 

5.372.  А(х) = х3 + 150х + 10. 
5.373. А(х) = Jx2 + 3х + 5 + jx j .  
5.374. А(х) = Jx + JX. 5.375. А(х) = ijx2 - х + ..fli. 

. . . , 5хб х5/2 
5.376.  А(х) = 4 3 2 . 5.377. А(х) = 713 . 3х + х + .  х + 1 
3. Непреръmность фующш1 в тоЧRе. Классифшшция точен разръmа. 

Фуннция у = f (x) с _ областью определения D называется непрерывной 
в точне х0 , если выполнены следующие три условия: 

а) фуннция у = f (x) определена в точне х0 , т� е . х0 Е D; 
6) существует lim f (x) ; 

x -t x o  

в) l im f(x) = f (xo ) . 
x -t x o  

Если условие а) выполнено, то. условия 6) и �) эквивалентны следую-
щ�: ' 

lim дf(хо , дх) = О, 
д х -tО 

где 
дf(хо , дх) = f(xo + дх) - f (xo ) 

- приращение функции у = f(x) в точне х0 , соответствующее прира­
щению аргумента дх = х - хо . 
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Если в точие х0 нарушено хотя бы одно из условий а)-в) , то х0 
называется точиой разрыва фуниции у = f(x) . При этом различают 
следующие случаи: 

а) l im f (x) существует, но фуниция не определена в точие Хо или на-х--.хо 
рушено условие lim f (x) = f(xo ) . В этом случае хо называется mо'Чкой х--.хо 
устранимого разрыва фуниции. 

б) lim f(x) не существует . Если при этом существуют оба одно-х--.хо 
сторонних предела lim f (x) и lim f(x) (очевидно , не равные друг х--.хо+О х--.хо -0 
другу ) ,  то х0 называется mо'Чкой разрыва  1 -го рода. 

в) В остальных случаях хо. называется mо'Чкой разрыва  2 -го рода. 

5.378. Используя логичесиую символш�у , записать на язьше 
<сс-6)> следующие утверждения: 

а) фуниция у = f (x) с областью определения D непрерывна в 
точ:ке хо Е D;  

б) фун:кция у = f (x) не  является непрерывной в точ:Rе х0 Е D. 

До:казать , что следующие фун:Rции непрерывны в :каждой точ:ке 
их естественной области определения: 

5 .379. J (x)  = xn , п Е N. 

� Используя формулу бинома Ньютона , получаем 
дf(хо , дх) = (хо + дх)n - х� = С�х�-1 дх + С�х�-2 (дх)2 + . . .  + (дх)n .  

Отсюда lim дf (х0 , дх) = О . [> дх--.о 
5.380. J (x) = а, а Е IR. 
5.381 .  J (x ) = loga х ; а > О, а '# 1 .  
5.382. J (x) = sin x . 5.383. J (x) = arcsin x . 
Задана фун:кция J (x) . При :ка:ком выборе параметров, входя­

щих в ее определение, J (x ) будет непl?ерывной? { х2 + х - 2 # 
5.384. j (x) = х _ 1 ' х l , 

. А, х = 1 .  { х - 1 
5.385. f (х) = 2 

'
2 ах - , 

· { ах + 1 ,  
5.386. f (x) = . Ь sшх + , 

х � 1 ,  
х > 1 .  
x � rr/2, 
х > rr/2. 
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Найти точки разрыва фующии, исследовать их характер, в слу­
чае устранимого разрыва доопределить функцию «ПО непрерыв-
НОСТЮ> : 

1 
5 .387. f (х ) = 2 ( . l )

. 
1 х :J, -

( 1 + x)n - 1 
5.389. f (x) = , п Е N. 

х 

5.391. f (x) = 1 - x sin � . х 
1 

5.393. f (x) = (х + 1 )  arctg - .  х 
31 /(х-2) _ 1 

5.395. f (x) = l / ( 2) . . 3 х- + 1 
1 /х - 1/ (х + 1 )  

5.397. f ( х ) = l / (x _ l ) _ l /x
. 

5.388. f (x) = I Зх - 5 1
. Зх - 5 

5.390. f (x) = � sin x .  х 
5.392. J (x) = 3х/(4-х2 ) . 

l x + 2 1 5.394. f (x) = ( 2) arctg х + 
1 1 + х 

5.396. f (x) = - ln -- . х 1 - х 
1 - cos x 

5.398. f (х ) = 2 . х 

{ 
2х 

5.399. f (x) = х -
1
1 ,  

1 ,  

-1�х<1 , 1<х�4, х = 1 . 
1 

5 .400. J (x) = 
21/ ( l-x) + 1 · { 2vx, 

5.401 .  f (x) = 4 - 2х , 
2х - 7 , 

о� х � 1 , 1 < х < 2 ,5 , 
2 ,5 � х � 4. 
-7r/2 � х < 7r/4, х = 7r/4, 5.402. f (х ) = { со;,

х ,
2 2 7r / х - -, 7r 4 < х � 7r. 16  � 

5.403. Доказать , что все точки разрыва ограниченной монотон­
ной функции нвлнютсн точками разрыва 1-го рода. 

4. Непрерьmность на множестве. Равномерная непрерьmность . Функ­
ция у = f (x) называется непрерывной на множестве D, если она 
непрерывна в иаждой точие х Е D. Она называется равномерно не­
прерывной на множестве D, если для любого € > О существует число 
о ( €) > О таиое, что для любых х' , х" Е D из неравенства 1 х' - х" 1 < о ( €) 
следует J f (x' ) - f (x" ) I < € .  

Т е о р е м а  :К а н т о р а . Есди ,Функv,и.я у = f(x) непрерывна на от­
резке [а , Ь] , то она равномерно непрерывна на этом отрезке. 
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5.404. Доказать ,  что если у = J (x) - непрерывная на [а , Ь] 
функция, то она : 

а )  ограничена на [а , Ь] ; 
б) достигает на [а, Ь] своих верхней и нижней граней (т е о р е­

м а  В е й е р ш т р а с с а ) ;  
в) принимает на любом интервале (а'

, Ь' ) С [а , Ь] все промежу­
точные значения между J (a') и J (b' ) (т е о р е м а  К о ш и) .  

5 .405. Доказать ,  что если функция у = J (x) непрерывна на 
[а, +оо) и существует конечный lim f (x) , то эта функция огра­

х�+оо 
ничена на [а , +оо) . 

5.406. Поназать , что функция 

J (x)  
= { sin ; , х =/= О, 

о ,  х = о, 

принимает на любом отрезке [О , а] все промежуточные значения 
между f (О) и f (a) , однако не является непрерывной на [О , а] .  

5 .407. Дшшзать , что всякий многочлен нечетной степени имеет 
по меньшей мере один действительный корень . 

5.408. На языке «t:-б» сформулировать утверждение: функция 
у =  J (x) непрерывна на множестве D, но не является равномерно 
непрерывной на этом множестве. В качестве примера рассмотреть 
следующие фуннции: 

а )  J (х ) = 1/х ,  D = (О,  1] ; 
б) f (x) = lg x , D = (О,  10] ;  

• 7Г в) f (x)  = sш - , D = (О ,  1] . 
х 

5.409. Доназать , что если функция у = J (x)  непрерывна на 
[а , +оо) и существует конечный lim J (x) , то эта функция рав­

х�+оо 
номерно непрерывна на [а , +оо) . 

5.410. Показать , что неограниченная функция f (x)  = х + sin x 
равномерно непрерывна на всей оси -оо < х < +оо. 

Следующие фующии исследовать на равномерную непрерыв­
ность на заданных множествах : 

х 
5.411 .  J (х) = -4 2 ,  D = [- 1 ,  1] . 

- х  
5.412. J (x) = l� x ,  D = (О,  1] . 

sш х 
5.413. J (x) = - , D = (О,  1Г] .  

х 
1 

5.414. J (x)  = ех cos - ,  D = (О, 1] . 
х 
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5.415. f (x) = arctg х ,  D = �. 

5.416. f (x) = у!Х, D = (О , +оо) . 
5.417. f (x) = x sin x,  D = [О , +оо) . 

§ 5 .  Компленсные числа 

39 

1 .  АJП'ебраичесние операции над :компленсными числами. Комп.л.екс­
ными 'Числами называются всевозможные упо{!ядоченные пары z = (х, у) 
действительных чисел, для Rоторых следукi'щим образом определены 
операции сложения и умножения: 

(х1 , У1 ) + (х2 , У2 ) = (х1 + х2 , У1 + У2 ) ,  
(х1 , У1 ) (х2 , У2 ) = (х1 х2 - У1 У2 , Х1 У2 + Х2У1 ) .  

\ 

( 1 ) 
(2) 

Множество всех RомплеRсных чисел обозначается символом С. 
Действительные числа х и у называются действительной и мнимой 

'Част.ями RомплеRсного числа z = (х, у) и обозначаются символами Re z  
и Im z соответственно. 

Два RомплеRсных числа z1 = (х1 , у1 ) и z2 = (х2 , У2 ) называются 
равными тодьRо в том случае, Rогда х1 = х2 и У1 = У2 · 

Из определений ( 1 )  и (2) следует , что всяRое Rомпленсное число 
(х, у) может быть записано следующим образом: 

(х, у) = (х, О) + (О , l) (y ,  О) . (3) 
Если теперь номпленсные числа вида (х, О) отождествить 1 ) с действи­
тельными числами х, а число (О , 1 ) обозначить символом i , то равенство 
( 3) принимает вид 

z = х + iy 
и называется алгебраичесRой формой номпленсного числа z = (х, у ) .  

5.418. Дшшзать , что операции сложенин и умноженин вом-
пле:ксных чисел обладают следующими свойствами: 

а )  z1 + z2 = z2 + z1 ( коммутативность с.r�ожени.я) ; 
6) (z1 + z2 ) + zз = z1 + (z2 + zз ) ( ассоциативность с.r�ожени.я) ; 
в) z1 z2 = z2z1 ( коммутативность умножени.я) ; 
г ) (z1 z2 )zз = z1 (z2zз ) ( ассоциативность умножени.я) ; 
д) z1 (z2 + zз ) = z1 z2 + z1 zз (закон дистрибутив ности) .  

1 )  То есть установить взаимно однозначное соответствие (х , О) f-t х между 
множествами { (х ,  О) 1 х Е IR} и !R. Из ( 1 ) и ( 2)  следует , что это соответствие 
«сохраняет операциш : 

(х1 , О) + (х2 ,  О) =  (х1 + х2 ,  О) f-t х1 + х 2 ,  
(х 1 ,  О) · (х2 ,  О) = (х 1х 2 ,  О) f-t х 1х 2 .  
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5.419. Доказать что : 
а )  V z1 , z2 i- O :J z (z2z = z1 ) 

(число z называстсн частным от деленин z1 на z2 и обозначаетсн 

символом 
zi ) ; 
z2 

б) е сли z1 = х 1 + iy1 и z2 = х2 ,+ iy2 , то 
Z1 Х 1Х2 + У1У2 . У1 Х2 - Х1У2 = + i -----
z2 х� + у� х� + у� 

В задачах 5 .420-5 .429 выполнить уназанные операции, пред­
ставив результат в алгебраичесной форме. 

5.420. (1 - 2i)( 2 + i ) 2 + 5i. 
<J Задача состоит в том, чтобы заданное :компле:ксное число представить 
в форме х + iy .  Длн этого можно воспользоватьсн непосредственно фор­
мулами ( 1 )  и (2 ) ,  одна:ко этот же результат можно получить следующим 
образом. Ка:к поназывают свойства операций, перечисленные в задаче 
5 .418 ,  при сложении и умножении :компле:ксных чисел , представленных 
в алгебраичес:кой форме, с ними можно обращатьсн :ка:к с биномами вида 
а + ib, учитыван дополнительно, что i2 = (О , 1 ) (О , 1 ) = ( - 1 ,  О) =  -1 .  
Поэтому 

(2 + i ) 2 = 4 + 4i + i2 = 3 + 4i , 
( 1 - 2i) (2 + i ) 2 = ( 1 - 2i) (З + 4i) = 3 - 2i - 8i2 = 1 1  - 2i , 

от:куда онончательно получаем 
( 1 - 2i) (2 + i ) 2 + 5i = 1 1  - 2i + 5i = 1 1  + Зi . t> 

5.421. (2 + Зi ) (З - i) . 
5.423. ( 1  - i) 3 - ( 1  + i) 3 .  

2 - i 
5.425. -· - .  l + i  

5.422. ( 1  + 2i) 2 . 
. 5 .424. (2i - i2 ) 2 + ( 1  - Зi ) 3 .  

<J Результат может быть получен непосредственно по формуле из задачи 
5 .419 .  Заметим, одна:ко, что (1 + i ) ( l - i) = 2 есть действительное число. 
Поэтому , умножан числитель и знаменатель заданной дроби на 1 - i , 
находим: 

2 - i  (2 - i) ( l - i) 1 - Зi 1 3 . -- = = -- = - - - i . [> l + i ( l + i ) ( l - i) 2 2 2 

1 1 
5.426. --4 · + -4 . •  1 + i - i 

( 1  + i) (З + i ) 5.428. -'---'------
3 - i 

5.427. ( � � �) 3 
( ·5 + 2 ) 2 

5.429. i
il9 + 1 

( 1 - i ) (З - i) 
З + i  
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Найти действительные решения следующих уравнений: · 

5.430. ( 1  + i )x + ( -2  + 5i)y = -4 + 17i .  
5.431 .  1 2 ( (2х + i ) ( l  + i )  + (х + у) (3 - 2i) )  = 17 + 6i . 
Решить следующие системы линейных уравнений: 
5.432. ( 3  - i )z1 + ( 4 + 2i )z2 = 1 + 3i . 

(4 + 2i)z1 - (2 + 3i )z2 = 7. 
5.433. (2 + i )z1 + ( 2  - i ) z2 = 6 . 

(3 + 2i)z1 + (3 - 2i}z2 = 8. 
5.434. iz1 + Z2 = i .  

(i + l ) z1 + (1 - i)z2 = 1 + i .  

41 

Если на .плосиости введена деиартова прямоугольная система иоор­
динат Оху , то всяиому иомплеисному числу z = х + iy может быть 
поставлена в соответствие неиоторая точиа М(х, у) с абсциссой х и 
ординатой у .  При этом говорят, что точна l\1(x, у) изображает rюм­
плеисное число z = х + iy .  

Плосиость , на  иоторой изображаются иомплеисные числа, называется 
комnдексной пдоскостью, ось Ох - действитедьной осью, а ось Оу -
мнимой осью. 

Число r = J х2 + у2 называется модудем иомпленсного числа z = 

= х + iy и обозначается символом l z l .  Модуль числа z равен расстоянию 
точни М, изображающей это число, от начала иоординат. 

Всяиое решение <р системы уравнений 
х . у COS <р = . / , Slll <р = У х2 + у2 V х2 + у2 (4) 

называется аргументом иомплеисного числа z = х + iy -:/- О .  Все ар­
гументы числа z различаются на целые иратные 27Г и обозначаются 
единым символом Arg z. Каждое значение аргумента совпадает с ве­
личиной <р неиоторого угла , на ноторый следует повернуть ось Ох до 
совпадения с радиус-веитором оМ точии М (при этом <р > О , если пово­
рот совершается против часовой стрелии, и <р < О в противном случае) . 
Значение Arg z ,  удовлетворяющее условию О � Arg z < 27Г, называется 
г,давным зна-чением аргумента и обозначается символом arg z .  

В неиоторых случаях главным значением аргумента называется зна­
чение Arg z, удовлетворяющее условию -7Г < Arg z � 7Г.  

Из соотношений (4) следует , что для всяиого иомплеисного числа z 
справедливо равенство 

z = i z i (cos r.p + i sin r.p) , 
называемое тригонометри-ческой формой числа z .  

П р и м е р  1 .  Представить в тригонометричесной форме иомплеисное 
число z = -2 + 2i/3. 
<] Имеем 

l z l = V(-2)2 + (2/3)2 = 4, cos r.p = -� ,  . /3 SШ <р = 2 ' 
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поэтому главное значение аргумента равно arg z = 27r /3 и ,  следова-
4 ( 27Т . . 27Т ) тельно, z = . cos 3 + i sш 3 . t> 

Следующие иомплеисные числа представить в тригономеТри­
чесиой форме и изобразить точиами на иомпленсной плосности: 

1 . v'3 5.435. -i .  5.436. 1 - iv'З. 5.437. - 2 + i 2 . 

5 438 
1 - i 

439* 1Г . • 1Г . . 1 + i ' 5. . - cos 7 + i sш 7 .  
5.440. sin i + i cos i · 5.441 . 1 + cos � + i sin � ·  
:КомплеRсное число х - i y  называется сопр.яженным Rомпленсному 

числу z = х + iy и обозначается символом z. 

Дш�азать следующие равенства : 
5.442. z + z = 2 Re z  и z - z = 2i lm z. 
5.443. (z) = z .  5.444. lz l = l z l .  5.445. z1 + z2 = z1 + z2 . 
5 446 -- - - ( Z1 ) Z1 

• • Z1Z2 = Z 1Z2 И - = - .  z2 z2 
5.448. Вычислить : 

5.447. zz = l z l 2 . 

а ) z1z2 и ( �� ) 2 , если z1 = 1 - iJЗ, z2 = v'З + i; 

-2 
б) z1z2 и 

Zi , если z1 = 3 + 2i, z2 = 2 + 2i . z2 
5.449. Пусть p(z) - произвольный многочлен с действитель­

ными иоэффициентами. До:казать , что длlI любого z Е С верно 
равенство p(z) =' p(z) .  

Решить следующие уравнениfI: 
5.450. J z l  - z = 1 + 2i. 5.451 .  J z l  + z = 2 + i .  
5.452. До:казать равенства и вы1Iснить их геометричес:кий 

смысл: 

а ) l z1 z2 I = l z1 i · l z2 J ,  l zi 1 = lzi l ; z2 l z2 I 
б) Arg z1 + Arg z2 = A1·g (z1 z2 ) , Arg z1 - Arg z2 = Arg (:�) 

(равенства б )  понимаютсfI в смысле равенства множеств - см. 
с .  9) . 
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Вылепить геометричесний смысл следующих преобразований 
номпленсной плосности: 

5.453. z -7 z - 2 .  5.454. z -7 z + (3 - i ) . 5.455. z -7 iz . 
J2 . 5.456. z -7 2 (1 - i)z .  5.457. z -7 -z. 5.458. z -7 2z. 

z 
5.459. z -7 -- . 5.460. z -7 z. 

1 - i 
5.461 .  Доназать , что:  
а) величина J z1 - z2 J равна расстоянию на номпленсной плосно­

сти между точнами М1 и М2 , изображающими номпленсные числа 
z1 и z2 ; 

б) l z1 + z2 I ::::;; l z1 I + J z2 J и J z1 - z2 J � l l z1 J - Jz2 J I (н е р а в е  н с  т в  а т р е  у г о л ь  н и  н а) . Rанов геометричесний смысл 
этих неравенств? 

5.462. Доназать тождества: 
а ) J z1 + z2 J 2 + J z1 - z2 J 2 = 2 ( J z1 J 2 + J z2 J 2 ) 

(нанов его геометричесний смысл?) ; 
* 1 

z1 + z2 1 1 
z1 + z2 1 б) J z1 J + J z2 J = 2 + JZlZ2 + 2 - JZlZ2 .  

В задачах 5 .463-5 .473 дать геометричесное описание множеств 
всех точен номпленсной плосности, удовлетворяющих следующим 
условиям: 

5.463. Re z � О. 5.464. О ::::;; Im z < 1 .  5.465. J im z J ::::;; 2 .  
5.466. J z J  < 1 .  5.467. J z  + i J = 2. 
5.468. 1 < J z  + 2 J  ::::;; 2 .  5.469. Jz J  > 1 - Re z. 
5 .470. J z  - i J = J z  + 2 J .  5.471. О < arg z ::::;; 1Г/4. 
5.472. J 7r  - arg z J  < 1Г/4. 5.473. z = z. 

z - 1 
5.474. Пусть z =/:- -1 .  Доназать , что Re -- = О � l z J  = 1 .  z + 1 
Пусть rp - произвольное действительное число. Символом ei"' обо­

значается RомплеRсное число cos rp + i sin rp. С помощью этого обозначе­
ния вснRое RомплеRсное число z = l z l ( cos rp+i sin rp) может быть записано 
в показательной форме 

z = l z l ei"' . 
Представить в поназательной форме следующие номплеисные 

числа : 
5.475. 

7 +
5
24i . 5.476. 5 - 12i .  5.477. -3 - 4i .  

5.478. -2 + i . 5.479. sin a - i cos a. 
5.480. sin a + i ( l - cos а) . 
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5.481 .  ДоRазать , что символ ei'P обладает следующими свой­ствами: 
а) ei27Гn = 1 (V n Е Z) ; б) ei'P = e-iip ; 

i<p1 в) ei'P1 .  ei'P2 = ei (ip1 +ip2 )  и � = ei(ip 1 -<p2 ) . 
ei'P2 

5.482. Данные числа z1 и z2 представить в поRазательной форме 
и выполнить уиазанные действия над ними: 

2 а ) z1 z2 , Zi ,  если z1 = 2JЗ - 2i , z2 = 3 - Зv'зi;  z2 
б) z[z2 , z2 , если z1 = - J2 + i./2, z2 = J8 - iJS. 

Z1 
5.483. ДоRазать фор.муJtы Эuдера 

cos <р = 2 
ei'P - e-iip 

SШ <р = 
__ 2_i __ 

5.484. Доиазать фор.муJtу Муавра: ecJiи z = rei'P , то 

или, в тригонометричесRой форме, 
zn = rn (cos n<p + i sin n<p) . 

Используя формулу Муавра ,  вычислить следующие выражения: 
5.485. ( 1  + i ) 10 . ( 1  + i ) 5 

5.486. (l _ i ) З . 

5.487. 
( 1 + i�) 20 

1 - i 
5.488. ( 1  + i ) 8 ( 1  - iv'з)-6 . 

5.489. ДоRазать равенства : 
/2 ( n1Г . n1Г ) а ) ( 1  + i )n = 2п cos 4 + i sш 4 ; 

б) (JЗ - i ) n = 211 (cos nб
7Г 

- i sin r�1Г ) .  
5.490. Испош,зуя формулы Эйлера ,  nыразить через иосинусы и 

синусы иратных дуг фуниции: 
а) cos3 <р; б) sin3 <р. 

Используя формулу Муавра ,  выразить через cos <р и sin <р сле­дующие фушщии: 
5.491 .  cos З<р. 5.492. sin З<р. 
5.493. cos 4<р. 5.494. sin 4<р. 
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Пусть а = rei'P , а :f:. О , - фиисированное 1юмплеисное число. Тогда 
уравнение zn = а, п Е N, имеет в точности п различных решений z0 , 
z1 ,  . .  " Zn- 1 , причем эти решенил даютсл формулой 

i (-'"'+ 2,,. k) ( <p + 27rk <p + 27rk ) Zk = yr е n n = yr COS n + i sin n , 

k = о, 1 , . . .  ' п - 1 

(здесь ..fi - действительное положительное число) .  Числа Zk , k = 
= О, 1 , . .  " п - 1 , называютсн корн.я.ми п-й степени из иомплеисного 
числа а и обозначаютсн символом \(а. 

П р и м  е р  2. Найти все иорни 3-й степени из числа а = -2 + 2i JЗ. 
<J Таи иаи а = 4ei 

2; = 4 ( cos 2; + i sin 2;) , то 

где k = О, 1 , 2 . 
При k = О: ( .vo;)o = .v'4 ( cos 2; + i-sin 2;) . 
при k = 1 : ( .vo;) 1 = .у4 ( cos в; + i sin в;) . 
При k = 2 : ( .vo;)2 = .v'4 ( cos l:7r + i sin l:7r) . 1> 

5.495. Найти и изобразить на иомплеисной плос1юсти все иорни 
2-й,  3-й и 4-й степени из единицы. 

Найти все значенин иорней: 
5.496 . .,/i. 5 .497. r-т. 5.498. п. 
5.499. J-1 + ivГз. 5.500. {/2vГз + 2i . 
5.501. �-1 - i .  5.502. {/1 + ivГз . 
5.503. {/(2 - 2i)4 .  
5.504. Доиазать , что ивадра.тные иорни из иомплеисного числа 

могут быть найдены по формуле 

./Z = ,/х + iy = ± ( j l z l: х 
+ i sgn yj l z l; х ) . 
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Использование по:казательной .фliJрмы :компле:ксных чисел во многих 
случая:х значительно упрощает вычисления:. 

П р  и м  е р  3 . Привести :к виду , удобному для: 'логарифмирования:: 
S(cp) = sin <p + sin 2<p +  . . .  + sin n<p, <р .:Р 27Гm,  т Е Z.  

<] Та:к, RaR sin <р = Im ei<p , то, используя: формулу суммы геометричеСRОЙ 
прогрессии , получаем: 
S(<p) = Im ei"' + Im ei2"' + . . . + Im ein<p = Im (ei"' + ei2'P +" . . + ein<p ) = 

Привести R виду , удобному для: логарифмиршщнин: 
5.505. cos ер + cos 2r.p + cos Зr.р + . . .  + cos пер. 
5.506. cos <р + cos Зr.р + cos 5r.p + . . . + cos (2п - l )r.p .  
5.507. sin <p + sin Зr.p + sin 5<p + . . .  + sin ( 2п - l )r.p. 
2. Многочлены и ашебраичесние уравнения. Много'Членом (полино­

мом или целой рациональной функцией) п-й степени называется: фунR­
ция: вида 

(5) 
где z Е С, а0 ,  а1, . . .  , ап - :коэффициенты (вообще говоря: ,  RомплеRс-
ные) , причем ап # О, п Е N. Уравнение · · 

(6) 
называется: алгебраи•tеским уравнением п-й степени. Число z0 , для: RО­
торого Рп (z0 ) = О ,  называется: корнем многочлена (5) или уравнения: (6) . 

Т е о р е м а  Г а у с с а  (основная: теорема алгебры). Вс.який . мно20� 
'Член ненулевой степени' имеет по крайней мере один корень (вообще 
говоря:, J\ОМПЛеRсный) . 

Число z0 я:вля:етсп Rорнем многочлена Рп ( z) в том и. толЬRо в том 
случае, Rогда Рп (z) делится: без остатRа на бином z - zo , т. е. 

Рп (z) = (z - z9)qп-1(z) , 
где qn-l (z) - многочлен (п - 1 )-й степени. Если Рп (z) делитш1 ' без 
остатRа на (z - z0 ) k ,  k � 1 ,  но не делится: на (z - z0) k+1, то z0 назь�вается: 
корнем кратности k многочлена Рп (z) ; при этом 

-

где qп-k (zo ) .:Р О .  

1 k Рп (z) = (z - zo ) qп-k (z) , ' ' 
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Теорема Гаусса может быть уточнена следующим образом: много­
'ЧЛен n-й степени имеет ровно n корпей, если каждый корень с-чи­
тать столько раз, какова его кратность. 

Если иоэффициенты многочлена (5) - действительные числа и zo = 
= х0 + iy0 - его иомплеисный иорень , то сопряженное число :Zo = хо -

- iy0 - таиже иорень этого многочлена , причем иорни zo и :Z0 имеют 
одинаиовую иратность (см. задачу 5 .449) .  

Пусть многочлен Pn (z) имеет иорни z1 ,  z2 , . .  " Zm (т � n) иратно­
стей соответственно ki , k2 , . .  " km (k1 + k2 + . . .  + km = n) . Тогда его 
можно разложить на линейные множители, т. е. справедливо тождество 

Pn (z) = an (z - z1 ) k1 (z - z2 ) k2 • • •  (z - Zm)km . 

Если при этом иоэффициенты многочлена - действительные числа , 
то, объединяя сиобии, соответствующие иомплеисно сопряженным иор­
ням, можно разложить этот многочлен в произведение линейных и ива­
дратичных множителей с действительными иоэффициентами. 

П р и м  е р  4. Найти иорни многочлена z6 + 2z3 + 1 и разложить его 
на множители. 
<J Таи иаи z6 + 2z3 + 1 = ( z3 + 1 )  2 , то иорнями этого многочлена являются 
иорни 3-й степени из - 1 :  

Z 1  = - 1 ;  
7Г • •  7Г 1 . JЗ 

Z2 = COS - + i SШ - = - + i - ' 
3 3 2 2 ' 
7Г • •  7Г 1 . JЗ 

Z3 = COS - - i Sln - = - - i -
3 3 2 2 

. 

При этом иаждый иорень имеет иратность k = 2. Разложение этого 
многочлена на линейные множители имеет вид 

б 3 2 1 . JЗ  1 . JЗ ( ( ) )
2 ( ( ) ) 2 z + 2z + 1 = (z + 1) z - 2 + i 2 z - 2 - � т  

Объединяя 1Iоследние две сиобии в один сомножитель , получим разложе­
ние на множители с действительными иоэффициентами 

z6 + 2z3 + 1 = (z + 1)2 (z2 - z + 1)2 . !> 

Решить :ивадратные уравнения: 
5.508. z2 + 2z + 5 = О. 5.509. 4z2 - 2z + 1 = О.  
5.510.  z2 + (5 - 2i)z + 5(1  - i) = О.  
5 .511.  z2 + (2i  - З)z + 5 - i = О. 

Решить двучленные уравнения: 
5.512. z3 - 1 = О.  5.513. z3 + 1 = О.  
5.514. (z + 1 )4 - 16 = О . 5.515. (z + 1 )4 + 16 = О . 



48 Гл. 5 .  Введение в анализ 

Решить биквадратные уравнения: 
5.516.  z4 + 18z2 + 81 = О. 5.517. z4 + 4z2 + 3 = О . 
5.518 .  z4 + 9z2 + 20 = О. 
5.519.  z4 - ( 1 + i )z2 +. 2 ( 1 + i ) = О. 
Решить трехчленные уравнения: 
5.520. z6 + 4z3 + 3 = О . 5.521. z8 + 15z4 - 16 = О . 
5.522* . Показать , что все корни уравнения 

( 1 + ia) 
( 1 - ia) (а Е !R) 

действительны и различны. 
Следующие многочлены разложить на линейные и квадратич-

ные множители с действительными коэффициентами: 
5.523. z4 - 1 .  5.524. z4 + 1. 5.525. z4 + z2 + 1 .  
5.526. z4+4z3+ 1 1z2+ 14z+10; известен один 1юрень z1 = -l+i . 
5.527. z5 + z4 + z3 - z2 - z - 1 ;  известен двукратный корень 

1 . JЗ Z1 = Z2 = - 2 + i2.  
5.528. z4 + 6z3 + 9z2 + 100; известен корень z 1 = 1 + 2i . 
3. Предел последовательности номпленсных чисел. Число а назы­

вают предедом последовательности 1юмплексных чисел (zп ) nEN и пишут 
lim Zn = а, если для любого е > О существует номер N(e) таной, что 

n--+ oo  

при ri > N(e) выполняется неравенство l zn - a l < е .  
Последовательность (zn )nEN называют сход.ящейс.я к бесконе'Чносrпи 

и пишут lim Zn = оо ,  если для любого Е > О существует номер N(E) 
n--+ oo  

такой , что при п > N(E) выполняется неравенство l zn l > Е. 

5.529. Пусть Xn = Re zn и Yn = Im zп .  Доказать , что lim Zn = n4oo 
= а f=. оо тогда и только тогда , когда l im Xn = Re а и lim Yn = 
= lm a. 

n4oo n4oo 

5.530. Пусть l im Zn = а f=. оо и l im Wn = Ь f=. оо .  Доказать , n4oo n4oo что: 
а) lim (zп + Wn ) = а +  Ь; б) lim ZnWn = аЬ. n4oo n4oo 
5.531. Пусть lim Zn = а f=. оо и lim Wn = Ь f=. О. Доказать , n4oo n4oo 

1 . Zn а что llli - = - . n4oo Wn Ь 
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Вычислить пределы: 
5.532. l im (2 - i + .!_ ( 1  + i)) . n-too n 

1. 1 - in 
5.533. llli --.- . n-too 1 + in 
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5.534. lim 5п 
2 

in2 
. 5.535. lim (п + 2i ) (З + 7in) . n-too 3п + 2 п + n - 4i n-too (2 - i)n2 + 1 

( in ) . 1 in 1[ 5.536. lim 1 + - . 5 .537. l1m -е 4 . n-too n n-too п 

5.538. nl�� (2i)n . 5.539. nl�� ( 2n + i ( 1 - ; ) ) . 
1. ( 1 1 1 ) 5.540. llli --: - - + . . . + -( " ) . n-too 5i 25 5i n 

n ·k 
5.541. lim :Е �. n-too k=O 3 

5.542. lim (п sin .!_ + i (i + .!_) n) . n-too n n 
n 1 

5.543. lim :Е ( " )k .  n-too k=O 2 - З� 
( з + 2 · ) n 

5.544. lim 1 + __ 
i 

n-too n 

Доиазать , что следующие последовательности ограничены, но 
расходятся: 

5.545. Zn = in . 

( 1 ) . n1Г 
5.547. Zn = 1 + ;:;_- е1 2 . 

2 - п 
5.546. Zn = (- l )n + i -- . 2 + п  
5.548. Zn = � (in + (- l )n ) . 

Поиазать , что следующие последовательности неограничены, 
но не сходятся R бесионечности: 

. 1Гn 
5.549. Zn = n( l  + in ) .  5.550. Zn = ( е12 - i) ln п. 
5.551.  Пусть Tn = l zn l и 'Pn = arg Zn · Доиазать , что lim Zn = а n-too 

(О < l a l < оо ) тогда и тольио тогда, :когда lim Tn = l a l и lim 'Pn = . n-too n-too 
= arg а (при надлежащем выборе области главных значений аргу­
ментов) . 

Результат задачи 5 .55 1 часто используется при вычислении пределов 
1юмплеисных последовательностей. 

П р  и м  е р  5 . Пусть ер - действительное число (ер =J О) . Дшшзать , что 

lim (i + iep) n 
= cos ep + i sin ep = ei"'

· n--too n 
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� Рассмотрим две действительные последовательности: 

1Pn = arg ( 1 + i:) n = n arg ( 1 + i:) = n arctg � .  
Вычислим их пределы: ( ( 2 ) n2 /<P2) <P2 / (2n) lim � 

lim rn = lim 1 + ip2 = en-+oo 2n = 1 , n-fOO n-too n 
1. 1. ip 1. arctg (ip/n) 1m 1Pn = 1m n arctg - = ip 1m 

/ 
= ip. n-too n-too n n-too ip n 

Отсюда получаем 

lim (i + iip) n 
= l · (cos ip + i sin ip) = ei<P . t> n-too n 

5.552. Пусть z = х + iy. ДоRазать (см. пример 5) , что 

lim ( 1 + .:_) n = ех ( cos у + i sin у) = ex+iy = ez . n-+oo n 
ДоRазать сходимость следующих последовательностей и найти 

их пределы: 
5.553. Zn = zn , i z l  < 1 . 5.554. Zn = nzn , i z l  < 1 . 
5.555. Zn = 1 + z + . . .  + zn , i z l  < 1 .  

zn 
5.556. Zn = 2 , i z l > 1 . l + z n 

. 1 + z1 + . . .  + zf I I I I 5.557. Вычислить 11m n ,  если z1 < 1 и z2 < 1 . n-+oo 1 + z2 + . .  , + z2 
5.558. Пусть lim Zn = а -::/= оо. ДоRазать , что n-+oo 

1 . z1 + z2 + . . . + Zn 1m = а. n-+oo n 



Г л а в а  6 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 

ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

§ 1. Производная 

1 .  Определение производной. Диф ференцирование явно задаш1ых 
фушщий. Пусть дf(хо , дх) = !(хо + дх) - f(xo ) - приращение функ­
ции у = f (x) в точне хо , соответствующее приращению аргумента дх, 
Производной 1-го порядна (или первой производной) фуннции у = f (x) 
в точне х0 называется предел 

Числа 

и 

!' ( ) _ 1 . дf(хо ,  дх) Хо - lffi Д . дх--tО Х 

!' ( ) 1 . дf(хо , дх) Хо = lffi - дх--t-0 Лх 

!' ( ) 1 . дf(хо , дх) + хо = дх�+о дх 

( 1 ) 

называются соответственно левой и правой производными фуннции у = 
= f (x) в точне хо . Для существования производной f' (xo ) фуннции f (x) 
в точне х0 необходимо и достаточно, чтобы ее левая и правая производ­
ные в этой точне существовали и совпадали, т. е . 

f'_ (xo ) = J-f- (xo ) . 

П р и м е р  1 .  Найт:И f'_ (O) и J-f- (0) для фуннции f(x) = lx l . 
<J Имеем по определению 

и 

f'_ (O) = lim lдx l = lim -Лх = - 1  дх--t-0 Лх дх--t-0 Лх 

, . IЛx l . Лх !+ (О) = 11m -д = lrm -д = 1 .  дх--t+О Х дх--++0 Х 
Заметим, что фуннция f(x) = l x l не имеет производной в точне хо = О . [> 
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Производная фующии f(x) , рассматриваемая на множестве тех то­
ч�и, где она существует, сама является фуницией . Процесс нахождения 
производной называют таиже дифференцированием. 

Т а б л и ц  а п р  о и з  в о д  н ы х основных элементарных фуниций: 1 . (ха ) ' = axa- l , а f О. 
2 .  (ах ) ' = ах ln а, а > О; (ех ) '  = ех . 1 1 
3. (loga x) ' = loga e · - , а > О, а f 1 ; (ln x) ' = - .  х х 
4 .  (sin x) ' = cos x . 
5 .  (cos x) ' = - sin x .  
6 .  (tg x) '  = +. cos х 

7. (ctg x) '  = -+. 
sш х 

8 . (arcsin x) ' = - (arccos x)' = h· 
1 - х

2 
1 

9 .  (arctg x) '  = - (arcctg x) ' = -1 --2 . 
. · + х 

П р а в и л а  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  ф у н и ц и й: 
1. Пусть С - постоянная и f(x) , g(x) - дифференцируемые фунн­

ции. Тогда : 1 . (С) ' = О . 

2 . (f + g) ' = f' + g' .  

3 .  (С!) ' =  Cf' .  

4 . (fg) ' = f'g + fg' .  

5 .  (t) ' = f'g � g'f g f о . 

11. Пусть фуннция у =  f (x) имеет производную в точне хо , а фуннция 
z = g(y) имеет производную в точне у0 = f(x0 ) .  Тогда сложная фуниция 
z = g (f (x) ) в точне хо имеет производную, равную 

z' (xo ) = g' (yo )f' (xo ) 

(правим дифференцирования смжной функции) .  
П р и м е р  2 .  Найти производную фуннции z = log3 (arcsin x) . 

<] Полагая z = log3 у и у = arcsin х ,  имеем 

z' (y) = log3 е · .!. и у ' (х) = h· 
У 1 - х2 

Отсюда , согласно (2) , получаем 

' ( ) log3 е z x = -�-
arcsin x 

1 
1> 

./1 - х2 · 

(2) 
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Найти Лf (хо , Лх) ,  если: 
6 .1 .  f (x) = х3 , хо = 1, Лх = 0 , 1 .  
6.2. f (x) = ../Х, хо = О, Лх = 0,25 .  
6.3. f (x) = lg x, хо = 100 , Лх = -90. 
Найти ДJ (хо ,  Лх) :ка:к фун:кцию Лх, если: 
6.4. f (x) = sin x ,  хо = � -

<J Имеем 
дf (� ,  дх) = sin (� + дх) - sin � = 

2 . дх ( 1Г дх ) 2 . 2 дх 
= SШ 2 COS 2 + 2 = - SШ 2 .  [> 

6.5. f (x) = х2 ,  хо = -1 .  
6.6. f (x) = ех , хо = 1 .  
6.7. f (x) = log2 (x) , хо = 1 .  
Пользуясь толь:ко определением производной, найти f' ( х) : 
6.8. f (х) = ctg х .  

<] Имеем: 

( ) ' 1 . ctg (x + дx) - ctg x 1 . sin (-дx) ctg Х = llli = Шl . = дх-+О дх дх-+О дх sш х sin (х + дх) 

1 . 1 1 = - д��o sin x sin (x + дx) = -
sin2 x " [> 

1 
6.9. f (x) = 2 · х 
6 .11 .  f (x) = 2х . 

6.10. f (x) = ../Х. 
6.12.  f (х) = log2 х. 

. f (x) 
6.13 .  Известно, что f (O) = О и существует предел 11m -- . 

x-tO Х До:казать , что этот предел равен f' (O) . 
6 .14* . До:казать , что если f (x) имеет производную в точ:ке хо , 
1 . xf (xo ) - xof (x) f ( ) !' (  ) то IШ = Хо - Хо Хо . 

x-txo Х - Хо 
Для заданной f (x) найти f'_ (xo ) и !� (хо ) : 
6.15 .  f (x) = l x  - 1 1 + l x  + l j , хо = ±1 . { х, х :::;; 1 , . 
6 .16 .  f (х) = 2 2 хо = 1 .  -х  + х, х > 1 ,  
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<J Имеем 

J:... ( 1 ) = lim f(x) - f(l ) = lim х - 1 = 1 x-t l-0 Х - 1 x-tl -0 Х - 1 
и 

J' ( 1 ) = lim f (x) - f( l ) = lim - х2 + 2х - l = - lim (х - 1) = О.  1> + x-tl+O Х - 1 x-tl+O Х - 1 x-t l+O { о, х � о, 
6 .17. f (x) = 2 1 0 х n x ,  х > , 
6.18 .  f (x) = Ji - е-х2 , хо = О. 

х = 0, { о, 6.19 .  f (x) = х 
-1- О 11 ' х 1 ' 1 + е х 

6.20* . По:казать , что фун:кция 

Хо = 0 .  

Хо = 0 . 

f ( х) = { х sin ; , х "/; О , о, х = о, 

непрерывна при х = О , но не имеет в этой точ:ке ни левой, ни 
правой производной. 

Найти производные следующих фун:кций: 
2 4 

6.21 .  у =  3 - 2х + 3х . 
1 1 1 

6.23. у =  - - 2 - 3 .  х х х 

5х5 
6.22. у =  - -2 . а 

х - 1  
6.24. у = -- . х + 1 

х2 + 1  
6.25. у =  -3-- . 6.26. у =  (х2 - l ) (x2 - 4) (х2 + 9) . х - х  

1 + Зх2 
6.27. у =  ..j2; . 

а � 6.29. у =  Ы + -ь- ·  
2 1 

6.31 .  у =  2х - 1 
-
;;

· 

1 
6.28. у =  3 . х + Зх - 1 

а + Ьх 
6.30. у = --d- . с +  х 

2 + JX  
6.32. у = г,; .  2 - уХ 

6.33. у =  (JX - 1 ) ( Jx + 1) . 6.34. у =  ЗЬl - 2 Vx°3. 
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6.35. у =  (з Ьl + б �) �. 

6.37. у = х3 ctg х. 
cos x 

6.39. у = ---
1 + sin x 

6.41. у =  xbl(2 ln x  - зх) . 

6.43. у =  2 sin x - З tg x .  

6.45. у = х312 -V х5 + а. 

4 3 
6.36, У = 4� - ЗГ7) . 

У хз v x2 
tg x 

6.38. У = ЗГ7) . 
v x2 

6.40. у =  ../Xsin x .  
х2 

6.42. у =  Зх3 log2 х + - .  еХ 
sin x - cos x 

6.44. у =  . . 
SШ Х + COS X 

6.16. у = � . 

2х 
6.48. у =  6 cos 3.  6.47. у =  sin з; . 

6.49. у =  ( 1 + 4х2 ) 3 . 
6 . 2 х 
. 51 .  у =  sш 2 · 

6.50. у =  ij(l + Зх2 ) З .  
6.52. у = Jl + sin 4х - Jl - sin 4х . 

6.53. у =  x arcsin ln x . 

6.55. у =  \/(1 + sin2 х)З . 

6 .57. у =  ех/3 cos2 � ·  

6.54. у =  cos2 (� - �) . 
6.56. у = х2е-2х . 

6.58. у =  �/х2 + а + � ln (x + v'x2 + а) . 

6.59. у = ln tg ( � + i) . 
6.61 .  у =  Jarcctg � · 

2 ( . х ) 6.63. у = cos sш 3 . 
6.65. у = arctg (х - J1 + х2 ) . 

� 6.60. у =  ln y �·. 

6.62. у = 3 1 + tg ( х + ; ) . 

6.64. у = Jsin .JX. 
Ь + a cos x 

6.66. у = arccos 
Ь 

. а + cos x 
е-х2 

6.68. у = - . 2х 
6. 70. У = 2Vsin2 х . 
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6.67. у = ../Хех/2 •  

6.69. У =  2x/ ln x . 
6.71. у =  32"' . 6.72. у =  ln x · lg x - ln a · loga x . 
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6 .73. у = log2 ln 2x. 6 .74. у = eJ!n (ax2+ьx+c) . 

6 .75. у = ln arctg J1 + х2 . 6.76. у = ln (х + Ja2 + х2 ) . 
Найти производные гиперболических функций: 

ех - е-х 
6.77. sh x = 

2 
( гиперболический синус) ,  

ех + е-х 
6.78. ch x = 

2 ( гиперболический косинус) ,  
sh x 

6 .79. th x = -h ( гиперболический тангенс) ,  
с х 
ch x 

6.80. cth х = -h ( гиперболический котангенс) . s х 
Логарифмu'Ческой производной фующии у = f(x) называетсн про­

изводнан от логарифма этой. фующии, т . е . 
1 

(ln у) ' = '!!..._ • у 
Применение предварительного логарифмированин часто упрощает вычи­
сление производной . 

П р и м е р  3 . Найти производную фующии у = �­
<] Та:к :ка:к фующин определена при х Е [О , 1] U (2 , +оо) , то 

1 ln у =  2 (ln х + ln l x - 1 1  - ln l x - 2 1 ) . 

Отсюда (см. пример 6 . 1 1 7) 

т .  е . 

(ln у) = - = - - + -- - -- , 
1 у' 1 ( 1 1 1 ) у 2 х х - 1  х - 2  

' - (ln ) ' . - х2 - 4х + 2 у - у у - 2Jx (x - 1 ) (х - 2)3 
[> 

П р  и м  е р  4 . Найти производну·ю с.11ожно-показательной фун:кции 
у = _(1 + ;) х 
<J Логарифмирун, получим ( та:к :ка:к 1 + ; > О) 

ln у = х ln ( 1 + �) . 
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Отсюда находим производные левой и правой частей 

Следовательно, 

(ln y) ' = - = ln 1 + - - --. у' ( 1 ) 1 
у х 1 + х  

у' = (ln у) ' · у = ( 1 + ;) х (1n ( 1 + ;) - 1 � х ) . С> 
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Используя предварительное логарифмирование, найти произ­водные следующих функций: 
(х - 3) 2 (2х - 1 ) 6.81 . у =  

(х + l ) З 
. 6.82. у =  з (х + 2) (х - 1 ) 2 

х5 
Jx + 2 

6.83. у = 6.84. у = х3 
{/(х - 1 )2 (2х + 1 ) 

х - 1  
(х + 2)JX=2' 

6.85. у =  хх . 
6.87. у = ...r;;Vx, 
6.89. у =  (sin x)arcsin x . 

(ln x) x 
6.91 . у = -1 -

х n x 

2х 6.86. у =  х . 
6.88. у =  (ln x) 1fx . 
6.90. у = ххх . 

2 2х х 6.92* . у = Хх + Х + 2х . 

Вводя промежуточные переменные, вычислить производные заданных функций: 
6.93* . у =  ln (cos2 х + J1 + cos2 х) . 
6.94. у = ( arccos х ) 2 ln ( arccos х) . 

е-х2 arcsin (е-х2 ) 6.95. у =  . / . 
у 1 - е-2х2 

1 - а2х 
6.96. у = 2 arctg а-х . l + a x 

6.97* . Пусть 
f (x) = { х2 + 2х, х ::;; О, 

ах +  Ь, х > О. 
Найти иоэффициенты а и Ь таи,  чтобы фуниция f (x) была непре­рывна и дифференцируема в любой точне. 

6.98. Пусть 
f (x) = { 1� 1 ' 

ах2 + Ь, 

l x l � 1 ,  

l x l < 1 .  
Найти коэффициенты а и Ь так, чтобы функция f (x) была непре­
рывна и дифференцируема в любой точке . 
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Найти производные следующих фун:кций: 
3� v 6.99. у =  у �· 6.100. у = х  + Jx + Vx

· 

6.101 .  у =  m+y!( l - x)m ( l +x)n .  
1 

6. 102. у =  sin (cos2 х) cos (sin2 х) .  · 6.103. у =  --­cosn mx 
6.104. у =  (�)

х (;) а (� ) Ь ,  а, Ь > О. 

6.105. у =  ln (lnn mx) . 1 хv'З - ../2 
6.106. у = r,:; ln r;:; r;:; .  

2v 6  хv З  + v 2 
6.107. у =  log2 sin ( 2пх + �) . 6.108. у =  arctg (tg2 х) .  
6.109. у =  logx е . 6.110. у = (sin x) cos x . 
6 .111 .  у = Vxsin2 х . 6.1 12. у = Jcos х · а .jcos х .  

1 
6 .113 .  у =  ln (sh x) + -h-.  6.1 14. у =  arctg (th x) . 2 s  х 
6 .115 .  у =  е-х sh ax . 6.116.  у =  arccos ( с�х ) . 
6 .117. у =  ln l x l . 

<1 Функция у = ln l x l  определена V х Е IR, х f. О, и 

Отсюда 

1 { ln x , х > О, ln l x  = ln (-x) , х < О . 

х > о , 
т . е . ( ln l x l ) ' = .!. , x f. O. 1> х х < о, 

6 .118 .  у =  arcsiп l� I · 6.119.  у =  1 sin x j . 

6.120. у =  1 arctg x j .  
6 .121 .  у = [х]х , где [х] - целая часть числа х. 

<1 Функция у = [х]х определена V х Е IR. Если k Е Z, то у = kx при 
х Е [k , k + 1 ) .  Поэтому 

у' = k, х Е (k , k + 1 ) , 
а в точках х = k , k Е Z: 

f'_ (k) = k - 1 , f� (k) = k .  1> 
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6.122.  у = { 1 _--:; х ,  х ::;; 0
0, 

е " х > . 
{ х,  х < О, 

6'123· у =  ln ( 1 + х) , х ;;::: О. { х2е -х2 ' ! x l ::;; 1 ,  
6 .124. у =  1 

- , !x l > 1 .  
е 

х2 3 - х  
6.125.  у = -- 3 2 · 1 - х (3 + х) 
6.126. у =  (х - ai )0<1(x - а2 )а:2 • • •  (х - an)a:n . 
6.127. у =  аха . 6.128. у = ( logx а)х . 

6.129. у = sin (sin (sin x) ) . 6.130. у =  с�) l/x 
6 

ln 3 · sin х + cos х 
. 131 .  у = -----3х 

sin ах 1 sin3 ах 
6.132.  у =  3 cos bx + З соsЗ Ьх . 
6.133. Дшшзать , что производная четной фушщии - фушщия 

нечетная, а производная нечетной фушщии - фушщия четная. 
6.134. Довазать , что производная периодичесвой фунвции есть 

фунвция таRже периодичесван. · 

6.135* . Найти J' (xo ) ,  если f (x) = (х - хо )<р(х) , где фунвцин 
<р(х) непрерывна в точве хо . 

Пусть <р(х) и ф(х) - дифференцируемые фунвции. Найти про­изводные следующих сложных фунвций: 
<р(х )  

6.136. у =  у'<р2 (х) + ф2 (х) . 6.137. у =  arctg 
ф(х)

. 

6.138 .  у = ф(х ) 'Р(х) ,  ф(х) > О. 
6.139. у = logrp(x) ф(х) , <р(х) > О, ф(х) > О, <р(х) -::/= 1 .  

<] Перейдем :к натуральным логарифмам: 

Отсюда находим 

ln 1/J(x) у = logip(x) 1/J(x) = ln <р(х) . 

1 (1/J' (x)/1/J(x)) ln <p(x) - (<р' (х)/<р(х) ) ln 1/J (x) 
у - -- � <pw -

1 (1/J' (x) <р' (х) ) = ln <p(x) 1/J (x) - у  <р(х) · [> 
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Пусть f (x) - произвольная дифференцируемая фующия. 
Найти у:  

6. 140. у = f (ln x) . 6 .141 .  у = ln (f (x) ) . 
6 .142. у =  f (ex ) ef(x) . 

<J Имеем 
у' = f' (ex ) ex ef (x ) + f (ex ) ef (x) f' (x) = ef(x ) (ex J' (ex ) + f' (x)f (ex ) ) . [> 

6. 143. у =  J (f (x) ) . 
2. Диф ф ер еIЩИр ование фушщий, задаш1ых не11Вно и.ли параметри­

че�ни. Говорнт, что фующин у = f (x) , х Е (а, Ь) ,  не.явно задана урав­
нением F(x , у) = О, если длн всех х Е (а, Ь) 

F (x ,  f (x) ) = О .  (3 ) 
Длн вычисленин производной фующии у = f (x) следует тождество (3 ) 
продифференцировать по х (рассматриван левую часть нан сложную 
фуннцию х) , а затем полученное уравнение разрешить относительно f'(x) .  

П р  и м  е р  5 .  Уравнение х2 + у2 = 1 ненвно определнет на интервале 
( - 1 , 1 ) две фуннции: 

У1 (х) = �, 
У2 (х) = - v'l="'X2 . 

Найти их производные, не использун нвных выражений (4) . 

(4) 

<J Пусть у (х) - любан из этих фуннций. Тогда , дифференцирун по х 
тождество 

получим 

Отсюда 

т . е .  

х2 + у2 (х) = 1 , 

2х + 2у(х)у' (х) = О. 

х у' (х) = - у(х) ' 

1 ( ) х х У1 х = - У1 (х) = - � ,  
' ( )  х х 

[> У2 х = -
У2 (х) = J1 - x2 ' 

П р  и м  е р  6. Вывести правило дифференцированин обратной фунн­
ции. 
<J Если х = 1- 1 (у) , у Е Е, - фуннцин, обратнан н у =  f (x) , х Е D, то 
длн всех у Е Е выполнено равенство 

! (Г1 (у) ) - у =  о. 
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Иначе говоря, обратная фующия х = 1-1 (у) есть фующия, заданная 
неявно уравнением 

f (x) - у = О . (5) 

Для вычисления производной фуннции х = 1- 1 (у) дифференцируем (5) 
по у :  

f' (х (у) ) х' (у) - 1 = О, 
отнуда 

х' (у) = 
f' (:(y))

. 
1> 

При неявном задании фующий, а танже для сложных фуннций бу­
дем для производной использовать танже обозначения типа у� там, где 
необходимо уточнить , по наной переменной ведется дифференцирование. 

6.144. Найти значение у� в точие х = 1 ,  если 
х3 - 2х2у2 + 5х + у  - 5 = О, у( 1 ) = 1 : 

6.145. Найти у� в точие (О , 1 ) ,  если еУ + ху = е . 

Найти у� для следующих фуниций, заданных неявно: 
х2 у2 

6.146. 
а2 + 

ь2 = 1 . 6.147. х4 + у4 = х2у2 . 

6.148.  JX + у'у = Ja, а > О. 6.149. 2у ln у = х . 

6.150. ех sin y - еУ cos х = О. 6.151.  sin (ху) + cos (ху) = О .  
6.152. 2х + 2У  = 2х+у .  6.153. х - у = arcsin х - arcsin у. 

6.154. arctg '#.. = ln J х2 + у2 . 6.155. ху = arctg ::_ .  
х у 

6.156. хУ = ух . 6.157. ах/у = (�') а 
6.158. Доиазать , что фуниция у, определенная уравнением 

ху - ln у = 1 ,  удовлетворяет таиже уравнению у2 + ( ху - 1 )у' = О. 
Найти производные фуннций, обратных и заданным: 
6.159. у = sh х. 

ех - е-х ех + е-х 
<J Имеем по определению sh х = 2 . Таи IШR (sh х) ' = 2 > О 
для всех х Е JR, то фуннция sh х монотонно возрастает на всей действи­
тельной оси и, следовательно, имеет обратную, обозначаемую arsh х . По 
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правилу дифференцироnанип 0Gрю' 1юС1 функции получаем 

х' = ( arsl1 у) ' = � = 2 = -1- = -г=1=::;:= = -...,=1== У у� ех + е - х ch x J1 + sh2 х JI+YZ" 
Следовательно, переходя н обычным обозначенинм, имеем 

( aI"sh х) ' = 1 . t> 
J1 + х2 

6. 160* . у = ch х .  6.161. у = arcsin 2х . 
6.162 .  у =  2х2 - х , х Е (� , +оо ) ·  
Пусть у = а(х) - фующюr, обратнан н заданной у = f (x) . 

Выразить а' (х) через х и а(х) , если: 
6 .163. у = хх . 

<J Учитывая ,  что 

получаем: 
1 1 1 1 х = - = - ' У у� xx (ln x + l) y (ln a(y) + l) 

так как х = а(у) . В обычных обозначенинх 

6 .164. у =  х + ех . 

1 а' (х) - t> - x(ln а(х) + 1 ) 
1 3 6.165. у = 2х + х . 

6 .166. у =  х + log2 х.  6.167. у =  х ln x . 
Пусть заданы функции 

х = <р, у =  1/;(t) , t Е (а, (3) . , ·  (6) 
Если при этом х = ip(t) на интервале (а , (3) имеет обратную t = <р- 1 (х) , 
то определена нован функцин · 

у (х) = 1/J (ip- 1 (x) ) , (7) 
называеман фующией , заданной параметри'Чески соотношенинми . (6) .  
Дифференцируя (7) ПО Х И ИСПОЛЬЗУR Правило дифференцировани� обрат­
НОЙ функции (примеJJ 6) , получаем 

(8) 
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П р и м е р  7. Найти у� , если 

х = cos2 t , у = sin t , t Е (О, 'i) . 

<J Та:к :ка:к rp� = -2 cos t sin t, 'Ф� = cos t, то по формуле (8) находим 

1 1 
Уж = - 2 sin ( 1> 

Для фующий, заданных параметричес:ки, найти у� : 

6.168. х = 2t, у = Зt2 - 5t, t Е (-оо, +оо) . 

6.169. х = t3 + 2 , у = 0,5t2 , t Е (-оо, +оо) . 

6 .170. х = -1-, у =  (_}:___1 ) 2 , t i= -1 . 
t + 1 t +  

6.171.  х = 2-t ,  у = 22t , t Е (-оо, +оо) . 

6 .172.  х = a cos <p, у =  b sin <p, <р Е (О , 1Г) . 
. ( 7Г 7Г

) 6.173. x = tg t, y = sш 2t + 2 cos 2t, t E - 2 , 2 . 
6.174. х = arccos �' у =  arcsin �' t Е (О ,  +оо) . 

1 + t2 1 + t2 

6 .175. х = ln ( l  + t2 ) , у =  t - arctg t ,  t Е (О , +оо) . 

6 .176. x = З log2 ctg t ,  y = tg t + ctg t, t E (о, �) · 
6.177. х = arcsin (t2 - 1 ) ,  у =  arccos � ' t Е (О , J2). 
6.178. х = {/1 - Vt, у =  Vl - {/i, t Е ( 1 , +оо) .  

6 .179.  х = a sh t, у =  b ch t, t Е (О, +оо) .  

Найти у� в у:казанных точ1шх: 

ln t 
6.180. х = t ln t, у = -, t = 1 . 

t 
6 .181 .  х = t(t cos t - 2 sin t) ,  у =  t(t sin t + 2 cos t) , t = � · 
6.182. х = et cos t, у =  et sin t, t = � · 

3c.t 3at2 
6.183. х = -- у = ---- - t = 2.  1 + t2 ' 1 + t2 ' 

63 
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3 .  Производные высumх пор�ов. Производпой 2 -го пор.яд-ка от 
функции у = f (x) называется производная от ее первой производной, т .  е .  

у" (х) = (у' (х)( 
Вообще производпой п-го пор.яд-ка (или п-й производпой) называется 
производная от производной порядка п - 1 ,  т. е. 

у (п) (х) = (у<п- l ) (х) ) ' , n = 2 , 3 , . . .  
dny Для производной n-го порядка используется также обозначение -d . xn 

П р и м е р  8 . Найти у" , если у = ln (х + J1 + х2 ) .  
и / 1 с 

<] меем у = � . ледовательно, 
v l  + х2 

х 11 ( 1 ) ' 
У = 

J1 + х2 = [> ( 1  + х2 ) З/2 · 

Найти производные 2-го порядка от следующих функций: 
6 . 184. у =  cos2 х . 6.185. у =  arctg х2 . 

6 .186 .  у = log2 iji - х2 . 6.187. у = е-х2 • 
arcsш х ..;х 6.188 .  у =  г;---<) " 6.189* . у =  х х . 
v l - х2 

6 .190. Найти у' (О) , у" (О) , у"' (О) , если у(х) = е2х sin Зx. 
6 .191 .  Найти у"' (2) ,  если у =;. ln (х - 1 ) .  
6.192 .  Найти y1v ( l ) ,  если у =  x3 ln x .  
6 .193 .  Найти у (О) , у' (О) , у" (О) , если у =  2sin x cos (sin x) . 
Пусть j (u) - дважды дифференцируемая функция. Найти у' 

и у" , если: 

6 .194. у =  J (:2 ) . 6.195. у =  ln f (ex ) . 

Пусть и (х) и v (x)  - дважды дифференцируемые функции. 
Найти у' , у" , если: 

6 .196 .  у =  7J,v (и > О) . 
<] Имеем ln у = v lн и. Отсюда находим 

У1 
1 v' 1 - = v ln u + - и , у и 
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т .  е .  
у' = у ( v' ln и + �и') = uv ( v' ln и +  �и') , 

11 1 1 11 1 11 v 1 v и и vu и - vu ( 1 1 1 + 11 , 2 ) 
у = у ( v ln и + ;;,и ) + у  v ln и + -;;и + 712 

65 

= иv ( (v'� + i/ ln u) 2 
+ v

111111
u� 1112 + 

211�v' + v" ln и
)

. [> 

6.197. у =  J'U,2 + 1J2 . 6.198.  у =  ln � .  v 
Найти формулу длн п-й производной заданных фун:кций: 

6.199. у =  хт , т Е N. 6.200. у =  akx , k Е IR. 
6.201 * .  у = sin :i; . 6.202. у = ln х .  

l + x 
6.203* . у =  cos2 х .  6.204. у = -- . 1 - х  
Разлаган в линейную иомбинацию более простых фушщий, 

найти у1\азанныс производные от заданных , фушщий: 
2:r: (п) 6.205. у = -?-- , найти у . 

1: - - 1 
<J Преобразуем выр ажение R виду 

(дОRЮIШТе ! ) , ТО 

2х 1 1 у = -- = -- + --. х2 - 1  х + 1 х - 1 

( 1 ) (n) 1 
-х -±-1 = ( - 1) nn! -(x_±_l_)n_+_l 

( п )  _ ( - ) п  1 ( 1 1 ) у -- 1 п. (х + 1 )n+1 + (х - l )n+l . [> 

6 206 - 1 
й (50) . . у - х2 - 3х + 2 ' на ти у . 

1 + х ( ) 6.207* . у = , найти у 20 . vТ=Х 
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Пусть и (х) и v (x) имеют производные до п-го порядна вилючительно. 
Тогда для производной n-го порядка их произведения u(x)v (x) справед­
лива ф о р м  у л а Л е й  б н и ц а 

(uv) (n) = u<n) v + nu<n- I ) v' + n(n - l) u<n-Z) v" + . . .  + uv<n) = 
1 · 2  

n 
= '"°' Cku(n-k) v (k) � n ' 

k=O 

где и<о) = и , v<o) = v и Ck = n(n - 1 ) . . . (n - k + 1 )  = н 1 · 2 . . . . . k 
биномиальные иоэффициенты (по определению О ! = 1 ) . 

n! 
k ! (n - k) !  

Применяя формулу Лейбница , найти производные указанных 
порядков от заданных функций: 

6.208. у = (х2 + х + 1 )  sin x , найти у( 15) . 
6.209. у = (х2 - х)ех , найти у(2о) _ 
6.210. у = sin х · е-х , найти уС5) . 
6 .211 .  у = х log2 х, найти y( lO) . 
6.212. у = х sh х, найти y( lOO) . 
6.213* . Показать , что (еах cos bx) (n) = rneax cos (Ьх + n<p) , где 

r = Ja2 + ь2 , tg <p = � '  sin <p = � -а r е1 /х 
6.214. Доказать , что (xn- l elfx ) (n) = (- l ) n xn+l . 6.215.  Вычислить значение п-й производной функции у = Зх + 2 = х2 _ 2х + 5 

в точке х = О. 
<J По условию имеем 

у (х) (х2 - 2х + 5) = Зх + 2 . 
Продифференцируем это тождество n раз, применяя формулу Лейбница . 
Тогда (для n ;::: 2) получим 

y<n) (x) (x2 - 2х + 5) + ny <n- l ) (2x - 2) + n(n - l) y <n-Z) (x) · 2 = О , 
2 

отиуда при х = О 
5y(n) (O) - 2ny<n- l ) (O) + n(n - l)y(n-Z) (O) = О , 

или 
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Мы получили ренуррентную формулу длR определениR п-й производ­
ной в точRе х = О (п � 2) .  3начениR у(О) и у' (О) найдем непосред­
ственно: 

2 у (О) = S ' ' (О) =  -3х2 - 4х + 19 1 у (х2 - 2х + 5) 2 _ r Х-0 

19 
25 

Затем, полагаR последовательно п = 2, 3, 4 , . . .  , с помощью ренуррент­
ной формулы получим значениR производных высших порRщюв. 

Например , 

у" (О) = � . 2 . 19 - � . � = � 
5 25 5 5 125 ' 

у"' (О) = � . 3 . � _ 
3 · 2 . 19 = _ 

234 . 5 125 5 25 625 [> 

Применяя метод, описанный в задаче 6 . 2 15 ,  найти производ­
ную 4-го поряд:ка в точl\е х = О от заданной фунl\ции: 

ах +  Ь х2 + х + 1 
6 .216. у = 

сх + d ,  с i- О. 6.217. у = х2 _ х + 1 . 

6 .218.  По1'азать , что фунl\ция у = arcsin х удовлетворяет диф­
ференциальному уравнению ( 1 - х2)у" = ху' . 

6.219.  Поl\азать , что фунl\ция у =  С1 е2х + С2хе2х + ех удовле­
творяет дифференциальному уравнению у" - 4у1 + 4у = ех . 

6.220. Поl\азать , что фунl\ция у =  е-х cos х удовлетворяет диф­
ференциальному уравнению y(iv) + 4у = О . 

6.221. Поl\азать , что фунl\ция у = xn ( cos (ln х) + sin ( ln х) ) удо­
влетворяет дифференциальному уравнению х2у" + ( 1 - 2п)ху' + 
+ ( 1  + п2 )у  = О. 

В задачах 6 .222-6 .226 найти производные 2-го порядl\а от 
фунl\ций, заданных неявно : 

6.222. J х2 + у2 = aearctg 11; ,  а > О . 
<] ДифференцируR уравнение, определRющее фунRцию у (х) , получаем 

Отсюда 

Х + УУ1 
arctg 1L у'х - У --;=== = ае х · ---J х2 + у2 xz + yz 

х + уу' = ху' - у 

у'х - у  
Jxz + у2 

(9) 
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и, следовательно, 
' х + у у = --

х - у ( 10) 

Дифференцирун (9) и использун найденное длн у' выражение ( 10) , по-
11 2 (х2 + у2 ) лучаем у = ( ) З . t> х - у 

6.223. у2 = 2рх . 6.224. у = 1 + хеУ . 
6.225. у = tg (х + у) . 6.226. ех-у = ху. 
6.227. Вывести формулу для второй производной фующии, 

обратной и заданной фуниции у = f ( х) .  
6.228. Доиазать , что если (а + Ьх)еУ/х = х, то хзу" = (ху' - у)2 . 
Найти производные 2-ro порндиа следующих фуниций, задан­

ных параметричесии: 
6 .229. х = ln t, у =  t3 , t Е (О, +оо) .  

<J Имеем 
1 

у' = Yt = Зtз х х� и у11 = (у' ) ' . = (у' ) ' . t' = (у� ) � = 9t2 = 9tз хх х х х t х х� 1 /t · 
Заметим, что в данном случае параметр t легио ис1шючить из задан­
ных уравнений, полаган t = ех . Следовательно, выражение длн У�х иаи 
фующии от х имеет вид У�х = 9е3х . t> 

В общем случае, если х = ip(t) , у = 'lf; (t) , то У�х вычислнетсн по 
формуле 

11 'lf;11 (t)ip' ( t) - ip11 (t)'lf;1 (t) Ухх = 
(ip' (t) ) З 

= 

6.230. х = sec t, у = tg t , t Е (О, �) . 

ip' (t) 'Ф' (t) 
ip11 (t) 'lf;11 (t) 

(ip' (t ) ) з 

6.231 .  х = arcsiн t , у =  ln ( 1  - t2 ) ,  t Е (- 1 , 1 ) .  
6.232. х = arctg t , у = ln ( l + t2 ) ,  t Е (-оо, +оо) .  

_ з _ . з (о 7Г ) 6.233. х - а cos t , у - а SШ t , t Е ' 2 . 
6.234. Поиазать , что фуниция у(х) ,  заданная параметричесии 

уравнениями х = sin t, у = aet,/i + be-t,/i, t Е (-1Г /2 ,  7Г /2) ,  
при любых постоянных а и Ь удовлетворяет дифференциальному 
уравнению ( 1  - х2 )У�х - ху� = 2у. 
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4. Геометричесние и механичесние приложешш производной. Зна­
чение производной f' (x0 )  функции у == f(x) в точне х0 равно угловому 
коэффициенту k = tg ер касательной ТТ' н У графину этой фуннции, проведенной через 
точну Мо (хо , Уо ) ,  где Уо = f(xo )  (рис. 3) 
(г е о м е т р и ч е  с н  и й  с м ы с л  п р о  и з­
в о д н о й) . 

Уравнение касательной ТТ' н графи-
ну функции у =  f(x) в его точне Мо (хо , Уо ) У. име�т вид 

У - Уо = !' (хо ) (х - хо ) .  
т 

Прямая N N' , проходящая через точку Рис. 3 

х 

насания М0 перпендинулярно н насатель-
ной, называется нормалью н графину функции у = f(x) в этой точке. 
Уравнение нормали 

(х - хо ) + f' (xo ) (y - Уо ) = О. 
Написать уравнения :касательной и нормали :н графи:ну фун:н-

ции у =  J (x)  в данной точ:не, если: 
6.235. у = х2 - 5х + 4, хо = -1 .  
6.236. у = х3 + 2х2 - 4х - 3 , хо = -2. 
\6.237. у = ..;х, хо = 4. 
l.?J8. у = tg 2х, хо = О. 
6.239. у =  ln x , хо = 1 .  
6.240. у =  е1-х2 , хо = - 1 .  
6.241. Написать уравнения :касательной и нормали в точ:не 

1 + t 3 1 М0 (2 , 2) :н :кривой х = -
3
- , у =  -2 + - , t :f: О . 

t 2t 2t 
6.242. Написать уравнения :касательных :н :кривой 

х = t cos t ,  у =  t sin t, t Е (-оо, +оо) ,  
в начале 1юординат и в точ:не t = 1Г / 4. 

6.243. Написать уравнения :касательной и нормали : R  :кривой 
х3 + у2 + 2х - 6 = О  в точ:не с ординатой Уо = 3 . 

6.244. Написать уравнение :касательной :н :кривой х5 +у5-2ху = 
= О  в точ:не Mo ( l , 1 ) .  

6.245. Под :на:ним углом графи:н фун:нции у = ех/2 пересе:нает 
прямую х = 2? 

6.246. В :на:ной точ:не Мо :Rривой у2 = 2х3 :Rасательная перпен­
ди:нулярна :н прямой 4х - Зу + 2 = О? 

6.247. Найти :коэффициенты Ь и с в уравнении ш1раболы у = 
= х2 + Ьх + с, :касающейся прнмой у =  х в точ1{е Мо ( 1 , 1 ) .  
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х - 4  

6.248. Показать , что касательные R гиперболе у = -- в точ­х - 2 
нах ее  пересечения с осями координат параллельны между собой. 

6 .249. Составить уравнение нормали R графш'у функции у =  
= - у'Х + 2 в точке пересечения с биссектрисой первого коорди­
натного угла. 

6.250. Составить уравнение такой нормали R параболе у = х2 -
- 6х+6, которая перпендш,улярна R прямой, соединяющей начало 
координат с вершиной параболы. 

6 .251 .  В точках пересечения прямой х - у + 1 = О и параболы 
у = х2 - 4х + 5 проведены нормали R параболе. Найти площадь 
треугольника , образованного нормалями и хордой, стягивающей 
указанные точ1ш пересечения. 

6 .252. Показать , что нормали R развертке окружности х = 
= a(cos t + t sin t) , у =  a(sin t - t cos t) являются касательными R 

окружности х2 + у2 = а2 . 
Углом w между кривыми у = fi (x) и у = /2 (х) в их общей точке 

Мо (х0 , у0 ) называется угол между касательными к этим кривым в 
точке Мо . 

Л(хо ) - !{ (хо ) 6.253. Доказать , что tg  w = 
f' (. ) f' ( ) 

. 
1 + 1 хо 2 хо 

Найти углы, под которыми пересекаются заданные кривые: 
6 .254. у = х2 и у = х3 . 
6.255. у = (х - 2 ) 2 и у = 4х - х2 + 4. 
6.256. у =  sin x и у =  cos x , х Е [О , 27r] . . х 
6.257. х2 + у2 = 8ах и у2 = -- . 2а - х  
6.258. Доказать , что сумма отрезков, отсекаемых касательной 

к кривой х112 + у112 = а112 на осях координат, для всех ее точен 
равна а. 

6.259. Показать , что отрезок касательной R астроиде х213 + 
+ у213 = а213 , зюшюченный между осями координат ,  имеет по­
стоянную длину , равную а. 

6.260. Найти расстояние от начала координат до нормали R 

линии у = е2х + х2 , проведенной в точке с абсциссой х = О .  
6 .261 .  Доказать , что отрезок касательной R трактрисе 

а a + Ja2 - x2 у = - ln - J а2 - х2 , 
2 а - Ja2 - х2 

заключенный между осью ординат и точной :касания, имеет посто­
янную длину . 
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Если иривая задана в полярных иоординатах уравнением r = r (rp) , 
то угол В , образованный иасательной ТТ' и радиус-вентором оМ точии 
иасания М (рис. 4) ,  определяется соот­
ношением 

tg B = r(<p) . r' <р 
( 1 1 )  

6.262** . Вывести формулу ( 1 1 ) .  
6.263. Найти угол О между :ка­

сательной и радиус-вентuром точ1ш 
:касания для логарифмичес:кой спи­
рали r = aek'P . 

6.264. Найти угол (} между :каса­

т 

о 

Рис. 4 

тельной и радиус-ве1пором точ:ки насания длн лемнис:каты r2 
= а2 cos 2<р. 

и 

Если х = x(t) - фуниция, описываюшая заион движения матери-
dх . альной точии, то первая производнан dt = х есть снорость , а вторая 

d2X .. производная dt2 = х - усиорение этой точни в момент времени t 
(м е х а н и ч е с и и й  с м ы с л  п е р в о й  и в т о р о й  п р о и з в о д н ы х ) . 

6.265. Занон движения материа.тт_ьной точ:ки по прямой имеет 
ВИД Х = ( 1 /4) t4 - 4t3 + 16t2 . 

а ) В на:кие моменты времени точна находитсн в начале ноор­
динат? 

б) в нюше моменты времени направление ее движенин совпа-
дает с положительным направлением оси Ох? 

· 

в) В наиие моменты времени ее усиорение равно нулю? 
6.266. Найти с:корость гармоничесиого нолебанин с амплитудой 

а, частотой w и начальной фазой <р = О . 
6.267. Тело массой 4 движетсн прнмолинейно по за:кону х = 

= t2 . + t + 1. Определить иинетичесиую энергию тела в момент 
времени t = 5 . 

6.268. В навой момент t Е [О , 21Г] надо устранить действие сил, 
чтобы точ:ка , участвующан в гармоничес:ком иолебании х = cos 3t, 
продолжала двигатьсн равномерно со с:коростью v = 3/2 .  

6.269 .  Точ:ка движетсн по логарифмичес:кой спирали r = earp . 
Найти с:корость измененин полнрного радиуса , если известно, что 
он вращаетсн с постоннной сиоростью w .  

6.270. Точна движетсн по о:кружности r = 2а cos <р. Найти сио­
рости изменения абсциссы и ординаты точ:ки, если полярный ра­
диус вращается с угловой с1юростью w. 
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6.271.  В ка1юй точке эллипса 16х2+9у2 = 400 ордината убывает 
с той же с1юростью,  с 1шкой абсцисса возрастает? 

6.272. Радиус шара изменяется со скоростью v. С кююй скоро­
стью изменяются объем и поверхность шара? 

6 .273. I-\олесо вращается так, что угол поворота пропорционален 
квадрату времени. Первый оборот был сделан колесом за время 
Т = 8 с. Найти угловую снорость w в момент времени t = 32 с 
после начала движения. 

§ 2 . Диф ференциал 

1. Диф фер еIЩИал 1-го порядна. Фунrщия у = f (x) называется диф­
фере11:цируемой в точие х0 , если ее приращение ду(х0 ,  дх) может быть 
представлено в виде 

ду(хо , дх) = Адх + о(дх) . ( 1 ) 

Главная линейная часть Адх приращения ду называется диффере11:11;и­
алом этой фуниции в точие х0 , соответствующим приращению дх, и 
обозначается символом dy(x0 ,  дх) . 

Для того чтобы фунrщия у = f (x) была дифференцируемой в точие 
х0 ,  необходимо и достаточно, чтобы существовала производная f' (x0 ) ;  
при этом справедливо равенство .А = f' (x0 ) . 

Это утверждение позволяет называть дифференцируемой всRиую 
фуницию, имеющую производную. Именно в таиом смысле мы и упо­
требляли это выражение в § 1 . 

Выражение для дифференциала имеет вид 

dy (xo , dx) = !' (хо ) dx , 

где принято обозначение dx = дх. Из формулы ( 1 ) следует , что если 
f ' (x0 )  -:/::. О , то при дх � О приращение фуниции и ее дифференциал dy 
в фи11сированной точие являютсп эививалентными бесионечно малыми, 
что позволRет записать приближенное равенство: 

ду � dy при lдx l « 1 .  (2) 

П р  и м  е р  1 .  Найти приближенно значение объема V шара радиуса 
r = 1 ,02 м .  

( 4 3 
<] Таи иан V r ) = - JГr , то, полагая r0 = 1 ,  дr = 0 ,02 и используя 3 
формулу (2) , получаем: 

V ( l ,02) = V( l ) + дV(l , 0,02) � V(l )  + V' ( l )  · 0 ,02 = 
4 = 37Г + 47Г . 0 ,02 � 4 ,43 м3 . 1> 
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Г е о м е т р и ч е с :к и й  с м ы с л  д и ф ф е р е н ц и а л а . Дифференциал 
dy (x0 , дх) равен приращению ординаты :касательной ТТ' :к графи:ку 
фун:кции у = f (х) в точ:ке Мо (хо , Уо )  
при приращении аргумента , равном 
дх (рис . 5) .  

6.27 4 .  ИспользуR формулу 
dy = у' dx и правила 
ниR производных (см. 
до:казать следующие 
дифференциала : 

вычисле­
§ 1 ,  п. 1 ) ,  
свойства 

а) d(C) = О, где С - посто-
RHHaR; 

у 

о 

6) d(C1u + C2v) = С1 du + Рис. 5 
+ C2 dv ; ( и )  v du - u dv 

в) d(uv) = u dv + v du; г) d -:;; v2 

Т' 

х 

6.275 .  Пусть z(x) = z (y (x) ) - сложнаR фун:кциR, образованнаR 
:композицией фун:кций у '= у (х) и z = z (y) . До:казать , что 

dz (x, dx) = z� (y) dy (x, dx) ,  

т .  е . выражение длR дифференциала сложной фующии через диф­
ференциал промежуточного аргумента имеет та:кую же форму , что 
и основное определение dz (x, dx) = z� (x) dx (это утверждение на­
зываетсR инвариантностью формы 1 -го дифференv,иаJtа) . 

6.276.  До:казать , что длR линейной фун:кции у =  ах +  Ь прира­
щение ду и дифференциал dy совпадают. 

6.277. Найти приращение ду и дифференциал dy фующии 
у = х3 , соответствующие значению аргумента хо = 2 и двум раз­
личным приращениRм аргумента (дх) 1 = 0 , 1 и (дх) 2 = 0 ,01 . 

6.278. Найти приращение ЛS и дифференциал dS площади 
S :квадрата , соответствующие приращению дх стороны х. С по­
мощью рисун:ка геометричес:ки истол:ковать ЛS, dS и разность 
ЛS - dS. 

6.279.  МатериальнаR точ:ка М движетсR прRмолинейно по за­
:кону s = f (t) , где t - момент времени, а s - пройденный путь за 
промежуто:к времени от О до t . Дать механичес:кое истол:кование 
дифференциала пути ds , соответствующего промежут1�у времени 
дt = t2 - t1 . 

6.280. ИспользуR результат предыдущей задачи и формулу (2) , 
найти приближенно путь дs, пройденный точ:кой М за промежу­
то:к времени от t 1 = 3 до t2 = 4, если за:кон движениR точ:ки М 
задан формулой s = 1 + arctg t . Сопоставить ответ с точным зна­
чением дs . 
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6.281 .  Для функций: а)  f (x) = xn и б) <р(х) = sin x найти 
значения аргумента х ,  при которых дифференциалы этих функций 
не являются энвивалентными их приращениям при дх -t О .  

6.282. Дан отрезон [хо , хо + дх] изменения аргумента х фунн­
ции у = f (x ) ;  ду и dy - соответствующие приращение и диф-

3 
ференциал фупнции у. Возможны ли равенства : а) dy = 2ду;  

1 
б) dy = ду; в) dy = 2лу на вс!=!м этом отрезRе? 

6.283. Ребра Rуба увеличены на 1 см. При этом дифференциал 
dV объема V нуба оназался равным 12 см3 . Найти первоначальную 
длину ребер. 

6.284. Радиус круга увеличен на 1 см. Дифференциал площади 
круга 01,азался при этом равным 67Г см2 . Найти первоначальную 
величину радиуса . 

Найти дифференциалы уRазанных фунRций при произволь­
ных значениях аргумента х и при произвольном его приращении 
дх = dx : 

6.285. х/а2 - х2 + а2 arcsin ::_ - 5"  а 
6.286. sin х - х cos х + 4. 
6.287. х arctg х - lн /1 + х2 . 
6.288. х ln x - х + 1 . 
6.289. х arcsin х + J1 - х2 - 3 .  
При вычислении дифференциалов ненвно заданных фушщий удобно 

использовать основные свойства дифференциала, ш�речисленные в зада­
чах 6 .274 и 6 .275. 

П р и м е р  2 .  Найти dy , если фующин у = у (х) задана ненвно урав­
нением 

<] Перепишем (3) в виде тождества 

ln у (х) = х2у2 (х) х 

(3) 

и вычислим дифференциалы левой и правой части . Использун свойства 
дифференциала , находим 

d (in lL) = -1-d (!L) = � х dy - у dx = ! dy - � dx ,  х у/ х х у х2 у x-

d( x2 y2 ) = х2 d(y2 ) + у2 d(x2 ) = 2x2y dy + 2ху2 dx. 
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Приравнивая: полученные выражения:, получаем 
1 1 - dy - 2 dx = 2x2y dy + 2ху2 dx. у х 

75 

Из этого уравнения:, линейного относительно dy ,  находим оиончательное 
выражение для: dy через х, у и dx: 

у 1 + 2х3у2 
dy = - dx. х2 1 - 2х2у2 

Отсюда , в частности , может быть получено и выражение для: произ­
водной нея:вной фуниции: 

у 1 + 2х3у2 
у' - - [> - х2 1 - 2х2у2 · 

Найти дифференциалы следующих неявно заданных фующий 
у =  у(х) : 

6.290. у5 + у - х2 = 1 . 
6.292. х2/з + у2/З = а2/З . 
6.294. у = х + arctg у .  

6.291. х4 + у4 = х2у2 . 
6.293. еУ = х + у. 
6.295. у =  cos (х + у) .  

6.296. arctg 'У._ = ln Jx2 + у2 . 6.297. cos (ху) = х .  х 
В задачах 6 .298-6 .302 произвести у1шзанные приближенные 

вычисления, используя замену приращения Лу подходящей фун:к­
ции у =  f (x) дифференциалом dy этой фун:кции при малой абсо­
лютной величине приращения Лх аргумента х .  

6.298. Вычислить приближенно: а)  arcsin 0 ,05 ; б) arctg 1 ,04 ; 
в) ln 1 , 2 .  

6.299. Обосновать приближенную формулу 

.Ух + Лх � .ух +  �� 
З v х2 

и вычислить по этой формуле -У25. 
6.300. Найти приближенное значение фун:кции f (x) = ех2-х 

при х = 1 ,2 .  
6.301 * . Найти приближенное выражение для приращения Л V 

объема V прямого :кругового цилиндра с высотой h при изменении 
радиуса основания r на величину Лr . 

6.302* . По за:кону :Клапейрона объем V,  занимаемый газом, 
давление газа р и абсолютная температура Т связаны формулой 
pV = RT, где R - газовая постоянная. Найти приближенное вы­
ражение для приращения Л V объема V при изменении давления 
р на величину Лр, считая неизменной температуру Т. 
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2. Диффер еIЩИалы вьш1П1х порядRов. Рассмотрим дифференциал 
dy(x ,  д 1 х) = J' (х)д 1 х иаи фуницию х при фиисированном дх = д1х .  
Предполага11, что фуници11 у = f(x) дважды дифференцируема в точ:ке 
х, найдем дифференциал от dy(x ,  д1 х) при дх = д2х : 

Значение полученного выражени11 при д1х = д2х = dx называетс11 
вторы.м дифференциалом или дифференциалом 2-го пор.ядка фун:кции 
у = f(x) и обозначаетс11 символом d2y (x , dx) . 

Та:ким образом, 

Аналогично 
d3y = d(d2y) = f'" (x) dx3 , 

dny = d(dn- l y) = J(ri) (x) dxn . 

Найти дифференциалы 2-го порядка у1>азанных функций: 
6.303. у =  a sin (bx + с) . 6.304. у = 3-х2 • 

SШ Х 
6.305. у = --. 6.306. у =  ах2 + Ьх + с. 

х 
1 

6.307. у =  2 . 6.308. у = �  arcsin x .  
:r - 3х + 2 

.6 .309. у =  ln (х + J1 + х2 ) . 6.310. у =  arcsin (а sin х) . 
6 .311 .  Дшшзать , что второй дифференциал сложной функции 

z(x)  = z (y(x) ) выражается формулой 

d2 " d 2 ' d2 Z = Zyy у + Zy у . 

<J Дл11 первого дифференциала имеем (см. задачу 6 . 275) dz = z� dy ,  от­
:куда , дифференцируя: еще раз (по х, но использу11 инвариантность формы 
первого дифференциала) ,  получим: 

d2z = d(dz) = d(z� dy) = z� d(dy) + dy · d(z� )  = z� d2y + z�Y dy2 • !> 

Этот пример по:казывает , что дифференциалы 2-го пор11д:ка (и более 
высо:ких поря:днов) не обладают инвариантностью формы, свойственной 
дифференциалам 1-го пор11дна (см. задачу 6 .275) . 

Найти дифференциалы 2-го порящ>а следующих непвно задан­
ных фушщий у =  у(х) : 

6.312 .  ху + у2 = 1 .  6.313. (х - а) 2 + (у - Ь) 2 = R2 . 
6.314. х3 + у3 = у .  6 .315 .  х = у - а s in у .  
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§ 3. Теоремы о дифференцируемых фуннциях. 
Формула Тейлора 

1 .  Теоремы о среднем 
Т е о р е м а  Р о л л я. Если функция f(x) . непрерывна на отрезке 

[а , Ь] , дифференцируема при х Е (а , Ь) и f (а) = f (Ь) , то существует 
по крайней мере одна то'Ч.ка ( Е (а , Ь) такая, •tто !' (() = О . 

Точ1ш, в которых f' (x) = О , называются стационарными то'Ч.ками 
функции f(x) . 

Т е о р е м а  Л а г р а н ж а . Если функция f (x) непрерывна на от­
резке [а , Ь] и дифференцируема при х Е (а, Ь) , то существует по 
крайней мере одна mо'Ч.ка � Е (а , Ь) такая, 'Что 

J (b) - f(a) = J'IO · (Ь - а) ( ф ор.му.ла Лагранжа) . 
Т е о р е м а  :К о ш и. Если функции f(x) и g(x) непрерывны на от­

резке [а , Ь] ,  дифференцируемы при х Е (а , Ь) и g' (x) =f. О для всех 
х Е (а , Ь) , то существует по крайней мере одна то•tка � Е (а , Ь) 
такая, 'Что 

J (Ь) - !(а) _ !' Ш 
g(Ь) - g(a) - g'IO 

( ф ор.му.ла Коши) . 

5 - х2 
6.316. Функция f (x) = --4 - имеет на концах отрезка [- 1 , 1 ]  х 

равные значения (проверьте! ) .  Ее производная f' (x) равна нулю 
толыю в двух точках х = ±JiO (проверьте! ) ,  расположенных за 
пределами этого отрезка . Какова причина нарушения заключения 
теоремы Ролля? 

6.317. Показ(!ть , что функция f (x) = х2 - 1 на отрезке [- 1 , 1] 
удовлетворяет условиям теоремы Ролля. Найти все стационарные 
точки этой фующии. 

6.318. Пусть J (x) = х (х - 1 ) (х - 2 ) (х - 3) . Доназать , что все 
три корня уравнения J' (x) = О  действительны. 

6.319* . Доказать , что уравнение 16х4 - 64х + 31 = О не мо­
жет иметь двух различных действительных корней на интервале 
(О , 1 ) .  _ 

6.320* . Доказать , что уравнение ex- I + х - 2 = О, имеющее ко­
рень х = 1 (проверьте! ) ,  не имеет других действительных корней. 

6.321 * . Доказать , что если функция f (x) непрерывна на от­
резке [а , Ь] и дифференцируема на интервале (а , Ь) , · то фуннция 
F(x) = (f (x) - f (а) ) (Ь - а) - (f (b) - ! (а) ) (х - а) имеет по край- . 
ней мере одну стационарную точку на интервале (а , Ь) . 

6.322. Записав формулу Лагранжа для фующии f (x) = J3x3 + 
+ 3х на отрезке [О , 1] , найти на интервале (О , 1 )  соответствующее 
значение �-
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6.323. Доказать , что если производная J' (x) тождественно рав­
на нулю на интервале (а , Ь) ,  то функция J (x) постоянна на этом 
интервале. 

6.324. Доказать , что если J' (x) > О (J' (x) < О) на интервале 
(а , Ь) , то фушщия f (x) монотонно возрастает (монотонно убывает) 
на этом интервале. 

Фующин f ( х) удовлетворнет у с л о в  и ю Л и п  ш и ц а на интервале 
(а, Ь) , если существует таное J( Е IR, J( > О , что i 

длн любых х1 , х2 Е (а ,  Ь) . 
6.325. Доказать , что если sup J'(x) = М, то функция f (х) на 

а<х<Ь 
интервале (а , Ь) удовлетворяет условию Липшица с константой К, 
равной М.  

6.326* . Пусть f (х ) и <р(х) дважды дифференцируемы на  интер­
вале (а , Ь) . Доказать , что если J" (x) = <р11 (х) на (а , Ь) ,  то J (x) и 
<р(х) отличаются на линейное слагаемое .  

6 .327.  Доказать , что если функция f (x) удовлетворяет усло­
виям теоремы Лагранжа на [а , Ь] , то [f (Ь) - f (a) ] :?: т(Ь - а) ,  где 
т = inf J' (x) . 

а:(х:(Ь  

6.328. Записав формулу :Коши для J (x) = 2х3 + 5х + 1  и g(x) = 
= х2 + 4 на отрезке [О ,  2] , найти значение � · 

2. Правило Лшшталя-Бернулли. Р а с н  р ы т  и е н е  о п р е д е л е н  н о с-
0 00 т е й  т и п а  - и - . Пусть при х --+ а фуннции f (x) и <р(х) обе бесно-0 00 нечно малые или обе беснонечно большие. Тогда их отношение не опре­

делено в точне х = а, и в этом случае говорнт , что оно представлнет собой 
о 00 неопределенность типа - или соответственно - . Однано это отношение 
о 00 

может иметь предел в точне х = а, нонечный или беснонечный. Нахо­
ждение этого предела называетсн раснрытием неопределенности. Одним 

о 00 из способов раснрытин неопределенностей типа - и - нвлнетсн пра-0 00 
вило Лопиталн-Бернулли, основанное на следующей теореме, носнщей 
ИХ ИМR . 

Т е о р е м  а . Пусть в некоторой окрестности И то'Чки х = а функ­
ции f (x) и <р(х) дифференцируемы всюду, кроме, может быть, самой 
то•�ки х = а ,  и пусть <р' (х) -::/:- О в И .  Если функции f (x) и <р(х) .явл.я­
ютс.я одновременно либо бесконе'Чно малыми, либо бесконе'Чно боль-

f' ( х) шими при .т --+ а и при этом существует предел отношени.я 
<р' (х) 
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их производных при х --+ а, то тогда существует также и nреде.л. 
отношени.я ��=� самих функций, при-чем 

lim J (x) 
= lim f' (x) . ( 1 ) x-ta ip(x) x-ta ip' (x) 

Правило применимо и в случае, 1югда а = оо. 

е2х - 1 ( П р  и м  е р  1 . Найти lim т . е . расирыть неопределенность 
х-10 arctg 5х 

типа б) . 
<J Используя формулу ( 1 ) ,  получаем: 

е2х - 1 2е2х . 2 lim = lim = - , x-tO arctg 5x x-tO ( 1/ ( 1 + 25х2 ) )  · 5 5 

1 посиольиу е2" --+ 1 и 1 + 25х2 --+ 1 при х --+ о . [> 

о 00 В неиоторых случаях расирытие неопределенностей типа 0 или 00 

может потребовать неодноиратного применения правила Лопиталя-Бер­
нулли. 

п 2 н 1. ln2 х ( р и м  е р  . айти 1m -- т. е. расирыть неопределенность x-t+oo хЗ 
типа :) . 
<J Применяя дважды формулу ( 1 ) ,  получаем: 

lim ln2 х 
= Iim 2 ln x/x 

= � lim ln x 
= � lim 1 /х 

= О. [> x -t+oo хЗ x-t+oo Зх2 З x-t+oo х3 З x-t+oo Зх2 

На иаждом этапе применения правила Лопиталя-Бернулли сдедует 
подьзоваться упрощающими отношение тождественными преобразова­
ниями, а таиже иомбинировать это правило с любыми другими приемами 
вычисления пределов. 

1 . tg x - sin x ( П р  и м  е р  3. Найти 1m т. е. расирыть неопределен-
х-10 хЗ 

ность типа �) . 
<J Используем формулу ( 1 ) :  

lim tg x - sin x 
= lim ( 1 / cos2 х) - cos x 

= � lim 1 - cos3 х . x-tO хЗ x-tO Зх2 З x-tO х2 cos2 х 
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Освободим знаменатель дроби от множителя cos2 х ,  поскольну он имеет 
предел 1 при х --+ О . Развернем стоящую в числителе разность нубов и 
освободим числитель от сомножителя l + cos x+ cos2 х ,  имеющего предел 
3 при х --+ О . После этих упрощений получаем 

1 . tg x - sin x 1 . 1 - cos x 
llli = lffi . 

х--+0 х3 х --+ 0  х2 
Применяем снова ( 1 ) :  

1 . tg х - sin х 1 . 1 - cos х 1 . sin х 
lffi = lffi = llli -- . 

х --+0 х3 х--+0 х2 х --+ 0  2;,i; 
Используя первый замечательный предел , получаем онончательный от­
вет 1/2 ,  уже не прибегая вновь н правилу Лопиталя-Бернулли . [> 

о ()() 
Раснрыть неопределенности типа 0 или 00 :  

6 329 1 . ln cos 2х 
6 

1 . :т: - ыct.g :i; 

• • х� sin 2х · ·330· 
х� :т:3 · 

xm - am 
6.331 .  lim , m =/= п, а =/= О .  

х--+а xn - an 
ах - Ьх 

6.332. lim d , а =/= Ь, с =/= d. 
х--+0 сх - х 

6.333. 

6.335. 

6 .337. 

6.339. 

6.341. 

6.343. 

6.345. 

6 .347. 

6.348. 

1 . ln sin ax 
lffi . 

х--+о ln sin Ьх 

i · ifi - if5 lШ 
vs · х--+5 .jX - 5 

lim ех - е -х -· 2х 
х--+0 х - sш х  

lim х - sш х  
х--+0 Х - tg Х 

liш е3х - Зх - 1 
х--+ 0  sin2 5х 

lim х3 - 4х2 + 5х - 2 
х--+ 1 хЗ - 5х2 + 7 х - 3 

ln x lim 1 . 
х--+ +0 1 + 2 n sш х 

lim cos х · ln (х - 3) 
х--+3+0 ln (ех - е3 ) 

6.334. 

6.336. 

6.338.  

6.340. 

6 .342. 

6 .344. 

6.346. 

lim ln ( 1  - х) + tg (1Гх/2) 
х--+ 1 - 0 ctg 1ГХ 

е2х - 1 liш --.-- .  
х--+0 al'CSШ 3:r: 
1 . i·n cos ах 
lffi . 

х--+0 111 COS b:r; 

liш 7Г - 2 a1тtg х 
х--+ +оо сЗ/:1; - 1 

сх - е-х 
liш . 
х--+0 lп ( 1  + х ) 
lim ctg х - 1 

х--+п/4 sin 4x 

ln :1: liш -- ,  
х--++оо :r;m 

m > O. 

liш tg (1Гх/2)_ . 
х--+ 1 - 0 ln ( 1  - х ) 
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Р а с и  р ы т  и е  н е о п р е д е л е н н о  с т е й  т и п  а О ·оо и 00 - 00 . Дшr 
вычисления lim f (x)'P(x) , где f(x) - бесионечно малая , а 'Р(х) -- бес-х-tа 
ионечно большая при х --+ а (расирытие неопределенности типа О · оо) , 
следует преобразовать произведение R виду 1����) . (неопределенность 

типа 6) или R виду 1�j��) (неопределенность типа :) и далее ис­
пользовать правило Лопиталя-Бернулли. 

П р  и м  е р  4 . Найти lim sin (х - 1 )  · tg 
1Г
2
Х (раскрыть неопределен­х-t l  

ность типа О · оо) . 
<J Имеем: 
. • 1ГХ • sin (х - 1 )  

= 11.m cos (х - 1 )  lrm s ш  (х - 1 )  · tg -2 = 11m ( /2) ( 2 ) x-tl x-tl ctg 1ГХ х -· Н  - (1Г/2) 1 / sin (1Гх/2) 
2 ( ) ? 1ГЗ: 2 

= - - lim cos х - 1 sin- - = - - . t> 1Г x-tl 2 1Г 
Для вычисления lim (/(х) - 'Р(х) ) , где f (x) и 'Р(х) - бесионечно x-ta 

большие при х --+ а (расирытие неопределенности типа оо - оо) , следует ( '{J(X) ) преобразовать разность R виду f(x) 1 -
f(x) , затем раснрыть неопре-

'Р(х) оо . 'Р(х) . деленность -/( ) типа - . Если 11m -/ (  ) -::/- 1 , то 11m (f (x) - 'Р(х) ) = 
· Х 00 x-ta Х x-ta 
= оо. Если же lim 'Pf(

(x
)
) = 1 ,  то получаем неопределенность типа оо · О , x-ta Х рассмотренную выше. 

П р и м е р  5 .  Найти lim (х - !113 х) (раснрыть неопределенность . x-t+oo 
типа оо - оо) . 
<J Имеем: ( Jn3 х ) lim (х - ln3 х) = lim х 1 - -- . x-t+oo x-t+oo Х 
Тан нан 

3 2 2 
lim _In_x = lim 3 ln х · ( 1/х) 

= 3 lim ln х 
= >:-t+oo Х х-++оо 1 x-t+oo Х 

то 

= 3 lim 2 ln x · ( l/x) 
= 6 lim ln x = 6 lim l /x 

= 6 lim .!_ = О,  х-++оо 1 х-++оо Х x-t+oo 1 x-t+oo Х 

lim (х - ln3 х) = +оо. t> x-t+oo 
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Рас:крыть неопределенности типа О · оо или оо - оо: 

6.349. lim х (е 1 1х - 1 ) .  6.350. lim (ctg x - .!..) . 
x -t oo  x-tO Х 

6.351 .  lim xne-x . 6.352. lim х ln3 х.  
x -t oo  x-too 

6.353. liш ( 7Г - х ) tg :_ .  6.354. lim ( ех + е-х - 2 )  ctg х.  
X -t 1r  2 x-tO 

6.355. l im х2е11х2 • 6.356. lim (х - 1 )  ctg 1Г (х - 1 ) . 
x-tO x-t 1  

6.357. lim х sin � .  6.358. lim ln x · l n  (х - 1 ) .  
x-too х x-t 1 +о 

6.359. liш (-1- - _::_) .  6.360. lim ( 1 
- .!..) . 

x-t 1 +о ln х ln х x-tO arctg х х 
1 . ( 1 1 ) 6.361 .  1m r,;. - 3r,;. · x-t 1  2 ( 1 - ух) 3 ( 1 - ?х) 

( х 7Г ) 6.362. lim -- - -- . 
X -t 1r  /2 Ctg Х 2 COS Х 

6.363. lim (� - ctg2 х) . 
x-tO Х 

Р а с к р ы т и е  н е  о п р е д е л е н н о  с т  е й  т и п  а о0 ,  00° , 100 •  Во всех 
трех случаях имеется в виду вычисление предела выражения (J (x) ) ср(х ) ,  
где f (x) есть в первом случае бесконечно малая, во втором случае -
беснонечно большая ,  в третьем случае - функция, имеющая преде.11 ,  
равный единице . Функция же r.p(x) в первых двух случаях явш�етс'я 
бесконечно малой , а в третьем случае - бесконечно большой. 

Поступаем следующим образом. Логарифмируя предварительно у = 
= (J (x) ) cp ( x ) , получаем равенство 

ln у =  r.p(x) ln f(x) (2 ) 

и находим предел ln у ,  после чего находится и предел у. Во всех трех слу­
чаях ln у в силу (2) нвляvтся неопределенностью типа О · оо (проверьте! ) , 
J1.1етод раскрытия ноторой и:зложен выше. 

( 1 ) 2х П р  и м  е р  6 . Найти lim 1 + - (раскрыть неопределенность 
х --+ + оо  Х 

типа 100) . 

( 1 ) 2"' ( 1 ) <] Введем обозначение у = 1 + ;;- . Тогда ln у = 2х ln 1 + ;;- явля-
етсп неопределенностью типа оо · О . Преобразуя выражение ln у к виду 
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находим по правилу ЛопиталR-Бернулли 

lim ln y  = 2 lim ( l / ( l  + l /x) ) ( - l/x2 ) = 2 lim 1 = 2 . х-++оо х-++оо - 1/х2 х-++оо 1 + 1/х 
Следовательно , 

( 1 ) 2х 
lim у = lim 1 + - = е2 . [> х-++оо х-++оо Х 

Рас:крыть неопределенности типа о0 , 00° , 100 :  
6.364. lim xsin x . 6.365. lim (arcsin x) tg x . 

х-++0 х-++0 
6.366. lim (7r - 2x)cos x . 6.367. lim 1 / ) . 

х-+1Г /2-0 х-++0 х n ех - 1 
6.368. lim х 11х . 6.369. lim (х + 2x ) l /x . 

х-++оо х-++оо 
6.370. lim (ctg x) 1/ ln x . 6.371. lim (tg x) 2x-7Г . 

х-++0 Х-+1Г /2-0 

6.372.  lim xl/ ( l -x) .  6.373. lim (i + �) х х-+ 1  х-++оо Х 

6.37 4. lim ( cos 2х ) 31х2 • 6.375. lim ( ех + х) l /x . 

6.376. :: (2 - :!.) tg ;� .  6.377. :: ( ( l + x) l/x ) l /x 
х-+а а х-+0 е 

ll·m ( sin x ) 1 /х2 
6.378. 

х-+0 Х 

3. Формула Т�йлора. Если фующиR у = f(x) имеет производные 
до (п + 1 ) -го порRДIШ вилючительно в неиоторой оирестности U0 (a) = 
= {х l lx - a l < J}  точии а, то длR BCRROГO х Е U0 (a) справедлива 
ф о р м у л а  Т е й л о р а  (порRдиа п) 

f(x) = f(a) + !'{�) (х - а)+ 

где 

f" (a) 2 j (n) (a) n + -1- (х - а) + " . + 1 (х - а) + Rnн (x) , 2 . п .  

( 
)

_ f(n+I ) (a + B(x - a) ) ( - )n+l O < B < l  Rnн х - ( l ) ' х а , , n + . 
(остаточный член в ф о р м е  Л а г р а н ж а) .  Таиим образом , формула 
Тейлора порRдиа п позволRет представить фуницию у = f (x) в виде 
суммы многочлена п-й степени и остаточного члена. 
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В частности, при а =  О имеем 
f'(O) /1' (0) 2 f("J(o) " f("+1J(Bx) тi+i f(x) = f(O) + -1 1- х + -2 1-х + . . .  + --1 - х + ( 

l ) ' х , . . п. п + . 
О < (} <  1 (ф о р м у л а  М а к л о р е н а) .  

6.379. Многочлен 2х3 - 3х2 + 5х + 1 разложить по степеннм 
двучлена х + 1 .  

6.380. Длн многочлена х4 + 4х2 - х + 3 написать формулу Тей­
лора 2-го порнд:ка в точ:ке а = 1 .  Записать остаточный член в 
форме Лагранжа и найти значение () ,  соответствующее следующим 
значенинм аргумента : а) х = О ; б) х = 1 ;  в) х = 2 . 

6 .381 .  Пусть Р(х) -- многочлен 4-й степени, Р(2)  = - 1 , Р' (2) = 
= О, Р" (2)  = 2 ,  Р"' (2)  = -12 ,  p( ivJ (2) = 24. Вычислить Р(- 1 ) ,  
Р' (О) и P" ( l ) .  

Длн заданных фун:кций написать формулу Ма:клорена п-го по­
рнд:ка : 

6 .382, У = еХ . 
6.384. у =  cos х .  
6.386* . у = ai·ctg х .  

6.383. у =  sin x . 
6.385. у =  ln ( 1  + х ) . 
6.387; у =  ( 1  + х )°' .  

Использун формулы Ма:клорена , полученные в задачах 6 .382-
6 . 387,  написать первые п членов формулы Ма:клорена (без оста­
точного члена) длн следующих фун:кций: 

6.388* . у = е-х2 12 . 6.389* . у = sin2 х .  6.390. у = sin Бх . 
2 

6 .391 .  у =  ln (4 + х2 ) .  6.392. у =  .Ув + х2 . 
6.393. Написать формулу Тейлора 3-го порнд:ка длн фун:кции 

у =  х/ (х - 1 )  в точ:ке а = 2. Построить графи:ки данной фун:кции 
и ее многочлена Тейлора 3-й степени. 

6 .394. Написать формулу Тейлора 2-го порнд:ка длн фун:кции 
у = tg х в точ:ке а = О. Построить графи:ки данной фун:кции и ее 
многочлена Тейлора 2-й степени. 

6.395. Написать формулу Тейлора 3-го порнд:ка длн фун:кции 
у = arcsin х в точ:ке а = О. Построить графи:ки данной фун:кции и 
ее  многочлена Тейлора 3-й степени. 

6.396. Написать формулу Тейлора 3-го порнд:ка длн фующии 
у =  1 /  JX в точ:ке а = 1 .  Построить графини данной фун:кции и ее 
многочлена Тейлора 3-й степени. 

Формула Тейлора широко используется nри вычислении значений 
функции с заданной степенью точности. Пусть , например , требуется вы­
числить значение функции f(x) в точке х0 с абсолютной погрешностью, 
не превосходящей с ,  если известно значение этой фующии и ее произ-
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водных в точRе а. Из формулы Тейлора следует , что 

f' (a) J(no ) (a) f(xo ) � f(a) + -1- (хо - а) + . . .  + 1 (хо - а)по , 1 .  по . 

где по - минимальный из номеров п ,  для Rоторых 

П р  и м  е р  7. Вычислить число е с абсолютной погрешностью, не 
превосхощ1щей 0 ,001 .  
<J Применяя формулу МаRлорена R фунRции f (х) = ех , получаем 

1 1 1 е8 
е = f ( 1 ) = 1 + -1 , + 

-2 , + . . .  + 1 + ( 1 ) ' ' . . п. п +  . 
о < () < 1 .  

ео Наименьшее значение п ,  удовлетворяющее условию < 0 ,001 , (п + 1 ) ! 
где О < () < 1 , равно п0 = 6. Следовательно, 

1 1 1 
е � 1 + I + 1 + . . .  + 1 = 2 ,718 .  [> 1 . 2 .  6. 

6.397. Вычислить с абсолютной погрешностью, не превосходя­
щей 0 ,00 1 ,  приближенные значения следующих чисел: 

а )  sin 1 ; б) Je; в) ln 1 ,05; г) �. 
6.398. Выяснить происхождение приближенных равенств: 

1 1 
а ) Vf+x � 1 + 2х - 8х2 , / x l  < 1 ;  

1 1 
б) �1 + х � 1 + 3х - 9х2 , / x l  < 1 ,  

и найти их  предельные абсолютные погрешности. 

Остаточный член в формуле Тейлора может быть записан в ф о р м е  
П е а н  о 

Rпн (х) = o ( lx - a l ") , 
использование Rоторой полезно при вычислении пределов. 

1 - cos3 х П р и м е р  8 . Найти lim 2 7 3 . х---+0 5х + х 
<J TaR RaR 1 - cos3 х = ( 1 - cos х) ( 1 + cos х + cos2 х) ,  а 5х2 + 7 х3 ,...., 5х2 , то 

1. 1 - cos3 x 1. 3 ( 1 - cos x) 
lffi = lill х---+О 5х2 + 7х3 х---+О 5х2 
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х2 
3аменRR cos х его разложением по формуле Манлорена cos х = 1 - 1 + 2 . 
+ о(х2 ) ,  получаем 

lim 1 - соsз х = � lim х
2 /2 + о(х2 ) = � lim х

2 /2 
х-;О 5х2 + 7х3 5 х-;О х2 5 х-;О х2 ' 

х2 х2 
поснолы\у � + о(х2 ) ,..., - при х --+ О . Онончательно 2 . 2 

1 . 1 - cos3 х 3 
lffi = - . [> 

х-;О 5х2 + 7х3 10 
х - 1 - sin (2х - 2) П р  и м  е р  9 . Найти lim . (3 3) . 

х-; 1  Х - 1 + SШ Х -
<J По формуле Тейлора 

2 (х - 1 )  sin (2х - 2) - siп 2 (х - 1 ) = 1 + o ( l x  - 1 1 ) , 1 . 

Следовательно, 

. 3(х - 1 ) sш (3х - 3) =  1 + o ( Jx - 1 1 ) . 1 . 

. x - 1 - sin (2x - 2) . - (x - 1 ) - o( lx - 1 1 ) 11m = 11m . 
х-; 1 х - 1 + sin (3х - 3) х -; 1 4(х - 1 )  + o( lx - 1 1 ) 

ОтбрасываR беснонечно малые высших порRднов, т .  е. переходR в числи­
теле и в знаменателе н энвивалентным беснонечно малым при х --+ О , 
получаем 

. x - 1 - sin (2x - 2) . - (х - 1 ) 1 11m = 11m = - - . [> 
х-; 1  х - 1 + siп (3х - 3) х-;1 4(х - 1 )  4 

6.399. По:казать , что разложение по формуле Ма�шорена длн 
фун:кций sin х ,  tg х, arcsin х, arctg х, ех - 1 и ln ( 1 + х ) можно 
записать в виде .х + o( l x l )  и что при х -7 О все эти фушщии э:кви­
валентны бес:конечно малой а (х ) = х (и, следовательно, э:квива­
лентны между собой) . 

6.400. Использун разложение по формуле Ма:клорена , вычи­
слить пределы: 

) 1 . Jl+x - /Г=Х ) 1 . 1 - cos x ) 1 . tg x - sin x 
а lm ; б im 2 3 ; в im 3 4 . 

х-+0 Х х-+0 Х + Х x-tO Х + Х 

§ 4. Исследование фуннций и построение графинов 

1. ВозрастаIШе и убъmаIШе фушщии. Э:кстремум. ФующиR у =  f (x) 
называетсR возрастающей ( убывающей) в интервале (а , Ь) , если из не­
равенства х 1 < х2 , где х1 , х2 Е (а, Ь) , следует неравенство f (x1 ) < f(x2 ) 
(соответственно f (x1 ) > f (x2 ) ) .  
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Если фующия f(x) дифференциру�ма на интервале (а, Ь) и f' (x) > О 
при всех х Е (а, Ь) , то фующия f(x) возрастает на (а, Ь) ;  если же f' (x) < 
< О при всех х Е (а, Ь) ,  то f ( х) убывает на этом интервале. 

В простейших случаях область определения функции у = f (x) можно 
разбить на конечное чис;ю интервалов монотонности. В:аждый из ин­
тервалов монотонности ограничен крити1tескими то1tками, в которых 
f' (x) = О  или f' (x) не существует . 

Если существует такая окрестность Ио (х0 )  точки хо , что для вея­
ной точки х f:. х0 этой окрестности выполняется неравенство f(x) > 
> f(xo ) (или f(x) < f(xo ) ) ,  то точка хо называется mо1Lкой мини­
мума (максимума) функции у ::::: f(x) ,  а число f(xo ) - минимумом 
(максимумом) этой функции. Точни минимума и максимума функции 
называются ее то1Lками экстремума. 

Н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  э к с т р е м у м а . Если х0 - точна экс­
тремума фующии f(x) , то !' (хо ) = О или !' (хо ) не существует, т . е .  
хо - критическая точка этой фующии. 

Обратцое, вообще говоря, неверно. 
Д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  э н с т р е м у м а  н е п р е р ы в н о й  

ф у н к ц и и. 1 ) Пусть функция f (х) дифференцируема в неноторой окрест­
ности (хо -б, х0 +б) нритической точки хо , за исключением, быть может , 
самой этой точни. Если при этом в интервалах (хо - б, х0 )  и (хо , х0 + б) 
производная f' (x) имеет противоположные знаки, то х0 -- точка экс­
тремума, причем, если f' (x) > О при х Е (хо - б, хо ) и f' (x) < О 
при х Е (хо , хо + б) ,  то Хо - точна максимума , а если f' (x) < О при 
х Е (хо - б, хо ) и f' (x) > О при х Е (хо , хо + б) ,  то хо - точна мини­
мума . Если же f' (x) при х Е (хо - б, х0 + б) ,  х f:. х0 , сохраняет знан , 
то точка х0 не является точкой экстремума . 

2) Пусть функция f(x) дважды дифференцируема в критичесной точ­
не хо и в некоторой ее окрестности. Если f" (x0 )  < О, то х0 - точна 
мансимума функции f(x) ,  если f" (x0 )  > О, то х0 - точка минимума . 
Если же f" (x0 )  = О , то требуются дополнительные исследования. 

П р  и м  е р  1 .  Найти интервалы монотонности и точки экстремума 
lx - 1 1  фуннции !( х )  = --2 - . х 

<J Находим производную: { х - 2  

!' (х) = 2� х 
хЗ 

при х Е (-оо, О) U (О , 1 ) ,  

при х Е ( 1 ,  +оо) . 

Приравнивая ее нулю, получаем х = 2 . Таним образом, критическими 
точнами (с учетом тех точек, где производная не существует) являются: 
х1 = О, х2 = 1 ,  х3 = 2 .  Они разбивают область определения f(x) на 
четыре интервала монотонности: (-оо, О) , (О , 1 ) ,  ( 1 ,  2) и (2 , +оо) . Тан 
нан f' (x) > О при х Е (-оо, О) U ( 1 ,  2) и f' (x) < О при х Е (О , 1 )  U 
U (2 , +оо) , то f (x) возрастает на интервалах (-оо, О) и ( 1 ,  2) ,  _убывает 
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на интервалах (О , 1 ) и (2 , +оо) , в точRе х3 = 2 достигает маRсимума 
(!(2)  = 1 /4) , а в точRе х2 = 1 - минимума (! ( 1 )  = О) .  Полученные 
результаты удобно свести в следующую таблицу : 

Т а б л и ц а  4 . 1 

х (-оо,  О) о (О , 1 ) 1 ( 1 ,  2 )  2 (2 ; +оо) 

f (x) /" \. о /" 1 \. +оо 4 

!' (х ) > 0  не сущ. < 0  не сущ. > 0  о < 0  

Заметим, что в рассматриваемом примере первое достаточное усло­
вие позволяет определить хараRтер Rаждой из RритичесRих точен данной 
фующии . В то же время второе достаточное условие неприменимо в точне 
х2 , тан нан в этой точнс не существует первая производная. t> 

6 .401 * . Доназать следующее обобщение второго до&таточного 
условин энстремума . Пусть хо - нритичеснан точна фующии f (х) , 
и первая из не равных нулю производных этой фуннции в точне х0 
имеет порндОI> k .  Если k - четное число, то хо нвлнетсн точной 
энстремума , причем точной мансимума , если j (k) (xo) < О, и точ­
ной минимума,  если j (k) (x0 ) > О. Если же k - нечетное число, 
то энстремума в точнс хо нет . 

6.402. Исследовать на энстремум в точ1ю хо фующию f (х) = 
= (х - xo ) kcp(x) , где k Е N и ср (х) непрерывна в точне хо , причем 
ср(хо ) # О .  

6.403* . Пусть 

f (х) = е- ' 
х 

-r- ' 
{ 1 /х2 -1. О 

о ,  х = о, 

g (x) = { xe- l/x2 ' х # О ,  
о ,  х = о . 

Доназать , что фующип f (x) имеет в точ1>е хо = О минимум, а 
фуннцип g (x) не имеет в точне хо энстремума, хотн 

f(k) (o) = 9(k ) (o) = о , k Е N. 
Длн уназанных фующий найти интервалы возрастания и убы-

ванин и точни энстремума : 
6 .404. у = х�. 

2х2 - 1 
6.405. у = 

--­х4 
х 

6.406. у =  -1 - .  
n x 

6.407. у =  х - 2 sin x .  6.408. у =  х - 2 ln x . 
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6.409. у =  ln x - arctg x . 
6.411. у =  хх . 

6.410. У = еХ COS Х .  
3 ; 

6.412. у = ch х + 1 . 
Наибольшее (наименьшее) значение непрерывной функции j (x) на 

данном отрезне [а , Ь] достигается или в критических точках ,  или на �юн­
цах этого отрезка . 

Определить наибольшее М и  наименьшее т значения следу­
ющих фующий на уназанных отрезках (а если отрезан не уназан, 
то во всей области определенин) : 

6.413. у =  -3х4 + бх2 ; [-2 ,  2] . 6.414. у =  х + 2.jX; [О , 4] . 
х - 1 1 - х + х2 

6.415. у =  -- ; [О , 4] . 6 .416. у =  2 ; [О, 1 ] . х + 1  1 + х - х  
6.417. у =  {/х + 1 - {/х - 1 ; [О , 1] . 

1 - х 
6.418. у =  arctg -- ; (О ,  1] . 1 + х 

х2 - 1 
6.419. у =  -2--. 6.420. у =  хе-х2 /2 . х + 1 
Дшшзать следующие неравенства : 

6 .421 * .  ех > 1 + х ,  х -f:. О .  
х2 

6.422. cos x > 1 - 2'  х -1- о . 
ех + е-х х2 

6.423. 
2 

> 1 + 2'  х -1- о. 
6.424. sin x + tg x > 2х, х Е (О , 7r/2) . 
6.425. Два тела движутся с постоянными скоростями v 1 м/с 

и v2 м/ с .  Движение происходит по двум прf!мым, образующим 
угол 7r /2 ,  в направлении R вершине этого угла , от Rоторой в на­
чале движения первое тело находилось на расстоянии а м, а вто­
рое - на расстоянии Ь м. Через 
скольRо сеиунд после начала дви-
жения расстояние между телами 
будет наименьшим? 

6.426. Для достаюш продун­
ции завода N в город А (рис. 6) 
строится шоссе N Р, соединяю­
щее завод с железной дорогой АВ, 

А 

I. 
Рис. 6 

проходящей через город А. Стоимость перевозон по шоссе вдвое 
больше, чем по железной дороге. К каRому пункту Р нужно про­
вести шоссе, чтобы общая стоимость перевозоR продуRции завода 
N в город А по шоссе и по железной дороге была наименьшей? 
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6.427. О:кно имеет форму прRмоугольни:ка , завершенного по­
лу:кругом (рис. 7) . Задан периметр р этой фигуры. При :ка:ких 

размерах х и у о:кно будет пропус:кать наибольшее 
:количество света? 

у 

х 

Рис . 7 

6.428. Из трех досоl\ одина:ковой ширины с:кола­
чиваетсfl желоб длfl подачи воды. При :ка:ком угле о: 
нюшона бо:ковых стено:к 1\ днищу желоба площадь 
поперечного сечениfl желоба будет наибольшей? 

6.429. В треугольни:к с основанием а и высотой 
h вписан прRмоугольни:к , основание иоторого лежит 
на основании треугольни:ка , а две вершины - на 
бо:ковых сторонах .  Найти наибольшую площадь 
вписанного прRмоугольни:ка . 

6.430. Периметр осевого сечения цилиндра равен ба. Найти 
наибольший объем та:кого цилиндра .  

6.431 .  Цилиндр вписан в :конус с высотой h и радиусом основа­
ния r. Найти наибольший объем вписанного цилиндра .  

6.432. Найти наименьший объем :конуса , описанного о:коло ша­
ра радиуса r .  

6.433. Найти наибольший объем :конуса при заданной длине l 
его образующей. 

6 .434. Определить наибольшую площадь прямоугольни:ка , впи­
санного в 1'руг радиуса r .  

6.435. На параболе у = х2 найти точ:ку N, наименее удаленную 
от прямой у = 2х - 4. 

6 .436. В полу:круг радиуса R вписан прямоугольни:к с наиболь­
шей площадью. Определить его основание х и высоту у .  

6.437. Отрезо:к длины а разделить на  две части та:к , чтобы 
сумма площадей :квадратов, построенных на этих частях , была 

D с наименьшей. · 

А 

м 

в 

6.438. 1\оничесl\ая ворон:ка , радиус основания :ко­
торой R, а высота Н, наполнена водой. В ворон:ку 
погружается шар. 1\а:ким должен быть радиус шара 
r ,  чтобы объем воды, вытесненный из ворон:ки по­
груженной частью шара ,  был наибольшим? 

6.439. Определить наименьшую высоту h = 1 ОВ1 
двери верти:кальной башни ABCD,  чтобы через эту 

· дверь в башню можно было внести жестl\ИЙ стер-
Рис. 8 жень М N длины l ,  :конец :которого N с:кользит 

вдоль горизонтальной прямой АВ. Ширина башни 1АВ1 = d < l 
(рис. 8 ) .  

2. Направле1П1е вьшунлости. ТоЧRи перегиба. Графин дифференци­
руемой фуннции у = f(x) называется выпуклым вниз (или вогнутым 
вв ерх) на интервале (а, Ь) ,  если дуга нривой на этом промежутие распо-
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ложена выше :касательной, проведенной :к графину фун:кции у = f(x) в 
любой точ:ке х Е (а, Ь) .  

Если же· на ;интервале (а, Ь) всFшая :касательная располагается выше 
дуги :кривой, то графи:к дифференцируемой фун:кции на этом интервале 
называется выпуклым вверх tили вогнутым вниз) (на рис . 9 графин 
фун:кции у = f (x) является выпу:клым вниз на интервале (а, х0 ) и вы­
пу:клЬ1м вверх на интервале (х0 , Ь) ) .  

Есл� фун:кция дважды дифференцируема н а  (а, Ь) и f" (x) > О 
(f" (x) < О) , то ее графин является выпу:клым вниз (вверх) на этом 
интервале. . 

В простейших случаях область определения фун:кции f(x) можно 
разбить на :конечное число интервалов с постоянным направлением вы­
пу:клости. :Каждый из этих интервалов ограничен точ:ками, в :которых 

О а 

Рис . 9 

ь х 

f" (x) = О , либо J" (x) не существует . Точна (х0 , f (x0 ) ) , в 1юторой на­
правление выпунлости графина фуннции меняется на противоположное, 
называется mо'Чкой перегиба (см. рис. 9) . 

Д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е  т о ч н и  п е р е г и б а . Пусть фуннция 
f(x) дважды дифференцируема в не:которой о:крестности И0 (х0 ) точ1ш 
хо , в :которой f" (x0 ) = О или f" (x0 ) не существует . Если при этом в 
интервалах (хо - 6, х0 ) и (х0 , х0 + 6) производная f" (x) имеет противо­
положные знани, то х0 - точна перегиба .  

П р  и м  е р  2 . Найти интервалы выпунлости и точни перегиба графи:ка 
lx - 1 1 фун:кции у = --2- . х 

<J Находим вторую производную: { 2 (3 - х) 
4 , х Е (-оо, О) U (О , 1 ) ,  

11 х f (х) = 
2 (х - 3) 

х4 , х Е ( 1 , +оо) . 
Следщ�ательно, нритичес:кими точнами первой производной являются 
точ:ки х1 = О , х2 = 1 , хз = 3 . При этом в точ:ках х1 и х2 вторая 
производная не существует (в частности , f� (l )  = 4 , а Ц (l)  = -4) , а в 
точ:ке х3 она равна нулю. 
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Получаем четыре интервала выпуклости: (-оо,  О) , (О ,  1 ) ,  ( 1 , 3) , 
(3 ,  +оо ) . Исследуя зна:к второй производной в :каждом из этих интерва­
лов , выводим, что график функции является выпуклым вниз на интерва­
лах (-оо,  О) , (О ,  1 ) , (3, +оо) и выпуклым вверх на интервале ( 1 , 3) . Сле­
довательно, точки х2 и х3 являются точками перегиба графика функции, 
а х1 не является. Полученные результаты удобно свести в следующую 
таблицу : 

Т а б л и ц а  4 . 2 

х {-оо,  О) о {О ,  1 )  1 { 1 ,  3 )  3 {3 , +оо) 

f(x) вып. вып. 
о 

вып. 2 вып. 
вниз +оо ВНИЗ вверх 9 вниз 

f" (x) > О не сущ. > О не сущ. < 0  о > 0  

Найти интервалы выпуклости графина функции у =  f (x) , точ­
ки перегиба и угловые :коэффициенты k :касательных в точках 
перегиба : 

6.440. у =  х7 + 7х + 1 .  6.441.  у =  х4 + 6х2 • 
6.442. у =  {/(х - 2)5  + 3 .  6.443. у =  ijx + 1 - ijx - 1 .  
6.444. у =  {/(х + 1 ) 2 + {/(х - 1 ) 2 . 6.445. у =  хе2х + 1 .  
6.446. у =  х ln l x \ . 6 .447. у =  х3 ln x + 1 .  
6 .448 .  При :каких значениях а и Ь то:ка ( 1 , 3 )  является точной 

перегиба :кривой у =  ах3 + Ьх2 ? 
6.449. При наиом выборе параметра h крива.я в еро.ятности 

h -h2x2 у =  VJГe ' li > о, 

имеет точки перегиба с абсциссами х = ±6? 
x + l 

6.450. Поиазать , что нривая у =  -2-- имеет три точни пере­
х + 1 

гиба ,  лежащие на одной nрнмой. 
6.451 * . По1шзать , что точ1ш перегиба привой у = х sin х лежат 

на нривой у2 (4 + х2 ) = 4х2 . 
3. Асимптоты. Пусть длrr фующии у =  f (x) существует такап прямая, 

что расстояние от точки М ( х , f ( х) ) графика фуннции до этой пр!Iмой 
стремится :к нулю при беснонечном удалении точки М от начала :коор­
динат .  Тогда такая прямая называется асимптотой графина функции. 

Если при этом ноордината х точ1ш М стремится н нонечному числу 
а, то полупрпман х = а (у > О либо у < О) нвляетсп верти.кальной 
асимптотой . Для существования вертикальной асимптоты в точке х = а 
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необходимо и достаточно, чтобы хотя бы один из пределов lim f(x) x-ta±O 
был равен бес:конечности. 

Непрерывные фун:кции не имеют верти:кальных асимптот . 
Если же :координата х точ:ки М стремится :к +оо или -оо,  то имеем 

на:клонную асимптоту у = kx+b, для существования :которой необходимо 
и достаточно существование двух пределов 

lim f(x) = k x-too Х 
и lim (f (x) - kx) = Ь. x-too 

При этом у:казанные пределы могут быть различными при х --+ +оо (для 
правой нанлонной асимптоты) и при х --+ -оо (для левой на:клонной 
асимптоты) . 

l x  - 1 1 П р  и м  е р  3. Найти асимптоты графина фун:кции у = --2- . х 
<] Та:к :ка:к фун:кция непрерывна на всей оси, :кроме точ:ки х = О, то 
верти:кальная асимптота может сущеС'J;'ВОвать Jiишь в этой точне. 

Имеем: 
lx - 1 1 lim --- = +оо, x-t±O х2 

и, следовательно, прямая х = О - верти:кальная асимптота . 
Найдем на:клонные асимптоты. Та:к :ка:к 

lim lx - l J /x2 
= О = k и x-t±oo Х 

lim ( l x  � l J  - О · х) = О = Ь , x-t±oo Х 

то прямая у = О · х + О = О является одновременно и правой , и левой 
на:клонной (в данном случае горизонтальной) асимптотой . t> 

Найти асимптоты графи:ков у:казанных фующий: 

6.452. у = 5 �. 6.453. у = .V хз - х2 . V x - 2  
Jl x2 - 3 1 6 .454. у = . 6.455. у = 3х + arctg 5х. 

х 
ln (х + 1 )  sin x 

6.456. у = 2 + 2х. 6.457. у = -- . 
х х 

6.458. у = х ln ( е + ; ) . 6.459. у = х arcsec х .  

6.460. До::казать , что графи:к целой рациональной фун:кции у = 
aoxn + a1xn- I + . . .  + an- 1X + an , п ;:: 2 ,  не имеет ни:ка:ких 

асимптот . 
4. По строе1П1е граф1mов фушщий. Для построения графи:ка фующии 

у = f (x) с непрерывной второй производной (всюду в области определе­
ния фун:кции :кроме, быть может, 1юнечного числа точе:к) сначала про­
водим элементарное исследование, вьшсняющее не:которые особенности 
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фующии (если они имеютсFI) : симметриFI, периодичность , постоFiнство 
знаRа , нули, точRи пересечения с осью Оу, точRи разрыва и т. п. Затем, 
используFI первую и вторую производные, находим точRи ЭRстремума и 
перегиба ,  интервалы монотонности и выпуRлости, а таRже асимптоты. 

lx - 1 1 П р и,м е р  4 .  Построить графиR фунRции у =  --2- . х 
<] ФуНRЦИFI определена и непрерывна всюду , Rроме ТОЧRИ х = о ,  всюду 
неотрицательна и равна нулю лишь в точне х = 1 . Ее исследование про­
ведено в примерах 1-3 . Результат этого исследования полезно свести в 
одну таблицу - объединение таблиц 4 . 1  и 4.2 .  При этом следует вычи­
слить и записать в соответствующую нлетRу таблицы /1 (3) = - 1/27 -
угловой Rоэффициент насательной н графину фунRции в точне перегиба .  

у 

1/4 
2J9 
о 

Рис. 10 

2 з х 

РеномендуетсFI танже вычислить f'_ (l )  = - 1  и f� ( l )  = 1 - угловые 
ноэффициенты левой и правой Rасательных в точRе ( 1 , О) графина . Эти 
данные помогают точнее построить графин фунRции, приведенный на 
рис . 10 .  1> 

П р и м е р  5 . Построить графин фуннции у =  \/х(х - 1 )2 . 
<] ФунRциFI определена и непрерывна на всей действительной оси и обра­
щаетсFI в нуль в точнах х = О  и х = 1 .  

Находим первую производную 

1 3х2 - 4х + 1 
У = 3 \/х2 (х - 1)4 

х - 1/3 
\/х2 (х - 1 ) · 

ПриравниваFI ее  нулю, получаем х = 1 /3 .  ТаRим образом, 1,ритичесними 
точнами фунRции FiвлнютсFI : х1 = О, х2 = 1 /3 , хз = 1 (в точнах Х1 = О  и 
х3 = 1 производнаFI не существует) . Эти точни разбивают область опре­
делениFI на четыре интервала монотонности (-оо , О) , (О ,  1 /3) ,  ( 1 /3 , 1 ) ,  
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( 1 , +оо) . Та:к :ка:к у' (х) > О при х Е (-оо,  О) U (О , 1/3) U ( 1 , +оо) , то 
у(х) возрастает на интервалах (-оо, 1/3) и ( 1 , +оо) . Аналогично рассу­
ждая, находим, что у' (х) < О  при з; Е ( 1 /3 , 1) и, следовательно, фун:кция 
на этом интервале убывает . В точ:ке х2 = 1/3 фун:кция достигает ма:к-
симума ( Ymax (l/3) = � ifi � 0 ,529) , а в точ:ке хз = 1 - минимума 
(Ymin (l ) = О) . 

2 Находим теперь вторую производную у" = - у/ I\рити-. 9 з х5 (х - 1 )4 
чесrшми точ:ками первой производной Rвляютс11 х1 = О  и :г 3 = 1 (втора11 
п'роизводна11 в этих точиах не существует) . Получаем три интервала вы­
пу:клости исходной фун:кции: (-оо,  О) , (О, 1 ) и ( 1 ,  +оо) . В первом ин­
тервале фун:кци11 выпу:кла вниз (та:к :ка:к у" > О  при х < О) , а во втором 
и третьем - выпу:кла вверх (у" < О при х > О, :кроме точ:ки х = 1 ) . 
Следовательно, (О , О) F1влнетс11 точ:кой перегиба графи:ка фующии (с вер­
ти:кальной касательной) .  

Результаты проведенных исследований сводим в таблицу : 
Т а б л и ц а 4.3 

х ( - оо ,  О) о (О , 1 /3) 1/3 ( 1/3 , 1 ) 1 ( 1 , +оо) 
у' > 0  не сущ. > О о < 0  не сущ. > 0  
у 

11 > 0  не сущ. < 0  не сущ . < 0  

/' /' . � ifi  � /' 
у о 3 о 

вып. вып. 
вниз вып. вверх вверх 

Дл11 утuчнениFI поведения фун:кции в о:крестности точки х = 1 за­
метим, что j!.__ ( 1 )  = -оо,  Д (l ) = +оо,  т . е . в точ:ке ( 1 , О )  графи:ка 
фун:кции леваFI и праваFI на са тельные совпадают, образу11 верти:кальную 
насательную. 

Наконец, определим асимптоты. Таи :кан фуннциFI непрерывна на 
всей оси, то верти:кальные асимптоты отсутствуют . Для .определени11 
нанлонных асимптот находим сначала 

а затем 
lim у (х� = lim 

х�±оо Х х�±оо 

ylx(x - 1) 2 
·--'-----'- - 1 

х - ' 

lim (у (х) - х) = lim ( �=1)2 - х) = 
х�±оо х�±оо 

. -2х2 + х 2 
= lнn . · == - -

:r.н ::О· -:х,  {/x2( r.  -· 1 ) ·1 + :c ylx(x - 1 ) 2  + х2 3 
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Следоnательно, правая и левая наилонные асимптоты совпадают и опре-. 2 
у 

Рис. 1 1 

х
3 

6.464. у = 
( ) 2 . 2 х - 1  

х3 - 3х 
6.466. у = 2 . 

х - 1  
х 

6.468. 7J = -3-- .  . 
х + 2 

х2 
6 .470. у =  -3-- . х - 1  

х
3 

6 .472. у =  -2-- · 
х - 3  
х2 - 1  

6 .474. у =  -2-- · х + 1 

х 

деляются уравнением у = х - 3 .  
Графин фуниции приведен на 

рис. 1 1 . t> 

Построить графшш следующих 
функций: 

(х2 - 5) 3 
6.461 .  у = 125 

1 
6.462. у = -х2 (х2 - 3) 2 . 

4 
1 3 ( 2 6.463. у =  вх х - 5) .  

х4 
6.465. у = Х3 _ l 

х4 
6.467. у =  -3-- .  х ·  + 1 

х
3 

6.469. у = х4 _ 1 . 

х 
6.471 . у =  Т--4 · х -

х 
6.473. у =  2 - х3 . 

х
3 

6.475. у =  
Х3 + 1 . 

6.476. у =  {,/х + 1 - {,/х - 1 .  

6 .477. у =  Vx2 - 2х . 
6.478. у = {/(х + 1 ) 2 + {/(х - 1 )2 . 

_ 1 1 _ з� 6 .479. у - зс-;--т + зr::::-1 · 6.480. у - v 1 - х� . 
v x + l vx - 1  

6 .481 .  у =  .Vx + 1 + {,/х - 1 .  
6.482. у =  {,/х3 + 1 + {,/х3 - 1 .  

х
3 

6 .483. у = г;;--:--; . 
v x4 + 1  

х 
6.484. у· = . �· 

v x2 + 1  
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хз 

6.485. у = 3� . З v х3 + 2 
хз 

6.487. у =  у! . · 
з (хЗ + 2)2 
-V:z:З + 2 

6.489 . у = . х 
)!х2 -3 1 

6.491. у = . х _ 
6.493. v = V1x2 -1 1 . 
6.495. у = sin х + cos х . 
6.497. у = х arctg х . 
6.499. у = е2х-х2 . 

1 
6.501. у = -e- l/x . х 
6.503. у = хе11х . 
6.505. у = (х -2)e-l/x . 
6.507. у =  (х2 + l ) e-x2 /2 . 
6.509 . у = .т3е-х2 12 . 

ln x 6. 511. у = - . х 
6.513. у = :c2 ln х . 
6.515. у = x2 ln2 х . 
6.517. у = x ln2 lxl . 

1 2 6.519. у = 2 ln l :c l .  х 
6 .521 * . у = х1/х, х > О. 

* sin x 
6.523 . у = -- . х 

х2 
6.486. у = 3� . ух3 - 4 х2 
6.488. у = � ·  vx2+ 1 

х 
6.490. у = . ij(xЗ + 1 ) 2 

х2 
6.492. у = . / . 

У lx2 - 1 1 
6.494. у = Jlx2 - 2 1 з . 

1 
6.496 . у = -.

---­

SШ Х + COS X х 
6.498. у = 2" + arcctg х . 
6.500. у = хе-х212 • 
6.502 . у = �e-l/x2 • х 
6.504. у = ..!.e-l/x2 • х 
6.506. у = (2х - 1 ) е2/х . 
6.508. у = х2е21х .  
6.510. у = ln ( х  + Jx2 + 1 ) .  

1 
6.512. у = -1- . 

х n x  
ln x 

6.514. у = -2 . х 
х2 

6.516. у = ln lx l . 
6.518. у = ln lx2 -1 1 . 
6.520. у = хх, х > о. 

6.522. у = ( 1 + х) 11х, х > -1 . 
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Построить :иривые, заданные параметрически: 
6 .524. х = tet , у =  te-t , t Е �. 

<J Проведем вспомогательные вычисления : 
1 - t х� = ( 1 + t)e1 , у; = ( 1 - t)e-1 , у� = 
1 + t e-21 , 

11  ( ) t 11 ( ) t 11 -
t2 - 2 - Зt Х и = 2 + t е , Ytt = t - 2 е- , Ухх - 2 ( l + t) З  е · . 

Так как х� = О при t = - 1  и х�� (- 1 )  = 1/е > О , то Xшin = - 1/е. 
1 1 Так как у; = О при t = 1 и y;� ( l )  = - - < О ,  то Ушах = - .  Отсюда е е 

следует , что кривая расположена в области { (х , у) 1 х Е (- 1/е , +оо) , у Е. 
Е (-оо,  1/е] } . Из выраженин длн производной у� определнем критиче­
ские точки t1 = 1 (y� ( l ) = О) и t2 = - 1  (у� (- 1 )  не существует) .  1\ри­
тические точки первой производной находим из выражения длн второй 
производной У�х : tз = ./2 (У�х ( ./2) = О) , t4 = -./2 (У�х (-./2) = О) и 
t5 = - 1  (У�х (- 1 )  не существует) . Следовательно, A(-./2/eh, -..f2e../2) 
и B(...f2eh, ./2/е.,/2) - точки перегиба .  

Наконец, находим асимптоты. Если t � - оо ,  то х � О, а у � -оо, 
т .  е .  х = О - вертикальнан асимптота . Отметим, что при приближении 

у 
в 

е х 

-е 

А 

Рис. 12 

точек кривой к этой асимптоте их координата по х остаетсн отрицатель­
ной . Если t � +оо,  то х � +оо, а у �  О , т .  е. у =  О - горизонтальнан 
асимптота . Точ:ки :кривой при приближении н ней имеют положительную 
координату по у .  

Результаты исследования сводим в таблицу (табл. 4.4) и делаем все 
необходимые выводы в правой ее колонке. :Кривая приведена на рис. 12 .  [> 
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Т а б л и ц а  4 .4  
t х у 1 Ух 11 Ухх Поведение 11ривой 

Выпунла вверх , убывает , 
(-оо, -J2) < 0  < 0  < 0  < 0  х = О - верти11альнаf! 

асимптота 

-J2 J2 
-J2eY2 > 0  Точ11а перегиба -

е У2 
(-J2, - 1 )  < 0  < 0  < 0  > 0  Выпу1ша вниз , убывает 

-1 1 не не 
Точ11а возврата - - - е  сущ. сущ. е 

Выпу11ла вверх , возрас-
(- 1 , 1 )  > 0  < 0  тает , точ11а (О ,  О)  лежит 

на 11ривой 

1 1 
о Ма11симум е -

е 

( 1 ,  J2) > 0  > 0  < 0  < 0  Выпу1ша вверх , убывает 

J2 J2eY2 J2 о Точ11а перегиба -

еУ2 
Выпу11ла вниз , убывает , 

( J2, +оо) > 0  > 0  < 0  > 0  у = О - горизонтальнаf! 
асимптота 

6.525. х = t2 - 2t , у = t2 + 2t , t Е JR.. 
6.526. х = t + e-t ,  у = 2t + e-2t ,  t Е JR.. 
6.527. х = a cos3 t , у = a sin3 t , t Е [О ,  2п) .  
6.528. х = t3 - Зп, у = t3 - 6 arctg t , t Е JR.. 
Построить следующие вривые, заданные в полярной системе 

во ординат : 
6.529. r = а sin Зср. 6.530. r = a { l  + cos ер) . 

6.532. r2 = 2а2 cos 2ср. 6.531.  r =  � · 

§ 5.  Венторные и номnленсные фуннции 
действительной переменной 

1 . Опр еделе1mе ве:ктор-фушщии действительной переменной. Если 
:каждому значению действительной переменной t Е D С JR поставлен в 
соответствие ве:ктор a(t) Е V3 , то говорят , что на множестве D задана 
вектор-функци.я а = a(t) действительной переменной t . 



100 Гл. 6 . Дифференциальное исчисление функций одной переменной 

Задание вентор-фующии а= a(t) равносильно заданию трех число­
вых фуннций a"(t), a y(t), a z(t) - ноординат вентора а: 

а= a"(t)i + ay(t)j + az(t)k, 

или, нратно, а= (a"(t), ay(t), az(t)) . Если веюор а является радиус­
вентором точни М(х, у, z), то соответствующую вентор-фуннцию при­
нято обозначать : 

r = r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k .  
Годографом веитор-фуннции r = r(t) называется линия, описыва­

емая в пространстве нонцом вентора r. Веяную линию в пространстве 
можно рассматривать нан годограф неноторой вентор-фуннции. Параме­
тричесние уравнения годографа : 

х = x(t), у= y(t), z = z(t). 

П р и м е р  1 . Найти годограф веюор-фуннции 

( ) 1 - t2 • 2t . k r t = 1 + t2 1 +
 1 + t2 J + ' t Е JR. 

<J Имеем параметричесние уравнения годографа 
" 

1 - t2 х= --1 + t2 ' 
2t у= 1 + t2 ' z = 1 .  

Иснлючая параметр t ,  получим 
( 1 - t2)2 + 4t2 х2 + у2 = 

( 1 + t2)2 = 1 .  

Следовательно, годографом вентор-фуннции r(t) является онружность 
х2 + у2 = 1 , z = 1 , 

из ноторой иснлючена точна ( - 1 , О ,  1 ) , получающаяся в пределе при t -+ 
-+ ± 00 .  [> 

Найти годографы вектор-фующий: 
6.533. r = (2t - l ) i + (-Зt + 2 )j + 4tk, t Е IR. 
6.534. r = Jl=t2i + J1 + t2j , t Е [О , 1 ] . 
6 .535. r = 4 ch t · i - j + 3 sh t. · k, t Е IR. 
6.536. r = Зti + (2t - t2 )j , t Е IR. 
6.537. r = cos t · i + sin t · j + tk, t Е IR. 
6.538. r = 2 cos3 t · i + 2 sin3 t · j , t Е [О , 27Г] . 
6.539. r = ti + t2j + t3k, t Е IR. 
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6.540. r = cos2 t · i + sin t cos t · j + sin t · k, t Е [О , 27r] . 
6.541. r = 5 cos t · i + 4 sin t · j + 2k, t Е [О , 27r] . 
6.542. r = (sh t - l ) i  + ch2 t · j + Зk, t Е JR. 
2. ДифференцироваЮ1е вентор-фуmщии. Производной в ектор-функ­

ции а = a(t) по аргументу t называется новая веюор-фующия 
da = lim да = lim a(t + Лt) - a(t) . dt Лt-tO Лt дно Лt 

Если a(t) = (ax (t) , ay (t) ,  az (t) ) , то 
da _ ( dax (t) day (t) daz (t) ) dt - dt ' dt ' dt . 

dr Если r = r(t) = (x (t) ,  y (t) ,  z (t) ) , то производная dt есть вектор, направленный по касательной к годографу вектор-функции r(t) в сторону 
возрастания аргумента t. 

dr Если t - время, то dt = v есть вектор с1юрости ионца веитора r .  

П р а в и л а  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  в е и т о р - ф у н и ц и и  (а = 
= a(t) , Ь = b(t) ) . 

dc 1 ) dt = О , где с - постоянный веитор. 
d da 2) -(аа) = а- , где а - постоянный сиаляр . dt dt 
d da dЬ 3) dt (а ± Ь) = dt ± dt · 
d d� da 

4) dt (�а) = dta + � dt , где � = �(t) - сиалярная фуниция от t . 

5) :t (a, Ь) = (�; ,  ь) + (а, :) . 

6) :t [a, Ь] = [�; ,  ь] + [а, :J . 
d da d� 7) -a(�(t) ) = - · - , где � = �(t) - сиалярная фуниция от t . dt d� dt 

6.543. Доиазать , что (а, �:) = О, если la l  = const . 
6.544. Дано уравнение движения r = Зti - 4tj .  Определить 

траенторию и сиорость движения. 
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6.545. Дано уравнение движения r = 3ti+ (4t- t2 )j . Определить 
траеRторию и СRорость движения. Построить веRторы сRорости 
для моментов t = О , t = 1 ,  t = 2, t = 3 .  

6.546. Дано уравнение движения r = 2 (t - sin t ) i  + 2 ( 1 - cos t )j .  
Определить траеRторию и снорость движения. Построить веRторы 
СRорости для моментов t = 7r/2 ,  t = 7Г. 

6 .547. Найти единичный Rасательный веRтор годографа веRтор­
фунRции r = e2t i  - (t + 8) 413j при t = О . 

6.548. Найти единичный Rасательный веRтор годографа вентор-
фунRции r = (t3 + t ) i  + t2j при t = - 1 .  

6.549. Найти производные веюор-фунRций: 
а )  r = sin t · i + cos2 t · j + sin t cos t · k; 
6) r = t cos t · i + t sin t · j + tk; 
в) r = (t + cos t) i + tj + sin t · k. 
6.550. Найти производные вентор-фуннций: 
а )  r = et i + cos t · j + (t2 + l )k  в точне ( 1 ,  1 ,  1 ) ;  
6) r = t3 i + (t + 1 ) 2j + Jt2+lk при t = -2 . 

d 
6.551 .  Найти 

dt (а, Ь) , если 

а =  ti - t2j + t3k, Ь = i + tj + t2k. 

6.552. Найти � [а, Ь] , если а =  i + tj + t2k, Ь = ti + j + t2k. 
dt 
da . 2 · зk . 6.553. Найти dt , если а =  и� + и J + и  , где и =  sш t .  

Если r = r (t) = (x (t) , y (t) , z (t) ) ,  то 

d2r dv Если t - время , то dt2 
= dt = w - ве1пор ус:корения :конца ве:ктора r .  

6.554. Найти вторые производные вентор-фуннций: 
а )  r = cos t · i + etj + (t2 + l )k, 
6) r = ti + t cos t . j + t sin t . k 

при произвольном t и при t = О. 
6 .555. Дано уравнение движения: r = 2 (t - sin t) i +  2 ( 1 - cos t)j .  

Определить уснорение движения. Построить венторы уснорения 
для моментов t = 7r /2, t = 7r.  



§ 5. Векторные и комплексные функции действит. переменной 103 

6.556* . Дано уравнение движения: r = Зti + (4t - t2 )j .  Опреде­
лить ус:корение w движения и его тангенциальную Wт и нормаль­
ную Wn составляющие в ·  любой момент t и при t = О. 

6.557. Дано уравнение движения: r = �t2 i + ! (2t + 1 ) 312j .  2 3 
Определить ус:корение движения и его тангенциальную и нормаль-
ную составляющие в любой момент t и при t = О . 

3. Касательная R пространственной нривой и нормальная плосностъ. 
Уравнения насательной н пространственной нривой х = x (t) , у = y (t) , z = z (t) в точне Мо (хо ,  Уо , zo ) , ноторой соответствует значение параме­тра to , имеют вид 

х - хо _ у - Уо _ z - zo 
dx/dt J t=to - dy/dt J t=to - dz/dt J t=to ' 

где х, у ,  z - тенущие ноординаты точни насательной. Уравнение нор­мальной плосности в той же точне: 

(х - хо ) - + (у - уо) - + (z - zo )- = О. dx 1 dy 1 dz 1 dt t=to dt t=to dt t=to 

П р  и м  е р  2 . Доназать , что насательная н винтовой линии 
r = (a cos t , a sin t , bt) образует постоянный угол с осью Oz . 
<J Найдем ве1,тор , иасательный и годографу ве1,тора r :  

Отсюда 
�: = (-a sin t , a cos t , Ь) . 

z' (t) Ь 
COS '}' = l drjdt / = .,/а2 + Ь2 ' 

т. е. 'У = const . С> 
П р  и м  е р  3 .  Написать уравнения насательной и нормальной плос­

ности н нривой х = t2 - 1 , у = t + 1 , z = t3 в точне М0 (0 , 2 , 1 ) .  
<J Данной точне соответствует значение параметра t = 1 .  Имеем 

dx - = 2t dt ' dy = 1 dt ' 
Подставляя значение t = 1 ,  получаем 

dx ' _ 2 dt t= 1 - ' 
Уравнения насательной : 

dy ' = 1 , dt t= 1 

dz = 3t2 . dt 

dz ' _ 3 dt t= 1 - . 
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Уравнение нормальной плоскости : 

2 (х - О) + l (y - 2) + З(z - 1 )  = О , 

или 
2х + у + 3z - 5 = О .  1> 

Длн :каждой из следующих :кривых написать уравнении :каса­
тельной и уравнение нормальной плос:кости в данной точ:ке: 

6 .558. х = 4 sin2 t , у =  4 siн t cos t , z = 2 cos2 t при t = 1Г/4. 
1 1 1 

6.559. х = -t2 у = -t3 z = -t4 при t = 2 . 2 ' 3 ' 4 
6.560. х = a ch t, у =  a sh t , z = at при t = О . 
6.561.  х2 + у2 = 10 ,  у2 + z2 = 25 в точ:ке Mo ( l ,  3 ,  4) . 
�.562. 2х2 + Зу2 + z2 = 9 ,  3x2 +y2 - z2 = О в точ:ке Mo ( l ,  - 1 ,  2) . 

4. Диф ф ер еIЩИальные харавтеристиви плосвих нривых. Пусть кри­
вая в плос1юсти Оху является годографом вектор-функции r = r(s) 
= (x(s) , y (s) ) ,  где s - длина дуги кривой. 

Кривизной кривой в точке Мо называется число 

к = ! нm .:!!_ 1 · 
M --t Mo Лs 

..._ 
Здесь l.{J - угол поворота насательной , соответствующий дуге М0М 
(рис. 13) данной нривой , а дs - длина этой дуги . 

Рис. 13 

Величина R = 1 /К называется ради-
r<s> усом кривизны. 

Кривизна К определяется соотно­
шением 

Приведем ряд формул для вычисления 
нривизны нривых : 

1 ) если нривая задана уравнением в явной форме у = f (x) , то 

к - . 1 у" 1 - (1 + у'2 ) З/2 ' 
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2) если иривая задана уравнением в неявной форме 1 ) F(x, у) = О , то 

F" хх F" ху F' х 
F" ху F" уу F' у 
F' х F' у о 

К =  
(F'; + F'� ) З/2 

3) если иривая задана параметричесиими уравнениями х -- x (t) ,  
у = y(t) , то 

х" 
х' у' 1 у" 

4) если иривая задана в полярных ноординатах уравнением r 
= r(ip) ,  то 1 r2 + 2r' 2 - rr" к -

- (r2 + r' 2 ) з/2 · 

Окружностью кривизны ( соприкасающсйс.я окружностью) иривой 
в ее точие А1 называется предельное положение оиружности, проведенной 
через точиу М и две другие точии иривой Р и Q, иогда Р .!.+ М и Q � М. 

Радиус оиружности иривизны равен радиусу иривизны в соответству­
ющей точие М, а центр оиружности иривизны ( 'Центр кривизны) нахо­
дится на нормали R иривой , проведенной в точие М в сторону вогнутости 
иривой . 

Координаты Х и У центра иривизны равны 

y' ( l + у'2 ) Х = х - , у" 
1 + у'2 У = у + -- . у" 

Эволютой нривой называется линия, описьша!fмая центром нри­
визны при движении точки по нривой. Формулы для ноординат центра 
кривизны определяют параметрические уравнения эволюты. 

П р и м е р  4. Найти уравнение эволюты параболы у2 = 2(х + 1 ) . 
1 

<J Имеем 2уу' = 2 , т. е . у' = - . После повторного дифференцирования у ,2 1 получаем у'2 + уу" = О , отиуда у" = - '!!__ = - 3 .  Находим координаты у у 

1 ) Здесь используются частные производные фующии двух переменных ; опре­
деление см. в п. 3 § 1 гл . 8 .  
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центра :кривизны: 

х - - y' ( l  + у'2 ) - у2 - 1 - ( 1/y) ( l + 1/у2 ) - � 2 
- Х у" - 2 - 1/уЗ - 2 У ' 

1 + у'2 1 + 1/у2 у = у +  -- = у +  = -уз · у" - 1/уЗ ' 

тем самым найдены параметричес:кие уравнения эволюты: 
3 х = -у2 ' у = -уз . 2 

Ис:ключив параметр у , найдем уравнение эволюты в виде 

2 8 3 у = 27.х . 1> 

Вычислнть :кривизну данной 1\ривой: 

6.563. у =  х2 в начале :координат и в точ:ке M(l , 1 ) .  
6 .564. х2 

+ 9у2 = 9 в вершинах эллипса А(З ,  О )  и В(О, 1 ) .  
6.565. х2 - ху + у2 = 1 в точ:ке M(l , 1 ) .  

1 
6.566.  х = t2 , у = t - -t3 при t = 1 . 

3 
1 1 

6 .567. х = 2t2 , у =  3t3 в точ1�е M(l/2 , 1 /3) . 

6.568. r = а ( 1  - cos <р) в любой точ:ке и при <р = 1Г .  

6 .569 .  r2 = а2 s in 2<р при <р = 1Г / 4. 

Найти радиусы :кривизны (в любой точне) данных :кривых : 

х2 у2 
6 .570. а ) у = �; б) а2 - ь2 = 1 .  

6.571.  а ) х213 + у213 = а213 ; б ) х = a cos t ,  у =  b sin t .  
6.572. х = a (t - sin t) ,  у =  а.( 1 - cos t) .  
6.573. а ) r2 = а2 cos 2<р; б) r = а<р. 
6.574* . Вершиной :кривой называется та:кая ее  точ:ка , в ноторой 

:кривизна имеет ма:ксимум или минимум. Найти вершину 1\ривой 
у =  е-х . 

6.575 .  Найти вершину :кривой у =  ln x .  
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Вычислить :координаты центров :кривизны и написать уравне­
ния о:кружностей :кривизны данных :кривых в у:казанных точ:ках : 

аз 
6.576. у =  2 2 в точ:ке М(О, а) .  а + х  
6.577. у =  е-х2 в точ:ке М(О, 1 ) . 
6.578. у =  хех в точ:ке М(-1 ,  - 1/е) . 
6.579. у =  sin x в точ:ке М(1Г/2, 1 ) .  
6.580. х = a ( t  - sin t) , у =  a ( l  - cos t) в точ:ке М(1Га , 2а) .  
Найти эволюты :кривых: 
6.581.  а ) у =  хз ; 6) х2 - у2 = а2 ; в) х2/з + у2/з = а2/З . 

а + Ja2 - у2 
6.582. х = a ln - Ja2 - у2 . у 
6.583. х = 2t, у = t2 - 2. 
5.  Диф фер еIЩИаJIЪные харантеристmш пр остранстве1шых нривых. 

Во всююй неособой точне М(х, у, z ) пространственной нривой r = r(t) 
можно построить три взаимно перпендинулярных вентора : 

dr 
Т = 

dt 
(направляющий веюор касательной) ,  

В =  [ �: , �:�] (направляющий веюор бинормали) ,  

N = [В ,  Т] (направляющий вентор главной нормали) или соответ-
ствующие им основные едини'Чные векторы: . 

N 
v = 

IN I ' 
1юторые можно вычислить танже по формулам: 

dr 
т = ­

ds ' 
dт/ds 

v = 
ldт/ds l ' {3 = [т , v] . 

Трехграннин с вершиной в точне М0 , ребрами ноторого служат насатель­
ная, главная нормаль и бинормаль , называется естественным трех­
гранником (триэдром) пространственной нривой. Гранями его явля­
ются плосности: соприкасающа.яс.я (проходит через венторы Т и N) , 
нормальна.я (проходит через венторы N и В) , спр.ямл.яюща.я (проходит 
через веюоры В и Т) . 

· Уравнения главной нормали имеют вид 
х - хо =" у - Уо 

= 
z - zo 

Nx Ny Nz ' 

где х, у , z - тенущие ноординаты точни главной нормали, Nx , Ny , Nz -

но ординаты вентора N. 
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Уравнения бинормали: 
х - хо = у - Уо = z - zo 

Уравнение соприкасающейся плоскости: 
Д" (х - хо ) + Ву (у - Уо ) + Bz (z - zo ) · = О. 

Уравнение спрямляющей плоскости : 
N,,, (x - хо ) + Ny (Y - Уо ) + Nz (z - zo ) = О. 

П р и м е р  5 .  Найти основные единичные векторы т ,  v и /3 иривой 
х = 1 - sin t ,  у =  cos t ,  z = t в точке М, иоторой соответствует значение 
параметра t = О. Написать уравнения касательной, гJJавной нормаJJи и 
бинормали в этой точие. 
<J Имеем 

r = ( 1 - sin t) i + cos t · j + tk, 
dr . . . k - = - COS t · 1 - SIIl t · J + 
dt ' 

d2r . . . 
dt2 

= SШ t · 1 - COS t · J .  

При t = О получим 
т dr . k = - = -1 + ' dt 

В _ [dr d2r ] 
- dt ' dt2 

j 
-1 о 

о - 1  
j k 

k 
1 = i + k, 
о 

N = [В , Т] = 1 О 1 = -2j .  
- 1  о 1 

Следовательно, 
-i + k т = V'J. ' v = -j , /3 _ i + k 

- V2 . 

Таи иаи при t = О имеем х = 1 , у = 1 , z = О, то: 
х - 1  у - 1  z ---=-! = -0- = l -- уравнения иасательной; 
х - 1 у - 1 z -- = -- = -- -- уравнения главной нормали · 

о 1 о ' 

х - 1  у - 1 z -
1
- = -0- = i - уравнения бинормали. [> 
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Если пространственнаR :криваR задана :ка:к пересечение двух поверх­
ностей { F(x, у, z) = О, 

G(x, у , z) = О , 

dr d2r то удобнее вместо .ве:кторов dt и dt2 рассматривать ве:кторы dr 
= (dx, dy , dz) и d2r = (d2x , d2y ,  d2 z) ,  причем можно считать одну из пе­ременных х ,  у , z независимой и ее второй дифференциал равным нулю. 

П р  и м  е р  6 . Написать уравнениR сопри:касающейся, нормальной и 
спрRмляющей плос:костей иривой 

{ х2 + у2 + z2 = 6 , 
х2 - у2 + z2 = 4 

в ее точ:ке M ( l ,  1 ,  2 ) . 
<J Дифференцируя данные уравнения и считаR х независимой перемен­ной, получим: 

и 

х dx + у dy + z dz = О ,  
х dx - у dy + z dz = О 

dx2 + dy2 + у d2y + dz2 + z d2 z = О ,  
dx2 - dy2 - y d2y + dz2 + z d2 z = О. 

При х = 1 ,  у = 1 ,  z = 2 имеем: 

dy = о, 1 dz = - - dx, d2y = О, 2 

Следовательно, dr = ( dx, О, -� dx) , d2r = (О ,  О ,  - � dx2) . Заме­
ним эти ве:кторы ве:кторами, им :коллинеарными, (2 , О, - 1 ) и (О ,  О, - 1 ) , отиуда 

т = (2 , о, - 1 ) , 
j k j k 

В = 2 о - 1  = 2j , N = о 2 о = 2 (-i - 2k) . 
о о - 1 2 о - 1  

Отсюда находим: 
у - 1 = О - уравнение соприиасающейся плос:кости; 
2х - z = О - уравнение нормальной плосиости; 
х + 2z - 5 = О - уравнение спрRмляющей плос:кости . !> 
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Найти основные единичные веиторы r ,  v ,  /3 и составит.ь урав­
ненин иасательной, главной нормали и бинормали данных ири­
вых : 

6.584. х = et , у = e-t ,  z = t при t = О . 
6.585. х = t - sin t ,  у =  1 - cos t , z = 4 sin � при t = 7Г .  

6 .586 .  х = 2t , у = ln t , z = t2 при t = 1 . 
6.587. у = х ,  z = 2х2 в ТОЧI\е х = 1 . 
6.588. Написать уравненин плосиостей, образующих естествен­

ный трехграннии иривой х = t2 + 1 ,  у = cos t, z = et в точие 
( 1 ,  1 ,  1 ) .  

6.589. Написать уравненин плосиостей, образующих естествен­
ный трехграннии иривой х = t/,/2, у = t/,/2, z = ln sin t при 
t = 7Г /2 .  

6.590. Найти веиторы r ,  v ,  /3 и написать уравненин всех ребер 
и плос1юстей, образующих естественный трехграннии иривой х = 
= (t + 1 ) 2 , у =  t3 , z = Jt2+i в точие ( 1 ,  О ,  1 ) . 

6.591 .  Найти веиторы r ,  v ,  /3 и написать уравненин всех ре­
бер и плосиостей, образующих естественный трехграннии иривой { х2 + у2 + z2 = 14, 

в точие ( 1 ,  2 ,  3) .  х + 2у - z = 2 
Кривизна пространственной иривой определяется аналогично кри­

визне плоской кривой . Если кривая задана уравнением r = r (s) ,  то 

В случае общего параметрического задания кривой имеем 
К = __!_ = 1 [dr / dt , d2r / dt2 J I . 

R l dr/dt l 3  

Кру-чением ( второй кривизной) пространственной кривой в точке 
М называется число 

1 . в и =  - = l1m -
р N--tM дs ' 

....__... где В - угол повар ота бинормали, соответствующий дуге М N. Величина 
р называется радиусом кру-чени.я или радиусом второй кривизны. 

Если r = r(s ) , то 
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df3 где знаи минус берется в том случае, иогда веиторы ds и v имеют оди-

наиовое направление, и знаи плюс - в противоположном случае. 
Если r = r(t) ,  где t - произвольный параметр , то 

(dr / dt) (d2 r / dt2 ) (d3r / dt3 ) С1 = . l (dr/dt, d2r/dt2J l 2 

П р  и м  е р  7. Найти иривизну и иручение иривой х = et cos t , у = 
= et sin t , z = et в любой точие. 
<1 Имеем 

r = (et cos t , et sin t , et ) ,  

�� = (et (cos t - sin t) ,  et (sin t + cos t) ,  et ) ,  

�� = ( -2et sin t , 2et cos t , et ) ,  

�:; = (-2et (sin t + cos t) ,  2et (cos t - sin t) , et ) .  

Отсюда 

[dr d2r ] 
dt ' dt2 

i 
= et ( cos t - sin t) 

-2et sin t 

j k 
et (sin t + cos t) et = 

2et cos t et 

dr d2r d3r 
dt 

. 
dt2 

. 
dt3 = 

Следовательно, 

= e2t (sin t - cos t , - (sin t + cos t) ,  2) , 

et (cos t - sin t) 
-2et sin t 

-2et (sin t + cos t) 

et (sin t + cos t) et 
2et cos t et = 2e3t . 

2et (cos t - sin t) et 

К = e2t J(sin t - cos t) 2 + (siп t + cos t) 2 + 4 = ../2 e-t , 
e3tJ((sin t - cos t) 2 + (sin t + cos t) 2 + l )З 3 

2езt e-t 
ст - - - 1> - e4t ( (sin t - cos t)2 + (sin t + cos t) 2 + 4) - 3 · 

Вычислить иривизну и иручение иривых: 
6.592. х = et ,  у = e-t ,  z = t/2 в любой точие и при t = О .  
6.593. х = t , у = t2 , z = t 3  в любой точие и при t = О . 
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6.594. х = Зt - t3 , у = Зt2 , z = Зt + t3 в любой точне и при 
t = 1 . 

6.595. х = 2t , у =  ln t , z = t2 в любой точне и при t = 1 .  
х2 хз 

6.596. у = 2'  z = З при х = 1 . 

6.597. 2х = у2 , z = х2 в любой точве и при у = 1 .  

6.598* . Дано уравнение движения r = ti + t2j + �t3k. Опреде­

лить усворение w движения, тангенциальную Wт и нормальную 
Wv составляющие усворения в любой момент t и при t = 1 .  

6 .  Компленtные фушщии дейtтвительной пер еменной. Если наждому 
значению действительной переменной t Е D С JR поставлено в соответ­ствие определенное номпленсное число z = х + iy , то z (t) называется: 
комп.л.ексной фу'Н.ки,ией действите.л.ьной перемениой t с областью опре­
деления: D :  

z = z (t) = x(t) + iy (t) . 

Задание номпленсной фующии z = z (t) равносильно заданию двух дей­
ствительных фуннций х = x(t) ,  у =  y(t) ,  или заданию вентор-фующии 
r(t) = (x(t) ,  y (t) ) . 

iI р и м  е р  8 . Построить нривую, заданную уравнением z (t) = eCa+i/З) t , -оо < t < +оо. 
<] Таи нан z (t) = eo:t (cos {Зt + i sin {Зt) ,  то J z (t) i  = eo:t и arg z (t) = {Зt. 
Полагая: <р = {Зt, находим, если {3 =F О , t = � · Следовательно, r = J z (t) i = 

о: - "' = е !З  ( -оо < <р < +оо) , и мы получили уравнение логарифмичесной 
спирали (т . 1 ,  гл. 1, § 3 , п. 5, а танже рис. 11 слева) , если о:{З =F О. При 
о: =  О - онружность r = 1, при {3 = О  - луч <р = О. t> 

Производной номпленсной фуннции z (t) называетс11 номпленсная: 
фуннци11 z' (t) = lim дz� дt) = x' (t) + iy' (t) .  На номпленсные фунн-дt-+О t ции действительной переменной распростран11ютс11 обычные правила 
дифференцировани11 (см. п. 1 § 1 ) . 

П р  и м  е р  9. Доназать , что (е>.1 ) ' = Ле>.t , где Л = о: + i{З - произ­
вольное номпленсное число. 

<] Пусть z (t) = e>.t = eCo:+i/З) t , тогда x(t) = eo:1 cos {Зt и y (t) = 

eo:t sin {Зt. Отсюда находим: 
х' ( t) = o:eo:t cos {Зt - {Зео:t sin {Зt, 
у' ( t) = o:eo:t sin {Зt + {Зео:t cos {Зt. 
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Следовательно, 
z' (t) = x' (t) + iy' (t) = 

= ( o:e"'t cos (Зt - (Зе"'t sin (Зt) + i (  o:e"'t sin (Зt + (3е"'1 cos (Зt) = 

= o:e"'t ( cos /Зt + i sin (Зt) + i(Зe"'t ( cos (Зt + i sin (Зt) = 
= o:e(a+i/3) t + if3e(a-t-i/3) t = (о: + i/З)e (a+i/3)t = Лелt . 1> 

Построить :кривые, заданные уравненинми z = z (t) , и найти 
z' (t) :  

6.599. z = t2 + it , t Е (-оо, +оо) . 
. 1Г 

6.600. z = 1 - i + te1 4 , t Е (-оо, +оо) . 
6.601.  z = 2eit , t Е [О ,  7Г] . 
6.602. z = 3eit + e-it , t Е ( -оо, +оо) . 
6.603. z = (2 + i ) et + (2 - i) e-t ,  t Е ( -оо, +оо) . 
6.604. z = t2 + it4 , t Е (-оо, +оо) .  
6.605. z = t + i - ie-it , t Е [О ,  27Г] . 
6.606. z = aeit ( 1 - it) , а Е IR, t Е (-оо, +оо) . 
6.607* . Известно, что z = z (t) определяет занон движения 

точ1ш на плос:кости. Найти номпоненты снорости и ус:корения по 
направлению :касательной :к :кривой z = z(t) и перпендинулярному 
1� нему . 

6.608* . Точ:ка z пробегает о:кружность ! z l  = R с постоннной 
угловой с:коростью, равной единице. Найти ве:ктор с:корости точ:ки 
w, движущейсн вместе с z по за:кону w = f (z) . 

d Пусть D = dt - оператор дифференцирования , т .  е. Dz(t) = z' (t) . 
Линейный дифференциальный оператор с постоnнными ноэффициен­
тами p(D) = anDn + . . .  + a1D + а0 определяется следующим образом: 

p(D)z (t) = aпz (n) (t) + . . .  + a1 z' (t) + aoz (t) . 

6.609* . До:казать следующие свойства линейного дифференци­
ального оператора с постоннными :коэффициентами: 

а ) p(D)eлt = р(Л) елt ;  " 
б) p(D) (e>-tz (t) ) = e>-tp(D + Л)z( t) ,  где z (t) - произвольнан 

:компле:кснозначная фун:кция, п раз дифференцируемая при любом 
t Е (-оо, +оо) .  

Длн заданных фун:кций вычислить у:казанные линейные :ком­
бинации производных: 

6.610. x" (t) + 3x' (t) + x(t) ,  если x (t) = te-t cos t . 
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<J Заметим, что x(t) = Re (te(- I+i) t) ) .  Поэтому x" (t) + Зх' (t) + x(t) = 
= (D2 + ЗD + l )x (t) = Re (D2 + ЗD + l ) te( - l+i) t . Используя результат 
задачи 6 .6096) , находим: 

(D2 + ЗD + l ) te(- l+i) t = e( - I+i) t ( (D + i - 1 )2 + З(D + i - 1 ) + l ) i = 

= e(- 1+ iJ t (D2 + 2 (i - 1 )D + (i - 1)2 + ЗD + З(i - 1 ) + l ) t  = 
= e(- I+i) t (D2 + ( 1 + 2i)D + (-2 + i) ) t  = e(- I+i) t ( ( 1 - 2t) + i (2 + t) ) = 

= e-t ( ( ( 1 - 2t) cos t - (2 + t) sin t) + i ( ( 1 - 2t) sin t + (2 + t) cos t ) ) . 

Отсюда получаем: 
х" (t) + Зх' (t) + x(t) = Re (D2 + ЗD + l ) te(- l+i) t = 

= e-t ( ( l - 2t) cos t - (2 + t ) sin t) . [> 

6.611 .  x"' (t) + 46x (t) ; x (t) = e2t cos Зt . 
6.612* . x" (t) - x' (t) + (5/4)x (t) ;  x (t) = et/2 sin t . 
6.613 .  х" (t) + 2х' (t) + 2x (t) ;  x (t) = et sin 2t + e-t cos t .  
6.614. x"' (t) - x (t) ;  x (t) = t3 sin t . 
6.615 .  x" (t) - 2x' (t) + 5x(t) ; x (t) = et sin 2tJi+t2. 
6.616. ( 1 /2)х" ( t) - х' ( t ) + х( t) ; х( t) = ( 1 + t2 ) et cos t .  



Г л а в а  7 
ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 

ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

§ 1. Основные ме.тоды вычислешш 
не опр еделенноrо интеграла 

1. Первообразная и неопределе1mый интеграл. Функция F(x) назы­
вается первообразной функции f (x) , заданной на некотором множестве 
Х, если F' (x) = f (x) для всех х Е Х. Если F(x) - первообразная 
функции f (x) , то Ф (х) является первообразной той же функции в том 
и только в том случае, когда Ф (х) = F(x) + С, где С - некоторая по­
стоянная. Совокупность всех первообразных функции f (x) называется 
неопределенным интегралом от этой функции и обозначается символом 
/ f (x) dx . Таким образом, по определению 

j f (x) dx = {F(x) + С} ,  ( 1 ) 

где F(x) - одна из первообразных функции f (x) , а постоянная С при­
нимает действительные значения. 

В силу установившейся традиции равенство ( 1 ) записывается без явного обозначения множества справа, т . е. в виде 

/ f (x) dx = F(x) + С, 

при этом С называют произвольной постоянной . 
С в о й с т в а  н е о п р е д е л е н н о г о  и н т е г р а л а : 
1 . (/ f (x) dx) 1 = f(x) . 

2. / f' (x) dx = f (x) + С. 

3. j af(x) dx = а  j f(x) dx , а /; О . 

4. j (f1 (x) + f2 (x) ) dx = j f1 (x) dx + j f2 (x) dx . 
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Т а б л и ц а  о с н о в н ы х  н е о п р е д е л е н н ы х  и н т е г р а л о в : ! xn+I 1 .  xn dx = -- + С  (п # - 1) . n + l  
2 . J d: = ln J x J  + С. 

3 .  J ах dx = ах + С  (а > О, а #  1) ; J ех dx = ех + С. ln a 
4. j sin x dx = - cos x + С. 

5 . j cos x dx = sin x + С. 

6. j d� = tg x + C. cos х 

7. j .
d� = - ctg x + C. 

Slll Х 

8 . j s:x = ln l tg � 1  + С = ln J cosec x - ctg x J + С. 

9 . j с::х = ln l tg (� + �) l + C = ln J tg x + sec x J + C. ! dx 1 х 10 . 2 2 = - arctg - + С  (а # О) . х + а  а а 

1 1 .  ! 2 
dx 

2 = 2
1 ln 1 х + а 1 + С  (а # О) . а - х а х - а  

12 . j ./ dx = arcsin .:_ + С, Jx J  < J a J .  
а2 - х2 а 

13 . j ./ dx = ln Jx  + Jx2 - a2 J + С, Jx J  > J a J  > О. 
х2 - а2 

14 . J .j dx = ln (х + J х2 + а2 ) + С  (а # О) . 
х2 + а2 

15 . j sh x dx = ch x + С. 

16 . j ch x dx = sh x + С. 

1 7 . ! d: = th х + с. 
ch х 

18 . j d: = - cth x + C. 
sh х 
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Найти первообразные следующих фующий: 

7.1 .  2х7 . 
х3 + 5х2 - 1 7.4. ---­х 1 7.7. -;:=== 
v'a + Ьх 1 7· 10· cos2 4х · 

7.2. 4� 

7 5  (JX + l) з . . xJX 
7.8. е2-Зх . 

х3 + 1 7.11 . -- . х - 1 

3 5 7.3. - + 2 · х х 
7 2 . 2 х .6 . 1 - SШ 2 · 

1 7.9. зr.:-;; · 
у 5Х 

7.12 . 1 - 8 sin2 2х cos2 2х. 
( 2 х . х х . 2 х ) 2 • 7. 13 . cos - + 2 sш - cos - - sш - . . 2 2 2 2 

7.14. cos (а + х) cos (а - х) + sin (а + х) sin (а - х ) . 
Отыс.кание неопределенного интеграла с помощью таблицы основ­

ных интегралов и тождественных преобразований называют непосред­
ственным интегрированием. 

! dx П р и м е р  1 . Вычислить 2 4 . х - х  
<1 ! dx _ ! dx _ ! 1 - х2 + х2 dx _ 

х2 - х4 - х2 ( 1 - х2 ) - х2 ( 1 - х2 ) -

= ! dx + ! � = _ .!. + � ln 1 1 + х 1 + С. [> х2 1 - х2 х 2 1 - х 

Использун таблицу основных интегралов, найти следующие 
интегралы: 

7.15. J (зх2 + 2х + ;) dx . 

7.1 7. / JrnX dx. 

/ ( 1 х + 1 ) 7.19. 
� 

- Vx3 dx. 

1 х3 + 2 . 
7.21 .  -x- dx. 

7.23. 1 2х ( 1 + Зх2 · гх) dx . 

/ 2х + з  7.16. � dx. 

7.18. / � · 

1.20. J (va-;;f)2 dx . 

7.22. / 2хех dx . 

7.24. / (2х + 3 cos х) dx . 
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7.25. . 2 dx . 

SШ Х ! cos 2x 
7.27. 

2 . 2 dx .  
cos х sш х 

. ! 3 - 2 ctg2 х 
7.26. 

· 2 dx. cos х 

7.28. / sin2 � dx .  

7.29* . а ) / tg2 х dx ; б) / th2 х dx . 

! dx 
7.30. 2 . 

cos 2х + sin х 
7.31 .  / (arcsin x + arccos х )  dx . 

7.32. / (sin � - cos �) 2 dx . 

7.34. / �
2 · 5 - х 

/ Ы-=3- Ы+з 
7.36. г:т---n dx . 

v x4 - 9 
7.38. / (х + а) (х + Ь) dx . 

7 
! cos2 х + 3 cos х - 2 d .40. 2 х .  cos х 

! dx 
7.33. -2-- · х + 4 ! dx 
7.35. � ·  

v 3 - x2 ! ( 1 + х)2 
7.37. 

( 2 ) 
dx . х 1 + х  

7.39. / (а 113 + х113 ) 3 dx . 

7.41 . а ) / ctg2 х dx ; б) / cth2 х dx .  

! dx ! х2 - 9 7.42. � · 7.43. -2-- dx .  
v x2 - 7 х - 8 

2. Метод замены переменной. Существуют следующие два варианта 
этого метода . 

а) М е т о д п о д в е д е н и FI  п о д  з н а R  д и ф ф е р е н ц и а л а . Пусть 
требуетсFI вычислить интеграл J f(x) dx . Предположим, что существуют 
дифференцируемаFI фунRциFI и =  ip(x) и фунRциFI g(u) таRие , что подын­
тегральное выражение f(x) dx может быть записано в виде 

f (x) dx = g (ip(x) ) ip' (x) dx = g (u) du 
(уназанное преобразование называетсFI подведением и = ip(x) под знан 
дифференциала) . Тогда 

J f(x) dx = j g (ip(x) ) ip' (x) dx = J g(u) dи l , 
и=<р(х ) 
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т . е . вычисление интеграла J f(x) dx сводится к вычислению интеграла 

J g(u) du (который может оказаться проще исходного) и последующей 
подстановке и =  <р(х) . 

П р  и м  е р  2 . Вычислить интеграл J sin3 х cos х dx . 

j sin3 x cos x dx = j sin3 x d(sin x) = 

= и3 du = - + С = -- + С. [> 
! и4 1 · sin4 х 4 и=sin x 4 

! 2х + 1 П р и м е р  3 . Вычислить интеграл 2 3 dx .  х + х -
<J Имеем: 

! 2х + 1 dx = ! d(x2 + х - 3) = ! du = •х2 + х - 3 х2 + х - 3 и 

= ln lи l  l и=х2+х-З +С = ln l x2 + х - 3 / + С. [> 

Операция подведения функции <р(х) под знак дифференциала экви­
валентна замене переменной х на новую переменную и =  <р(х) . 

! dx П р  и м  е р  4. Вычислить интеграл V · 
3 (3х + 1 ) 2 

<J Произведем замену переменной по формуле 
и =  3х + 1 . 

Тогда du = 3 dx, т . е . 

и 

1 dx = - du 3 

J -r=
d
=
x
== = � j -du_ = и1/з J +С = {/3х + 1 + С. {/(3х + 1 )2 3 u2/3 и=Зх+l 

Выполненное преобразование э�шивалентно подведению под знак диффе­
ренциала функции и = 3х + 1 . [> 
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Вычислить интегралы с помощью подходящей замены: 

7.44. J Jз + x dx . 7.45. J(3 - 4 sin x ) 1 13 cos x dx . 
7.46. / ch x sh x dx . 

. 7.48. /4. x ln х 
7.50. dx . / sec2 х 

а - b tg x  
7.52. J ctg х dx . 
7.54. J cos (ах + Ь) dx . 
7.56. / sinvx . �-

!. dx 7.58. sh2 Зх . 
7.60. / х · 5-х2 dx . 
7.62. / е-ах2 dx . 1 + е- ах 
7.64. / J 

dx . 9х2 - 1  !. x3 dx 7.66. хВ + 1 · 
7.68. 2 

х 2 . !. d 
а + Ь х 

. 7.70. / ch2 x sh x dx . 
7.72. / tg х dx . 

/ а1/х 7.74. �dx. 

/ sec2 х 7.47. -4- dx. tg х 
7.49. / �ь . а + х 
7 / cos (x/J2) d · . 51 . Гс\ х . 2 - 3 sin (x/v 2) 
7.53. J 34х dx . 
7.55. / sin (ln x) d: .  
7.57. / dx 

) 
. 

cos (х - 7r/4 
7.59. ;· � dx . х2 - 1 
7.61 . / 1 �:х2 . 
7.63. / J 

dx . 5 - Зх2 
.65. . 7 / sin x dx 

v1cos2 х + 4 
7.67. /� · х4 + 1 

/ sin ax 7.69. 3 dx . cos ах 
7.71. / (7  �хех) 2 dx . 
7.73. / cth 4x dx . 
7.75. / 2 x dx . ch (х2 + 1 )  
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7.76. J �х 
(а - Ь)х - (а + Ь) 

7.77. ! 4х�: 7 · 

! x2 dx 7.79. � · v x6 + 1  

(О < Ь < а) .  

! x dx 7.78. 4х2 + 7 · 

! ах 7.80. 
J dx . 

а2х - 1 
Применяя различные приемы, найти неопределенные 

гр алы. 

* ! х - 1  
d 7.81 . 

(х + 2) 2 х .  

! х2 - 2х + 3 7.83. 2 dx . 
х - 4  

! хз 7.85. 
9 _ 4х8 dx . 

7.87. J х3 {/5х4 - 3 dx . 

! х2 7.82. --2 dx . 3 + х 

! x dx 7.84. 2 4 ь2 . а х -

! х4 + 1  7.86. 5 8 dx . х + 5х -

7.88. 3 - . / ( х ) dx 
Jx2 + 1  Jx2 + 1  

ин те-

! х + 1 ! а2 + Ja2 + Ь2х2 7.89. 
J dx. 7.90. 2 ь2 2 dx . 

1 - 4.-z:2 а + х 

J dx J х з� 7.91 . lf(i,X .  7.92. е v 4 + ex dx . 

! ех ! dx 7.93. J dx . 7.94* . -- . 
е2х + 4 2х + 1 

! earcsin x + Х + 1 7.95. г;---<) dx. 
v l - х2 

7.97. J Jз - ch x sh x dx .  

7.99. J dx . ' xV1 - 4 ln2 x 
7. 101 * . J cos2 х dx . 

7.103. f (sin ax + cos ax)2 dx . 

! хеVхЧ 
7.96. bl-=I dx. 

х2 - 1  

7.98. J �х . 
xv1 - 4 ln x 

7.100* . J sin2 х dx . 

7.102. J dx /2 . 
sin (х/ 2) 

7.104. J х
(
2 

З ) dx. 
cos х 
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7.105 . ! ( 1 + cos 2х)з 
dx . cos 2x ! sin 2x 7. 107. J dx . 

cos4 х + 3 

! d.x 
7.109. r;; . . ctg v Зх 

7.111 . J tg2 (ах +  Ь) dx . 

7. 1 13. J esec x tg х sec х dx. 

! sin 2x 7.106. 
J 

dx. 
3 - cos2 х 

7 
"' 

! dx . 108 . . . sш x cos x 

7.110. J th ax dx . 

7.112 . J х2 ctg2 (х3 - 3) dx . 

б) М е т о д  п о д  с т  а н  о в .к и . Пусть требуется вычислить интеграл 
j f(x) dx , где фун.кция f(x) определена на не.котором множестве Х. Вве­
дем новую переменную и формулой 

х = ср(х) : И -+ Х, 

где фун.кция ср(и) дифференцируема на не.котор_ом множестве И и осу­
ществляет взаимно однозначное отображение И на Х ,  т . е . имеет об­ратную 

и =  ср- 1 (х) : Х -+  И. 
Подставив х = ср(и) в исходное подынтегральное выражение, получаем 

f (х ) dx = f (ер( и) ) ер' (и) du = g(u) du . 

Далее, справедливо равенство 

f f (x) dx = J f (ср(и) ) ср' (и) du l и=ip- l (x) = J g(u) du lи=ip- i x '  

т . е .  вычисление интеграла f f(x) dx сводится .к вычислению интеграла 
j g (u) du (.который может о.казаться проще исходного) и последующей 
подстанов.ке и =  ср-1 (х) . 

П р и м е р  5 . Вычислить интеграл J 1 + .jx dx . 1 +  х 
<J В рассматриваемом случае область определения подынтегральной 
фун.кции Х = [О , +оо) . Произведем подстанов.ку 

х = ср (и) = и2 , и Е [О , +оо) . 
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Тогда dx = 2и dи , и =  <р-1 (х) = ,/Х, от:куда 

! / + Jx dx = 2 f из + lи dи = 2 /(и2 - и +  2) dи - 4 f � = . + х . и +  и + 1 

= 2 (�из - �и2 + 2и ) - 4 ln (u + 1) + C l и=vx= 

= 2 (�хз/2 - �х + 2x1 l2) - 4 ln (vx + 1 ) + С. 1> 

Применяя у:казанные подстанов:ки, найти интегралы: 

7. 1 14. / h' х = ( 1 - t2 ) 1/3 . 
Х 1 - х3 

7.115 . / �' х = � -
х 4 - х2 t 

/ dx 2 7.1 16. Г:: ' х = t . x + vx 
! е2х 7.117. --dx, х = ln t . еХ + 1 

Применяя подходящие подстанов:ки, найти интегралы: 

7.118 . J x(5x - 1) 19 dx . 7.119 . J Ь dx. 1 - еХ 

7.120. J �2+ 1 dx . 7.121 . J (З :. х) ?  dx . 
7.122. ! �- 7.123. ! �-

3 + ех х х2 + 1 
3. Метод Шiтегрирования по частям. Если u(x) и v (x) - дифферен­

цируемые фующии, то справедлива следующая формула интегрированин 
по частям: 

J u(x)v' (х) dx = u(x )v (x) - J v(x )и' (х) dx , 

или в :крат:кой записи 
f и dv = иv � f v du . (2) 

Эта формула используетсн в тех случанх , :когда подынтегральное выра­жение f (x) dx можно та:к представить в виде и dv , что стонщий в правой 
части (2) интеграл при надлежащем выборе выражений и и dv может 
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о:казаться проще исходного интеграла . При этом за и удобно принимать 
множитель , :который упрощается при дифференцировании. Например , 
если под зна:ком интеграла стоит произведение многочлена на тригоно­
метричес:кую или поназательную фун:кцию, то :к и следует отнести мно­
гочлен, а оставшееся выражение - :к dv . При этом формула (2) может 
применяться неодно:кратно. 

П р и м е р  6 . Найти / х2 cos x dx . 

<J Полагаем и =  х2 и dv = cos х dx. Тогда du = 2х dx и v = / cos x dx = 
= sin x (постоянную С здесь полагаем равной нулю, т . е . в :качестве v 
берем одну из первообразных) . По формуле (2) имеем 

/ х2 cos х dx = х2 sin х - / 2х sin х dx. 

1\ стоящему справа интегралу снова применяем формулу интегрирования 
по частям, причем :к и снова относим многочлен ( т. е. 2х) . Имеем: и = 
= 2х , dv = sin х dx. Отсюда 

du = 2 dx и v = / sin x dx = - cos x . 

Применяя формулу (2) , получаем о:кончательно: 

/. х2 cos х dx = х2 sin х - ( -2х cos х - / ( - cos х) 2 dx) 
= х2 sin x + 2x cos x - 2 sin x + С. 1> 

Если подынтегральная фун:кция содержит сомножителем логариф­
мичес:кую или обратную тригонометричес:кую фующии, то их следует 
принимать за и, тан :ка:к в результате дифференцирования эти фун:кции 
упрощаются. 

П р и м е р  7. Найти f in x dx . 
<J Полагаем и = l n х , dv = dx. Тогда du = d: и v = / dx = х . Подста­
вив в формулу (2) , находим 

/ ln х dx = х ln х - J х �х = х ln х - х + С. 1> 

Иногда после двунратного применения формулы интегрирования по частям приходим в правой части н выражению, содержащему исходный 
интегра.'1 , т. е. получаем уравнение с исномым интегралом в начестве 
неизве стного. 



§ 1 . Основные методы вычисления неопределенного интеграла 125 

П р и м е р  8. Найти ! eax sin bx dx . 
1 

<J Полагаем и = еах , dv = sin Ьх dx. Тогда du = аеах dx, v = - - cos Ьх. ь Подставив в (2) ,  имеем ! 
еах sin Ьх dx = - �еах cos Ьх + � ! еах cos Ьх dx. 

Теперь полагаем и = еах , dv = cos Ьх dx. Тогда du = аеах dx, v = 
1 . ь = ь sш х и 

J еах sin Ьх dx = - �еах cos Ьх + � ( е:х 
sin Ьх - � J еах sin Ьх dx) . 

В итоге получено уравнение относительно неизвестного интеграла 
J еах sin Ьх dx. Решая это уравнение, находим 

или 

( а2 ) ! ах . Ь d _ ax a sin bx - b cos bx С 1 + 
Ь2 е SШ Х Х - е Ь2 

+ 1 , 

! ах . Ь d _ eax (a sin bx - b cos bx) С 
е SШ Х Х -

а2 + Ь2 
+ . 1> 

Применнн формулу интегрированин по частнм,  найти инте-
гралы: 

7.124. / arccos х dx . 7.125. / х cos х dx . 

7.126. / х ln x dx . 7.127. / 1� dx. 

7.128. J(x2 - x +1 ) 1n x dx . 7.129. / x2 sin x dx . 
7.130. / х2е-х dx . 7.131. / х3ех dx . 

7.132* . / х3е_:х2 dx. 

7.134. / x arctg x dx. 

7.136. / е.ах �os Ьх dx . 

! ln2 x 7.133. 7dx. 

! x sin x 7.135. --3- dx. cos х 

7.137. ! earccos x dx . 
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7.138. / ln (х + J1+;2") dx . 
7.140. / х3х dx . 

7.139. / x3 In x dx . 
7. 141. / (х2 - 2х + 3) cos х dx . 
7.143. / cos (ln x) dx . / x dx 7.142. --2- · cos х 

Примеюш различные методы, найти интегралы: 

7.144* . / eVx dx . 7.145. / x(arctg х)2 dx . 
/ arcsin x 7.146. х2 dx . 
/ cos2 х 7.148. -- dx . еХ 

7.147. / х ctg2 х dx . 
/ х2 7.149* . (х2 + l ) 2 dx . 

7.150** . Вывести рекуррентную формулу для интеграла In = 
= / (х2 �

x
a2 )n . Найти !2 и /3 . 

Найти интегралы: 

7. 151 * * . / Jx2 + a dx . 
7.153. / x arcsin x dx . 
7.155 . / х2 arctg х dx . 
7.157* . / J а2 - х2 dx . 

7.152** . / 
J 

х2 dx . а2 - х2 / ln (ln x) 7.154. х dx . 
7 / arcsin JX d . 156. гг---= х .  v l - x  

§ 2 . Интегрирование основных 1шассов 
злементарных функций 

1 .  Интегрир овmше рациональных др обей. Интегрирование произ-
Рm (х) Ьmxm + . . .  + Ь1 х + Ьо вольной рациональной дроби -Q ( ) 

= с действи-
n х anxn + . . .  + а1 Х + ао тельными коэффициентами в общем случае производитсн следующим 

образом. 
Pm (x) Если т � п, т . е . исходнан дробь Qn (x) неправильна.я, то следует 

предварительно выделить в этой дроби целую 'Часть, т. е: представить 
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ее в виде 
( 1 ) 

где Mm-n (x) и Rr (x) - многочлены степеней т - n � О и 1· соответ-
Rr (х) ственно, причем r < n,  т . е . дробь Qn(x) правильна.я. 
Pm (x) Вьщеление целой части в дроби Qn(x) производитсн делением чи-слителн на знаменатедь «угошюм» . 

П р  и м  е р  1 .  Выделить целую часть дроби 
Pm (x) (х2 + 1) 3 
Qn (x) - х(х2 - 2х + 1) · 

<] Дробь неправильнан, таи иаи т = 6 > n = 3. Длн выделенин целой части записываем числитель и знаменатель в ианоничесиом виде: 
(х2 + 1 )3 = х6 + 3х4 + Зх2 + 1 ,  
х(х2 - 2х + 1) = х3 - 2х2 + х ,  

и далее, выполннн деление «уголиом» первого многочлена н а  второй, 
получаем в частном х3 + 2х2 + бх + 10, а в остатие 17х2 - 10х + 1 . 
Следовательно, 

(х2 + 1) 3 3 2 17x2 - 10x + l 
х(х2 - 2х + 1 ) = х + 2х + бх + lO + х3 - 2х2 + х ' 

и вьщеление целой части заиончено. 1> 
Rаи поиазывает формула ( 1 ) , операцин выделенин целой части сводит 

интегрирование произвольной рациональной дроби и интегрированию 
многочлена и правильной рациональной дроби. 

Длн того чтобы проинтегрировать правильную рациональную дробь 
Pm(x) . 
Qn (x) , т < n,  следует предварительно разложить ее в сумму тан на-
зываемых простейши'х дробей. Это разложение осуществлнстсн следую-
щим образом. Пусть знаменатель Qn (x) = anxn + . . . + а1х + ао имеет действительные иорни а1 , . . . , а1 нратностей s1 ,  . . .  , s1 и иомплеI:сно-
сопрнженные пары корней /31 , {31 , . . . , f3k , "jjk иратностей t 1 , . . .  , tk соот­
ветственно (s1 + . . .  +s1 +2t1 + . . .  +2tk = n) , т. е . справедливо разложение 

где 
х2 + р"х + q" о:-: (х - (3" ) (:r - "jj" ) ,  1 1  = 1 , . . .  , k .  
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г ,  Pm (x) 
I огда разJiожение дроби 

Qп (х) 
в сумму простейших имеет вид 

Коэффициенты А)Л , вjЛ и сjЛ в этом разложении определяются пу­
тем приравнивания 11оэффициентов при одинаиовых степенях х у мно­
гочлена Pm (x) и многочлена , 11оторый получается в числителе правой 
части (2) после приведения ее 11 общему знаменателю (метод неопреде­
ленных 11оэффициснтов) . Можно та11же определять эти 11оэффициенты, 
полагая в равенстве (2) или ему энвивалентном х равным подходяще по­
добранным числам (в первую очередь значениям действительных иорней 
знаменателя Q11 (x ) ) .  

( х  + 2) 2 П р и м  е р  2 . Дробь 
( ) 2 

разложить в сумму простейших . х х - 1  
<J Исномое разложение имеет вид 

(х + 2 ) 2 А В С ---- = - + -- + ---
х(х - 1 ) 2  х х - 1 (х - 1 ) 2 

Приводя правую часть 11 общему знаменателю, получаем тождественное 
равенство 

х2 + 4х + 4 = А(х - 1 )2 + Вх(х - 1 )  + Сх. (3) 

Приравнивание 11оэффициентов при одинановых степенях х дает систему 
уравнений: 

A + B = l ,  -2А - В + С = 4, А = 4, 
отнуда получаем А =  4, В = -3,  С =  9. Следовательно , исномое разло-
111ение имеет вид: 

х2 + 4х + 4 4 3 9 
----- - - - -- + ---
х(х - 1 ) 2  - х х - 1 (х - 1 ) 2 · 

Можно опредеJiить ноэффициенты А, В ,  С другим способом, полагая 
последовательно в тождестве (3) х = О , х = 1 и, например , х = - 1 : при 
х = О находим А = 4 , при х = 1 получаем С = 9 , а при х = - 1 имеем 
4А + 2В - С = 1, т. е . В = -3 .  
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При решении этого примера лучше всего было бы номбинировать оба 
способа , т. е . найти А = 4 при х = О, С =  9 при х = 1 , а В определить 
из равенства ноэффициентов при х2 в (3) , т. е. из равенства А+В = 1 . 1> 

Формула (2) поназывает , что интегрирование произвольной рацио­нальной дроби сводитсн н интегрированию простейших дробей следую­
щих четырех типов : 

1 ) А 1 �dx = A ln jx - aj + C. х - а  х - а  ' 

2) А ! А А 1 
(х - a)k (k = 2, 3, . . .  ) . (х - a)k dx = - k - 1 (х - a)k- 1 + С. 

Ах + ь 2 3) 2 ' р - 4q < о .  х + рх + q 
Метод интегрированин дробей этого типа рассмотрим на примере . 
П р и м е р  3 . Найти J 2 

х - 1 dx . х + х + 1 
<J В рассматриваемом случае диснриминант нвадратного трехчлена , сто-
нщего в знаменателе, отрицателен : р2 - 4q = 1 - 4 = -3 < О, т. е. имеем 
дробь третьего типа. Таи нан (х2 + х + 1) 1 = 2х + 1 , то числитель дроби 
преобразуем следующим образом: 

1 3 1 2 1 3 х - 1 = - (2х + 1) - - = - (х + х + 1 ) - -2 2 2 2 
(это преобразование называетсн выделением в числителе производной 
нвадратного трехчлена , стонщего в знаменателе) . Поэтому 
! х - 1 dx = � ! (х2 + х + 1) ' dx _ � ! dx = х2 + х + 1 2 х2 + х + 1 2 х2 + х + 1 

1 3 j dx = - ln (x2 + x + l) - -2 2 1 . 2 х + х +  
Оставшийсн интеграл находитсн выделением полного нвадрата в нва­
дратном трехчлене: 
1 dx ! dx 4 1 dx 
. х2 + х + 1 = (х + 1/2)2 + 3/4 = 3 1 + (2 (х + 1/2 )/J3) 2 

= 

= _3_ ! d (2 (x + 1/2)/JЗ) = _3_ arctg 2х + 1 + С. 
J3 1 + (2 (х + 1/2)/J3) 2 J3 J3 

В результате заданный интеграл равен 
! х - 1  1 r;; 2х + 1  

х2 + х + 1 dx = 2 ln (х2 + х + 1 ) - v 3 arctg vГз + С. 1> 
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Ах + В 2 4) ( 2 ) k '  р - 4q < о , k = 2 , 3, . . .  х + px + q  
Метод интегрирования дробей этого типа рассмотрим та:кжс на при­

мере . 

! х + 2  П р и м е р  4 . Найти (х2 + 2х + 3) 2 dx . 
<J Здесь р2 - 4q = 4 - 12 = -8 < О , т. е . имеем простейшую дробь че­
твертого типа . Сначала выделяем в числителе производную :квадратного 
трехчлена : ! х + 2 dx = ! ( 1 /2) (х2 + 2х + 3)' + 1 dx = (х2 + 2х + 3)2 (х2 + 2х + 3)2 

1 ! dx = - 2(х2 + 2х + 3) + (х2 + 2х + 3)2 · 
Для вычисления оставшегося интеграла предварительно приведем 

его н стандартному виду , выделяя полный :квадрат в :квадратном трех­члене: 

! dx j d.?; 1 ! dx 
(х2 + 2х + 3)2 = ( (х + 1) 2 + 2) 2 

= 4 ( 1 + ( (х + 1) /J2)2 ) 2 
= 

1 ! d ( ( х + 1 ) / J2) 1 ! du 1 
= 2J2 ( 1 + ( (х + 1 ) /J2)2 ) 2 

= 2J2 (1 + и2 )2 11= (x+1 ) /v'2
. 

Далее используем метод интегрирования по частям: 
! du ! 1 + 

и2 - и2 ! du ;· и2 du 
(1 + u2 ) 2 = ( 1 + u2 ) 2 du = 1 + u2 - ( 1 + u2 ) 2 = 

= arctg u + - u d -- = arctg u + ----1 1 ( 1 ) 1 и 
2 1 + и2 2 1 + и2 

1 1 ( и ) - - arctg u + С =  - arctg u + --2 + С. 2 2 1 + и  
Онончательно получаем: 

! х + 2  d _ 1 
(х2 + 2х + 3) 2 х - - 2(х2 + 2х + 3) + 

1 х + 1  1 х + 1 + -г,:;, arctg Гn + -4 2 2 3 + С. !> 4v 2 v 2 х + х + 

В общем случае k > 2 рассмотренный в примере 4 прием позволнст 
свести вычисление интеграла J (1 + u2 ) -k du и вычислению интеграла 
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J ( 1 + u2) -k+l  du , т . е . дает ремуррентный метод вычисленин интегра­
лов этого типа. 

Проиллюстрируем метод интегрированин рациональных дробей в це­
лом на следующем примере. 

П р и м е р 5 . Найти J x (x2
d: l ) 2 . 

1 <J Дробь 
х(х2 + l ) 2 

правильнан , ее разложение в сумму простейших 
дробей имеет вид 

Имеем 

1 А Вх + С  Dx + Е ---- = - + + . 
х (х2 + 1 ) 2 х х2 + 1 (х2 + 1 ) 2 

1 = А(х2 + 1 )2 + Вх2 (х2 + 1 )  + Сх(х2 + 1 )  + Dx2 + Ех. 

Полаган х = О ,  находим А = 1 .  Приравнивая Rоэффициенты при оди­
намовых степенях х, получаем О = А + В ,  О = С, О = 2А + В + D , 
О =  С + Е, т . е . 

В =  - 1 ,  С =  О, D = - 1  и Е = О . 

Следовательно, 

/ x(x2
d
: 1 ) 2 = / (; -

х2: 1 - (х2 : 1 ) 2 ) dx = 

1 2 1 
= ln ! х !  - 2 in (х + 1 )  + 2 (х2 + l ) 

+ С. 

1 Заметим, что разложение дроби 
( 2 ) 2 

на простейшие можно по-
х х + 1  

лучить и не применяя метода неопределенных Rоэффициентов, а именно: 
1 

х (х2 + 1 ) 2 
( 1  + х2 ) - х2 1 х 
х (х2 + 1 ) 2 х (х2 + 1 )  (х2 + 1 ) 2 _ ( 1  + х2 ) - х2 _ х 1 х х 

- х (х2 + 1 )  (х2 + 1 ) 2 
= -;;; - х2 + 1 - (х2 + 1 ) 2 • t> 

Найти интегралы: 1 dx 7.158. х2 + 4х - 5 . 1 x dx 7.160. 2 5 4
· 

х - х +  

1 dx 7. 159. 2х2 - 4х + 5 . 1 x dx 7.161 . 2 3 3 . 
х - х +  
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! dx 7.162. 2 . х - бх 

! x dx 7. 164. 4 2 . х + бх + 13 

! dx 7.166. ( ) (  ) " . х - 3  х + 4  

! х3 + 2  7.168 . 3 dx . х - 4х 

7.163 . ! 2 
4х 

2
- 3 

6 dx . х - х +  

! 3x dx 7.165. 32х - 4 . 3х + 3 . 

! '2х2 - 1  7.167. х3 - 5х2 + бх 
dx . 

! х4 + 3х3 + 3х2 - 5 7.169. , х3 + 3х2 + 3х + 1 dx . 

! 3х2 + 2х - 1  7. 170. 
( ) 2 ( ) 

dx . х - 1  х + 2  ! 2х - 5  7.171. 
( 2 ) 3 

dx . х - 5х + 4 

! dx 7.172. 
( 2 )

" х х + 2  

* ! (х - 1 ) dx 7.174 . 
(х2 + 1 ) 3 . 

! dx 7.176. 
(х - а) (х - Ь) " 

! dx 7.178 . х3 + в · ! х4 + 1  7.180. -4-- dx. х - 1 

7.173. f-4
dx 

. х + 1 

7 7 * ! x dx . 1  5 . 
( 2 2 . (х - 1 )  х + х + 1 ) 1 

х2 - х  + 4 7.177. 
(х + l ) (x - 2) (х - 3) dx . 

1 5х - 13  7. 179 . 
(х2 - 5х + 6) 2 dx . 

! dx 7.181 . 4 2 . х + 2х + 1 
Найти интегралы, не применяя метода неопределенных ноэф­

фициентов : 

7.182* . j 4 
dx 

2 2 . х + а х 

! dx 7.184. 4 2 . х - 4х + 3 

! dx 7.186. 
7 

5 . х + х  

! х2 - х 7.188. 
(х + l ) 9 dx. 

7 * ! dx . 183 . 4 4 . 
х - а  

* ! dx 7.185 . 
х(хб + 1 ) 2 . 

7.187* . ! (х4 + 1��х4 - 2) 
dx . , 

! х5 + х2 7.189 . . х9 + х3 _ 2 d
x . 

2. Интегрирование тршонометричесиих и rШ1ербоJП1Чесиих фунв­

ций. а ) Интегралы вида / sinm х cosn х dx . 
Если хотн бы одно из чисел m или п - нечетное положительное целое 

число ,  то, отделяя от нечетной степени один сомножитель и выражан с 
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помощью формулы sin2 х + cos2 х = 1 оставшуюсн четную степень через 
дополнительную фун.кцию, приходим и табличному интегралу . ! sin3 х П р и м е р  6. Найти 4г,:::;;-;:;, dx . vcos x 
<J Имеем: 

! sin3 х J 
sin2 х . J 

1 - cos2 х 
4г,:::;;-;:;, dx = 4г,::;::;;-::: sш х dx = - 4г,:::;;-;:;, d cos х = v cos х v cos х v cos х 

! d cos x ! cos2 х 1 

4 4г--:J 4 4� 
= - --- + --- d cos x = - - v cos3 х + -vcos1 1 х + С. !> � � 3 . 1 1  
Если же т и п - четные неотрицательные числа , то степени пони­

жаютсн посредством перехода и двойному аргументу с помощью триго­
нометрических формул: 

1 + cos 2x cos2 x = ----2 
. 2 1 - cos 2x sш х = ----2 ' 

. 1 . 2 SШ X COS X = 2 SШ Х . 

П р и м е р  7. Найти J sin2 х со�4 x dx . 
<J Имеем: 

! ! / sin2 2x l + cos 2x sin2 х cos4 х dx = (sin х cos х )2 cos2 х dx = --4- 2 dx = 

= � J sin2 2x dx + � f sin2 2х · cos 2x dx = � J l -�os 4x dx+ 
1 ! . 2 . х sin 4х sin3 2х + 16 sш 2x d sш 2x = 16 - б4 + � + С. !> 

Если т + п = -2k , k Е N, т. е. т + п нвлнетсн целым четным отри­
цательным числом, ,то целесообразно использовать подстановни tg х = t и ctg x = t .  

П р и м е р  8 . Найти J sin1 13 x cos- 1313 x dx . 
1 13 . 

<1 Тан нан 3 - 3 = -4, то вычисление интеграла сводитс11 н интегри-
рованию степеней тангенса: 

! sin1 /3 х cos- 13!3 х dx = j tg1 13 х · -5!:!_ = cos4 х 
= j tg1 13 x( l + tg2 х) _:!;._ = f tg1/3 х d tg х+ cos2 х . 

+ 1 tg7 /3 х d tg х = � tg413 х + � tg1013 х + с. 1> 
. 4 10 
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Длн вычисленин интегралов вида f tgm х dx , f ctgm х dx , где т = 
= 2 , 3 , . . .  , используютсн тригонометричес1ше формулы 

tg2 х = sec2 х - 1 , ctg2 х = cosec2 х - 1 . 

П р  и м  е р  9 .  Вычислить f ctg4 х dx . 
<J Имеем: 

J ctg4 х dx = J ctg2 x (cosec2 х - 1) dx = 

= - f ctg2 х d ctg х - f ( cosec2 х - 1 ) dx = 

ctg3 х 
= - -3- + ctg х + х + С. r> 

В общем случае интегралы вида f sinm х cosn х dx , где т и п -

целые числа , вычислнютсн с помощью ре:куррентных формул , :которые 
выводнтсн путем интегрированин по частнм. 

П р  и м  е р  10 .  Вывести ре1,уррентную формулу длн f :k:l и с cos х 
ее помощью найти f d� . ' cos х 
<J Имеем: 

I2k+i 
_ ! dx _ ! sin 2 х + cos2 х dx _ 

- cos2k+l х - cos2k+l х -
! sin2 х ! dx ! . sin х 

= 2k+ l dx + 2k 1 = sш х 2k+l dx + I2k- 1 · cos х cos - х cos х 

Полагаем и = sin х , dv = 
1 

sin x 
2k+l dx . Тогда du cos х cos x dx , v = 

2k 2k , и интегрированием по частнм получаем cos х 

или 

sin x 1 ! dx I I2k+i = - - + 2k 1 2k cos2k х 2k cos2k- l х - ' 

I2н1 = 2k �:s�k х + ( 1 - 2
1
k) I2k- 1 

(ре:куррентнан формула) .  
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В частности, при k = 1 имеем 
! dx sin х 1 ! dx sin х 1 Iз = --3 - = 2 2 + -2 -- = 2 2 + -2 In l tg x + sec x l +C. t> cos х cos х cos x cos х 

Найти интегралы: 

7. 190. / sin3 х dx . 

7.192. / cos7 х dx . 
7. 194. / sin2 х cos2 х dx . 

7.196. J .d� . 
SШ Х 

7.198. / 3 
dx 

. sin х cos5 х 

7.200. / со� (х + 7r/4) dx. 
SШ X COS X 

7.202. / tg3 х dx . 

7.204. / dx 
. 

vcos x sin3 х /. sin3 х 7.206. � dx . 
• y COS X 

7.208. / d� . cos х 1 dx 7.210. -.-3- · SШ :z; 

1 sin3 х 7. 191 . -8- dx . cos х 

7.193. / cos4 i dx . 

7.195. / cos2 х sin4 х d.'E . 

1 sin2 х 7.197. -6- dx. cos х 1 dx 7.199. 4 . 
sin х cos2 х 1 dx 7.201 . -5-

·  
cos х 

7.203. / ( ctg3 i + ctg4 �) dx. 

7 .205. f cos5 х dx . 

7.207. / sin6 2х dx . 

1 dx 7.209. 3 . cos (х/3) sin (х/3) 

7.211 . J cos х cos2 2х dx . 

б) Для интегрирования произведений синусов и :косинусов различ­
ных аргументов применяютсп следующие триrонометричес:кие формулы: 

1 cos а cos j3 = 2 ( cos (а - (3) + cos (а + ,В) ) , 
1 sin а siн (3 = 2 ( cos (а - (3) - cos (а + .В) )  , 
1 s�_n а cos /3 = 2 (sin (а - (3) + sin (а + (3) ) . 
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П р и м е р  1 1 .  Найти J cos 9x cos 5x dx . 

<J Имеем 

J cos 9х cos 5х dx = � J ( cos 4x+cos 14х) dx = � sin 4х+ 
2
1
8 

sin 14х+С. [> 

Найти интегралы: 

7.212. J sin Зх cos 5х dx . 7.213. J sin 10х sin 15х dx . !. х х 7.214. cos 2 cos З dx . 7 2 5 J · 
х 2х d . 1 . SШ 3 COS 3 Х . 

7.216 . J cos х cos2 Зх dx . 7.217. J sin х sin 2х sin Зх dx . 

в) Интегралы вида 

J R(sin x ,  cos x) dx , 

где R(u , v ) - рациональнан фующин двух переменных, приводнтсн .к интегралам от рациональной фун.кции нового аргумента t подстанов.кой 
х tg 2 = t .  При этом используютсн формулы 

. 2t 
sш х = --

1 + t2 ' 
1 - t2 

COS X = l + t2 , dx = �. 
1 + t2 

! dx П р и м е р  12 .  Найти 
4 3 . . 

cos x + sш х + 5 
х <J Полагаем tg 2" = t .  Тогда 

! dx 
4 cos x + З sin x + 5 -

! dt 
= 2 

(4 ( 1 - t2 ) / ( 1 + t2 ) + 3 . 2t/ ( 1 + t2 ) + 5) ( 1 + t2 ) 
= 

! dt ! dt 2 2 
= 2 

t2 + бt + 9 
= 2 

(t + 3)2 
= 

t + 3 
+ С = - tg (х/2) + 3 

+ С. [> 
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Если под интегралом sin х и cos х содержатся тольио в четных сте­пенях , то удобнее использовать подстановиу tg х = t .  

! 
dx П р и м е р  13 . Найти . 2 • 1 - 5 sш х 

<J Разделив числитель и знаменатель на cos2 х и используя подстановиу 
tg х = t, получим: 

! dx ! d tg х ! dt 
1 - 5 sin2 х 

= 1 + tg2 х � 5 tg2 х = 1 - 4t2 = 

= � ln 1 1 + 2t 1 + С = � ln 1 1 + 2 tg х 1 + С. С> 
4 1 - 2t 4 1 - 2 tg х 

Найти интегралы: 

7.218. / dx 
. З соs х + 2 

7.220 . dx . 
* ! sin x 

1 + sin x 

7.219. . ! dx 
. 3 - 2 sin x + cos x 

7.221 . . ! dx 
4 sin2 х - 7 cos2 х 

! sш х 7.222. 2 dx . cos х - 2 cos х + 5 ! siп 2x 7.223. 2 dx . 1 + 4 cos х 

7.224. . ! dx 
2 - sin x 

. 225 . . . . 7 * ! dx 
(sш х + 4) (sш х - 1 )  7.226. dx . ! 1 + ctg x 

1 - ctg x 

7.227. . ! dx 
sin2 х + 8 sin х cos х + 12 cos2 х 

г) Интегрирование гиперболичесиих фуниций производит:ся анало­гично интегрирощшию тригонометричесиих фуниций, причем использу­
ются следующие формулы: 

ch2 х - sh2 х = 1 ,  
1 ch 2 х = 2 ( ch 2х + 1 ) , 

2 1 1 - th х = -2- ,  
ch х 

1 sh х ch х = 2 sh 2х ,  
1 sh 2 х = 2 ( ch 2х - 1 ) , 

2 1 cth х - 1 = -2- . sh х 
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Найти интегралы: 

7.228. J ch2 Зх dx . 7.229. J sh3 2х dx . 

7.230. J sh2 х ch2 х dx . 7.231. J cl14 х dx . 

7.232. ! 2 
dx 

2 . sh x ch х 

. 234 . . 7 * / d.x 
cl1 x - 1 

7.236. J ctl13 х dx . 

7 * j 
dx .233 . . 

h2 4 h2 . s х - с х 

7.235. J Jch x + 1 dx . 

7.237. / th4 х dx . 

3. Интегрир ование неноторых иррациональных фушщий. а) Инте­
гралы вида 

! ( ( ах + Ь) 111 1 /n 1 ( ах + ь) m2 /n2 ) 
R х , d 

, d , . . . dx , 
сх + сх +  

где R(x, у , z , . . . ) - рациональнан функцин своих аргументов, m1 , n1 , 
m2 , n2 , . . • - целые числа , вычислпютсн с помощью подстановки 
ах + Ь т1 m2 --

d 
= t8 , где s -- общий знаменатель дробей -, -" . . .  

сх + n1 n2 
П р и м е р 1 4 . Найти J .ух+З 

dx 
v'х+З "  ( 4 х + 3 - 1 )  х + 3 

<J Производим подстановку х + 3 = t 1 .  Тогда dx = 4t3 (lt ,  и, следона­тельно , 

! dx ! t3 dt 
( .Ух + 3 - 1 )  Jx + 3 

= 4 (t - l ) t2 
= 

! t dt ! ( t - 1 )  + 1 
= 4  - = 4 ---- dt = 4(t + ln l t - l l ) + C = 

t - 1 t - 1 

Найти интегралы: 

7.238. . ! dx 
(5 + x) Jl + х 

! dx 7.240. г,;; 
_ 

зr;; · у Х  у Х  

= 4(\Yx + З + ln l V"x + З - 1 \ ) + C. t> 

! x dx 7.239. зr. . 
v 2x - 3 

1 � - 1  7.241. 
( 

)
( з;::-;--:-\ dx . 

х + а  1 + vx + aJ 
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J @ix + 1  dx 7.242. --
( 

) 3 .  
х - 1  х - 1  

! dx 7.243. 4/.i" " (х - l ) v х3 ! dx 7.244. 
( � + 4)у1Х

" / l @i- 1  7.245. - - - dx .  х х + 1  

б) Вычисление интегралов вида 

j R(x, Jax2 + Ьх + с) dx, 

где R - рациональная фующия двух аргументов, производится с по­
мощью тригонометрических подстановок следующим образом. Выделе­
нием полного квадрата в квадратном трехчлене и последующей заменой 

ь переменной и = х + 
2а 

исходный интеграл приводится к интегралу 
одного из следующих трех типов: 

1 )  j R(u, Jz2 - и2 ) du, 

2) j R(u, J12 + и2 ) du, 

3) J R(u, Ju2 - l2 ) du. 

Последние интегралы тригонометрической или гиперболической подста­
новкой соответственно 

1) и =  l sin t или и =  l th t , 
2) и = l tg t или и = l sh t, 
3) и = l sec t или и = l ch t 

приводятся к интегралам вида J R(sin t, cos t) dt или J R(sh t, ch t) dt . 

П р и м е р  15 . Найти J Jx2 - а2 dx . 

<J Производим подстановку х = a ch t . Тогда dx = a sh t dt , )х2 - а2 = 
= a sh t, и далее 

J Jx2 - а2 dx = а2 J sh2 t dt = � J (ch 2t - 1 )  dt = 

а2 ( sh 2t ) а2 
= 2 -

2
- - t + С = 2 (sh t ch t  - t) + С =  

х а2 
= - J х2 - а2 - - ln lx + J х2 - a2 I + С. 1> 

2 2 
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J 

. 
(х2 + 4х + 7) 3 

<J Выделт1 полный нвадрат в нвадратном трехчлене , имеем 

! 
dx ! du - , где и = х + 2 . 

J(x2 + 4х + 7) 3 J(u2 + 3) 3 

Производн теперь подстановну и = у'3 tg t , dti = vГз dt ../н2 + 3 = 
cos2 t ' 

= v'Зsec t , получаем: 

! dx 
= J у'3 dt = � 

J cos t dt = 
/(х2 + 4х + 3) 3 cos2 t# sec3 t 3 

1 . 1 и 1 х + 2  = - SШ t + С = - - + С. [> 
3 3 .,/u2 + З  3 ../х2 + 4х + 7  

При вычислении интегралов вида 
! тх + п d Jax2 + Ьх + с  

х 

следует предварительно выделить в числителе производную нвадратного трехчлена . 
П р и м е р  17 . Найти J 

../ 
х - 1 

dx . 
1 - 4х - х2 

<J Имеем 

/ х - 1  
rlx = f (- 1/2) (-2x - 4) - 3 dx =  J1 - 4х - х2 ../1 - 4х - х2 

= - � / ( 1 - 4х - х2 ) ' dx _ 3 ! dx _ 
= 2 Jl - 4х - х2 /5 - (х + 2)2  

х + 2 = - J 1 - 4х - х2 - 3 arcsin J5 + С. 

Заметим, что в этом примере нет необходимости производить триго­нометричесную подстановну , таи нан выделение полного нвадрата сразу приводит н табличному интегралу . 1> 

И н т е г р а л ы в и д а  J . 
dx 

( r = 1 ,  2) сво-
( mх + n)rv'ax2 + Ьх + с 

днтсн н рассмотренным выше интегралам с помощью подстановни 
1 

mx + n = - . 
t 
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! dx П р и м е р  18 . Найти Vx . х х2 - 2х - 1 
1 

<J Полагаем х = t .  Тогда dx = -- J х2 - 2х - 1 = - - - - 1 = 
dt J 1 2 

. t2 ' t2 t 
J1 - 2t - t2 

= и t 

! dx ! dt ! dt 
xJx2 - 2x - 1  = - t2 ( 1/t) (Vl - 2t - t2 /t) =

- J2 - (t + 1 ) 2 = 

. t + l  . 1/x + l  . x + l  = - arcsш ;;:; + С = - arcsш ;;:; + С = - arcsш ;;:; + С. Е> v 2 ' v 2 xv 2 

Найти интегралы: 

! dx 7.246. г;----<) . (х2 - 3) v 4 - х2 

! JX2-=1 7.248. х dx . 

! dx 7.250. J . 8х - х2 
! dx 7.252. J . 4 - 6х - Зх2 
! х - 3 7.254. J rlx . х2 - 6х + 1 

7.256. . ! dx 
xJx2 + 8х + 1  

7.258. J dx . x2v1 - х + 2х2 
7.260. / Vl - 2х - х2 dx . 

! x2 dx 7.262. . / . 
У (х2 + 1 ) 5 

7.264. f J х2 - 2х + 10 dx . 

7.247. . ! dx 
(х2 + 1 ) (х + Jx2 + 1 )  

! хз 7.249. J dx. а2 - х2 
! dx 7.251 . j . х2 + рх + q 

! х + 4 7.253. J dx. 2 - х - х2 
! х 

. 
7.255. J · dx . х2 + х + 1 
7.257. / �х . (х - 1 )v6x - х2 - 5 

! dx 7.259. � ·  (x + 2) 2 vx2 + 5 
7.261 . J J(з - 2х - х2 ) З dx . 

! Ы-=1 7.263. х2 dx . 
7.265. / J 4х - х2 dx . 
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! Jx2 + 5 7.266. х2 dx . 

7.268. . ! dx 
J(x2 + 9) 3 

! х2 7.267. 
J dx . 

х2 - а2 

7.269. J J(x2 - 1 ) 3 dx . 

§ 3 . Смешанные задачи на интегрирование 

Найти интегралы: 

! х + З  7.270. 2 dx . х + 2х + 4 

! dx 7.272. 
( ) 2 ( ) . х - 2  х + З  

7.274. ! хБ (х�: 1 ) 2 . 

7.276. . ! ln x dx 
х )б + 4 ln x - ln2 х 

7.278. J x � dx. 

7.280. J Jx2 + 4х + 5 dx .  

! x dx 7.282. 
J 

. 
х4 + 16 ! dx 7 .284. г,;; 4г,;; . . y x - v x + l  

7.286. dx .  ! sin x 
. 1 - sin x !. cos x 7.288. ( l . ) 4 

dx . 
- sш х  ! dx 

• 7.290. . 
. 2 . 

3 - 4 sш х 

! х3 7.271 . 2 dx . х - х - 1 

! dx 7.273. (х3 - 1 ) 2
. 

7.275. f х dx . 
. Jx2 + х + 2 

7.277. j dx 
. 

xvx2 + 8х + 4 

· 7.279. J x)x2 + 4x - 5 dx . 

7.281 . j dx . 
(х2 + 9)v16 - х2 

7.283. J dx . 
J(x2 + 4) 3 

7.285. J 
( 

1 
) 2 jl + x dx . 

l + x 1 - х  

7.287. . ! x dx 
1 + cos x ! dx 7.289. 
2 . + cos x / 2 - � 7.291. 2 dx . cos х 
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J 

dx . 
5 - sec2 х 

7.294. . ! dx 
sin x cos5 х ! dx 7.296. -.-5- · sш х ! dx 7.298. 
h h . 

s х е  х 

7.300. / th5 х dx . 

7.302 . / х �х . 
ch х 

7.304. / хе2х dx . 

! ex dx 7.306. 2 . е х + 4ех - 5 

7.308. ! earcsin x d:r . 

! ai·csin х 1 + х2 7.310. х2 Jl=X2 dx. 

! х4 arctg x 7.312 . 1 + х2 dx . 

/ ln ( l + x + x2) 7.314. 
( l + х) 2 

dx . 

7.293. / соsз х 
dx . sin x + 5 

! dx 7.295 . -6- . 
cos х 

7.297. / x sin x cos 2x dx . 

7.299. ! 2 
dx 

2 . 
. sh х + ch х 

/ ch J[+x 7.301 . � dx . 
v l + x 

7.303. / sin2 (ln x) dx . 

7.305. / хе-х2 dx. 

! (ах - ьх ) 2 7.307. Ь dx . ах х 

7.309. J JeX=-1 dx . 

. 311 . х. 7 ;. arcsin ех 
d еХ 

7.313. / х ( 1 + х2 ) arctg х dx . 

7.315 . / х ln (4 + х4 ) dx . 

7.316 . / xV�2 + 1 ln bl-=1 dx . 

! х х 7.317. г;----;; ln г;----;; dx . 
v 1 - х2 v 1 - х2 

7.318. / хх ( 1 + ln x) dx . ! arctg ех/2 7.319. 
12 ( ) d

x .  
ех 1 + ех 
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§ 4. Определенный интеграл и методы его вычисления 
1 .  Определенный Шiтеграл нан предел Шiтегралъной суммы. Если 

фунRция f (x) определена на отрезне а ::;; х ::;; Ь и а = х0 < х 1 < 
< х2 < . . .  < Xn- l < Xn = Ь - произвольное разбиение этого отрезна на п частей (рис. 14) , то интегральной суммой фующии f(x) на (а , Ь] называетсR сумма вида 

n 
Sn = L f(�k )Лxk , 

k= l 
где Xk- l ::;; �k � Xk , Лхk = Xk - Xk- 1 , k = 1 ,  2 , 3 , . . .  , п. Геометриче­
сни Sn есть алгебраичеснаR сумма площадей прRмоугольнинов, имеющих 

основаниR Лхk и высоты f (�k ) · у Если определеннаR на отрезRе 
[а , Ь] фующиR f (x) таRова, что су­ществует Rонечный предел после­
довательности интегральных сумм 
Sn при условии, что наибольшаR 
из разностей Лхk стремитсR R ну­лю, причем этот предел не зависит 
ни от способа разбиениR отрезRа 
(а , Ь] на отрезRи [xk- I , Xk] , ни от выбора точеR �k на этих отрезRах , 

о х то фунRдиR f(x) называетсR инте­
грируемой на отрезRе (а , Ь] , а сам предел называетсR опредеденным 
интеградом от фунRции f (x) в 

Рис. 14 ь 

пределах от а до Ь и обозначаетсR символом j f(x) dx . ТаRим образом, 
а 

Ь n 
! f (x) dx = lim L f(�k )Лxk . 

max дx k -tO 
а k=l  

( 1 )  

НепрерьшнаR на отрезRе (а, Ь] фунRдИR f(x) интегрируема на этом отрезRе . 
ГеометричесRи определенный интеграл ( 1 ) представлRет собой алге­

браичесRую сумму площадей фигур, ограниченных графином фуннции 
у = f (x) ,  осью Ох и прRмыми х = а  и х = Ь, причем площади, располо­
женные выше оси Ох, входRт в эту сумму со званом плюс, а площади, 
расположенные ниже оси Ох, - со знаном минус. 

2 
П р  и м  е р  1 . Вычислить J х2 dx, рассматриваR определенный инте-

1 
грал нан предел интегральных сумм. 
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<З 1 - й  с п о с о б. Разделим отрезои интегрированин [1 , 2] на п равных 
1 частей длины дх = - . Точии деленин: п 
1 2 Хо = 1 , Х1 = 1 + - , Х2 = 1 + - , п п . . . ' 

п - 1 Xn- 1 = 1  + -- ,  Xn = 2 . п 
В иачестве точен �k выберем, например, левые ионцы иаждого частичного отрезиа . Тогда 

f(xo ) = 1 , f (x1 ) = (1 + �)
2
, 

f(x2 ) = ( 1 + �) 2 , . . .  ' ( п - 1 ) 2 f(Xn- 1 ) = 1 + -n
-

Следовательно, 

Применнн формулу суммы ивадратов целых чисел 

находим 

� k2 = п(п + 1 ) (2n + 1) L., 6 ' 
k=1 

S = _!_ ( (2п - 1 ) 2п(4п - 1 ) 
_ 
(п - l)n(2n - 1) ) = n пЗ 6 6 

отиуда 
2 
! 2 d 1. 14п 2 - 9п + 1 х х = lffi n-+oo 6n2 1 

7 
з · 

14n2 - 9п + 1 
6п2 

2 - й с п о с о б. Разобьем отрезои [ 1 , 2] на части таи, чтобы абсциссы точен деленин образовали геометричесиую прогрессию: 
Хо = 1 , Х1 = q, Х2 

= q2 , . . .  , Xn- 1 = qn- l , Xn = qn = 2 , 
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где q = 21 /п .  Точну �k выберем на левом нонце k-го отрезна . Тогда 
f (xo ) = 1 , f (х1 ) = q2 , f (x2 ) = q4 , . . .  , f (хп- 1 ) = q2 (n- l ) , 

Лх 1 = q - 1 , Лх2 = q2 - q = q(q - 1 ) , 
Лхз = q2 (q - 1 ) , . . .  , Лхп = qn- 1 (q - 1 ) , 

Sп = 1 . (q - 1 ) + чз (q - 1 ) + qб (q - 1) + . . .  + qЗ (n- l ) (q - 1 )  = 
· Зn 1 Зn 1 = (rz _ l ) ( l + qз + qв + . . . + qз (п- 1 ) ) = (q _ l ) 

q - = q -qЗ - 1 q2 + q + 1 
23 - 1  7 

�����- = �����-22/n + 2 1 /n + 1 22/n + 21 /n + 1 · 
Следовательно, 

2 1 х2 dx = liш , 
7 = � .  С> n-+oo 22/n + 21 /n + 1 3 1 

Вычислить определенные интегралы, рассматривая их пан 
пределы соответствующих интегральных сумм: 

5 п/2 
7.320* . /( 1 + x) dx . 7.321* . / cos x clx . 

о о 
10 3 * J x d * J dx 7.322 . е х .  7.323 . х2 . 

о 1 

2 .  Вьl'Шсле1mе пр осrейших Шiтегралов с помощью формулы Нью­
тона-Лейбшща. Если F(x) - одна из первообразных непрерыnной на 
[а , Ь] фуннции f (.7:: ) ,  то справедлива следующая ф о р м  у л  а Н ь ю т о н  а ­
Л е й  б н  и ц а :  

ь 

/ f (x) lix = F(x) I � = F(Ь) - F(p,) . 
а 

е2 

П р и м е р  2 . Вычнс
;ит1> / -d\ x . 

х n x  
<J ИмеРм 

е2 е 2  ! � = J d (ln x) = ln l ln x l l e2 = ln (ln e2 ) - ln (ln e) = ln 2 � 0,69 . С> х \n х lн х е . . . 
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Использун формулу Ньютона-Лейбница , вычислить интегралы: 
2 8 

7.324. j х3 dx . 7.325. j �· 

- 1 1 
2 

7.326. j (3х2 - 2х + 1 ) dx . 
1 

8 
/ 2 + 5ijX 7.328. 

хз 

dx . 
1 

7Г 

7.330. J sin x dx . 
7Г /2 
2 

7.332. J ех dx'. 
1 

5 

J dx 7.334. --;;
· 

2 

1 ! x2 dx 7.336. --6 . 
l + x  о 

7Г /3 
7.338. / tg4 

х dx . 
тг/6 

1 ! dx 7.340. 
4х
2 
+ 
4х + 5

. 

о 

4 
7.342. -- dx . ! х2 + 3 

х - 2  

3 
2 ! е 1/х2 7.344. -;з dx . 

1 

1 

7.327. j ( Vi + �) dx . 
о 

9 

7.329. J {/х - 1 dx . 
2 о 

! dx 7.331. -

2

- · 

cos х 
-тг/4 

3 
7.333. J 2х dx . 

о 

2 

7.335. 1�. 
2х - 1 

1 
7Г /4 

7.337. / sin2 ер dcp. 
о 

2 

7.339. / sh3 
х dx . 

1 о 

1 

7.341. / J 
dx . 

х
2 
+ 2х + 2 о 

- 1 
7.343. / � + 1 

2 

dx .  
х - х  

-2 

е 

7.345. J cos �n x) dx . 
1 
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е 

7.346. / dx 
2 . x ( l  + ln х) 

1 
1 /3 

7.348. / ch2 Зх dx . 
о 
2 

7.350. / dx . 
у2 + Зх - 2х2 

3/4 
1 ! х2 + Зх 7.352. 

( ) (  2 ) dx . x + l  х + 1  
о 

7r /2 
7.347. / cos3 a da. 

о 
3 ! dy 7.349. 2 . 

у - 2у - 8 
2 
2 

7.351 . -- dx . ! 2х - 1  
2х + 1 

о 

С помощью определенных интегралов найти пределы сумм: 

7 * *  1' ( п п п ) .353 . lffi 2 12 + 2 22 + . . .  + 2 2 . 
n -t oo  п + п + n + n 

. 7Г ( 7Г 7Г 7Г
) 7.354. lнn - 1 + cos - + cos 2- + . "  + cos (п - 1 ) -2 

. 
n -t oo  2п 2п 2п п 

7.355. lim .!_ (J1 + .!_ + J1 + 3_ + " .  + J1 + :!:) . 
n -t oo  n n , n n 

Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 
1 2 7.356. у =  2х , у =  О ,  х = 2 ,  х = 3 . 

7.357. у = .vx, у = о, х = 1 ,  х = 8 .  
7.358. у =  6 - х - 2х2 , у =  х + 2 . 

х2 7.359. у =  4'  у =  2ft. 
7Г 7Г 7.360. у =  cos x ,  у =  о, х = - 2 , х = - 4 · 

7.361 . у = е-х , у = О ,  х = 1 ,  х = 2 .  
2 7.362. у = - , у =  о, х = 2 ,  х = з .  
х 
3 7.363. у = - , х + у = 4 . 
х 
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3. Свойства определенного Шiтеграла. 1 ) Если f(x) ;;::: О на отрез:ке 
ь 

[а , Ь] , то / f (x) dx ;;::: О . 
а 

ь ь 

2) Если f(x) :::;; g (x) на [а, Ь] , то / f(x) dx :::;; / g(x) dx . 
а а 

ь ь 

3) j/ f(x) dx j :::;; / lf (x) I dx . 
а а 

4) Если f(x) непрерывна на [а , Ь] , т - наименьшее ,  М - наиболь-
шее значениR f(x) на [а, Ь] ,  то 

ь 

т(Ь - а) :::;; / f(x) dx :::;; М(Ь - а) 
а 

(т е о р е м а  о б  о ц е н :к е  о п р е д е л е н н о г о  и н т е г р а л а) .  
П р  им  е р  3 .  Оценить интеграл 

1 ! - / dx 
- vl + х4 . 

о 

<J Имеем: 1 :::;; 1 + х4 :::;; 2 при О :::;; х :::;; 1 ;  
1 1 
Гn :::;; . ;:;-;--:::л :::;; 1 , 
v 2 v l + х4 

1 1 т . е. т = /2 '  М = 1 , Ь - а =  1 .  Следовательно, у'2 :::;; I :::;; 1 . С> 

5) Если f (x) непрерывна , а g(x) интегрируема на [а , Ь] ,  g (x) ;;::: О , т 
и М - наименьшее и наибольшее значениR f(x) на [а, Ь] ,  то 

ь ь ь 

т f g(x) dx :::;; f f(x)g(x) dx :::;; М f g(x) dx 
а а а 

(о б о б щ е н н а R  т е о р е м а  о б  о ц е н :к е  о п р е д е л е н н о г о  и н т е­
г р а л а) .  

6 )  Если f(x) непрерывна на [а, Ь] ,  то существует та:каR точ:ка с Е 
Е (а, Ь) , что справедливо равенство 

ь 

f f(x) dx = f(c) (b - а) 
а 

(т е о р е м а  о с р е д н е м  з н а ч е н и и) . 



150 Гл. 7. Интегральное исчисление функций одной переменной 

Число 
ь 

f(c) = Ь � а j f(x) dx 
а 

называетсн средним зншчением фун:кции f(x) на отрез:ке [а , Ь] . 
7) Если f (x) непрерывна , а g(x) интегрируема на (а , Ь] и g(x) � О ,  

то существует та:кан точ:ка с Е (а , Ь) , что справедливо равенство 
ь ь 

J f(x)g (x) dx = f(c) J g(x) dx 
а а 

(о б о б щ е н н а н  т е о р е м а  о с р е д н е м) . 
8) Если /2 (х) и g2 (x) интегрируемы на [а , Ь] , то 

ь 

1 / f (x)g (x) dx l � 
а 

ь ь 

j f2 (x) dx j g2 (x) dx 
а а 

(н е р а в е н с т в о  К о ш и - Б у н н :к о в с :к о г о) . 
9) Интегрирование ч е т н ы х  и н е ч е т н ы х  фун:кций в симметрич-

а а 

ных пределах .  Если фун:кцин f(x) четнан, то j f(x) dx = 2 j f(x) dx .  

а 
- а  О 

Если фун:кцин f (x) нечетнан, то / f(x) dx = О . 

- а  
10) Если фун:кцин f(x) непрерывна на отрез:ке [а , Ь] , то интеграл с 

переменным в ерхним пределом 
х 

Ф(х) = ! f (t) dt 
а 

пвлнетсн первообразной длн фун:кции f(x) , т .  е. 
х 

Ф' (х) = (j f(t) dt) 1 = f(x) , х Е [а, Ь] . 
а 

1 1 ) Если фун:кции <р(х) и ф(х) дифференцируемы в точ:ке х Е (а , Ь) 
и f(t) непрерывна при <р(а) � t � ф (Ь) ,  то 

1/J(:r}  ( j f (t) dt) � = f ('Ф(х) ) 'Ф' (х) - f (<р(х) ) <р' (х) . 
<p(:r)  
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х 2  

П р и м е р  4 . I(x )  = f e-t2 dt . Найти I' (x) . 
о 

<J. Используя свойство 1 1 ) и учитывая, что <р(х) = О, т .  е. <р' (х) = О ,  
имеем 

7.364. Определить знюш интегралов, не•вычисляя их : 
1 1 1 

а) * / ifi; d:r: ; 6) / х3ех dx; в) / х ln x dx . 
-2 - 1 1 /3 

7.365. Не вычисляя интегралов, выяснить , накой из интегралов 
больше: 

2 

! dx 
а) � или v l + х2 

1 

2 2 
- ; 6) - или ! dx f dx 
х . х2 

1 1 
1 1 

в) / е-х cos2 х dx или / е-х2 cos2 х dx . 
о о 

2 

! dx . 
З '  х 

1 

7.366. Найти среднее значение фующии на данном отрезке: 

а )  х3 , О � х � 1 ;  

6) ifX, о � х � 1 ; 

1Г 
в) cos х ' о � х � 2 ;  

3 1Г 
г)  cos х ' о � х � 2 . 

7.367. Сила переменного тока меняется по закону 

I = 10 sin ( :; t + <р) , 

где Т - период. Найти среднее значение силы тока за полупериод. 
1 

7.368. Оценить интеграл / Jв + х3 dx . 
-1 
27Г 

7.369. Оценить интеграл / .J dx . . 
5 + 2 sш х  

о 
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1 
7.370. Оценить интеграл / J(l + х) ( 1 + х3 ) dx , пользуясь : 

о 
а )  обобщенной теоремой об оценке интеграла ; 
б) неравенством Rоши-Буняковс1юго. 

1 
1:371. Оценить ин:еграл / )(4 + х3 )х dx , пользуясь : 

о 
а )  обобщенной теоремой об оценке интеграла ; -
б) неравенством Rоши-Буняковского. 

fЗ 
dl dl ! ех 

7.372. Найти: а )  d/3 ' б) 
da ' если I = -;;; dx (О < а < /3) . 

Ct 
7.373. Найти точ1ш Эистремума функции 

х 
ф(х) -- / cot

s t  dt ( О О 7r) х > , < а < 2 . 
а 

Найти производные следующих фуниций: 
1 .jX / s� t ! 7.374. Ф (х) = -

t
- dt. 7.375. Ф(х) = siп (t2 ) dt . 

О 1/х 
О х3 

! dt ! dt 7.376. Ф (х) = JI+tЗ' 7.377. Ф(х) = lп t (х > О) .  
х 

3 1 х2 sin x 7.378. Доиазать , что 4 dx = О .  1 + х 
-3 

х2 

4. Замена пер еменной в определенном m1теграле. Если фующия f (x) 
непрерывна на отрезне [а , Ь] , а фуннция х = <p(t) непрерывно дифферен­
цируема на отрезне [t 1 , t2 ] ,  причем а = <p(t1 ) ,  Ь = <p(t2 ) , то 

ь t2 

j f(x) dx = j f (<p(t) ) <p' (t) dt . 
а t 1 
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1 1 у'1-Х2 П р и·м е р  5 . Вычислить х2 dx . 

../?./2 
<J Применим подстанов:ку х = sin t. Тогда dx = cos t dt , t = arcsin х, 

, ,/2  7Г • 7Г t1 = arcsш Т = ·4 и t2 = arcsш 1 = 2 .  Следовательно, 

1 1Г /2 1Г /2 1 /1=Х2 d 1 J 1 - sin2 t d 1 cos2 t d х = ' cos t t = -- t = 
х2 sin2 t sin2 t 

../?./2 тг/4 тг/4 
1Г /2 1 1 - sin2 t l тr /2 7Г 7r 7Г = sin2 t dt = (- ctg t - t) тr/4= - 2 + l + 4 = l - 4 . [> 

1Г /4 
2 

7.379. Можно ли интеграл f х \/1 - х2 dx вычислить с помо­
о 

щью подстанов:ки х = sin t? 
Вычислить интегралы с помощью у:казанных подстаново:к: 

6 

7.380. / :х 
, 3х - 2 = t2 . 

1 + 3х - 2 1 
ln 8 

7 1 dx х 2 .381 . � ' е + 1 = t . 
у еХ + 1 

ln 3 sh 1 
7.382. f Jx2+1 dx, х = sh t . 

о 
7Г /2 1 dx х 7·383· 3 + 2 cos x ' tg 2 = t . 
о 
7Г /4 

7.384. / dx 
2 , tg x = t . 1 + 2 sin х 

о . 
1 

7.385. / Jз - 2х - x2 dx , х + 1 = 2 sin t . 
- 1 
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Вычислить интегралы с помощью замены переменной: 

2 о 

7.386. ! �· 
. х х

2 
- 1 

7.387. . ! dx 

JX+3 + J(x + З) З 
2/vГз -2 

4/vГз vГз 

! Jx2 - 4 7.388. 
х 

dx . 7.389 . ! dx 

. J( 1 + х
2
) з
· 

,/3/з 
2 

2 

7.390. ! '
( 
4 ::2

)
2

. 

-2 

1 

5 

7.391 . f 5х 
. 

. х + 2х - 1  1 
1 

7.392. / dx 

. 

xvl +
4х
2 

1 /4 

! x dx 7.393. 
J 

. 

5 - 4х 

- 1 
ln б 

3 

7.394. dx . ! ex Jex - 2 
еХ + 2 

7.395. / х2)9 - x2 dx . 
о lп 2 

е2 
2 

7.396. По:казать , что / I�x
x 

= / � dx . 
е ] 

1 7Г /2 ! dx j cos x 7.397. По:казать , что . = -- dx . 

. arcsш х х 

1 /./2 1Г/4 
2 

! 3х 7 - 2х5 
+ х3 - х 7.398. Убедиться в том, что 4 3 2 1 

dx = О .  
х + х + 

-2 

5. Интеrрир оваIШе по частям. Если фушщии и = и (х) , v = v (x) и 
их производные u1 (x) и v1 (x) непрерывны на отрезке [а, Ь] , то 

ь ь 

f u dv = иv \ � - f v du 
а а 

(ф о р м у л а  и н т е r р и р о в а н и н:  п о  ч а с т я м) .  
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е 

П р  и м  е р  6 .  Вычш:;лить f ln х dx. 
1 

dx <] Положим и =  ln x ,  dv = dx , тогда dи. = - ,  v = х . Имеем 
х 

е е 

f ln х dx = х ln х 1 � - / х · 
d: = е - х 1 � = е - е + 1 = 1 .  1> 

1 1 

Вычислить интегралы методом интегрирования по частям: 
1 1 ! х ! arcsin x 7.399. хе dx. 7.400. J1+X dx . 

о о 
7Г/З ! x dx 7.401 . -

2
- · cos х 

1Г/6 
7Г /4 

7.403. / е3х sin 4x dx . 
о 

е 

7.405. / x ln x dx. 
1 
7Г /4 

7.407. / х2 cos 2х dx . 
о 

е 

7.402. / ln2 х dx. 
1 
2JЗ 

/ Jx2 + 4 7.404. 
х2 

dx . 
2 
1 

7.406. / x arctg x dx .  
о 
1Г/2 

7.408. / ех cos x dx . 
о 

7.409. Пшшзать , что для интеграла 
1Г/2 1Г/2 

In = / sinn х dx = / cosn х dx , п Е N, 
о о 

п - 1 
верна рекуррентная формула In = -- Iп-2 · Вычислить /7 и Iв . 

п 7.410. Показать , что для интеграла 
1 

In = / xne-x dx , n Е N, 
о 

1 
верна рекуррентная формула In = - - + nln- 1 · Вычислить /4 . е 
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§ 5 .  Несобсrвенные интегралы 

1 .  Интегралы с беснонечными пределами. Если фушщин f (x) не-
прерывна при а �  х < +оо, то по определению 

+оо Ь 

! f (x) dx = lim J f (x) dx . 
Ь--t+оо 

а а 

( 1 )  

Если существует нонечный предел в правой части формулы ( 1 ) ,  то 
несобственный интеграл называетсн сход.ящимс.я, если этот предел не 
существует , то - расход.ящимс.я. 

Геометричесни несобственный интеграл ( 1 ) в случае f (х) > О есть 
площадь фигуры, ограниченной графином фуннции у = f (x) ,  прнмой 
х = а  и осью Ох (асимптотой) . 

ь 

Аналогично uпределнетсн интеграл f f(x) dx . Далее, по опреде-

лению - оо 

+оо с +оо 

j f (x) dx = j f (x) dx + j f (x) dx , 
- оо - оо с 

(2) 

где с, - оо  < с < +оо, - произвольно, причем интеграл в левой 
части равенства (2) считаетсн сходнщимсн, если сходнтсн оба интеграла 
в правой части. 

П р и з н а н и с х о д  и м о с т и и р а с х о д  и м  о с т  и приведем тольно 
длн интегралов вида ( 1 ) . 

1 )  Если F(x) - первообразнан длн f (x) и существует нонечный пре­
дел lim F(x) = F(+oo) , то интеграл ( 1 )  сходитсн и равен 

:t --t + oo  

+ оо  

f f (x) dx = F(+oo) - F(a) ; 
а 

если же lim F(x) не существует , то интеграл ( 1 )  расходитсн. 
x --t + oo  

+оо 

2) Пусть при а � х < +оо О � f (x) � g(x) .  EcJIИ f g (x) dx схо-
а 

+ оо  +оо +оо 

дитсн, то с�одитсн и f f (x) dx , причем f f (x) dx � f g (x) dx . Если 
а 

+оо 

f f(x) dx расходитсн , то расходитсн и 
а 
н е н и н) .  

а а 
+оо 

j g(x) dx (п р и з н а н и  
а 

е р а  в-
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3) Если при а � х < +оо . j(x) > О, g(x) > О и существует ионеч-
+= + оо  

ный предел l im j (x) -:/; О то интегралы J f(x) dx и J g (x) dx x -t+oo g (x) ' 
а а 

сходятся или расходятся одновременно (п р е д е л ь н ы й  п р  и з  н а  R 
с р а в н е н и я) . 

+оо +оо 

4) Если сходится j 1 f ( х) 1 dx , то сходится и j f ( х) dx ( по_следний 
а а 

интеграл называется в этом случае абсолютно сход.ящимс.я) . 
+оо 

П р и м е р  1 . Вычислить J е-зх dx . 
о 

<1 Имеем: 
+оо Ь 

J e-3"' dx = lim f e-3x dx = lim (- �е-3"' 1 ь ) 
Ь-t+оо Ь-t+оо 3 О 

о о 

= _3
1 lim ( 1  - е-зь ) = _3

1 
• 1> 

Ь-t+оо 

На праитиие в иачестве интеграла , с иоторым производится сравне­
ние, обычно используются интегралы вида 

+оо ! __!_ dx , а >  О, а > О, х<> 
а 

иоторые сходятся при а > 1 и расходятся при а � 1 .  
+оо ! x + 1 d П р  и м  е р  2 .  Исследовать на сходимость интеграл 

bl 
х . 

<1 При х -i +оо имеем 
х + 1 х( 1 + 1/х) 1 
bl хз/2 "' xI/2 · 

Таи IШR интеграл 
+

/
оо 
dx расходится (а = 1/2 < 1 ) ,  то и заданный xI /2 

1 
интеграл таиже расходится . !> 
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Вычислить несобственные интегралы (или установить их рас-
ходимость ) : 

+оо +оо 
7.411 . ! dx 

х ln3 х · 
7.412. ! dx 

xJillX · 
е е 

+оо +оо 
7.413 . ! dx 

х2 + 6х + 1 1 · 7.414. / e-Zx cos х dx . 
-оо о 
+оо +оо 

7.415. ! x dx 
х2 + 4 · 7.416. ! 1 + 2х 

d х2 ( 1 + х) 
х . 

о 1 
+оо +оо 

7.417. ! x dx 7.418. 
/ 

хе-х2 
dx . 

J(x2 + 5) 3 . 
2 о 
+оо +оо 

7.419. / x cos x dx . 7.420. ! 
х3: 8 dx . 

о о 
+оо +оо 

7.421 . ! х2 + 1 d 7.422. ! x dx 
3 х . J1 + х3 · х 

1 о 
+оо +оо 

7.423. ! dx 
-Ух3 - i ' 7.424. 

/ 
е- х  dx . 

2 о 
Исследовать на сходимость интегралы: 

7.425 . 

7.427. 

7.429 . 

+оо 

! dx 
3 + 2х2 + 5х4 · 

1 
+оо 

! 3х2 + J(x + 1 ) 3 d � х . 
2х3 + + 1 1 

+оо 

! dx 
Jx(x + 1 ) (х + 2) 1 

7.426. 

7.428. 

7.430. 

+оо 

! bl + Jx2 + 1 dx . х3 + Зх + 1 
1 
+оо ! 

3 + sin x d � х . 
1 
+оо j sin ( 1 /х) dx . 2 + х../Х 
1 
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dx 

JX + cos2 x · 
1 

/+оо 
dx 

7.432. . 
х lп ln x е2 

159 

2. Интегралы от неограниченных фушщий. Если фующия j (x) не­
прерывна при а ::::; х < Ь и lim f(x) = оо, то по определению 

х -tЬ-0 

Ь Ь--у 

! f(x) dx = lim J f(x) dx .  
-y-t+O 

а а 

(3) 

Если существует нонечный предел в правой части формулы (3) , то 
несобственный интеграл называется сход.ящимс.я, если этот предел не 
существует , то - расход.ящимс.я. 

Геометричесни несобственный интеграл (3) в случае f(x) > О есть 
площадь фигуры, ограниченной графи1юм фуннции у = f (x ) ,  прямой 
х = а и вертинальной асимптотой х = Ь. 

Аналогично определяется несобственный интеграл в случае 
lim f (x) = оо . 

x -t a+O 
В случае, ногда с Е (а , Ь) - точна разрыва и фуннция f (x) неогра­

ничена в любой онрестности точ1ш с, 

Ь c--r1 Ь ! f (x) dx = lim J f(x) dx + lim J f (x) dx .  (4) 
'У1 -t+O -r2 -t+o 

а а c+-r2 

Признани сходимости и расходимости несобственных интегралов от 
неограниченных фующий аналогичны признанам из п. 1 .  

На  прантине в начестве интеграла , с ноторым производится сравне­
ние , обычно используются интегралы вида 

ь ь ! dx 
. (х - а)" ' ! dx 

(Ь - х)°' 
(а > О) , (5) 

а а 

ноторые сходятся при а < 1 и расходnтся при а ;:: 1 (сравните с анало­
гичными интегралами в случае беснонечных пределов интегрирования) . 

2 

П р  и м  е р  3. Исследовать на сходимость интеграл J l
dx . 
Il J: 

1 

<! При х -+ 1 
1 

lп х 

1 (энвивалентные беснонечно большие) , х - 1 тан нан 
1 . . 1/ lп х 

!Ш -
.: -t l  l / (1· -- l )  - - liш :с =J. = !irп _ _!__ = 1 .  

2· --; 1 . ln :r x -> I  1 /-:J.· 
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2 

! dx Интеграл -- расходится иаи интеграл типа (5) при а = 1 . х - 1  След о-
1 

2 
вательно, расходится и / I�xx . [> 

1 
П р  и м  е р  4 .  Исследовать на сходимость интеграл 

1 ! 2х2 + ../Х dx. tg x - х 
о 

<J Задача состоит в том, чтобы установить хараитер поведения подынте­
гральной фуниции при х ---r +О. В числителе при х ---r +0 имеем 

2х2 + ..;х = х1 /2 (2хз/2 + l ) ,...., х1 /2 . 

В знаменателе воспользуемся формулой Маилорена для фуниции tg х: 

Следовательно, при х ---r +О 

2х2 + .JX х1 12 1 ---""-- ,...., -- - 3--tg х - х хз /3 -
х5/2 · 

1 

! dx Тан иаи интеграл 
х5/2 расходится , то расходится и заданный инте-

о грал. [> 

Вычислить несобственные интегралы (или установить их рас­
ходимость ) : 

1 2 е 

! dx 
7.433.  

2 4 . х + х ! x dx 
7.434. 

(х2 - 1 )4/5 . ! dx 
7.435. --3- . x ln х 

1 о 
4 

7.436. . ! dx 
Jбх - х2 - 8 

2 

о 
2/3 

! dx 
7.437. J . 

х 9х2 - 1 1 /3 
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2 е2 ! x3 dx 
7.438. � ·  

. v 4 - х2 
о 

! dx 
7.439. � · 

xv ln x 
1 

fij; 1 ! 1 dx 
7.440. cos 2 . 3 .  

х х ! dx 
7.441 . 

J 
. 

х ( 1  - х) 
о о 

Исследовать на сходимость интегралы: 
1 1 ! cos ( 1 /х) ! х2 

7.442. зг,;; dx . 7.443. � dx . 
у х v 1 - х4 

о о 
1 1 зг;; 

7.444. f dx . 7.445. / ln ( l + У х2 ) 
dx . . tg x  - х ех - 1  

о о 
1 ! .jX 7.447. ij dx . 

4 ( 1 - х) З 
о 

1 1 

7.448. / ;:� 1 . 7.449. / 1fi dx. 
о о 
1 о ! е 1/х ! е1/х 

7.450. -;з dx . 7.451 .  -;з- dx . 
о - 1 

161 

7.452. До:казать , что при а >  о определяющий гамма- функцию 
+оо 

Г(а) интеграл Эйлера Г (а) = / e-xxa- l dx сходится, и устано­
о вить следующие соотношения: 

а) если а = п - целое число, то Г (п + 1 )  = п ! ;  
6) Г(а + 1 )  = аГ(а) для любого а >  О; 
n) * Г (�) = у'7Г; г) Г (�) = �; 
д) Г ( п + �) = 1 · 3 · 5 . . . (2п - 1 ) �, п - целое .  
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§ 6 . Ге ометричесние приложения определенного интеграла 

1. Площадь пло еной фшуры. Площадь фигуры, ограниченной гра­
фшюм непрерывной функции у = f (x) (J (x) � О) , двумя прямыми 

у 

О а 

х = а, 

х = а  и х = Ь и осью Ох, или площадь кри­
волинейной траnе'Ции, ограниченной дугой 
графика функции у = f (x) ,  а � х � Ь 
(рис. 15) ,  вычисляется по формуле 

ь 

S = j f (x) dx . ( 1 )  
а 

ь х Площадь фигуры, ограниченной графи­
нами непрерывных функций у = f1 (х) и 
у = f2 (x) ,  fi (х) � f2 (x) и двумя прямыми 

х = Ь (рис . 16) , определяется по формуле 
Рис . 1 5  

ь 

S = j (f2 (x) - f1 (x) ) dx . (2 ) 
а 

Простейшие задачи на применение формул ( 1 )  и (2) были приведены 
в §  4 (задачи 7 .356-7.363) . 

у 

у 

х 

о х 

Рис. 16  Рис . 17 

П р  и м  е р  1 . Найти площадь фигуры, лежащей в правой полуплосrю­
сти и ограниченной окружностью х2 + у2 = 8 и параболой у2 = 2х. 
<j Найдем точки пересечения кривых (рис. 17) , решив систему урав­
нений 

х2 + у2 = 8 ,  
у2 = 2х .  
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Получим ТОЧRИ (2 , 2) и (2 , -2) . Использун симметрию относительно оси 
Ох, найдем исномую площадь S RaR удвоенную сумму площадей нри­
волинейных трапеций, ограниченных соответственно дугами параболы 
у = ffx, О � х � 2, и оRружности у = J8 - х2 , 2 � х � JS: 

2 у'8 
S = 2 (/ ffx dx + j � dx) = 

о 2 
� 2 ( h �х31' 1 : + ( �JB - x' + 4 мcsin Js() 

= 2 ( � + 271" - 2 - 7r) = 271" + � .  !> 

Иногда удобно использовать формулы, аналогичные ( 1 ) и (2) , но по 
переменной у (считан х фунRцией от у) , в частности , 

d 

S =  /U2 (y) - fi (y ) ) dy . (3) 
с 

П р  и м  е р  2 . Найти площадь фигуры, ограниченной параболой 
(у - 2) 2 = х - 1 , Rасательной R ней в точRе с ординатой у0 = 3 и осью Ох .  
<J Форма фигуры (рис. 18 ) не позволнет непосредственно применить фор­
мулы ( 1 ) или (2) .  ОднаRо если рассматривать фигуру относительно оси 

у 

-4 о 

Рис. 18 

5 х 

Оу, то можно применить формулу (3) . ИтаR, пусть у - независиман пе­
ременная. Уравнение параболы запишем в виде х = у2 - 4у + 5. Найдем 
уравнение Rасательной R параболе. Оно имеет вид х - хо = х� (у - Уо ) .  
TaR RaR х� = 2 (у - 2) ,  то х� = х' l у=З = 2. Найдн, далее ,  абсциссу точRи 
насанин х0 = 2 , получаем уравнение Rасательной 

х - 2 = 2 (у - 3) , или х = 2у .:... 4 . 
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Полагая в (3) fi (y) = 2у - 4, f2 (y) = у2 - 4у + 5 , имеем: 3 3 
s = ! ( (у2 - 4у + 5) - (2у - 4) )  dy = ! (у2 - бу + 9) dy = 

о о 3 3 
= J(y - 3) 2 dy = � (у - 3) 3 1 = 9. [> 
о о 

Заметим, что применение формул ( 1 ) и (2) при решении примера 2 
потребовало бы вычисления суммы трех интегралов: 

5 

+ J (2 - Jx - 1 ) dx. 
1 

П р  и м  е р  3 . Найти площадь фигуры, ограниченной иривой у = 1/х2 , 
осью Ох и прямой х = 1 и лежащей правее этой прямой. 

у <J Исиомая площадь (рис. 19) выражается 
несобственным интегралом 

о х 

S = f= d� = _ _!_ 1= = 1 . t> 
Х х 1 1 

Если фигура ограничена иривой, имею­
щей параметричесиие уравнения х = x(t) , 

Рис. 1 9  у = y(t) , прямыми х = а,  х = Ь и осью Ох , 
то площадь ее вычисляется по формуле 

/,2 t2 
S = J y(t)x' (t) dt = J y (t) dx (t) , (4) 

где пределы интегрирования находятсn из уравнений а = x(t1 ) ,  Ь = 
= x(t2 ) (y (t) � О на отрезие (t1 , t2 ] ) .  Формула ( 4 )  применима танже длn вычислениn площади фигуры, 
ограниченной заминутой иривой (изменение параметра t от t1 до t2 
должно соответствовать обходу ионтура по часовой стрелие) . 
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П р  и м  е р  4. Найти площадь петли нривой 

х = a(t2 - 1 ) ,  у =  b(4t - t3 ) (а > О, Ь > О) . 

<] Найдем точ1ш пересеченин нривой с ноординатными оснми. Имеем: 
х = О при t = ±1 ;  у = О при t = О, t = ±2. Следовательно, получаем 
следующие точни: (О , ЗЬ) при t = 1 ;  (О, -ЗЬ) при t = - 1 ;  (-а , О) при 
t = О; (За, О) при t = ±2. Точна (За, О) нвлнетсн точной самопересеченин 
нривой . При О �  t � 2 у � О; при -2 � t � О  у �  О (рис . 20) .  

Площадь фигуры находим нан удвоенную площадь верхней е е  поло­
вины: 

З а  2 2 
S = 2 j y dx = 2 j y (t)x' (t) dt = 2 j b(4t - t3 )a · 2t dt = 

- а  О О 

= 4аЬ j (4t2 - t4 ) dt = 4аЬ ( � t3 - t; ) i: = 21
5
5
6 аЬ. 1> 

о 
Площадь фигуры, ограниченной графином непрерывной фующии r = 

= r (<p) и двумн лучами <р = а, <р = (3, где <р и r - полнрные ноординаты, 

у у 

2а r - 2а sin � 

t - 0 
-а х r - 2a cos � 

о а 2а х 

Рис . 20 Рис . 2 1 

или площадь криво.лш1,еuно20 сектора, ограниченного дугой графина 
фуннции r = r (<p) , а �  <р � (3, вычислнетсн по формуле 

(5) 

П р  и м  е р  5 . Найти площадь лунни, ограниченной дугами онружно­
стей r = 2a cos <p, 1· = 2a sin <p, О �  <р � 1Г/2 , а > О .  
<] Онружности пересенаютсн при <р = 7Г / 4; рассматриваеман фигура 
(рис. 2 1) симметрична относительно луча <р = 7Г /4. Следовательно, ее 
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площадь можно вычислять та·н :  

тт/4 тт/4 
S = 2 · � J 4а2 sin2 ер dcp = 2а2 J ( 1 - cos 2ср) dcp = 

о о 

= 2а2 (cp - � sin 2cp) ['4 
= (% - 1) а2 . r> 

7.453. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой у = ln х 
и прямыми х = е ,  х = е2 , у = О . 

х2 
7.454. Найти площадь фигуры, ограниченной эллипсом + а2 

у2 
+ ь2 = 1 .  

7.455 .  Найти площадь фигуры, ограниченной параболами 
у2 = 4х и х2 = 4у . 

7.456 .  Найти площадь фигуры, ограниченной параболой у = 
= х2 + 2х и прямой у = х + 2 .  

7.457. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми у = 
27 х2 

= х2 + 9 и у = 5 · 
7.458.  Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми у2 4 

= 2рх и у2 = - (х - р)3 (р > О) . р 
7.459 . Найти площадь фигуры, ограниченной окружностями 

х2 + у2 = а2 , х2 + у2 - 2ау = а2 и прямой у = а. 
7.460. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми у = 

а3 а2х = 2 2 , у =  2 2 и осью Оу. а + х  а + х  
7.461 . Найти площадь фигуры, ограниченной осью Оу , пара-

болой (х - а) 2 = 2р(у - Ь) и I\асательной I\ ней в точl\е с абсциссой 
х = с (с > а > О , р > О) . 

7.462. Найти площадь фигуры, ограниченной I\ривыми у 
= ех - 1 ,  у = е2х - 3 ,  х = О . 

7.463 .  Найти площадь фигуры, ограниченной параболой у 
= 3 + 2х - х2 и осью Ох. 

7.464. Найти площадь фигуры, ограниченной I\ривой у = 
= arcsin х и прямыми х = О, у = 7Г /2 .  

7.465. Найти площадь верхней лунl\и, ограниченной окружно­
стями х2 + у2 = а2 и х2 + у2 + 2ау = а2 . 
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7.466 .  Найти площадь фигуры, ограниченной линиями (х - 1 )  х 
х (у + 2) = 2 и х + у = 2 . 

7.467. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой у = In x , 
касательной к ней в точ1\е .i: = с  и осью Ох . 

7.468. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми у = 
= ln (x + 2) ,  y = 2 In x , у = О. 

7.469. Найти площади каждой из двух частей , на которые круг 
х2 + у2 � 2ах разделен параболой у2 = 2ах - а2 . 

7.470. Найти площадь лунки , ограниченной гиперболой · ;i.:2 -

- у2 = а2 и параболой у2 = �ах . 
7.471 . Найти площадь гиперболичешого сегмента с высотой h 

и основанием 2r (действительная полуось гиперболы равна а) .  
7.472. Найти площадь фигуры, ограниченной I>ривой а2у2 = 
х5 

- --- и ее асимптотой. 
2а - х  
7.473. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями х2 -

- у2 = а2 , (х2 - а2 ) 3у2 = а8 и осью Ох (х > ·а) . 
7.4 7 4. Найти площади 1шж.дой из двух частей , на 1юторые круг 

х2 + у2 � 2ах разделен гиперболой 4х2 - 3у2 = а2 . 
7.475. Найти площадь эллиптичесного сегмента с высотой h 

и основанием 2r (большая полуось эллипса равна а , основание 
сегмента параллельно малой оси) . 

7.476. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми у = 
а3 а2х 

2 2 , у =  2 2 и осью 
Ох. а + х а + х  

7.477. Найти шющадь фигуры, ограниченной нривой у2 
х4 

2 2 и ее асимптотами . а - х 
7.478. Найти площадь фигуры, ограниченной астроидой х 

= а cos3 t ,  у = а sin3 t . 
1 

7.479. Найти площадь петли нривой х = З t(З - t2 ) , у =  t2 . 
7.480. Найти площадь фигуры, ограниченной одной арной ци-

клоиды х = 2 (t - sin t) , у =  2 ( 1 - cos t) и осью Ох. 
7.481 .  Найти площадь петли Rривой х = a (t2 + 1 ) ,  у =  Ь(t3 - 3t) . 
7.482. Найти площадь петли l\ривой х = 2t - t2 , у = 2t2 - t3 . 
7.483. Найти площадь фигуры, ограниченной Rардиоидой r = 

= a ( l + sin <p) .  ' 

7.484. Найти площадь одного лепестRа нривой r = а sin 2<р. 
7.485. Найти площадь фигуры, ограниченной нривой r = 

= а sin 5<p. 
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7.486 .  Найти площадь фигуры, ограниченной :кривыми r = 
= а tg <р sec <р, r = 2а cos <р и полнрной осью. 

7.487. Найти площадь фигуры, лежащей в первой четверти, 
а 

ограниченной :кривыми r = а tg <р, r = -- и полнрной осью. 
cos ер 

7.488.  Найти площадь фигуры, ограниченной двумн последова­
тельными вит:ками логарифмичес:кой спирали r = е'Р, начинан с 
<р = о . 

7.489. Найти площадь фигуры, ограниченной :кривыми r2 
= 2 cos 2<p, r = 1 (r ? 1 ) . 

7.490. Найти площадь фигуры, ограниченной :кривой r 
= a cos 3<p. 

7.491 .  Найти площадь фигуры, ограниченной лемнис:катой Бер­
нулли r2 = а2 sin 2ср. 

7.492 .  Найти площадь фигуры, ограниченной о:кружностью r = 
= /3 sin <р и :кардиоидой r = 1 - cos <р (вне :кардиоиды) . 

2. Дmma дуги кривой. Если гладиая иривая задана уравнением у = 
= J (x) , то длина l ее дуги равна 

ь 

l = j J1 + (у' ) 2 dx , 
а 

где а и Ь - абсциссы ионцов дуги. 
Если же иривая задана параметричесиими уравнениями х = x(t) , 

у = y (t) (t1 � t � tz ) ,  то 
t2 

l = j J(x� ) 2 + (у� ) 2 dt . 
t ,  

Аналогично выражается длина дуги пространственной иривой, заданной 
параметричесиими уравнениями х = x(t) , у = y (t) , z = z (t) , ti � 
� t � t2 : 

t2 

l = / J(x� ) 2 + (у� ) 2 + (z' ) 2 dt. 
t 1 

Если задано полярное уравнение гладиой иривой r = r (<p) , а � 
� <р � (3 ,  ТО 

/3 

l = / Jr2 + (r' ) 2 d<p. 
" 
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П р  и м  е р  6 .  Найти длину дуги полуRубичес1шй параболы у2 = х3 от 
начала Rоординат до точRи (4 , 8) . 
<] Имеем: 

у =  ХЗ/2 , у' = �х1 /2 , 2 

l = /
4 J1 + �x dx = � · � (1 + �х)

312
1
4
= _! (lOJi0 - 1 ) .  1> 4 9 з 4 о 27 о 

П р  и м  е р  7. Найти длину астроиды х = а cos3 t , у = а sin3 t . 
<] Имеем: 

х� = -За cos2 t sin t, у� = За sin2 t cos t , 
7r/2 

�l = J V9a2 cos4 t sin2 t + 9а2 sin4 t cos2 t dt = 
о 

ОТRуда l = ба. [> 
П р и м е р  8 . Найти длину Rардиоиды r = а(1 - cos cp) (а > О) . 

<] Имеем: 
r' = a sin cp, 

1С 

�l = f Ja2 ( 1 - cos cp) 2 + a-2 sin2 cp dcp = 
о 

1С 1С 

= а  f J2(1  - cos <p) dcp = 2а f sin � dcp = 4а, 
ОТRуда l = 8а. [> 

о о 

7.493 .  Найти длину дуги параболы у =  х2 от х = О до х =  1 . 
1 

7.494. Найти длину дуги :кривой у =  3 (3-x)JX между точками 
ее пересечения с осью Ох. 

. 8 
7.495. Найти длину дуги полукубической параболы у2 = 

27р 
х 

х (х - р)2 , лежащей внутри парабqлы у2 = 2рх .  
7.496.  Найти длину дуги :кривой у = а ln  (а2 - х2 ) (а > 1 ) ,  

лежащей выше оси Ох . 
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7.497. Найти 'длину зам1шутой :кривой 8а2у2 = х2 (а2 - х2 ) . 
7.498* . Найти периметр луюш, образованной онружностнми: 

х2 + у2 = 2ах и х2 + у2 = 2Ьу (а > Ь > О) . 1 
7.499 . Найти длину дуги цепной линии у =  2 ch 2х от х = О  до 

х = 3 .  

7.500. 

3 

2 пх 1 
Найти д.лину дуги привой у = - lп siн - от х = п 2 2 

до х =  -2 ·  
7.501 . Найти длину дуги полупубичесrюй параболы у2 5 

- х 
р 

х (х - р) 3 , отсе:каемой прпмой х = 2р (р > О) . 
7.502. Найти длину дуги щшвой ::r; = а (3  cos t - cos Зt) , у = 

п 
= a (З siп t - siп 3t)  от t = О  до t = 2 (а > О) . 

7.503. Найти длину дуги привой х = е1 cos t ,  у = et siп t от 
t = 0 ДО t = 1 .  

7.504. Найти длину петли привой х = t2 , у = t ( 1 - t2) . 

t6 t4 
7 .505. Найти длину дуги нривой х = 6 ,  у = 2 - 4 между 

тnч:ками ее пересеченип с оснми 1юординат. а 
7.506. Найти длину петли I\ривой х = a (t2 + 1 ) ,  у =  З (t3 - Зt) 

(а > О) . 
7.507. На цишюидс х = a(t  - siн t) , у = a ( l  - cos t )  нпйти 

ТО'ШУ , :которап делит длину первой ар1ш цюшоиды в отношении 1 :  3, считап от начала пuор.r:.инат (а > О) . 
7.508. Найти длину дуги логарифмичеспой спирали r = еа'Р , 

на ходпщейся. ннутри окружности r = 1 (а > О) . 
7.509. Найти длину дуги нардиоиды r = 2 ( 1  - cos <p) , нахnдн­

щейсп внутри онружности r = 1 .  
7.510* . Найти длину всей щшвой т = а  cos3 � ( а  > О) . 
7.51 1 . Найти длину дуги спирали Архимеда r = 5<р,  на ходп-

щейсн внутри онруж.ности r = 10п. 
7.512 .  Найти длину всей нривой т = a siн4 � (а > О) . 
Найти длины дуг пространственных щшвых : 

7.513 . x = at2 , y = a (t + � t3) , z = a (t - � t3) от t = О до 

t = /3 (а > О) . 
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7.514. х = et cos t ,  у = e t  sin t ,  z = et между плосностями z = О 

и z = а  (а > О) . ' 

7.515. х2 = 4у, 9z2 = 16ху между плосностями х = О  и х =  4 . 
7.516 .  х = aVt cos t ,  у = aVt sin t, z = at от t = О до произ­

вольного t > О (а > О) . 
t 

7.517. х = t - sin t ,  . У  = 1 - cos t, z = 4 cos 2 между двумя 
точ:ками пересечения :кривой с плос:костью Oxz. 

3.  Площадь поверхности вращеmш. Площадь поверхности , образован­
ной вращением вокруг оси Ох дуги кривой, заданной фующией у = J (x) , 
а :::; х :::; Ь, вычисляется по формуле 

ь 

Qx = 27Т J f(x)V1 - (/' (х) ) 2 dx . 
а 

Если дуга задана параметрическими уравнениями х 
= y (t) , t 1 :::; t :::; t2 , то 

t2 

Qx = 27Т J y (t)V(x' (t) ) 2 + (y' (t) ) 2 dt . 
t 1 

x(t) , у 

Если дуга задана в полярных координатах r = r (rp) , а :::; 'Р :::; {3, то 

{3 

Qx = 27Т J r sin rpJr2 + (r 1 ) 2 drp. 
С> 

Если дуга кривой вращается вокруг произвольной оси , то площадь 
поверхности вращения выражается интегралом 

в 

Q = 27Т ! R dl , 
А 

где R - расстояние от точки на кривой до оси вращения , dl - диф­
ференциал дуги, А и В - пределы интегрирования, соответствующие 
концам дуги . При этом R и dl должны быть выражены через переменную 
интегрирования . 

П р  и м  е р  9 .  Найти площадь поверхности, образованной вращением 
астроиды х213 + у213 = а213 вонруг оси Ох. 
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<J Имеем: 
у =  (а2/3 _ х2/3 ) 3/2 , 

у' = � (а2/3 - x2f3 ) 1 /2 (- �х- 1 /3) = - (а2/3 - х2/3 ) 1 /2 
2 3 xl /3 

, 

а2/3 _ х2/3 
1 + х2/3 

al /3 

lx l l /3
. 

Следовательно , а 
! al /3 

Qx = 2 . 27Г (а2/3 - x2f3 ) 3/2 . 
xl /3 

dx = 

о 
а 

= 47Гаl /3 J (а2/3 _ x2f3 ) 3f2x- 1 /з dx = 
о 

= -41Га 1 /3 . - = -?Га2 . [> 3 (а2/3 - х2/3 ) 5/2 ' а 12  
2 5/2 о 5 

П р  и м  е р  10 . Найти площадь поверхности , образованной вращением 
одной арии цинлоиды х = a(t - sin t) , у =  а( 1 - cos t) воируг оси Ох. 
<J Имеем: 

x; = a(1 - cos t) , y� = a sin t , 

J(x� ) 2 + (у� ) 2 = J а2 ( 1  - cos t) 2 + а2 sin2 t = aJ2 ( 1 - cos t) = 2a sin � ·  
Отсюда 

27Г 
Qх = 27Г f a( 1 - cos t) · 2a sin � dt = 

о 
27Г 27Г 

= 87Га2 f sin3 � dt = 87Га2 f ( 1 - cos2 �) sin � dt = 
о о 

= - l67Га2 (cos ! - соsз (t/2 ) ) 1 2" = 64 7Га2 . [> 
2 3 о 3 

П р  и м  е р  1 1 . Найти площадь поверхности , образованной вращением 
иардиоиды r = 2а( 1  + cos <p) воируг полнрно� оси. 
<J Имеем: 

r' = -2a sin <p, 

Jr2 + (r' ) 2 = J 4а2 ( 1 + cos <р) 2 + 4а2 sin2 <р = 4а cos � ,  
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и, далее ,  
" 

Qx = 27Г J 2а( 1 + cos <p) sin <p · 4a cos � d<p = 
о 

" ! 4 <р . <р 128 2 = 647Га2 cos 2 sш 2 d<p = 51Га . 1> 
о 

7.518. Найти площадь поверхности (называемой катеиоидо.м) , 
1 

образованной вращением дуги цепной линии у = 2 ch 2х , О � х � 
� 3 , вокруг оси Ох. 

7.519. Найти площадь поверхности эллипсоида , образованного 
вращением эллипса 4х2 + у2 = 4 вонруг : а ) оси Ох; б) оси Оу. 

7.520. Найти площадь поверхности, образованной вращением 
1 3 

вокруг оси Ох дуги кривой у =  3х от х = - 1 до х = 1 . 
7.521 . Найти площадь поверхности, образованной вращением 

1 
вокруг оси Ох дуги кривой у = бJХ(х - 12 ) между точками ее  
пересеченин с осью Ох. 

7.522. Найти площадь поверхности, образованной вращением 
вокруг оси Оу дуги полукубической параболы 9ау2 = 4х3 , отсекае­
мой прнмой х = а.  

7.523.  Найти площадь поверхности, образованной вращением 
петли кривой 9ау2 = х (3а - х ) 2 вонруг : а ) оси Ох; б) оси Оу. 

7.524. Н13йти шющадь поверхности, образованной вращением 
дуги нривой у = е-х/2 , О � х < +оо, �округ оси Ох. 

7.525. Найти площадь поверхности, образованной вращением 
7Г 

дуги кривой х = а (З cos t - cos Зt) ,  у =  а(З sin t - sin Зt) ,  О � t � 2 ' 
вокруг : а ) оси Ох ; б) оси Оу. 

7.526. Найти площадь поверхности, образованной вращением 
at 

петли нривой х = a (t2 + 1 ) , у =  З (З - t2 ) вокруг оси Ох. 
7.527. Найти площадь поверхности, образованной вращением 

одной ар1ш циклоиды х = a(t - sin t) ,  у = а( 1  - cos t) вокруг ее 
оси симметрии. 

7.528. Найти площадь поверхности, образованной вращением 
дуги эвольвенты окружности х = a (t sin t + cos t) ,  у = а х 
х (sin t - t cos t) ,  О � t � 7Г, вокруг оси Ох. 

7.529. Найти площадь поверхности, образованной вращением 
окружности r = 2а sin <р вокруг полнрной оси. 
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7.530. Найти площадь поверхности, образованной вращением 
нардиоиды r = a ( l + cos ер) вонруг насательной в ее вершине 
(2а, О ) . 

7.531 . Доназать , что площадь поверхности, образованной вра­
щением лемниснатЬ1 r2 = а2 sin 2ер вонруг полярной оси, равна 
площади поверхности сферы радиуса а. 

7.532. Найти площадь поверхности, образованной вращением 
<р 7Г 

дуги нривой r = a sec2 2 ,  О �  ер �  '2 '  вонруг полярной оси. 

4. Объем тела. Если площадь S(x) сечения тела плосностью, перпен­
динулярной оси Ох, является непрерывной фуннцией на отрезне [а , Ь] , 
то объем тела вычисляется по формуле 

ь 

V = J S(x) dx . (6) 
а 

П р  и м  е р  12 . Найти объем тела , основание ноторого - нруг ради­
уса а , а сечение плосностью, перпендинулярной финсированному диаме­

z 

-а 

Рис. 2 2  

а х 

тру нруга , есть равнобедренный треуголь­
нин высоты h. 
<J Выберем систему ноординат тан, чтобы 
ПЛОСRО СТЬ Оху совпадала с ПЛОСRО СТЬЮ нру­
га , начало ноординат - с его центром, а 
ось Ох содержала финсированный диаметр 
(рис. 22) . Получим уравнение онружности 
в виде 

Сечение тела плосностью, перпендину­
лярной оси Ох, есть равнобедренный треугольнин с основанием 2у 
= 2v' а2 - х2 и высотой li . Имеем: 

S (x) = � · 2Va2 - x2h  = h)a2 - х2 (-а � х � а) , 

а а 

V = h J J а.2 - х2 dx = 2h J J а2 - х2 dx = 
- а  О 

= 2/i (;_:_ Ja2 - х2 + 
а2 arcsin ;_:_) la = 2h · а2 · � = !1Га2h. !> 

2 . 2 2 0  2 2  2 
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Выражение для функции S (x) достаточно просто получается в случае 
тел вращения. Так ,  если криволинейная трапеция, ограниченная кривой 
у = f (x) , а � х � Ь, вращается вокруг оси Ох или оси Оу, то объемы 
тел вращения вычисляются соответственно по формулам: 

(7) 
" 

ь 

Vy = 27r J x l f (x) I dx,  а � О .  (8) 
" 

Если криво.1шнейный сектор, ограниченный кривой r = r ( <р) и лу­
чами <р = а, <р = /3, вращается во1>руг полярной оси, то объем тела 
вращения равен 

{3 

V = �7r J r3 sin <р d<p. 
<> 

Вычисление объемов тел значительно проще производится с помо­
щью кратных интегралов. Поэтому мы ограничимся здесь толыю про­
стейшими задачами. 

П р  и м  е р  1'3 . Фигура ,  ограниченная кривыми у = ./2РХ и у = 
2 

= 
../Р 

(х - р) 312 , вращается вонруг оси Ох. Найти объем теш1 вращения. 

<J Найдем точки пересечения нривых : 

� = _2_ (Х - p)3f2 , ИЛИ 

../Р 
2р2х = 4(х' - р) 3 ;  

очевидно, уравнению удовлетворяет значе­
ние х = 2р, и тогда у = 2р, т. е. имеем 
точку пересечения (2р, 2р) , - рис. 23. Ис-
1юмый объем есть разность двух объемов : 

у 

о 

объема l '1 ,  полученного вращением криволинейной 
ченной параболой 

у = �  (О � х � 2р) , 

х 

Рис. 23 

трапеции, ограни-

и объема V2 , полученного вращением криволинейной трапеции , ограни-
2 ченной полукубической параболой у = ../Р (х - р) 312 (р � х � 2р) .  
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Используя формулу (7) , получаем: 
2р 2р 

Vx = V1 - V2 = 7r ! Yi dx - 7r ! у� dx = 
о р /2r 4 /2r х2 1 2р 

= 7r · 2р х dx - 7r · Р (х - р)3 dx = 27rp · 2 0 

о р 

47r (х - p)4 1 2r 
р 4 о 

= 47rрз - 7rрз = 37rp;� . 1> 

П р  и м  е р  14 . Фигура ,  ограниченная нривой х = а cos t , у = а sin 2t 
(О :::; t :::; 7r /2) и осью Ох, вращается воируг оси Оу. Найти объем тела 
вращения. 
<] Очевидно, что О :::; х :::; а и О :::; у :::; а , а таюке, что у = О при t = О 
и при t = 7r/2 , т .� .  рассматриваемая фигура является нриволинейной 
'трапецией . Далее ,  при t = О х = а, при t = 7r /2 х = О. Следовательно, 
исиомый объем выражается формулой (8) .  Имеем: 

а О 
Vy = 27r j x(t )y (t) dx = 27r j a cos t · a sin 2t (-a sin t) dt = 

О п/2 
,п/2 п/2 

! 7rаз ! = 7ra3 sin2 2t dt = Т ( 1 - cos 4t) dt '!::::: 
о о 

3 ( 1 ) Jn/2 
= 7r; t - 4 sin 4t 0 

4 
[> 

П р  и м  е р  1 5 . :Кардиоида r = а( 1 - cos <р) вращается вонруг полярной 
оси. Найти объем тела вращения . 

п п 2 ! . 2 ( 1 - cos <p)4 1 8 
<] V = З7r а3 ( 1  - cos <p) 3 sш <p d<p = 37ra3 

4 
0 = 37ra3 . 1> 

о 

7.533. Найти объем тела , основание 1шторого - область плос­
кости Оху, ограниченная астроидой х = а cos3 t, у = а sin3 t, а 
сечение плоскостью, перпендикулярной оси Ох, есть квадрат.  

7.534. Найти объем клина , отсеченного от прямого кругового 
цилиндра радиуса а плоскостью, проходящей через диаметр осно­
вания под углом а к плоскости основания. 

7.535. Найти объем тела , образованного вращением вонруг оси 
Ох фигуры, ограниченной линиями 2у = х2 и 2х + 2у - 3 = О. 
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7.536. Найти объем тела , образованного вращением во:круг оси 
Ох фигуры, ограниченной линиями у = е-2х - 1 ,  у = е-х + 1 , 
х = о.  

7.537. Найти объем тела , образованного вращением во:круг оси 
Оу фигуры, ограниченной линиями у = х, у = х + sin2 х (О � 
� х � 1Г ) . 

7.538. Найти объем тела , образованного вращением во:круг оси 
х2 

Оу фигуры, ограниченной линиями у = "2 + 2х + 2 и у = 2 .  
7.539 . Найти объем тела , образованного вращением параболи­

чес:кого сегмента с основанием 2а и высотой h во:круг высоты. 
7.540. Найти объемы тел, образованных вращением фигуры, 

ограниченной :кривой х = at2 , у =  a ln t  (а > О) и осями поорди­
нат, вопруг : а ) оси Ох; б) оси Оу. 

7.541 .  Найти объем тела , образованного вращением во:круг оси 
Ох фигуры, ограниченной привой х = а cos t , у = а sin 2t и осью 
Ох (О � х � а) .  

7.542. Найти объем тела, образованного вращением астроиды 
х = а cos3 t , у = а sin3 t во:круг прямой х = а . 

7.543. Найти объем тела , образованного вращением привой r = 
= а sin2 <р вопруг полярной оси. 

7.544. Найти объем тела , образованного вращением лемнис­
паты r2 = а2 cos 2<р во:круг полярной оси. 

7.545* . Найти объем тела , образованного вращением во:круг оси 
sin x Ох фигуры, ограниченной привой у =  -- и осью Ох. х 

§ 7. Приложения определенного интеграла 
н решению неноторых задач механини и физини 

1 .  Моменты и центры масс плосних нривых. Если дуга нривой задана 
уравнением у = f(x) ,  а :::; х � Ь, и имеет плотность 1 ) р = р(х) , то 
статичесние моменты этой дуги Мх и Му относительно ноординатных 
осей Ох и Оу соответственно равны 

ь 

Мх = J p(x)f (x)Vl + (f' (x) ) 2 dx , 
а 

ь 

Му = J p(x)xVl + (f' (x) ) 2 dx ,  
а 

1 )  Всюду в задачах,  где плотность не у1шзана , предполагаетсн, что криван 
однородна и р = 1 .  
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моменты инерции lx и ly относительно тех же осей Ох и Оу вычисля­
ются по формулам 

ь ь 

lx = J p(x) f2 (x)J1 + (f' (x)) 2 dx , ly = j p(x)x2J1 + (f' (x) ) 2 dx , 
а а 

а ноординаты центра масс х и у - по формулам 
ь 

х = �У = Т J p(x)xJ1 + (f' (x) ) 2 dx , 
а 

ь 

м 
1 1 . J 2 у = -f = l p(x) f (x) 1 + (f' (x) ) dx , 

а 

ь 

где l - масса дуги , т . е .  l = J p(x)J1 + (f' (x) ) 2 dx . 
а 

П р  и м  е р  1 . Найти статичесние моменты и моменты инерции отно­
сительно осей Ох и Оу дуги цепной линии у = ch х при О � х � 1 .  
<J Имеем: у' = sh x ,  j1 + (у' ) 2  = Vl + sh2 х = ch x .  Следовательно , 

Мх = j ch2 х dx = � j ( 1 + сЬ 2х) dx = � ( х + � sh 2х) 1 : = � (2 + sh 2) , 
о о 

1 1 1 

Му = j x ch x clx = j x d(sh x) = x sh x l � - j sh x dx = 
о о о 

= sh 1 - cl1 х 1 � = sl1 1 - cl1 1 + 1 , 

1
1 

3 

/1 
2 

( 
sli з х) 

1 1 1 3 lx = ch' x dx = .( l + sl1 х) ch x dx = sh x + -3- 0 = sh 1 + 3 sh 1 , 
о () 

1 1 1 

ly = J х2 ch x dx = J х2 d(sh x) = х2 sh x l �- 2 / x sli x dx = 

о о о 
1 1 

= sh 1 - 2 J х сl(сЬ х) = sl1 l - 2 ( х ch x j � - J ch х dx) = 
о о 

= r;J1 1 - 2 ch 1 + 2 sh 1 = 3 sl1 1 - 2 ch 1 . t> 
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П р  и м  е р  2 .  Найти координаты центра масс дуги окружности х = 
= а cos t, у = а sin t, расположенной в первой четверти . 

И . l - 1Га ,1Г ' - • ' -<J меем. - 2 '  О :::; t :::;{ 2 , xt - -a sш t , Yt - a cos t ,  

j(x� ) 2 + (у� ) 2 = J а2 sin2 t + а2 cos2 t = а . 

Отсюда получаем: 
1Г/2 

Мх = а2 / cos t dt = a2 sin t l �12= а2 , 
о 
1Г/2 

Му = а2 / sin t dt = -a2 cos t l �12= a2 , 
о 

_ Му а2 2а х - - - -- - -- l - 7ra/2 - 7Г ' 
а2 2а 

у - -- - - [> - 7ra/2 - 7Г · 

В приложенинх часто оказываетсн полезной следующан 
Т е о р е м  а Г у л ь д е н  а. Площадь пов ерхности, образов анной вра­

щением дуги плоской кривой вокруг оси, лежащей в плоскости дуги и 
ее не пересекающей, равна произв едению длины дуги на длину окруж­
ности, описываемой ее v,ентро.м .масс . 

П р  и м  е р  3 .  Найти координаты центра масс полуонружности у = 
= Ja2 - х2 . 
<J Вследствие симметрии х = О . При вращении полуокружности вокруг 
оси Ох получаетсн сфера , площадь поверхности которой равна 47Га2 , а 
длина полуокружности равна 1Га. По теореме Гульдена имеем 

47Га2 = 1Га · 27Гfj. 

2а ( 2
7Г
а) . " Отсюда у = - , т .  е. центр масс С имеет координаты С О , v 7Г 

7.546. Найти статический момент синусоиды у = sin х (О :::;; 
:::;; х :::;; 1Г ) относительно оси Ох . 

7.547. Найти статический момент и момент инерции относи­
тельно оси Ох дуги :кривой у = ех (О :::;; х :::;; 1 ) .  

7.548. Найти статический момент и момент инерции отно­
сительно оси Ох одной арки цинлоиды х = a(t  - sin t) , у = 
= a(l  - cos t) . 

7.549. Найти статический момент и момент инерции полу­
о:Кружности радиуса а относительно ее диаметра .  

7.550. Найти статические моменты относительно осей Ох и Оу 
всей дуги окружности r = 2а cos <р, лежащей выше полярной оси. 
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х 

7.551 .  Найти центр масс дуги цепной линии у = а ch - (О � а 
� х � а) . 

7.552. Найти центр масс всей дуги астроиды х = а cos3 t, у = 
= а sin3 t ,  расположенной выше оси Ох . 

7.553. Найти де:картовы :координаты центра масс дуги :кардио­
иды r = a ( l + cos ер) (О � ер �  1Г ) . 

7.554. Пользуясь теоремой Гульдена ,  найти центр масс дуги 
астроиды х = а cos3 t, у = а sin3 t, лежащей в первой четверти. 

2. ФизичесRие задачи. Неиоторые применения определенного инте­
грала при решении физичесиих задач иллюстрируются ниже в приме­
рах 4-7. 

П р  и м-е р  4 .  Сиорость прямолинейного движения тела выражается 
формулой v = 2t + Зt2 (м/с) . Найти путь , пройденный телом за 5 с от 
начала движенип . 
<J Таи иан путь , пройденный телом со сноростью v(t) за отрезо1> времени 
[ t 1 , t2 ] , выражается интегралом 

то имеем: 

t2 

S = j v(t) dt, 
t 1 

5 

S =  / (2t + Зt2 ) dt = (t2 + t3 ) 1 �= 150 м. t> 
о 

П р  и м  е р  5 .  1\аную работу необходимо затратить для того, чтобы 
тело массы m поднпть с поверхности Земли, радиус ноторой R, на высоту 
h? Чему равна работа , если тело удаляется в бесионечность? 
<J Работа переменной силы f (x) , действующей вдоль оси Ох на отрезне 
[а , Ь] ,  выражается интегралом 

ь 

А = j f (x) dx . 
а 

Согласно за нону всемирного тнготенип сила F, действующая на тело 
массы m, равна 

F = k
mм

, r2 
где М - масса Земли , r - расстопние массы m от центра Земли, k -­

гравитационная постопннан . Тан иаи на поверхности Земли, т .  е. при 
mM r = R, имеем F = mg, то можем записать mg = k 
R2 . Отсюда находим 
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kM = gR2 , а потому 

Следовательно, исноман работа равна . R+h R+h 
А = 1 F dr = 1 mgR2�� = mgR2 R R 

Отсюда при h -+ +оо имеем 

( 1 ) IR+h h - ;: R 
= mgRR + h ' 

lim А = mgR. t> h-t+oo 
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П р  и м  е р  6 .  Вычислить нинетичесную энергию однородного нруго-
вого нонуса , вращающегосн с угловой сно- r. R ростью (..V вонруг своей оси, если заданы 
радиус основанин нонуса R, высота Н и 
плотность 'У· 
<] 1\инетичеснан энергин тела, вращающе­
госн вонруг неноторой оси с угловой сноро-

1 стью (..V , равна 2" I (..V2 , где I - момент инер-

h 

н 

ции тела относительно оси вращенин. За 
элементарную массу dm примем массу 
полого цилиндра высоты h с внутренним 
радиусом r и толщиной стенон dr (рис. 24) .  Рис. 24 

Тогда dm = 27Гrh"( dr (О � r � R) . Из подобин треугольнинов OCD и 
ОАВ имеем 

Следовательно, 

1· H - h  
R н т . е . 

dm = 27Г"(Н (1 - i) r dr, 

и элементарный момент инерции dl равен 

dl = dm · r2 = 27Г"(Н ( 1 - �) r3 dr. 

Тюшм образом, момент инерции всего нонуса есть 

IR IR r (R4 R4 ) J = dl = 27Г"f Н ( 1 - R) r3 dr = 27Г"f Н 4 - 5 
о о 

1 = -1Г"'НR4 
10 / 

' 
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и 1шнетичесная энергия нонуса равна 
1 К = -1Г1НR41,,,;2 . t> 

20 
П р  и м  е р  7 .  С наной силой жищюсть плотности 1 давит на верти­

нальную треугольную пластину с основанием а и высотой h, погружен­

А в 
у 

ную в жидкость вершиной вниз тан , 
что основание находится на ее поверх­
ности? 
<J Согласно закону Пасналя сила Р, с 
которой жидность плотности 1 давит 
на площадну S при глубине погруже­
ния Н, равна 

Р = 1gHS. 
х Вводя систему координат, пона­

занную на рис. 25 ,  рассмотрим эле­
ментарную прямоугольную площадну , 

находящуюся на глубине х и имеющую основание Ь и высоту dx . Из 
подобия треугольнинов САВ и CDE имеем 

Рис. 25 

ь 
а 

следовательно , 

h - x  h 
а dS = b dx = y;, (h - х) dx , 

а т . е .  Ь = h (h - x) , 

1gax dP = /gx dS = -h- (/i - х) dx. 
Таним образом, сила давлени11 жидности на всю пластину равна 

h, '" 

P = f dP = 1ga ;· x(li - x) dx = /ga ( hз - hз ) = 1gah2 . [> ' h /i 2 3 6 
о о 

7.555.  Спорость тела, брошенного вертипально вверх с началь­
ной с:коростью v0 , без учета сопротивлени11 воздуха равна v = 
= vo - gt ,  где t - проте1•шее времн, g - успорение свободного 
паденин. На паную мапсимальную высоту поднимаетсн тело? 

7.556.  Точна оси Ох совершает гармоничеспие :колебанин о:коло 
начала поординат со споростью v = vo cos (wt + ip) , где t - времн, 
vo , w, ip - постоннные. Найти запон 1юлебанин точпи и среднее 
значение абсолютной величины с:корости за период полебаний. 

7.557. Два тела движутсн по одной и той же прнмой: первое 
со с:коростью v i  = Зt2 - 4t (м/с) , второе со с:коростью v2 = 
= 4( t  + 3) (м/с) . Если в начальный момент они были вместе, то 
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в :ка:кой момент и на :каrшм расстош-ши от начала движения они 
опять будут вместе? 

7.558. Снорость движения точ:ки v = 0, 1te-o ,o2t (м/с ) . Найти 
путь , пройденный точ1шй от начала движения до полной останов:ки 
(v (t2 ) = О) .  

7.559* . Rar,yю работу надо затратить , чтобы растпнуть пру­
жину на 5 см, если сила в 1 Н растягивает ее на 1 см? 

7.560. Вычислить работу , :которую надо затратить , чтобы на­
сыпать :кучу пес:ка :коничесиой формы с радиусом основания R и 
высотой Н .  Плотность песна 'У· 

7.561 . Вычислить работу , :которую надо затратить , чтобы вы­
начать жидиость плотности 'У из нотла , имеющего форму парабо­
лоида вращен'ип, обращенного вершиной вверх . Радиус основания 
R, высота Н. 

7.562. Вычислить работу , ноторую надо затратить при построй­
не пирамиды с 1шадратным основанием, если высота пирамиды Н, 
сторона основания а ,  плотность материала 'У· 

7.563. Вычислить работу , :которую надо затратить , чтобы вы­
:качать жищшсть плотности 'У из резервуара, имеющего форму 
:конуса , обращенного вершиной вверх . Радиус основания R, вы­
сота Н. 

7.564. Вычислить работу , ноторую надо затратить , чтобы вы­
начать жидность плотности 'У из цистерны, ограниченной поверх­
ностями: у2 = 2pz ,  х = ±а , z = р (р > О) . 

7.565* . Эле:ктричес:кий заряд е0 ,  сосредоточенный в начале 
:координат, отташшвает заряд с из точ1ш (а, О)  в точну ( Ь, О) . 
Определить работу А силы оттал:кивания .F. Чему равна работа 
при удалении заряда е в беснонечность? 

7.566* . Цшшндр с подвижным поршнем заполнен паром объ­
ема Vo = 0 ,2 м3 с упругостью Ро = 10 330 Н/м2 . I�аную работу 
надо затратить , чтобы при постоянной температуре (изотермиче­
сний процесс) объем пара уменьшить в 2 раза? 

7.567* . Определить работу , произведенную при адиабатичесном 
сжатии воздуха , имеющего начальные объем Vo = 8 м3 и давление 
Ро = 10 000 Н/м2 до объема V1 = 2 м3 . 

7.568. Найти нин;етичесную энергию однородного шара радиуса 
R и плотности /, вращающегося с угJrовой сноростью w во1,руг 
своего диаметра .  

7.569. Найти :кинетичес1,ую энергию пластинни, имеющей фор­
му параболичесrшго сегмента и вращающейся во:круг оси параболы 
с постоянной угловой с:коростью w. Основание сегмента а, высота 
h, толщина пластию'и d, плотность материала 'У· 

7.570. Найти rшнетичес:кую энергию треугольной пластин:ки, 
вращающейся вонруг основания с угловой сrшростью w. Основание 
пластиюш а, высота h, толщина l ,  плотность 'У · 
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7.571. Найти кинетическую энергию однородного кругового ци­
линдра плотности 'У с радиусом основания R и высотой Н, враща­
ющегося с угловой скоростью w вокруг своей оси. 

7.572. С какой силой жидкость плотности 'У давит на верти­
кальную треугольную пластинку с основанием а и высотой h, 
погруженную в нее так, что вершина находится на поверхности, а 
основание параллельно поверхности? 

7.573. :Конец трубы, погруженной в жидкость плотности "(, за­
крыт круглой засланной. Определить - силу давления на заслонку , 
если ее радиус R, а центр находится на глубине Н. 

7.574. Найти силу , с которой жидкость плотности 'У давит на 
вертикальную стенку , имеющую форму полуэллипса , большая ось 
которого находится на поверхности жидкости. Большая полуось 
эллипса а, малая Ь. 

7.575. Найти силу давления жидкости плотности "(, заполняю­
щей круговой цилиндр, на боковые стенки цилиндра ,  если радиус 
основания R, высота Н. 

7.576. Найти массу стержня длины l = 5 м, если линейная 
плотность стержня меняется по закону 'У = 1 + О, 1х3 (кг/м) , где 
х - расстояние от одного из концов стержня. 

7.577* . Найти количество тепла, выделяемое переменным то­
ком I = 10 cos wt в течение периода 2rr / w в проводнике с сопроти-
влением R. ' 

7.578* . За какое время вода , наполняющая цилиндрический 
сосуд с площадью основания S = 100 см2 и высотой Н = 20 см, 
вытечет через отверстие на дне площадью So = 1 см2? 

7.579** . При установившемся ламинарном (струйном) течении 
жидкости через трубу круглого сечения радиуса а скорость тече­
ния v в точке, находящейся на расстоянии r от оси трубы, дается 
формулой v = 4:l (а2 - r2 ) , р - разность давлений жидкости на 

концах трубы, µ - вязкость жидкости, l - длина трубы. Опре­
делить расход жидкости Q, т. е. объем жидкости, протекающей 
через поперечное сечение трубы в единицу времени. 

7.580* . С какой силой полукольцо радиуса R и массы М при­
тягивает материальную точку m, находящуюся в его центре? 

7.581 .  За какое время вода вытечет из конической воронки, 
имеющей высоту Н = 50 см, радиус верхнего основания R = 5 см, 
радиус нижнего основания r = 0,2 см? 

7.582. Определить расход жидкости через водослив прямоу­
гольного сечения. Высота водослива h, ширина а, вязкость жид­
кости µ.  



Глава 8 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 

НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

§ 1. Основные понятия 
1 .  Понятия фушщии несволъвих переме1шых. Всюшй упорядо­

ченный набор из п действительных чисел х1 , • •  " Xn обозначается 
(х1 , . .  " Xn) или Р(х1 , • . •  , Xn) и называется точRой n-мерного арифме­
тичесRого пространства !Rn , числа х1 , . . . , Xn называются Rоординатами 
точRи Р = Р(х1 , • •  " Xn) ·  Расстояние между точRами Р(х1 , • • •  , Xn) и 
P' (xi ,  . .  " х�) определяется формулой 

Пусть D С !Rn - произвольное множество точеR n-мерного арифме­
тичесRого пространства . Если Rаждой точRе Р(х1 , • • •  , Xn) Е D 
поставлено в соответствие неRоторое вшшне определенное действи­
тельное число J(P) = f(x1 , • .  " Xn) ,  то говорят, что на множестве D 
задана 'Ч'UСдова.я функv,и.я f: !Rn -t IR от n переменных Х1 , . .  " Xn · 
Множество D называется областью определения, а множество Е = 
= {и Е IR 1 и = f(P) , Р Е  D} - областью значений фунRции 'и =  f (P) . 

В частном случае п = 2 фунRция двух переменных z = f (x, у) мо­
жет рассматриваться RaR фунRция точеR плосRости в трехмерном гео­
метричесRом пространстве с фиRсированной системой Rоординат Oxyz. 
ГрафиRом этой фунRции называется множество точеR 

Г = { (х, у, z) Е IR3 I z = f(x, у)}, 
представляющее собой, вообще говоря, неRоторую поверхность в IR3 . 

П р и м  е р  1 . Найти область определения фунRции 

<J ФунRция определена при 

. у z = arcsш - .  х 

у -1 � - � 1 , x =f O. . х 
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Следовательно , -х � у � х при х > О и х � у � -х при х < О . 
Область определения фующии изображена на рис. 26 (содержит границы, 

х 

Рис . 26 

за иснлючением начала ноординат ) . 1> 
х2 _ у2 

П р и м  е р 2 . Пусть f (х ,  у) = ----'­ху 
Найти J (З , -2) , J (y , х) , J (.!. , .!.) . х у 
<J Имеем : 

32 - (- 2) 2 5 
f (З ,  - 2) = 3 . ( -2) = - 5 ,  

у2 _ х2 
J (y , х) = , ху 

f (.!. , .!.) = ( 1 /х) 2 - ( 1 /у) 2 у2 - х2 
( 1 /x) ( l /y) = ху 

= -f (х , у) . 1> х у 

8 . 1 .  Выразить площадь S треугольншш 1шн фунrщию длин двух 
его сторон х и у, если его периметр равен 2р. Найти область 
определения этой фунrщии. 

8.2. Выразить объем V I\ругового понуса пап фунrщию площади 
S его боповой поверхности и длины l образующей. Найти область 
определения этой фунrщии. 

8 .3 .  Выразить площадь S равнобочной трапеции пап фунпцию 
длин ее сторон, если х и у -- длины оснований, z -- длина боповой 
стороны. Найти область определения этой фунпции. 

Найти области определения фунrщий двух переменных (R = 
= const) :  

8.4. z = J R2 - х2 - у2 . 8.5 .  z = Jx2 + у2 - я2 . 
1 1 

8.6 .  z = J R2 - х2 - у2
. 8. 7. z = 

J х2 + у2 - R2
. 

8.8 .  Z = 
2х + Зу -1 . ;1 ( 2 ) 2 8.9 .  z = у - х + у . 

х - у 

8 .10 .  z = ln (-x - у) . 

8 .12 .  z = yJcos х . 
х 

8.14.  z = arccos -- . х + у 

8 .11 .  z = 
х2 + у2 - х 
2х - х2 - у2 · 

8.13 .  z = Jloga (х2 + у2 ) . 
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8.15. z = Jg - х2 - у2 + Jx2 + у2 - 4. 
. х . ( ) 8.16 .  z = arcsш 2 + arcsш 1 - у . у 

8.17. f (r, ер) = rJsin ep. 8. 18. f (r, ер) = rJcos 2ep. 
Найти области определения фующий трех переменных: 
8. 19. и = Jx2 + у2 + z2 - R2 (R = const ) .  

. 
. Jx2 + y2 

8.20. и = arcsш . z 
8.21 . и = ln ( l - х2 - у2 + z2 ) .  
Найти области определения фующий п переменных :  
8.22. и = � + � + . . .  + J1 - х� . 

х2 х2 х2 
8.23. U = 1 - _l - � - n а2 а2 - а2 . 1 2 n 
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2х - Зу 
8.24. Дана фующия f (x , у) = 3 2 . Найти f (2 , 1 ) , f ( 1 ,  2) , х - у f (З , 2) , f (a, а) , f (a, -а) .  
8.25. Дана фушщия f (x , у) 

1 ( 1 , ;) . 
2ху = Найти f (-3 , 4) и х2 + у2 · , 

( У )  Jx2 + у2 
8.26. Найти f (х) , если f -;; = х (х > О) . 

8.27. Пусть z = х + у +  f (x - у) . Найти фушщии f и z , если 
z = х2 при у = О. 

8.28* * .  Найти f (x , у) , если f (х + у, ;) = х2 - у2 . 
8.29 . Даны фующии: f (x, у) = х2 + у2 , ер(х , у) = х2 - у2 . 

Найти:  а )  f (ep(x , у) , у2 ) ;  б) ep (f (x , у) , ер(х , у) ) . 
8.30. Даны фующии: ер(х , у) = ех cos у, 'lj; (x , у) = ех sin у. 

ДоRазать : 
а )  ер2 (х , у) - 'lj;2 (x , у) = ер(2х , 2у) ; 
б) 2ер(х , y)'f (x , у) = ф(2х , 2у) . 
8.31 . Даны фунRции: f (x, у) = х2 - у2 , ер(х) = cos x , ф (х) = 

= sin x . Найти: а )  f (ep(x) , ф(х) ) ;  б) ep (f (x , у) ) . 
2. Предел и непрерьmность фуннЦJШ. Число А называется преде­

дом фующии и = f (P) при стремлении точRи Р(х1 , х2 , . .  " Xn ) R точне 
Р0 (а1 , а2 , . .  " an) ,  если для любого е > О  существует таRое д > О , что из 



188 Гл. 8 .  Дифференц. исчисление функций нескольких переменных 

условия 

О <  р(Р, Ро ) = J(x1 - а1 ) 2 + . . .  + (х" - а" )2 < д 

следует 

При этом пишут : 
А = lim j (P) = 

P-t Po 
lim j(x1 , x2 , . . .  , x" ) .  х 1-+а1 

x2 -i' a2 
Xn -+an 

х2 - у2 
П р  и м  е р  З .  Выяснить , имеет ли фующия 2 2 предел при х --+ О ,  х + у  

у --+ О? 
<J Пусть точна Р(х, у ) стремится н точне Р0 (0 , О) . Рассмотрим измене­
ние х и у вдоль прямой у = kx . Получаем 

х2 - у2 х2 - k2 х2 1 - k2 1 - k2 
lim = lim = lim -- = -- . 
x -tO х2 + у2 x -tO х2 + k2x2 x-tO 1 + k2 1 + k2 
y-tO 

Результат имеет различные значения в зависимости от выбранного k ,  и 
поэтому фуннция предела не имеет . [> 

Фуннция и = f(P) называется непрерывной в mо'Чке Р0 , если вы­
полнены следующие три условия: 

1 ) фующия f (P) определена в точне Р0 ; 
2) существует lim f (Р) ; 

P-tPo 
З) lim f (Р) = f (Ро ) .  

P-tPo 
Фуннция называется непрерывной в области, если она непрерывна 

в наждой точне этой области. Если в точне Р0 хотя бы одно из условий 
1 )-З) нарушено, то Р0 называется точной разрыва фующии j (P) . Точни 
разрыва могут быть изолиро!'Jанными, образовывать линии разрыва , по­
верхности разрыва и т .  д. 

П р  и м  е р  4 . Найти точни разрыва фуннции 
1 - xyz и =  . 2х + Зу - z + 4 

<J Фуннция не определена в точнах ,  в ноторых знаменатель обращается 
в нуль . Поэтому она имеет поверхность разрыва - плосность 2х + Зу -
- z + 4 = о. [> 

Найти пределы: 

8.32. lim 
ху 

x-tO 3 - V ху + 9 
y-tO 

8.33. 
sin xy 

lim 
x-tO ху 
y-tO 
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8.34. lim sin xy 8.35. lim ( 1 + х2 + y2 ) 1f (x2 +y2 ) . 
x-tO у x-tO 
у-+0 у-+0 

8.36.  lim ( 2 2 ) . 1 
Х + у  SШ 

2 2 . 
x-t oo  х + у  
y-too 

8.37. Поиазать , что при х -t О и у -t О фун:кцш1 z = х 
у - х  

может стремиться :к любому пределу . Привести примеры такого 
приближения точки ( х, у) :к точке (О, О) , при :котором lim z = 3 , 
lim z = 2 ,  lim z = 1 ,  liш z = -2 . . , 

х - у 
8.38. Поназать , что для функции f (х , у) = -- не существует х + у  

lim f (x, у) , вычислив повторные пределы 
x-tO 
у-+0 

l iш ( нш J (x , у)) , х-+0 у-+0 l iш ( liш f ( х, у)) . y-tO х-+0 
х2у2 

8.39. Показать , что для фующии f (х , у) = 2 2 ( ) 2 х у  + х - у 
существуют и равны между собой повторные пределы 

lim ( 1iш f (х, у)) = liш ( нm f (х, у) ) = О, 
х-+0 у-+0 у-+0 х-+0 

тем не менее lim f (х , у) не существует . 
х-+0 
у-+0 

8.40. Выяснить , имеет ли функция sin ln (х4 + у2 ) предел при 
х -t О, у -t О? 

х2 + у4 
8.41 . Вьшснить , имеет ли функция 4 2 предел при х -t оо, х + у  

у -t оо? 
8.42* . Показать , что фующия { х2у 

f (х , у) = х4 + у2 ' 
о, 

если 

если 

х2 + у2 =!= О, 
х = у = О  

в точке (О , О) непрерывна вдоль :каждого луча х = t cos а, 
у = t sin a (О ::;; t < +оо) , проходящего через эту точку , т . е .  
�� .f (t cos a, t sin a) = J (O , О) , однюю эта функция не "является 

непрерывной в точке (О, О) . 
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8.43. ПоRазать , что в точRе (О ,  О) следующие фушщии непре­
рывны по Rаждой из переменных х и у, но разрывны по совоRуп­
ности переменных : 

) ( ) ( 2 2 ) 2
, если х + у  -:/: О ,  

{ ху 2 2 
а f х ,  у = х + у 

О ,  если х = у = О ;  

6) f ( ) ( ) 3 , если х + у f: О ,  
{ х - у 2 2 

х ,  у = х + у  
О ,  если х = у = О .  

Найтй точiш разрыва фунRций двух переменных : 
1 1 

8.44. z = 
(х - 1 ) 2 + (у +  1 ) 2 · 

8.45. z = 
sin2 7ГХ + sin2 1ГУ 

1 
8.46 . z = ---­

sin x sin y 
х2 + у2 

8.48. z = 
( ) ( 2 ) 

. х + у у - х  

8.47. z = ln ( 1  - х2 - у2 ) .  

1 
8.49 . z = 2 2 . 

( х + у - 1 ) ( х2 - у2 - 1 ) 
Найти точRи разрыва функций трех переменных : 

1 1 
8.50.  и = - . 8 .51 .  и = . 

xyz (х2 /а2 ) + (у2 /Ь2 ) + (z2 /c2 ) - 1 
1 1 

8.52.  и = 2 2 2 . 8.53.  и = 2 2 2 . х + у  - z х + .у - z - 1 
1 

8 .54. и = 2 2 2 . х + у  - z  + 1 
3. Частные пр оизводные. Пусть (х1 , . . .  , Xk , . . . , Хп ) - произвольнан 

фи:ксированнан точна из области определенин функции и = f (х 1 , . • .  , хп ) · 
Придаван значению переменной Xk (k = 1 , 2 , . . .  , п) приращение Лхk , 
рассмотрим предел 

Этот предел называетсн частной производной ( 1 -го пор.яд-ка) данной 
ди функции по переменной Xk в точ:ке (х1 , . . " Хп ) и обозначаетсн -;::;--- или UXk 

f�k (x 1 , . . . , Хп ) · 
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Частные производные вычисл11ютс11 по обычным правилам и форму­
лам дифференцировани11 (при этом все переменные, .кроме Xk , рассма­
триваютс11 .кан посто11нные) . 

П р  и м  е р  5 .  Найти частные производные фующии 

z = arctg '}!_ .  х 
<1 Счита11 у посто11нной, получим 

_ __ 
1 _ ( У ) у 

дх 1 + (у/х) 2 - х2 = - �+iJ2 ·  
дz 

Счита11 х посто11нной, получим 
дz 1 1 х 

1> ду - 1 + (у/х) 2 х - х2 + у2 · 

Фуннци11 и = f (x1 , х2 , . . . , Хп ) называетс11 оJиородной фуннцией 
степени m , если дл11 любого действительного числа t :j:. О справедливо 
равенство 

Если однородна11 степени m фующи11 и = f(x1 , х2 , . . . , Хп ) имеет 
частные производные по наждой из переменных, то выполн11етс11 соот­
ношение (т е о р е м а  Э й л е р а ) 
.т 1 f� 1 (х1 ,  Х2 , . . .  , Хп ) + X2f�2 (x1 , Х2 , . . .  , х" ) + . . .  

· · · + Хпf�п (х1 ,  Х2 , . . .  , :Еп ) = mj (x1 ,  Х2 , . . .  , Хп ) · 

П р  и м  е р  6. Проверить теорему Эйлера, е сли 

f (x , у) =  Ах2 + 2Вху + Су2 . 
<1 Имеем 

f (tx ,  ty )  = A(tx) 2 + 2B(tx) (ty) + C(ty)2 = t2 j (x , у) . 
Следовательно, m = 2 ;  

f� (x , у) = 2 (Ах + Ву) ,  f� (x , у) = 2 (Вх + Су) ,  
xf� (x , у) + yf� (x , у) = 2х(Ах + Ву) + 2у(Вх + Су) = 2f (x ,  у) . 1> 

Частны.ми производ'Кыми 2-20 nорлдка фуннции и =  .f (з;1 , х2 , . . . , з;п )  
называютс11 частные п�1оиsводные от ее частных нронзводных пер­
во1·0 нор11д1щ . Производные нтор ого порrщна обозначаютсн следующим 
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образом : 
82и 

!" ( ) = 8х2 = X k X k  Х1 ' Х2 , . . .  ' Xk ' • . .  ' Хп ' 
k 

а ( ди ) a2u 1" ( ) -0 -8 = д д = X k X t Х1 ,  Х2 , · · · , Xk , · • · , Xt , · · · , Xn 
Х/ Xk Xk Х/ 

и т . д. 
Аналогично определяются и обозначаются частные производные по­

рядка выше второго. 
Результат многократного дифференцирования фующии по различ­

ным переменным не зависит от очередности дифференцирования при 
условии, что возникающие при этом «Смешанные» частные производ-
ные непрерывны. · 

П р  и м  е р  7. Найти частные производные 2-го порядка функции z = 
arтtg '!!_ . х 

<J Имеем (см. пример 5) 
_д_z - --�у­дх х2 + у2 

Дифференцируем вторично: 

и дz 
ду 

х 
х2 + у2 · 

д2z д ( у ) 2ху 
дх2 = дх - х2 + у2 = (х2 + у2 ) 2 ' 
д2 z д ( у ) 1 . (х2 + у2 ) - 2у . у у2 - х2 

д:�: ду = ду - х2 + у2 = - (х2 + у2 ) 2 = (х2 + у2 ) 2 ' 

82 z д ( х ) 1 . (х2 + у2 ) - 2х . х у2 - х2 
ду дх = ах х2 + у2 = (х2 + у2 ) 2 = (х2 + у2 ) 2 

( 
82z 82z ) мы здесь убедились в том, что дх ду = Ву ах , 

82z а ( х ) 2ху 
ду2 = 8у х2 + у2 = - (х2 + у2 ) 2 · [> 

Найти частные производные 1-го и 2-го порядиов от заданных 
фуниций: 

8.55. z = х5 + у5 - 5х3у3 . · 

ху 
8.57. z = . 

. vx2 + y2 
cos y2 

8.59. z = -- . х 

у 
8.56. z = ху + - . х 
8.58. z = хе-ху . 

8.60. z = ух . 
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8.61 . z = ln (х2 + у2 ) . 8.62. z = arcsin 
J 

у . 
х2 + у2 

1 
8.63. и =  . 

.,/х2 + у2 + z2 
8.64. и = (;) z . 

8.65. и =  xy2z3t4 + Зх - 4у + 2z - t + 1 .  
8.66. Найти f� (З ,  2) , f� (З ,  2) , J;х (З ,  2) , 

если f (x, у) =  х3у + ху2 - 2х + Зу - 1 . 
8.67. Найти f� ( l , 2) , f� ( l , 2) , J;x ( l , 2) , 

х2 +у2 

если f (х , у) = J et dt. 
х 
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д2z д2z 
8.68. Показать , что дх ду = ду дх , если z = х sin (ах + Ьу) . 

д2z д2z у у 
8.69.  Показать , что -8 д = -8 д , если z = cos - arccos - .  х у у х х х 
8.70. Найти J;�x (O ,  1 ) ,  J;�y (O ,  1 ) ,  J;�y (O ,  1 ) ,  J;�y (O ,  1 ) ,  если 

2 f (x , у) = ех У . 
д4и 1 

8.71.  Найти д д дt д , если и = ln у' х у " ry (х _ 02 + (у _ ry) 2 

8 72 н. дби з . з . . . айти дхз дуз , если и =  х sш у + у  sш х .  
ap+qu 

8.73. Найти д д , если и = (х - хо )Р (у - Yo ) q. хР yq 
В задачах 8 . 74-8 . 77 проверить теорему Эйлера об однородных 

фующиях . 
8 .74. z = х3 + х2у - у3 . у 

8.75. z = 3 3 . 

у 
8.76. z = arctg - . х 
8 .  78. Вычислить 

х - у 
x + y + z  

8. 77. и = --;:==== {fx2 + у2 + z2 

дх дх дх 
дr д<р д() 
ду ду ду 
дr д<р ае ' 
дz дz дz 
дr д<р ае 

если х = r cos () cos <p, у =  r cos () sin <p, z = r sin e. 
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( дz ) 2 дz 
8. 79 . Повазать , что дх + ду + х + z = О ,  если z = 4е-2У + 

+ (2х + 4у - 3) е-У - х - 1 .  
ди ди ди 3 

8.80. Повазать , что дх + Ву + дz = х + у + z , если и 

= ln (х3 + у3 + z3 - 3xyz) . 
ди ди ди ди х - у 

8 .81 .  Повазать , что -8 + -8 + -8 + -8 = О, если и = -- + х у z t z - t  
t - x  

+ -- . y - z 
8.82. Повазать , что фунвцин и = А sin Лх cos аЛt удовлетворнет 

урав нению кодебаниu струны 
д2и 2 д2и 

' дt2 = а дх2 . 

1 (х-хо)2 
8.83. Повазать , что фунвцин и = с:;_е- 4a2 t удовлетво-

2аv 7rt 
ряет урав нению теп.л,опров о дности 

ди 2 д2и 
дt ::; а дх2 . 

1 
8.84. Повазать , что фунвцин и = . / у (х - а)2 + (у - Ь)2 + (z - с)2 

удовлетворяет урав нению ЛanJ1,aca 
д2и д2и д2и 
дх2 + ду2 + дz2 = О

. 
8.85* . Повазать , что фушщин 

f (x , у) = { х2 � у2 ' 
о ,  

если х2 + у2 i= О ,  

если х· = у = О, 
имеет частные производные f� (x ,  у) и f� (x , у) в точве (О , О) , хотн 
и разрывна в этой точве. 

8.86* . Повазать , что длн фунвции 

f (  ) 
_ { ху х: - у: , если х2 + у2 i= О ,  х , у - х + у  

• О , если х = у = О ,  
значение второй смешанной производной в точне {О ,  О) зависит 
от порядна дифференцированин, а именно: f�y (O , О) = - 1 , 
fix (O ,  О) = 1 .  
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4. Диф фереНциал фующии и его применение. По.лны.м приращение.м 
фун:кции и = J (x1 , х2 , . . .  , xn ) в точ:ке Р(х1 , х2 , . . .  , xn ) ,  соответствую­
щим приращениям аргументов дх1 , дх2 , . . .  , дхn , называется разность 

Фун:кция и = J (P) называется дифференцируемой в точне (х1 , х2 , . . .  , Xn ) ,  
если всюду в не:которой онрестности этой точ:ки полное приращение 
фун:кции может быть представлено в виде 

где р = J Лхi + дх� + . . .  + дх� , А1 , А2 , . . .  , An - числа , не завися­
щие от дх1 , дх2 , . . .  , Лхn . 

Дифференциа.ло.м 1 -20 пор.ядка dи фующии и = f (x1 , х2 , . . .  , Xn ) 
в точ:ке (х1 , х2 , . . .  , Xn ) называется главная часть полного приращения 
этой фун:кции в рассматриваемой точ:ке, линейная относительно дх1 , 
дх2 , . . .  , Лхn , т .  е . 

Дифференциалы независимых переменных по определению принима­
ются равными их приращенинм: 

Для дифференциала фуннции и = f (x1 , х2 , • • • , Xn ) справедлива фор­
мула 

ди ди ди du = -8 dx1 + -8 dx2 + . . .  + -8 dxn . 
Х1 Х2 Xn 

( 1 )  

Фун:кции и ,  v нес:коль:ких переменных подчиняютсн обычным пра­
вилам дифференцирования: 

d(u + v) 
d(uv) = 

d (; ) = 

du + dv , 
v du + u dv , 
v du - u dv 

v2 

П р  и м  е р  8 . Найти полное приращение и дифференциал фун:кции 
f(x, у) = х2у в точ:ке (х, у) . 
<J f (x + дх, у +  ду) = (х + дх)2 (у + ду) , 
дf(х, у) = (х + дх)2 (у + ду) - х2у = 

= 2худх + х2 ду + 2хдхду + удх2 + дх2 ду, 
df (x, у) = 2худх + х2ду . [> 
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П р  и м  е р  9 .  Найти дифференциал фующии 
z j (x , у , z) = 

J 
. 

<J 1 - й с п о с о б . Имеем 
дf xz 
дх (х2 + у2 ) 3/2 ' 

По формуле ( 1 )  получаем 

дf 
ду 

х2 + у2 

yz 
(х2 + у2 ) З/2 ' 

дf = 
1 

дz Jx2 + y2 ·  

xz . yz 1 df(x , у , z) = - ( 2 2 ) 3/2 dx - ( 2 2 ) 3/2 dy + J 
dz = х + у х + у х2 + у2 

(х2 + у2 ) 2 dz - z (x dx + у  dy) 
(х2 + у2 ) 3/2 

2 - й с п о с о б . Применяя правила дифференцирования , имеем: 
/х2 + у2 dz - z · d.jx2 + у2 df ( х ' у ' z ) = 2 2 = х + у  
.J�x2

_+_y_2 dz - z (x dx + у dy) / ( Jx2 + у2 ) 
х2 + у2 

(х2 + у2 ) dz - z (x dx + y dy) 
(х2 + у2 ) 3/2 [> 

При достаточно малом р = J Лхi + дх� + . . .  + дх� для дифферен-
цируемой фующии и j (x 1 , х2 , • • . , Хп ) имеют место приближенные 
равенства 

Ли �  du, 
f (x1 + Лх1 ,  Х2 + Лх2 , . . .  , Хп + Лхп) � 

� f(x1 , х2 , . . .  , х" ) + df (x1 , Х2 , . . .  , Хп ) · 
П р  и м  е р  10 .  Вычислить приближенно 

/(4,05) 2  + (3,07) 2 . 
<J Исномое число будем рассматривать шш значение фующии J (x , у) = 
= Jx2 + у2 при х = хо + дх, у = Уо + ду, если хо = 4, Уо = 3 , 
дх = 0 ,05 , ду = 0 ,07 . Имеем: 

1 (4, 3) = J42 + 32 = 5 , 
x dx + y dy дf(х , у) � df (х , у) = .J . , х2 + у2 

ЛJ(4, 3) � 4 · 0 ,05 + 3 · 0,07 � О ,О8 . 
5 
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Следовательно, 

)(4,05) 2 + (3,07) 2 � 5 + 0 ,08 = 5 ,08. r> 

Дифференцирло.м, 2-го пор.ядка d2u фующии и =  f (x1 , х2 , . .  " хп )  
называетсfl дифференциал от ее дифференциала 1-го порflдна , рассма­
триваемого нан фуннциfl переменных х1 , х2 , • •  " Хп при финсированных 
значениflх dx1 , dx2 , . . .  , dxn : 

d2u = d(du) .  
Аналогично определflетСfl дифференциал 3-го порflдна : 

Вообще, 
dmu = d(dm-l u) .  

Дифференциал m-го порflдна фуннции и = f (x1 , х2 , . . .  , хп ) где х1 , 
х2 , . . .  , Хп - независимые переменные, выражается символичесной фор­
мулой 

dmu = (
а
д dx1 + д

д dx2 + . . .  + д
д dхп) m 

и ,  (2 )  Х1 Х2 Хп 
нотораfl формально раснрываетсfl по биномиальному занону . 

· Например , в случае фующии z = f (x, у) двух независимых пере­
менных х и у длfl дифференциалов 2-го и 3-го порflднов справедливы 
ф�м�ы · 

д2z д2z д2z d2 z = д 2 dx2 + 2 -8 д dx dy + 8 2 dy2 , (3) х х у у 
З - аз Z ' З [JЗ 

Z 2 аз z 2 аз z З ( ) d z - дхЗ dx + 3 дх2 ду dx dy + 3 дх ду2 dx dy + [)уЗ dy . 4 

П р и м е р  1 1 .  Найти d2 z , если z = ехУ . 
<J Имеем (по правилам дифференцировани11) 

dz = е'"У d(xy) = ехУ (у dx + х dy) .  
Дифференцируем вторично, учитываfl, что dx и dy не зависfIТ от х и у 
(т .  е. считаfl dx и dy постоянными) : 

d2 z = еху d(xy) · (у dx + х dy) + еху d(y dx + х dy) = 
= ехУ (у dx + х dy)2 + еху2 dx dy = еху ( (у dx + х dy)2 + 2 dx dy) . [> 
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8.87. Найти полное приращение и; дифференциал фующии z = 
= х2 - ху + у2 , если х изменнетсн от 2 до 2 , 1 ,  а у - от 1 до 1 ,2 .  

8 .88 .  Найти полное приращение и дифференциал фующиИ z = 
lg (х2 + у2 ) , если х изменнетсн от 2 до 2 , 1 ,  а у - от 1 до 0 ,9 .  

Найти дифференциалы фую�ций: 
у2 

8.89 .  z = ln (у + )х2 + у2 ) . 8.90. z = tg -.  х х 
8 .91 .  z = ln cos - . у 8.92. и =  (xy)z . 

8.93 .  J (x 1 , х2 , Х3 , х4 ) = хf2-хз · ln x4 . 
z 

8 .94. Найти df ( 1 ,  2, 1 ) ,  если J (x, у , z ) = 2 2 . 
. х + у 
Вычислить приближенно: 

8 .95 .  (2 ,01  ) 3 ·03 . 8 .96. )( 1 ,02)3 + ( 1 ,97) 3 .  
8 .97. sin 28° · cos 61 ° . 
8 .98 .  Цилиндричес1шй стакан имеет внутренние размеры: ра­

диус основанин R = 2,5 м, высоту Н = 4 м и толщину стенок 
l = 1 дм . Найти приближенно объем материала , затраченного на 
изготовление стакана . 

8 .99 .  Прнмоугольный параллелепипед имеет измеренин: а = 
= 2 м ,  Ь = 3 м,  с = 6 м .  Найти приближенно величину измененин 
длины диагонали параллелепипеда , если а увеличитсн на 2 см, Ь -
на 1 см , а с уменьшитсн на 3 см. 

8 . 100. В усеченном :конусе радиусы оснований R = 20 см, r = 
= 10  см, высота h = 30 см. Как приближенно изменитсн объем 
:конуса , если R увеличить на 2 мм, r - на 3 мм и h уменьшить 
на 1 мм? 

Найти дифференциалы 1-го и 2-го порнд:ков следующих функ­
ций (х ,  у, z - независимые переменные) : 

8 .101 .  z = :r3 + 3х2у - у3 . 8 . 102. z = 'У._ - :. . х у 
8 . 103. z = J х2 + 2ху. 8. 104. z = J 

у . 
х2 + у2 

8.105.  z = (х + у) ехУ .  
х 

8 .107. z = arctg -- . х + у 
8 .109. и = exyz . 

у 
8 .106. z = х ln - . х 
8. 108. и = ху + yz + zx . 
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8.110. Найти d3z, если z = еУ sin x .  
8 .111 .  Найти d3u, если и = х3 + у3 + z3 - Зхуz . 
8.112 .  Найти d6u, если и =  ln (х + у +  z) . 
8.113 .  Найти dmu, если и = еах+ьу+сz . 

§ 2. Диф ференцироваmt:е сложных и неявных фуннций 

1 .  Сложные фушщии одной и неснольних независимых пер е:ме1mых. 
Если и =  f(x1 , х2 , . • •  , Xn ) - дифференцируеман фующин переменных 
х1 , х2 , . . . , Xn , ноторые сами нвлнютсн дифференцируемыми фующинми 
независимой переменной t :  

. . .  ' Xn = it'n (t) ,  

то производнан сложной фующии и =  / (<p1 (t) ,  <p2 (t) ,  . . .  , <pr/(t) )  вычи­
слнетсн по формуле 

du ди dx1 ди dx2 ди dxn - = - - + - - +  . . .  + - - .  dt дх1 dt дх2 dt дхn dt ( 1 ) 

В частности, если t совпадает , например , с переменной Xi , то «пол­
нан» производнан фующии и по Х 1 равна 

du ди ди dx2 ди dxn - = - + - - +  . . .  + - - .  (2) dx1 дх1 дх2 dx1 дхn dx1 

du 2 1 П р и м е р  1 . Найти dt , если и = xyz ,  где х = t + 1 ,  у = n t , 
z = tg t . 
<J По формуле ( 1 ) имеем 
du 1 2 
dt = yz · 2t + xzt + ху · sec t = 

(t2 + l) tg t = 2t ln t tg t + + (t2 + l) ln t sec2 t . [> t 

дz dz П р и м е р  2 . Найти -8 и -d , если z = ух , где у = <р(х) . х х 
дz 

<J Имеем дх = ух ln у . По формуле (2) получим 

�; = ух lп у + хух - l · <р1 ( х) . [> 
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Пусть и = f (x1 , Х2 , . . .  , Хп ) ,  где Х1
. 
= <p1 (t1 , t2 , . . .  , tm ) ,  Х2 = 

= <p2 (t1 , t2 , . . .  , tm ) ,  . . .  , Хп = <f'n (t1 , t2 , . . .  , tm) (t1 , t2 , . . .  , tm - не-
зависимые переменные) . Частные производные фующии и по t1 , t2 , • • •  

. . . , tm выражаютсFI следующим образом: 

ди ди дх1 ди дх2 ди дхn - = - - + - - +  + - -дt1 дх1 дt1 дх2 дt1 · · · дхn дt1 ' 

ди ди дх1 ди дх2 ди дхn - = - - + - - +  + - -дt2 дх1 дt2 дх2 дt2 
· · · дхп дt2 

' (3) 

При этом выражение ( 1 ) из § 1 длFI дифференциала 1-го порFiщш coxpa­
HFieт свой вид ( св ойство инвариантности формы первого дифферен­
циала) 

ди ди ди dи = -8 dx1 + -8 dx2 + . . .  + -8 dxn . 
Х 1  Х2 Хп 

ВыражениFI длFI дифференциалов высших порFiднов сложной фунн­
ции, вообще говорFI, отличаютсFI от выражениFI вида (2) из § 1 .  

Например, дифференциал 2-го порFiдна выражаетсFI формулой 
( д д д ) 2 

d2u = -8 dx1 + -8 dx2 + . . .  + -8 dxn и+ 
Х 1  Х2 Xn 

ди 2 ди 2 ди 2 ) + -8 d Х1 + -8. d Х2 + . . .  + -8 d Xn · (4 Х1 Х2 Xn 

П р  и м  е р  3 .  Найти dz и d2 z ,  если z = f (u, v) , где и =  (х2 - у2 ) /2 ,  
v = ху .  
<J Имеем dz = f� du + f� dv ,  где du = x dx - y dy , dv = y dx + x dy . 
Следовательно, 

dz = f� (x dx - у dy) + !� (у dx + х dy) = (xf� + yf� ) dx + (xf� - yf�) dy . 

Дифференцируем вторично: 

d2z = d(f� ) · dtt + f� · d(du) + d(f� ) · dv + f� · d(dv) = 
= U�u du + f�v dv) du + f� · d2u + U�v du + J�'v dv) dv + f� · d2v ,  
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где d2u = dx2 - dy2 , d2v = 2 dx dy . Следовательно, 
' 

d2z = (f:u (x dx - у  dy) +f:v (Y dx + х dy) ) (х dx - у  dy) + f� (dx2 - dy2 ) + 
+ (f :v ( х dx - у dy) + f �'v (у dx + х dy) ) (у dx + х dy) + f � · 2 dx dy = 
= f:u (x dx - У dy) 2 + f:v (Y dx + х dy) (x dx - у dy) + J� (dx2 - dy2 ) + 

+ fiv (x dx - У dy) (y dx + х dy) + J�'v (Y dx + х dy) 2 + 2f� dx dy = 
= f:u (х2 dx2 - 2ху dx dy + y2dy2 ) + 2f:v (xy (dx2 - dy2 ) + 

+ (х2 - у2 ) dx dy) + f�'v (y2 dx2 + 2ху dx dy + х2 dy2 ) + f� (dx2 - dy2 ) + 
+ 2f� dx dy = (х2 f:u + 2xyf:v + у2 f�'v + f� ) dx2 + 2 (xyf�'v + (х2 - y2 )f:v -

- xyfiи + f� ) dx dy + (У2 J::u - 2xyfiv + Х2 fiv - f�) dy2 · 1> 

dz 
8 .1 14. Найти 

dt 
, если z = е2х-Зу , где х = tg t ,  у = t2 - t .  

8 .115 .  Найти 
dz

, если z = хУ , где х = ln t ,  у = sin t .  
dt 
dz у 

8 .116 .  Найти -
d 

, если z = al"ctg - , где х = e2t + 1 ,  у =  e2t - 1 .  
t х 

du yz . 
t 2 8 .117. Найти -, если и = -, где х = е , y = ln t , z = t  - 1 . 

dt х 
дz dz 1 

8 .118 .  Найти 
дх 

и 
dx

, если z = ln (ех + еУ ) , где у =  3х3 + х .  

дz dz х + 1 ( ) 2 8 .119 .  Найти 
-8 и · -

d 
, если z = arctg -- , где у =  е x+ l . 

х х у 
дz дz у 2 2 8.120. Найти 
-8 и 

-8 , если z = u2 ln v ,  где и = - , v = х + у  
х у х 

8 .121 .  Найти dz , если z = u2v - v2u ,  где и =  x sin y ,  v = y cos x .  
дz дz 2у 

8.122.  Найти 
-8 и -8 , если z = f (u,  v ) , где и =  -- , v = 

х у х + у  
= х2 - Зу. 

дz дz 2 8.123.  Найти 
дх 

и 
ду

, если z = f (u, v ) , где и =  ln (х2 - у ) , 

у =  ху2 . 
8.124. Найти dz, если z = J (u,  v ) , где и =  cos (ху ) , v = х5 - 7у.  

8 .125. Найти dz , если z = f (u, v) , где и =  sin �. v = �-
у у у 
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8.126. Найти du, если и =  f (x , у , z) ,  где х = s2+t2 , у =  s2- t2 , 
z = 2st . дu ди 

8.127. Найти -8 и -8 , если и = f (х1 , х2 , хз , х4 ) ,  где хз = Х1 Х2 = g(x1 , х2 ) ,  х4 = h(xi , х2 , х3 ) . 
8. 128;  Поназать , что фуннция z = у ·  <p (cos (х - у) ) удовлетво-

дz дz z 
ряет уравнению - + - = - . дх ду у 

8.129. Поназать , что фующия z = xf (;) - х2 - у2 удовлетво-
дz дz 

ряет уравнению х дх + у ду = z - х2 - у2 

8 .130. Поназать ,  что фуннция z у = 
f (х2 _ у2 ) удовлетворнет 

1 дz 1 дz z 
уравнению - - + -- = -. х дх у ду у2 

1 1 1 
8.131 .  Поназать ,  что фующия и =  12х

4 - 6x3 (y + z) + 2x2yz + 
+ J (y - х , z - х) удовлетворяет уравнению 

ди ди ди 
дх + ду + дz = xyz . 

д2z д2z д2z 
8 .132 .  Найти дх2 , дх ду , ду2 , если z = J (u, v ) , где и =  ху, 

v = х/у . 
д2и 

8.133.  Найти дх ду , если и =  f (х , у, z) ,  где z = <р(х , у) .  
8. 134. Найти все частные производные 2-го порядна от фуннции 

и =  f (х , ху, xyz) . 
8.135.  Поr�азать ,  что фуннцин и =  х<р(х + у) +  уф(х + у) удо-

д2и д2и д2и 
влетворяет уравнению д 2 - 2-8 д + д 2 = О. х х у у 

8.136. Поназать , что фуннцин и =  <р(ху) +'Ф ( �) удовлетворяет 

2 D2u 2 д2и ди ди _ 

уравнению х д 2 - у д 2 + х-8 - у
-8 - О. х у х у 

8. 137. Найти d2u, если и =  f (t) , где t = х2 + у2 + z2 . 
8. 138. Найти d2u , сели и =  J (ax , Ьу , cz) . 
8. 139. Най'J;и d2z , если z = f (u ,  v ) , где и =  x sin y , v = y cos x . 
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2. Неявные фу111щ1ш одной и неснолъних независимых переме1mых. 
Пусть уравнение f (x , у) = О, где f - дифференцируема11 фун:кци11 пере­
менных х и у , определ11ет у иш1 функцию х. Перва11 производна11 этой 
не11вной функции у = у (х) в точке х0 выражаетс11 по формуле 

!� (хо , Уо ) 
!� (хо , Уо ) 

при условии, что !� (хо , Yo i i О, где Уо = у (хо ) ,  f (xo , Уо ) = О. 

(5) 

Производные высших пор11дков вычисл11ютс11 последовательным 
дифференцированием формулы (5) . 

dy d2y П р и м е р  4. Найти dx и dx2 , если 

1 + ху - ln (еху + е-ху) = О. 

<J Обозначим левую часть данного уравнени11 через f (x, у) .  Тогда 

хеху - хе-ху 
!' (х у) - х - ----У ' - еху + е-ху 

2хе-ху 
еху + е-ху 

По формуле (5) получаем 
dy _ 2уе-ХУ = У 
dx 2xe-xv х 

Дифференцируем вторично, учитыва11, что у есть фующи11 х :  

d2y = !!_ (- 1!_) = _ x(dy/dx) - у = у - х(-у/х) = 2у . [> 
dx2 dx х х2 х2 х2 

Пусть уравнение F(x1 , х2 , . . .  , Хщ и) = О, где F - дифференцируе-
ма11 функци11 переменных х1 , х2 , . . .  , Xn , и, определ11ет и 11ак функцию 
независимых переменных х1 , х2 , . . .  , Xn · Частные производные этой 
не11вной фующии и =  и(х1 , х2 , . .  " Хп ) в точке М0 (х? , xg , . . .  , х� ) вы­
числ11ютс11 по формулам 

FI ( 0 0 0 0 ) X k  Xl ' Х2 , . . .  ' Xn , U 
FI ( 0 0 0 0 ) и Хр Х2 , . . .  , Xn , U 

(k = 1 ,  2 , . . .  , п) (6) 

при условии, что F� (x? , xg , . . . , х� , u0 ) i О, где u0 
F(M0 , u0 ) = о . 

и(М0 ) и 
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Можно таRже найти частные производные фунRции и следующим 
образом. Вычисляем полный дифференциал фующии F(:r1 , х2 , . . .  , Хп , и) , 
приравниваем его нулю: 

дF дF дF дF 
-8 dx1 + -8 dx2 + . . .  + -8 dxn + -8 du = О 
Х1 Х2 Хп U 

и выражаем отсюда du . 
дz дz П р и м е р  5 .  Найти дх и ду ' если 

х3 + 2у3 + z3 - 3xyz - 2у + 3 = О . 
<1 1 - й с п о с о б . Обозначим левую часть данного уравнения через 
F(x, у, z) .  Тогда 

F� (x , у, z) = 3х2 - 3ух , 
F� (x ,  у ,  z) = 6у2 - 3xz - 2 , 
F� (x, у , z) = Зz2 - 3ху. 

По формулам (6) получаем: 

дz F� (x ,  у ,  z) 3х2 - 3yz х2 - yz 
дх = - Fi (x , у ,  z) = 3z2 - 3ху - ху - z2 ' 

дz F� (x ,  у ,  z) 6у2 - 3xz - 2 6у2 - 3xz - 2 
ду = - F� (x ,  у ,  z) - Зz2 - 3ху 3 (ху - z2 ) 

2 - й с п о с о б. Дифференцируем данное уравнение: 
Зх2 dx + 6у2 dy + 3z".! dz - 3yz dx - 3xz dy - 3ху dz - 2 dy = О .  

Отсюдп выражаем dz :  

dz = 3(х2 - yz) dx + (6у2 - 3xz - 2) dy . З (:rу - z2) 
дz дz Сравниваn с формулой dz = -8 dx + -8 dy , получаем 

х у 
дz х2 - yz 
дх = ху - z2 ' 

дz 
ду 

6у2 - 3xz - 2 
3 (ху - z2) 

dy 8 . 140. Найти -d , если х2 е2У -- у2е2х = О . . х 

[> 

8 .141 .  Найти ddy , если y sin x  - cos (х - у) = О . х 
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н v dy d2y - х-у 8.142. аити dx
, dx2 , если ::r: + у - е . 

dy d2y 
8.143. Найти dx

, 
dx2 , если х - у + arctg у = О . 

8. 144. Найти d
dy 1 , d

d
2
; 1 dзу 1 , если х2 + 2ху + ,х x=l Х х=1  ' dx3 x= l 

у= 1 y= l у= 1  
+ у2 - 4х + 2у - 2 = О . 

дz 
8. 145. Найти -д и 

х 
дz 

в точ1\е ( 1 , -2 ,  2) , если z3 - 4ху + ду 
+у2 - 4 = о.  

v дz . дz ху 
8.146. Наити -8 и -8 , если z In (х + z) - - = О . 

.'Е у· ' Z 
дz дz 

8.147. Найти дх и ду , если F(x + у +  z, х2 + у2 + z2 ) = О . 

v дz дz . x z  8 .148. Наити дх и ду
, если f (yz , е ) = О. 

8.149. Найти dz , если yz = arctg (xz) . 
8.150. Найти dz, если xz - ez/y + х3 + у3 = О .  

v дz az а2 z .2 2 2 _ 8 .151 .  Наити -д , -8 , -8 д , если х -2у +z  -4x+2z- 5  - О. 
х у х у 

д2z д2z д2z 
8.152 .  Найти д 2 , -8 д , д 2 , если х + у + z = ez .  х ::r: у у 

х2 у2 z2 
8.153.  Найти d2z ,  если 2 + Ь2 - 2 = 1 . а с 
8 .154. Поназать , что фующин z ,  опредслнеман уравнением 

ip(cx - az , су - bz) = О , где <р - произвольнан дифференцируеман 
фующин двух переменных , удовлетворнет уравнению 

дz дz а-8 + ь-
8 

= с. 
3; у 

8.155.  пш,азать , что фуннцин z ,  определнсман уравнением 
z - a  ( ) 2 

(х-а cos a)2+ (y-a sina) 2 = -;;;:- , где а ,  а, т - постоннные, 
удовлетворяет уравнению 

( ) 2 ( ) 2 дz дz 2 - + - - т дх ду 
- . 
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8 .156 .  По:казать , что фун:кция z , определяемая уравнением у =='  
= xcp(z) + ф(z) , удовлетворяет уравнению 

д2z ( дz ) 2 
- 2

дz дz д2z + 
д2z ( дz ) 2 - О 

дх2 ду дх ду дх ду ду2 дх 
-

· 

3. Системы неявных и параметричесни задаШIЪIХ фуннций. Ограни­
чимся рассмотрением фующий двух независимых переменных .  Пусть 
система двух уравнений 

F(x, у, и , v) = О , 
G(x, у, и ,  v) = О (7) 

имеет решение х = хо , у = Уо , и = ио и. v = Vo , причем фун:кции F 
и G имеют в о:крестности точ:ки Р0 (х0 , у0 , ио , v0 ) непрерывные частные 
производные первого поряд:ка и я:кобиан 

D(F, G) 
D (u ,  v) 

дF дF 
ди дv 
дG дG 
ди дv 

отличен от нуля в точ:ке Р0 . Тогда в не:которой о:крестности точ:ки Ро си­
стема (7) определяет единственную пару непрерывных фун:кций и(х , у) 
и v (x ,  у) , имеющих неПрерывные частные производные и удовлетворяю­
щих условиям 

и (хо , Уо ) = ио , v (xo , Уо ) = Vo . 

Дифференциалы этих фун:кций du и dv (а значит , и частные произ­
водные) можно найти из системы уравнений 

П р  и м  е р  6. Фующии и и v независимых переменных х и у заданы 
неявно системой уравнений 

Найти du ,  dv ,  d2u , d2 v .  
и + v = х ,  и - yv = О .  

D(F, G) 1 1 1 1 <J Н:кобиан системы ( ) = 1 = -у - 1 отличен от нуля. при D и, v -у 
у -:р - 1 . Дифференцированием находим два уравнения, связывающие 
дифференциалы всех четырех переменных: 

du + dv = dx , du - у dv - v dy = О. 



§ 2 .  Дифференцирование сложных и неявных функций 207 

Решая эту систему относительно du и dv при у "1 - 1 ,  получим 

du = у dx + v dy , 1 + у dv = dx - v dy . 1 + у 

Дифференцируем повторно : 

d2u = (dx dy + dv dy) ( 1 + у) - dy (y dx + v dy) = ( 1 + у) 2 
_ (dx dy + (dx - v dy) / ( 1 + у) dy) ( 1 + у) - dy(y dx + v dy) _ -

(1 + у)2 
-

(1 + у) dx dy + dx dy - v dy2 - y dx dy - v dy2 2(dx dy - v dy2 ) = = ------
( 1 + у) 2 ( l + y)2 

d2v =  -dv dy ( 1 + y) - dy (dx - ,v dy) = ( 1 + у)2 

= - ( dx - v dy) / ( 1 + у) dy ( 1 + у) - clx dy + v dy'Jf 
( 1  + у)2 

= -dx dy + v dy2 - dx dy + v dy2 
= 2 (v dy2 - dx dy) 

= -d2u r> ( 1 + у)2 ( l + y)2 ' . 
Пусть фушщия z независимых переменных х и у задана парамстри­

чесии уравнениями 

х = х('и ,  v) , у =  у(и, v) ,  z = z(u , v) 

и 
дх дх 

D (x , у) дv, 811 
-1 о D(u, v) ду ду 

ди дv 
в оирестности точии Р(и0 , v0 ) .  Тогда дифференциал dz этой фуниции 
(а значит, и ее частные производные) в оирестности точии Р можно 
найти из системы уравнений 

дх дх dx = ди du + Dv dv ,  
ду ду dy = ди du + дv dv ,  
дz дz dz = - dи +  - dv.  ди дv 
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дz дz П р  и м е р  7. Найти дх и ду , если 

х = и cos v , у = и sin v , z = cv . 
<1 Имеем 

D(x, у) = 1 c�s v  D (u , v) sш v 
-u sin v l = и #  О при и #  О .  u cos v 

Дифференцированием находим три уравнениfl, свflзывающие дифферен­
циалы всех ПfIТИ переменных :  

dx = cos v du - u sin v dv , dy = sin v du + u cos v dv , dz = c dv . 
Из первых двух уравнений найдем dv : 

dv = cos v dy - sin v dx . и 
Подставим найденное значение dv в третье уравнение: 

Отсюда 

dz = � ( cos v dy - sin v dx) . и 

дz c sin v = - --дх и 
дz c cos v 
ду = -и- 1> 

8 .157. Фующии у и z независимой переменной х заданы систе­
мой уравнений 

7х2 + у2 - Зz2 = - 1 , 4х2 + 2у2 - Зz2 = О . 
dy dz d2y d2z 

Найти 
dx ' dx ' dx2 ' dx2 при х = 1 ,  у =  -2, z = 2 .  

8 .158 .  Функции у и z независимой переменной х заданы систе­
мой уравнений 

х2 + у2 - z2 = О, х2 + 2у2 + Зz2 = 1 . 
Найти dy , dz , d2y, d2z . 

8 .159 .  Функции и и v независимых переменных х и у заданы 
неявно системой уравнений 

хи + yv = 1 ,  х + у +  и + v = О. 
Найти du, dv , d2u ,  d2v .  

ди ди ди 
8 .160.  Показать , что х дх +у ду +z дz = О, если uv = 3x-2y+z, 

v2 = х2 + у2 + z2 . 
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дz дz 

8 .161 .  Найти -8 и -8 , если х = и + v , у =  и - v , z = u2v2 . 
х у 

дz дz 
8.162. Найти 

дх 
и 

ду
' если х = a cos u cl1 v , у =  b sin u ch v , 

z = c sh v . 
8.163. Найти dz, если х = eu cos v , у =  eu sin v , z = uv . 
8.164. Найти dz, если х = и +  v ,  у = и2 + v2 , z = u3 + v3 

(и -:/= v ) . 
4. Замена перемеш1ых в диф фереIЩИалъных выражениях. Часто в 

дифференциальных выражениях входящие в них производные по одним 
переменным необходимо выразить через производные по новым пере·­
менным. 

П р  и м  е р  8. Преобразовать уравнение 

2 d2y dy ( 1 - х ) dx2 -
х dx = О , 

полагая х = cos t .  
<J Выразим производные от у по х через производные от у по t :  

dy dy/dt dy/dt 
dx = dx / dt = - sin t ' 

d2y = _!!:.._ ( dy ) = (d/dt) (dy/dx) = dx2 dx dx dx/dt 

= - sin t · (d2y/dt2 ) + cos t · (dy/dt) 1 d2y cos i; dy 
sin2 t · ( - sin t) 

= 
sin2 t 

. 
dt2 - si113 t . dt · 

Подставим полученные выражения производных в данное уравнение 
и заменим х на cos t :  

2 ( 1 d2y cos t dy ) ( 1 dy ) ( 1 - cos t) -- · - - -- · - - cos t  - - · - = О  
sin2 t dt2 sin3 t dt siп t dt ' 

d2y или dt2 = о. 1> 

П р  и м  е р  9 . Преобразовать уравнение 

d2y ( dy ) 2 
dx2 + 2у dx = О ,  

приняв х за фующию, а у за аргумент. 
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<J Выразим производные от у по х через производные от х по у :  
dy 1 d2y d ( 1 ) d ( 1 ) dy 
- - --- , dx dx/dy dx2 = dx dx/dy = dy dx/dy 

. 
dx = 

d2x/dy2 1 d2x/dy2 
(clx/dy)2 

. 
dx/dy = - (dx/dy) З · 

Подставим эти выраженип производных в данное уравнение: 

или 

d2x/dy2 1 - (dx/dy) 3 + 2У · (dx/dy) 2 = О, 

d2x dx -
d 2 - 2y-d = о. [> 

у у 
П р  и м  с р 10 . Пер ейти н по.тшрным ноординатам в выражении 

А = х + уу'
. 

ху ' - у 

<] Имеем 

отиуда 

x = r cos r.p, y = r siп r.p, 
dx = cos r.p clr· - ·r siп r.p dr.p, dy = siв r.p dr + r cos r.p dr.p, 

, dy siп r.p dr + r cos r.p dr.p 
1J = - = . · rlx cos r.p dr - r siн r.p dr.p 

Подставим выраженип х , у ,  11' в А:  
. siп r.p d·r + r cos r.p dr.p r cos r.p + г sш r.p · ------.---

А = ____ c�lir - r sш y; dp = dr/d'f_ t> sin r.p сlт + т cos r.p dr.p . r 
7' COS r.p · --- - r SШ r.p 

cos r.p dr - r sin <р dip 
П р  и м  с р 1 1 . Преобразовать уравнение 

z tY z 2 а2 z 

х дх2 - ;tJ ду2 = О ,  
х перейдн н новым независимым переменным и и v ,  е сли и = ху , v - -
у 

<] Выразим частные производные от z по х и у через частные производ­
ные от z по и и v .  

Имеем 
ди 
·-- =: у , дт 

дv 1 
fJ.I:. = у ) 

Dи -- = х, ду 
дv х 
су = - у2 . 
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По формулам (3) получим 

дz дz ди дz дv дz дz 1 
дх = ди дх + дv дх = ди 

. у + дv 
. у '  

д2z д ( дz ) д ( дz ) ди д ( дz ) дv 
дх2 = дх дх . 

= ди дх 
. 
дх + дv дх 

. 
дх = 

= ( а2 z У + а2 z . !) У + ( а2 
z У + а

2 z . !) . � = ди2 ди дv у ди дv дv2 у у 
д2z д2z 1 д2z = У2 
д 2 + 2

-д д + 2 д 2 ' и и v у v 
дz дz ди дz дv дz дz х - = - - + - - = -х - - - , ду ди ду дv ду ди дv у2 

Подставим найденные выраженин производных в данное уравнение: 

2 ( 2 а2 z а2 z 1 а2 z ) х у дu2 + 2 ди дv + у2 дv2 -

-у2 (х2 д2z - 2х2 д2z + х
2 д2z + 2х дz ) = о. 

ди2 у2 ди дv у4 дv2 уз дv 

После упрощений при х f:. О и у f:. О получим 

д2z 1 дz 
-- = - - ,  ди дv 2ху дv или 

дz дz П р и м е р  12 .  Преобразовать уравнение у дх -х ду = (у-х)z , приннв 
1 1 за новые независимые переменные величины и = х2 + у2 , v = - + - и х у 

за новую фующию w = ln z - (х + у) . 
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<J Выразим частные производные от z по х и у через частные производ­
ные от w по и и v . Для этого продифференцируем данные соотношенюI: 

du = 2 (x dx + y dy) ,  

dv = -
(d� + 

d;) ' х у 
dz dш = - - ( dx + dy) . z 

Учитывая формулу ( 1 )  § 1 ,  имеем 

или 

дw дш dz 
дti du + дv dv = -;- - (dx + dy) ,  

дw дш ( dx dy ) dz 2 - ( х dx + у dy) - - - + - = - - ( dx + dy) ,  д и  дv х2 у2 z 
от.куда 

- ( ( дw 1 дw ) ( дw 1 дw ) ) dz = i 2х- - - - + 1 dx + 2у- - - - + 1 dy . ди х2 дv ди у2 ду 
Следовательно, 

дz = z (2х д
ш 

- _!__ д
ш 

+ 1) дх ди х2 дv ' 
дz ( дw 1 дw ) 
ду = z 2у ди - у2 дv + 1 . 

дz дz Подставим эти выражениn -8 и -8 в данное уравнение: 
.т у ( дw 1 дw ) ( дw 1 дw ) yz 2х- - - - + 1 - xz 2у- - - - + 1 ди х2 дv ди у2 дv 

дw или дv = о . С> 

8 .165 .  Преобразовать уравнение 

полагая х = 1 /t .  

4 d2y 2 3 dy 
о х - + х - - у = , dx2 dx 

8 .166 .  Преобразовать уравнение 

полагая х = tg t .  

d2y 2х dy у - + -- - +  = 0, dx2 1 + х2 dx ( 1  + х2 ) 2 

= (у - x)z ,  
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8 .167. Преобразовать уравнение 

3 ( d2y ) 2 
- dy dзу - d2y ( dy ) 2 

= О 
dx2 dx dx3 dx2 dx ' 

приняв у за аргумент. 
8.168. Преобразовать уравнение 

(ху' - у)2 = 2ху ( 1 + у'2 ) , 
перейдя и полярным иоординатам. 

ди ди 
8.169.  Преобразовать выражение w = х дх + у ду , перейдя и 

полярным иоординатам. 
8 .170. Преобразовать уравнение 

дz дz (х + у) дх -
(х - у) ду = О, 

перейдя и новым независимым переменным и и v , если и = 
= ln Jx2 + у2 , v = arctg '!!_ . х 

д2z д2z 
8.171 .  Преобразовать уравнение х дх2 + у дх ду = О, перейдя н 

новым независимым переменным и и v, если и =  у ,  v = у/х . 
д2и д2и 

8 .172.  Преобразовать выражение w = дх2 + ду2 , перейдя н 
полярным ноординатам. 

8 .173.  Преобразовать выражение 
д2и 1 д2и д2и 1 ди 

w - - + - - + - + - -- дr2 r2 д<р2 дz2 r дr ' 

перейдя от цилиндричесиих иоординат и сферичесним (r = p sin O, 
<р = <р, z = p cos О) . 

8 .174. Преобразовать уравнение 
дz 2 дz (ху + z) дх + ( 1 - у ) ду = x + yz, 

приняв за новые независимые переменные и =  yz - х ,  v = xz - у 
и за новую фушщию w = ху - z. 

8 .175. Преобразовать уравнение 
дz 1 д2z 1 
- + -у- - -ду 2 ду2 - х ' 

х 
приняв за новые независимые переменные и = - , v = х и за у 
новую фушщию w = xz - у .  



2 14 Гл. 8 .  Дифференц. исчисление функций нескольких переменных 

8 .176. Преобразовать уравнение 

д2z д2z дz 
- + -- + - - z 
дх2 дх ду дх - ' 

х + у  х - у 
приняв за новые независимые переменные и = -2- , v = -2-
и за новую фующию 'Ш = zeY . 

§ 3 . Приложения частных производных 

1. Формула Тейлора. Если функция J (P) дифференцируема т + 1 
раз в некоторой онрестности И(Р0 ) точки Р0 (х? , . . .  , х�) , то для всякой 
точ1ш Р(х1 , . . .  , .тп ) Е И(Р0 ) справедлива ф о р м у л а  Т е й л о р а  

f(P) = f (P. ) df (Po , Лх1 ,  . . .  , Лхп) d2 J (Po , Лх1 , . . .  , Лхп ) о + 1 ! + 2 ! + . . .  

dm J(Po , Лх1 , . . .  , Лхп ) dm+l  J (P, Лх1 , . . .  , Лхп ) ( l ) . . .  + 1 + ( ) ' ' т . m + l . . 

где дх1 = х1 - х? , . . .  , дх11 = х11 - х� , а Р - некоторая точка указанной 
онрестности . 

В случае , например , фующии f (x , у) двух переменных х и у формула 
Тейлора в развернутом виде записываетс11 следующим образом: 

f (x , у) = f (xo , Уо ) + ;, (!� (хо , Уо ) (х - хо ) + !� (хо , Уо) (у - Уо ) ) + 

+ ;, (J�x (xo , Уо ) (х - хо ) 2 + 2J�'y (xo , Уо ) (х - хо ) (у - Уо )+ 

+ f;y (Xo , Уо ) (у - Уо ) 2 ) + · · · + �! ( (х - Хо ) :Х + (у - Уо ) :у ) 
m 

Х 

l ( д д ) m+l  
x f (xo , Уо ) + (m + l ) ! (х - хо ) дх + (у - Уо ) ду х 

x f (xo + 81 (х - хо ) , Уо + В2 (У - уо ) ) , О <  В1 , В2 < 1 .  (2) 

Последнее слагаемое в формуле (2) ( остаmо'Чный 'Член) можно короче 
записать в виде 

о(рт ) ,  где р = J(x - хо ) 2 + (у - Уо ) 2 
(ф о р м а  П е а н о) . 

В частном случае, при х0 = у0 = О, формула (2) называется ф о р м  у­
л о й  М а 11 л о р е  н а . 

П р и м е р  1 .  Функцию f (.т , у) = х3 - 5х2 - ху + у2 + 10х + 5у - 4 
разложить по формуле Тейлора в окрестности точ1ш (2 ,  - 1 ) . 
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<J Имеем /(2 ,  - 1 ) = 2 . Вычислим последовательно частные производ­
ные данной фующии и их значения в точие (2 ,  - 1 ) : 

f� (x, у) = 3х2 - 10х - у + 10, 
f� (x, у) = - х  + 2у + 5 , 

г:х (х, у) = 6х - 10, 
J;y (x , у) = - 1 ,  
f;y (x, у) = 2, 

J;�x (x, у) = 6, 

/� (2 ,  - 1) = 3 ; 
/� (2 , - 1 ) = 1 ; 
!// (2 - 1 ) = 2 · Ж'Х ' J 

!// (2 -1) = - 1 · ху ' ' 
!// (2 - 1) = 2 · уу ' ' 

J;�x (2 ,  -1) = 6 . 
Все последующие производные тождественно равны нулю. По формуле 
(2) получаем исиомое разложение 

f(x , у) = 2 + 3(х - 2) + (у + 1) + (х - 2) 2 -
- (x - 2) (y + l) + (y + 1) 2 + (x - 2)3 . !> 

П р  и м  е р  2 . Разложить по формуле Тейлора в оирестности точии 
( 1 ,  1 ) до членов 2-го порядиа вилючительно фуницию 

<J Имеем /( 1 ,  1) = 1. Вычислим частные производные 1-го и 2-го по­
рядиа данной фуниции и их значения в точие ( 1, 1 ) : 

f� (x, у) = у"' ln y ,  
f� (x, у) = хух- 1 , 
f�'x (x , у) =  у"' ln2 у, 
J;y (x , у) = y"'- 1 (x ln y + 1) , 
f;y (x ,  у) = х(х - l)y"'-2 , 

По формуле (2) получим 

/� ( 1 ,  1 ) = О; 
!� ( 1 , 1 ) = 1 ;  

J;x ( l ,  1 ) = О ; 
!// ( 1  1 ) = 1 · ху ' ' 
1;y ( l ,  1 ) = о. 

f(x, у) = 1 + (у - 1) + (х - l ) (y - 1 ) + о(р2 ) ,  

где р = J(x - 1 )2  + (у - 1 ) 2 .  !> 

8.177. Разложить f (x + h, у + k) по целым положительным 
степеням h и k, если f (x, у) = ху2 • 

8.178. Найти приращение, получаемое фующией f (x ,  -у) = 
= -х2 + 2ху + 3у2 - 6х - 2у - 4  при переходе от значений х = -2, 
у = 1 к значениям х1 = -2 + h, У1 = 1 + k .  

8.179.  Функцию f ( х, у) = х3 - 2у3 + Зху разложить по формуле 
Тейлора в окрестности точки (2 ,  1 ) . 
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8 .180. Разложить J (x+h ,  y + k, z+ l )  по целым положительным 
степенRм h, k, l, е сли J (x ,  у, z) = х2 + 2у2 + 3z2 + xy - 2yz + 3х .:.... 
- y - 4z + 1 .  

8 .181 .  Фующию f (x ,  у ,  z )  = х2 + у2 + z2 - 2 (ху + x z  + yz) 
разложить по формуле Тейлора в оврестности точви ( 1 ,  - 1 ,  2 ) .  

8.182 . Разложить по формуле Мавлорена до членов 3-ro порRдRа 
ввлючительно фунвцию f ( х ,  у) = еУ cos х .  

8 .183 .  Разложить по  формуле Мавлорена до членов 4-ro порRдRа 
ввлючительно фунвцию f ( х, у) = sin х sh у .  

8 .184. Разложить по формуле Тейлора в оврестности точви 
( 1 ,  1 )  до членов 3-ro порRдRа включительно фунвцию J (x ,  у) = 
= у/х . 

8 .185 .  Разложить по формуле Тейлора в оврестности точви 
( 1 ,  1 ,  О) до членов 2-ro порRдRа ввлючительно фунвцию J (x ,  у, z) = 
= ln (ху + z2 ) .  

8 .186 .  Разложить по формуле Тейлора в оврестности точви 
( 1 ,  1 )  до членов 2-ro порRдRа ввлючительно неRвную фующию 
z(x ,  у) , определяемую уравнением z2 + 3yz - 4х = О, если 
z ( 1 ,  1) = 1 .  

2. Энстремум фушщии. ФующиR и = J(P) имеет максимум (мини­
мум) в mо'Чке Р0 (х� , . . .  , х� ) ,  если существует тaRafl ОRрестность точRи 
Р0 , длR всех точеR Р(х1 , . .  " Хп ) Rоторой, отличных от точRи Р0 , вы­
полнRетсR неравенство j (P0 ) > J(P) (соответственно J(Po )  < J(P) ) .  
МаRсимум или минимум фунRции называетсR е е  экстремумом. 

Н е о б  х о д и м  о е  у с л о в  и е  э R C  т р е м  у м  а .  Если дифференv,иру­
ема.я фунRциR f (Р) достигает ЭRстремума в точRе Р0 , то в этой точRе 

J�k (Ро ) = О длR всех k = 1 ,  2, . . .  , п ,  (3) 

или df (Po , дх1 , . .  " дхп )  = О тождественно относительно дх1 , . . .  , дхп . 
ТочRи, в Rоторых выполнRютсfl условин (3) , называютсR стаv,ио­

нарными·точRами фунRции и =  J (P) . ТаRим образом, если Р0 - точRа 
ЭRстремума фующии и = f(P) , то либо Р0 - стационарнаfl точRа , либо 
в этой точRе фунRцин недифференцируема .  

Д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и fl  Э R с т р е м у м а . Пусть Р0 (х� , . . .  , х� ) ­
стационарнан точRа фунRции и = f(P) , причем эта фунRцин дважды 
дифференцируема в неRоторой ОRрестности точRи Р0 и все ее вторые 
частные производные непрерывны в точRе Р0 • Тогда : 

1 )  если второй дифференциал d2u(P0 , дх1 , . . .  , дхп )  RaR фунR­
циR дх1 , . . .  , дхп имеет постоRнный знаR при всевозможных наборах 
значений дх1 , . . .  , дхп , не равных одновременно нулю, то фунRцин 
и = f (P) имеет в точRе Р0 эRстремум, а именно - маRсимум при 
d2u (Po , дх1 , . . .  , дхп )  < О  и минимум при d2u (Po ,  дх1 , . . .  , дхп )  > О; 
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2) если d2u(P0 , дх1 , . . .  , дхп) является знаиопеременной фуницией 
дх1 ; . . .  , дх" ' т. е . принимает иаи положительные, таи и отрицательные 
значения, то точна Р0 не является точной эистремума фуниции и = f (Р) ; 

3) если d2u(Po , дх1 , . . .  , дхп) � О или d2u(Po ,  дх1 , . . .  , дхп) � О ,  
причем существуют таRие наборы значений дх1 , . . .  , дхп , не равных 
одновременно нулю, для иоторых значение второго дифференциала обра­
щается в нуль , то фуниция и = f(P) в точие Ро может иметь эистремум, 
но может и не иметь его (в этом случае для выяснения вопроса требуется 
дополнительное исследование) . 

В частном случае фуниции двух переменных достаточные усло­
вия эистремума можно сформулировать следующим образом. Пусть 
Ро (х0 ,  у0 ) - стационарная точна фуниции z = f(x , у) , причем эта фуни­
ция дважды дифференцируема в неиоторой оирестности точии Р0 и все 
ее вторые частные производные непрерывны в точие Р0 . Введем обозна­
чения: 

и 
D = АС - В2 . 

Тогда : 
1 ) если D > О, то фуниция z = f(x, у) имеет в точие Ро (хо , Уо ) 

эистремум, а именно - маисимум при А < О (С < О) и минимум при 
А >  О (С > О) ; . 

2 ) если D < О, то эистремум в точие Р0 (х0 , у0 ) отсутствует ; 
3) если D = О, то требуется дополнительное исследование. 
П р  и м  е р  3 .  Исследовать на эистремум фуницию 

z = х3 + у3 - 3ху . 
<] Найдем частные производные 1-го порядна и составим систему урав-
нений вида (3) : · 

или 

дz 
дх = 3(х2 - у) = О, дz 

- = 3(у2 - х) = О  
ду 

х2 - у = О, у2 - х = О .  
Решая систему , найдем две стационарные точии: 

Найдем частные производные 2-го порядна : 

Затем составим дисириминант D = АС - В2 для иаждой стационарной 
точии. 
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Для точии Р1 
д2z 1 А = дх2 = О, 

Р1 

В = д2z 1 = -3, дх ду Р1 
с -- д2z ' 

ду2 Р1 
= 0 , D = -9 < О. 

Следовательно, эистремума в точие Pi нет. 
Для точии Р

2 а
2 1 В 

= 
дх 
;
у Р2 

= -3, 
D = 36 - 9 > О , А 

> 0. 

Следовательно, в точие Р2 фуниция имеет минимум, равный 

Zmin = z \ x=l = 1 + 1  - 3 = - 1 . 
y=l 

Для того чтобы установить тип стационарной точии, нет необходимо­
сти использовать изложенный выше призна:к, связанный с определением 
знаиов D и А. Достаточно непосредственно исследовать зна:к второго 
дифференциала :ка:к :квадратичной формы dx и dy , используя метод вы­
деления полного :квадрата . Та:к ,  например , для стационарной точ:ки Р2 
имеем: 

( 1 ) 2 45 d2z (P2 ; dx , dy) = 6 dx2 - 3 dx dy + 6 dy2 = 6 dx - 4 dy + В dy2 , 

от:куда сразу видно, что при любых dx и dy, не равных одновременно 
нулю, d2 z > О и, следовательно, Р2 - точ:ка минимума.  t> 

Найти эистремумы фуниций двух переменных: 
8.187. z = х2 + ху + у2 - Зх - бу. 
8.188. z = ху2 ( 1 - х - у) (х > О, у > О) . 
8.189. z = Зх2 - х3 + Зу2 + 4у. 

50 20 
8.190. z = ху + - + - (х > О, у > О) . х у 
8.191 .  z = х2 + у2 - 2 ln x  - 18 ln y  (х > О, у > О) . 
8.192. z = х3 + 3ху2 - 15х - 12у. 
8.193. z = 2х3 - ху2 + 5х2 + у2 . 
8.194. z = (2х2 + у2 ) е- (х2+У2 ) .  8.195. z = 2 - {/ х2 + у2 . 
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Найти энстремумы фуннций трех переменных : 
8 .196. и =  х2 + у2 + z2 - 4х + 6у - 2z. 
8 .. 197. и =  xy2z3 ( 1  - х - 2у - Зz) (х > О, у > О , z > О) . 

у z 2 
8.198.  и =  х + - + - + - .  х у z 
Найти энстремумы фуннций z ,  заданных ненвно: 
8 .199* . х2 + у2 + z2 + 4х - 2у - 4z - 7 = О .  
8 .200. 2х2 + 2у2 + z2 + 8yz - z + 8 = О. 

3. Условный знстр емум. Фующин и = f (Р) = f (х1 ,  . . .  , хп ) имеет 
условный .максимум (условный .минимум) в точне Р0 (х? , . . .  , х?, ) ,  если 
существует танан онрестность точни Р0 , длfl всех точен Р ноторой 
(Р f:. Р0 ) ,  удовлетворнющих уравнени.я.м св.язи 

<pk (P) = <pk (x1 , . . .  , х") = О (k = 1 ,  2, . . .  , т; т < п) , 

выполннетсн неравенство f (P0 ) > f(P) (соответственно f (Po ) < f (P) ) . 
Задача нахожденин условного энстремума сводитсн н исследова­

нию на обычный энстремум функции Лагранжа 
m 

L(x1 ,  . . .  , Xn , Л1 , . . .  , Лт ) = J(x1 ,  . . .  , Хп ) + L Ak <pk (X1 , . . .  , х" ) ; 
k=I 

Ak (k = 1 ,  2 ,  . . . , m) называютсн .множител.я.ми Лагранжа. 
Необходимые условин условного э11стремума выражаютсн системой 

п + т уравнений 
дL(Р) = О ( ) д i = 1 , 2 ,  . . .  , п , 

Xi 
cpk (P) = О (k = 1 ,  2, . . .  , m) , 

из 11оторой могут быть найдены неизвестные 
о о , о , о Х1 , . . .  ' Хп , л1 , . . .  ' лm , 

(4) 

где х? , . . .  , х?, - ноординаты точни, в ноторой возможен условный энс­
тремум. 

Достаточные условин условного энстремума свнзаны с изучением 
знана 2-го дифференциала фуннции Лагранжа 

d2 L (x? ,  . . . , х� , >.? , . . .  , Л�" dx1 ,  . . .  , dхп ) 
длп наждой системы значений х? , . . .  , х?, , Л? , . . .  , Л�" полученной из ( 4) 
при условии, что dx1 ,  dx2 , • • .  , dx" удовлетворяют уравненинм 

" д ( о о ) � <pk Х1 , . . .  , Xn dx;· = О (k ) L., дх ·  
= 1 , 2 , . . . , m 

j=l J 
(5 ) 
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при dxr + dx� + . . . + dx� -::/; О .  А именно, фующия f (P) имеет услов­
ный мансимум в точне Р0 (х� , . . . , х?,) ,  если для всевозможных значений 
dx1 , . . . , dx," удовлетворяющих условиям (5) и не равных одновременно 
нулю, выполняется неравенство 

d2L(x? , . . .  , х� ,  Л? , . . . , Л� , dx1 , . . .  , dxn ) < О 
и условный минимум, если при этих условиях 

d2 L (x? , . . .  , х� ,  Л? ,  . . .  , Л� ,  dx1 , . . . , dxn )  > О. 
В случае фуннции z = f (x , у) при уравнении связи ip(x , у) = О 

фуннция Лагранжа имеет вид 
L(x, у ,  Л) = f(x , у) + Л�р(х, у) . 

Система ( 4) состоит из трех уравнений: 
дL = 0 дх ' 

дL = О ( ) О ду ' <р х, у = . 

Пусть Ро (х0 ,  у0 ) ,  Ло - любое из решений этой системы и 
о 

д = - <р� (Ро ) 
<р� (Ро ) 

<р� (Ро ) 
L�x (Po , Ло ) 
L�y (Po , Ло ) 

ip� (Po ) 
L�v (Po , Ло ) 
L�y (Po ,  Ло ) 

Если д < О , то фуннция z = f(x , у) имеет в точне Ро (хо , Уо ) услов­
ный мансимум; если д > О, - то условный минимум. 

П р  и м  е р  4. Найти условный энстремум фуннции z = х + 2у при 
х2 + у2 = 5 . 
<] Составим фуннцию Лагранжа : 

L(x, у ,  Л) = х + 2у + Л(х2 + у2 - 5) . 
дL дL Имеем -д = 1 + 2Лх , -д 

= 2 + 2Лу . х у 
Система уравнений (4) принимает вид 

1 + 2Лх = О , 
2 + 2Лу = О , 

х2 + У2 = 5. 
Система имеет два решения: Х1 = - 1 ,  У1 = -2 , Л 1 

1 д2L д2L У2 = 2 , Л2 = - - . Таи нан -8 д = О ,  -8 2 = 2Л, то 2 х у у 

d2 L = 2Л (dх2 + dy2 ) .  

1 = 1 , 
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1 При ,\ = 2" d2 L > О . Поэтому фующия имеет условный минимум в 

1 точ:ке P1 (- l , -2) и Zшin = - 5 . При ,\ =  - 2  d2L < О. Поэтому фующия 
имеет условный мансимум в точне P2 ( l , 2) и Zшах = 5 . 

Или иначе: 

<р� = 2х, 
<р (х, у ) =  х2 + у2 - 5 , 

<р� = 2у , <р� (- 1 ,  -2) = -2 ,  
L�x = 1 ,  LI/ - о  L�y = 1 

<р� ( - 1 ,  -2) = -4,  
1 при ,\ = - ; 

следовательно, 
ху - ' 

о -2 -4 
д = - -2 1 о = 20 > о , 

-4 о 1 

2 

т .  е. фуннция имеет условный минимум в точие Р1 ( - 1 ,  -2) .  Аналогично 
для ТОЧRИ P2 ( l , 2) 

о 
Л = - 2 

4 

2 4 
-1  о = -20 < о, 

о -1  

т .  е .  Р2 ( 1 , 2 )  - точна условного мансимума . t> 

Найти условные эистремумы фующий: 
8.201. z = х2 + у2 - ху + х + у - 4 при х + у + 3 = О . 

1 1 
8.202. z = - + - при х + у = 2. 

х у 
х - у - 4  , 

8 .203. z = J2 при х2 + у2 = 1 . 

8.204. z = ху2 при х + 2у = 1 .  
8.205. z = 2х  + у  при х2 + у2 = 1 . 
8.206. и = 2х + у - 2z при х2 + у2 + z2 = 36 . 

х2 у2 z2 
8.207. и =  х2 + у2 + z2 при �6 + 9 + 4 = 1 .  
8.208. и =  xy2z3 при х + 2у + З z  = 1 2 ( х  > О, у >  О ,  z > О) . 
8.209. и = xyz при х + у + z = 4, ху + yz + zx = 5 .  
8 .210* . Доиазать неравенство 

хз + уз + zз 
3 

если х ;::: О ,  у ;::: О , z ;::: О .  
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4. Наибольшее и наименьшее значения фушщии. Если фующия f (Р) 
дифференцируема в ограниченной замнну:rой области, то она достигает 
своего наибольшего (наименьшего) значения или в стационарной точне, 
или в граничной точне области . 

П р  и м  е р  5 .  Найти наибольшее и наименьшее значения фуннции 
z = хз + уз - 3ху в области 

о � х � 2 , - 1  � у � 2 . 
<J Данная область - прямоугольнин . 

1 ) Найдем стационарные точни (см. пример 3) : Р1 (0 , О) и Р2 ( 1 , 1 ) .  Значения фуннции в этих точнах :  z1 = О, z2 = - 1 . 
2) Исследуем фующию на границах области . 

а) При х = О имеем z = уз . Эта фуннция монотонно возрастает и на 
ионцах отрезна [- 1 , 2) принимает значения: z l v=- 1 = - 1 , z l v=2 = 8. 

б) При х = 2 имеем z = 8 + уз - 6у . Найдем значения этой фуннции 
в стационарной точне и на ионцах отрезна [- 1 , 2] .  Имеем z' = 3у2 - 6; 
z' = О при у2 = 2 , или, в данной области, при у = \/2; z l v=V2 = 
= 8 + 2../2 - 6../2 = 8 - 4../2; z l v=- 1 = 13 ; z l v=-2 = 4. 

в) При у =  -1 имеем z = хз - 1 + 3х и z' = 3х2 + 3 > О. Фуннция 
монотонно возрастает от z l x=O = - 1  до z l x=2 = 13 . 

г) При у =  2 имеем z = хз + 8 - 6х ; z' = 3х2 - 6; z' = О  при х = \/2; 
z'l x=V2 = 8 - 4../2; z l x=O = 8 ; z l x=2 = 6. 

3) Сравнивая все найденные значения фуннции, занлючаем, что 
Zнаиб = 13 в точне (2 , - 1 ) ; Zнаим = - 1  в точнах ( 1 , 1) и (О, - 1) . [> 

П р  и м  е р  6. При наних размерах отнрытая прямоугольная ванна 
данной вместимости V имеет наименьшую площадь поверхности .  Найти 
эту площадь . 
<J Ванна имеет форму прямоугольного параллелепипеда . Пусть его изме­

V рения равны х , у , z , Таи нан объем V = xyz задан, то z = - . Площадь ху поверхности ванны равна 
v ( 1 1 ) S = S(x , у) = 2 (xz + yz) + ху = 2(х + у)- + ху = 2V - + - + ху. ' ху у х 

Задача сводится и нахождению минимума фуннции S(x , у) , причем по 
смыслу задачи х' > О , у >  О. 

Решая систему уравнений 

S� (x, у) = - 2� + у = О, х 
S� (x, у) = - 2� + х = О, у 
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находим стационарную точиу хо = Уо = -Y2V'. Проверим выполнение 
достаточных условий минимума : 

S" ( ) 4V 
хх х ,  у = -3 '  х 

Следовательно, 

s�y (x , у) = 1 ,  S" ( ) 4V 
уу х, у = -3 . 

у 

А =  S�x ( �, �) = 2 , В =  S�y ( �, �) = 1 ,  

С = S�y ( ?f2V ,  ?f2V) = 2 , D = АС - В2 = 4 - 1 > О ,  А > О .  
Итаи, фуницин S(x, у )  имеет минимум при х . = у = ?i2V; тогда z = 

v ij2V = � = -2- ;  

Smin = 2V ( 3� + 3�) + ffi2 = 3 ij4v2 . 1> 
v 2V v 2i1 

8 .211 .  Найти наибольшее значение фушщии z = х - 2у + 5 в 
областях: 

а )  х � О , у � О, х + у ::;; 1 ;  
б )  х ::;; о ,  у � о ,  у - х ::;; 1 . 
8.212 .  Найти наибольшее и наименьшее значенил функции 

z = х2 + у2 - ху - х - у в области х � О , у � О , х + у ::;; 3 .  
8.213.  Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

z = ху в области х2 + у2 ::;; 1 .  
8.214. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

z = ху2 в области х2 + у2 ::;; 1 .  
8.215 .  Представить положительное число а в виде произведе­

ния четырех положительных сомножителей так ,  что�ы сумма их 
обратных величин была наименьшей. 

8 .216 .  Из всех прямоугольных параллелепипедов, имеющих 
данную сумму длин ребер 12�, найти параллелепипед с наиболь­
шим объемом. 

8 .217. Найти прямоугольный параллелепипед с длиной диаго­
нали d, имеющий наибольший объем. 

8 .218.  Внутри четырехугольника найти точку , суммя квадратов 
расстояний ноторой от вершин бьша бы наименьшей. 

8 .219 .  В полушар радиуса R вписать прнмоуголъный паралле­
лепипед наибольшего объема . 

8 .220. В прямой нруговой конус с радиусом основания R и 
высотой Н вписать прямоугольный параллелепипед наибольшего 
объема . 

8 .221.  Из всех треугольников с основанием а и углом а при 
вершине найти тpeyI'OJrын; i; е ш.1 �-1болыпе:1 шшнщ;�:ью . .  



224 Гл . 8. Дифференц. исчисление функций нескольких переменных 

8.222* . На эллипсе х2 + 9у2 = 9 найти точ:ки, наиболее и наи­
менее удаленные от прнмой 4х + 9у = 16 .  

8.223* . На эллипсе х2 + 4у2 = 4 даны две точ:ки А(- JЗ, 0,5)  
и B ( l , '13/2) . На том же эллипсе найти та:кую третью точ:ку С, 
чтобы треугольни:к АБС имел наибольшую площадь . 

8 .224. Определить наружные размеры за:крытого нщи:ка с за­
данной толщиной стено:к о и ем:костью (внутренней) V та:к ,  чтобы 
на его изготовление было затрачено наименьшее :количество мате­
риала . 

8 .225.  На плос:кости даны п материальных точе:к Р1 (х1 , У1 ) , 
Р2 (х2 , У2 ) , . . . , Рп (Хп , Уп ) с массами, соответственно равными m1 , 
m2 , . . .  , тп . При :каком положении точ:ки Р(х, у) момент инерции 
системы относительно точ:ки Р будет наименьшим? 

8.226* . Точ:ки А и В расположены в различных оптичес:ких 
средах ,  отделенных одна от другой плос:костью А1 В1 (рис. 27) . 
Спорость распространенин света в первой среде равна v1 , во 
второй - - v2 . Пользунсь принципом Ферма, согласно ::которому 
световой луч распространнетсн вдоль той линии АМ В,  длн прохо­
жденин ::которой требуетсн минимум времени, вывести за::кон пре­
JюмлениR светового луча . 

А 
1 

a i  JA 1  В1 

с 

: ь 
1 
1 
в 

Рис . 2 7  

м 
с 

Рис. 28 

в 
1 
1 
1 
1 
lв1 

8.227. ПользуRсь принципом Ферма , вывести за::кон отраженин 
светового луча от плос:кости в однородной среде (рис. 28) . 

8.228* . Если в эле:ктричес:кой цепи, имеющей сопротивление R, 
течет ТО!\ 1 ,  то 1\Оличество тепла , выделнющегосн в единицу вре­
мени, пропорционально 12 R. Определить , l\al\ следует развеТвить 
тон 1 на тони 11 , 12 , . . .  , ln при помощи п проводов , сопротивле-
ния :которых R1 , R2 , . . .  , Rn , чтобы выделение тепла было наи-
меньшим. 

5 . Ге ометричесние приложения частных про113водных. Касательной 
плоскостью к поверхности в ее точке М0 ( то'Чка каса11.и.я) называется 
плоскость , содержащая в себе все касательные к кривым, проведенным 
на поверхности через эту точку . 
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Нор.малью и поверхности называется прямая, перпендинулярная и 
насательной плосности и проходящая через точну насания. 

Если уравнение поверхности имеет вид 
F(x, у , z) = О, 

то уравнение насательной плосности в точне М0 (х0 , у0 , z0 ) есть 

F� (xo , Уо , zo ) (x - хо ) +  F� (xo , Уо , zo ) (y - Уо ) + 
+ F� (xo , Уо , zo) (z - zo ) = О . (6) 

Уравнения нормаJш: 
Х - Хо 

F.� (xo , Уо , zo ) 

В случае задания поверхности в явной форме 
z = f(x, у) 

уравнение насательной плосности в точне Мо(хо , у0 , zo) имеет вид 

z - zo = !� (хо , Уо ) (х - хо ) +  !� (хо , Уо ) (у - Уо ) ,  
а уравнения нормали -

Х - Хо 
!� (хо , Уо ) 

у - уо 
!� (хо , Уо) 

Z - Zo - ---
- 1  

(7) 

П р  и м  е р  7 .  Найти уравнения насательной плосности и нормали и 
поверхности :с2 + 2у2 - Зz2 + ху + yz - 2xz + 16 = О  в точне M(l , 2 , 3) . 
<J Обозначив через F(x, у , z) левую часть уравнения поверхности, най­
дем частные производные и их значения в точие М: 

F� (x, у , z) = 2х + у  - 2z, 
F� ( х, у , z) = 4у + х + z, 
F� (x� у , z) = -6z + у  - 2х, 

По формулам (6) и (7) имеем 

F� ( l , 2, 3) = "-2 ; 
F� ( l , 2 , 3) = 12 ; 
F� ( l , 2 , 3) = - 18 . 

-2 (х - 1) + 12 (у - 2) - 18(z - 3) = О, или х - 6у + 9z - 16 = О 
- уравнение иасательной плосиости, 

x - l _ y - 2 _ z - 3  
-2 - 12 - - 18 ' 

- уравнения нормали. [> 

или x - l _ y - 2 _ z - 3  
1 - -6 - 9 
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Особой mо'Чкой плосRой Rривой f(x ,  у)  = О называется точRа 
М(хо , Уо ) , Rоординаты Rоторой удовлетворяют системе трех уравнений: 

f (xo , Уо ) = О, !� (хо , Уо ) = О, !� (хо , Уо ) = О. 

Пусть выполнены условия (8) , числа 

А = !�'" (хо , Уо ) , В = !�у (хо , Уо ) , С = !�'у (хо , Уо ) 

не все равны нулю и Л = АС - В2 . Тогда : 
а ) если Л > О, то М - иэолирова'Н,на.я mо'Чка (рис. 29) ; 
б) если Л < О , то М - узел ( двойна,я mо'Чка) (рис, 30) ; 

(8) 

в) если Л = О ,  то М - либо mо'Чка в озврата 1 -20 рода (рис. 31 )  
или 2- 20 рода (рис. 32 ) , либо изолированна,я то•tка, либо то•tка само­
nрикосновени,я (рис. 33) . 

Рис. 29 Рис,  30 Рис,  31  

Угловой Rоэффициент k = у' Rасательной R нривой в особой точRе 
находится из уравнения 

A + 2Bk + Ck2 = 0 . 
В случае изолированной точRи Rасатсльной нет , в уз;1е - две различные 
Rасательные; в точRе возврата и точRе самоприRосновения - одна общая 
Rасательнан R двум ветвнм Rривой , 

� >м/ м . ""' ' 

Рис. 32 Рис.  33 

Если Л = О ,  то длп решенип вопроса о типР особой точки нужно иау­
чить расположение точеR Rривой в не1юторой оRрестности особой точни. 

В 1.:лучае трансцендентной Rривой могут Gыть и иные типы uсобых 
точе1� :  угловые mо'Чки, то•�ки прекращени,я и т. д. 
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П р  и м  е р  8. Исследовать особые точ1ш Rонхоиды 

(х2 + у2 ) (х - а)2 - Ь2х2 = О (а > О, Ь > О) .  
<] Обозначив левую часть уравнения через J (x ,  у) , найдем частные про­
изводные и приравняем их нулю: 

f� (x , у) = 2х(х - а)2 + 2 (х - а) (х2 + у2 ) - 2Ь2х = О , 
f� (x , у) = 2у (х - а)2 = О. 

Система уравнений имеет единственное решение хо = Уо = О , т .  е. Rри­
ван имеет одну особую точRу 0(0, О) .  

Найдем вторые производные: 
f::x (x , у) = 2 ( (х - а)2 + 2х(х - а) + х2 + у2 + 2х(х - а) - Ь2 ) , 
J:,:y (x , у) = 4у (х - а) , 1 

f�y (x , у) = 2 (х - а)2 • 
Вычислив их значения в точRе О, получаем 

А = 2(а2 - Ь2 ) , В = О , С = 2а2 , 
д = АС - В2 = 4а2 (а2 - Ь2 ) .  

Если а > Ь , то д > О ,  и точRа О - изолированнан (рис. 34) .  Если 
а < Ь, то д < О, и точRа О - узел (рис. 35) .  Если а = Ь, то д = О. 

у 

о 

Рис. 34 Рис. 35 

Найдем угловой Rоэффициент Rасательной: 
ь2 - а2 2 (а2 - Ь2 ) + 2а2k2 = 0, k =  а2 = 0, 

т. е. Rасательнан совпадает с осью Ох . 

Рис .  36 



228 Гл. 8 . Дифференц. исчис,ление функций нескольких переменных 

Из уравнения нривой получаем (при а = Ь) у = ±-х-../2ах - х2 , х - а  
и ,  следовательно, нривая симметрична относительно оси Ох (О �  х < а; 
а < х � 2а) .  Поэтому при а = Ь О - точна возврата 1-го рода 
(рис. 36) . t> 

Огибающей семейства плоских кривых называется линия (или со­
вонупность неснолЬRих линий) , ноторая насается всех нривых данного 
семейства , причем наждая ее точна является точной насания. 

Если однопараметричесное семейство нривых f(x , у ,  а) = О имеет 
огибающую, то ее уравнение можно получить из системы уравнений 

f(x , у, а) = О, f� (x , у , а) = О. (9) 

Иснлючая из системы (9) параметр а , получим уравнение вида D(x , у) = 
= О .  :Кривая ,  определенная этим уравнением, называется дискрими­
нантной кривой. Диснриминантная нривая состоит из огибающей и 
множества особых точен данного семейства . 

П р  и м  е р  9 .  Уравнение траентории движения снаряда , выпущенного 
из точни О с начальной сrюростью v0 под углом а н  горизонту (без учета 
сопротивления воздуха) , есть 

у = х tg а - 2 2 2 . v0 cos а 
gx2 

Принимая угол а за параметр, найти огибающую всех траенторий сна­
ряда , расположенных в одной и той же вертинальной плосности. 
<1 Имеем 

gx2 f (х , у ,  а) = х tg а - 2 2 2 - у ,  v0 cos а 

!' (х у а) = _х_ -
gx2 sin a - cos

x
2 ,.,, (i -

g
v
x
б tg a) . "' ' ' cos2 а vб cos3 а .... 

Составим систему вида (9) 

gx2 
у = x ltg а - 2 2 , 2v0 cos а 

х ( gx ) -- 1 - - tg а = О .  cos2 а vб 
v2 1 Из второго уравнения получим: tg а = _о_ и cos2 а = = 
gx 1 + tg2 а 

92х2 Подставляя в первое уравнение , найдем уравнение оги­g2 х2 + v3 . 
бающей (парабола безопасности) : 

или 
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8.229. Найти уравнения :касательной плосиости и нормали 1� 
следующим поверхностям в у1�азанных точ:ках :  

) . ( 7Г 7Г 1 ) 
а z = sш х cos у в точ:ке 4 ,  4 ,  2 ; 
б) z = ex cos y в точ:ке 

( 
1 ,  7Г , �) . 

8 .230. Найти расстояние от начала ноординат до иасательной 
плос1юсти н поверхности z = у tg � в точне ( 1Г: , а , а) . 

8.231 .  Найти углы, :которые образует нормаль :к поверхности 

z = arctg � в точие ( 1 ,  1 ,  �) с осями ноординат .  

8 .232 .  Для поверхности z = 4х - ху + у2 найти уравнение иа­
сательной плосиости, параллельной плос:кости 4х + у + 2z + 9 = О. 

8.233. Найти уравнения :касательной плос1юсти и нормали :к 
следующим поверхностям в у:казанных точиах : 

а )  х(у + z) (xy - z) + 8 = О  в точ:ке (2 ,  1 ,  3) ;  
б ) 2x/z + 2y/z = 8 в точ:ке (2 ,  2 ,  1 ) ;  
в) z2 + 4z + х2 = О  в точ:ках пересечения е осью Oz. 
8.234. Для поверхности х2 - z2 - 2х + 6у = 4 найти уравнения 

х + 2  у z + l 
нормали, параллельной прлмой -

1
- = 3 = -4

-
· 

8.235. На поверхности х2 + 2у2 + Зz2 + 2ху + 2xz + 4yz = 8 
найти точии, в иоторых 1,асательные плосиоfти параллельны ио­
ординатным ПЛО СRО СТЯМ . 

8.236. По1\азать , что :касательные плос:кости и поверхности 
х213 + у213 + z213 = а213 отсенают на осях ноординат отрезии, 
сумма нвадратов :которых постоянна и равна а2 . 

8.237. Найти уравнения иасательной плос:кости и нормали и 
следующим поверхностям, заданным параметричесии, в у1шзан­
ных точ:ках : 

а ) х = r cos <р, у =  r sin <p, z = r ctg а в точие (ro , <ро ) ; 
б ) х = u cos v , у =  u sin v , z = av в точ:ке (ио , vo ) .  
8.238* . Под иа:ким углом пересе:кюотся цилиндр х2 + у2 = а2 и 

гиперболичесний параболоид bz = ху в общей точие (хо ,  уо ,  zo ) ? 
8.239* . Поиазать , что следующие поверхности попарно ортого-

нальны: 
а ) х2 + у2 + z2 = 2ах и х2 + у2 + z2 = 2Ьу ; 
б) xyz = а3 и 2z2 = х2 + у2 + f (х2 - у2 ) ; 
в) ху = az2 , х2 + у2 + z2 = Ь и z2 + 2х2 = c(z2 + 2у2 ) . 
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Исследовать особые точ:ки 1,ривых : 
8 .240. х2 + у2 = х4 + у4 • 
8.241. у2 (а2 + х2 ) = х2 (а2 - х2 ) . 
8.243. у2 = (х - 1 ) 3 . 
8.245. 4у2 = х5 + 5х4 . 
8 .247. у2 = 1 - е-х2 • 

8.249* . у = 
х 

l / . 1 + е х 

8.242. х2 + у4 = х6 . 
8.244. (у - 2х2 ) 2 = х5 . 
8.246. у2 = ах2 + х3 . 
8.248. у2 = 1 - е-х3 • 

8.250* . у = хх . 

8 .251 .  Найти огибающую семейства прнмых у = ах + а2 . 
8.252.  Найти огибающую семейства прнмых х cos а+у sin а = р 

(р = const , р > О) . 
8.253 .  Найти огибающую семейства 01,ружностей х2+ (у-С)2 = 

= R2 (R = const ) . 
8 .254. Найти огибающую семейства парабол у2 = 2рх + р2 . 
8.255 .  Найти огибающую семейства парабол у =  3а2 + 2ах - х2 . 

х2 у2 
8.256.  Найти огибающую семейства эллипсов а2 + (l _ а) 2 = 1 

( l = const) . 
8.257. Найти огибающую семейства окружностей, проходящих 

через начало :координат и имеющих центр на параболе у2 = 4ах . 
8.258. Исследовать характер дис:криминантных :кривых семей-

ства следующих линий (С - переменный параметр) : 
а )  :кубических парабол у - 1 = (х - С)3 ; 
б) полу:кубичес:ких парабол (у - С)2 = (х - С)3 ; 
в) парабол Нейля (у - 1 ) 3 = (х - С) 2 ; 
г )  строфоид (а - х) (у - С)2 = х2 (а + х) . 

§ 4. Приближенные числа и действия над ;ними 
1 .  Аб соmотная и отно сительная погр е1шшсти. Пусть число а есть 

приб.11ижение числа А . Например , А =  v'з и а =  1 ,7 . При а >  А число а 
называется приб.11ижением по избытку, при а < А - по недостатку. 
Та:к ,  число 1 ,73 е сть приближение .J3 по недостат:ку , а число 1 ,74 -
по избыт:ку . А бсо.11ютна.я погрешность приближения (приближенного 
числа) а определяется равенством 

д = \а - А \ .  

Посноль:ку точное число А во многих случаях неизвестно, то неиз­
вестна и абсолютная погрешность д, одна:ко при этом может быть уна­
зана верхняя грань абсолютной погрешности . Наименьшая из верхних 
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граней да абсолютной погрешности называется предельной абсолют­
ной погрешностью. На практике часто за предельную абсолютную 
погрешность да принимают одну из верхних граней . Имеет место вклю­
чение 

А Е [а - да , а + да] , 

которое принято записывать в виде А = а ±  да . Например , J3 = 
= 1 ,732 1 ± 0 ,000 1 .  

Относительна.я по2реш11,ость числа а определяется равенством 

д =  д ' 
а 

Аналогично определяется предельиа.я относитель11,а.я погрешиость 

� -
да 

U a - . а 
0,0001 Например , для А = J3 и а =  1 ,7321 имеем да = l ,7321 = 0 ,00006 . 

В десятичной записи числа зншчащей v,ифрой или знаком называ­
ется любая цифра ,  отличнаn от- нуля. Нуль считается значащей цифрой в 
том случае, когда он расположен между значащими цифрами или стоит 
правее всех значаших цифр . 

Округлеиием числа называется замена его числом с меньшим ко­
личеством значаших цифр . При округлении соблюдаются следуюшие 
правила : 

1 )  если первая из отбрасываемых цифр меньше 5 , то сохраняемые 
знаки осташшют без изменения; 

2) есди первая из отбрасываемых цифр больше 5 , то последний из 
сохраняеr.:�ых знаков увеличивают на 1 ;  

3 )  если первая из отбрасываемых цифр равна 5 , а среди следующих 
за ней цифр есть отличные от нуля, то последний из сохраняемых знаков 
увеличивают на 1 ; 

4) если первая из отбрасываемых цифр равна 5 , а все следующие за 
ней являются нулями, то последний из сохраннемых десятичных знаков 
увеличивают на 1 ,  когда он нечетный, и сохраннют неизменным, 1югда 
он четный. 

Если абсолютная погрешность приближенного числа а не превышает 
единицы разрнда , выражаемого п-й значащей цифрой в десятичной за­
писи этого числа , то а называется 'числом, имеющим n в ерных зиаков 
в широком смысле. Если же абсолютнаn погрешность не превышает 
половины единицы указанного выше разряда , то приближенное число а 
называетсн 'Числом, имеющим n верных знаков в узком с.1tысле. При 
этом для предельной относитеш,ной погрешности да справедливы нера­
венства 

1 ( 1 ) n- l 
И 

да � 2k 10 
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соответственно в первом и во втором случанх; в обоих неравенствах k 
означает первую значащую цифру числа а. Обратно, если предельнан 
относительнан погрешность удовлетворнет неравенству 

ба ::;; 2 (k � 1 )  . 10:- l ' 

то соответствующее приближенное число а с первой значащей цифрой k 
имеет п верных знанов в узном смысле. 

8.259. Найти предеJrьную абсолютную и относительную погреш­
ности следующих приближенных чисел, полученных при измере­
нии: а ) 23 ,0 1 5 кг;  б ) 84,5 см; в) 25° 15 ' .  

8 .260. При измерении длины пути получен результат 25 ,2 км 
с точностью до 2 м,  а при измерении площади (аэрофотосъемка ) 
получен результат 1500 м2 с точностью до 30 м2 . Вычислить пре­
дельную абсолютную и предельную относительную погрешности 
обоих результатов . 

8 .261 .  При измерении длины участка пути в 10  км допущена 
ошибка в 10 м, а при измерении диаметра гайки в 4 см допущена 
ошибка в 1 мм. l{aiюe из этих двух измерений более точное? 

8.262. Каковы предельные абсолютная и относительная погреш­
ности приближенных чисел, полученных при онруглении: а ) 36 , 1 ;  
6) 0,08 .  

8 .263. Онруглить числа 29 , 1 5  и 3,25 до первого десятичного 
знака после запятой. 

8 .264. Округлить число 5 ,3726 до тысячных , до сотых и до 
десятых долей. Найти абсолютную и относительную погрешности 
каждого из этих трех округлений.  

8 .265 .  Округлить до ' трех значащих цифр следующие числа : 
0 ,02025 , 1876672, 599983 . 

8 .266. Определить число верных знаков в узком смысле и дать 
соответствующую запись приближенных чисел: 

а ) 413287,5 1 ,  если предельная относительная погрешность не 
превышает 1% ;  

б) 0 ,0794, е сли предельная относительная погрешность не  пре­
вышает 2%. 

8 .267. Со сколькими знаками нужно взять число J21, чтобы 
предельная относительная погрешность не превышала 1 % ? 

8.268. Со сколькими знаками нужно взять числа ln 40 и arctg 2 ,  
чтобы их предельная относительная погрешность не превышала 
0 , 1%? 

2 .  Действия над приближенными числами. Пусть и = f (x1 , х2 , . . . 
. . . , Xn ) - дифференцируеман в рассматриваемой области фующин. То­
гда предельнан абсолютнан погрешность Ли значенин функции опреде-
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ляется соотношением 

( 1 ) 

где Лхk - предельные абсолютные погрешности значений соответствую­
щих аргументов . Для предельной относительной погрешности имеет 
место равенство 

n 1 1 дj 1 Ou = L - -8 Лхk '  

k=l U Xk 
(2 ) 

П р и м е р  1 .  Найти предельные абсолютную и относительную по­
грешности объема ионуса радиуса r и высоты h, если r = 15  ± 0,02 см, h = 19 , 1  ± 0,05 см и 1Г = 3 ,14 .  

1 <J Имеем v = З1Гr2 h = 4498 , 1 см3 . Учитывая, что r = 15 ,  li = 19 , 1 ,  дv 1 1Г = 3 , 14 ,  Лr = 0,02 , л,, = 0,05 и Л" = 0,0016, найдем -8 = -r2 h = 1Г 3 дv 2 дv 1 
= 1432 ,5 ,  дr = 31Гrh = 599,74 и дh = З7Гr2 = 235 ,5 . Применяя фор-
мулу ( 1 ) , получаем предельную абсолютную погрешность 

1 дv 1 1 дv 1 1 дv 1 3 Лv = д1Г Л" + дr Лr + дh Лh = 26 ,06 см . 

Предельная относительная погрешность может быть определена из ра­
венства 

r . 26 , 1  
Uv = 4498 = 0 ,006. 

Тюшм образом, v = 4498 ± 26,1 см3 . 1> 

Доиазать следующие утверждения:: 
8.269* . Предельная: абсолютная погрешность суммы равна сум­

ме предельных абсолютных погрешностей слагаемых . 
8.270* . Предельная относительная: погрешность произведения: 

равна сумме предельных относительных погрешностей сомножи­
телей. 

8.271 * .  Предельная относительная: погрешность п-й степени в 
п раз больше предельной относительной погрешности основания:.  

8 .272* . Предельная: относительная: погрешность частного равна 
сумме предельных относительных погрешностей делимого и дели­
теля. 

8 .273* . Предельная: абсолютная: погрешность Лиv произведе­
ния: uv удовлетворя:ет соотношению Лиv = Лuv + Лvи. 
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Произвести у.казанные действия над приближенными числа­
ми; в ноторых все десятичные зна.ки явлпются верными в уз1юм 
смысле: 

8 .274. 130 ,6  + 0 ,255 + 1 , 1 5224 + 41 ,84 + 1 1 , 82 16 .  
8.275 .  1 7 ,83 + 1 ,07 + 1 , 1  . 102 . 8 .276. 153 , 2 1  - 8 1 ,329 . 
8.277. 6 1 ,32 - 6 1 ,3 1 . 8.278. 35 ,2 . 1 , 748. 
8 .279. 65 ,3 . 78 ,5 .  8.280. 7 ,6 : 2 ,3 14 .  
8 .281 .  1 70 : 5 .  8 .282. 40 ,53 . 8.283. J54, 7 1 .  
8 .284. При изменении радиуса нруга с точностью до 0 ,5 см  по­

лучилось число 1 2  см. Найти абсолютную и относительную по­
грешности площади .круга . 

8 .285. Определить абсолютную погрешность десятичного лога­
рифма положительного приближенного числа х, вычисленного с 
относительной погрешностью 8 .  

8.286. С 1ш1юй предельной абсолютной погрешностью следует 
измерить стороны прямоугольнииа а :::::: 4 м и Ь :::::: 5 м, чтобы его 
площадь S можно было вычислить с точностью до 0 , 1  м2 ? 
<J Имеем S = аЬ и ЛS = 0 , 1 .  ПредполагаFI равными слагаемые в формуле 
( 1 ) ' получим 

1 ди l лх , = Л11 ,  дхi п 
Л" от.куда 

Лх ,  = 
п /ди/дхi / 

(п р и н ц и п  р а в н ы х  в л и Fi н и й) .  Поэтому , вычислFiя частные произ-
дS дS • 

водные да = Ь = 5 и дЬ = а = 4 ,  найдем, что 

0 , 1  
Ла = 2 . 5 = 0 ,01 , 0 , 1 

Ль = - = 0 .0125 .  2 · 4 ' 

РаспределFiя число 0 , 1  в формуле длFI Лs между двумFI слагаемыми не по­
ровну , а .ка.к-нибудь иначе, получим другие значениFI для Ла и Ль , обес­
печивающие, одна.ко, все ту же предельную абсолютную погрешность . 1> 

8.287. С на.кой абсолютной погрешностью следует измерить сто­
рону х нвадрата ,  чтобы определить площадь этого .квадрата с точ­
ностью до 0 ,001 м2 , если 2 м < х < 3 м? 

8.288.  Вычислить плотность алюминия, если алюминиевый 
цилиндр диаметром 2 см и высотой 1 1  см имеет массу 93,4 г. От­
носительная погрешность измерения длин равна 0 ,0 1 ,  а относи­
тельная погрешность определения массы равна 0,00 1 .  

8.289. С .ка.кой точностью следует определить радиус основа­
ния R и высоту II цилиндричесной бании, чтобы ее вместимость 
можно было определить с точностью до 1 % ? 
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8.290. С какой точностью следует взять приближенное значение 
угла х � 25° ,  чтобы найти значение sin х с четырьмя верными 
знаками в узком смысле? 

8 .291.  С каким числом верных знаков в широком смысле сле­
дует взять значение аргумента х � 2 , чтобы получить значение 
функции у = ех с точностью до 0,001?  

8.292. С наким числом верных знанов должен быть известен 
свободный член уравнения x2 -2x+lg 2 = О , чтобы получить корни 
этого уравнения с · четырьмя верными знанами в узном смысле? 

8.293. Требуется измерить с точностью в 1 % площадь боновой 
поверхности усеченного конуса, радиусы оснований ноторого � 2 м 
и � 1 м, а образующая � 5 м. С каной точностью нужно для этого 
измерить радиусы и образующую и со сколышми знанами нужно 
взять число 7r? 



Г л а в а  9 
КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

§ 1 . Двойной интеграл 
1. Свойства двойного интеграла и его вычисле1Ше в денартовых пря­

моугольных ноординатах. Пусть фующия f(x , у) = f (P) определена 
и непрерывна на замннутой ограниченной области G плосности Оху ,  
а = {да1 , да2 , . . . , Лап } - неноторое разбиение области G на  элемен­
тарные подобласти даk , площади ноторых танже обозначим через даk , 
а диаметры - через dk . Зафинсируем точ1ш Pk Е даk , k = 1 ,  . . .  , п .  
Выражение 

n 
Sn = L f(Pk ) Лаk 

k==1  
называется интегральной суммой для фуннции j (P) по области G. 
Если существует предел Последовательности интегральных сумм Sп при max dk -+ О (при этом п -+ оо) и если этот предел не зависит ни 
1 ::;; k::;; 11 
от способа разбиения области G на элементарные подобласти даk , ни 
от выбора точен Pk Е даk , то он называется двойным интегралом от 
фун:кции f(x ,  у) по области G и обозначается через J J f (x ,  у) dx dy . 

G 
Та.ним образом, 

!! f (x ,  у) dx dy = lim t f (Pk )дak . max dk -+0 
G k == l  

Для двойного интеграла справедливы свойства линейности и аддитивно­
сти (см. задачу 9 . 1 ) .  

Вычисление двойного интеграла сводится н вычислению повторных 
интегралов следующим способом. Пусть область G (рис. 37) ограничена 
нривыми у = <р1 (х) , у =  <р2 (х) , х = а,  х = Ь, причем всюду на [а, Ь] 
фуннции <р1 (х) и <р2 (х) непрерывны и <р1 (х) � <р2 (х) .  Тогда 

Ь '1'2 (х ) 
J f f (x ,  у) dx dy = J dx J f (x ,  у) dy , 
G а '1'1 (х ) 

( 1 )  
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причем сначала вычисляется внутренний интеграл по переменной у (х -
параметр) , а полученный результат интегрируется по х . Заметим при 

у У =v>2 (x) 
у 

G x =l/Ji (Y) x =l/J2(Y) 
о х 

х 
у =v>1  (х) 
Рис. 37 Рис. 38 

этом, что если Rривая <р1 (х) (или Rривая <р2 (х) ) в промежутRе а ::::; х ::::; Ь 
задается разными аналитичесRими выражениями, например , 

- { <р�1 ) (х) <р1 (х) - (2) <р1 (х) 
при а ::::; х ::::; с, 
при с < х ::::; Ь, 

то интеграл справа записывается в виде суммы двух интегралов 
Ь <р2 (х) с '1'2 (х) Ь ч:>2 (х) / dx j f(x , у) dy = / dx / f(x , у) dy + / dx / f (x , у) dy . а '1'1 (х ) а ч:>i' > (х) с ч:>i2) (х ) 

Аналогично, если область G ограничена Rривыми х = ф1 (у) , х = 
= 1/12 (у) , у = с, у = d, причем всюду на [с, d] фунRции 1/11 (у) и Ф2 (у) непрерывны и Ф1 (у) ::::; Ф2 (у) (рис. 38) , то 

d Ф2 (у) /! f(x , у) dx dy = / dy / J(x , у) dx. 
G с 1/11 (У ) 

(2) 

Двойной интеграл, представленный в виде (1) или (2) , называется 
таRже повторным интегралом. 

П р  и м  е р  1 .  Расставить пределы интегрирования двумя способами 
и вычислить двойной интеграл I = / / �: dx dy , если область интегри­

G 
1 рования G ограничена линиями у = х , у = - , х = 2 .  х 
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<1 Форма области G. {рис. 39) позволяет применить формулу ( 1 )  при 
1 

<р1 (х) = - , <р2 (х) = х ,  а = 1 ,  Ь = 2 : х 
2 х 

I = / / �: dx dy = / х2 dx / �; = 
G 1 1 /х 

= } x' ( - ; [J dx =  } x' (x - ;) dx =  (�' _ x
;) I : = 2� 

1 1 
Если же для вычисления данного интеграла применить формулу (2) , то 
следует положить 

ф, (у) = { :  1 при 2" ::;; у ::;; 1 ,  
при 1 < у ::;; 2 , 

Ф2 (у) = 2 , 

1 с = 2 , d = 2 . Тогда 
1 2 2 2 

I = j j �: dx dy = j �; j х2 dx + j �; j х2 dx . 
G 1 /2 1 /у 1 у 

Очевидно, что первый способ вычисления в данном примере целесообраз­
нее второго. С> 

х 

Рис. 39 Рис . 40 

П р  и м  е р  2. Изменить порядок интегрирования в повторном инте­
грале 

f(x , у) dx . 

<J Строим область интегрирования G по пределам интегрирования: 
Ф1 (У) = - J17, Ф2 (у) = 1 - у, у = О, у = 1 (рис. 40) . Сверху 
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область G ограничена Rривой 

{ /1=Х2 
'Р2 (х) = 1 - х 

при 
при 

а снизу - прямой у =  О. Поэтому имеем 

- 1 ::;; х ::;; о ,  
о < х ::;; 1 ,  
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] dy /У f (x , у) dy = ] dx ../7'"2f (x, у) dy + j dx jxf(x, у) dy . 1> 

о -� - 1  о о о 

9 .1 . Пользуясь определением двойного интеграла , доиазать сле­
дующие его свойстnа : 

а) Линейность : 

// (f (x ,  у) ± g(x , у) ) dx dy = // f (x, у) dx dy ± // g (x , у) dx dy 
G G G 

и // Лf (х , y) dx dy = л // f (x, y) dx dy (Л Е Щ ; 
G G 

6) аддитивность : если G = G1 U G2 , то 

// f (x , у) dx dy = // J (x, у) dx dy + // J (x , у) dx dy. 
G G1 G2 

Вычислить повторные интегралы: 
1 2 

9.2 . / dx / (х2 + у) dy . 
о о 
3 Б 

9.4. j dy j (х :�у)2 . 
1 2 

7r /2 2 cos <р 

9.6. j drp j r3 dr. 
- 7r /2 о 

2 хJЗ 
9.3. / dx / : dy 

2 .  
х + у  

о х 
1Г /2 а( l+cos <р) 

9.5 . / drp / r dr. 
О a cos <p 



240 Гл . 9. Кратные интегралы 

Для данных повторных интегралов написать уравнения ири­
вых, ограничивающих области интегрирования, и постро:цть эти 
области: 

2 х+з 1 2-х2 

9 .7. / dx / J (x ,  у) dy . 9.8.  / dx / J (x ,  у) dy . 

9 .9 .  

1 х 
2 F-Y2 
/ dy / J (x ,  у) dx . 
о 2-у 

- 1 х2 
1 v'2-x2 

9.10. J dx J f (x ,  у) dy . . 

о vx 
Для уиазанных ниже областей G записать двойной интеграл 

/ / f (x ,  у) dx dy 
G 

в виде повторных , взятых в различных поряюшх : 
9 . 11 .  G - прямоугольнии с вершинами A(l , 2) , В (5 ,  2) , 

С(5 ,  4) , D ( l , 4) . 
9 .12 .  G - параллелограмм, ограниченный прямыми у = х , 

у = х - 3 , у = 2 ,  у = 4. 
9 .13 .  G - область , ограниченная иривыми х2 + у2 = 2а2 , х2 = 

= ау (а > О , у >  О) . 
9 .14. G - область , ограниченная ирпвыми у2 = ах , х2 + у2 = 

= 2ах, у =  О (а > О , у >  О) . 
9 .15 .  G - область , ограниченная иривыми х2 + у2 = ах , х2 + 

+ у2 = 2ах, у =  О (а > О , у > О) . 
9 .16 .  По иаиой переменной взят внешний интеграл в повторном 

интеграле 
2 х3 

/ / f (x ,  у) dy dx 
1 - ..rx  

и иаиова область интегрирования? 
Изменить порядои интегрирования в следующих повторных 

интегралах : 
6 -з+v'12+4х-х2 

9 .17. / dx / 
-2 -3-v'�l 2_+_4_x---x�2 

f (х , у) dy. 
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4 v'lб-x2 
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9.18. / dy / f (x ,  у) dx . 9.19 .  / dx / f (x , у) dy . 
-1  у2 - 1  

1 у 3 1 
О v'4x-x2 

9.20. / dy / f (x ,  у) dx + / dy / f (x ,  у) dx . 
о у2 /9 1 у2 /9 
2 (х+2) /2 10/З (х+2}/2 

9.21 .  / dx / f (х , у) dy + / dx / f (x ,  у) dy . 
-2 О 2 ух2 -4 

а a+v'a2 -x2 
9.22. / dx / f (x ,  у) dy. 

О v'2ax-x2 
v'2 у2 /2 

9.23. / dy / J (x ,  у) dx . 
- v'2  у2 - 1  

7 3 9 10-х 
9.24. / dx / f (x ,  у) dy + / dx / f (x ,  у) dy . 

З 9/х 7 9/х 
а х а а 

9.25. Показать , что / dx / f (x ,  у) dy = / dy / J (x , у) dx , и,  
о о . о у 

пользуRсь этой формулой, доказать ф о р м  у л  у Д и р и х л е  
t х t / dx / f (y) dy = / (t - y)f (y) dy . 

о о о 

Вычислить следующие интегралы: 

9.26. / / (х2 + у2 ) dx dy , где область G ограничена :кривыми 
G 

у = х, х + у  = 2а, х = О. 

9 .27. / / Jxy - у2 dx dy , где G - трапециR с вершинами 

G 
A( l , 1 ) ,  В (5 , 1 ) ,  C( lO, 2) , D(2 , 2) . 
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9.28.  / / ху dx dy , где область G ограничена нривыми х+у = 2 ,  
с 

х2 + у2 = 2у ( х > О) .  
9.29.  // у dx dy , где G - треугольнин с вершинами 0(0 ,  О) , 

G 
A( l ,  1 ) , В (О , 1 ) . 

9.30. // ( х + 2у) dx dy , где область G qграничена 1,ривыми 

с 
у = J;2 и у = JX. . 

9 .31 .  jf (4 - у) dx dy , где область G ограничена 1,ривыми х2 = 

с 
= 4у, у =  1 , х = О  (х > О) . 

9.32. J! x2
dx d� , где область G ограничена нривыми у = х tg х , х + у  

с 
у =  х , х = 1Г/8 (х � 1Г/8 ) . 

9.33.  jj /iX + х2 dx dy , где область G ограничена I\ривыми 

с 

у2 - х2 = а2
, х = а , х = О, у =  О (у >  О ,  а >  О) . 

9.34. / / ех+у dx dy , где область G ограничена нривыми у = ех , 
с 

х = о,  у = 2 .  . 
9.35* . // х2у dx dy , где область G лежит в первой четверти, 

с 
ограничена осnми r;оординат и дугой эллипса х = а cos t ,  у = 
= b sin t (О � t � 1Г/'2) . 

9 .36 .  jf х dx dy , где область G ограничена осью Ох и арной 

с 
ЦИIШОИДЫ х = a(t  -- sin t ) ,  у =  a ( l  - cos t )  (О � t � 21Г) .  

9.37. jf у d:-c dy, где область G ограничена оснми ноординат и 

с 
дугой астроиды х = a cos3 t ,  у =  a siп3 t (О � t � 1Г/2) . 

9.38* . Найти среднее значение фуннции f (х , у) = cos2 х cos2 у 
в области G = { (J: , u) I O  � J: �: r./2,  О �  у �  п /2 } . 
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9.39* . Оценить величину интеграла 

I = !! dx dy 
9 + sin2 х + sin2 (х + у) · 

l x l + l y l :<;З 
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9.40" Найти среднее значение фующии f (x , у) = Зх + 2у в 
треугольнике с вершинами 0(0 ,  О) , А ( 1 ,  О) , В (О , 1 ) . 

2 . Замена перемеш1ых в двойном m1теграле. Пусть фующии 

х = ер( и, v) и у = 'ljJ(u , v) (3) 

осуществлRют взаимно однозначное непрерывно дифференцируемое ото­
бражение области Г плосRости O'uv на область G плос1юсти Оху. Это 
означает , что существует обратное непрерывно дифференцируемое ото­
бражение и = ry(x , у) и v = х(х, у) области G на область Г и в области 
Г отличен от нулЯ: RRобиан преобразованиR, т. е. 

дер дер 
ди дv .../. I(u , v) = 
дф д'ljJ 

1 О , (и ,  v) Е Г.  (4) 

ди дv 

Величины и и v можно рассматривать Rаи прRмоугольные ноординаты 
длR. точен области Г и в то же времR иан н р и в о л и н е й н ы е  Rоорди­
наты точен области G. 

Если в двойном интеграле 

I j f(x , у) dx dy 
G 

произвести замену переменных по формулам (3) , то областью интегри­
рованиR полученного интеграла будет уже область Г, иотораR при надле­
жащем выборе фуниций ер(и ,  v) и ф(и ,  v) может оиазатьсн значительно 
проще области G, и имеет место формула 

jj f(x , y) dx dy = jj f (ep(u , v ) ,  ф (и ,  v) ) I I (u , v) l du dv . (5) 
G Г 

ДлR вычислениR интеграла по области Г применнютсн изложенные 
в п. 1 методы сведенин двойного интеграла и повторным. 

П р  и м  е р  3 .  Вычислить j j у'ХУ dx dy , если область G ограничена 
G 

иривыми у2 = ах, у2 = Ьх, ху = р, ху = q (О < а <  Ь, О < р < q) . 
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<J Перейдем и новым переменным и и v по формулам у2 = их, ху = v . Тогда 
х = и- 1 /3v2/з , 

дх = _ !u-4f3v2/3 ди 3 ' 

ду = !u-2f3vl /3 ди 3 ' 

! (и , v) = 
_ !u-4f3v2/3 

3 

�u-2f3vl /3 
3 

1 I I (u , v) I = Зи 

у = ul f3vl f3 , 
дх - � - 1 /3 - 1 /3 дv - З и v '  
ду ::: !u1/3v-2/3 дv 3 ' 

2 - 1 /3 -1 /3 3u v 
1 

�u1 f3v-2/3 
= --, Зи 

3 

при и >  О .  
Уравнения линий принимают вид 

и = а, и = Ь, v = р, v = q. 
Область G плосиости Оху преобразуется в прямоугольную область Г 

у 
v 

о х о (/ и 

Рис. 4 1  

плос1юсти O'uv (рис. 41 ) .  Следовательно, применяя формулу (5) , по­лучаем 

!! FYdx dy = � !! Jv
du
u
dv = � i d: j ./Vdv = 

G Г а р 

= ! 1n и l ь · �vз/2 1 q = � (qз/2 - p3f2 ) 1n � . !> 3 а 3 Р 9 а 
Наиболее употребительными из ириволинейных иоординат являются полярные иоординаты 

х = r cos r.p, у = r sin r.p, 
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������������ 
для ноторых l cos ер l(r, ер) = . sш ер 
и формула (5) записываетсн в виде 

-r sin ep 1 · = r  r cos ep 
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f f f(x , y) dx dy = f f f(r cos ep, r sin ep)r dr dep. (6) 
G Г 

П р  и м  е р  4. Перейдя н полярным но ординатам, вычислить двойной 
интеграл 

j j (х2 + y2 ) dx dy , 
G 

где область G ограничена онрулшостью х2 + у2 = 2ах . 
<J Положим х = r cos ер, у = r sin ер и применим формулу (6) . Тан нак 
х2 + у2 = r2 ' то 

f f (х2 + y2 ) dx dy = f f r3 dr dep. 
G Г 

Уравнение окружности х2 + у2 = 2ах преобразуетсн к виду r = 2а cos ер. 
Поэтому областью Г 11вл11етс11 область , ограниченная снизу осью r = О ,  
сверху косинусоидой r = 2a cos ep, причем ер Е [-1Г/2 , 7Г/2) . 

Следовательно, 
к/2 2a cos �  к/2 2 

f f r3 dr dep = f dep f r3 dr = f (
r: l

o

a cos �)
dep = 

r -к/2 о "'"•/2 
к/2 к/2 

= 4а4 ! cos4 ер dep = 8а4 j cos4 ер dep = 8а4 · � · � · � = �1ra4 • [> 4 2 2 2 -к/2 О 

Перейти н полярным координатам и расставить пределы инте­
грирования по новым переменным в следующих интегралах : 

За/4 ./ах-х2 
9.41. / dx / ! ( Jx2 + у2 ) dy. 

о а>/З/2-../За2 /4-х2 
а а+Н-=Х2 

9.42. / dx / f (x , у) dy . 
о ,;ах 

1 уУ 
9.43. / dy / f (x , у) dx .  

о - у'У  
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9.44 . .// f ( .х2 + у2 ) dx dy , где область G ограничена лини11ми 
G 

х2 + у2 = Jбх,  (х2 + у2 ) 2 = 9 (х2 - у2 ) , у = О (у � О , х � Jб) . 
Перейд11 н полnрным �юординатам, вычислить интегралы: 

а Ja2 -x2 
9.45. / dx 

о 

ех +у dy . / 2 2 

о 
а Ja2 -y2 

9.46. / dy / Ja2 - х2 - у2 dx . 

О Jay-y2 

9.47 . .!! Jx2 + у2 - 9 dx dy ,  где область G - 1юльцо между 
G 

двумн ш�ружностнми х2 + у2 = 9 и х2 + у2 = 25 .  

9 .48.  // J а2 - х2 - у2 d.x dy , где область G - часть ��руга 
G 

радиуса а с центром в точне 0(0 ,  О) , ле11шща11 в первой четверти. 

9.49 . .// (х2 + у2 ) dx dy , где область G ограничена иривыми 
G 

.'Е2 + у2 = ах ,  х2 + у2 = 2ах,  у = О (у > О) . 

9.50 . .!! dx dy , где область G ограничена нривыми х2 = ау ,  
G 

х2 + у2 = 2а2 , у = О (х > О , а > О) . 

9 .51 . .!! х J х2 + у2 dx dy , где область G ограничена лепестиом 
G 

лемниснаты (х2 + у2 ) 2 = а2 (х2 - у2 ) (х � О) . 

Перейти н новым переменным и и v и расставить пределы ин­
тегрировани11 в следующих интегралах :  

9 .52 . .ff ! (x ,  у) d:r; dy , где область G определена неравенствами 

G 
.х � О , у �  О , х + у � а . Положить и = х + у , ау = uv . 
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9.53. / / f (x ,  у) dx dy , где область G ограничена кривыми х2 = 
G 

= ау, х2 = Ьу , у2 = рх, у2 = qx (О < а <  Ь, О < р < q) . Положить 
х2 = иу, у2 = vx. 

3 3-х 
9.54. / dx / f (x ,  у) dy . Положить и � х + у,  v = х - у. 

О 1-х 
9.55. / / f (x ,  у) dx dy, где область G ограничена кривыми 

G 
ху = р, ху = q, у = ах , у = Ьх (О < р < q, О < а < Ь) . 
Положить и =  ху , у =  vx .  

Вычислить следующие двойные интегращ.1: 

9 .56. /! J 
dx dy (с > 1 ) , где область G огра-

с2 - (х/а) 2 - (у/Ь) 2 
G 

х2 у2 
НИЧена ЭЛЛИПСОМ а2 + Ь2 = 1 (перейти К обобщеН'НЫМ nод.Яр'НЫМ 

координатам r и <р по формулам х = ar cos <р, у = br sin <р) . 
9.57. / / е(х+у)2 dx dy , где область G задана неравенствами 

G 
х � О, у � О, х + у :::;; 1 (произвести замену переменных х = 
= u ( l - v ) , у =  uv ) . 

9 .58. / / ху dx dy , где область G ограничена линиями у = ах3 , 
G 

у = Ьх3 , у2 = рх , у2 = qx (О < а < Ь, О < р < q) (выбрать 
надлежащую замену переменных ) . 

3. ПриложеJШя двойных интегралов. Г е  о м е т  р и ч е с :к и е п р и л о­
ж е н и  я. П.л.ощадь S плос:кой области G выражается, в зависимости от 
рассматриваемой системы :координат, следующими интегралами: 

S = /! dx dy (7) 
G 

в де:картовых прямоугольных :координатах ,  

S =  jj ll l du dv (8) 
г 
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в Rриволинейных Rоординатах .  Здесь предполагается, что 
у 

r = a ( 1 + cos rp) 

Рис. 42 

дх 

I = ди 
ду 

дх 
дv 'f. О в области Г .  ду 

ди дv 
В частности, в полярных RОординатах 
х = r cos ip, у =  r sin ip имеем 

S = j j r dr dip. (9) 
г 

П р  и м  е р  5 . Найти площадь фигуры, 
ограниченной Rривыми r = a( l + cos ip) и r = a cos ip (а > О) . 
<J В плосRости Оху фигура поRазана на рис . 42 . Вычислим по формуле 
(9) площадь верхней части и удвоим: 

rr/2 a ( l+cos ip) 1Г a ( l+cos ip) 
S = 2 J J r dr dip = 2 J dip J r dr + 2 J dip J r dr = 

Г О а cos <р 1Г /2 О 

rr/2 1Г ! (r2 1 :�10::os ip) ) dip + ! (r2 1 :( 1+cos ip)) dip = 
О rr/2 

1Г� 1Г 

= а2 j ( 1 + 2 cos ip) dip + а2 j ( 1 + 2 cos ip + cos2 ip) dip = 
О rr/2 

= a2 (ip + 2 sin ip) l "12+a2 ( 3; + 2 sin ip + � sin 2ip) l rr = �7ra2 . 1> 
О rr/2 

Если гладRая поверхность имеет уравнение z = f(x , у) , то площадь 
части этой поверхности, проеRтирующейся в область G плосRости Оху, 
равна 

( 10) 

П р  и м  е р  6 .  Найти площадь части поверхности параболоида у2 + 
+ z2 = 2ах , заRлюченной между цилиндром у2 = ах и плоскостью х = а 
(а > О) . 
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<J Верхняя половина заданного параболоида описывается уравнением 
z = J2ax - у2 • Имеем: 

дz а дz у 
дх = J2ax - у2 ' ду = - J2ax - у2 ' 

1 +  ( дz ) 2 + ( дz) 2 = 1 + а2 + у2 2ах + а2 
дх ду 2ах - у2 2ах - у2 · 

Таи иаи рассматриваемая поверхность симметрична и относительно плос­
иости Oxz , то исиомая площадь вычисляется иаи учетверенная площадь 
части этой поверхности, лежащей в первом оитанте: 

а ..;ах 

!! 
2ах + а2 ! . / ! dy Q = 4 2 2 dx dy = 4 у 2ах + а2 dx -. 1-;:::== = � - у  у � - � 

G О О 
а ..;ах а 

= 4 f J2ax + а2 ( arcsin klo ax) dx = 4 / J2ax + а2 � dx = 
о о 

7Г l a 7Г 7Га2 = -(2ах + а2 ) 312 = -(ЗJ3а3 - а3 )  = -(ЗJЗ - 1) .  t> За о За 3 
Объем V ци11индра, ограниченного сверху непрерывной поверхно­

стью z = J(x , у ) , снизу плосиостью z = О и с бонов прямой цилиндри-
z }' 

у = 2Гх 

о 

4 
х о 4 х 

а б 
Рис. 43 

чесиой поверхностью, вырезающей на плосиости Оху область G, выра­
жается интегралом 

V = j j f(x, у) dx dy . ( 1 1 ) 
G 

П р  и м  е р  7. Найти объем тела , ограниченного поверхностями у = 
= .;х, у = 2./Х, х + z = 4, z = о . 
<J Данное тело является цилиндроидом, ограниченным сверху плосио­
стью х + z = 4, снизу плосиостью z = О  и с бонов прямыми цилиндрами 
у = .jX и у = 2./Х (рис. 43а) . Область интегрирования поиазана на рис. 436. 



250 
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4 2,/Х 4 
V =  f/(4 - x) dx dy =  f dx f (4 - x) dy =  f(4 - x) (2./X - ./X) dx =  

G О .Гz О 

= 1(4 - x)./Xdx = (4 . 2х;
/2 
- 2х;/2 ) 1 : - \25

8 
1> 

о 

9.59 .  Найти площадь фигуры, ограниченной иривыми у2 = 
= 4ах + 4а2 и х + у =  2а (а >  О) . 

9.60. Найти площадь фигуры, ограниченной иривыми ху = 4 
и х + у =  5 . 

9 .61 .  Найти площадь фигуры, ограниченной нривыми у = 
8а3 

= 2 4 2 , х = 2у, х = О  (а >  О) . х + а 
9.62* . Найти площадь фигуры, ограниченной нривыми х2 + 

+ у2 = 2ах , х2 + у2 = 2Ьх , у = х , у = О (О < а < Ь) . 
9.63. Найти площадь фигуры, ограниченной нривыми r = 

= a ( l  -· cos ер) и r = а (вне нардиоиды) .  
9.64* . Найти площадь фигуры, ограниченной нривыми 

(х2 + у2 ) 2 = 2а2 (х2 - у2 ) и х2 + у2 = 2ах . 

9.65* . Найти площадь фигуры, ограниченной петлей нривой 
(х + у) 4 = ах2у , лежащей в первой четверти (а >  О) . 

9.66* . Найти площадь фигуры, ограниченной нривой 

х2 ( х2 у2 ) 2 
а2 + ь2 - с2 . 

9.67* . Найти площадь фигуры, ограниченной нривыми у2 
= ах ,  у2 = Ьх ,  ту2 = х3 , ny2 = x3 (О < а < Ь, O < m < n) . 

9.68* . Найти площадь фигуры, ограниченной нривыми у2 = 
= рх, у2 = qx ,  у =  ах, у =  Ьх (О < р < q, О < а < Ь) .  

9.69 .  Найти площадь части плосности x+y+z = а, вырезаемой 
цилиндром у2 = ах и плосностью х = а. 

9 .  70. Найти площадь части поверхности цилиндра х2 + z2 = а2 , 
вырезаемой цилиндром у2 = а(а - х) .  

9.71 .  Найти площадь части поверхности нонуса х2 + z2 = у2 , 
вырезаемой цилиндром у2 = 2рх (р > О) . 
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9.  72 .  Найти полную поверхность тела, ограниченного цилинд­
рами х2 = ау , z2 = ау и плос:костью у =  2а (а >  О) . 

9. 73. Найти площадь части поверхности нонуса х2 + z2 = у2 , 
вырезаемой ПЛО СI\О СТНМИ х = о, х + у = 2а, у = о . 

9 .  7 4. Найти площадь части поверхности цилиндра х2 + у2 = 
= 2ах , вырезаемой цилиндром z2 = 2а (2а - х) . 

9. 75. Найти площадь части сферы х2 +у2 + z2 = 2а2 , занлючсн­
ной внутри :конуса х2 + у2 = z2 . 

9. 76 .. Найти площадь части поверхности параболоида z = х2 -
- у2 , за:ключенной между параболоидами z = Зх2 + у2 - 2 и z = 
= Зх2 + у2 - 4.  

9.77. Найти площадь части сферы x2 +y2 +z2 = а2 , вырезаемой 
цилиндром с образующими, параллельными оси О z, напраrшню­
щей ноторого служит трехлепестнован роза r = а siп Зrр. 

у 
9. 78. Найти площадь части винтовой поверхности z = а  aгctg - , 

.т 
вырезаемой цилиндром х2 + у2 = а2 . 

9. 79. Найти площадь части сферы х2 + у2 + z2 = 1 ,  располо-
JЗ женной между плосностнми z = 3У и z = у  (z ;;:=: О , у ;;:=:  О) . 

9.80. Найти площадь части поверхности 1>онуса х2 + у2 = z2 , 
вырезаемой цилиндром с образующими, параллельными оси Oz,  
направляющей :которого служит :кардиоида r = а( 1 + cos rp) . 

9.81 .  Найти площадь части сферы х2 +у2 + z2 = а2 , вырезаемой 
из нее цилиндром (х2 + у2 ) 2 = а2 (х2 - у2 ) . 

Найти объемы тел, ограниченных повсрхностнми: 

х2 z2 х2 у2 
9.82. а2 + ь2 = 1 ,  а2 + ь2 = 1 (а > О) . 

9.83* . z2 - х2 = а2 , z2 - у2 = а2 , z = aJ2 (а >  О) . 
9.84. у = х2 , z = у, z + у  = 2 .  
9.85. х2 - у2 = 2az, .т2 + у2 = а2 , z = О (внутри цилиндра ; 

а >  О) . 
9.86. х2 + у2 - 2z2 = -а2 , 2 (х2 + у2 ) - z2 = а2 (а > О) . 

2 2 
9.87. z = се- (х2 /а2+У2 /Ь2 ) , :2 + �2 = 1 (а > О ,  Ь > О ,  с > О) .  

9.88. х2 + у2 = z2 , х2 + у2 - 2z2 = -а2 (а > О) . 
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х2 у2 z2 
9.89.  2 + ь2 + 2 = 1 ,  а с 

х2 у2 z2 
- + - = - (внутри :конуса ; а >  О , а2 ь2 с2 

Ь > О, с > О) . 
9.90* . z = ху, ху = 1 ,  ху = 2 ,  у2 = х ,  у2 = Зх . 
9.91 * . z = х2 + у2 , ху = 1 ,  ху = 2 ,  у = х , у = 2х, z = О 

(х > О , у >  О) . 
М е х  а н  и ч е с  н и  е п р  и л  о ж е н и  н. Если пластинна занимает об­

ласть G плосности Оху и имеет переменную поверхностную плотность 'У = 7(х, у) , то масса М пластинии и ее стати'Ч.еские моменты Мх и 
Му относительно осей Ох и Оу выражаются двойными интегралами 

М = jj 7(х , y) dx dy , 
с 

Мх = !! у7(х, y) dx dy , 
с 

Му = j j х7(х , у) dx dy . 
с 

( 1 2 )  

1\оординаты центра масс х и у пластинии определяются следующим 
образом: 

fJ х7(х, у) dx dy 
х _ Му _ _ с.,....,... ____ _ 

- М - If 7(x, y) dx dy ' 
с 

Jf y7(x, y) dx dy 
- Мх с у = -М- = -f,....,,f_'Y_(x-, -у )-d-x-dy- · ( 13) 

с 

Моменты инерции пластинии относительно осей Ох и Оу соответ­
ственно равны 

lx = ! ! у2"((х, у) dx dy , 
с 

fy = !! Х2"((Х, y) dx dy , 
G 

( 14) 

а момент инерции пластинии относительно 
начала но ординат ( под.ярный момент инер­
ции) равен 

х 
!0 = JJ (x2 + у2 )7(х, у) dx dy = Ix + Iy .  

Рис. 44 
\ G ( 15) 

Если пластинна однородна и плотность ее не уиазана, условимся счи­
тать 7(х , у) = 1 .  

П р  и м  е р  8 .  Найти координаты центра масс однородной пластинки, 
ограниченной иривыми ау = х2 , х + у = 2а (а > О) . 



§ 1 .  Двойной интеграл 253 

<] Линии пересе:каютсн в точ:ках М1 (-2а, 4а) , М2 (а, а) (рис . 44) .  По­
этому можно записать : 

а 2а-х а 
S = j j dx dy = j dx j dy = j ( 2а - х - : ) dx = 

G -2а х2 /а -2а 
( х2 хз ) l a g 

= 2ах - 2 - За -2а 
= 2а2 ; 

а 2а-х а 
Мх = f f y dx dy = f dx f y dy = � f ( (2а - х)2 - ::) dx = 

G -2а х2 /а -2а 

а 2а-х 

� (- (2а - х) 3 _ �) la 
= 

36 з . 
2 3 5а2 _2а 5 а ' 

Му = j j х dx dy = j х dx j dy = 
G -2а 

= ( ах2 _ х; _ ::) [2а = - �аз . 
ПодставлнR найденные значениR в формулы (13) , имеем 

_ Мх 8 у =  - = -а !> s 5 . 
9.92. Найти массу :круглой пластиюш радиуса R, если плот­

ность ее пропорциональна :квадрату расстояния точ:ки от цент� и 
равна д на :краю пластин:ки. · · 

9.93. Найти статичес:кие моменты относительно осей Ох и Оу 
однородной фигуры, ограниченной :кардиоидой r = а( 1 + cos <р) , 
О � <р � 7Т', и полярной осью. 

9.94. Найти :координаты центра масс однородной фигуры, огра­
ниченной :кривыми у2 = ах, у = х. 

9.95. Найти массу пластин:ки, имеющей форму прямоугольного 
треугольни:ка с :катетами ОБ = а  и ОА = Ь, если плотность ее в 
любой точ:ке равна расстОЯ!!ИЮ точ:ки от :катета ОА. 

9.96. Найти статичес:кие моменты относительно осей Ох и Оу 
однородной фигуры, ограниченной синусоидой у = sin х и пря­
мой ОА, проходящей через начало :координат и вершину A(7r/2 ,  1 )  
синусоиды ( х � о) . 

9.97. Найти :координаты центра масс однородной фигуры, огра-
ниченной :кривыми ху = а2 , у2 = 8ах ,  х = 2а (а > О) . 
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9.98. Найти моменты инерции однородного треугольника , огра­
ниченного прнмыми х + у = 1, х + 2у = 2 , у =  О , относительно 
осей Ох и Оу. 

9.99. Найти ноординаты центра масс однородной фигуры, огра­
ниченной петлей кривой r = а sin 2<р, лежащей в первой четверти. 

9. 100. Найти моменты инерции однородной фигуры, ограни­
ченной кардиоидой r = а ( 1 + cos <р) , относительно осей Ох, Оу и 
относительно полюса. 

9.101. Найти моменты инерции однородной фигуры, ограни­
х2 у2 

ченной эллипсом а2 + Ь2 = 1 ,  относительно осей Ох, Оу и отно-
сительно начала 1юординат.  

9 . 102. Найти моменты инерции однородной фигуры, ограни-
ченной кривыми у2 = a:z: , у = а, х = О : 

а )  относительно начала ноординат, 
б) * относительно прпмой х = -а. 
9.103.  Найти моменты инерции тре,угольнина , ограниченного 

прнмыми х + у  = а, х = а , у =  а, относительно осей Ох, Оу и 
относительно начала координат, если плотность пропорциональна 
ординате точки.  

9 . 104. Найти момент инерции однородной фигуры, ограничен­
ной лемниснатой r2 = а2 cos 2<р, относительно полюса. 

9 .105.  Найти моменты инерции однородного нругового сентора 
радиуса а с углом а при вершине (совпадающей с началом коорди­
нат) относительно осей Ох и Оу, если сентор расположен в первой 
четверти и одной из своих сторон лежит на оси Ох. 

9 .106* . Тоннан пластинка имеет форму кругового кольца с ра­
диусами R1 и R2 (R1 < R2) . Удельнан теплоемкость пластинки 
меннетсн по закону с = l xy l , плотность постоннна и равна /· 
Найти количество теплоты Q,  полученной пластинной при ее  на­
гревании от температуры ti до температуры t2 . 

9.107* . На тонной пластию\е , имеющей форму параболического 
сегмента , ограниченного осью Ох и параболой ах2 + h2y = h3 , 
распределен электрический зарнд с поверхностной плотностью а = 
= 2х + у. Найти полный зарнд Е пластинки. 

§ 2 . Тройной интеграл 

1 .  Тройной интеграл и его вычисление в денартовых прямоугольных 
ноординатах. Тройным интегралом от непрерывной фун1щии J (x , у , z) 
по ограниченной зам1шутой пространственной области Т называется 
предел последовательности соответствующих интегральных сумм при 
стремлении к нулю наибольшего из диаметров dk элементарных обла­
стей дvk , е сли этот предел не зависит ни от способа разбиения области Т 
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на элементарные подобласти Лvk , ни от выбора промежуточных точе:к : 

!!! J (x, у ,  z) dx dy dz = lim t f(xk , Yk , Zk )Лvk , ( 1 )  
max dk -t!J 

т k= l  
где (xk , Yk , Zk )  Е Лvk . Через Лvk обозначаетсн :ка:к элементарнан область , 
тан и ее объем. Свойства тройных интегралов аналогичны свойствам 
двойных интегралов. 

Вычисление тройного интеграла в де:картовых ноординатах сводитсн 
н последовательному вычислению одного однонратного и одного двойного 
интегралов или н вычислению трех однонратных интегра.rrоn. ECJIИ, 
например , обла;;ть интегрированин Т ограни'н'на снпау поверхностью 
z = <р1 (х, у) , сверху поверхностью z = <р2 (х, у) (<р1 (х , у) ::::; <р2 (х , у) )  
И С бОI\ОВ ТТрНМЫМ ЦИЛИНдр ом , сечением l\ОТОрОГО ПJЮСIЮСТЬЮ, парал­
ЛеЛЬНОЙ плос:кости Оху, нвлнетсн облает�. G, то тройной интеграл ( 1 )  
вычислнетсн по  формуле 

'1'2 ( х ,  у) /!! f (x, у ,  z) dx dy dz = !! dx dy / f(x, у ,  z) dz . (2) 
Т G '1' 1 ( :r , y ) 

Записыван двойной интеграл по области G через один из повторных , 
получаем 

Ь У2 (х )  '1'2 ( х ,  у)  

/ / / f ( х ,  у ,  z) dx dy dz = / dx / dy / _ f ( х, у , z) dz = 
т а Y1 (:r )  '1'1 ( х . у) 

d х2 (у)  '1'2 (х , у )  

= / dy / dx / j(x , у , z ) dz . (3) 
с x 1 ( i1 )  '1' 1  ( х ,  у)  

П р  и м  е р  1 . Вычислить ./! / z dx dy dz , е сли облас1ь Т ограничена 
т 

ПЛОСНО СТflМИ Х + у +  Z = 1 , Z = 0 , у = 0 , Х = 0 .  
<J Имеем: 

1 1 - х  1 - х - у  1 1 - х  1 
jjj z dx dy dz = .! dx j dy j 

-
z dz = j dx j (�-1.�:- y) dy = 

т о о о п п 1 /1 /1-х 2 1 /1 (  ( 1 ·- х - у) :.1 1 1 -- х) 
= - dx ( 1 - х - у) rly = - - ---1-_ -- 1 dx = 

2 2 . " l y=O о о о 
l 

1

1 
1 1 ( 1 - - х)4 1 1  ) 

= -;  ( 1 - х)3 dx == ·- (  - ----- • _ 

6 () ·1 1 � ' :1; �-=.:О 1) 
2 4  

l> 
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Расставить пределы интегрирования в тройном интеграле f jf J (x ,  у , z) dx dy dz длR у:казанных областей Т: 
т 

9.108. Область Т - тетраэдр, ограниченный плос:костRми 2х + 
+ Зу + 4z = 12 ,  z = О, у = О , х = О . 

х2 у2 z2 
9.109.  Область Т - внутренность эллипсоида 2 + Ь2 + 2  = 1 . а с 
9 .1 10. Область Т ограничена поверхностRми у2 + 2z2 = 4х, 

х = 2 .  
9 . 1 1 1 .  Область Т ограничена поверхностRми х2+у2 = z2 , z = 1 . 
Вычислить интегралы: 

х Jx2+y2 

9 .112 .  J dx J dy J z dz .  
о о о 
а JiiX 2(а-х) 

9 .114. / dx / у dy J dz . 
О О а-х 

3 2х 
9.113 .  

о о о 

9 .115 .  / / /( х + у + z) dx dy dz, где область Т - тетраэдр, огра­
т 

ниченный ПЛО С:КО СТflМИ х + у +  z = а, х = о, у =  о, z = о. 
9 .116 .  /! / xyz dx dy dz, где область Т ограничена поверхно­

т 
CTflMИ у = х2 , Х = у2 , Z = ху, Z = 0. 

9 . 117. /! / (х2 + у2 ) dx dy dz, где область Т ограничена поверх-
т ' 

ностл:ми z = у2 - х2 , z = О, у =  1 .  

2 .  Замена переменных в тройном Шlтеrрале. Если в тройном инте­
грале 

jjj f(x, у, z) dx dy dz 
· т 

производитсFI замена переменных по формулам х = х(и , v ,  w) ,  у = 
= у (и , v , w) , z = z (u, v, w) ,  причем фуниции х(и, v , w) ,  у (и , v, w) ,  
z (u ,  v ,  w) осуществляют взаимно однозначное отображение области Т 
пространства Oxyz на область Т1 пространства 01 uvw и яиобиан 
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преобразовани11 не обращаетс11 в нуль в области Т1 : 

l = 

то справедлива формула 

J J j f ( х , у , z) dx dy dz = 
т 

дх 
ди 
ду 
ди 
дz 
ди 

дх дх 
дv дw 
ду ду 

i о, дv дw 
дz дz 
дv дw 
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= jjj f (x (u , v , w) , у(и , v , w), z (u , v , w) ) l l l du dv dw. (4) 
Т1 

Наиболее употребительными из нриволинейных ноординат 11вл11ютс11 
цилuuдри'Ческие ноординаты r , r.p, z (рис. 45) : х = r cos r.p, у =  r sin r.p, 
z = z , 11нобиан ноторых I = r, и сфери'Ческие r (длина радиус-вентора) , 

z z 
M( r. rp, z) M( r, rp, О) 

z 
у 

у у 

х 

Рис . 45 Рис . 46 Рис. 47 

r.p (долгота) , (} (широта) (рис. 46) : х = r cos r.p cos В, у = r sin <р cos В, 
z = r sin B , 11нобиан ноторых I = r2 cos B . Формула (4) принимает соот­
ветственно вид 

/!! f(x , у , z) .dx dy dz = /!! f(r cos r.p, r sin r.p, z)r dr dr.p dz (5) 
Т Т1 
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или 

J J J f (x , у, z) dx dy dz = 

т 

= J J J f (r cos <p cos O , r sin <p cos O , r sin O)r2 cos O dr d<p dO. (6) 
Т1 

П р  и м  е р  2 . Перейдя н цилиндричесним ноординатам, вычислить j j j z J х2 + у2 dx dy dz, где об.аасть Т задана неравенствами О � х � 2 , 
т 

О �  у � J2x - х2 , О �  z � а (рис. 47) . 
<J TaR RaR уравнение у = ../2х - х2 в цилиндричесной системе Rоординат 
принимает вид r = 2 cos <p (О �  <р � 1Г/2) ,  то по формуле (5) 

!!! Jx2+ y2 z dx dy dz = J!J r2z dr d<p dz = 

т n 
п /2 2 cos ер а п /2 2 cos ер . 

= J d<p J r2 dr J z dz = �2 J d<p J r2 dr = 

о о о о о 
7r /2 4а2 ! 8 

= З cos3 ip d<p =· 9а2 . [> 
о 

П р  и м  е р  3 .  Перейдя н сферичесRим ноординатам, вычислить j j j (х2 + у2 ) dx dy dz , если область Т есть полушар, заданный нера-
т 

венствами х2 + у2 + z2 � R2 , z � О .  
<J Для области Т1 пределы изменения сферичесrшх ноординат суть : 
О � <р � 27Г , О � () � 7Г /2 , О � 1' � R. Имеем по формуле (6) : 

j j j ( х2 + у2 ) dx dy dz = 
j j j r2 cos2 () · r2 cos () dr d<p d() = 

Т Т1 
2п п/2 R 

= J d<p J cos3 () d() J r4 dr = 1� 7Г R5 • !> 

о о о 
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Вычислить интегралы, перейдя :к цилиндричес1шм 1,оорди­
натам: 

9 .118 .  / / / I Y I  dx dy dz, где область Т ограничена поверхно­
т 

стями х2 + у2 = а2 , z = О, z = h. 
9 .119 .  /! / z dx dy dz , где область Т ограничена поверхностями 

т 
х2 + у2 = z2 ' z = а . 

vГз VЗ-х2 ../4-х2 -у2 

9.120. / dx / dy / dz . 
О О (х2+у2 )/3 
а/./2 ../а2 -у2 (х2 -у2 )/а 

9 .121 .  / dy / dx / Jx2 + у2 dz . 
о 
а 

9 .122. / dx 
-а 

2 
9.123 .  / dx 

-2 

у о 
� h 

! dy ! Jx2 + y2 dz . 
-� 

v14=X2 
! dy 

- v14=-X2  

h(x2+y2 )/a2 
2 

! 
(х2+у2 )/2 

(х2 + у2 ) dz . 

Вычислить интегралы, перейдя :к сферичес:ким :координатам: 

9 .124. / / / J х2 + у2 + z2 dx dy dz , где область Т - внутрен-
т 

ность шарового се:ктора с центром в начале :координат, радиусом а 
и углом при вершине 2а (О < а <  7r) , если ось симметрии се:ктора 
принять за ось Oz. 

. 
9 .125.  / / / xyz2 dx dy dz, где область Т ограничена частью сфе-

: т 
ры х2 + у2 + z2 = 1 и :координатными плос:костями (х > О, у > О , 
z > О) . 

9 .126. /!! J 
dx dy dz , где область Т - сферичес:кий слой 

х2 + у2 + z2 
т 

между поверхностями х2 + у2 + z2 = а2 , х2 + у2 + z2 = 4а2 . 
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JR2/2-x2 

9 .127. ! dy 
о 

а, ..;ar.::xx Ja.2 -xZ-y2 

9 .128 .  / dx ! dy ! z dz . 
о о о 

R. JR2 -x2 Jл2-xz -yz 

9.129.  / dx ! dy ! ./Z dz. 
- R.  - �  о 

3. Приложе:ни1I тр ойных интегралов. Объем V пространственной 
области Т равен 

V = J J J dx dy dz . 
Масса М тела 

область Т :  

т 
с переменной плотностью 1(х, у , z) ,  

М = jjj 1(х, у , z) dx dy dz . 
т 

занимающего 

Стати•tеские .момепты тела относительно ноординатных плос1ю­
стей : 

Myz = J J J х1(х, у , z) dx dy dz , 
т 

Mzx = J J J У'У(х, у , z) dx dy dz, 
т 

Мху = /!! z1(x, у , z) dx dy dz . 
т 

_ Myz _ 111zx _ Мху Координаты 1-(.енrпра масс тела : х = Лf , у =  М , z = м· 
Моменты uнep1.(.uu тела относительно осей ноординат: 

Ix = jjjcv2 + z2 )1(x , у , z) dx dy dz , 
т 

Iy = J /! (z2 + х2 )1 (х , у , z) dx dy dz , 
т 

Iz = jjj(:i.·2 + у2 )1 (х , у , z) dx dy dz . 
т 
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П р  и м  е р  4 .  Найти .координаты центра масс полушара х2 + у2 + z2 � 
� R2 , z � О ,  если плотность в .каждой .точне пропорциональна расстон­
нию от точни до центра . �----<] Имеем 1(х , у , z) = kJx2 + у2 + z2 и, вследствие симметрии , х ='у = 
= О . Вычисленин проведем в сферичесних .координатах :  

Мху = k j j j zJx2 + у2 + z2 dx dy dz = k j j j т4 si11 8 cos 8 dт d<p dB = 
т n 

2п "/2 R 

= k j d<p j si11 B cos B dB j 1·4 dт = ik7ГR5 , 
о о о 

М = k J J J J х2 + у2 + z2 dx dy dz = k J J J т3 cos В dт d<p dB = 
т n 

2п п/2 Н 

= k ! d<p ! cos B dB ! т3 dт = �k1ГR4 ; 
о о о 

z =
Мху = �R. 
м 5 

Таним образом, С (О , О, � R) . 1> 

9.130. Найти объем тела , ограниченного поверхностями z = 
= х2 + у2 , z = 2 (х2 + у2 ) , у = х, у2 = х .  

9 .131 * . При :ка.ком значении а объем тела , ограниченного по­
верхностями .7:2 + у2 = az, х2 + у2 = ах , z = О , равен данному 
числу V? 

9.132* . Найти объем тела , ограниченного зам1шутой поверхно­
стью (х2 + у2 + z2 ) 2 = 2axyz (а > О) . 

9.133* . Найти объем тела , ограниченного замннутой поверхно-( х2 у2 z2 ) 2 _ х2 у2 
стью 2 + ь2 + 2 - 2 + ь2 . а с а 

9. 134* . Найти объем тела , ограниченного сферой х2 + у2 + z2 = 
= 4а2 и параболоидом х2 + у2 = 3az (внутри параболоида ) . 

9 .135* . Найти объем тела, ограниченного замннутой поверхно­
стью (х2 + у2 + z2 ) 2 = a3z (а > О) . 

9.136.  Найти массу и среднюю плотность тела , ограниченного 
поверхностями х2 + у2 - z2 = а2 , z = О , z = а > О , если плотность 
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в паждой точне пропорциональна апплинате z и в плос1юсти z = а 
равна /О · 

9 .137. Найти массу и среднюю плотность нругового нонуса с ра­
диусом основания R и высотой Н, если плотность в наждой точ:ке 
пропорциональна 1шадрату расстояния от точни до плосности, про­
ходящей через вершину нонуса параллельно плосности основания, 
и в центре основания равна /О · 

9.138 .  Найти массу и среднюю плотность тела,  ограниченного 
поверхностями х2 -у2 = az , х2+у2 = а2 , z = О  (z > О) , если плот­
ность в 1,аждой точне пропорциональна апплинате z, а наибольшее 
значение плотности /О · 

9.139 .  Найти массу и среднюю плотность сферичесного слон 
между поверхностями х2 + у2 + z2 = а2 и х2 + у2 + z2 = 4а2 , 
если плотность в наждой точне пропорциональна нвадрату рассто­
яния от точ1ш до начала ноординат, а наибольшее значение плот­
ности /О · 

9 .140. Найти массу и среднюю плотность сегмента параболоида 
вращения с радиусом основания R и высотой Н, если плотность в 
наждой точне пропорциональна 1юрню нвадратному из расстояния 
от точни до плосности основания сегмента и в вершине сегмента 
равна /О · 

9 .141 .  Найти массу и среднюю плотность шара радиуса R, 
если плотность в ню1щой точ1'е пропорциональна расстоянию от 
точ:ки до одного из диаметров шара и на онружности большого 
нруга , лежащего в плосности, перпендинулнрной и этому диаме­
тру , равна /О ·  

9.142. Найти ноординаты центра масс однородного тела, огра­
h 

ниченного поверхностями z = 2 (у2 - х2 ) , z = О , у = а , у = О а 
(а > О , h > О) . 

9 .14-3. Найти ноординаты центра масс однородного тела , огра-
Ь h 

ниченного поверхностями у = а2 х
2 , z = Ь ( Ь - у) , z = О (а > О , 

Ь > О, h > О) . 
9 .144. Найти 1юординаты центра масс однородного тела , огра­

Н 
ни�1енного поверхностями z = R2 (х

2 + у2 ) , � = Н. 
9 .145. Найти ноординаты центра масс однородного тела , огра­

Н 
ниченного поверхностями z = R 

Jx2 + у2 , z = Н (Н > О, 
R > О) . 

9. 146. Найти 1юординаты центра масс полушара х2 + у2 + z2 � 
� R2 , z � О , если плотность в 1,аждой точне пропорциональна 
расстоянию от точ1ш до начала но ординат. 
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9. 147. Найти момент инерции относительно оси Oz однород-
1) 

ного тела плотности 1, ограниченного поверхностями у = 2 х2 , а 
h z = О, z = z; (Ь - у) (а > О, Ь > О, h > О) . 

9 .148. Найти момент инерции однородного сегмента параболо­
ида вращения плотности 1 с радиусом основания R и высотой Н 
относительно его оси вращения. 

9.149. Найти момент инерции шара радиуса R относительно 
его диаl\�стра ,  если плотность в наждой точr�е пропорциональна рас­
стоянию от точ1ш до центра шара,  а на поверхности шара равна IO · 

9.150** . Найти ньютонов потенциал И однородного тела плот-
х2 + у2 z2 

ности ,, ограниченного эллипсоидом вращения а2 + ь2 = 1 ,  
в его центре (Ь > а) . 

9 .151 ** . Найти силу притяжения, оиазываемого однородным 
ионусом плотности 1, высоты Н и радиуса основания R на ма­
териальную точиу , расположенную в его вершине и содержащую 
единицу массы. 

9.152.  Найти момент инерции относительно оси Oz однород­
h 

ного тела плотности 1, ограниченного поверхностями z = 2 х 
а 

х (у2 - х2 ) , z = О, у =  ±а. 
9.153. Найти момент инерции однородного иругового ионуса 

плотности 'У с радиусом основания R и высотой Н относительно 
его оси. 

§ 3 . Несобственные :кратные интегралы 

· 1 .  Интеграл по бесноне'Шой области. Если фующшr f(x , у) непре­
рывна в бссионечной области G, то, по определению, 

.! .! f ( х , у) dx dy = J�a j j f ( х, у) dx dy , 
G D 

( 1 ) 

где D - 1юнечная область , целииом лежаща11 в области G, причем D -t G 
означает , что область D расшир11етс11 произвольным образом таи , чтобы 
в нее вошла и осталась в ней люба11 точr\а области G ( ис'Черпывающее 
расширение) . Если существует ионечный предел ( 1 ) ,  не завис11щий от 
выбора подобласти D и способа расширени11 D -t G, то иесобствен-

ный интеграл j j f (x , у) dx dy называетс11 сход.ящимс.я, в противном 
G 

случае - расход.ящимс.я. 
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у 

о 
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Аналогично определяется тройной интеграл по бес1юнечной области. 
Если f(x , у) ;::: О, то для сходимости несобственного интеграла 

1 а х 

необходимо и достаточно, чтобы предел ( 1 )  су­
ществовал хотя бы для одного исчерпывающего 
расширения области G. 

П р  и м  е р  1 .  Вычислить несобственный инте­
грал 

!! dx dy 
х4 + у2 ' 

G 

где G - область , определяемая неравенствами 
х ;::: 1, у ;::: х2 . 

Рис. 48 <] Подобласть D (рис. 48) зададим неравенствами 
1 � х � а, х2 � у � Ь, где а ---+ +оо,  Ь ---+ +оо. Тогда : 

!! dx dy _ lim !! dx dy = х4 + у2 - D---+G х4 + у2 
G D 

= lim а---++оо Ь---++оо 
lim а---++оо Ь---++оо 

!
а 

1 ( ( Ь 11' ) )  7t' • !
а 
dx = lim - lim arctg - - - dx = - 11m - = а---++оо х2 Ь---++оо х2 4 4 а---++оо х2 

1 1 

- � lim -- 71' 1> ( 1 l a) - 4 а---++оо Х 1 
= 4'  

Вычислить несобственные интегралы: 

9 .154. / / �::; , где G - область , определяемая неравенства­
G 

ми х � 1 , ху � 1 .  

9.155 .  / / (х:: d:2 ) 3 , где G - область , определяемая неравен­

G 
ством х2 + у2 � 1 (внешность :круга) .  

!!! dx dy dz 
9 .156 .  (х2 + у2 + z2 ) 2 , где Т - область , определяемая 

т 
неравенством х2 + у2 + z2 � 1 (внешность шара) . 
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+оо +оо +оо 
9 .157. / dx / dy / e- (x+y+z) dz . 

о о о 
Исследовать сходимость несобственных интегралов: 
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9.158.  / / sin (х2 + у2 ) dx dy, где G - область , определяемая 
G 

неравенствами х � О ,  у � О .  

!! dx dy 
9.159. ( " 2 ) , где G - область , определяемая не-1 + .т� + у °' 

G 
равенством х2 + у2 � 1 (внешность 1'руга ) . 

2. Интеграл от разръmной фующии. Пусть фующия f(x , у) непре­
рывна в ограниченной зам1шутой области G всюду , за исключением 
точки Р0 (х0 , у0 ) (или линии L) .  Если существует конечный предел 

lim !! J(x , у) dx dy , е->0 
а. 

где G0 - область , получаемая из G путем удаления произвольной оирест­
ности точ1щ Р0 с диаметром, меньшим е (соответственно произвольной 
окрестности линии L с «шириной» , меньшей е) , то этот предел называ­
ется несобственным интегралом от функции f(x , у) по области G и 
обозначается через J J f(x , у) dx dy , т .  е .  

G 

J J f ( х, у) dx dy = !� J J f ( х, у) dx dy . 
G G, 

(2) 

Интеграл (2) в этом случае называется сход.ящимс.я. Если же 
!� J J f (x, у) dx dy не существует или равен оо, то J J f(x, у) dx dy 

G, G 
называется расход.ящимс.я. 

Аналогично определяется тройной интеграл от разрывной функции. 
П р  и м  е р  2 .  Исследовать сходимость несобственного интеграла 

!! dx dy а >  О, где G - круг х2 + у2 :::; 1 . (х2 + у2 )а: ' 
G 
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<J Начало ноординат нвш�етсн точной разрыва фующии 1 / (х2 + y2 ) 0t .  
Удалим из G с-онрестность начала ноординат (подынтегральнан фунн­
цин положительна ) .  Тогда область G0 есть 1юльцо между онружностнми 
радиусов с и 1 . Перейдем н полпрным ноординатам (Г - полярный 
образ области G) : 

При а :j:. 1 имеем 

!! dx dy !! r dr d<p 
(х2 + y2 ) 0t 

= � · 
G Г 

27' 1 

!! r d1· d<p = lim ff r1 -2" dr d<p = lim J d<p f r1 -2" dr = r20t c-t+O c-t+O 
Г Г, О с 

1'2 ( 1 -а) 1 1 1 _ c2 ( 1 -0t) { _7Г_ 
= 27Г lim = 7Г lim = 

+
1 00- а 

с->+О 2 ( 1 - а) 0 с-НО 1 - а 

При а = 1 имеем: 

27r 1 

при а < 1 , 
при а >  1 . 

!! 
dr d<p 

= lim ;· d<p J dr = 27Г lim ln r l 1 = +оо. r c-t+O r c-t+o с 
Г 0 Е 

Итаи, при а < 1 интеграл сходитсн и равен 1Г/ ( 1 - а) . t> 
Вычислить несобственные интегралы: !/. dx dy . 9 . 160. ;;;;;;, , где G - 1шадрат О � х � 1 ,  О � у � 1 .  

. у ·7:У с 

!! dx dy 2 2 9 .161 .  3 1  , где G - 1'руг х + у � 1 .  t 1 - х2 - у2 
с 

9 .162 .  { { ln j 1 
_ lfx dy , где G - 1'руг х2 + у2 � 1 . ./ ./ х2 + у2 

с 

Исследовать сходимость несобственных интегралов : 

9 . 163" . !! dx dy , G О ,,,, ,,,, 1 где - треугольниl\ ;::::, х ;::::, , (х - у)°' 
с 

о �  у � х . 

!!! &i; dy dz 2 2 2 9 .164. (х2 + у2 + z2 )°' , где Т -- шар ! + у + z � 1 . 
7' 
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§ 4. Вычисление интегралов, зависящих от параметра 
1 .  Собствеш1ые Шiтегралы, завистцие от параметра. Если фующия 

f (x, у) определена и непрерывна в прямоугольнике а �  х � Ь, А �  у � 
� В, то интеграл 

ь 

F(y) = j f(x, у) dx ( 1 ) 
а 

называется интегралом, завис.ящим от параметра, и является непре­рывной в промежутке [А , В] функцией . 
Интеграл более общего вида 

ф(у) 

F(y) = J f(x, у) dx 
<р(у) 

(2) 

также называется интегралом, зависящим от параметра, и 11вляется 
непрерывной фуннцией аргумента у в промежутке [А , В] , если f (x , у) 
непрерывна в прямоугольнике а � х � Ь, А � у � В , ср(у) и 'lf;(y) не­
прерывны при у Е [А , В] и их значения содержатся в промежутке [а, Ь] .  

Пр  им  е р  1 .  Вычислить предел 

lim 
у�О 

dx 
1 + х2 + у2 . 

- (Ну) 
<J Рассмотрим следующий интеграл, зависящий от параметра у : 

F(y) = dx 
1 + х2 + у2 . 

- (Ну) 
Так кан пределы интегрирования, а танже подынтегральная функция 
непрерывны при любых Значениях своих аргументов, то F(y) - непре­
рывная функция. Поэтому 

l+y 1 
lim J dx = lim F(y) = F(O) = J--5!:!:._ = arctg x l 1 = � . [> у�о 1 + х2 + у2 у�о 1 + х2 - 1 2 

- (Ну) - 1 
Если f (x, у) и f� (x , у) непрерывны в прямоугольнике а � х � Ь, 

А � у � В, то для интеграла ( 1 ) справедлива формула дифференциро­
вани.я под знаком интеграла (Ф о р м  у л  а Л е й б н и ц  а) : 

ь ь 

F' (y) = � J f(x, у) dx = J f� (x, у) dx. 
а а 

(3) 
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Если в (2) при тех же условинх на f и f� пределы интегрированин ср (у ) 
и 'lf;(y) дифференцируемы при у Е (А , В) ,  то верна формула : 

1f1 ( y) 

F' (y) = � j f (x , у ) dx = 

<Р(У) 
ф(у) 

= f (1f; (y) , у)-ф' (у) - f (cp(y) , у )ср' (у) + j f.� (x, у) dx . (4) 

<Р(У) 

П р и м е р  2 .  Найти F' (y) , если 
cos у 

F(y) = / еу\/'Т=Х2 dx. 
s in у 

<J Тан нан подынтегральная фующия ev\/'l=X2, непрерывна в облас­
ти определения вместе со своей частной производной по у, равной 
v'l - x2ev\/'l=X2 , а пределы интегрирования нвляютсn та.иже дифферен­
цируемыми фующиnми, то можно , воспользоваться формулой (4) : 

cos y 

F1 (y) = - eyy'i -cos2 У siп y - eYVl -sin2 У cos y + / �еу.,л-:=;? dx = 
sin у 
cos у 

= - (eY l siп y l  siп y + eY l cos y l  cos y) + / �еу.,л-:=;? dx . 1> 
sin у 

Если f(x , у ) непрерывна IJ прnмоугольнине а ::::; х ::::; Ь, А ::::; у ::::; В,  то 
дJIFI интеграла ( 1 ) справедлива формула шtте2рированил по параметру 
у под знаком интеграла: 

в в ь ь в 
J F(y) dy = / dy / f (x , у) dx = / dx / f (x , у) dy .  (5) 
А А а а А 

1 j. хь - ха 
П р  и м  е р  3 . llьРшслить интеграл -1--- clx п х  

<J Заметим, что 
о 

. ь 
хь 

- х" / --- = xY dy . lп х 
а 

(Ь > а > О) . 
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Тогда ис1юмый интеграл принимает вид 

1
1 

хЬ ха 1
1 

1
ь 

ln x dx = dx хУ dy . 
О О 

а ПодынтегральнаR фующиR f(x, у) = хУ непрерывна в прRмоугольнике 
О :::;; х :::;; 1 ,  а :::;; у :::;; Ь, поэтому можно воспользоватьсR формулой (5) 

1 ь ь 1 ь 
! dx j хУ dy = J dy J хУ dx = j -1- dy = ln Ь + 1 . [> у + 1  а + 1  
О 

а а 
О 

а 
Вычислить следующие пределы: 2 1 

9 . 165 .  lim / х3 cos ху clx .  
у--+0 9.166. lirn / Vx4 + у2 dx. 

у--+0 
1 о 

хо 

9 .167. lirn -h1 j (f (x + !i) - f (x) ) dx ,  если f (.т ) непрерывна на li--tO о 
отрез:ке [а , Ь] (а < О < хо < Ь) и f (О) = О . 

Продифференцировать фующии: 
у у+1 

9.168.  F(y) = / ln ( l: ху) dx . 9.169. F(y) = / si:xy dx . 
о у- 1  
112 

9 .170. F(y) = / е-ух2 dx. 
у 

у 
9.171 .  F(y) = /(х - у) sin xy dx . 

о 
ху ' 

9 .172 .  Найти F�Y ' если F(x ,  у) = / (х - yt)f (t) dt ,  где .f (t) -­

х/у 
дифференцируемая фун:кци11 . 

9 . 173. Пусть J (x) - дважды дифференцируемая и Р(х) - диф­
ференцируемая фун:кции. Дm>азать , что фующин 

x+at 
1 1 ! и(х , t) = "2 (J (x - at) + f (х + at) ) + 2а Р(у) dy 

x-at 

д2и д2и удовлетворяет уравнению :колебания струны дt2 = а2 дх2 . 
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9 .174* . Найти производные от полных эллиптических инте-
гралов 

7Г /2 
E(k) = j J1 - k2 sin2 <p d<p, 

о 
1Г/2 

F (k) = ! d<p 
1 - k2 sin2 <р 

о . 
и выразить их через функции E(k) и F(k) . 

(О < k < 1 ) 

Применяя интегрирование под знаком интеграла , вычислить 
интегралы: 

1 

9 .175 .  / sin (1n ;) 1: х (х
2 - 1 ) dx . 

о 
1 

9 .176 .  / cos (1n ;) l:x
(x - 1 ) dx . 

о 
9 .177. Доназать формулы: 

k 

а )  / F(x)x dx = E(k) - ( 1 - k2 )F(k) , 
о 

k 

б) / E(x)x dx = � ( ( 1 + k2 )E(k) - ( 1 - k2 )F(k) ) , 
о 

где E(k) и F(k) - полные эллиптические интегралы (см. задачу 
9 . 174) . 

2 .  Несобствеm1ые Шiтегралы, завистцие от параметра. Несобствен­
ный интеграл, зависящий от параметра у, т. е. 

+оо 
F(y) = j f(x, у) dx , (6) 

а 
где фующи11 f (x , у) непрерывна в области а � х < +оо,  У1 � у � 
� у2 , называется равномерно сходRщимсR в промежутие (у1 , У2] ,  если 
длR любого € > О существует таиое В = В(Е) ,  что при всяиом Ь ;;=: В(Е) 

+оо 1 j f(x , y) dx l � € 
ь 

при любом у Е [У1 , У2] . 
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Если интеграл (6) сходитсR равномерно в промежутие [у1 , У2 ] ,  то он 
предс_тав.тшет собой непрерывную фуниiщю аргумента у в этом проме­
жутие. 

Аналогично определRетСR равномернаR сходимость несобственного 
интеграла от неограниченной фуниции, зависRщего от параметра .  

При исследовании равномерной сходимости интегралов, зависRщих 
от параметра ,  часто используетсR следующее утверждение: 

1\ р и т е р  и й В е й е р ш  т р а с с  а .  Дл.я равномерной сходимости ин­
теграла (6) достато11,но, 11,тобы существовала така.я функци.я F(x) ,  
не завис.яща.я о т  параметра у ,  11,то: 

а ) l f (x , y) I � F(x) ,  если а � х < +оо, +оо 
б) J F(x) dx < +оо. 

а 
ФунициR F(x) называется мажорантоiJ. для f (x , у ) .  
Пр им ер  4 .  Доиазать равномерную сходимость следующего инте­

грала : 

<J Заметим, что 

+оо ! у2 _ х2 
(х2 + у2 ) 2 dx, -оо < у < +оо. 

! у2 - х2 х 
( 2 2 )2 dx = 2 2 + С. х + у  х + у  

1 Пусть е > О - произвольное число. ПолагаR В(е) = - , находим (длR 
е 

любого Ь > В) : 

1 
/+оо у2 - х2 1 1 !А 

у?. - х2 1 1 ( х I A) 1 ---- dx - lirn dx - lim -(х2 + у2 ) 2 - А- Н оо  (х2 + у2 ) 2 - А-++оо х2 + у2 Ь -
ь ь ' •. 

= J нm А -- _ь_ , = _ь_ � � < _.!._ = е 
А-++оо А2 + у2 ь2 + у2 ь2 + у2 ь в ' 

что и доиазываст , согласно опредеJlению, равномерную сходимость уиа-· 
занного интеграла по параметру у на всей оси .  С> 

П р  и м  е р  5 .  Установить равномерную сходимость интеграла 
+оо 

j е - х у  cos x dx, О < Уо � у < +оо. 
о 

<J Поиажем, что фуницию F(x) = е - х уа можно взRть в иачестве мажо­
ранты. Действительно, если у > уо , то 
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+оо / е-хуо dx = 
о 

Следовательно, на основани� критерия Вейерштрасса уназанный инте­
грал равномерно сходится. 1> 

Для несобственных интегралов с бесконечным пределом, зависящих. 
от параметра ,  при выполнении следующих условий: 

а) функция f (x , у) непрерывна вместе со своей производной f� (x , у) 
в области а � х < +оо, У1 � у � yz , +оо 

б) j f (x , у) dx сходится при любом у Е [У1 ,  У2 ] ,  
а 
+оо 

в) 
/ 

f� (x , у) dx сходится равномерно в· промежутне [У1 , У2 ] ,  справед-
а 

лива форм уда дифференv,ировани.я по параметру (ф о р м  у л  а Л е й б­
н и ц а) :  

+оо +оо 
� j f(x , у) dx = j f� (x , у) dx, 

а а 

аналогичная соотношению (3) . 

(7) 

При выполнении соответствующих условий формула Лейбница оста­
ется верной и для интеграла от разрывной функции, зависящего от 
параметра. 

П р  и м  е р  6 .  Вычислить интеграл 
+/оо е-ах - e-{Jx 

----- cos mx dx х (а � ао > О, /3 � /Зо > О ,  m Е Z) . 
о 

<J Пусть 
+оо -ах -{Jx j е : 

е cos mx dx = F(a , /3) . 
о 

+оо 
Заметим, что интеграл / е-ах cos mx dx равномерно сходится при 

о 
а 

а �  а0 и равен 2 2 (проверьте! ) . Исходный интеграл сходится при 
а + т 
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любых а ;::: ао и {З ;::: fЗо , а подынтегральная фун:кция непрерывна вместе 
со своей частной производной по а, равной -е-

ах cos тх. Следовательно, 
условия а) , б) , в) выполнены, и можно воспользоваться соотноше­
нием (7) . Тогда 

+оо 
_д_F-'('-а...;..,...;..{З-'-) = - f е-ах cos mx dx = -

а 
. 

да а2 + т2 о 

Отсюда 
1 

F(a, (3) = - 2  ln (а2 + m2 ) + С({З) . 

Длн нахожденин С({З) полагаем в последнем равенстве а = {З. Имеем 
1 

О =  - 2  In ({32 + m2 ) + С({З) . Отсюда 

и 

1 
С(/3) = 2 in (/32 + m2 ) 

1 1 � + � 
F(a, {З) = 2 (in ({32 + m2 ) - ln (а2 + m2 ) )  ::= 2 ln 

а2 + m2
. 1> 

9 .178.  На нзьше <�С:-0» сформулировать утверждение: интеграл +оо 
F(y) = / J (x ,  у) dx сходитсн неравномерно на отрезие [у1 , У2] . 

а 

Исследовать на равномерную сходимость в у1шзанных проме­
жутнах следующие интегралы: +оо 

9 .119. / е-ах cos x dx (О < о:о � о: < +оо) . 
о 

9.180. 

9 .181 .  

/+оо dx ( 1 < о: < +оо) . ха + 1 о +оо ! lna х dx ( ) х2 О � о: � 1 . 
1 +оо ! cos o:x dx 9 .182. 1 + х2 (-оо < о: < +оо) . -оо 
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9.183 .  
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(х - а)2 + 1 (О ::::; а < +оо) . 

о 
2 ! x°' dx 

9 .184. . {/(х - l ) (x - 2) 2 
о 
2 

9.185 .  
/ 

sin � dx (О < а < 2) . 
х ха 

о 
1 

9 .186 .  
/ sin ax dx (О ::::; а ::::; 1 ) . 

Jlx - a l  
о 

9 .187. До1�азать , что фующил +оо ! xf (t) и(х , у) = 2 ( ) 2 dt х + y - t  
- оо  

удовлстворлет ураnнению Лапласа 

д2и д2и 
дх2 + ду2 = О. 

Применнн дифференцирование по параметру , вычислить сле­
дующие интегралы: 

9 .188 .  

9 .189.  

j+с;ю -ах:.! -{Jx� е - е 
х 

о 

dx (а > О ,  f3 > О) . 

1 (Х) ! е-ох - e-fJx sin тх dx (а > О, (J > О ,  т f:. О) . 
х 

о +оо 
9 .190. / е -пх �in /З::_ dx (а � o:u > О) . 

х 
о 
+ оо  

9 .191 .  
/' 1 - е - ах dx (а > -- 1 ) . 

J :Еез; 
() 
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9.

'
192* . / е--ух2 cos ох dx ('У > О) . 

о 
1 1 arctg ax 

9. 193. � dx 
xv l - х2 

о 
1 

(-оо < а < +оо) .  

9.194. / ln ( l - а2х2 ) dx ( la l � 1 ) . 
x2J1 - х2 

о 
1 

9. 195. / ln ( l - а2х2 ) dx ( la l � 1 ) . Vl - x2 
о 



или 

Г лава 10  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

§ 1. Уравнения 1-ro порядRа 
1 .  Оtновные понятия. Фующиональное уравнение 

F(x , у, у' ) = О 

у' = j(x , у ) , 

( 1 ) 

(2) 
связывающее между собой независимую переменную, исиомую фуницию у (х) и ее производную у' (х) , называется диффере'Н:u,иальным уравнением 
1 -го пор.ядка. 
_ 

Решением ( •tастным решением) уравнения ( 1 ) или (2) на интер­
вале (а, Ь) называется любая фуниция у = <р(х) , ноторая, будучи под­
ставлена в это уравнение вместе со своей производной <р' (х) , обращает 
его в тождество относительно х Е (а, Ь) . Уравнение Ф (х , у) = О, опре­
деляющее это решение иан неявную фуницию, называется интегралом ('Частным интегралом) дифференциального уравнения. На плосиости 
с фиисированной деиартовой прямоугольной системой иоординат урав­
нение Ф(х , у) = О определяет неноторую нривую, ноторая называется интегральной кривой дифференциального уравнения. 

Фуниция у = <р(х, С) называется общим решением уравнения ( 1 ) 
или (2) ,  если при любом допустимом значении параметра С она является 
частным решением этого уравнения и, ироме того, любое его частное 
решение может быть представлено в виде у = <р(х , С0) при ненотором 
значении Со параметра С. Уравнение Ф(х , у, С) = О , определяющее 
общее решение иан неявную фуннцию, называется общим интегралом 
дифференциального уравнения. 

sin x П р  и м  е р  1 . Проверить подстановиой , что фуниция -- есть реше­х 
ние дифференциального уравнения ху' + у = cos х . 

sin x cos x sin x <] Имеем у = --, у' = -- - -2- . Умножив у и у' соответственно х х х 
на 1 и х и сложив полученные выражения, получим ху' + у = cos х . 1> 

П р  и м  е р  2 .  Поназать , что фуннция у = Сх3 ,  С Е IR, является 
решением дифференциального уравнения ху' - Зу = О. Найти частное 
решение, удовлетворяющее условию y(l ) = 1 . (Найти интегральную 
нривую, проходящую через точиу М0( 1 , 1 ) . ) 
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<J Найдя у' = 3Сх2 и подставив выражения у и у' в дифференциальное 
уравнение, при любом зн�чении С получим тождество 3Сх3 - 3Сх3 = О . 
Это означает , что фующия у = Сх3 является решением дифференци­
ального уравнени11 . Положив х = 1 ,  у = 1 , найдем значение параметра 
С = 1 и, та�шм образом, получим ис.комое частное решение у = х3 . 
Иначе говор11, интегральной .кривой, проход11щей через точ.ку М0 ( 1 ,  1 ) , 
11вл11етс11 11убичес11а11 парабола у = х3 . 1> 

Пусть задано уравнение 
Ф(х, у, С) = О ,  

определ11ющее на плос.кости не.которое семейство .кривых , завис11щих от 
значений параметра С. Если составить систему двух уравнений 

Ф (х , у, С) = О, Ф� (х , у, С) = О, 
то ,  ис11люча11 из этой системы параметр С, получим, вообще говор11, диф­
ференциальное уравнение заданного семейства .кривых. 

П р  и м  е р  3 . Найти дифференциальное уравнение семейства о.круж­
ностей х2 + у2 = 2ах . 
<J Имеем систему уравнений 

х2 + у2 = 2ах, 
2х + 2уу' = 2а. 

Иснлючаем параметр а. Из второго уравнени11 находим а = х + уу' 
и ,  подставл1111 это выражение в первое уравнение, получаем х2 + у2 = 
= 2х(х + уу' ) ,  т. е. у2 - х2 = 2хуу' . Это и есть ис.комое дифференциаль­
ное уравнение. 1> 

По:.казать , что при любом действительном значении параметра 
С заданные выражени11 определ11ют решени11 соответствующих 
дифференциальных уравнений: 

10.1 . y = x (C - In lx l ) , (x - y) dx + x dy = O. 
х 

10.2 .  у =  х (/ ;ех dx + с) ,  ху' - у =  хех . 
о 

10.3. 2х + у - 1 = Ce2v-x , (2х + у  + 1 ) dx - (4х + 2у - 3) dy = О. 
В заданном семействе выделить уравнение привой, удовлетво-

р11ющей приведенному начальному условию. 
10.4. y (ln l x2 - 1 1 + С) = 1 , у(О) = 1. 
10.5 .  у ( 1 - Сх) = 1 ,  у ( 1 ) = 0,5 .  . 

10.6. у =  2 + C cos x ,  у(О) = -1 .  
10. 7 .  Написать уравнение, :.которому удовлетвор11ют все точии 

энстремума интегральных :.кривых дифференциального уравнени11 
у' = f,( х, у) . I-\ан отличить точ:.ки ма:.ксимума от точен минимума? 
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10.8 .  Написать уравнение, RОТорому удовлетворнют все точRи 
перегиба интегральных 1>ривых дифференциального уравненин 
у' = f (x ,  у) и, в частности, дифференциальных уравнений: 

а ) у' = у +  х3 ; б ) у' = еУ - х. 
Составить дифференциальное уравнение семейств нривых : 
10.9 .  Парабол у = х2 + 2ах . 
10.10. Гипербол у =  а/х . 
10. 11 .  Цепных линий у = а ch х . 
10.12 .  Гипербол х2 - у2 = 2ах . 
10.13 .  Составить дифференциальное уравнение семейства Rри­

nых, у Rоторых отрезоR любой нормали, заRлюченный между 
оснми но ординат ,  делитсн пополам в точRе насанин. 

10.14. Составить дифференциальное уравнение семейства Rри­
вых , у 1юторых отрезоR любой насательной, занлюченный между 
оснми ноординат, делитсн точной иасанин М(х, у) в отношении 
I AMI  : IM B I  = 2 : 1 ,  где А - точна пересеченин насательной с 
осью Оу, В - с осью Ох. 

10. 15 .  Составить дифференциальное уравнение семейства Rри­
вых , у ноторых площадь , занлюченнан между оснми ноординат ,  
этой нривой и переменной ординатой, пропорциональна четвертой 
степени этой ординаты. 

2 .  Графиче сний метод построения m1тегралъных нривых (метод изо­
юпm). Дифференциальное уравнение у' = f(x, у) в плосRости с фиRси­
рованной деRартовой прнмоугольной системой Rоординат Оху определнет 
поле направлений равенством tg a = f(x , у) . 

Изоклиной уравнения (полн направлений) называется всяRая Rри­
вая, определпеман уравнением 

f(x, у) = k 
при фиRсированном k . 

Для приближенного (графичесRого) решенин уравнения у' = f (х , у) 
построим на ПЛОСRОСТИ ИЗОRЛИНЫ ДЛII неснольRИХ значений k . Пусть 
Мо (х0 ,  Уо ) - неиоторан начальнан точна . ИзоRлина L0 , проходнщан че­
рез эту точну , соответствует значению k, равному k0 = f (x0 , у0 ) .  Прове­
дем отрезоR М0М1 с угловым Rоэффициентом k0 до пересеченин в точRе 
М1 с ближайшей изоRлиной L1 (тем самым мы заменим дугу инте­
гральной Rривой отрезном ее Rасательной) .  Далее ,  из точ1ш М1 (х1 , у1 ) 
проведем новый отрезоИ М1М2 с угловым Rоэффициентом k1 = f(x1 , У1 ) 
до пересеченип в точне М2 со следующей изоRлиной L2 и т .  д . 

В результате таRого построенин мы получим ломаную, явлнющуюсн 
приближенным изображением интегральной Rривой , проходнщей через 
начальную точRу М0 . Чем гуще взнта, сеть изонлин, тем более точно 
можно изобразить интеграtльную нривую. 

Изменнн положение начальной точRи М0 , аналогично можно постро­
ить приближенно и другие интегральные Rривые. 



§ 1 . Уравнения 1-го порядка 279 

П р  и м  е р  4 .  Методом изоклин построить интегральную нривую урав­
нения у' = 2х , проходящую через начало координат . 
<J Изоклины данного уравнения - параллельные прямые 2з; = k . По­
лагая k = О, ±1 , ±2 , ±3, . . .  , получаем изоклины х = О, х = ± 1/2 , 
х = ±1 , х = ±3/2 и т . д. Построим их (рис. 49) . 

Отправляясь из начала координат влево и вправо, строим ломаную 
. . . М_3М_2М_1 Л10Л11М2М3 . . . , звеньn ноторой имеют угловые коэффи-

-1 2 
-1  

у 

_ \ О М0 1 2 2 

Рис. 49 

1 2 х 

циенты соответственно . . " -2 , - 1 , О, О, 1 , 2 , . . .  Эта ломаная и есть 
приближенное изображение интегральной кривой . 

Рекомендуем читателю построить график соответствующего частного 
решения у = х2 и сравнить его с построенной ломаной . С> 

. 

Методом изо1шин построить приближенно семейство инте­
гральных .кривых следующих дифференциальных уравнений: 

10.16. у' = х + у. 10.17. у' = 1 + у. 
10.18.  у' = _ '}!_ . 10.19. у' = у - х2 . х 
10.20. у' = _У _ _  , х + у  

, у - Зх 
10.21. у = -- . ' х + Зу 

3. УравнеШIR с раздешпощимися переменными. Пусть в уравнении 

у' = f(x, у) 
фушщия: f(x , у) может быть разложена на множители, наждый из кото­
рых зависит только от одной переменной : f (x, у) = fi (x)f2 (y) , или в 
уравнении 

М(х, у) dx + N(x, у) dy = О 
коэффициенты при dx и dy могут быть представлены в виде М(х, у) = 
= М1 (х)М2 (у) ,  N(x , у) = N1 (x)N2 (y) . Путем деления на f2 (Y) и на 
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N1 (х )М2 (у) соответственно эти уравнения приводятся :к виду 
1 

fi (х) dx = f2 (y) 
dy , М1 (х) dx = _ N2 (y) dy N1 (x) М2 (у) 

(уравнения с разделенными переменными) . Интегрируя левые части 
этих уравнений по х , а правые по у , приходим в :каждом из них :к общему 
интегралу исходного дифференциального уравненип. 

П р и м е р  5 . Решить уравнение 
dy = 2х 
dx 3у2 + 1 · 

<J Разделяем переменные: 

(Зу2 + 1 ) dy = 2х dx. 
Интегрируем: 

/(зу2 + l) dy = j 2x dx + С, 

или 
уз + у - х2 = С  

(общий интеграл уравнения) . [> 
Если в уравнении с разделяющимися переменными у' = fi (x)f2 (y) 

фун:кция f2 (Y) имеет действительный :корень Уа ,  т .  е . если f2 (Yo ) = О, то фун:кция у (х) = у0 является решением уравнения (в чем лег:ко убе­
диться непосредственной подстанов:кой) . При делении обеих частей этого 
уравнения на f2 (y) (при разделении переменных) решение у (х) = Уа 
может быть потеряно. 

Аналогично, при интегрировании уравнения М1 (х)М2 (у) dx + 
+N1 (х )N2 (у) dy = О могут быть потеряны интегральные :кривые х(у) = 
= ха и у (х) = Уа ,  где ха - действительный норень уравнения N1 (х) = О , 
Уа - действительный :корень уравнения М2 (у) = О . 

Поэтому , получив у:казанным выше методом разделения переменных 
общий интеграл уравнения, надо проверить , входят ли в его состав (при 
подходящих числовых значениях параметра С) упомянутые решения. 
Если входят ,  то потери решений нет. Если не входят, то в о:кончательном 
ответе :кроме общего интеграла следует у:казать и эти решения. 

П р  и м  е р  6 . Решить уравнение 

<J Разделяем переменные: 

dy 
dx = y tg x .  

dy - = tg x dx.  у 
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ln I Y I = - ln 1 cos x l + С1 , 

ln ly cos x l = С1 . 
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Для удобства потенцирования полученного равенства представим па­
раметр С1 в логарифмичесRой форме, положив С1 = ln I C2 j , С2 f:. О (при 
этом С1 принимает все значения от -оо до +оо) . Тогда 

ln l y cos x j = ln lC2 I 
и, потенцируя , получаем общий интеграл в виде у cos х = С2 , отRуда 

у =  С2 sec x. (3) 
Заметим теперь , что исходное ·дифференциальное уравнение имеет ,  оче­
видно, еще решение у = О, Rоторое не входит в запись (3) ,  таи RaR 
С2 f:. О . Введем новый параметр С, принимающий, в отличие от С2 , 
таRже и нулевое значение. Тогда решение у = О войдет в состав общего 
решения 

у =  C sec x . 1> 

С помощью подстановии и ( х) = ах + Ьу ( х) + d R уравнениям с разде­
ляющимися переменными приводятся и дифференциальные уравнения 
вида 

y' = f(ax + by + d) ,  b f:. O. 

Решить дифференциальные уравненин: 
1 х 

10.22. у = - . у 
10.24. уу' + х = о. 

10.26. (х + l )y' + ху = О . 

10.28. у' = ех+у . 

10.23. у2у' + х2 = 1 .  

10.25. ху' = 2у. 
10.21. y1 J1 - х2 = 1 + у2 . 

1 x sin x 
10.29. у + -- = о . 

y cos y 
10.30. ( 1 + у2 )х dx + ( 1 + х2 ) dy = О . 

10.31 .  ху dx + J1 - х2 dy = О . 

10.32. уе2х dx - ( 1 + е2х )  dy = О . 

10.33. 2ех tg у dx + ( 1 + ех ) sec2 у dy = О .  
10.34. ( 1 + у) (ех dx - е2У dy) - ( 1 + у2 ) dy = О . 

10.35. ( 1 + х2 ) dy + yJl + х2 dx - ху dx = О . 

10.36. dy - 2Jy ln х dx = О . 

10.37. у' = cos (х + у) . 10.38. у' = -1- .  2х + у  
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10.39. у' = ( 4х + у +  1 ) 2 . 10.40. у' = sin (у - х - 1 ) . 
10.41. у' +  2у = Зх + 5 .  10.42. у' = {/(4х - у +  1 ) 2 .  
Найти частные рсшенин уравнений, удовлетворнющие у:казан-

ным начальным условинм: 
10.43. ( 1  + у2 ) dx - ху dy = О; y ( l ) = О . 
10.44. (ху2 + х) dy + (х2у - у) dx = О; y ( l ) = 1 .  

10.45. y' tg x  = у ; у (�) = 1 .  

4 .  Однородные уравне1Ш11. Дифференциальное уравнение 1-го по­
рндна называетс11 однородным, если его можно привести к виду 

у' = f (�) (4) 

или .к виду 
М(х, у) dx + N(x, у) dy = О, (5) 

где М(х, у) и N(x , у) - однородные фуюсции одного пор11д.ка , т .  е .  
существует та.кое k Е Z,  что M(tx , ty) = tk М(х, у) и N(tx, ty) = 
= tk N(x , у) тождественно относительно х, у и t f. О .  

С помощью подстанов.ки у/х = и(х) однородные уравненин ( 4 )  и ( 5 )  
преобразуютс11 в уравнени11 с раздел11ющимис11 переменными. 

П р и м е р 7. Решить уравнение 
·, у у у = - + cos - .  х х 

у � 
<J Положим ;; = и, или у = их . Тогда у' = и + х dx , что после подста-
новни в исходное уравнение дает уравнение с разделяющимисп перемен­
ными 

Раздел11ем переменные :  

и интегрируем : 

Получаем общее решение: 

du x dx = cos u :  

du dx 
cos u х 

7Г и =  2 arctg Cx - 2' + 27Гn , п Е Z.  
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Возвращаясь и фушщии у , находим: 

у = х ( 2 arctg Сх - � + 27Гn) , п Е z.  

При делении на cos и могли быть потеряны решения у = х ( % + 7Г k) , 
k Е Z.  Но для k = 2п - 1 они входят в общее решение (при С = О) . 
Следовательно, 01юнчательно получаем: 

y = x (2 arctg Cx + % + 7Г(2n - 1 )) и у = х (% + 21Гn) ; n E Z. [> 

Дифференциальные уравнения вида 

а2 Ь2 в случае - =f. -
Ь 

приводятся и однородным уравнениям с помощью 
а1 i 

замены переменных 
х = и + т ,  у = v + п , 

где т и п находятся из системы уравнений 
a1m + b1 n + c1 = 0, 
a2m + Ь2п + с2 = О . 

Посиольиу здесь dx = du, dy = dv , то уравнение (6) :иреобразуется и 
виду (4) относительно фуниции v (u) : 
dv 

= f ( a1 u + b1 v + a1m + b1n + c1 ) 
= 

dи а2и + b2v + a2m + Ь2п + с2 

= f ( a1 u + b1 v ) = f ( а1 + Ь1 (v/и) ) = ip (� ) . 

а2и + b2v а2 + b2 (v/u) и 

Е (6) а2 __ 
Ь2 ,\ Ь ели в уравнении = и, следовательно , а2х + 2у = а1 Ь1 

= Л(а1 х + Ь1 у) , то оно примет вид 
dy ( а1 х + Ь1 у + с1 ) 
-d = f ,\( Ь ) = ip(a1 x + Ь1 у) . х а1 х + 1 У + с2 

Подстановиой и(х) = а1 х + Ь1 у (х) это уравнение преобразуется и урав­
нению с разделяющимися переменными. 

Решить дифференциальные уравнения: 
1 у х 1 у . у 

10.46. у = - + - .  10.47. у = - + sш - . х у х х 
1 х - у  10.48. у = -- . х + у 
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10.49. (х2 + ху)у' = xJx2 - у2 + ху + у2 . 
10.50 . (x - y) dx + x dy = O. 10.51.  y2 dx + x2 dy = xy dy. 
10.52. х (у' + еУ/х )  = у . 10.53. х dy - у cos ln '#.. dx = О. х 
10.54. ху' = у +  x tg '#.. . 10.55. ху' - у =  Jx2 - у2 . х 
10.56. (х2 + у2 ) dy - 2ху dx = О . 
10.57. Зх4у2 dy = (4х6 - у6 ) dз.:. 
10.58. ( 2х - у + 1 ) dx + (2у - х - 1 ) dy = О . 

10.59. (у + 2) dx - (2х + у - 4) dy = О . 
10.60. (х + у + 1 ) dx + (2х + 2у - 1 ) dy = О . 
10.61 .  (х + у - 1 ) 2 dy = 2 (у + 2) 2 dx . 

1 у - 2х у + 2 
10.62. у - tg = --х + 1 х + 1  
10 63 1 1 

у + х - у + х 1 у + 
;i; . • у n -- - -- - n -- . х + З х + З х + З 

Найти частные решениR уравнений, удовлетворяющие данным 
начальным условиRм: 

10.64. ху' = у  ln 'У_ ;  y( l ) = 1 .  х 
10.65. (у'хУ - х) dy + y dx = О ; у ( 1 ) = 1 .  
10.66. (у +  Jx2 + у2 ) dx - х dy = О; y ( l ) = О . 
5. ЛШiейные уравнешш. Дифференциальное уравнение 1-го порRдRа 

назьшаетсR дuнейным, если оно содержит у и у' в первой степени, т. е .  
имеет вид 

у' = Р(х)у + Q(x) . 

При Q (x) = О  уравнение (7) принимает вид 

у' = Р(х)у 

(7) 

и называетсR линейным одиородным. Оно RВЛRется уравнением с разде­
ЛRющимисR переменными, и его общее рещение имеет вид 

у = ceI Р(х) dx ' (8) 

где С - произвольнаR постоRннаR, а J Р(х) dx - одна из первообраз­
ных фунRции Р(х) . 
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Интегрирование линейного неоднородного уравнения (7) можно про­
вести одним из следующих методов . 

а ) м е Т О Д  в а р  и а Ц И  и п о с т о я н н о й . Будем ИСIШТЬ решение урав­
нения (7) в виде 

у = C(x)ef Р(х ) dx ' (9) 
ноторый получается из (8) , если заменить постоянную С на фуннцию 
С(х) . Подставляя выражение (9) в уравнение (7) , получим для неиз­
вестной фующии С(х) уравнение с разделяющимися переменными: 

С' (х) = Q (x)e- f P(x) dx . 
Его общее решение: 

С(х) = J Q(x)e- f Р(х) dxdx + С, 

где С - произвольная постоянная, а J Q(x)e- f Р(х ) dxdx - одна из 
первообразных . Подставляя полученное выражение для С(х) в формулу 
(9) , находим общее решение уравнения (7) : 

y = ef P(x) dx (c + J Q(x)e- f P(x) dxdx) . ( 10) 

б) М е т о д п о д с т а н о в н и. Положим у (х) = u(x)v (x) . Тогда урав­
нение (7) приводится :к виду 

( 1 1 )  

Выберем фун:кцию и(х) та:к , чтобы первая снобна в левой части уравне­
ния ( 1 1 )  обратилась в нуль . Для этого интегрируем уравнение с разде­
ляющимися переменными 

du 
dх - Р(х)и = О 

и выбираем на:кое-либо частное его решение и =  и1 (х) . Подставляя фунн­
цию и1 (х) вместо и в левую часть уравнения ( 1 1 ) ,  получаем уравнение 
с разделяющимися переменными относительно фун:кции v (x) : 

dv 
dx и� (х) - Q(x) = О. 

Находим общее решение этого уравнения v = v (x , С) . Перемножая най­
денные фун:кции и1 (х) и v (x , С) , получаем общее решение уравнения (7) : 

у = и1 (x)v (x , С) . 
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П р  и м  е р  8 .  Решить уравнение у' = у ctg х + sin х . 
<J Применим метод вариации постоянной. Рассмотрим сначала соответ­
ствующее однородное линейное уравнение 

у' = y ctg x . 
Его общее решение у =  С sin х. Следовательно, общее решение исходного 
уравнения ищем в виде у = С ( х) sin х. Подставляем у и у' = С' ( х) sin х + 
+ С(х) cos x в данное уравнение: 

С' (х) sin х + С(х) cos х = ctg x · С(х) sin х + sin x , 
откуда С' (х) = 1 ,  и тогда С(х) = х + С. Следовательно, общее решение 
уравнения есть у = (х + С) sin х. !> 

у2 
П р  и м  е р  9 .  Решить уравнение у' = ---2ху + з  

<J Перепишем уравнение в виде . 
dx 2х 3 
- = - + ­dy у у2 

dx и заметим, что оно линейно относительно х и dy . Решим его методом 
подстановки. 

Положим х = uv и приведем уравнение к виду 

v ( du _ 2и) + ( dv и _ �) = О. dy у dy у2 

Найдем функцию и1 (у) , решая уравнение 
du _ 2и 

= 0 dy у 

( 1 2) 

и выбирая из его общего решения и = у2 + С  одно частное решение, 
например , и1 (у) = у2 . Подставлnя и1 (у) в уравнение ( 1 2) , получим:  

dv yz - � = О, dy у2 

Общее решение этого уравнения : 

или 

1 v (y, C) = C - 3 . у 
Перемножая и� (у ) и v(y , С) , получаем общее решение данного урав­
нения : 1 х = Су2 - - . 1> у 
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Решить дифференциальные уравнения: 
10.67. у' + 2ху = хе-х2 • 

' Зу ' 1 
10.68. у =  - + х. 10.69. у + y tg x  = -- . х cos x 
10. 70. ( 1 + х2 )у' = 2ху + ( 1 + х2 )2 . 
10.71. у' + 2у = е3х .  10.72. у' + '}!_ = 2 ln x  + 1 .  х 
10.73. у' = -3Jf__ + ех (х + 1 )2 . 10.74* . у' = � · х + 1  х + у  
10. 75. ( 1 + у2 ) dx = (arctg у - х) dy . 
10.76. ху' = у +  х2 cos x .  10.77. ху' = ех + ху. 
10.78. ху' + х2 + ху = у. 10.79. у +  у' ln2 у =  (х + 2 ln у)у' . 
10.80. у - у' = у2 + ху' . 10.81. (х + 2у3 )у' = у. 
10.82* . у' + tg у = __::____ . cos y 
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Найти частные решения уравнений, удовлетворяющие задан­
ным начальным условиям: 

1 
10.83. у' + y tg x  = --; у(О) = О. cos x 
10.84. у' = 2у + ех - х ; у (О) = � ·  
10.85. у' = 1 у ; y ( l )  = 1 .  2у  ny  + у - х 
6. УравнеIШе БернулJШ. Уравиением Бернулли называется диффе­

ренциальное уравнение 1-го поряд11а вида 
у' 

= Р(х)у + Q(x)ym , ( 13) 
где т :j:. О, т :f 1 (при т = О  уравнение ( 13) F1Dш1ется линейным, а при 
т = 1 - уравнением с разделяющимисп переменными) . 

Так же как и линейное, уравнение Берну.'lли можно проинтегриро­
вать с помощью подстаношш: у = uv или свести к линейному уравнению 
с помощью подстановни z = у1 -т" Следует уче сть , что при т > 1 может 
быть потеряно решение у =  О .  

П р  и м  е р  10 .  Решить уравнение 
2 

1 у х 
у = - + - .  х у 

<З Полагая у = uv , приводим уравнение 11 виду 

'V ( du __ �) + (�v_'U __ �:-) =: () , 
d:c :с · ,fx i• '!: 

( 14) 
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Из общего решения и = Сх уравнения 
du _ :!!:. = 0 dx х 

выбираем частное решение , например, и1 = х. 
dv Подставляя и1 в уравнение ( 14) ,  получаем новое уравнение dx х 

х2 dv 1 
- = О или - = - . Его общий интеграл v2 = 2х + С, от:куда xv ' dx v 

v = ±J2x + C. 
Перемножая и 1 и v ,  получаем, что все решения исходного уравнения 

определяются формулой у = ±xJ2x + С. 1> 
П р и м е р  1 1 .  Решить уравнение 

1 у 1 у = - - -2х 2у 
<J Это уравнение Бернулли с т = -1 .  Поэтому полагаем z = у2 и 
приводим уравнение к виду 

z1 = :_ - 1 .  х 
Это уравнение является линейным. Решая однородное уравнение z1 = 
= z/x ,  находим z = Сх. Отсюда методом вариации постоянной, т .  е .  
полагая z = хС(х) ,  получаем общее решение линейного уравнения в 
виде 

или , окончательно, 

с z = x ln - , х 

2 с у = x ln - .  1> х 
Решить дифференциальные уравнения: 
10.86. у' + 4ху = 2хе-х2 Jy. 10.87. dy = (у2ех - у) dx . 

1 уз 
10.88. у' = у (у3 cos х + tg х) . 10.89. у = у ctg х + -.- . 

SШ Х 

* , 2х 
10.90 . у = 2 . х cos y + sin 2y 
10.92. ху1 + у = 2х2у ln у · у' . 

' - х (х2 + у2 - 1 ) 
10.91.  у -

2у(х2 - 1 )  . 

10.93. у'х3 sin y  + 2у = ху' . 
Найти частные решения уравнений, удовлетворяющие задан­

ным начальным условиям: 

10.94. 3dy = - ( 1 + 3y3 )y sin x dx ;  у (�) = 1 .  
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10.95. y dx + (х - �х3у) dy = О; у (�) = 1 .  

7 .  Уравнения в полных диффереIЩИалах. Дифференциальное урав­
нение 1-го порядна вида 

Р(х, у) dx + Q(x, у) dy = О  ( 15 ) 
называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая часть 
является полным дифференциалом неиоторой фуниции И(х ,  у ) , т .  е .  

дИ Р(х, у) =  дх ' дИ Q(x, у) =  ду . 

Для того чтобы уравнение ( 15 ) было уравнением в полных диффе­
ренциалах ,  необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 

дР 
ду 

дQ 
дх . ( 16) 

Если уравнение ( 15 ) есть уравнение в полных дифференциалах ,  то 
оно может быть записано в виде 

dU(x , у) = О .  
Общий интеграл этого уравнения: 

И(х, у) = С, 
где С - произвольная постоянная. 

Фующия И(х, у) может быть найдена следующим образом. Инте-
дИ . 

грирун равенство дх = Р(х, у) по х при фиисированном у и замечал, 
что прQизволы�ая постоянная в этом случае может зависеть от у , имеем 

И(х, у) = / Р(х, у) dx + ср(у) . ( 17) 

Затем иа равенства 

:У J Р(х, у) dx + ср1 (у) = Q(x , у) 

находим фуницию ср(у) , подставив иоторую в ( 17) , получим фуницию 
И(х, у) .  

Очевидно, что исномая фуниция U(x , у) определена с точностью до 
произвольной аддитивной постоянной. Для записи общего интеграла 
исходного уравнения достаточно выбрать одну из фуниций получаемого 
семейства . 
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Другой метод отысианин фуниции и(х , у) состоит в вычислении .ири­
волинейного интеграла 2-го рода : 

(х , у ) 
и(х , у) = J Р(х , у) dx + Q (x ,  у) dy = 

(хо ,  Уо ) 
х у у х 

= J Р(х , Уа ) dx + J Q(x, у ) dy = J Q(xo , у) dy + J Р(х , у) dx , 
Хо Уо Уо Хо 

где точки М0 (х0 , у0 ) и J11 (x ,  у ) и путь интегрированин лежат в области 
непрерывности фун.иций Р(х , у) и Q(x, у ) и их частных производных , 
щщчем М0 (х0 ,  у0 ) - не:которан фиисированнан точ.иа .  

П р  и м  с р 12 .  Решить уравнение 
'1L dx + (у3 + ln x) dy = О, х 

предварительно убедившись , что это есть уравнение в полных диффе­
ренциалах . 
<З Проверим условие ( 16) : 

ар 
_ � ('1L) _ 

1 
ау - ау х - ; • 

aQ а з 1 
- = - (у + ln x) = - . ах дх х 

Условие ( 16) выполнено , следовательно, заданное уравнение есть урав­
нение в полных дифференциалах .  

Найдем фун:кцию и(х, у) . 
П е р  в ы й  с п о с о б. Интегрирун по х при постоннном у равенство 

получим 

аи у 
- = Р(х , у) = - , дх х 

и(х , у) = J � dx + <р(у) = у ln x + <р (у) . ( 18) 

Заметим, что при вычислении первообразной мы здес1. пишем ln х, а не 
ln l x l , та:к 1ши исходное уравнение содержит ln х и, следовательно, имеет 
смысл .лишь при х )> О . 

Подставлнн ( 18) в равенство 
аи ( ) з 
ау = Q х, у = у' + ln х , 

имеем 
lп х + <р1 (у) = у3 + ln х , 
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от:куда 

Положив , например , С1 = О, находим из ( 18) и ( 19) 
1 И(х, у) = y ln x + 4У4 • 

Следовательно, общий интеграл заданного уравнения имеет вид 

В т о р о й  с п о с о б : 

1 y ln x + -у4 = С. 4 

(х , у) 

И(х , у) =  / ; dx + (y3 + 1n x) dy . 
(хо ,  Уо ) 

Положим, например, ха = 1 , Уа = О. Тогда Р(х, Уа ) = О  и 
у 

И(х , у) = f(y3 + 1n x) dy = �y4 + y ln x . 1> 
о 
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( 19) 

Решить дифференциальные уравнения, предварительно убе­
дившись , что они являются уравнениями в полных дифферен­
циалах :  

10.96. ( 2х + у) dx + (х + 2у) dy = О . 

10.97. ( 10ху - 8у + 1 ) dx + (5х2 - 8х + 3)  dy = О . 

10.98. (Зх2 + бху - 2у2 ) dx + (Зх2 - 4ху - Зу2 ) dy = О . 

10.99. (у + :2 ) dx + ( х - :2 ) dy = О .  

10.100. Зх2 : у dx - 2хз + х; + 2уз dy = О . у у 
10.101 .  ( 

J 
х + у) dx + (х + 12 - J 

у ) dy = О . х2 _ у2 у х2 _ у2 
10.102. (2х - уе-х ) dx + е-х dy = О . 

10.103. (2х + exfy ) dx + (i - �) е�/у dy = О. 
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10.104. 2:r; cos2 у dx + (2у - з:2 sin 2у) dy = О . 

10.105. ( siн у - у siп х + ;. ) dx + ( х cos у + cos х - �) dy = О .  

8 .  Теор ема о суще ствовании и едm1ствеЮ1ости решения. Особые р е-
шения. Зада•tей Коши для дифференциального уравнения у' = f (x , у) 
называется задача об отыснании частного решениn этого уравнения, удо­
влетворяющего заданному начальному условию у (х0 ) = у0 .  

Т е о р е м  а 1\ о ш и .  Если в дифференциальном уравнении у' = 
= f (x , у) функци.я f ( .т , у) пепрерывна в иекоторой области D 1\лос­
кости Оху и имееп� в этой области огртш•tениую 'tастиую про­
изводную f� (x , у) , то дл.я любой то1tки (:1:0 , у0 ) Е D в некоторо.м 
и·нтервале х0 - li � х � х0 + li существует и притом едииствениое 
решеиие у (х)  этого уравнен и.я, удовлетвор.яющее нa'taльuoJ.ty условию 
у (хо ) = Уо · 

Геометричесни это означает , что через наждую точну М области 
D проходит одна и тольно одна интегра.Тiьная нривая уравнения у' = 
= f (x , у) . 

Точии области D, в ноторых нарушаетсn единственность решения 
задачи 1\оши, называютс11 особыми то'tками дифференциального урав­
нения. 

Решение (интегральнаn 11ривая) уравнени11 у' = f (x , у) , в наждой 
точие ноторого нарушаетс11 единственность решениn задачи I�оши, на­
зьшается особым решением ( о собой интегральной кривой) этого урав­
нени11 . Особое решение не может быть получено из общего ни при иаиих 
значениях С (вилючая и С =  ±оо) . 

Огибающая семейства интегральных нривых, определяемых общим 
решением у = ip(x, С) или общим интегралом Ф (х ,  у, С) = О, явлнется 
особой интегральной 11ривой . Она находитсn путем иснлюченин , если 
это возможно, параметра С из системы двух уравнений 

{ у = ip(x , С) , 
О = ip(: (x , С) или { ; (х ,  у, С) : о , 

Фс (х , у ,  С) - О . 

Найденную таним путем фуннцию следует подставить в данное диффе­
ренциальное уравнение и убедитьс11, что она 11вл11етсн его решением. 

П р  и м  е р  13 . Найти область , в 1юторой уравнение 

у' = xJl - у2 

имеет единственное решение. 
<J Здесь f(x , у) = х� -·- фу1шция, непрерывнан при l v l � 1 ;  

ху частна11 производнап f� (x, у) = - � ограничена при l x l  � М 
v 1 - у2 

и I Y I  � а < 1 .  Следовательно , данное уравнение имеет единственное 
решение в любом пр11моугольниие D = { (:с , у) 1 lx l � М, I Y I  � а < 1 } .  1> 
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П р  и м  е р  14 . Найти особью решения уравнения 

у' = � , 
зная его общее решение у = sin ( .т + С) , l x + CI ::;; 7Г /2 . 
<J Составим систему уравнений 

у = sin (х + С) , 
О = cos (x + С) , 
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Исилючая С, найдем две фующии у = ±1 , иоторыс , очевидно, являются 
решениями данного уравнения и не получаются из общего решения ни 
при наиих значениях С. Следовательно, у = ±1  - особые решения . t> 

Найти области существования и единственности решения для 
дифференциальных уравнений: 

10.106. у' = :r:2 - у2 . 10. 107. у' = _Jj_ .  у - х  
10.108. у' = 1 + tg y . 10.109. у' = х2 + Jx - у2 . 
Найти особые решения следующих дифференциальных урав­

нений, зная общие решения (там, где это у1шзано) . 

1 2Jy 
10.110.  у = -. х 
10. 1 11 .  у' = 4xJy-=-l; у =  (х2 + С)2 + 1 .  
10.112 .  ху'2 + 2ху1 - у = О ;  ( у  - С)2 = 4Сх. 

х2 х2 
10 .113 .  у = у'2 - ху' + 2;  у = Т + Сх + С2 . 

9. Уравнеюш, не разрешенные относительно пр оизводной. Пусть 
дифференциаш,ное уравнение F(x, у, у ' ) = О разрешимо либо относи­
тельно искомой фующии, т. е. имеет вид У =  f(x, у' ) ,  (20) 
либо относительно аргумента, т . е . записываегсп в виде 

х = f(y , у' ) . ( 2 1 )  

Тогда оно интегрируетсп путем введения ш1раметра р = у' . Уравнения 
(20) и ( 2 1 )  переходят в алгебраичесиие уравнения, дифференцируп ио­
торые соответственно по х или по у, получим системы уравнений 

дf дf dp 
{ У =  f (x , р) , 
р = - + - · ­дх др rlx 

или 

Из этих систем находитсп соответственно общее решение уравнения 
(20) или (21 )  в явном или параметричесном виде . 
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П р  и м  е р  1 5 . Решить уравнение 
у =  у'2 + ху' - х. 

<J Введем параметр р = у' . Тогда 

у = р2 + х(р - 1 ) .  
Дифференцируя это равенство по х ,  получим 

или 

· dp dp р = 2р- + р - 1 + х- ,  dx dx 

dp = -
1
-dx 2р +  х 

Запишем последнее уравнение в форме 
dx 
dp = х + 2р. 

Это линейное уравнение, его общее решение: 
Х = С еР - 2 (р + 1 ) .  

Подставляя выражение (23) в формулу (22) ,  получим 

у =  СеР (р - 1) - р2 + 2 . 

(22) 

(23) 

(24) 

Система соотношений (23) и (24) определяет общее решение исходного 
уравнения в параметричесиой форме: 

х = СеР - 2 (р + 1 ) ,  у =  СеР (р - 1 ) - р2 + 2 . t> 

П р  и м  е р  16 . Решить уравнение 
, 2 у х = у  + - . у' 

<J Полагая р = у' , имеем 
х = р2 + У- . 

р 
Дифференцируем это равенство по у : 

или 

1 dp 1 у dp - = 2р- + - - -- , 
р dy р р2 dy 

dp (2р - .JL) = о .  dy р2 
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Отсюда 
зfl Р1 = С И Р2 = У 2,У ·  

Подс11авляя поочередно оба результата в выражение для х, найдем общее 
решение -

и решение 
у =  Сх - С3 

2 у =  --хЗ/2 
зJЗ , 

ноторое ,  1шн легно убедиться, является особым. !> 

Решить дифференциальные уравнения: 
10.114. у = у'2 + 4у'3 • 10.115 .  у = у' Ji + у12 • 

,2 
10.116 .  у = (у' - 1 ) еУ' . 10.117. у = У

2 
+ 2ху' + х2 . 

10.118 .  х = у'3 - у' + 2 . 10.119 .  :z: = у' cos y' . 
у 1 

10.120. х = 2у' - ln y' . 10.121 .  х = 1 + 2 · у у' 
Частным случаем уравнений вида (20) является тан называемое 

уравнение Лагранжа 
у =  xf (y' ) + <р(у' ) , (25) 

ноторое при f(y' ) = у' называют уравнением K.ttepo. Введением пара­
метра р = у' уравнение (25) приводится н виду 

У = xf (р) + <р(р) 
в случае общего уравнения Лагранжа и R виду 

у =  хр + <р(р) 
в случае уравнения Клера . 

Уравнение Лагранжа имеет особые решения 
у = xf (po ) + <р(ро ) , 

где Ро - любой из :корней уравнен�я f(p) = р. 
Уравнение Нлеро имеет общее решение 

у = Сх + <р(С) 
и особое решение 

х = -<р' (р) , у =  -<р' (р)р + <р(р) , 
являющееся огибающей семейства интегральных :кривых (26) . 

(26) 

(27) 
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Таним образом, можно сформулировать следующее п р  а н т и ч  е с н о  е 
п р  а в и л  о. Заменив в уравнении 1\леро символ у' символом С, мы сразу 
получаем общее решение (26) .  Дифференцирун его по С и иснлючан С 
из системы двух уравнений (общего решенин и результата дифференци­
рованин) , получаем особое решение (27) . 

П р  и м  е р  17 . Решить уравнение Лагранжа 
, 2 / у = ху + у . 

<J Полаган у' = р, найдем 
У = хр2 + р. 

Дифференцирун это равенство по х, получим 

или 

2 dp dp р = р + 2хр dx + dx ' 

dx 2р 1 - = x --- + ---

dp р - р2 р - р2 . 

Это линейное уравнение имеет общее решение 
1 х = ( 1 - p) 2 (C + ln lp l - p) ,  

подставшш ноторое в формулу длн у получаем общее решение исходного 
уравненин в параметричесной форме : 

С + ln lpl - р х = ( 1 - р) 2 ' 
(С +  ln IP I - р)р2 у = ( 1 ....:. р)2 + р. 

!\роме того , уравнение имеет особые решенин у = О и у 
соответствующие норн11м р1 = О и р2 = 1 уравненин р2 = р. t> 

П р  и м  е р  18 . Решить уравнение 
1 ,4 у = ху - у  . 

х + 1 ,  

<J Данное уравнение имеет вид (25) при f (у ' ) = у ' ,  т .  е .  нвлнетсн урав­
нением I\леро .  Следун прантичесному правилу , получаем общее решение 

у = Сх - С4 • 
Иснлючан, далее ,  параметр С из системы уравнений 

у = Сх - С4 , 
о =  х - 4С3 , 

получим особое решение 
3 У = --х4fз t> 

4?14 
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Решить дифференциальные уравненин: 
1 + у'2 1 1 

10.122.  у =  х 1 10.123. у =  2ху + 2 · 2у у' 
1 

10.124. у =  ху'2 + у'3 . 10.125. у =  2 (ху' + y' ln y' ) . 

10.126. у = ху' - .!.. . 10.127. у = ху' + у' + .Jil. 
у' 

10.128. у =  ху' - еУ' . 10.129. у =  ху' + cos у' . 
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10. Смешанные задачи на диф ференциальные уравнения 1-ro 
порядна. 

Определить типы дифференциальных уравнений и уназать в 
общем виде методы их решенин: 

у' -х2 2х2 
10.130. sin x3 = е У • 10.131 .  Jx2 - у2 = -----

у - Зх + ху' 
10.132.  1 + х + ( 1 + х2 ) (ех - е2Уу' ) = О. 
10.133.  2y' ( l - х2 ) - ху - 2ху2 + 2х3у2 = О. 
10.134. у dx + (2х - у2 ) dy = О. 

10.135.  (; - х + у2) dx + (2ху + у  - ;:2) dy = О. 

10.136. у dx + (х - 2vxy) dy = О . 
10. 137. (х2 + у2 + 1 ) dy + xy dx = О . 
10.138.  у' = sin (y - x) . 

у' - ах 
10.139. х = агссоs -'---­у 

2 . у' - уех SIП X 
10. 140 . .jY = 2 1 

. 
х + 2х -

Решить дифференциальные уравненин: 
10.141. у' + ху = х3 . 10.142. (х - у) dy - y dx = О. 
10.143. (х cos 2у + 1 ) dx - х2 sin 2у dy = О. 

2 1 1 - 2х 
10.144. у' = у tg х - у cos х . 10.145. у = --2 - . 

10.146. 2у dx + (у2 - бх) dy = О. 
10. 147. (хуех/у + у2 ) dx � х2ех/у dy. 
10.148. (ху2 + х) dx + (у - х2у) dy = О. 
10.149. (2х3 - ху2 ) dx + (2у3 - х2у) dy = О. 
10.150. ху' + у =  y2 1n x . 
10.151 .  Зх + у  - 2 + у' (х - 1) = О. 

у 
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' х + у  ' 10.152 .  у = -- . 10.153. у cos x - y sin x  = sin 2x. х - у 
10 .154. (2х + ln y) dx + (� + siп y) dy = О. 

10.155 .  у = ху' - ln у' . 10.156. у' = 1 
2 3 . ху + х у 

10 .157. ( х - y sin �) dx + x sin ; dy = О. 

10.158* . ху' = х2е-У + 2 .  10.159. (2хеУ + у4 )у' = уеУ . 
10.160* . ( 1 + у2 ) dx = ( Jl+Y2 cos у - ху) dy . 

10. 161 .  ( 2 
у 

2 - 1) dx -
-
2 

х 
2 dy = О .  х + у  х + у  

, 2у 2Jy ,2 / х2 
10.162.  у + - = -.-2- . 10.163. у =  у + 2ху + -2 . 

Х Slll Х 
10.164* . (х - 2у3 ) dx + 3у2 (2х - у3 ) dy = О. 
1 1 .  Геометричесние и физичесние задачи, приводтцие н р ешеmпо 

диф ференциаJIЬных уравнений 1-го порядна. В задачах геометрии, в но­
торых требуетсR найти уравнение :кривой по заданному свойству ее наса­
тельной, нормали или площади нриволинейной трапеции, используютсR 

у 

о s, х S11 х 

Рис. 50 

геометричсс1юе истолнование производной (угловой ноэффициент наса­
тельной) и интеграла с переменным пределом (площадь нриволинейной 
трапеции с подвижной ограничивающей ординатой) , а танже следующие 
общие форму.'IЬI длR определениR длин отрез:ков насательной t, нормали 
п, под:касательной St и поднормали Sn (рис. 50) : 
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П р  и м  е р  19 .  Найти уравнение иривой, проходнщей через начало 
иоординат, если в иаждой ее точие М(х, у) подиасательнан St в k раз 
меньше поднор,мали Sn · 
<J Пусть у = f (x) - уравнение исиомой иривой. Использун выраженин 
подиасательной St и поднормали sn , мы сразу получаем дифференциаль­
ное уравнение 

I YY1 I = k 1 :, , , 
или 

(у' ) 2 = k. 
Интегрирун это уравнение и учитыван начальное условие у (О) = О , по­
лучим исиомые уравненин 

у = ±Vk · x 
(две прнмые) . [> 

П р  и м  е р  20 . Найти уравнение иривой, проходнщей через точиу 
( 1 , 1 ) ,  если длн любого отрезиа (1 , х] площадь ириволинейной трапеции, 
ограниченной соответствующей дугой этой иривой , на 2 больше удвоен­
ного произведенин иоординат точии М(х, у) иривой (х > О , у >  О) . 
<J Согласно условию задачи имеем 

х 

j y(t) dt + 2 = 2ху(х) . 
1 

Дифференцирун это равенство по х, получаем дифференциальное урав­
нение у = 2 (у + ху' ) ,  или 

у' = _.lL. 2х 
Интегрирун это уравнение и учитыван начальное условие y ( l ) = 1 , най­
дем уравнение исиомой иривой: 

1 у =  .;х · [> 

10.165. Найти уравнение кривой, проходящей через точку 
(J2, О) , если сумма длин ее касательной и подкасательной равна 
произведению координат точки касания. 

10.166. Найти уравнение кривой, проходящей через точку 
( 1 ,  2 ) ,  если ее подкасательная вдвое больше абсциссы точки ка­
сания. 

10.167. Найти уравнение кривой, проходящей через точку 
( 1 /2 , - 1 ) ,  если длина отрезка полуоси абсцисс, отсекаемого ее ка­
сательной, равна квадрату абсциссы точки касания. 

10.168. Найти уравнения кривых , у которых длина отрезка 
нормали постоянна и равна а. 
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10.169.  Найти уравненюr иривых, у rюторых поднормаль имеет 
постоянную длину а .  

10 .170 .  Найти уравнение r'ривой, проходящей через точну 
(О , 2) , если площадь нриволинейной трапеции, ограниченной ду­
гой этой привой , в два раза больше длины соответствующей дуги. 

10 .171 .  Найти уравнение нривой, проходящей через точну 
( 1 , 1 /2) , если для любого отрезна [ 1 ,  х] площадь нриволинейной 
трапеции, ограниченной соответствующей дугой этой нривой, на 2 
больше отношения абсциссы х нонцевой точrш 1\ ординате. 

10 .172 .  Найти уравнение нривой, проходящей через точну 
(О ,  3 ) ,  если поднасательнан в любой точие равна сумме абсциссы 
точrш пасанин и расстопнин от начала 1\Оординат до точrш насанил у (ограничитьсп рассмотрением случан - > О) .  у' 

10 .173 .  Найти уравнение 1'ривой, проходпщей через точну 
( 1 , О) , если длина отрезиа оси абсцисс, отсеиаемого ее нормалью, 
на 2 больше абсциссы точrш rшсания. 

10 .174. Найти уравнение нривой, проходящей через начало но­
ординат, если для любого отрсзпа [а, х] площадь r>риволинейной 
трапеции, ограниченной соответствующей дугой этой нривой, рав­
на нубу ординаты ионцевой точrш дуги. 

10 .175 .  Найти уравнение привой, проходящей через точиу с 
полпрными rшординатами r = 2 , <р = О, если угол а между ее 
иасательной и радиус-вентором точ1ш иасанип есть постопннш1 ве­
личина : tg а = а .  

10 .176 .  Найти уравнение нривой, проходпщей через точну 
( 1 , 1 ) ,  если длина отрезr>а оси абсцисс, отсенаемого любой ее на­
сательной, равна длине этой насательной. 

10 .177. Найти уравнение привой, проходящей через точиу 
(3 , 1 ) ,  если длина отрезна , отсенаемого любой ее иасательной на 
оси ординат ,  равна поднормали. 

10. 178 .  Найти уравнение иривой, проходпщей через начало 1ю­
ординат, если середина отрезпа ее нормали от любой точ1ш 1'ривой 
до оси Ох лежит на параболе 2у2 = х . 

10.179.  Найти уравнение нривой, проходящей через точиу 
( 1 , О) , если площадь трапеции, образованной иасательной, осRми 
ноординат и ординатой точни иасания, постоRнна и равна 3 /2 .  

10 .180 .  Найти уравнение нривой, проходящей через точr>у 
(О , 1 ) ,  если площадь треугольнииа , образуемого осью абсцисс, па­
сательной и радиус-веитором точrш иасанип, постоянна и равна 1 .  

10. 181 .  Найти уравнение r>ривой, проходящей через точl\у 
( 1 ,  2) , если произведение абсциссы точ1ш ш1сания на абсциссу 
точ1ш пересечения нормали с осью Ох равно удвоенному 1\Вадрату 
расстоннип от начала rюординат до точ1ш пасанин. 
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10.182. Найти уравнение :кривой, проходящей через точ:ку с по­
ш:rрными I{ООрдинатами r = 7Г, <р = 7Г /2 ,  если площадь ссr\тора ,  
ограниченного этой нривой, полнрной осью и переменным поляр­
ным радиусом, в шесть раз меньше нуба полярного радиуса . 

Ортогональными траектори.ями длн однопараметричес1юго семей­
ства S1 линий у = Ф (х , а) называется другое семейство S2 линий, Rото­
рые пересеRают линии первого семейства под прямым углом. 

П р  и м  е р  2 1 .  Найти ортогональные траентории семейства Rубиче­
с1шх парабол у = ах3 . 
<J Найдем дифференциальное уравнение данного семейства, иснлючан а 
из системы уравнений 

у =  ах3 , 
у' = 3ах2 . 

Получим у' = Зу/х . Дифференциальное уравнение rемейства ортого­
нальных траеRторий есть 

Его общий интеграл 

1 х у = - ­Зу 

х2 + Зу2 = с2 

явлFJется уравнением семейства ортогошшьных траенторий (эллипсов) . [>  
Найти ортогональные 

(а - параметр ) : 
10.183.  ау2 = х3 . 
10.185.  х2 - 2у2 = а2 . 

траентории данных семейств нривых 

10.184. у = ах2 . 
10.186. у = ае2х .  

При составлении дифференциальных уравнений 1-го порнд1ш в физи­
чесних задачах часто применнется метод дифферен'Циалов, по ноторому 
приближенные соотношения между малыми приращениями величин за­
меняются соотношени11ми между их дифференциалами. Та�шн замена 
не отражается на р езультатах ,  тан RaR дело сводитсн н отбрасыванию 
бесRонечно малых высших порядRов. Другим методом составления диф­
ференциальных уравнений нвляетс11 исполr..зование физичесRого смысла 
производной нан с1юрости протенани11 процесса. 

П р  и м  е р  22. В резервуаре первоначально содержитс11 А RГ вещества , 
растворенного в В литрах воды. Затем наждую минуту в резервуар по­
ступает М литров воды и вытеRает N литров раствора (М � N) , причем 
однородность раствора достигается путем перемешивани11. Найти массу 
вещества в р�зервуаре через 1' минут после начала процесса . . 
<J Обозначим через x(t) массу вещества в резервуnре в момент времени t 
и через х + дх - в момент времени t + дt (время измер11ется в минутах ,  
момент времени t = О соответствует началу процесса) . Заметим, что 
дх < о. при дt > О ( т .  е . раствор «обедняется» ) . 
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Пусть V(t) - объем смеси в момент t : 
V (t) = B + Mt - Nt. 

1\онцентрацин вещества в момент времени t равннетсн, очевидно, x/V . 
За бесионечно малый отрезои \времени (t , t + Лt] масса вещества из­
меннетсн на бесионечно малую величину Лх , длн иоторой справедливо 
приближенное равенство 

х Nx Лх 
� 

- V NЛt = - в + (М - N)t
лt .  

3аменнн приращенин Лх и Лt дифференциалами dx и dt , получаем диф­
ференциальное уравнение: 

Nx dx = - В + (М - N)t 
dt .  

Интегрирун то уравнение с разделнющимисн переменными и считан 
М > N, найдем общее решение: 

с x (t) = . 
(В + (М - N)t(/(M-N) 

Использун начальное условие х = А при t = О ,  найде\\-1 частное решение: 
( В ) N/(M-N) 

x (t) = А  В + (М - N)t 
Полаган t = Т, получим ответ : 

( В ) N/ (M-N) 
х (Т) = А В + (М - N)T 

Случай М = N требует отдельного рассмотренин (см. задачу 10 . 195) . 1> 

10.187. Скорость охлаждения тела пропорциональна разности 
температур тела и окружающей его среды (закон Ньютона ) . Найти 
зависимость температуры Т от времени t ,  если тело, нагретое до 
То градусов, внесено в помещение, температура которого посто­
янна и равна а градусам. 

10.188. Через сколько времени температура тела , нагретого до 
100 ° С , понизится до 25 ° С, если температура помещения равна 
20 °С и за первые 10 мин тело охладилось до 60 °С? 

10.189* . Замедляющее действие трения на диск, вращающийся 
в жидкости ,  пропорционально угловой скорости вращения. Найти 
зависимость этой угловой сворости от времени, если известно, что 
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диси, начавший вращаться со сиоростью 5 об/с ,  по истечении двух 
минут вращается со сиоростью З об/с. Через с1юльио времени он 
будет иметь угловую сиорость 1 об/с? 

10.190. Сиорость распада радия пропорциональна наличному 
его :количеству . В течение года из :каждого грамма радия распада­
ется 0 ,44 мг . Через сиольио лет распадется половина имеющегося 
:количества радия? 

10.191 * .  Сиорость истечения воды из сосуда через малое отвер­
стие определяется формулой v = 0,6J2jjh, где h - высота уровня 
воды над отверстием, g - усиорение свободного падения (принять 
g = 10 м/с2 ) . За :каиое время вытечет вся вода из цилиндричес:кого 
ба:ка диаметром 2R = 1 м и высотой Н = 1 ,5 м через отверстие в 
дне диаметром 2r = 0,05 м? 

10.192* . :Количество света , поглощаемого при прохождении че­
рез тон:кий слой воды, пропорционально :количеству падающего 
света и толщине слоя. Зная, что при прохождении слоя воды 
толщиной 2 м поглощается 1/3 первоначального светового потоиа , 
найти, :каиая часть его дойдет до глубины 12  м. 

10.193. Лод:ка замедляет свое движение под действием сопроти­
вления воды, :которое пропорционально с:корости лод1ш. Началь­
ная с:корость лод1ш 1 ,5 м/с, с:корость ее через 4 се:кунды 1 м/с .  
:Когда с:корость уменьшится до 1 см/с? :Ка:кой путь пройдет лод:ка 
до останов:ки? 

10.194* . Пуля, двигаясь со сиоростъю vo = 400 м/с ,  пробивает 
стену толщиной h = 20 см и вылетает, имея с:корость 100 м/с .  По­
лагая силу сопротщшения стены пропорциональной :квадрату сио­
рости движения пули, найти время прохождения пули через стену . 

10.195. В бане находитсн 100 л раствора ,  содержащего 10  :кг 
соли. В ба:к вливается вода со с:коростью 5 л/мин, и смесь выте:кает 
из него с той же с1юростью. Однородность раствора достигается 
путем перемешивания. С:коль:ко соли останется в ба:ке через час? 

10.196. Не:которое вещество преобразуется в другое вещество 
со с:коростью, пропорциональной массе непреобразованного веще­
ства . Если масса первого есть 3 1 ,4 г по истечении одного часа и 
9 ,7 г по истечении трех часов, то определить : а ) массу вещества в 
начале процесса ; б) через сиоль:ко времени после начала процесса 
останется лишь 1 % первоначальной массы исходного вещества? 

·. 10.197* . В помещении цеха вместимостью 10 800 м3 воздух со­
держит 0 , 12% углеиислоты. Вентиляторы доставляют свежий воз­
дух ,  содержащий 0 ,04% угле:кислотЪ1, со с:коростью 1500 м3 /мин. 
Предполагая, что угле:кислота распределяется по помещению рав­
номерно в 1шждь1й момент времени, найти объемную долю угле­
:кислотъ1 через 10  мин после начала работы вентиляторов. 
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10. 198 .  Сила тш�а i в цепи с сопротивлением R, индуптивностью 
L и напрпжением и удовлетворнет уравнению 

L
di н ·  
dt + i = и. 

Найти силу то:ка i в момент времени t, если u = E sin wt и i = О  
при t = О  (L ,  R, Е, w - постоннные) . 

§ 2 . Диф ференциальные уравнения высших nорядвов 
1. Основные понятия. Теорема Коши. Дифференциальное уравнение 

n-го порящш имеет вид 

или 
F( 1 11 (п) ) О х, у ,  у ' у ' . . .  ' у = 

У (п) = f (x, у ,  у' , . . .  , У (п- 1 ) ) .  

( 1 ) 

(2) 

Задшчей Коши для дифференциального уравнениn (2 ) называетсn 
задача отыс1шния р ешения у (х) , удовлетворяющего заданным началь­
ным условиям 

( )  ' ( )  1 ( п- 1 ) ( )  (п- 1 ) У Хо = Уо , У Хо = Уо , · · · , У Хо = Уо · (3) 
Общим решением уравнения ( 1 ) или (2) называется таиая фуниция 

у = ср(х , С1 , . . .  , Сп ) ,  иоторая при любых допустимых значениnх пара-
метров С1 , . . .  , Сп является решением этого дифференциального урав-
нения и для любой задачи Ноши с условиями (3) найдутся постоянные 
С1 , С2 , . . .  , Сп , определяемые из системы уравнений: 

Уравнение 

Уо = ср(хо , С1 , . . .  , Сп ) ,  
УЬ = ер' (хо , С1 , . . .  , Сп ) ,  

(п- 1 ) (п- 1 ) ( С С ) Уо = 'Р Хо , 1 , · · · , п · 

Ф(х, у ,  С1 , . . .  , Сп ) = О , (4) 
определяющее общее решение иан неявную фуницию, называется общим 
инте2ралом дифференциального уравнения. 

Т е о р е м а  о с у щ е с т в о в а н и и  и е д и н с т в е н н о с т и  р е­
ш е н  и я з а д  а ч и 1\ о ш и. Если дифференциальное уравнение (2 ) та-
ково ,  11,то функv,и.я f(x ,  у ,  у' , . . .  , у (п- l ) ) в некоторой области D 
изменени.я св оих ар2ументов непрерывна и имеет непрерывные 

дf дf дf " -частные производные ду , ду' , . . .  , ду(п- l ) , то дл.я любои то-чки 
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(хо , уо ,  у0 ,  . . . , y�n- l ) )  Е D существует такой интервал х0 - li < 
< х < хо + h, на котором существует и притом единственное реше­
ние этого уравнения, удовлетворяющее начальным условиям (3) . 

П р и м е р  1 . Поназать , что фуннция у =  С1 ес2"' ,  С1 , С2 Е IR, явлп­
ется решением дифференциального уравнения уу" = у'2 . 
<J Имеем: у' = С1 С2ес2"' , у" = С1 Ciec2"' .  

Подставив выражения у , у' и у" в данное уравнение, получ�м тождество 

Следовательно, фуннция у = С1 ес2х есть решение данного уравнения. t> 
П р  и м  е р  2 . Найти область существования и единственности реше-

ню1 уравнения 
y,/il у" = -- . 
х 

y./il М R <J Фуннция f (х , у , у' ) = и ее частная производная х ду х 
дf у непрерывны при х =/. О, у' ;::: О; частная производнап -8 = 0 у' 2ху у ' 

непрерывна при х =/. О, у' > О . 
Следовательно, данное уравнение имеет единственное решение при 

х =/. о, у' > о . t> 

Найти область существования и единственности решения урав­
нений: 

10.199.  у" = х + Jx2 - у' . 10.200. у" = y1 ln y1 . 
Поназать , что данные выражения при любых действительных 

значениях входящих в них параметров определпют решения со­
ответствующих диф ференциальных уравнений: 

х ! sin t . 10.201. у =  х -
t
- dt + cos x + С1х + С2 ; ху" = sш х .  

о 
10.202. у =  x2 ln x + С1х2 + С2х + Сз ; xym = 2 .  
10.203. еУ sin2 (С1 х  + С2 ) = 2С[ ;  у" = еУ . 
10.204. С1у = sin (C1x + С2 ) ;  уу" + 1 = у12 . 
Поиазать ,  что данные фуниции IIВлRются частными решения­

ми соответствующих дифференциальных уравнений: 
х2 + 1 ,2 " 10.205. у =  -

2
- ;  1 + у  = 2уу . 

10.206. у =  ех ; у2 + у'2 = 2уу" . 
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Путем исилючения параметров вывести дифференциальные 
уравнения семейств следующих линий: 

10.207. Прямых на плосности,  не параллельных оси Оу. 
10.208. Онружностей постоянного радиуса R. 
10.209. Синусоид у =  A sin (x + а) ,  где А и а - параметры. 
10.210.  Парабол с осью, параллельной оси Оу. 
2 .  УраnнеIШя, допус.нающие п01mжеIШе поряд;Rа. Ниже приводятся 

не1юторые виды дифференциальных уравнений п-го порядr.а , допусиаю­
щих понижение порядна . 

а) У р а в н е н и е  в и д а  у(п) = f (x) . Общее решение получается пу-
тем п-иратного интегрирования у =  f dx .! dx . . . f f (x) dx + Pn- l (х) , 

где Рп-1  (х) = C1 xn- l + С2хп-2 + . . . + Сп- 1 Х + Сrн или по формуле 
х 

у =  1 .  
l ) I  f J(t) (x - t) n- l dt + Pn- 1 (х) . 

�п - 1 . 

1 П р  и м  е р  3 .  Найти общее решение уравненип у" = и его 
cos2 х · 

частное решение, удовлетворяющее начальным условиям у ( �) = 
1� 2 ,  

у' (�) = 1 .  
<J Интегрируя первый раз, получаем у' = tg х + С1 . Повторное инте­
грирование дает у =  - ln 1 cos x l + С1 х + С2 . Это и ест1, общее решение. 
Подставив теперь в полученное общее решение и в выражение для первой 

7r ln 2 производной х = "4 и соответственно у = Т и у' = 1 , получим систему 
двух уравнений с неизве<.:тными С1 и С2 . Решив эту систему , найдем 
значения параметров С1 = О  и С2 = О, соответствующие исиомому част­
ному решению, иоторое ,  следовательно, имеет вид у = - ln 1 cos x l . 1> 

б) J' р а в н е н и я в и д а  F(x ,  y(k) , . . . , у (п) ) = О , т . е . уравнения, 
нс содержащие юшо и�.:иомой футщии и ее производных до порядна 
k - 1 1шдючитеJ1ыю. С помощью замены y (k) = р(х) порядои урав­
нения понижаетсп на k единип: F(x, р, р' , . . . , p(n- k ) ) = О. Предпо.rю� 
жим, что для полученного уравнения мы можем найти общее решение 
р(х) = <р(х, С\ , . . . , Сп- k ) · Тогда ис1юмап фующш1 у (х) получается пу­
тем k-иратного интегрирования фующии ip(x, С1 , . . .  , Cn-k ) ·  

П р и м е р  4 .  Найти частное решение уравнения х4у"' + 2х3у" = 1 ,  
у довлетворпющее нача.'lhным условипм у ( 1 )  = � ,  у' ( 1 ) = � , у" ( 1 )  = - 1 . 

dp 
<J 

Данное уравнение не содержит у и 
у' . 

Положим у" = р, тогда у"' = dx , 
4 dp 2 3 1 dp 2 1 э 

и у р авнение Т!JШHV!Ma(' r вид х dx + х р = , или d; + ;Р = х4 • то 
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1 С1 линейное уравнение первого порнд:ка . Его общее решение р = - 3 + 2 .  х х 

Использун начальное условие у11 ( 1 ) = p( l )  = - 1 , получаем С1 = О .  
1 1 Следовательно, у" = - 3 ,  от:куда у' = -2 2 + С2 • Начальное условие х х 

y' ( l ) = 1/2 позволнет определить С2 = О . Интегрирун еще раз, получаем 
1 у = - 2х + Сз , а из условин y ( l ) = 1/2 следует , что С3 = 1 .  Ита:к, 

1 ис:комое частное решение есть у = 1 - 2х (равносторонннн гипербола) . 1> 

в) У р а в н е н и н  в и д а  F(y , у' , . . . , y(n) ) = О, не содержащие нвно . dp независимой переменной. Подстанов:кой у' = р(у) , у" = р dy , у111 = (dp) 2 d2p = р dy + р2 
dy2 , и т. д. порндо:к уравненин понижаетсн на единицу . 

П р и м е р  5 .  Найти общий интеграл уравненин у'у"' - 3у"2 = О . 
dp ( dp) 2 d2p 

<J Положим у' = р(у ) ,  у" = р dy , у"' = р dy + р2 
dy2 . Тогда уравне-

ние преобразуетсн :к виду 

dp 2 а-р 2 dp ( ( ) 2 J2 ) ( ) 2 
р р dy + р dy2 - Зр dy = О .  

Приведн подобные члены и сонратив на р2 (при этом мы тернем решение 
р = О, или у =  С) , получим 

d2p ( dp) 2 
р dy2 - 2 dy = о.  

dp d2p dz · положив здесь dy = z , dy2 = z dp ' придем н уравнению 

dz pz- - 2z2 = О . dp 
dp Со:кратив на z (при этом возможна танже потерн решенин z = dy = О , 

т. е. р = С1 и у = С1 х + С2 , в состав ноторого при С1 = О входит и 
dz 2dp прежнее потерннное решение) , получим - - - = О,  отнуда ln l z l -z р 

dp - ln р2 = ln jC1 j , или z = dy = С1р2 . Интегриру11 последнее уравнение , 
находим 



308 Гл . 10. Дифференциальные уравнения 

Окончательно получим общий интеграл х = С1у2 + С2у + Сз , где С1 = 
· С1 -= - 2 '  С2 = -С2 , т .  е. семейство парабол. Заметим, что последю1н 

запись содержит в себе и решенин у =  С1х + С2 (только при С1 =f. О) .  [> 

) у d G( , (n- 1 ) ) _ о г р а в н е н и я  в и д а  -d х, у , у , . . .  , у - , т . е .  такие х � 

уравнениn, в которых леван часть может быть представлена нак полнан 
производная по х от некоторой фующии G(x, у , у' , . . .  , y(n- l } ) .  Инте­
грируя по х , получим новое уравнение, порндон которого на единицу 
ниже порядка исходного уравненюi. 

П р  и м  е р  6 .  Найти общее решение уравнения 

( 1 + х2 )у" + 2ху' = х3 . 
<З Леван часть уравнения есть полнаn производная по х от функции 

х4 ( 1 + х2 )у' ,  а правая - от фующии 4 ,  т . е . уравнение можно пере-

писать так : ( (1 + х2 )у' ) ' = ( �4 ) 1 • Отсюда интегрированием получаем 
х4 С1 х4 + С1 ( 1 + х2 )у' = 4 + 4 '  или dy = 4( 1 + х2 ) dx. Следовательно, 

! 
х4 + С1 ! ( 1 2 С1 + 1 1 ) у =  4( 1 + x2 ) dx = 4 (х - l ) + -4-x2 + 1  dx 

и, окончательно, 

- С1 + 1 где С 1 = --4- . Это и есть общее решение. t> 

д) У р а в н е н и е  F(x, у , у' , . . .  , y(n) ) = О , о д н о р о д н о е  о т н о с и­
т е л ь н о  ф у н н ц и и  и е е  п р о и з в о д н ы х , т . е .  таное, что 

F(x , ty , ty' , . . .  , ty(n) ) = tkF(x, у, у' , . . .  , y (n) ) ,  t =f. О . 
Подстановкой у' = yz порnдок уравненин понижается на единицу . 

П р  и м  е р  7. Найти общее решение уравнениn хуу" - ху'2 - уу' = О .  
<З Положим у' = yz . Тогда у" = y (z2 + z' ) и уравнение принимает вид 

Сонращая на у2 (при этом получаетсн решение у =  О) ,  находим xz' - z  = 
dz dx у' = О , или - - - = О, откуда z = С1х . Так нан z = - , то приходим к z х у 
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dy С1 х2 

уравнению у' = С1 ху , или - = C1x dx, отиуда ln IY I = -2- + ln IC2 I , у 
или у = С2ес1 х2 (где С1 = С1 /2) - это и есть общее решение. Заметим, 
что при С2 = О в этой записи содержитс11 и решение у = О , иоторое было 
нами потеряно при соиращении на у2 • t> 

D неиоторых случаях найти решение в виде явной или не11вной фуни­
ции затруднительно, однано удается получить решение в параметриче­
сной форме. 

П р и м е р  8 . Найти общее решение уравненип y" ( l + 2 ln y' ) = 1 .  
dp dp 

<1 Положим у' = р, у" = dx . Уравнение примет вид dx ( 
1 + 2 ln р) = 1 , 

или dx = ( 1 + 2 lnp) dp, отнуда х = -р + 2p lnp + С1 . Тан наи dy = p dx , 
то находим dy = p( l + 2 lпр) dp, отнуда у =  р2 lпр + С2 • Общее решение 
получаем в параметричесном виде: 

x = p(- 1 + 2 1np) + C1 , y = p2 1np + C2 . t> 

Решить дифференциальные уравнения, используя методы по­
нижения порядиа : 

11 1 
10.211 .  у = 

1 + х2 . 

IV 1 
10.213. у = - . 

х 
10.215. х2у" = у'2 . 
10.217. у" + у' tg х = sin 2х. 
10.219. 2уу" = 1 + у'2 . 

10.221 .  у" + 2ху'2 = О. 
1 

10.223. ху" = у' ln 
у 

. 
х 

10.212. у" = х + sin х .  

10.214. ху111 = 2х + 3 . 

10.216. у" - 2уу1 = о .  
10.218. ху" - у' = ехх2 . 
10.220. уу" + у'3 = у'2 • 

1 
10.222. ху" - у' - х sin '!!__ = О .  

х 
10.224. х3у" + х2у' - 1  = О .  

10.225. ( 1  - х2 )у" + ху' - 2 = О. 10.226. (1 + ех )у" + у' = О .  
10.228. х2у111 = у"2 . 10.227. у111 = 2 (у" - 1 ) ctg х.  

10.229. у111 = у112 • 

11 1 
10.231. у = Jy' 
10.233. уу" + у - у'2 = о. 

10.235. у" tg у = 2у'2 . 

. 2 10.230. (2у + у' )у" = у' . 

10.232. у3у" + 1 = О .  

10.234. уу" - 2уу' ln  у - у'2 = О .  
10.236. (у  - 1 )у" = 2у'2 . 
10.238. уу" + у'2 = х .  10.237. ху111 + у" - х - 1 = О .  

10.239. у"  = 
у -:у' 

х 
у"2 - у' у"' 1 

10.240. 2 - х2 
. 

у' 
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10.241 * . х2уу" = (у - ху') 2 • 
10.242. ху' (уу" - у'2 ) - уу'2 = х4уз . 
10.243. хуу" + ху'2 = 2уу' . 10.244. 2уу11 - Зу'2 = 4у2 . 
Найти частные решения диф ференциальных уравнений, удо-

влетворяющие заданным начальным условиям: 
10.245. у" = хех , у (О) = 1 ,  у' (О) = О. 

111 ln х 
( ) , ( ) " ( ) 10.246. у = -

2 
' у 1 = о, у 1 = 1 ,  у 1 = 2 .  

х 
у' х2 

10.247. у" = - + , , у(2) = о, у' (2) = 4 .  
х у 

10.248. ( 1  + х2 )у" + у'2 + 1 = О, у (О) = у' (О) = 1 .  
10.249. у" = е2У , у (О) = О, у' (О) = 1 .  
10.250. у" cos y + у'2 sin y - у' = О ,  у (- 1 )  = � ' у' ( - 1 )  = 2 .  

у" 2уу' 1 10.251 .  1f = 
1 + у2

, у (О) = О , у (О) = 1 .  

10.252. уу" - у'2 = у2 , у (О) = 1 ,  у' (О) = О. 
10.253. уу" = 2ху'2 , у(2)  = 2 ,  у' (2)  = 0,5 . 
10.254. 2уу" + у2 - у'2 = О, у (О) = у' (О) = 1 .  
10.255. Найти интегральную иривую уравнения уу'у" = у'3 + 

+ у"2 , иасающуюся в начале ноординат прямой х + у = О .  
10.256. Найти интегральную иривую уравнения уу" +у'2 -1  = О , 

проходящую через точиу Мо (О , 1 )  и иасающуюся в этой точие пря­
мой х + у = 1 .  

Найти общие решения дифференциальных уравнений в пара­
метричесиой форме: 

10.257. (х + 2у' )у" = 1 .  
10.259. ( 2  + у' ) еУ' у" = 1 .  

10.258. у"2 - 2у' у" + 3 = о .  

10.260. (Зу - 2у') у" - у'2 = О .  
10 .26i .  Найти уравнение иривой, иасающейся оси абсцисс в 

начале но ординат, если ее иривизна в любой точие равна cos х 
( -1Г/2 < х < 1Г/2) . 

10.262. Найти уравнения иривых, у иоторых радиус иривизны 
в любой точие равен длине отрезиа нормали, заилюченного между 
этой точной и осью абсцисс, если нривая: 

а )  вогнута вверх ; б) вогнута вниз. . 
10.263* . Найти уравнения иривых , у иоторых радиус нривизны 

в любой точие вдвое больше длины отрезна нормали, занлюченного 
между этой точной и осью абсцисс, если известно, что иривая: 

а )  вогнута вверх ; б) вогнута вниз. 
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10.264. Найти форму гибиой однородной нерастяжимой нити 
с за:ирепленными ионцами, находящуюся в равновесии под дей­
ствием силы тяжести, если линейная плотность нити равна q (го­
ризонтальная проеиция силы натяжения нити Н = const ) .  Распо­
ложить нить таи ,  чтобы вершина иривой совпадала с точиой (а ,  О ) , 
где а = H/qg . 

10.265. Гибиая тяжелая однородная нерастяжимая нить в поло­
жении равновесия подвергается натяжению, пропорциональному 
переменной площади ее поперечного сечения. Найти форму нити, 
если линейная плотность нити равна q (горизонтальная прое:иция 
силы натяжения нити Н = const) .  Расположить нить таи ,  чтобы 
нривая проходила через начало иоординат и имела в ней горизон­
тальную иасательную. 

10.266. Тело массы т движется прямолинейно под действием 
постоянной силы F. Найти с:иорость движения тела и пройденный 
им путь нан фунюiии времени, если в начальный момент они оба 
равны нулю, а сопротивление среды пропорционально нвадрату 
с:иорости. 

10.267* . Мяч массы 400 г падает с высоты 16 ,  7 м без начальной 
с:иорости. Сопротивление воздуха пропорционально :ивадрату сио­
рости мяча и равно 0 ,0048 Н при сноростй 1 м/с. Вычислить время 
падения и снорость мяча в ионце падения. Принять g = 10 м/с2 . 

10.268. Тело массы т поднимается вертинально вверх с началь­
ной с:иоростью vo .  Полагая сопротивление воздуха пропорциональ­
ным нвадрату снорости тела (ноэффициент пропорциональности 
k > О) , найти высоту подъема тела и снорость , с ноторой оно вер­
нется в исходное положение, а таиже время подъема и спусиа тела . 

10.269* . Мяч массы 400 г брошен вверх со с:иоростью 20 м/с. 
Вычислить время подъема мяча и наибольшую высоту подъема, 
если сопротивление воздуха пропорционально нвадрату с:иорости 
мяча (:иоэффициент пропорциональности k > О) , причем оно равно 
0 ,0048 Н при снорости 1 м/ с . Принять g = 10 м/ с2 . 

10.270. Найти за:ион прямолинейного движения материальной 
точ:ии массы т под действием оттал:иивающей силы, обратно про­
порциональной :иубу расстояния от точни до неподвижного центра 
(:иоэф фициент пропорциональности k > О) . В начальный момент 
точна находится в поное и отстоит от центра на расстояние хо .  

10.271. Материальная точ1�а массы т движется прямолинейно 
н неподвижному центру , притягивающему ее с силой, обратно про­
порциональной -кубу расстояния от центра (ноэф фициент пропор­
циональности k > О) .  Найти занон движения, если оно начинается 
с состояния по:иоя, ногда точна отстоит от центра на расстояние хо .  
Определить время, по истечении :иоторого точна достигнет центра .  
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10.272. Ранета движется верти:кально вверх под действием силы 
отдачи от истечения газов. Масса ра:кеты изменяется в зависимо­
сти от времени по за:кону т = morp(t) , где то = const (за:кон сго­
рания тоnлива) .  Относительная с:корость истечения газов посто­
янна и равна ио . Начальная с:корость ра:кеты у поверхности Земли 
равна нулю. Найти высоту подъема ра:кеты :ка:к фун:кцию времени, 
если сопротив.riение воздуха не учитывается. Рассмотреть та:кже 
частный случай, :когда т = mo ( l - at) , и вычислить для этого 
случая ,  на :ка:кую высоту поднимается ра:кета через 10 с ,  30 с и 50 с 
при и0 = 2000 м/с и а =  О,О1 с- 1 . Положить g = 9 ,8 м/с2 . 

. 10.273. Определить , через с:коль:ко времени упадет на Землю 
тело, притягиваемое Землей по за:кону Ньютона (с ус1юренйем, 
обратно пропорциональным :квадрату расстояния между ними) , 
если в начальный момент с:корость тела равна нулю, а расстоя­
ние его от центра Земли равно Н. Сопротивлением атмосферы 
пренебречь . Ус:корение свободного падения на поверхности Земли 
постоянно и равно g.  

10.27 4 * . Тело, находящееся от центра Земли на расстоянии 
Хл = 60,27 R3 (что соответствует расстоянию от Луны до Земли) , 
падает на Землю из состояния по:коя под действием силы тяжести 
с ус:корением, обратно пропорциональным :квадрату его расстояния 
от центра Земли. Пренебрегая сопротивлением атмосферы, опре­
делить , через с:коль:ко времени оно упадет на Землю. Принять 
R3 = 6 ,377 · 106 м, g = 9 ,8 м/с2 . 

10.275. Определить с:корость , с :которой метеор ударяется о Зем­
лю, если он падает с неограниченно большого расстояния из со­
стояния по:коя и если при его движении :к Земле ус:корение при­
нимается обратно пропорциональным :квадрату его расстояния от 
центра Земли. Принять радиус Земли R3 = 6377 :км, ус:корение 
свободного падения g = 9 ,8 м/с2 . 

10.276. По оси Оу в положительном направлении движется с по­
стоянной с:коростью v точ:ка А (цель) .  На плос:кости Оху движется 
точ:ка М (преследователь) с постоянной с:коростью и (и >  v ) та:к ,  
что ве:ктор с:корости всегда направлен в точ:ку А. Найти трае:кто­
рию точ:ки М (:кривую погони) , если в начальный момент времени 
t = О точ:ка А находилась в начале :координат, а точ:ка М - на 
оси Ох на расстоянии а > О от цели. 

10.277* . Бал:ка длины l ,  лежащая :концами на двух опорах ,  
находится под действием равномерно распределенной нагруз:ки ин­
тенсивности q. Найти уравнение изогнутой оси бал:ки и ее ма:к­
симальный прогиб, выбрав начало :координат в середине ненагру­
женной бал:ки. 

10.278* . Бал:ка длины l, заделанная правым :концом в стену , 
изгибается силой F, приложенной :к левому :концу , и равномерно 
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распределенной нагруз:кой интенсивности q.  Найти уравнение 
изогнутой оси бал:ки и ее ма:ксимальный прогиб. 

10.279* . Бал:ка длины l с заделанным левым :концом изгибается 
под действием равномерно распределенной нагруз:ки ин'J;'енсивно­
сти q. Ка:кова должна быть приложенная :к правому :концу бал:ки 
действующая вверх сила F, чтобы прогиб в правом l\Онце балl\и 
был равен нулю? 

3. ЛШiейные однородные уравне1П1я. Уравнение вида 

называется .11,инейны.м однородным дифференциальным уравнением 
п-го порядка . Если известно какое-либо частное решение у1 (х) урав­
нения (5) , то подстановка у(х) = Y1 (x)z (x) приводит это уравнение :к 
линейному уравнению относительно функции z (x) , не содержащему явно 
эту фун:кцию. Поэтому , полагая z' (x) = и (х) , получим линейное одно­
родное уравнение порядка п - 1 относительно функции и(х) .  

Пр  им  е р  9 .  Найти общее решение уравнения 

(х2 + l )y11 - 2ху' + 2у = О , 

убедившись в том, что функция У1 (х) = х есть одно из его частных 
решений. 
<J Так :как у� (х) = 1 ,  а у�' (х) = О, то, подставив выраженин у1 (х) ,  
у� (х) , у�' (х) в данное уравнение, убеждаемся в том, что функция у1 (х) = 
= х действитель:rр:о является его частным решением. ПоЛожим у = xz , 
найдем у' = xz' + z ,  у11 = xz" + 2z' и подставим выражения у ,  у' и у11 в 
уравнение. Получим 

(х2 + l ) (xz11 + 2z' ) - 2x(xz' + z) + 2xz = О, 
или 

х(х2 + 1 ) z11 + 2z' = О. 

Теперь ,  полагая z' = и, z11 = и' , приходим к уравнению первого порядка 
относительно и: 

х (х2 + l )u' + 2и = О. 
Это уравнение с разделяющимися переменными. Его общее решение 
имеет вид 

х2 + 1  и = Ci --2- , х 
откуда , учитывая и = z ' ,  получаем уравнение первого порядка относи­
тельно z :  
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Интегрируя последнее уравнение, находим z = С1 ( х - ; ) + С2 , а таи 
нан у = xz ,  то онончательно по,1учаем общее решение исходного урав­
нения 

Изложенный выше метод обобщается на случай, иогда известно k 
частных линейно независимых решений уравнения (5) . В этом случае 
путем надлежащих подстановон порядон уравнения может быть понижен 
на /с единиц. 

10. :.!80. Доназать теорему : если у1 (х) есть частное решение 
линейного однородного уравненил у" + р(х)у' + q(x)y = О , то 

фующия У2 ( х) = У1 ( х) / е - f р(х) dx у;�) тоже является решением 

этого уравнения, а фуннция у =  У1 (х) ( С1 + С2 / е- f p(x) dx у;�) ) 
есть его общее решение. 

10.281 .  Найти общее решение уравнения у" - 6у1 + 5у = О ,  ec.trи 
фуннция ех есть его частное решение. 

10.282. Найти общее решение уравнения у" - 2у' - Зу = О ,  если 
фуннция е-х есть его частное решение. 

10.283. Найти общее решение уравнения ху" + 2у1 + ху = О ,  
sin x 

если фуннция -- есть его частное решение. 
х 

10.284. Найти общее решение уравнения ( 1 - х2 )у" - 2ху' +2у = 
= О, е сли функция х есть его частное решение. 

10.285. Найти общее решение уравнения х3у111 + 5х2у11 + 2ху' -
2у = О , е сли известны два его частных решения У1 = х и 

У2 = 1/х .  
Определителем Вронского ( вронскиано.м) системы фуннций у1 (х) ,  

У2 (х) ,  . . .  , у11 (х) называется определитель 

W (x) = 

У1 (х) 
у� (х) 

(n- 1 ) ( ) У1 х 

У2 (х) 
у� (х) 

(n- 1 ) ( ) У2 х 

Yn (x) 
у� (х) 

(n- 1 ) ( ) Yn х 

Если система фуннций у1 (х) ,  у2 (х) ,  . . . , Yn (x) линейно зависима на 
интервале (а ,  Ь) ,  то ее вронсниан равен нулю всюду на этом интервале. 
Если же хотя бы в одной точне х0 Е (а,  Ь) имеем W(xo ) -:/:- О, то система 
фуннций У1 ( х) ,  У2 ( х) ,  . . . , Yn ( х) линейно независима на (а, Ь) . 
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Всsшая система из п линейно независимых решений у1 ( х) ,  У2 ( х) ,  . . .  
. . . , Уп (х) уравнения (5) называется фундаментальной системой реше­
ний этого уравнения. Вронс1шан фундаментальной системы решений 
отличен от нуля на всем интервале, где эти решения определены (см. 
задачу 10 .304) . Если известна фундаментальная система решений урав­
нения (5) , то общее решение этого уравнения имеет вид 

у (х) = С1 у1 (х) + . . .  + CnYn (x) , 
где С1 , . . •  , Сп - произвольные постоянные. 

П р  и м  е р  10. Дана система функций х , cos х , sin х . Найти вронсииан 
системы W(x) и убедиться в том, что на некотором интервале система 
линейно независима . Составить линейное однородное дифференциаль­
ное уравнение, для которого эта система функций является фундамен­
тальной системой решений, и записать общее решение уравнения. 
<J Составим вронс:киан 

х COS X sin х 
W(x) = 1 - sin x cos x 

О - cos х - sin х 

Таи иаи W(x) = х , то система линейно независима на всей оси Ох, за 
исключением точии х = О и, следовательно, образует фундаментальную 
систему решений некоторого линейного однородного уравнения 3-го по­
рядна в области IR \  {О} , общим решением которого является функция 
у = С1 х + С2 cos х + С3 sin х. Для составления дифференциального урав­
нения найдем производные у' , у" ,  у"' и исключим произвольные посто­
янные из выражений для у ,  у' , у" , у"' . Имеем: 

у = C1x + C2 cos x + Cз sin x ,  
у' = С1 - С2 sin x + Сз cos x ,  
у" =  
у"' = 

- С2 cos x - Сз sin x ,  
С2 sin x - Сз cos x .  

Легио видеть , что, умножив первое и третье равенство на - 1 , а второе и 
четвертое на х и сложив все четыре равенства , получим 

ху 1 1 1 - у" + ху' - у = О . (6) 
Уравнение (6) можно было получить и другим путем, если учесть , что 

решение у искомого уравнения вместе с функциями х, cos x ,  sin x обра­
зует линейно зависимую систему и поэтому вронсииан системы функций 
у, х, cos x ,  sin x равен нулю: 

у х cos x sin x 
у' 1 - sin x COS X = о. у" о - cos x - sin x 
у"' о sin x - cos x 



3 16 Гл. 10 . Дифференциальные уравнения 

Раснрывая определитель ,  получим то же самое уравнение (6) (прове­
рить ! ) .  Деля обе части уравнения (6) на х , получаем 

1 1 у'" - -у" + у' - -у = о. 
х х 

( 7) 

Уравнение (7) и является ис1юмым линейным однородным дифференци­
альным уравнением. 1> 

Исследовать на линейную зависимость следующие системы 
фующий: 

10.286. х ,  ln ;.с .  

10.288. е-х , хе-х .  
10 .290 .  ех , хех , х2ех . 
10.292. cl1 x ,  sl1 x .  
10.294. х, О ,  ех . 

. 10.287. sin 2x, sin x ,  cos x .  
10.289. х ,  2х ,  х2 . 
10.291 .  sin x ,  cos x ,  sin 2x . 
10.293. еХ , ex+ I .  
10.295. 1 ,  sin x ,  cos 2х. 

Знан фундаментальную систему решений линейного однород-
ного дифференциального уравнения, составить это уравнение: 

10.296. 1 ,  е-х . 10.297. е2х cos х ,  е2х sin х .  
10.298. х3 , х4 . 10.299. 1 ,  х ,  ех . 
10.300. 1 ,  siн x ,  cos x .  10.301 .  2х , х - 2 ,  ех + 1 .  
10.302. езх ' е5х . 1 0  303 2х . , . е , SIП X , COS Х . 

10.304** . Дш�азать , что если У1 (х) , У2 (х) ,  . . .  , Уп (х)  - решенин 
линейного однородного дифференциального уравнения порядна п 
с непрерывными в неиотором интервале (а, Ь) ноэффициентами 
и вронсниан W (x)  этой системы равен нуJ1ю при хо Е (а,  Ь) , то 
W ( х ) = О при а < х < Ь. 

10.305 * . Дана система фуннций Yl ( х) , У2 ( х ) , . . .  , Уп ( х ) , причем 
на ненотором интервале вронс:киан W (x) этой системы отличен от 
нулн. Составить линейное однородное дифференциальное уравне­
ние, для 1юторого эта система является фундаментальной системой 
решений. 

10.306. Знан фундаментальную систему решений ех , cos x ,  sin x 
линейного однородного дифференциального уравнения ,  найти его 
частное решение, удовлетворнющее начальным условинм: у(О) = 
= 3 , у' (О) = 4,  у" (О) = - 1 .  

10.307. Знан фундаментальную систему решений ех , е2х ,  е3х 
линейного однородного дифференциального уравнения, найти его 
частное решение, удовлетворяющее начаJ1ьным условинм: у (О) = 
= 6 , у' (О) = 14 ,  у" (О) = 36 .  
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4. ЛШiейные неоднородные уравнения. Уравнение вида 

y(n) + а1 (x)y(n- l ) + . . .  + an- 1 (х)у' + ап (х)у = f (x) , (8) 
в :котором f(x) ф О ,  называется .л.инейным неоднородным дифференци­
альным уравнением п-го порядна. 

Общее решение уравнения (8) определяется формулой 
у (х) = Уо (х) + у(х) , (9) 

где Уо (х) - общее решение соответствующего однородного уравнения 
(5) , а у(х) - не:которое частное решение неоднородного уравнения (8) . 

П р  и м  е р  1 1 .  Дано линейное неоднородное дифференциальное урав­
нение ху"' - у" + ху' - у = 2х3 . Известно, что фун:кция х3 есть его 
частное решение. Требуется найти общее решение этого уравнения. 
<J Согласно формуле (9) общее решение неоднородного уравнения соста­
вляется :ка:к сумма общего решения у0 (х) соответствующего однородного 
уравнения и частного решения у(х) неоднородного уравнения . В нашем 
случае Уо (х) = С1 х + С2 cos x + Сз sin x (см. пример 10) , а у(х) = х3 • 
Следовательно, ис:комое общее решение есть у = С1 х + С2 cos x + 
+Сз sin х + х3 . !> 

Если известно общее решение Уо (х) = С1 у1 (х) + . . .  + СnУп (х) со­
ответствующего уравнению (8) однородного уравнения (5) , то для опре­
деления частного решения у(х) уравнения (8) можно воспользоваться 
методом Лагранжа вариации произвольных постоянных. 

Именно, будем исиать частное решение неоднородного уравнения (8) 
в виде у(х) = С1 (х)у1 (х) + . . .  + Сп (х)уп (х) , где от фуниций С1 (х) , . . .  
. . . , Сп (х) дополнительно потребуем, чтобы они удовлетворяли условиям 
" 

( k) dCv (x) (О) L Yv -d-- = О  для всех k = О, 1 ,  . . .  , п - 2 (где Yv = Yv ) · Тогда 
v=l Х 
для фуниций Cv (x) , v = 1 , 2 ,  . . .  , п, получим систему уравне��й 

dC1 dC2 dCn У1 dx + У2 dx + . . .  + Yn dx = О , 
, dC1 ., , dC2 , dСп У1 dx + У2 dx + · · · + Yn dx = О , ( 10) 

(n- 1 ) dC1 (n- 1 ) dC2 (n- 1 ) dC" _ J ( ) Yl dx + Yz dx + · · · + у" dx - х · 
Определитель этой системы· есть отличный от нуля вронс1шан фунда­
ментальной системы решений у1 (х) , . .  " Уп (х) , поэтому система имеет 

dCv единственное решение относительно dx , v = 1 ,  2 ,  . . .  , п .  

cos x sin х П р и м е р  12 .  Зная, что фуниции У1 (х) = -- и У2 (х) = 
х 2 х 

образуют фундаментальную систему решений уравнения у" + -у' + у = О х 
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(см. задачу 10 .283) , найти общее решение уравнениFI 
ху" + 2у' + ху = х . ( 1 1 ) 

<J Общее решение соответствующего однородного уравнениFI записыва-
соs х sin x eтcFI в виде Уо (х) = Ci -- + С2--. СчитаFI С1 и С2 фующиFiми х х 

х , длR определениFI частного решениFI уравнениFI ( 1 1 ) составим систему 
вида ( 10) : 

Cf (x) cos x + CHx) sin x = О, 
х х 

Cf (x) с
о;х )

' 
+ СНх) ( si:x ) ' = 1 

(уравнение ( 1 1 ) следует привести к виду (8) , т. е. разделить все его 
cos x члены на х) . Подставлю� СНх) = --.-Cf (х) во второе уравнение, sш х 

с' ( )  ( -x sin x - cos x cos x x cos x - sin x ) 1 0 получаем 1 х 2 - -.- · 2 = . тсюда х юn х  х 
имеем cr = -x sin x , с� =  x cos x . После интегрированиFI получаем 

С1 (х) = x cos x - sin x + С1 , 
С2 (х) = x sin x + cos x + С2 . 

Положив,  например , С1 = С2 = О, получим частное решение уравне­
ниFI ( 1 1 ) : 

_( ) ( . ) cos х ( . ) sin х у Х = Х COS Х - SШ Х -- + Х SШ Х + COS Х -- := 1 .  х х 
Следовательно, общее решение уравнениFI ( 1 1 ) имеет вид 

_ 
cos x sin x у (х) = Уо (х) + у(х) = С1 - + С2- + 1 .  [> х х 

Если праваFI часть линейного неоднородного уравнениFI (8) есть 
сумма нескольких функций 

f (x) = f1 (x) + f2 (x) + . . .  + fr (x) 
и Yi (x) (i = 1 , 2 ,  . . .  , r) - некоторые частные решения уравнений 
y(n) + a1 (x)y (n- l ) + . . .  + ап- 1 (х)у1 + ап (х)у = f; (x) (i = 1 ,  2, . . .  , r) 
соответственно, что сумма 

у(х) = У1 (х) + У2 (х) + . . .  + Yr (x) 
есть некоторое частное решение уравнения (8) (п р  и н  ц и п с у п е р  п о­
з и ц и и р е ш е н и й) . 
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п - 1 П р  и м  е р  lЗ .  роверив, что фующия у1 = - 4ех является частным 
1 решением уравнения у11 - 2у' - Зу = ех , а фующю1 if2 = - 3е2х 

частным решением уравнения у11 - 2у' - Зу = е2х , найти общее решение 
уравнения · 

у11 - 2у' - Зу = ех + е2х . 
<J Согласно принципу суперпозиu.ии частным решением последнего урав-

- 1 1 2 о нения является фующия у = - 4ех - 3е х . бщее решение соответствую-
щегu линейного однородного уравнения естr.. фующиА. у0 = С1 е3х +с2е -х 
(см. задачу 10 .282) . По формуле (9) общее решение данного уравнения 
имеет вид 

1 1 
у = С'1 езх + С2е-х - -ех - -е2х . !> 4 3 

10.308. Используя решение задачи 10 .298 ,  написать общее 
решение уравнения х2у" - 6ху' + 12у = Зх , предварительно убе­
дившись в том, что фующия х /2 есть одно из решений этого урав­
нения. 

10.309. Используя решение задачи 10 . 303 ,  написать общее 
решение уравнения у111 - 2у11 + у' - 2у = 10е3х ,  предварительно 
убедившись в том, что фун:кция е3х есть одно из решений этого 
уравнения . -

10.310. Проверив, что фун:кции У1 (х) = ех и v2 (x) = х образуют 
х 

фундаментальную систему решений уравнении у" -- -- у' + 
х - 1  

1 
+ --1 

у =  О ,  найти общее решение уравнении (х - 1 )у" - ху' + 
х -

+ у =  (х - 1 ) 2 . 
10.311 .  Проверив, что фун:кции Y1 (:z:) = cos :.r; и У2 (х) = x cos x 

образуют фундаментальную систему решений уравнении у" + 
+2 tg x · у' + (2 tg2 х + 1 )у  = О, найти обшее решение уравнения 
ctg x · у" + 2у' + (2 tg x + ctg x)y = cos2 х.  

10 .312 .  Проверив, что фушщия 1J1 (x) = 5:z: + 6 является част­
ным решением уравнения у" - 6у' +5у = 25х, а фун:кции fi2 (x) = 
= �е2х - частным решением уравнения у" - 6у' + 5у = Зе2х , 
найти общее решение уравнения у" - 6у' + 5у = 25х + Зе2х (см. 
задачу 10 .28 1 ) .  

10.313. Проверив, что фун:кция 11'1 (х) = �ех являетr.я частным 
решением уравнения у111 + у' = ех , а фун:кция 172 { х) = - sin 2х -
частным решением уравнения у'!' + у' 

= 6 cos 2х, найти общее 
решен:Ие уравнения у111 + z/ = ех + 6 cos 2x (см. задачу 10 . 300) . 
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5 . ЛШiейные однородные уравненил с постояю1ыми ноэф ф1ЩИен­
тами. Общий вид линейного дифференциального уравнения порядна п с 
посто11нными ноэффициентами 

у<п) + a1 y (n- l ) + . . .  + ап- 1 У' + апу = о,  

где а; (i = 1 , 2 , . . .  , п)- действительнь1е постоянные. 
Уравнение 

( 1 2) 

( 13) 
полученно е заменой производных y(k) (k = О, 1, . . . , п) исномой фунн­
ции стспею1ми >.k , называетс11 характерисmи'Ческим уравнением дл11 
уравнени11 ( 1 2) .  Каждому действительному норню ,\ уравнени11 ( 13) 
нратности r соответствуют r линейно независимых решений уравне­
ниFI ( 12) : 

е>.х ' ХС>.х ' . . . ' Xr- l e>.x ' 
а наждой паре номпленсных норней ,\ = a:±i{J нратности s соответствуют 
s пар линейно независмых решений: 

е"'х cos {Jx , 
е"'х sin {Зх , 

хе"'х cos {Зх , 
хе"'х sin {Зх , 

. . . ' 

. . . ' 

х•- 1 е"'х cos {Зх , 
х•- 1 ео:х sin {Jx . 

Таним образом, если харантеристичесное уравнение имеет k действи­
тельных норней Л1 , . . .  , Лk нратностей r1 , . . .  , rk и l пар номпленсно 
сопрFiжснных нор ней 0:1 + i{J1 , а:1 - i{J1 , • . . , а:1 + if31 , 0:1 - if31 нратностей 
s 1 , . . .  , s1 (1·1 + . . .  + rk + 2s1 + . . .  + 2s1 = п) , то общее решение уравнения 
( 1 2) запишетс11 в виде 
у (х) = Р1 (x)e>. i x + . . .  + Pk (x)e>.• x + (Q1 (х) cos f31 x + 

+ R1 (x) sin /11 x)e°' 1 x + . . .  + (Q1 (x) cos f31x + R1 (x) sin f31x)eщx , ( 14) 
где Pv (x) - произвольный многочлен степени rv - 1, v = 1, . . .  , k ,  а 
Q1, (x) и Rµ (x) - произвольные многочлены степени sµ - 1 , µ = 1 ,  . . .  , l .  

П р  и м  е р  14 .  Найти общее решение уравнениFI 
у" + Зу' + 2у = О. 

<J Харантеристичесное уравнение >.2 + ЗЛ + 2 = О имеет норни ,\1 = - 1 ,  
Л2 = -2 . Запишем фундаментальную систему решений У1 = е-х , У2 = 
= е - 2 х . Следовательно, общее решение имеет вид у = С1 е-х + С2е-2х . 1> 

П р  и м  е р  1 5 . Найти общее решение уравнени11 
у" + 2у' + 5у = о . 

<J Харантеристичесное уравнение ,\2 + 2,\ + 5 = О имеет норни >.1 ,  2 = 
= - 1  ± 2i . Следовательно, фующии у1 = е-х cos 2x, У2 = е-х sin 2x 
составляют фундаментальную систему решений, а общее решение име-
ет вид 
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П р  и м  е р  16 .  Найти частное решение уравнения 
у111 - Зу" + Зу' - у = О, 

удовлетворяющее начальным условиям у (О) = 1 ,  у' (О) = 2 , у11 (О) = З . 
<J Хара.ктеристичес.кое уравнение Л3 - ЗЛ2 + ЗЛ - 1  = О  имеет единствен­
ный .корень Л = 1 .кратности r = З . Поэтому фундаментальная система 
решений имеет вид У1 = е"' , У2 = хе"' , Уз = х2е"' . Следовательно , 

- общее решение уравнения. 
Для определения произвольных постоянных найдем производные 

у' = ( С1 + С2х + Сзх2 )е"' + ( С2 + 2Сзх )е"' , 
у11 = (С1 + С2х + Сзх2 )е"' + 2 (С2 + 2Сзх)е"' + 2Сзе"' 

и используем начальные условия. Получаем: С1 = 1 , С1 + С2 = 2 , 
С). + 2С2 + 2С3 = З, от.куда С2 = 1 , С3 = О . Следовательно, ис.комое 
частное решение имеет вид у = ( 1 + х)е"' .  [> 

П р и м е р  1 7. Найти общее решение уравнения 
4y'v + 4у11 + у = О. 

<J Харантеристичесное уравнение 4Л4 + 4Л2 + 1 = О , или (2Л2 + 1 )2 = О , 
имеет два номпленсно сопряженных .корня ± �i .кратности 2 . Следова-

х . х тельно, фундаментальная система решений имеет вид cos ../2 ,  X COS ../2 '  

. х . х о sш ../2 ,  з: sш ../2 .  тсюда получаем общее решение: 

у = (С1 + С2х) cos � + (Сз + С4х) sin �· [> 
· v 2 v 2 

10.314. Известно частное решение У1 = ekx линейного одно­
родного дифференциального уравнения второго порядRа с посто­
янными ноэффициентами. Соответствующее хараRтеристичесRое 
уравнение имеет диснриминант, равный нулю. Найти частное ре­
шение этого уравнения, удовлетворяющее начальным условиям: 
у (О) = у' (О) = 1 .  

По данным Rорннм харантеристичесного уравнения линейного 
однородного дифференциального уравнения с постоянными Rоэф­
фициентами составить дифференциальное уравнение и написать 
его общее решение. 

10.315.  Л1  = 3 ,  Л2 = -2.  
10.317. Л1 ,  2 = 3 ± 2i . 
10.319.  Л1 = О, Л2 = Лз = 4. 

10.316. Л1 = Л2 = 1 .  
10.318. Л1 = Л2 = Лз = 2 .  
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10.320. Показать ,  что общее решение уравнения 
d2x - + а2х = О  
dt2 

может быть представлено в виде х = А sin ( at + <р) или х = 
= А cos ( at + <р) , где А и <р - произвольные постоянные. 

Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
10.321 .  у" - 2у' - 2у = о .  10.322. у" + бу' + 1 Зу = о .  
10 .323 .  у" - бу'  + 9у = О .  10.324. Зу" - 2у' - 8у = О . 
10.325. 4у" - 8у' + 5у = о .  10.326. 4у" + 4у1 + у = о .  
10.327. у"' - 5у" + 17у' - 1Зу = о .  
10.328.  y 1v + 4у" + Зу = о .  10.329. y1v + 2у111 + у" = о .  
10.330. ylV - у11 = 0 .  10.331 .  ylV + 2у11 + У = 0 .  
10 .332 .  ylV - 8у11 + 16у = 0 .  10.333. yV + 8у111 + 1 6у1 = 0 .  
10.334. YV - 6y1V + 9у"' = 0 .  
10.335. yv1 - 2yv + Зу1v - 4у111 + Зу" - 2у' + у = О .  
10.336. yv 1 + 2yv + y1v = О. 
Найти частные решения уравнений по данным начальным 

условиям: . 
10.337. у" - 5у' + 4у = О; у (О) = у' (О) = 1 . 
10.338. у" - 2у' + у =  О; у (2 )  = 1 ,  у' (2)  = -2 .  
10.339. у111 - у' = О ;  у (О) = З ,  у' (О) = - 1 ,  у" (О) = 1 . 
10.340* . Найти интегральную нривую диф ференциального 

уравнения у" - у =  О ,  касающуюся в точке 0(0 ,  О) прлмой у =  х . 
10.341. Найти интегральную иривую дифференциального урав­

нения у" - 4у' + Зу = О ,  иасающуюся в точ1>с Мо (О , 2 )  прямой 
х - у +  2 = о . 

6. ЛШiейные неоднородные уравнения с постоянными нозф фшщен­
тами. Рассмотрим линейное неоднородное дифференциальное уравнение 
с постоянными иоэффициентами, т. е. уравнение вида 

где а1 (i = 1 ,  2, . . .  , п) - действительные посто11нные, а f (x) -:/= О. 
Согласно формуле (9) общее решение уравнения ( 15) записываетс11 

в виде у (х) = у0 (х) + у(х) , где у0 (х) -- общее решение соответствую­
щего однородного уравнения, а у(х) - любое частное решение уравне­
ния ( 1 5 ) .  Общее решение у0 (х) дается формулой ( 14) . Для отыснания 
]/'(х) в общем случае можно воспользоватьсil методом Лагранжа вариации 
произвольных постоянных (см. п. 4) . 
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П р  и м  е р  18. Найти общее решение уравнения 

у111 + у' = tg x .  

<] Общее решение соответствующего однородного уравнения у0 = С1 + 
+ С2 соs х+ Сз sin x ,  так как У1 = 1 ,  У2 = cos x, Уз = sin x .  Для нахожде­
ния частного решения неоднородного уравнения воспользуемся методом 
вариации постоянных. Система ( 10) в этом случае принимает вид 

Cf + С� cos x + С� sin x = О, 
- с� sin х + с� cos х = о ,  

- С� COS X - С� sin x = tg x. 

Умножив обе части второго уравнения на sin х, третьего на cos х и сло­
жив, получим С� = - sin x. Тогда из второго уравнения следует С� = 

sin2 х = - -- . Сложив обе части первого и третьего уравнений, найдем 
COS X 

Cf = tg x .  Интегрирование дает : 

С1 = - ln 1 cos x l , С2 = cos x, Сз = sin x - ln tg 1 � + � 1 · 
Следовательно, искомое общее решение неоднородного уравнения име­
ет вид 

у = С1 + С2 cos х + Сз sin х - ln 1 cos xl - sin х · ln tg 1 � + � 1 · t> 

Методом вариации произвольных постоянных решить следую­
щие уравнения: 

" 1 1 
10.342 . у + Зу + 2у = -- .  

еХ + 1 
" ' 

ех 
10.344. у - 2у + у  = � · 

v 4 - x2 
10.345. у" + 4у' + 4у = е-2х ln x .  

" 
1 

10.343. у + 4у = -. -
2
- ·  

sш х 
• 

В частных случаях , когда функция f(x) в уравнении ( 15) имеет вид 
fi (x) = (doxm + . . .  + dт)елх или f2 (x) = ( (Ьохт1 + . . .  + Ьт1 ) соs (Зх + 
+ (еохт2 + " .  + Cm2 ) sin f3x ) e°'x , частное решение у(х) можно найти 
методом неопределенных коэффициентов. Именно, если Л или а ±  i(З не 
совпадают ни с одним из действительных или соответственно комплекс­
ных корней характеристического уравнения ( 13) , то у( х) ищется в виде 

( 16) 
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для f ( х) = fi ( х )  или в виде 
у(х) = ( (Вахт + . . .  + В.;;, )  cos {Jx + (С0х'1' + . . .  + Ст. )  sin fJx) e"x ( 1 7) 

для f(x) = f2 (x) . Здесь Dv , Bv и Cv - неопределенные :коэффициенты, 
1n = max (m1 , m2 ) .  

Если же Л или а ± i{J совпадают с некоторым :корнем уравнения ( 13) 
Rратности r (случай резонанса) , то выражения в правой части ( 16) или 
( 1 7) следует домножить на xr , т. е. исRать решение соответственно в 
виде 

у(х) = xr (Doxm + . . .  + Dmk\x 
для f(x) = /1 (х) или 

( 18) 

у(х) = xr ( (Boxiii. + . . .  + Вт) cos {Jx + (С0х'1' + . . . + Ст ) sin fJx) e"x 
( 19) 

для f(x) = f2 (x) . 
П р  и м  е р  19 .  Найти общее решение уравнения 

у" - Зу' + 2у = (х2 + х)е3х . 
<J ХараRтеристичесRое уравнение соответствующего однородного урав­
нения >.2 - ЗЛ + 2 = О имеет норни Л1 = 1 ,  Л2 = 2 . Следовательно, 
фундаментальная система решений имеет вид у1 = ех , У2 = е2х , а об­
щее решение однородного уравнения есть у0 (х) = С1 ех + С2е2х . 

Для нахождения частного решения неоднородного уравнения вос­
пользуемся методом неопределенных Rоэффициентов. Тан :кан Л = 3 не 
является норнем харантеристичесного уравнения, то частное решение бу­
дем иснать в виде у = (D0x2 + D1x + D2 )e3x . Найдя производные у' , у" 
и подставив у, у' и у" в исходное уравнение, получим (после сонращения 
на еах ) 

2D0x2 + (6Do + 2D1 )x + (2Do + ЗD1 + 2D2 ) ::: х2 + х .  
Сравнивая ноэффициенты обеих частей этого тождества , получим си­
стему уравнений для определения неизвестных D0 , D1 , D2 : 

2Do = 1 ,  
6Do + 2D1 = 1 , 

2Do + ЗD1 + 2D2 = О ,  
отиуда D0 = 1/2 ,  D1 = - 1 ,  D2 = 1 .  

Итан, у = (�х2 - х + 1 )езх = � (х2 - 2х + 2)е3х , и ,  следовательно, 
общее решение уравнения имеет вид 

У = Уо + у = С1 ех + С2е2х + � (х2 - 2х + 2) е3х . 1> 
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П р  и м  е р  20. Найти частное решение уравнения 
у" + 4у = 4(sin 2x + cos 2x) , 

удовлетворяющее начальным условиям у (п) = у' (п) = 2п . 
<J Харантеристичес1юе уравнение Л2 + 4 = О имеет .корни Л1 ,  2 = О ± 
± 2i . Общее решение соответствующего однородного уравнения есть 
Уо = С1 cos 2х + С2 sin 2х. 

Частное решение неоднородного уравнения будем иснать в виде у = 
= х (В cos 2х + С  sin 2х) ,  тан на.к О ±  2i - норни харантеристичесного 
уравнения нратности 1 .  Найдя у' , у" и подставив у, у' , у" в исходное 
уравнение, получим -4В sin 2х + 4С cos 2х = 4 sin 2х + 4 cos 2х ,  отнуда 
В =  - 1 , С =  1 и, следовательно, 

у = х ( sin 2х - cos 2х) . 
Общее решение будет у = Уо+У = С1 cos 2х+С2 sin 2x+x(sin 2x- cos 2x) . 

Для нахождения С1 и С2 воспользуемся начальными условиями, 
предварительно продифференцировав общее решение: 
у' = -2С1 sin 2х + 2С2 cos 2х + х(2 cos 2х + 2 sin 2х) + (sin 2х - cos 2х) . 
Имеем: 2п = С1 - п => С1 = Зп, 2п = 2С2 + 2п - 1 => С2 = 1/2 .  
Исномым частным решением является фуннция 

у = Зп соs 2х + � sin 2x + x(sin 2x - cos 2x) . [> 

П р и м е р  2 1 . Найти общее решение уравнения 
у" - 4у1 + 4у = хе2х . 

;<J Харантеристичесное уравнение Л2 - 4Л + 4 = О имеет двунратный 
норень Л = 2. Общее решение соответствующего однородного уравнения 
есть Уо = ( С1 + С2х )е2"' . 

Частное решение данного уравнения будем иснать в виде fj = 
= х2 (D0x + D1 ) е2"' , тан нан поназатель энспоненты в правой части урав­
нения совпадает с двунратным норнем харантеристичесного уравнения . 
Методом неопределенных ноэффициентов (т . е . найдя fj' , fj" , подставив fj, 
fj' и fj" в исходное уравнение, сонратив на е2"' и сравнив ноэффициенты 
при одинановых степенях х) находим D0 = 1/6 , D1 = О. Следовательно , 

1 у =  6х3е2"' , а общее решение принимает вид 

У = Уо + fj = (С1 + С2х)е2"' + �х3 е2"' = (с1 + С2х + �х3) е2"' [> 6 6 . 

Для :наждого из данных неоднородных диф ференциальных 
уравнений написать вид его частного решения с неопределенными 
ноэффициентами (числовых значений ноэф фициентов не нахо-
дить ) :  

· 

10.346. у" - 8у1 + 16у = ( 1  - х)е4х .  
10.347. у" + 16у = sin (4х + а) (а = const) .  
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10.348. у" - 4у' = 2 cos2 4х . 
10.349. y1v + 4у" + 4у = х sin 2х . 
10.350. у" - 4у1 = хе4х . 10.351. у" - 7у1 = (х - 1 )2 • 
10.352. у" + 2у' + 5у = ех ( (х + 1 )  cos 2х + З sin 2x ) . 
10.353. у" - 4у1 + 1Зу = е2х (х2 cos Зх - х sin Зx) . 
Найти общие решения следующих уравнений: 
10.354. у" - у =  е-х . 10.355. у" - у =  ch x .  
10.356. у" + Зу' - 4у = е-4х + хе-х . 
10.357. у" - 5у' + бу = lЗ sin Зх . 
10.358. у" - 2my1 + m2y = sin пх (m -=/= п) . 
10.359. у" - 2ту' + m2y = sin тх. 
10.360. у" + у =  4х cos х . 10.361 .  у" + 4у = cos2 х . 
10.362. 4у" - у = х3 - 24х . 
10.363. у" + 5у' + бу = е-х + е-2х . 
10.364. у" - Зу' = е3х - 18х . 10.365. у"' + у" = бх + е-х . 
10.366. у"' - Зу" + Зу' - у = ех . 10.367. y1v + у" = х2 + х . 
10.368. y1v - у =  хех + cos x .  10.369. yv - y1v = хех - 1 . 
Найти частные решения уравнений, удовлетворяющие началь-

ным условиям: 
10.370. у" - 2у' = 2ех ; y ( l )  = - 1 ,  y' ( l )  = О. 
10.371.  у"' - у' = -2х; . у (О) = О, у' (О) = 2 ,  у" (О) = 2 .  

10.372. у" + 4у = х ;  у (О) = 1 ,  у (�) = � · 
10.373. у" + у =  4ех ; у (О) = 4, у' (О) = -З .  
10.374. y1v -у = 8ех ; у (О) = О, у' (О) = 2 , у" (О) = 4, у"' (О) = 6 .  
10.375. y1v- y  = 8ех ; у (О) = - 1 , у' (О) = О, у" (О) = 1 ,  у"' (О) = 0 .  
10.376. у" - 2у1 ,+ 2у  = 4ех cos х ; у ( 7Г) = 7Гетт , у' ( 7Г) = етт .  
7 .  Диф фер енциальные уравнения Эйлера. Уравнение вида 

xny(n) + a1xn- l y(n- l ) + . . .  + an- 1 XY1 + any = f(x) , Х :f О , 
где aj (i = 1 ,  2 ,  . . .  , п) постоянные, есть частный случай линейного 
дифференциального уравнения с переменными иоэффициентами и на­
зывается уравнением Эй.л,ера. Введем новую независимую переменную 
t с помощью подстановии х = et (если х > О) или подстанов:ки х = -et 
(если х < О) . Пусть для определенности х > О. Тогда у� = e-ty� , 
У�ж = e-2t (y�� - у� ) ,  у��ж = e-Зt (y��t - Зу�� + 2у� ) и т .  д . ,  и уравнение 
Эйлера преобразуется в линейное уравнение с постоянными иоэффици­
ентами. 
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Уравнение вида 

где а, Ь, ai (i = 1 ,  2 , . .  " п) - постоннные, приводитсн :к линейному 
уравнению с постоннными :коэффициентами подстанов:кой ах + Ь = et 
(в области ах + Ь > О) . 

Решение однородного уравненин Эйлера 

xny (n) + a1 xn- l y (n- I ) + . . .  + an- 1XY1 + any = о 

можно (при х > О) ис:кать в виде у = х>- .  
Подставлнн выраженин длн у' , у" , . .  " y (n) в однородное уравнение 

Эйлера , находим хара:ктеристичес:кое уравнение длн определенин по:ка­
зателн степени Л. При этом, если Л - действительный 1юрень хара:к­
теристичес:кого уравненин I1ратности r, то ему соответствуют r линейно 
независимых решений 

хЛ , x>. ln x ,  x>. (ln x)2 , " . ,  ;z;>. (ln x)r- 1 , 
а если а ±  i/3 - пара номпле:ксных норней :кратности s ,  то ей соответ­
ствуют s пар линейно независимых решений 

ха cos (/3 ln х) , ха ln х cos (/3 ln х) , 
ха sin (/3 ln х) , ха ln х sin (/3 ln х) , 

. . . ' 

. . .  ' 
xa (ln x)s- l cos (/З ln x) , 
xa (ln x) s- l sin (/З ln x) . 

П р  и м  е р  22 .  Найти общее решение неоднородного уравненин Эй-
лера х2у11 - 3ху' + 5у = 3х2 • , 
<J Положим х = et , считан х > О. Тогда у� = e-ty; , У�х = е-и (у;� - у; ) ,  
и наше уравнение примет вид e2t · e-2l (y;� -y; ) - 3et · e-ty; +5y = 3e2t , или 

у�� - 4у� + 5у = 3e2t . 
Общее решение у0 соответствующего однородного уравненин есть Уо 
= e2l (C1 cos t + С2 sin t) , а частное решение у неоднородного уравне­
нин будем ис:кать в виде у = Ae2t . Тогда у' = 2Ae2t , у" = 4Ae2t , и, 
подставлнн у, у' , у11 в неоднородное уравнение, приходим :к тождеству 
Ae2t = 3e2t , от:куда А = 3 . Следовательно, у = 3e2t , и общее решение 
неоднородного уравненин есть у =  Уо+У  = е21 (С1 cos t+C2 sin t+3 ) .  Воз­
вращансь :к первоначальной независимой переменной х ,  получим онон­
чательно 

у =  х2 (С1 cos ln x + С2 sin ln x + 3) . 
Если учитывать случай х < О, то общее решение можно записать в 

виде, охватывающем оба случан: 

у = х2 (С1 cos ln lx l  + С2 sin ln lx l  + 3) . !> 
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П р  и м  е р  23 .  Найти общее решение однородного уравнения Эйлера 
(х + 2)2у" + З (х + 2)у' - Зу = О. 
<] Положим у = (х + 2 ) >. . Тогда имеем у' = Л(х + 2 ) >.- l , у" = 
= Л(Л - l ) (x + 2 ) >- -2 . Подставляем выражения у ,  у' , у" в заданное урав­
нение, получим хара:ктеристичес:кое уравнение >.2 + 2>. - 3 = О , :корни 
:которого Л1 = 1 ,  >.2 = -3.  Следовательно, общее решение есть фун:кция 

С2 у = С1 (х + 2 ) + (х + 2)3 . 1> 

Найти общие решения уравнений Эйлера : 
10.377. х2у11 + ху' + у  = О . 10.378. х2у" + ху' + 4у = 10х . 
10.379. х2у" - 6у = 1 2  ln x .  
10.380. х2у111 - 3ху11 + Зу' = О .  10.381 .  х2у111 - 2у' = О .  
10.382.  ( 2х  + 1 ) 2у" - 2 (2х + l )y' + 4у = О . 

8. Краевые задачи в случае mmейных диф фереJЩИальных уравне­
ний. Во многих физичес:ких задачах приходится ис:кать решение диф­
ференциальных уравнений не по заданным начальным условиям, а по 
их значениям на :концах интервала . Та:кие задачи получили название 
краевых ( 2рmш•mых) задач . Общий вид :краевых условий для интервала 
(а ,  Ь) в случае уравнений 2-го порядиа та:ков: 

аоу (а) + /Зоу' (а) = А, а1 у(Ь) + /31 у' (Ь) = В, (20) 

где а0 ,  а1 , /30 ,  /31 - одновременно не равные ну.тiю заданные постоянные. 
:Краевые условия называются. однородными, если из того, что фун:кции 
у1 (х) и у2 (х) удовлетворяют этим условиям, следует , что и их линейная 
:комбинация у (х) = С1 у1 (х) + С2у2 (х) та:кже удовлетворяет этим усло­
виям. :Краевые условия (20) при А =  В =  О , очевидно, однородны. 

:Краевые задачи не всегда разрешимы. При решении :краевой задачи 
сначала находится общее решение данного дифференциального уравне­
ния, и из граничных условий получается система для определения зна­
чений постоянных С1 , С2 , . . .  , Сп , при :которых из общего решения 
получается решение данной :краевой задачи. 

П р  и м  е р  24. Найти решение уравнения у" + у  = 1, удовлетворяю­
щее условиям у' (О) = у' (1Г) = О . 
<] Исходное уравнение имеет общее решение вида 

у = С1 cos x + С2 sin x + 1 .  

И з  граничных условий получаем: у' (О) = С2 = О и у' (1Г) = -С2 = О , 
та:к что фун:кция у (х) = С1 cos х + 1 удовлетворяет граничным условиям 
при любом С1 . 1> 

П р  и м  е р  25 .  Найти частное решение уравнения 

у" - 2у' + 2у = ех , 
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удовлетворяющее нраевым условиям 

у (О) + у (%) = е1Г/2 , у' (О) + у' (% ) = 1 . 

<J Харантеристичесное уравнение ,\ 2 - 2,\ + 2 = О имеет норни ..\1 , 2 = 
= 1 ± i .  Общее решение соответствующего однородного уравнения есть Уо = еж (С1 cos x + С2 sin x) . 

Частное решение неоднородного уравнения будем иснать в виде у = 
= Аеж . Подставив у' = Аеж и у" = Аеж в данное уравнение, получим 
Аеж = еж , отнуда А = 1 . Итан, у = еж , и общее решение исходного 
уравнения имеет вид 

у = еж (С1 cos x + С2 sin x + 1 ) .  
Найдя 

у' = еж (С1 cos x + С2 sin x + 1) + еж (-С1 sin x + С2 cos x) , 
используем нраевые условия. Получим систему уравнений для определе­
ния С1 и С2 : 

(С1 + 1) + е1Г/2 (С2 + 1 )  = е1Г/2 , 
(С1 + С2 + 1) + е1Гf2 (-С1 + С2 + 1) = 1 . 

Решив эту систему , находим 

е7Г - 1 - е1Г/Z С1 = 1 + е7Г , 1 - 2е1Г/Z С2 = _1_+_е7Г- , 

т .  е. исномым частным решением является фующия 

Найти решения дифференциальных уравнений, удовлетворяю-
щие заданным Rраевым условиям: 

10.383. у" - у =  О ;  у (О) = О, у (27Г) = 1 . 
10.384. у" - у =  О ;  у (О) = О, у( 1 ) = 1 . 
10.385. у" + у =  О ;  у' (О) = О, у' ( 1 ) = 1 . 
10.386. у" + у =  О; у' (О) = О, у' (1Г) = 1 . 
10.387. уу" + у'2 + 1 = О; у(О) = 1 , у ( 1 )  = 2. 

10.388. у" + у =  1 ; у (О) = О, у (�) = О. 

10.389. уу' + у'2 + уу" = О; у(О) = 1 , у (- 1 ) = О. 
10.390. х2у" - 2ху' +2у = х2 ; у (0) + 2у' (О) = 1 , у ( 1 ) - у1 ( 1 ) = О. 
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9 . Задачи физичесноrо харантера. 
10.391 * . Материальная точна массы т движется прямолинейно 

под действием силы притяжения н неподвижному центру , пропор­
циональной расстоянию от точни до центра (ноэф фициент пропор­
циональности k > О) .  Сила сопротивления среды пропорциональна 
снорости (ноэф фициент пропорциональности Л > О ) . В началь­
ный момент расстояние от точни до центра равно а, а снорость 
направлена по прямой, соединяющей точну с центром, и равна vo . 
Найти занон движения точни при условии, что Л2 < 4mk . 

10.392* . Материальная точна массы т движется прямолинейно 
под действием силы отталнивания от неподвижного центра ,  про­
порциональной расстоянию от точни до центра (ноэф фициент 
пропорциональности k > О) . Сила сопротивления среды пропор­
циональна снорости (ноэф фициент пропорциональности Л > О) . 
В начальный момент точна находится на расстоянии а от центра ,  
снорость равна vo и направдена по прямой, соединяющей точну с 
центром. Найти занон движения точни. 

10.393* . Узнал длинная трубна вращается с постоянной угловой 
сноростью w вонруг перпендинулярной :к ней вертинальной оси. 
Шарин, находящийся внутри трубни, снользит по ней без трения. 
Найти за:кон движения шарина относительно трубни, если: 

а ) в начальный момент шари:к находился на расстоянии а от 
оси вращения, начальная снорость шарина равна нулю; 

б) в начальный момент шари:к находился на оси вращения и 
имел начальную сиорость vo . 

10.394. Узная длинная трубиа вращается с постоянной угловой 
с1юростью w во:круг перпендинулпрной и ней вертинальной оси. 
Шарии, находящийся внутри трубии, скользит по ней с трением, 

dr 
величина которого R = 2mµw dt , где µ --- коэффициент трения 
сиольжения. Найти занон движения шарика , если в начальный 
момент шарю' находился на расстоянии а от оси вращения и на­
чальная сиорость его равна нулю. 

10.395* . Тяжелап однородная цепь переброшена через гладкий 
гвоздь тан ,  что с одной стороны свисает часть ее длиной 8 м, а 
с другой стороны - часть длиной 10 м. За наное время Т цепь 
соскользнет с г11оздя? 

10.396* . Груз массой 4 нг подвеШен на пружине и увеличивает 
ее длину на 1 см. Найти закон движения груза , если верхний 
конец пружины совершает вертинальное гармоническое колебание 
у = 2 sin ЗОt (см ) и в начальный момент груз находился в состоя­
нии понол (сопротивлением среды пренебречь ) . 

10.397* . Эле:ктричесиал цепь состоит из последовательно соеди­
ненных источнина тона с э . д. с . e (t) = E sin wt ,  индунтивности L ,  
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сопротивления R и емкости С, причем R2C - 4L < О ,' VJ ':/: 

J 1 R2 'f: LC - 4L2 . Найти ток i в цепи как функцию времени t, если 

.

, di 1 
о 

Z t=O = - = · 

dt t=O 
10.398* .  Электрическая цепь состоит из последовательно соеди­

ненных источника тока с э. д. с. e (t) = Е sinwt, индуктивности L 
и емкости С, причем w = � (случай резонанса) .  Найти ток i 

v LC - ili l в цепи как функцию времени t, если i l t=O = -d 
= О .  

t t=O 
10.399. Электрическая цепь состоит из последовательно соеди­

ненных источника тока с э. д. с. е ( t) = Е cos ( wt + <р) , индуктив-- 1 
ности L и емкости С, причем w = rт;::; · Найти ток i в цепи как v LC 

. , di 1 
о 

функцию времени t , если i t=O = -d = · t t=O 

§ 3. Системы дифференциальных уравнений 

1. Основные понятия. Связь с дифференциальными уравнениями 
n-ro порядна. Если система k дифференциальных уравнений, связыва­
ющая независимую переменную х и k фуiпщий У1 (х) , . . " Yk (x) , раз-
решена относительно старших производных этих фующий y�Pi ) (x) , 

(Pk ) ( ) . · " Yk х , т . е. имеет вид 
(р1 ) ( ) f ( (p1 - l ) (pk - 1 ) ) У1 х = 1 х , у1 , . . .  , у1 , . . .  , yk , . . .  , yk , 
(Р2 ) ( ) f ( (р1 - 1 ) (Pk - 1 ) ) У2 Х = 2 Х , у1 , " . , у1 , " " , yk , " . , yk ' ( 1 )  

(Pk ) ( ) f ( - (p1 - l ) (Pk - 1 ) ) Yk х = k х, У1 , · "  , У1 , " · , Yk , " · , Yk , 
то она называется канони'Ческой, причем число п = Р1 + Р2 + . . .  + Pk 
называется порядком системы. :Каноничес:кая система ( 1 )  при Р1 = 
= Р2 = . . .  = Pk = 1 ,  т. е. система дифференциальных уравнений 
1-го поряд:ка 

у� (х) = fi (x, У1 , · · · , Уп) ,  
УНх) = f2 (x , У1 , · · · , Yn) ,  

у� (х) = fп (х, У1 , · · · , Уп ) ,  
называется норма.л.ьной системой порядка п .  

(2) 
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Решением системы (2) на интервале а < х < Ь называется сово­
нупность фуннций У1 = <р1 (х) , . . .  , Yn = 1Рп (х) , непрерывно дифферен­
цируемых на (а, Ь) и обращающих уравнения системы (2) в тождества 
относительно х Е (а, Ь) . 

Интегралом нормальной системы (2) называется фуннцин Ф (х , у1 ,  . . .  , Уп ) , определенная и непрерывная вместе с частными про-дФ дФ дФ 
изводными -8 , д , . . .  , -8 в неноторой области D изменения пере-

х У1 у" 
менных и принимающая при любых х Е (а , Ь) постоянное значение при 
подстановне в нее произвольного решения системы. 

Равенство 
Ф (х , У1 , · · · , Уп) = С, 

где Ф (х , у1 , . . .  , Yn ) - интеграл нормальной системы, а С - произволь­
ная постоянная , называетсн первым интегралом системы (2) .  

Дифференциальное уравнение п-го порндна 

y (n) = J (x , у , у' , . . .  , y <n- 1 ) ) 

можно свести н нормальной системе (2) . Обратно, системы ( 1 )  или (2) 
в большинстве случаев своднтся н дифференциальному уравнению п-го 
порядна , решан ноторое можно найти и решение исходной системы. 

П р  и м  е р  1. Привести rшноничесную систему дифференциальных 
уравнений 

н нормальному виду . 

у�' = 2у1 - 3у2 , 
у� = У1 - 2у2 

dy1 dy2 <J Положим dx = Уз и dx 
= у4 . Тогда данную систему можно записать 

в виде 
у; = Уз , 
у� = у4 ,  
у� = 2у1 - 3у2 , 
у� = У1 - 2у2 , 

ноторая и нвлнетсн нормальной системой 4-го порндна . !> 
П р  и м  е р  2 . Привести н нормальной системе дифференциальное 

уравнение у" (х) + k2y (x) = О . 
<J Положим у' = z ,  тогда у" = z' , и уравнение приводитсн н нормальной 
системе уравнений 

у' =  z ,  
z' = -k2y .  !> 
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П р  и м  е р  3. Свести систему уравнений 
у' =  у - z , 
z' = -4у + z , (3) 

где у = у (х) , z = z (x) , :к уравнению 2-го порядна и найти решение 
системы. 
<J Найдем z (x) из первого уравненин: z = у  - у' . Отсюда имеем z' = 
= у' - у" . Подставив значенин z и z' во второе уравнение системы, 
получим уравнение у" - 2у' - Зу = О, общим решением ноторого нвлнетсн 
фуннцин 

у (х) = С1 е-х + С2е3х . 
Отсюда , используп равенство z = у - у' , найдем 

Тшшм образом, при любых постоннных С1 и С2 система фунrщий 

у =  С1 е-х + С2е3х , 
z = 2С1 е-х -:- 2С2е3х 

нвлнетсн решением исходной системы (3) . 1> 

(4) 

3 а д  а ч а R о ш и длп системы (2 ) ставитсн следующим образом: 
найти решение у1 (х) , . . . , Yn (x) системы (2 ) , удовлетворпющее началь­
ным условипм 

У1 (хо ) = у� , У2 (хо ) = у� , . · . , Yn (xo ) = у� , (5) 

где vr ' . . . , у� - заданные числа . 
Т е о р е м а  R о ш и. Пусть правые •�асти /1 , /2 , . . .  , f11 нормаль­

ной системы (2 ) определены в (п + 1 ) -мерной области D изменени.я 
переменных х, у1 , . . .  , у11 • Если в некоторой окрестности д то1Lки 
Мо (Хо , vr , . . . , у�) Е D функv,ии fv непрерывны и имеют непрерывные 

дfv 1Lастные производные -8 по переменным у1 , • . .  , у," то существует 
Yj 

интервал х0 - h < х < х0 + h из.менени.я переменной х ,  в котором 
существует и притом единственное решение системы (2 ) , удовле­
твор.яющее на1Lальным услови.ям (5) . 

Общим решением системы (2 ) называется совонупность фуннций 

Yv (x, С1 , . . .  , Сп ) ,  V = 1 , 2, . . . , n ,  (6) 
зависнщих от п произвольных постоннных , ноторые при любых допусти­
мых значениях постоянных С1 , . . .  , С11 обращают уравнения системы (2 ) в тождества, и в области, в :которой выполнены условия теоремы 
Rоши, из сово:купности фун:кций (6) можно получить решение любой за­
дачи Rоши. 
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П р  и м  е р  4. Поиазать , что определенная равенствами ( 4) система 
фуниций является общим решением системы (3) (см. пример 3) . 
<J В иачестве области D для (3) можно взять область - оо  < х, у ,  z < 
< + оо ;  при этом для любых х0 , у0 и z0 из этой области выполнены 
условия _ теоремы Коши. Подставив значения х0 , у0 , z0 в систему (4) , 
получим систему для определения С1 и С2 : 

Уо = С1 е-хо + С2еЗхо ' 
zo = 201 е-хо - 2С2е3хо . 

Определитель этой системы 

Л = 2е2хо 1 � - � 1 = -4е2хо 

отличен от нуля при любом х0 . Следовательно, при любых у0 и z0 числа 
С1 и С2 определяются однозначно, т. е. из системы фуниций (4) можно 
получить любое решение задачи Коши для системы дифференциальных 
уравнений (3) . 1> 

Путем исилючения параметров а и Ь найти систему диф фе­
ренциальных уравнений, определяющих семейства линий в про­
странстве: { у =  ах + Ь, 10.400. 2 2 2 2Ь х + у  = z - z .  

{ ах + z = Ь, 
10.401 . у2 + z2 = ь2 . 

Диф ференциальные уравнения или системы заменить нор­
мальными системами дифференциальных уравнений (х - неза­
висимая переменная) : 

10.402.  у"' - хуу' + у'3 = О. 
10.403. ylV - у2 = 0 . 
10.404. у" = у' + z' , z" = z' + и' , и" = и' + у' . 
10.405 .  z" + z - 2у = О ,  у"' + z - у = х .  
10.406 .  у" - z - и = О ,  z' + u z  = х2 , и"' = -ху .  
Проверить , что фующии у(х) и z (x ) являются решениями си­

стем диф ференциальных уравнений: { 1 1 

10.407. 
у = �; · 
Z' - - · - ' у 

у =  е-х/2 , z = 2ех/2 . { у' = 1 -
2у

' 
10.408. х 

2у z' = у + z + - - 1 ; х 
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Проверить , что фующии Ф (х, у, z) fIBЛfIIOTCR интегралами дан­
ных нормальных систем: 

10.409. Ф (х , у , z) = х + у + z; { :: : =у =�=z : z - y 
10.410. Ф (х , у , z) = х2 + у2 + z2 ;  { у' _ Зх - 4z - 2z - Зу ' , 4у - 2х 

1 1 
10.41 1 .  Ф (х , у, z) = - - -; у z 

z - ----- 2z - Зу . { у'=; , 
1 z 

z = - . у 
2. Методы m1тегрировашш нормальных систем. Одним из методов 

решения систем дифференциальных уравнений нвлнетсн метод исRлюче­
нин неизвестных , Rоторый сводит систему уравнений R одному или не­
СRОЛЬRИМ дифференциа,1ьным уравнениям с одной неизвестной фунR­
цией в Rаждом. ПоFiсним это на примерах (см. танже пример 3) . 

П р  и м  е р  5 .  Найти общее решение системы дифференциальных 
уравнений 

dy - = -z , dx 
dz z2 
- = -dx у 

и частное решение, удоlJлетворнющее начальным условиям y ( l ) = 1 ,  
z ( l ) = - 1/2 . 

<] Продифференцируем обе части первого уравнения по х ,  получим у" = 
z2 z2 

= - z' . Так Rак из второго уравнения z
' = - , то у

" = - - , но из у у 
первого уравнения z2 = (у') 2 , поэтому система двух уравнений первого 

\ (у' ) 2 порядна свелась к одному уравнению второго порядка у" = - -- , т .  е .  у 
н уравнению уу11 + (у') 2 = О. 

1 Леван часть полученного уравнения есть (уу' ) ' ,  поэтому уу' = 2С1 , 
i i 2 i c l c v'C с и отнуда y dy = 2c1 dx и 2'у = 2' 1 х +  2' 2 ,  т. с . у = ± 1 х +  z .  з 

С1 первого уравнения системы имеем: z = -у' , т. е. z = =f /7' . 2vC1x + С2 С1 Система фующий у = ±v'C1x + С2 , z = =f v'C С 
образует общее 2 1 Х + 2 решение заданной системы дифференциальных уравнений. 
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Для нахождения частного решения используем начальные 
1 1 y ( l ) = 1 ,  z ( l ) = - 2 .  Имеем: 1 = ../С1 + С2 , 2 

отиуда С1 = 1 ,  С2 = О. 

условия 
С1 

1 Итаи , пара фуниций у = ../Х, z = - 2../Х и есть ис1юмое частное 
решение системы. 1> 

Не всяиую систему дифференциальных уравнений можно свести и 
одному уравнению. 

П р  и м  е р  6. Поназать , что систему уравнений 

у' = ху ,  z' + у' = z + ху 
нельзя свести и одному уравнению. 
<J Действительно, подставив во второе уравнение вместо у' его значение 
ху ,  получим два не связанных между собой дифференциальных уравне­
ни11, иаждое из иоторых содержит толыю одну фуницию: 

у' = ху ,  z' = z .  

(Из этих уравнений находим у = С1 ех2 12 и z = С2ех . ) 1> 
Другим методом интегрирования систем дифференциальных уравне­

ний IIВЛRется м е т о д в ы д е л е н и я и н т е г р и р у е м ы х I\ о м б и н а­
ц и й, т. е . получения из системы (2) та�юго уравнения, 11оторое можно 
проинтегрировать и получить первый интеграл системы. Если найдены 
п независимых первых интегралов системы (2) , то их совоиупность дает 
общий интеграл этой системы. 

П р  и м  е р  7. Найти общий интеграл системы дифференциальных 
уравнений 

dy z + еУ - = --- , dx z + ех 
dz z2 - ех+у 
dx - z + ех 

<J Умножим обе части второго уравнения системы на е-х и сложим их с 
соответствующими частями первого уравнения и с тождеством -е-х z = 
= - e-xz ,  получим (e-xz ) ' + у' =  О ,  отиуда e-xz + у = С1 . Это первый 
интеграл системы. 

Теперь умножим обе части второго уравнения на е-У и сложим с 
z + еУ равенствами -e-Yzy' = -e-Yz--- и х' = 1 ,  получим (e-Yz ) ' + х' = О, 
Z + еХ 

отиуда e-Yz + х = С2 . Это тоже первый интеграJ1 системы. Таи иан 
яиобиан системы 

e-xz + у = С1 , 
e-Yz + х = С2 

отличен от нуля (проверьте! ) , то оба первых интеграла независимы 
между собой, поэтому их совоиупность неявно определяет общее решение 
заданной системы уравнений. 1> 
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Для выделения интегрируемых .комбинаций из системы (2) послед­
нюю удобнее записать в та.к называемой симметричес.кой форме: 

dx 
- 1 

(7) 
U1 U2 и использовать следующее свойство равных дробей: если - = - = . . . . V1 V2 Un . . .  = - = --у, то при любых а1 , . .  " an имеет место соотношение Vn 

aiut + а2и2 + . . .  + anUn 
aiV1 + a2V2 + · · · + anVn 

= --у. (8) 

Числа а1 , . .  " an подбираютсн обычно та.ким образом, чтобы числитель 
в (8) был полным дифференциалом знаменателя или же знаменатель 
был равен нулю. 

В соотношении (7) независимая переменная и ис.комые фующии рав­
ноправны. 

П р  и м  е р  8 .  Найти общее решение системы уравнений 
, тz - lx у =  ' ly - nz z' = пх - ту . ly - nz 

<] Запишем систему в симметричес.кой форме: 
dx dz dy --- = = ---- = --у  ly - nz тz - lx пх - ту 

и воспользуемся соотношением (8) . Выбираем а1 = т ,  а2 = п и  аз = l ,  
тогда имеем 

d(тх + пу + lz) 
о 

= --у, 

т .  е. d(тх + пу + lz) = О , от.куда 

тx + ny + lz = C1 . (9) 

Аналогичным образом, выбирая а1 = 2х , а2 = 2у и аз = 2z, приходим 
.к равенству d(x2 + у2 + z2 ) = О , от.куда 

х2 + у2 + z2 = с� . ( 10) 

Соотношения (9) и ( 10) образуют два первых интеграла системы, ненвно 
определяющих общее решение. t> 

Найти общие решения систем дифференциальных уравнений: 
dx 1 dy 1 · dt dx dy 

10.412. 
dt = у' dt = ; 10.413. ху = tY = tx . 
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. dy z dz у 
10.414. dx 

= 
(z - у)2 ' dx - (z - у)2 . 

10.415. 
dx = х - у

' 
dy - х - у d

d
z
t 

= х - у +  1 . 
dt z - t dt - z - t ) 
dy 2ху dz 2xz 

10.416. 
dx 

= х2 - у2 - z2 ' dx 
= х2 - у2 - z2 . 

l0.4l7. 
dt = dx = dy . xt х2 txy - 2t2 

dx _ dy _ dz 
10.418 .  - -1 + vz - х - у 1 2 

dx у2 dy х2 
10.419. - = - - = -

dt х ) dt у 
Найти общее решение системы дифференциальных уравнений, 

а также частное решение, удовлетворяющее заданным начальным 
условиям: 

dy z - 1 
10.420. -

d 
= -- ' х z 

dz 1 
- = -- ; у (О) = - 1 , z (O) = 1 . 
d:i; у - х 

dy х 
10.421 .  -

d 
= - ' 

х yz 
dz х -
d = 2 ;  у (О) = z (O) = 1 . х у 

dx 
10.422* . Для системы диф ференциальных уравнений 

dt = 
х2 - t dy 
--, - = -х и фующий а ) <р1 = t2 + 2ху ; б) r.p2 = х2 - ty 

, у dt 
проверить , являются ли соотношения <fJi = С (i = 1 , 2) первыми 
интегралами этой системы. 

3. Фщичесний смысл нормальной системы. Для простоты ограни­
чимся рассмотрением системы двух дифференциальных уравнений, при­
чем будем считать , что независимая переменная t есть время: 

± = f1 (t ,  х ,  у) , 
у = fz (t ,  х ,  у) . 

( 1 1 ) 

· Решение х = ip(t) , у = 'l{;(t) �той системы есть некоторая криiзая 
в плоскости Оху с фиксир ованной денартовой прямоуrоJiьной системой 
координат . •  Плос1юсть Оху называется фазовой плоскостью, а кривая 
х = ip(t) , у = 'lj; ( t )  - фазовой траекторией системы ( 1 1 ) . Сама си­
стема ( 1 1 ) называется динами'Ческой системой. Динамическая система 
называетсn автономной ( стационарной) , если в правые части уравне­
ний этой системы время t нс входит пвным образоl\1. 
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Динамичес1шя система определяет поле сиоростей дв:Ижущейся в 
плосиости точии в любой момент времени t . Решение динамичесиой 
системы х = x(t) , у = y (t) - это уравнение движения точии: они 
определяют положение движущейся точии в любой момент времени t . 
Начальные условия задают положение точии в начальный момент: 
x(t0 )  = х0 ,  y (t0 )  = у0 . Уравнения движения определяют таиже и тра­
еиторию движения, будучи уравнениями этой иривой в параметричесиой 
форме. 

П р  и м  е р  9 .  Найти фазовую траеиторию автономной динамичесиой 
системы 

х2 
j; = - , у =  х ,  

у 
проходящую через точиу Мо (2 , 3) . 
<1 Продифференцируем второе уравнение по t и подставим выражение 
х = у и х = у в первое уравнение. Получим у = (у)2 , или уу - (у) 2 = О, 

у 
т . е. одно уравнение второго порядиа с одной неизвестной фуницией у .  

Разделим обе части последнего уравнения на  у2 и перепишем его d ( у ) у dy таи: -d - = О. Отсюда следует , что - = С1 , или - = С1 dt , отиуда t у у у 
У = C2eC1 t . 

Найдем у = С1 C2e01 t и подставим во второе уравнение системы; по­
лучим х = C1 C2e01 t . Итаи, система фуниций х = C1 C2e01 t , у = C2e01 t 
есть общее решение нашей системы дифференциальных уравнений. 

Исилючан из общего р�шею�я время t (C2e01 t = у) ,  получим, что 
фазовыми траеиториями системы являются прямые х = С1 у ,  причем 

3 через заданную точиу Мо (2, 3) проходит прямая у = 2х .  t> 

Для увазанных систем найти фазовые траевтории, проходящие 
через заданные точви М0 : 

10.423. х -=  1 - х2 - у2 , у =  2х ; М0 ( 1 ,  2 ) .  
10.424. х = 1 - х2 - у2 , у =  2ху; Мо (2 ,  1 ) .  
10.425. х = 2х, у = х + 2у; М0 ( 1 , 1 ) .  
10.426. х = у  - х,  у =  у - 2х; М0 ( 1 , 1 ) .  

4 .  Линейные однородные системы. Нормальнан линейнан однородная 
систем(\ п-го порядиа имеет вид 

Х1 = a1 1 (t)x1 + ai2 (t)x2 + . . .  + ain (t)xn , 
Х2 = a21 (t)x1 + a22 (t)x2 + . . .  + a2n (t)xn , ( 12) 
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или ,  в ма1т!. qн:>й фор:.�е, 

X(t) = A(l )X \t) ,  

где 

В обJ1асти непрерьшности иоэффицпентсв aij (t) , i ,  j = 1 , . . . , п , си­
стема ( 12 ) удовлетворяет условиям тсоремь.t существования и единствен­
ности решения задачи :Коши. 

Фундаментальной систе.мой решет.tй системы ( 1 2 ) называется 
совоиупность произвольных п линейно независимых решений Xk (t) = 
- ( ( k ) ( ) ( k )  ( ) ( k) ( ) ) т -- Х1 t , Х2 t , . . .  , Xn � t , k - 1 ,  2 ,  . . . , n .  

Если Xk (t) ,  k = 1 ,  2 , . . . , п,  - фундаментальная система решений 
n 

системы ( 12 ) , то общее решение имеат вид X(t) = 2:: CkXk (t) ,  где С1 , 
k=1 

С2 , . . .  , Сп - произвольные постоянные. 
Интегрирование систеыы ( 12) обычно пр•>Dодится методом исилюче­

ния (см. пример 3) . 

Решить системы линейных дифференциальных уравнений: 
dy у dz 2у z 

10.427. - = - - + xz,  - = -- + - . 
dx х dx х3 х 

dy dz 
10.428. х 

dx 
= -у + zx, х2 

dx 
= -2у + zx. 

10.429. х = - � ,  iJ = _::. _ 
t t 

. 2 . t + 2 
10.430. х = - -х ,  у =  у +  --х.  

t t 
В частном случае с и с т е м с п о  с т о я н н ы м и  н о э ф  ф и  ц и е н  т а­

м и ,  ногда матрица A(t) в правой части ( 13) не зависит от t , для отыс­
иания фундаментальной системы решений Xk (t) ,  k = 1 ,  2 ,  . . . , п, могут 
быть использованы методы линейной алгебры. 

Из хараитеристичесиого уравнения 

det. (А - >..Е) = О ( 14) 

находятся различные иорни Л1 , Л2 , • • • , Лs и для всяиого иорня >.. (с уче­
том его нратности) определяется соответствующее ему частное решение 
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X(.X) (t) . Общее решение системы имеет вид 
8 

X(t) = :L ckx(>-k > (t) . 
k=l 

При этом возможны следующие случаи: 
а) Л - действительный rюрень кратности 1 . Тогда 

x(>.> (t) = y(>. ) e>.t = (у\"') ) e>.t , 
(>.) Уп 

341 

( 1 5) 

где у(>.) - собственный вектор матрицы А, соответствующий собствен­
ному значению >. (т . е .  АУ(>.) = >.У(>.) , у(>.) =/:- О) . 

П р  и м  е р  10 . Найти частное решение однородной системы 
±1 = 4х1 + Х2 , 
±2 = 3х1 + 2х2 , 
±з = 2х1 + 3х2 + 4хз , 

1 

удовлетворяющее условиям х1 (0) = 6, i2 (0) = -6, х3 (0) = 24 . 
<J Характеристическое уравнение ( 14) для этой системы имеет вид 

4 - Л  
det (A - ЛЕ) = 3 

Его корни Л1 
таковы: 

1 , Л2 = 4, 

у(Ло ) = Н) , 
ПоЭтому 

2 
Лз = 5 .  

у(>.2 ) = 

1 о 
2 - Л  о = о. 

3 4 - Л  

Собственные векторы, например , 

Ш ·  у(Ло ) = (О . 

х(>- 1 > = Н) ,· . х(Л. ) = ш е" , х(Л.) = ш е" . 

Отсюда общее решение системы в соответствии с ( 15) имеет вид 

X(t) = С, (-�) е' + С, Ш е" + С3 Ш е" . 
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Для нахождения частного решения нонстанты С1 ,  С2 , Сз определяем из 
следующей системы: 

х(о) � ( ��) � с, Н) + с, Ш + с, О) � 
= (-�g� : g:) ' 

7С1 + С2 + 5Сз 

отнуда С1 = 1 , С2 = 2 ,  С3 = 3 .  Онончательно для исномого частного 
решения получаем 

X(t) = (:: �:�) = (-�) et + (�) e4t + ( �) еы .  t> 
x3 (t) 7 2 1 5  

б) Л - номпленсный норень нратности 1 .  Тогда норнем харанте­
ристичесного уравнения ( 14) является танже сопряженное с ). число Л. 
Вместо номпленсных частных решений X("J (t) и x(XJ (t) следует взять 
действительные частные решения xf"J (t) = Re X("J (t) и X�"J (t) = 
= lm X(Л) (t) . 

П р и м е р  1 1 .  Найти общее решение системы 
X1 (t) = Х1 + Х2 , 
±2 (t) = -2х1 + Зх2 . 

<J Харантеристичесное уравнение 

имеет номпленсно сопряженные норни >.1 , 2 = 2 ± i . Для нахождения соб­
ственного вентора ,  соответствующего норню Л = 2 + i, получаем систему 

( - 1 - i)y�,\) + у(,\) - о 2 - ' 

-2у�,\) + ( 1  - i)y�,\) = о . 
(,\) (,\) . Полагая у1 = 1 ,  находим у2 = 1 + i ,  т .  е .  
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Отсюда пара действительных частных решений имеет следующий вид: 

х(Л) ) - R ( ( 1 ) (2+i)t) - ( e2t cos t ) - ( cos t ) 2t 1 (t - е l + i е - e2t (cos t - sin t) - cos t - sin t е ' 

х(Л) - I ( 2+i) t -
е SШ 

-
sш 2t ( ( 1 ) ) ( 2t . t ) ( . t ) 2 (t) - m 1 + i  е - e2t (cos t + sin t) - cos t + sin t е · 

Оиончательно (см. формулу ( 15) )  получаем общее решение 

х ( ) с ( cos t ) 2t С ( sin t ) 2t t = 1 cos t - sin t е + 2 cos t + sin t е = 

( С1 cos t + С2 sin t ) 2t = (C1 + C2 ) cos t + (C2 - C1 ) sin t е · !> 

в) ,\ - иорень иратности r � 2 .  Соответствующее этому иорню ре­
шение системы ( 13) ищетсн в виде веюора ( ( 1 ) + (2 ) t + + (r) tr- 1) а1 а1 . . . а1 

( ! )  (2 ) ( r) r- 1 х(л) (t) = �.2 . . .  � .�: . � .:. '. '. '. �. �.
2 . .  � . . .  елt , 

( ! }  + (2) t + + (r) tr- 1 an an . . . ан 

( 16) 

иоэффициенты иоторого a�j) , i = 1 , . . " п ; j = 1 , . .  " r , определнютсн 
из системы линейных уравнений, получающейсн приравниванием ноэф­
фициентов при одинаиовых степенпх t в результате подстановни вектора 
( 16) в исходную систему ( 13) . 

П р  и м  е р  12 .  Найти общее решение системы 

±1 (t) = 2х1 - х2 , 
:i:2 (t) = 4х1 + 6х2 . 

<] Харантеристичесиое уравнение 

1 2 - Л -1 1 = (Л - 4)2 = О  4 6 - ,\ 

имеет норень ,\ = 4 кратности r = 2 .  Поэтому ищем решение системы в 
виде 
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Подставляем это выражение в исходную систему и соиращаем на e4t : 

Приравнивая коэффициенты при одинаиовых степеннх t, получаем: 

/31 + 2а1 + а2 = О ,  
/32 - 4а1 - 2а2 = О ,  

2/31 + /32 = о ,  
-2/32 - 4/31 = о . 

Полагая а1 = С1 и /31 = С2 , имеем /32 = - 2С2 и а2 = -2С1 - С2 . Таиим 
образом, общее решение системы имеет вид 

Решить следующие системы линейных диф ференциальных 
уравнений с постоннными коэффициентами. Там,  где даны на­
чальные условия ,  кроме общего решения, найти соответствующее 
частное решение: 

10.431 .  х = у , у = -2х + Зу.  
10.432. х = х + Зу,  у = -х + 5у; х (О) = З ,  у (О) = 1 . 
10.433. х = Зх - 2у, у = 4х + 7у; х (О) = 1 , у(О)  = О .  
10.434. i; = 2х - 5у; у = 5х - 6у. 
10.435. х = х - 4у, у = х - Зу. 
10.436. х = -х + 2у, у = -2х - 5у; х (О) = О , у(О) = 1 . 
10.437. х = у, у = z ,  i = х; х (О) = у (О) = z (O) = 1 .  
10.438. х = у + z ,  у = z + х ,  i = х + у; х (О) = у (О) = 2 ,  

z (O) = - 1 .  
10.439. i; = х - 2 у  - z ,  у = - х  + у +  z ,  z = х - z .  
10.440. х = 5 х  + 2у - Зz , у = 4х + 5у - 4z, z = 6 х  + 4у - 4z. 
5. Линейные неоднородные системы. Нормальная линейная неодно-

родная система дифференциальных уравнений имеет вид 

±1 = al l (t)x1 + a12 (t)x2 + . . .  + aln (t)xn + fi (t) ,  
±2 = а21 (t)x1 + a22 (t)x2 + . . .  + a2n (t)x,,; + /2 (t) , ( 1 7) 
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где по ирайней мере одна из фуниций fk (t) не равна тождественно нулю. 
В матричной форме система ( 17) имеет вид 

X(t) = A(t)X (t) + F(t) , ( 18) 

где F(t) = (f1 (t) , f2 (t) , . . .  , fn (t) ) т . Интегрирование системы ( 17) мож­
но проводить методом исилючения (см. пример 3) , однаио иногда предпо­
чтительнее найти предварительно решение Xo (t) соответствующей ( 18) 
однородной системы 

X(t) = A(t)X (t) ( 19 )  

и иаиое-либо частное решение X(t) системы ( 18) . Тогда общее решение 
системы ( 18) имеет вид 

X(t) = X0 (t) + X(t) . (20) 

Если известна фундаментальная система Xk (t) , k = 1, 2 ,  . . .  , п ,  ре­
шений однородной системы ( 19) , то общее решение X(t) можно найти 
методом вариации произвольных постоянных . Именно, полагая 

n 
X (t) = L:·Ck (t)Xk (t) , (21 ) 

k=1 
определяем фуниции Ck (t) подстановиой (21 )  в систему ( 18) . Учитывая 
при этом равенства 

Xk (t) - A(t)Xk (t) = о , k = 1 ,  2, . . .  , п ,  

приходим и системе уравнений относительно Ck (t) : 
n 

L Ck (t)Xk (t) = F(t) . (22) 
k=1 

Из этой системы находим Ck (t) = 'Pk (t) и, интегрируя, получаем фуни­
ции Ck (t) с точностью до произвольных постоянных . Подставляя их в 
(2 1 ) ,  получаем исиомое общее решение неоднородной системы ( 18) .  

П р  и м  е р  13 .  Зная фундаментальную систему решений 

однородной системы 
:Х1 = 6х1 + х2 , 
:Х2 = 5х1 + 2х2 , 
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найти общее решение неоднородной системы 
Х1 = 6Х1 + Х2 + t , 
±2 = .5х1 + 2х2 + 1 . 

<J Воспользуемся методом вариации произвольных постоянных . Для 
фующий C\ (t) и (\(t) составим систему вида (22) 

Найдя 

. (1) 7t . (- 1) t (t) С1 (t) 1 е + C2 (t) 5 е = 1 · 

с. ( ) ы + 1 -7t 
i t = --е , 6 

и проинтегрировав, получим 

) ( 5 2 ) -7t C1 (t = - 42 t +  49 е + С1 , 

Таним образом, общее решение системы запишется в виде 

Если ноэффициенты aij ( t) системы ( 17) постоянны, т. е. a;j ( t) = aij , 
i ,  j = 1 ,  . . " n ,  а фующии fi (t) имеют вид произведений 

(P(t) cos {Зt + Q(t) sin {Зt)e°'t , (23) 

где P(t) и Q(t) - многочлены, то частное решение X(t) можно найти 
методом неопределенных ноэффициентов, записав X(t) в виде, аналогич­
ном (23) , с учетом совпадения или несовпадения чисел о: ±  i{З с норнями 
харантеристичес1юго уравнения . 

Следует иметь в виду , что если k - наибольшая степень многочленов 
P(t) и Q (t) в (23) и Л = о: +  i{З - норень нратности r харантеристиче-
сного уравнения, то частное решение X(t) ищется в виде 

( (')'1otk+l + ')'1 1 tk + . . .  + /I , k+l )  ) 
X(t) = Re tr- I ?2.0.t��I. � �2.1 �� .-:. '. '. '. � :�: �:-.1 . e>.

t 
. 

/no tk+ I + /nl tk + · · · + 'Yn, k+ l 



§ 3. Системы дифференциальных уравнений 

П р  и м  е р  14. Найти частное решение системы 

Х1 = -Х2 + t2 , 
Х2 = Х1 + et . 

347 

<J Та:к :каи хараитеристичесиое уравнение 1 -/ =� 1 = О имеет иорни 
Л1 , 2 = ±i ,  ищем частное решение системы в виде суммы многочлена 
второй степени и фуниции вида Det : 

Подставшш эти фуниции в заданную систему , получим равенства 

2A1 t + В1 + D1 et = -A2t2 - B2t - С2 - D2et + t2 , 
2A2t + В2 + D2et = Ai t2 + B1 t + С1 + D2et + et . 

ПриравниваR иоэффициенты при одинаиовых степенRх t и при et , полу­
чим систему 

D1 = -D2 , 
D2 = D1 + 1 , 

l - A2 = О, 
Ai = 0 . 

Отсюда Ai = В2 = С1 = О, А2 = 1 ,  В1 = 2, С2 = -2 ,  D2 1/� j 
D1 = - 1/2 ,  и исиомое частное решение имеет вид 

П р  и м  е р  15 .  Найти общее решение системы 

X(t) = AX(t) + F(t) , 

А 
(2 - 1) (t + 1) Зt где = 1 4 и F = 2t е . 

<J Хараитеристичесиое уравнение 

1 2 - л - 1  1 2 2 
1 4 _ Л = Л - 6Л + 8 + 1 = (Л - 3) = О  

имеет иорень Л = 3 · :кратности 2 .  Общее решение однородной системы (at + (3) ищем в виде X0 (t) = 
it + б e3t , подставив иоторое в однородную 



348 Гл. 10. Дифференциальные уравнения 

систему и со1�ращая на e3t , имеем 

Получим систему 
З (аt + .В) +  .В = 2(at + .В) - (1t + 6) , 
З (1t + 6) + б = at + .В + 4(1t + 6) , 

из ноторой следуют два независимых соотношения а = -1 и .В+ а = -6. 
Полагая а = С1 и .В = С2 , имеем / = -С1 и 6 = -С1 - С2 , т .  е .  

Таи нан F(t) содержит множитель e3t ,  причем Л = 3 - норень харанте­
ристичесного уравнения нратности 2, то ищем частное решение в виде 

( 2 (
A1 t + В1

) зt) а не в виде t A2t + В2 
е . 

Подставив X(t) в заданную систему и сонратив на e3t , получаем ма­
тричное равенство 

ноторое можно записать в .виде равенств 

A1 t3 + B1 t2 + D1 t + 3A1 t2 + 2B1 t +D1 = -A2 t3 - B2 t2 - D2t + t + 1 ,  
-A2 t3 - B2t2 - D2t + ЗА2t2 + 2B2t +D2 = Ai ti + B1 t2 + Di t + 2t. 

Сравнивая ноэффициенты при одинановых степенях t , получаем систему 
уравнений 

Ai + А2 = О, 
В1 + ЗА1 + В2 = О ,  
Di + 2В1 + D2 = 1 , 

D1 = 1 , 

Ai + А2 = О ,  
В1  + В2 - ЗА2 = О ,  
Di + D2 - 2В2 = -2 ,  

D2 = О .  
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Находим D1 = 1 ,  D2 = О , В1 = О , В2 = 3/2, А1 = - 1/2 ,  А2 = 1/2 .  
Следовательно, ( 1 2 ) - -t + 1 

X(t) = t 1
2 

3 езt , 
- t2 + -t 2 2 

и ис.комое общее решение запишетсн в виде 

Найти решения следующих систем уравнений: 
10.441 .  х = Зх - 2у + t, у = Зх - 4у. 
10.442. х = х - у ,  у = х + у +  et . 
10.443. х = 5х - Зу + te2t , iJ = Зх - у +  e3t . 
10.444. х = х + у  - cos t , iJ = -2х - у +  sin t + cos t .  
10.445 . x = y + tg2 t - 1 ,  iJ = -x + tg t. 
10.446* . х = 2х + Зу, ii = 4х - 2у. 
10.447* . Вещество А разлагается на два вещества Р и Q . С1ю� 

рость образования .каждого из них пропорциональна массе нераз­
ложившегося вещества А. Найти за.коны измененин масс х и у 
веществ Р и Q в зависимости от времени t, если через час после 

а За 
начала процесса разложения х = S , у = S, а - первоначальная 
масса вещества А. · 

10.448* . Материальная точка массы т притягивается центром 
О с силой, пропорциональной расстоннию. Движение начинается 
из точки А на расстоянии а от центра с начальной сноростью vo , 
перпендинулярной .к отрезну ОА. Найти траенторию движения. 

§ 4. Элементы теории устойчивости 

1 .  Основные понятия. Пусть задана нормальнан система дифферен­
циальных уравнений 

X1 (t) = f1 (t , Х1 , Х2 , · · · , Хп ) ,  
±2 (t) = f2 (t , Х1 , Х2 , · · · , Хп) , 

Xn (t) = fп (t , Х1 ,  Х2 , . . .  , Хп ) 

( 1 )  
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с начальными условиями в точне t0 . Решение Xo (t) = (<p1 (t) , . . .  , <f?n (t) ) т 
системы ( 1 )  называется устойчивым по Л.япунову, если для любого 
Е; > О найдется таное б(Е:) > О, что для веяного решения X(t) = 
= (x1 (t) , . . .  , Xn (t) ) т той же системы, значения ноторого в точне t0 удо­
влетворяют неравенствам 

l xi (to ) - <p; (to ) I  < б(Е:) , i = 1 , 2 ,  . . .  , п ,  

для всех t > t0 справедливы неравенства 

l xi (t) - Ч?i (t) I < Е; ,  i = 1 , 2 , . . .  , п .  

(2) 

(3) 

Если же при сноль угодно малом б > О хотя бы для одного реше­
ния X(t) неравенства (3) не выполняются , то решение X0 (t) называется 
неустойчивым. 

Если решение X0 (t) не тольно устойчиво, но , нроме того, при условии 
(2) удовлетворяет соотношению 

lim lxi (t) - <f?i (t) I = О , i = 1 , 2 , . . .  , п ,  
t-t+oo 

то это решение называется асимптотически устойчивым. 
П р  и м  е р  1 .  Исследовать на устойчивость решение дифференциаль­

ного уравнения х = ах (а � JR) , определяемое начальным условием 
xo (to ) = Со . 
<J Если а =1 О ,  то решение имеет вид 

xo (t) = Coea( t- to ) . 

Пусть x (t) = Cea(t- to ) - произвольное решение этого уравнения, 
удовлетворяющее условию IC  - Co l < б = Е; .  Тогда при а <  О получаем 

l x (t )  - Xo (t) I = ICea( t- to ) - Coea(t-to ) I = ea( t- to ) IC  - Co l  < Е: , 

отнуда 
lim lx (t) - xo (t) I = IC - Co l  lim ea(t- to ) = О , 

t-t+oo t-t+oo 

т .  е .  решение асимптотичесни устойчиво. 
При а > О 

l x (t) - xo (t) I = ea(t- to ) IC  - Co l 

может быть сноль угодно большим числом при ·достаточно больших t .  
Значит, при а > О решение неустойчиво. 

Если а =  О ,  то решение имеет вид xo (t) = С0 . 
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Для вся:кого решения x(t) = С с условием IC  - Co l  < 6 = е имеем 

j x (t) - xo (t) I = IC - Co l < е . 

Но 
lim l x (t) - xo (t) I  = IC - Co l =/:- О, 

t-t+oo 

а потому решение устойчиво, но не асимптотичес:ки устойчиво. t> 
Исследование на устойчивость решения X0 (t) системы ( 1 )  может 

быть сведено н исспедоnанию на устойчивость тривиnльнGго (нулевого) 
решения - то·ч:ки поко.я неноторой системы, аналогичной системе ( 1 )  
(см. задачу 10 .454) . 

Исследовать на устойчивость решения следующих уравнений 
и систем уравнений: 

10.449. i: = t(x - 1 ) ,  х (О) = 1 .  
10.450. х = t - 1 , х (О) = - 1 . 
10.451 .  i: = х + у, у = х - у; х(О) = у(О)  = О .  
10.452. i: = -2х - Зу,  у = х + у ; х (О) = у (О) = О. 
10.453. х = о:х - у ,  у = о:у - z, z = az -- х ;  х (О )  = у(О)  = 

= z (O) = О ,  а Е IR. 
10.454* . Написать систему дифференциальных уравнений, ис­

следование на устойчивость точви повоя :которой равносю1ьно 
исследованию на устойчивость решения X0 (t) системы ( 1 ) . 

10.455. СформуJrировать определения устойчивости, асимпто­
тичесвой устойчивости и неустойчивости для точви повон системы 
диф ференциальных уравнений. 

2. Простейпше тш1ы точен поноя. Для исследованин на устойчивость 
точ:ки по1:юn системы двух линейных однородных дифференциальных 
уравнений с постоянными ноэффициентами 

х = а 1 1 х + а12У ,  
fJ = az1 X + az2Y , 

надо составить хара:ктеристическое уравнение 

(4) 

и найти его корни ,\1  и Л2 • В табл. 4.1 нриведен� класеифинациn точен 
покоя системы (4) в зависимости от норней ,\1 , Л2 харс.::ктеристического 
уравненин. 
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Т а б л и ц а  4 . 1  

I\орни Л 1 , Л 2  Характер точ1ш покоя Устойчивость 
точки покоя 

Действитель- Л1 < О, у,тuйчи•ый 

* 
Асимптотически 

ные: Л2 < О  узел устойчива 
Л� =/= Л2 

Л� > О, :;у_;тийчио ы..,. Неустойчива 
Л2 > О  

Л1 > О, Неустойчива Седло 
Л2 < О  

� � 

Номпле11сные: Q < о , Устой'Ч.ивый Асимптотически 
Л1  = а +  i{З, {3 =/=  о фокус 

(®) 
устойчива 

Л2 = а  - i{З 

Q > о , Неустой'Ч.ив ый Неустойчива 
{3 =/= о фику' (®) 
Q = 0,  Центр Устойчива 
{3 =/=  о 

@J 
ДействитР.ш.- Л < О  Устой'Ч.ивый узел Асимптотически 
ный, 11ратнос-

~ * 
устойчива 

ти 2 :  

Л1 = Л2  = Л 

Л > О  Неустойчивый узел Неустойчива 

;t * 
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П р  и м  е р  2 . Определить харюпер и исследовать на устойчивость 
точну поноFI системы 

х = -2х + ау, 
у = х + у  

в зависимости от параметра о: (о: f:. _:2) . 
<J Харантеристичесное уравнение 

1
-2
1
- л 

о: 1 1 _ л = л2 + л - (а + 2) = о 

1 1 имеет норни Л1 , 2 = - 2  ± 2 J9 + 4о:. ИсследуFI поведениFI норней Л1 , Л2 
в зависимости от параметра о: и использун табл. 4 . 1 ,  получаем: 

если о: < -9/4 (норни компленсные, Rе Л1 , 2 < О) - устойчивый 
фону с ;  

если -9/4 � о: < -2 (норни действительные и отрицатеJ7ьные) -
устойчивый узел ; 

если -2 < о: (норни действительные и разных знанов) - седло, 
точна поноFI неустойчива. [> 

Определить хараитер точеи поиоFI следующих систем: 
10.456. х = х + 2у, у =  -3х + у. 

7 . 2 
1 . 2 

1 
10.45 . х = - х + зу,  у = - х + 2У· 
10.458. х = -х + Зу, у = -х + 2у. 
10.459.  х = -у, у = х - 2у. 
10.460. х = -бх - 5у, у =  -2х - 5у. 
10.461 .  х = -х + 2у, у = -2х - 5у. 
Определить , при I\аиих значениях параметра а точиа поиоя 

системы устойчива . 
10.462. х = ах - у,  у = х + 2у. 
10.463. х = -3х + ау,  у = -ах + у.  
10.464 * .  Исследовать на устойчивость решение уравнения упру­

гих I\Олебаний х + 2ах + {32х = О  (а > О) . 
10.465* . Пусть задана система п линейных диф ференциальных 

уравнений с постоянными I\Оэффициентами 
n 

Xi = L ЩjXj , i = 1 , 2 ,  . . .  ' п .  
i=l 

Доназать , что если все I\Орни хараитеристичесиого уравнения этой 
системы имеют отрицательную действительную часть , то точиа 
поиоя системы асимптотичесии устойчива. Если же хотя бы один 
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из :корней хараптеристичес:кого уравненин имеет положительную 
действительную часть , то точ:ка по:кон неустойчива .  

Использун результат задачи 10.465, исследовать на  устойчи­
вость точ:ку по:кон :каждой из следующих систем: 

10.466. х = 2х,  у = Зх + 2у, z = -:-Х - у - z.  
10.467. х = -2х - у, iJ = х - 2у ,  z = х + Зу - z .  
3. Метод фующий Ляпунова. Этот метод в применении :к автономной 

системе 

(5) 

где fi (O ,  . . . , О) = О ,  i = 1, 2 ,  . . . , п ,  состоит в непосредственном иссле­
довании устойчивости ее точ:ки пшюя при помощи подходящим образом 
подобранной фу·н:ки,u.и Л.япунова V (x1 , . . . , Хп ) . 

Верны следующие теоремы Ляпунова: 
Т е о р е м а  1 (об устойчивости) . Если существует дифферени,ируе­

ма.я фующи.я V (x1 , . . .  , хп ) , удовлетвор.яюща.я в окрестности на'Чала 
координат следуюш,им услови.ям: · 

а) V (x1 , . . .  , Хп ) � О, при•tем V = О  лишь при Х 1 = . . .  = Xn = О ; 
dV п дV б) -d = L -8 fi (X1 , . . .  , Xn ) � 0, t i= I  Xi 

то точка поко.я системы (5) устойчива. 
Т е о р е м  а 2 (об асимптотичес:кой устойчивости) . Если существу­

ет дифферени,ируема.я функи,и.я V(x1 , . . .  , Хп ) , удовлетвор.яюща.я в 
окрестности на•tала координат следующим услови.ям: 

а ) ':'(х1 , . . .  , хп ) � О ,  при•tем V = О  лишь при Х 1 = . . .  = Xn = О , 
dV п дV dV б) -d = L: 

-
8 f; (x1 , . . . , Хп ) � О , при•�ем -d = О лишь при t i= l Xi t 

Х 1 = . . .  = Xn = 0 , 
то то'tка поко.я системы (5) асимптоти•1,ески устоu'tива. 

Т е о р е м а  3 (о неустойчивости) . Если существует дифферени,иру­
ема.я функи,и.я V (x1 , . . .  , хн ) ,  удовлетвор.яюща.я в окрестности на'tала 
координат услови.я.м: 

· 

а ) V (O , . . .  , О) = О и сколь угодно близко от на'tала координат 
имеютс.я то1Lки, в которых V(x1 , . . .  , х11 ) > О; 

dV п дV dV б) -d = L: д-f; (x1 , . . .  , Хп ) � о, пpи1LeJ.t = о лишь при t i= 1 Xi dt 
3;! = . . .  = Xn = 0 ,  
то то'Чка поко.я системы ( 5 )  ueycmou•iuвa. 
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П р  и м  е р  3 .  С помощью фующии Ляпунова исследовать на устойчи­
вость точ:ку по:коя системы 

± = -х + у , 
у =  -2у3 - х. 

dV <J В :качестве фун:кции Ляпунова возьмем V = х2 + у2 . Тогда dt = 
= 2х(-х + у) + 2у (-2у3 - х) = -2(х2 + 2у4 ) ,  и фун:кция V вместе с 
dV dt удовлетворяет условиям теоремы 2. Значит , точ:ка по:коя системы 
асимптотичес:ки устойчива . 1> 

П р  и м  е р  4. Исследовать на устойчивость точ:ку по:коя системы 
х = х (2 + cos x) , 
iJ = -у. 

dV <J Возьмем фун:кцию V (x, у) = х2 - у2 • Тогда dt = 2х2 (2 + cos x) + 

+ 2у2 = 2 (2х2 + у2 + х2 cos х) = 2 ( х2 + 2х2 cos2 i + у2) > О всюду , 
:кроме начала ноординат. :Кроме того, с:коль угодно близ:ко :к началу 
ноординат найдутся точ:ки, в :которых V > О (например , вдоль прямой 
у = О V = х2 > О) . Следовательно, выполнены условия теоремы 3 , и 
точ:ка по:коя неустойчива .  1> 

Общего метода построения фун:кций Ляпунова не существует. В про­
стейших случаях ее следует ис:кать в виде: V = ах2 + Ьу2 , V = ах4 + Ьу4 , 
V = ах2 + Ьу4 , подбирая надлежащим образом постоянные а > О и Ь > О . 

П р  и м  е р  5 .  Исследовать на устойчивость точ:ку по:коя системы 

х = -х + �у +  3ху3 , 
. 1 2 2 2 у = -х - -у - х у . 3 

<J Фун:кцию Ляпунова будем ис:кать в виде V = ах2 + Ьу2 , а >  О, Ь > О . 
Тогда имеем: 

: = 2ах ( -х + �у + 3ху3) + 2Ьу ( -х - � - 2х2у2) = 

= - ( 2ах2 + � Ьу2) + (ху + 2х2у3 ) (3а - 2Ь) . 

3 dV Полагая Ь = -а, получим, что -d = -а(2х2 + у2) � О при вся:ком 2 t 
а > О. Из теоремы 2 выте:кает , что точ:ка по:коя системы асимптотичес1ш 
устойчива. 1> 
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Исследовать на устойчивость точ1ш повон следующих систем: 
10.468. i: = -х - у - хз - у2 '  у = х - у + ху. 
10.469. i: = у + хз , iJ = -х + уз . 
10.470. i: = ху4 , у = -х4у .  
10.47i .  i: = -у +  х5 , iJ = х + у5 . 

10.472. i: = у +  х2у2 - �х5 , у =  -2х - 2хзу - �уз 4 2 
10.473. i: = -2х + 4ху2 , у = у +  2х2у .  
4. Устойчивость п о  первому·11рибJШжеюnо. Предположим, что правые 

части системы (5) , т .  е. фующии f; (x1 , . .  " хп ) ,  i = 1 ,  2 ,  . .  " п , диффе­
ренцируемы в начале ноординат достаточное число раз. Разложим их по 
формуле Тейлора в онрестности начала ноординат: 

" 

f; (x1 , . . .  , Хп ) = l: a;jXj + F; (x1 , . .  " Хп ) ,  
j=l 

дf; (О ,  . .  " О) где a;j = д , а F; - члены второго пор11дна малости относи-
Х j 

тельно х1 , . .  " Хп - Тогда исходна11 система (5) может быть записана в 
виде п 

±1 = l: a1jXj + F1 (x1 , " . ,  Хп ) ,  
j=l 

п 
Хп = L anjXj + Fп (Х1 , . . .  , Хп ) .  

j=l 
Рассмотрим систему 

п 
Х; = L a;jXj , i = 1 ,  2 ,  . . .  , п ,  

j= l  
(6) 

называемую системой уравнений первого приближени.я дл11 системы (5) . 
Справедливо следующее утверждение: если все норни харантеристи­

чесного уравнени11 системы (6) имеют отрицательные действительные 
части , то точна поно11 системы (6) , а танже исходной системы (5) асимп­
тотичесни устойчива ; если хот11 бы один из норней харантеристичесного 
уравнени11 системы (6) имеет положительную действительную часть , то 
точна поно11 системы (6) (и системы (5) ) неустойчива . 

Говор11т , что в этих случа11х возможно исследование системы (5) на 
устой•tивость по первому приближению. В остальных случа11х таное 
исследование, вообще говор11, невозможно, тан нан начинает сназыватьс11 
вли11ние членов 2-го пор11дна малости. 
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П р  и м  е р  6 . Исследовать на устойчивость точку по1юя системы 
х = 2х + 8 sin y , 
у = 2 - ех - Зу - cos у .  

<J Разлагая фующии sin у ,  cos у, ех по формуле Тейлора и выделяя члены 
1-го порнщш малости , можем переписать исходную систему в виде 

x = 2x + 8y + F1 (x, y) , 
у =  -х - Зу +  F2 (x, у) , 

где F1 , F2 - члены 2-го порядка малости относительно х и у .  Соответ­
ствующая система уравнений первого приближения вида (6) запишется 
следующим образом : 

х = 2х + 8у , 
iJ = -х - Зу . 

Корни ее характеристического уравненин Л1 , 2 
- 1  ± i./7 

2 имеют от-
рицательные действительные части. Следовательно, точка поноя этой , а 
танже исходной систем устойчива . 1> 

Исследовать на устойчивость по первому приближению точ1ш 
пшюн следующих систем дифференциальных уравнений: 

10.474. ± = � (ех - 1 )  - 9у, у =  �х - sin y .  

10.475. ± = 5х + y cos y, у =  Зх + 2у - у3еУ . 
10.476. ± = 7х + 2 sin y ,  у =  ех - Зу - 1 . 

10.477. ± = - �х + � sin 2у, у =  -у - 2х. 
2 2 

10.478. ± = ln (4у + е-3х ) ,  у =  2у - 1 + �1 - 6х . 

10.479 . ± = ех+2У - cos Зх, у = ./4 + 8х - 2еУ . 
10.480. Показать , что исследование на устойчивость по первому 

приближению точ1ш покоя системы 

± = -4у - х3 , у = Зх - у3 

невозможно. Провести исследование методом функций Ляпунова . 
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Глава 5 

5 . 1 .  Приближение с недостатиом 0 ,1 ; 0 , 10 ; 0 , 101 .  Приближение с 
1 1  901 2 183 1 избытиом: 0,2 ; 0 , 1 1 ; 0 , 102. 5.2 . а) 9 ;  б) 

300 ; в) 19800
. 5 . 11 .  log1 /2 3 > 

> log1 ;3 � - 5 .12 .  ( � Yg 
t = (� Yg 

t .  5.13. log10g3 2 � > 1 .  5.18. { � , � } · 
5.19 . { - 1 ,  О } .  5J20. 121 .  5 .21 .  {О ,  2 } .  5.22. (-оо,  2) . 5.23. (-оо,  1) U 

у 

о х 

Рис . 5 1  

u [3 , +оо ) .  5 .24. ( 3 ,  4) . 5.25. [ 1  - Ji7, -1  + /5) . 
5 26 (- 5 - JiЗ) ( 5 - /5 5 + /5) . . оо ,  

2 u 2 
, 

2 
. 

5.27. (-оо,  -1) . 5.28. а) { 1 ,  2} С { 1 ,  2 ,  { 1 ,  2 ,  3} }; 
б) обе записи верны. 5.29. А = {О ,  1 ,  2 } .  
5.30. А = { 1 } .  5.31. А = { 1 ,  2 ,  3 ,  4} . 5.32. А = 

= { -2 ,  - 1 ,  О , 1 ,  2 } .  5.33. А = { 1 , 2 ,  3 } .  5 .34. А = 

= {rr/2 , rr , 3rr/2 , 2rr} .  5.35. См. рис. 5 1 .  5.36. См. 
рис. 52 (граница заштрихованной области не принадлежит множеству ) .  
5.37. См .  рис. 53 .  5.38. См. рис . 54  (штрихован линин не  принадлежит 

у 

х 

Рис. 52 

у 

- 1 о 

-2 

Рис. 53 

1 х 

множеству) . 5.39. См. рис. 55 (граница заштрихованной области не при­
надлежит множеству ) .  5 .40. Точиа (2, 2) . 5.41. См. рис. 56. 5.42. См. 
рис. 57 (граница заштрихованной области не принадлежит множеству ) .  
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5.43. A U B = {-5 , 3 , 4 } ;  A n B  = {4} ; А \ В  = {-5 } ;  В \ А  = {3} . 
5.44. {2 ,  4, 8} . 5.45. {8k 1 k Е Z} .  5.46. { 1 , 2 ,  4 } .  5.47. { 24k 1 k Е N} . 
5.49. A U B = ( - 1 , 4) ; A n B  = 

= ( 1 ,  2] ; А \ В  = ( - 1 ,  1 ) ;  В \ А  = У 

= ( 1 ,  4) . 5.50. (О ,  1 ) .  5 .51 .  (О , 1/4] U 
u ( 1/2 ,  1] .  5.52. {О} U ( 1/2 ,  1 ) .  
5.53. (О , 1 /4) u ( 1 /4 ,  3/4) u { 1 } .  

у 

- 1/2 о х 

Рис. 54 

х 

Рис. 5 5  

5.60. Z ;  { - 1 ,  О ,  1 } .  5 .61 . {п Е N 1 п 'f:. Зk, k Е N} ; 121 .  5.62. {х Е IRlx = 

= 1/п ,  п Е N} , { 1 } .  5.63. а ) Все точ1ш данного нруга ; 121 ;  б) все 
точки кольца между данной . онружностью и нонцентрической окружно­
стью вдвое меньшего радиуса ; 121; в) все точки круга ; центр круга . 

у 

х 

Рис. 56 Рис. 57 

5.73. а) min X не существует ; max X = 1; б) (1 ,  +оо) ; ( - оо , О] ; sup X = 

= 1 ;  iпf Х = О .  5.74. 1/2 ;  не существует ; 1/2 ;  О .  5.75. 1 ;  - 1 ;  1 ;  - 1 .  
5 .76. Не существует ; - 5 ;  О ;  � 5 .  5.77. Не существует ; не существует ; О ;  не 
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существует . 5 .78. Не существует ; не существует; 1 ; О. 5.79. sup X = J2. 
5.83. а ) Истинно; б) ложно; в) истинно; г) ложно. 5.84. Ложно. 5.85. Ис­
тинно. 5.86. Ложно. 5.87. Истинно. 5.88. Истинно. 5.89. Ложно. 
5.90. а ) Истинно ; б) истинно. 5 .91 . а) Истинно; б) истинно; в) ложно. 
5.92. а) f (хо ) = О ; f (хо ) f:. О. б) f (хо ) = О Л V х(х f:. хо => f (хо ) f:. О) ; 
f (xo ) =fi О V (! (хо ) = О  Л 3 х(х f хо Л f (x) = О)) . в) 3 xo (f(xo ) = О) Л 
л (V х (х f Хо => f (x) f О) ) ; Vx (f (x) f О) v (3 х1 , Х2 (Х1 f:. Х2 л f(x1 ) = 
= f(x2 ) = О) ) . 5.93. а ) 3 M V x  Е Х (х :::; М) ; V M 3 x  Е Х (х > М) . 
б )  (m Е Х) Л (V x Е Х (т :::; х)) ; (m � Х) V (3 х Е Х (х  < m)) . 
в) (3 m Е Х) Л (V x Е Х (т :::; х)) ; V x' Е Х3 х  Е Х (х < х' ) .  
5.94. а ) 3 k Е Z (п = km) ; V k Е Z (п f km) . б )  (2 1 п Л З 1 п) => 6 I n\ 
(2 1 п Л З 1 п) Л 6 f п. (3 а м е ч  а н  и е. Таи иаи исходное высиазывание 
истинно, то его отрицание ложно. ) в) Vn Е N (п I P  => (п = 1 V п = р) ) ; 

3 п  Е N (n l p Л (n f:. 1 Л п  f р) ) . 5.95. R = � · 5.96. V = 

S2Vl67Г2 - S2 З а 
= 

247Г2 5.97. S = 4 tg a .  5.98. v = a(t - t0 ) ;  s = 2 (t - t0 )2 ; 
v2 

s = -, где t � to . 
2а 

x2h 
а - Ь ' 

h 
(a - b)h 5.99. SABNM = х + 

4 ' 

а - Ь  
о :::; х :::; -2

- , 

а - Ь  а + Ь -- < х � --2 "" 2 ' 

а + Ь h - (a - x)2h а + Ь  
2 а - Ь ' -

2
- < х :::; а .  

5. 100. V = �1Гh(4R2 - h2 ) ,  D = [О , 2R] . 5 .101 .  а) S = ;� V4R2 - l2 , 

D = [О 2R] · б) S = 47ГR2 sin � cos2 � D = [О 1Г] ·  в) S = ФirR2 х ' ' 2 2 ' ' ' 

х cos f3 sin2 /3, D = [О , 7Г /2] . 5.102. О, -6, 4. 5 .103. -1 ,  О ,  1 ,  2 ,  4. 
з з 2 з 2 з l + x  5 .104. О ,  а - 1 , а + за + за, а - За + за - 2, 16а - 2 . 5.105. 1 ,  -

1
-, - х 

х 2 х - 1  l + x  - -- , --, -- , -- . 5 . 106. D = (-З ,  +оо) , Е = (-оо, +оо) . 2 + х l + x  x + l 1 - х 
5 .107. D = (-оо, 5/2) ,  Е = [0 , +оо) .  5.108. D = U [47Г2k2 , 7Г2 (2k+ 1 )2 ] , kENU{O} 
Е = [О , 1] . 5 .109. D = (-З/2, 5/2] , Е = (О, 1Г] .  5 .110 .  D = 

=k�z (
2; (зk + �) ,  2; (зk + �)) , Е = (-оо,  ln З] . 5 . 1 11 : D = [-1 , 1] , 
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Е = [О, 1] . 5 .112. D = (2 , 3) , Е = (-оо, lg �] .  5 .1 13. D = [- 1 ,  1) , 

Е = [о, �] .  5 .1 14. D = [О , 2) , Е = [1 ,  2,,.] . 5 . 115 .  D = (-оо,  +оо) ,  
Е = [1/е2 , +оо) .  5 .1 16. G = [О , 4) . 5 .117. G = [1 , 2] . 5 .118 .  G = 
= (-оо, О) u ( 1 , +оо) .  5 .1 19. G = (О, 1 /2) . 5 .120. G = ( 1 , 3) . 5 .121 .  G = 
= [О, ../2/2) .  5 .122 . D0 = {- 1 } ,  D+ = (- 1 , +оо) ,  D_ = (-оо,  - 1 ) .  
5 . 123. Do = {- 1 ,  2} , D+ = (- 1 ,  2) , D_ = (-оо,  - 1) U ( 2 ,  +оо) .  
5 .124. Do = {х Е IR I  х = .!. , п Е Z \ {о} } , D+ = U (_!_, -1 -) , n nEZ\{O} 2n 2n + 1 . 
D_ = U (-2 1 , 2 ( 

l 
l) ) · 5 .125. Do = { 1 } ,  D+ = (-оо, О) U 

nEZ\{O} n + 1 n + 

_ _ 2 _ l + v'l + x2 
U ( 1 , +оо) ,  D_ - (О, 1 ) .  5 .131 . f (x) - х -2 . 5 .132. f (x) - . х 
5 .133. f (x) = sin x .  5 .134. Четная. 5.135. Ни четнан, ни нечетная. 
5 .136. Ни четная, ни нечетнан. 5.137. Нечетная. 5 .138. Ни четная, 
ни нечетная. 5.139. Нечетная. 5.141. Т = 27Г /7 . 5 .142. Т = 7Г /2 .  
5. 143. Непериодичесхан. 5.144. Непериодичесхая. 5.145. Непериодиче­
схая. 5.146. Т = 67Г. 5.147. Если а = О, то обратнан фующин не суще-

х - Ь ствует ; если а f:. О, то у = -- - обратнан фунхцин и D = (-оо,  +оо) .  
а 

5.148. Обратнан у = -УХ + 1 ,  D = (-оо,  +оо) .  5 .149. Обратная не су-
1 ществует . 5 .150. Обратная у = 2ех , D = (-оо, +оо) .  5 . 151 .  Обрат-

1 - х ная у = 2 log2 x ,  D = (О, +оо) .  5.152. Обратнан у = -- , х f:. l + x  
f:. - 1 .  5 . 154. а) у = -Гх+l, D = [- � , +оо) ; б) у = Гх+!, 

D = [- � , +оо) . 5 .155. а) у = arcsin x ,  D = [-;-1 ,  1] ; б) у = 7r - arcsin x ,  

{ х, х � о , 1 D = [- 1 ,  1] . 5 . 156. у = 5.157. а) у = - arccos (2х - 1) ,  
х/2 ,  х > О . 2 
1 D = [О, 1] ;  б) у = 7Г - 2 arccos (2х - 1) ,  D = [О, 1] ; в) у = 7Г + 

1 + 2 arccos (2x - 1 ) ,  D = [0 , 1] . 5 .159. / o g = l - x2 , g o f = ( 1 - x) 2 • 
5. 160. f о g = х , х > О; g о f = О . 5 .161 . f о g = х , { х + 7Г, х Е [-7Г , -7Г/2) ,  

g о f = х, х Е (-7Г/2 , 7Г/2] , 
х - 7Г, х Е (7Г/2 ,  7Г] . 
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5.162. f o g  = О, g o f  = g . 5. 163. а) х ;  б) x/Jl + 3х2 • 5 .164. f(u) = ./U, 
и =  х2 . 5.165. ! (и) = sin u ,  и =  cos v ,  v = JX. 5.166. f(u) = 2и , 
и =  sin v ,  v = х2 . 5 .167. f(u) = arcsin tt , и =  ev , v = {/Х. 5 .168. ! (и) = 
= sin u , и = 2v , v = х2 . 5. 169. f (u) = и- 1 13 , и =  v2 , v = tg t ,  

t = log3 x . 5 . 171 .  { (% + k?Т , % + k7Т) I k Е Z } · 5 .172 . { (- 1 ,  2) ,  ( 1 , 2) } .  

5 .173. { (2k7Т , k7r) l k Е Z} .  5 .174. { (k7r, l ) l k  Е Z} .  5 .175 . а) ПрRмая, 
прDходящаfl через начало :координат и через точну ( 1 ,  2) ; б) прямая , 
параллельная оси Ох, проходящая через точ1>у (О , -2) ; в) прямая, про­
ходRщаfl через точну (О ,  - 1/3) ,  параллельнаfl биссентрисе 2-го и 4-го 
:координатных углов. 5 .176. а) Парабола у = х2 , смещенная вдоль оси 
Оу вниз на 1 ;  б) парабо.па у = х2 , растянутая в 2 раза вдоль оси Оу, 
смещенная вдоль оси Ох вправо на 1 ;  в) парабола у = х2 , отраженная 
относительно оси Ох, сжатаfl вдош. оси Оу в 2 раза , смещеннаfl вдоль оси 
Ох влево на 2 и вдоль оси Оу вверх на 3/2 .  5 .177. а) Гипербола у =  1/х ,  
смещенная вдоль оси Оу вни3 на 1 и вдоль оси Ох вправо на 1 ;  б) гипер­
бола у =  1/х ,  отраженшш относительно оси Ох, растянутаfl вдоль оси Оу 
в 2 раза , смещенная вдоль оси Оу вниз на 1/2 и вдоль оси Ох влево на 1 .  
5 . 178. а )  Синусоида у =  sin х ,  сжатаfl в 2 раза вдоль оси О х  и смещенная 
вдоль оси Ох влево на 7Г /6 ;  б) синусоида у = sin х, отраженнаfl относи­
тельно оси Ох, растRнутаfl вдоль оси Оу в 2 раза , растRнутая вдоль оси 
Ох в 2 раза и смещеннаfl вдоль оси Ох вправо на 27Т /3 .  5 .179. а) Танген­
соида у = t.g х, растRнутая вдоль оси Оу в 3 раза , растянутая вдоль оси 
Ох в 3 раза и смещеннаfl вдоль оси Ох влево на 37Т / 4; б) тангенсоида 
у = tg х, отраженнаn относительно оси Ох, сжатаn вдоль оси Оу в 2 раза , 
сжатаn вдоль оси Ох в 2 раза и смещеннаn вдоль оси Ох влево на 37Т / 4 .  
5 .180. а ) Графи:к обратной тригонометричесной фующии у = arcsin х,  
растянутый вдоль оси Оу в 4 раза и смещенный вдоль оси Ох вправо 
на 1 ; б) графи:к фующии у = arcsin х ,  отраженный относительно оси Ох, 
сжатый вдоль оси Оу в 3/2 раза и смещенный вдоль оси Ох влево на 1/2 .  
5 .181 .  а )  Графин обратной тригонометричесной фуннции у = arctg х ,  от­
раженный относительно оси O:r ,  растянутый вдоль оси Оу в 3 раза и 
смещенный вдоль оси Ох влево на 5/2 ;  б) графин фун:кции у =  arctg x ,  
сжатый вдоль оси Оу в 5/2 раза и смещенный вдоль оси Ох вправо на 6.  
5.182 . а) Графи:к поназательной фуниции у = 2х , отраженный относи-
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тельно оси Оу и смещенный вдоль оси Ох вправо на 1 ;  б) графии фуни­
ции у = 2х , отраженный относительно оси Оу, сжатый вдоль оси Ох в 
2 раза и смещенный вдоль оси Ох вправо на 1 . 5.183. а) Графии лога­
рифмичесиой фуниции у = lg х, смещенный вдоль оси Оу вверх на 1 и 
вдоль оси Ох вправо на 1 / 10 ; б) графии фуниции у = lg х, отраженный 
относительно оси Ох, смещенный вдоль оси Оу вверх на lg 2 и вдоль оси 
Ох влево на 4 . { -2х, х Е (-оо, -2) , 
5.184 1) .  у =  4 , х Е (-2 , 2) , 

2х, х Е (2 , +оо) .  

5 .185. у = { ( х  + 1 )2 - 1 , х Е (-оо , О) , 
х2 , х Е (О , +оо) .  

5.186• у = { ( х + 3): , х Е (-оо, О) , 
(х - 3) , х Е (О, +оо) .  

5.187. у = 12 
2 

24 
{ 6 (х + _!_ )

2 
- 25 , х Е (-оо, - i] u [O , +оо) , 

-6 ( х + 1
1
2
) �:, х Е ( - � , О) . 

5.188• у = { - (х + 1 )2 + 1 , х Е (-оо, 1) , 
(х + 1 )2 - 1 , х Е ( 1 ,  +оо) .  

5.189. У = { 2 (х - 1) , х Е (-оо, 1) , 
О, х Е ( 1 , +оо) .  { 2 - х : 2 , х Е (-оо, -2) U [3/2 , +оо) , 

5 .190. у = 7 -2 + х + 2 , х Е (-2 , 3/2) . 
1 1 - х + 2 , х Е (-оо, -2) , 
1 5.191 . у =  - l + x + 2 , х Е (-2 , 0) , 
3 1 - х + 2 , х Е (О, +оо) .  

1 ) Здесь и далее 110 всем аналогичным задачам этого параграфа в ответе фа11-
тичес11и приводится тот вид исходной фун11ции, из 11оторого уже лег110 получить 

ее графи11. 
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5.192. При х Е (-оо ,  О) - прямая у = - 1 , при х Е (О , +оо) - прямая 
у = 1 , при х = О у = О .  5. 193. При х Е [п , п + 1 ) ,  п Е Z ,  - прямая 
у = п . 5 . 194. При х Е [п ,  п + 1) , п Е Z , - прямая у = х - п. { 2-х - 1 , х Е (-оо, О] , 
5 .195. у = 2"' - 1 , х Е (О , +оо) . { 3:1:+1 + 2 
5.196. у �  (�) ," 

'
+ 2 , 

{ log1 ;2 (3 - х) , 
5 .197. у = 

. log1 ;2 (х - 3) , { - log2 (х + 1) , 5 .198. у = log2 (х + 1) , 

х Е (-оо, - 1) , 

х Е (- 1 , +оо) .  

х Е ( -оо ,  3) , 
х Е (3 , +оо) . 
х Е (- 1 , О) , 
х Е (О , +оо) . { х + � - 2k7Г , х Е [ 2k7Г - 3: , 2k7Г + �] , k Е Z,  

5 .199. у = rr ( 3rr rr ) х + 4 - (2k + 1 )7Г , х Е \(2k + 1)7Г - 4 '  (2k + 1 )7Г + 4 . { 3х - 2k7Г , х Е [2k� , (2k + 1 ) �] , 
5.200. у = k Е Z .  

3х - (2k + 1 )7Г , х Е ( (2k + 1 ) � , 2(k + 1 ) �) , , { J2cos (х - �) , х Е (2k1Г , (2k + l)7r] ,  
5.201 .  у = k Е Z.  

J2cos (х + �) , х Е ( (2k + 1 )7Г , 2 (k + l )7r) ,  
{ - arctg (х - 1) , х Е (- оо , 1] ,  

5.202. у =  arctg (х - 1 ) ,  х Е ( 1 ,  +оо) . 

5 .203. у = 

х , х Е ( 2J.�7Г - % , 2k7Г + % ) , 
7Г 

о ,  х = 2 + k7Г , 

-х , х Е ( (2k + 1)7Г - � '  ( 2k + 1 )7Г + %) , 
k Е Z. 

5.204. у = 
{ ctg ( х + �) , х Е [ k7Г - � , k7Г + �] , 

- ctg (x + �) ,  х Е  (krr + � , (k + 1 )7r - �) ,  
k Е Z. 
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1 х 2 5.205. у = '2 ( 1 - cos x) . 5.206. Отрезан прямой у = 5 + 5 '  х Е (-7 ,  3] . 

5.207. Оси ноординат. 5.208. Кривая, симметричная относительно обеих 
осей ноординат; в первой четверти - часть параболы у = - (х - 1) 2 + 4 
при х Е (О , 3] и часть параболы у = (х - 1 ) 2 - 4 при х Е (3 ,  +оо) . 
5.209. Квадрат с вершинами ( 1 ,  О) , (О, 1 ) ,  ( - 1 ,  О) , (О , - 1 ) . 5 .210. Ква­
драт со сторонами х = ±1/2 ,  у = ±1/2 .  5.2 1 1 .  1\ривая ,  симметричная 
относительно обеих осей ноординат и биссентрисы первого и третьего 
нвадрантов; в области G = { (х ,  у) 1 х � О, у �  О, х � у } - луч у = х - 1 . 
5 .212 . Кривая, симметричная относительно обеих осей ноординат; в пер-

1 . J3 1 вам нвадранте при у :::; 2 - отрезан прямой х = 2 ,  при у > 2 -
х 3 2 5 4 отрезан прямой у = 1 - J3 .  5.213. О ,  2 ,  З ,  4 ,  S , . . .  5 .2 14. 2 ,  О , 6, О , 

14 17  20 27Г 77Г 87Г 137Г 147Г 10 ,  . . . 5 .215 . -8 ,  1 1 ,  3 '  5 '  7 '  . . .  5 .216. 3 '  3 '  3 '  3 '  3 '  . . .  
( - l )n n 2n 5 .217. Xn = -- 5.218. Xn = 1 + (-1 )  . 5 .219. Xn = -- . п + 1 2n - 1  

1Г(n - 1 ) 2n + 1 5.220. Xn = n COS 2 . 5.221 .  Xn = ( -1  ) n -2 -- . 5.222. Xn = п - 1  
. (п - 1 )7Г 

= sш 4 . 5.223. Наибольший член х3 = 4. 5.224. Наибольший 
член х5 = е .  5 .225 .  Наибольший член х9 = 1/6 .  5.226. Наименьший 
член х2 = -22 .  5.227. Наименьший член х8 = 24. 5.228. Наимень­
ший член хз = -9/8. 5.229. а) 3 А  > О  Vn Е N ( lxn l :::; А) ; V A  > О  
3 n  Е N ( lxn l > А) .  б) V N  Е N (xn < Xn+1 ) ;  3 п  Е N (xn � Xn+1 ) .  
в) Ve > О  :J N  Е N V N Е N (n > N => l xn - a l  < е) ; 3 е  > О  V N Е N 
3 n E N (n > N /\ lx11 - a l � е) . г) 'f E  > О  3 N  Е N V n  Е N (n > 
> N => l xn l > Е) ; 3 Е  > О V N Е N 3 n  Е N (n > N /\ lxn l :::; Е) . 
д) V e  > О  3 п  Е N ( lxn - a l < е) ; 3 е  > О  'f n  Е N ( lxn - a l ::;:  е) . 
5.230. а ) а = 1/3 ,  N = 3; б) а = 1 ,  N = 10 ;  в) а = О , N = 999; 
г) а = 5/7, N = 3. 5.231. 1/3. 5.232. -5/9. 5.233. О .  5.234. - 1/2 .  
5.235. О. 5.236. О. 5.237. +оо. 5.238. О. 5.239. 3/2 .  5 .240. - 1 .  
5.241 . 1/2 .  5.242. 1/3 .  5.243. О .  5.244. 1 .  5 .245. 1/6 .  5.247. Является. 
5.248. Не является . 5 .249. Не является: . 5.250. Является: . 5 .251 . 1/3 ,  3 .  
5.252. О , ,./2/2,  1 ,  -,./2/2 , -1 .  5.253. 7Г/6, -7Г/6. 5.255. inf {xn } = 
= lim Xn = lim Xn = 1 ,  sup {xn } = 2 .  5.256. lim Xn = inf {х11 } = О, 

n-+oo n-+oo n-+oo 
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lim Xn = 1 , sup {xn } = 5/4. 5.257. Последовательность неограничена n-+oo 
сверху и снизу ; lim Xn = +оо , lim Xn = -оо. 5 .258. inf {xn} = -JЗ, n-+oo n-+oo 
sup {xn } = 2./З, lim. Xn = -

JЗ
2
3 , lim Xn = 

JЗ
2
3 . 5.259. inf {xn } = -� ,  

n-+oo n-+oo 2 
sup {xn } = � '  lim. Xn = � ' lim Xn = � . 5.264. V Е > О 3 б  > О 2 n-+oo 2 n-+oo 2 
(О < l x l  < б => I J (x) I > Е) . 5.265. V Е > О  3 б > О  (-б < х - 1  < О =>  
=> l f (x) I < -Е) .  5.266. V c  > О  3 А  > О  ( l x l  > А =>  I J (x) I < с) .  
5.267. V E  > О  3А  > О  (х > А => I J (x) I > Е) . 5.268. V c  > О  3 б  > О  
(О < х < б => l f (x) I < с) . 5.269. Vc  > О 3 А > О ( l x l  > А => 
=> I J (x) - 2 1  < с) . 5.270. V Е > О  3 А  > О  (х < -А => f(x) < -Е) .  
5 .271 .  V Е > О 3 А  > О  (х < -А => l f (x) I > Е) . 5.272. -2 .  5 .273. 2 .  
5 .27 4. -оо.  5 .275 .  О .  5.276. =f OO .  5.277. О .  5.278. т/п .  5 .279. 3х2 • 
5 .280. 6 .  5 .281 . (а - 1) /3а2 • 5.282. 1/4. 5.283. +оо. 5.284. п .  5.285. О. 
5.286. - 1/2 .  5 .288. 3/5 . 5 .289. 1/6 . 5 .290 . ../2/2. 5 .291 . 1 / (2..fi) .  
5.292. 3 .  5.293. +оо .  5 .294. J2!3. 5.295. 1/п. 5.296. т/п. 5.297. 3/2 .  
5.298. 3�/2. 5.299. о .  5.300. 1 /2 .  5.301 . -7 /4 .  5.302. 2 .  5.303. 3 .  
5 .304. 7/3 .  5.305. 1 /1Г .  5.306. 3/4. 5.307. 2 .  5.308. (а2 - /32 ) /2 .  5 .309. О .  
5 .310. -а/1Г. 5 .31 1 .  -../2/4. 5.312. 1 .  5.313. О при п > т, 1 при п = т, 
+оо при п < т. 5.314. 4. 5 .315. 1/2 .  5.316. 25/16 . 5 .317. <J Заме-

lоg ( 1 + х) / чая, что а = loga ( 1 + х) 1 х , и воспользовавшись непрерыв-х 
ностью фующии J (x) = loga х (см. задачу 5 .381) ,  можем записать : 
. log ( 1 + х) . / . / 11m а = 11m loga ( 1  + х) 1 х = loga ( l1m ( 1 + х) 1 х ) = loga е. !> 

х-+0 Х х-+0 х-+0 
5.318. У и а з  а н  и е. Сделать замену ах - 1  = у . 5.319. У и а з  а н  и е. Сде-
лать замену ( 1 + х)а - 1 = у . Тогда а ln ( 1 + х) = ln ( 1 + у) .  Следова-

( 1 + х)а - 1 _ у _ у ln ( l + x) 1 0  10 тельно, - - - 1 ( ) а . 5.320. е . 5.321 .  е . х х n l + y  х 
5.322. е- 1 /2 . 5.323. е3 . 5 .324. 2 .  5.325. 1 .  5.326. ln а. 5.327. а ln а. 

1 5.328. - loga е. 5.329. а - Ь. 5.330. 1 .  5.331. - 1/2. 5.332. е .  5.333. 1/е .  а 
5.338. + 1 , - 1 .  5.339. -оо,  +оо. 5.340. +оо, О. 5.341 .  О, +оо. 5.342. 7r/2 , 
-7Г/2 . 5 .343. о ,  - 1 . 5 .344. 2 , -2 . 5.345. -2 , -2 .  5.349. 3/2 . 5.350. 2/3 . 
5.351 .  1 .  5 .352. 3 .  5.353. 1 .  5.354. 3 .  5 .355. 1/3 .  5 .356. 1/2 .  5 .357. 1/2 .  
5.358. 1/2 .  5 .360. 0 ,97 . 5 .361 .  5 ,03. 5 .362. 1 , 15 .  5.363. 0 ,88. 5 .366. - ln 10. 



Ответы и указания 367 

5.367. 3. 5 .368. -2 .  5.369. 2/3. 5.370. 8/9. 5.371. 3V'i./2 .  5.372. 3 . 
5.373. 1 . 5.374. 1/2 .  5.375. 2/3 . 5.376. 2 .  5.377. 1/6 .  5 .384. А = 3 . 
5.385. а = 2 .  5.386. Ь = 7ra/2 .  5.387. х1 = О, х2 = 1 - точни разрыва 
второго рода . 5.388. х = 5/3 - точна разрыва первого рода . 5.389. х = 
= О - точна устранимого разрыва ; f(O) = п. 5.390. х = О - точна 
устранимого разрыва; f(O) = 1 .  5.391 .  х = О - точна устранимого раз­
рыва; f (О) = 1 .  5.392. х1 = 2 ,  х2 = -2 - точни разрыва второго 

'· рода . 5.393. х = О - точна разрыва первого рода . 5.394. х = -2 -
точиа разрыва первого рода . 5.395. х = 2 - точна разрыва первого рода. 
5.396. х = О - точна устранимого разрыва , f(O) = 2 ;  х = ±1 - точни 
разрыва второго рода . 5.397. х1 = О - точна устранимого ра:зрыва , 
f (O) ;, - 1 ;  х2 = 1 - точна устранимого разрыва , f (l ) = О; хз = - 1  -
точна разрыва второго рода . 5.398. х = О  - точна устранимого разрыва ; 
f(O) = 1/2 .  5.399. х = 1 - точна разрыва первого рода . 5 .400. х = 1 -
точна разрыва первого рода . 5.401 .  х = 2 ,5 - точна разрыва первого 
рода . 5.402. х = 7Г / 4 - точна разрыва первого рода . 5.408. (V с: > О 
\f xo Е D 3 8  > O ( jx  - xo l < 8 =} l f (x) - f(xo ) I < с:) )  Л (3 с: > О  \f б > О  
3 х' , х" Е D ( jx' - x" I < бл lf  (х' ) - f (x") I > с:)) . 5.41 1 .  Равномерно непре­
рывна . 5 .412. Не являетсп равномерно непрерывной. 5.413. Равномерно 
непрерывна . 5.414. Не пвляетсн равномерно непрерывной . 5 .415. Рав­
номерно непрерывна. 5.416. Не явлнетсн равномерно непрерывной. 
5.417. Не явлнется равномерно непрерывной . 5.421 .  9+  7i . 5.422. -3+4i .  
5.423. -4i .  5 .424. -29 + 22i . 5.426. 1

5
7 - 1

3
7 i .  5.427. i .  5.428. �: i . 

5.429. -2+ i i .  5.430. Х = 2 ,  у = 3. 5.431 .  Х = 1 /3 ,  у = 1/4 .  5.432. Z1 = 1 ,  
Z2 = i .  5.433. Z1 = 2 + i ,  Z2 = 2 - i .  5.434. Z1 = 1 + it ,  Z2 = t ,  t Е IR. 
5.435. cos 3; + i sin 3; . 5 .436. 2 ( cos 5; + i sin 5;) . 5 .437. cos 2; + 

. . 27Г 37Г . . 37Г 67Г . . 67Г '' + t SШ 3 .  5.438. cos 2 + i SШ 2 .  5.439. cos 7 + i Slll 7 .  " н а  з а-
н и е. Определить угол <р, удовлетворнющий условиnм: <р Е (О ,  27Г) , 
cos <p = - cos � ' sin <р = sin � - 5.440. cos � + i sin � - 5.441 .  2 cos � х 

( 7Г . . 7Г ) 5 8 ) 4 . 1 . J3 ) 10  2 . 7 1 7 . х cos - + i sш - 44 . а  - i - + i - · б - i - - - -i .  14 14 . . ' 2 2 ' ' 4 4 
5.450. i - 2i .  5.451 .  � + i .  5.453. Сдвиг на вентор а = { -2 ,  О} . 
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5.454. Сдвиг на веитор а = {3 , - 1 } .  5.455. Поворот н а  угол 1Г/2 про­
тив часовой стрелии. 5 .456. Поворот на угол 7Г / 4 по часовой стрелRе. 
5 .457. Симметрин относительно начала Rоординат. 5 .458. Гомотетин с 
центром в начале Rоординат и Rоэффициентом k = 2 .  5.459. Поворот на 
угол 7Г / 4 против часовой стрелRи с последующей гомотетией с центром в 
начале иоординат и иоэффициентом 1/../2. 5.460. Отражение относитель­
но действительной оси .  5 .462. а) Сумма Rвадратов диагоналей параллело­
грамма равна сумме Rвадратов его сторон . 6) У R а з а  н и  е. Воспользо­
ватьсн тождеством а) . 5.463. ПолуплосRость х � О. 5.464. Полоса О �  у < 
< 1 .  5.465. Полоса I Y I � 2 .  5.466. Внутренность Rруга радиуса 1 с центром 
в начале Rоординат. 5.467. 0Rружность х2 + (у +  1 ) 2 = 4 . 5 .468. :Кольцо 
между ОRружностнми ')'1 : (х + 2)2 + у2 = 1 и ')'2 : (х + 2)2 + у2 = 4 ('У1 не 
принадлежит Rольцу) .  5.469. D = { (х ,  у) l y2 > 1 - 2х } . 5.470. Прнман 

3 2х + у + "2 = О . 5 .471 . СеRтор, ограниченный лучами 1 1 = { (х ,  у) 1 у = 
= 0 , Х � 0 }  И 12 = { (х, у) 1 у =  Х ,  Х � 0} (луч 11 не принадлежит СеR­
тору) .  5 .472 . . СеRтор , ограниченный лучами 11 = { (х, у) 1 у =  х, х < 0}  
и 12 = { (х ,  y) I Y = -х ,  х � о} . 5.473. Ось Ох. 5 .475. 5ei arctg (24/7) . 
5 .476. 13ei arctg ( - 1 2/5) . 5.477. 5ei(arctg (4/3)+7r) . 5.478. J5ei(7r-arctg ( l/2 } } _ 
5.479. еi(а:+З"/2) . 5.480. 2 sin �ei(a/2) при sin � > О, -2 sin �ei(7r+a/2J 

2 2 2 
при sin � < О . 5 .482. а) 24e-i("/2) , � ;  6) lбei(7"/4) , 2e-i("/2) . 5.485. 32i . 2 3 
5.486. 2 .  5.487. 5 12 ( 1  - iv'з) .  5 .488. � · 5.490. а) � (3 cos <p + cos 3<p) ; 

1 6) 4 (3 sin <р - sin 3<р) .  5.491 .  4 cos3 <р - 3 cos <р. 5.492. 3 sin <р - 4 sin3 <р. 
5.493. cos4 <р - 6 cos2 <р sin2 <р + sin4 <р. 5.494. 4 sin <р cos3 <р - 4 cos <р sin3 <р. 
5.495. :Корни 2-й степени из единицы: z1 = 1 ,  z2 = - 1 ,  Rорни 3-й степени 

1 . v'з 1 . v'з 4 из единицы: z1 = 1 ,  z2 = - 2  + i 2 , z3 = - 2 - i 2 ; Rорни -й степени 

из единицы: z1 = 1 ,  z2 = i, z3 = - 1 ,  z4 = -i .  5 .496. ± v; (1 + i ) .  

7 ../2( ') ../2 ( ' ) (7Г 27Г k) . . (7Г 27Г k) 5.49 . ± 2 1 + i ' ± 2 1� . 5.498. cos 6 + 9 + i sш 6 + 9 ' 

k = о ,  1 ,  . .  " 8. 5.499. ±-f ( 1  + iv'з) .  

5.500 . ../2 (cos (� + %k) + i sin (;4 + %k) ) , k = О, 1 ,  2 , 3 .  
! Ом ( ( 7Г 27Г ) . , (7Г 27Г ) )  5.501. v2 cos 4' + r;k + i sш 4' + r;k , k = О, 1 ,  2 , 3 ,  4 . 
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5.502. � ( cos ( ;8 + �k) + i sin ( ;8 + �k) ) , k = О, 1 ,  2 , 3 , 4, 5 . sГn ( (2k - l )7r . . (2k - l)7r) 5.503. 2 v .t.  cos 5 + i sш 5 , k = 0, 1 , 2 , 3 , 4 . 

5.505. sin (n<p/2). cos ( (n + l )rp/2) . 5.506. sin .2nrp . 5.507. sin2 nrp 
sш (rp/2) 2 sш rp  sin rp 

5.508. - 1 ± 2i . 5.509. � ± v; i .  5.510. -2 + i ,  -3 + i . 5.51 1 .  1 + i ,  
2 - 3i . 5.512 . 1 ,  - i ± i v;. 5.513. -1 ,  i ± i v;. 5.514. 1 ,  -3, 
- 1  ± 2i . 5.515 .  ( - 1 + J2) ± i../2, (- 1 - ../2) ± i../2. 5.516. Z1 ,2 = 
= zз ,4 = ±3i .  5 .517. ±i ,  ±vГзi . 5.518. ±2i , ±/Бi . 5.519. ±( 1 + i ) ,  
±� ( cos � .,.. i sin �) . 5.520. i ( l ± ivГз) ,  - 1 ,  � ( 1 ± iV'З) , - .уз. 

а + 7Тk 5.521 .  ±1 ,  ±i, ±../2(1 ± i) .  5.522. х = tg -- , k = О, 1 ,  . .  " п - 1 , где 
п 

а = arctg а. У и а з  а н  и е. Положить а = tg а , х = tg у и воспользо-
ваться тригонометричесиой формой иомплеисного числа . 5.523. (z - 1 ) х 
х (z + l) (z2 + 1 ) .  5.524. (z2 - z../2 + l) (z2 + z../2+ 1 ) .  5.525. (z2 - z + 1 ) х 
x (z2 + z + 1 ) .  5.526. (z2 + 2z + 2) (z2 + 2z + 5) .  5.527. (z - l ) (z2 + z + 1) 2 . 
5.528. (z2 - 2z + 5) (z2 + 8z + 20) . 5.532. 2 - i . 5.533. - 1 .  5.534. � i .  

7 14 . - 1  - 5i 5.535. - 5 +5i . 5.536. 1 .  5.537. о. 5.538. 00 .  5.539. 00 .  5.540. 26 
5.541. 1

3
0 (3 + i ) .  5.542. 1 + ie . 5.543. 1 1 1� 3i . 5.544. е3 ( cos 2 + i sin 2) . 

1 1 - Z2 5.553. о. 5.554. о. 5.555. --.  5.556. о . 5.557. -- . 1 - Z 1 - Z1 

Глава 6 

6 .1 .  0,331 . 6.2. 0,5 . 6.3. -1 .  6.5. (Лх) 2 - 2Лх. 6.6. е (едх - 1) .  
6.7. log2 ( 1 + Лх) . 6.9. - 2

3 • 6.10. \: · 6 .11 .  2х ln 2 . 6 .12 . .!. log2 е . х 2vx х 
6.14. У и а з а н и е. Воспользоваться тождеством: xf(x0 ) - x0f (x) = 
= (xf (xo ) - xof (x) ) - (xof(x) - xof (xo ) ) . 6.15 . /� (- 1 )  = -2 , J+ (- 1 ) = 
= /� ( 1 ) = О, J+ ( l ) = 2 . 6.17. /� (О) = J+ (o) = О. 6. 18. /� (О) = � 1 , 
!+ (о) = 1 .  6.19. /� (О) = 1 ,  !+ (о) = О. 6.20. У и а з а н и е. Фуницип 

. 1 8 3 25х4 у =  sш - не имеет предела при х -+  О. 6.21 .  -2 + -3х . 6.22. --2- .  х а 
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1 2 3 2 1 - 4х2 - х4 6.23. - xz + хз + х4 . 6.24. (х + l) 2 . 6.25. (хЗ _ х)2 . 6.26. 2х х 

( 1 2 ) 6 3 (х2 + 1 ) 3 1 . х 3х + 12х - 31 . �.27 . ..{i;x. 6.28. - (хз + 3х _ l ) 2 . 6.29. - 5а .у;в + 
2 Ьс - ad 1 - 4х 2 + 3Ь� · 6.30. (с +  dx)2 . 6.31 . х2 (2х - 1) 2 . 6.32 . ../i(2 - ..jX)2 . 
Х + 1 2 1 зf2( зС ) 1 6.33. 2х..;х · 6.34. � - 2{/Х. 6.35. 2vx· 3vx + 5 . 6.36. � х ( 2 3 ) х3 х2 ( 3 sin 2х - 2х) х зг-;> - 4г-;, . 6.37. 3х2 ctg x :._ -.-2- 2 �х2 vхз sш х 2 sin х 

1 2 t.g х х - sin 2х 1 1 6.38. зг-;> - зГ7 = зг-;> . 6.39. - . 6.40. r:;: Х v х2 cos2 х v х5 · х v х2 cos2 х 1 + sin х 2v х 
x sin x + ../Xcos x . 6.41. ��(2 ln x - 3x ) + ?1X5 (; - 3x ln 3) . 
6.42. х 3 log2 х + -1 - + . . 6.43. 2 . n 2 е"' cos х 2 ( 1 ) 2х - х2 2 cos3 х - 3 

. _2 ( 7r )  ../Х(19х5 + 9а) 2х 6.44. SШ Х + - . 6.45. з/  . 6.46. - � · 4 6 у (х5 + а)2 ( 1 + x2 )v 1 - x4 
3 3х . 2х ( ? 2 9х 6 .47. -2 cos - . 6.48. -4 sш - . 6.49. 24х 1 + 4х- ) . 6.50. --;-41;::====;: 2 3 2 v  1 + 3х2 

6 .51 . � sin x . 6.52. 21 
cos 4x

l (y'l - sin 4x+vl + sin 4x) . 6.53. arcsin ln x + 2 cos 4x 
1 1 3 siп 2х -zx + 

_ / . 6.54. - cos x. 6.55. 4 1 . 6.56. 2хе ( 1  + х) . 
у 1 - in2 х 2 4 у 1 + si112 х 

1 х/З ( 2 х . 2х ) � 1 2х 6.57. Зе cos З - sш 3 . 6.58. v х- + а. 6.59. cos х .  6.60. 1 _ х4 . 
1 х2 - 1 6.61 . - . 6.62. . (х2 + 4) Jarctg (х/2) 3х2 cos2 (x + 1/х) \j( 1 + tg ( 1 + 1/х) ) 2 

1 х . ( . х ) cos у'Х 1 6.63. - -3 cos - sш 2 sш -3 . 6.64. г::-. . 6.65. 2 ( 1  .2 ) . 3 4у х sш ../Х  + х  
�- . ех/2 -х2 1 + 2х2 6.66. Ь sgn (sш x) .  6.67. 2 r:;: ( l  + :r) . 6.68. -е 2х2 • а +  COS X у Х 
1 1  ln x - 1 г:-г- . 6.69. 2х n x 2 ln 2 . 6.70. 2vsш· x 1n 2 · cos x · sgn (sш x) . ln х 

6. 71 . 32' • 2х 111 3 · ln 2 .  
1 х2 - 1 ev•n (ax2+ьx+c} (2ax + b) 6. 72. - lg - . 6. 73. . 6. 7 4. --;===:;:=====---::------:-х 10 х lп 2 · ln 2х 2.,/ln (ах2 + Ьх + с) (ах2 + Ьх + с) 

1 6.76. � . v а2 + х2 6.77. ch x . 



Ответы и указания 371 

6.78. sh x . 1 6.79 .  ch2 х . 1 6.80. --2-sh х 
(х - 3) ( 19х - 17) 6.81 . ( х + 1 )4 

10 - 2х - 2х2 6.82. -----;====== 6.83. 2х2 + 9х + 1 
Зх2 {!х2 (х + 2) 2 (х - 1) 2Jx + 2{/(х - 1)5 (2х + 1 ) 4 · 
l lx5 - 7х4 - 58х3 + 48х2 

6.84. . 6.85. х"' (ln х - 1 ) .  6.86. х2' 2"' х 4vx=-iJ(x + 2)3 у'(х - 2)5 
х (;. + ln х · ln 2) . 6.87. ( JX) Vx" ( 36�х) . 6.88. (ln x) 1 fx х 

х 6.89. (sш х ) arcsш "' + arcsin х · ctg х . 
1 - ln х · ln ln х . . ( ln sin х ) x2 In x J1 - x2 

х• х-1 ( ( ) ) (ln x)"' ( 1 2 ln x ) 6.90. х ·х l+x ln x ln x- 1 . 6.91. � In ln x + In x - -x- · 

6.92. х"'2+1 ( 1  + ln х2 ) + х2"' · 2"'' (;. + ln 2 · ln х) + 2"'' ln 2 · х"' (ln х + 1 ) ,  
х > О .  У и а з  а н  и е .  Найти производную иаждого слагаемого. 

. 1 + 2)1 + cos2 х 6.93. - sш 2х . / . У и а з  а н  и е. В иачестве 2v 1 + cos2 x (cos2 х +Jl + cos2 х) 
промежуточной переменной взять и = cos2 х и далее воспользоваться arccos x правилом дифференцирования сложной фуниции. 6.94. - � х v l  - х2 

-:z:2 arcsin е-"'2 + е-"'2 ( 1  - е-2"'2 ) 1 /2 x (2 ln arccos x + 1 ) .  6.95. -2хе ( l - е-2"'2 ) 3;2 
а-х ln а 6.96. - ( l + а_2"' )2 (4а-х arctg a-:z: + а-2х - 1 ) . 6.97. а = 2 , Ь 

= О .  
У и а з а н и е. Условия непрерывности lim f(x) = lim f(x) и диффе-

:z:-t-о :z:-t+O , 
ренцируемости J!... (О) = f� (О) составляют в совоиупности систему двух 

1 3 уравнений относительно а и Ь. 6.98. а = - 2 , Ь = 2 . 
. 2х2 6.99. --;:====== {/( 1  - х6 ) 2 ( 1  - х3 ) 2 

6.100. 1 + 2JX + 4JXJx + JX . 
8JXJx + vxJx + Jx + JX 

6 .101 .  -- п -- - т  -- . 1 ( ( 1 _ Х ) m/(m+n) ( l + Х ) n/ (т+п)) 
m + n l + x  1 - х  

. m sinmx . m tg mx ( а ) "' 6.102. - sш 2x cos (cos 2x) . 6.103. +l ( ) = . 6 . 104. -Ь х cosn тх cosn тх 

х (�) а (;) ь С: а + ln �
)
, х > О . 6.105. x ln

n
mx · 6. 106. Зх2

1
_ 2 ' 

l x l < fз2 . ( 7Г ) 2 tg x ( l + tg2 x) 6. 107. 27Г log2 е ctg 27rx + -2 . 6.108. 4 3 1 + tg х 
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6.109. - -1-2- 6 .110 .  (sin x)cos x (ctg x cos x - sin x ln sin x ) .  6 . 1 1 1 .  -2
1 х x ln х 

. 2 ( sin2 x ) sin x � х (JX)sш х sin 2x ln x + -- . 6 . 112 .  - --avcos x ( 1 + Jcos x ln a) .  х 2 cos x 
6 .113 .  th3 x (1 + 2 8�х

) . 6.1 14. ch
1
2x . 6 .115 .  e-x (a ch ax - sh ax) .  

sgп (sh x) 6 1 6 .1 16 .  h . 1 18. - с:;--:; · 6.1 19. cos (х - 7rk) , если х Е 
с х xv x2 - 1 

Е (7rk ,  7r (k + 1 ) ) ,  если же х = 7rk , то y'_ (7rk) = - 1 , y� (7rk) = 1 , х Е Z.  
1 1 6.120. -1--2 , х > О; - --2 , х < О; у'_ (О) = - 1 , у� (О) = +1 . + х  l + x -

6.122 .  - 1 , х � О; -е-х , х > О. 6.123. 1 , х � О; -1- , х > О . 6 .124. О ,  l + x 
. -х2 2 2х4 + 4х3 - 36х2 + 54 3 3 - х l x l � 1 ,  2хе ( 1 -х ) , l x l < 1 .  6.125. 3( 1 _ х) 2 (9 _ х2 ) (3 + х)2 

n ai 6.126 . у = L -- . . 6.127. ах" · xa- l  · a ln a . 6. 128. (logx а) Х х i=l х - ai 
х ( - 1: х - ln loga х) . 6 .129. cos х cos (siп х) cos (sin (sin х) ) . 

( 1 ) 
1 / х ln х - 1 sin х 2 6.130. ; х2 . 6 .131 .  - з;---- ( 1  + ln 3) . 

6 32 a cos ax cos bx + b sin ax sin bx (3 sin ax 1 3 sin2 ax ) . 1  . cos Ьх n + -- . cos2 Ьх cos2 Ьх 
6.135. <р(х0 ) . У :к а з  а н  и е. Воспользоваться: определением производной. 
6 .136. <р(х)<р' (х) + ф(х)ф' (х) . 6 .137. <р' (х)ф (х) - <р(х)ф' (х) . . J<p2 (x) + ф2 (х) J<p2x + ф2 (х) 
6.138. ф(х)"'(х ) (<р' (х) ln ф(х) + <р(��)(х)) . 6. 140. f' (� x) . 6.141 .  �(�]. 

, ( ( ) ) , ( ) 4 1 ь2 х 6 .143. f f х f х . 6. 144. 3 "  6.145. е 6.146. - а2у . 
х (у2 - 2х2 ) vg 1 6 . 147. . 6 . 148. - . 6.149. ( 1 ) . у (2у2 - х2 ) 2 1 + n у 
ex sin y + eY sin x у 2х (2У - 1 ) 

= 
_2у-х . 6.150. 6 .151 .  - - . 6 .152 .  ) еУ cos x - ех cos y х 2У ( 1  - 2х 

f1="17 1 - VI=X2 х + у у 1 - х2 - у2 
6 .153 .  у � 1 _ � · 6.154. х - у · 6.155 . ; l + x2 + y2 . 

у x ln y - у  у 1 6 .156. - . 6 .157. - . 6 .160. ± г.г-7 " У к а з а н и е. Фун:к-х у ln х - х х v х2 - 1 
ция: у = ch х , х Е ( - оо, +оо) , не имеет обратной, поэтому следует 
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рассматривать два промежут11а (-оо, О) и (О, +оо) , на 11аждом из 110-
торых заданна�'! фун11ция монотонна и, следовательно, имеет обратную. 

1 1 2 6 .161 . log2 е · ctg x .  6 .162. 
Jl + Sx . 6 .164. 1 + е<> (х ) . 6.165. 1 + ба2 (х) · 

а (х) 1 5 1 6 .166. ( ) l . 6 .167. l ( ) 6 .168. 3t - - . 6 .169. - . а х + og2 е 1 + n а х 2 3t 
6 .170. 2t ь 6.171 .  -23t+1 . 6 .172. - - ctg ip. 6 . 173. 2 cos2 t х t + l а 

t 2 x (cos 2t - 2 sin 2t) .  6 .174. 1 .  6 .175 . 2 .  6 .176. З ln 2 ctg 2t . 

6 . 177. - � · 6 .178. б 
( l -�4 . 6 .179. � th t . 6 .180. 1 . 6 . 181 .  - 1 .  

2 4 - t2 t ( l - 3 t) 3 а 
4 2 - 6х4 2 6.182. 2+JЗ. 6.183. - 3 . 6 .184. -2 cos 2x . 6.185. ( l +x4 ) 2 . 6 . 186. - 3 1n 2 x 

х2 + 1 -х2 2 3х ( 1 + 2х2 ) arcsin х х (х2 _ l ) 2 . 6 .187. 2е (2х - 1 ) .  6.188. ( l  _ х2 ) 2 + ( l _ х2 ) 5/2 . 
у'х- 1 ( 1 1 1 1 ) 6.189. х (2 + ln x) 4 in x + 2 - 4fi + 2fi(2 + ln x) . У 11 а з а-

н и е. Воспользоваться логарифмичес11ой производной . 6.190. у' (О) = 3 , 
у11 (О) = 12 , у11' (О) = 9. 6.191 . 2 .  6.192. 6 . 6. 193. у (О) = 1 ,  у' (О) = ln 2 ,  
1 1  ( ) 1 2 / 2 f 1 ( 1 ) /1 6 f 1 ( 1 ) 4 Jll ( 1 ) у О = n 2 - 1 . 6. 194. у = - хз х2 , У = х4 х2 + хв х2 · 

' - ех f' (ex ) 11 - 2х ( f ' (ex ) f 11 (ex ) f ' 2 (ex ) ) ' -6.195. У - f (ex ) ' у - е ех f (ex ) + f(ex ) - J2 (ex ) . 6 .197. У -

ии' + vv' (и2 + v2 ) (uu11 + vv11 ) + (и'v - uv' ) 2 и' = ..; ' yll = ( 2 2 ) 3/2 . 6 .198. у' = - -
u2 + v2 и + v и 

1 ии11 _ ,2 11 _ ,2 1 - � , у11 и v v  V 
• 6.199. т . 'xm-n -, если п :::;; m ;  v и2 v2 (т - п) ! 

О ,  если п > т . 6.200. (k lн a)nakx . 6.201. sin (х + п�) · У 11 а з а н и е. у' = 

= cos x = sin (x + %) , у11 = (sin (x + %) ) 1
= cos (x + %) = si11 (x + 7Г) 

(п - 1 ) !  ( nrr ) и т .  д. 6.202. (- l )n- l 
xn . 6.203. 2n- l cos 2х + 2 . У н  а з  а-

2 1 + cos 2x 2п! н и е. Воспользоваться формулой: c o s  х = 2 . 6.204. ( l  - x)n+l 
(х - 1 ) 50 - (х - 2) 50 1 · 3 · 5 . . .  37(79 - х) 6.206. ( 2 ) 5 1 . 6.207. гг--::. . У н  а з  а н  и е. Бос-х - 3х + 2 220 ( 1  - x) 20 v 1 - х 

пользоваться равенством 1 + х = 2 - ( 1 - х) .  6.208. cos х · (209 - х - х2 ) -
- 15 sin x · (2x + l ) .  6.209. ех (х2 +39х+360) . 6.210. 4,/2 sin (х - �) е-х .  
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6 .2 1 1 .  В ! 10;2 е 6.212 .  х sh х + 100 ch х. 6.213. У и а з  а н  и е. Доиазатель­х 
24c3 (ad- bc) ство провести методом математичесиой индуиции. 6.216. - d5 . 

р2 2 2 - хеУ 2 ( 1 + у)2 6.217. -48. 6.223. -
уз . 6.224. е У ( l  _ хеУ ) З

. 6.225. -
у& · 

y ( ( l  + у) 2 + (х - 1 )2 ) f�1x 3 6.226. 
x2 ( l  + у)З 

6.227. -
(J� )З . 6.230. - ctg t или 

1 2 2 ( 7Г 7Г ) 
(х2 _ l ) З/2

, х Е ( 1 , +оо) .  6.231 . -
1 _ t2 или -2 sec х , х Е - 2 , '2 . 

( 2 ) 2 ( 7Г 7Г ) 1 6.232. 2 1 + t или 2 sec х , х Е - 2 , 2 . 6.233. 3a cos4 t sin t 
или 

а2/З 1 J 1 1 , х Е (О ,  а) . 6.235. 7х + у  - 3 = О ,  х - 7у + 71 = О .  
3х4 з а2 з _ х2 з 

6.236. у - 5 = О ,  х + 2 = О .  6.237. х - 4у + 4 = О ,  4х + у - 18 = О . 

6.238. у - 2х = О ,  2у + х = О .  6.239. х - у - 1 = О ,  х + у - 1 = О.  
6.240. 2х - у + 3 = О ,  х + 2у - 1 = О .  6.241 . 7х - 10у + 6 = О, . 

v12 10х + 7у - 34 = О .  6.242. у = О, (1Г + 4)х + (7Г - 4)у - 7Г2 '""4 = О .  
2 6.243. 5х+6у-13 = О, 6х-5у+21 = О . 6.244. х+у-2 = О. 6.245. arctg - .  
е 

6.246. М0 (1/8, - 1 / 16) .  6.247. у = х2 - х + 1 .  6.249. 2х - у - 1 = О .  
6.250. 4х - 4у - 21 = О. 6 .251 .  3,75. 6.254. В точие М1 (О ,  О) угол равен О 

1 8 (параболы иасаются) и в точие М2 (1 , 1 )  угол arctg 7 .  6.255. arctg 
15

. 

6.256. arctg 2J2. 6.257. 7Г/4 и 1Г/2. 6.260. 2/./5. 
6.262. <] Если иривая задана уравнением r = r('f') , то деиартовы иоор­
динаты точеи М этой иривой иаи фуниции угла 'Р даются выражениями 

х = r ('f') COS 'f', у =  r('P) sin (f'. 
Отсюда оМ = r ('P) cos 'Р · i + r((f') sin 'Р · j , т .  е. веитор p(l ,  tg 'Р) иоллине­
арен оМ. Веитор т ( 1 ,  у� ) является направляющим веитором иасатель­
ной ТТ1 , а таи иаи 

1 У� r1 sin 'Р + r cos 'Р r + r1 tg 'Р 
у = - = - ' х х� r1 cos 'Р - r sin 'Р r1 - r tg 'Р 

то веитор е ( r1 - r tg 'f', r + r1 tg 'Р) иоллинеарен т .  Следовательно, 

отиуда tg (} = 

cos B = (р, е) = 
r1 

, 
I P I · l e l Jr2 + (r1 ) 2 

1 - cos2 (} r 
cos2 (} = 

r1 • !> 
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1 7Г 6.263. В = arctg k .  6.264. 8 = 2 + 2ip. 6.265. а) t 1 = 0 ,  t2 = 8; б) t Е 

Е (О ,  4) u (8, +оо) ; в) t1 = � (З+ vГз) ,  t2 = � (З -vГз) .  6.266. -aw sin wt. 

6.267. 242. 6.268. 1
7
8 7Г .  6.269. awea'P . 6.270. Vx = -2aw sin 2ip, Vy = 

= � 2aw cos 2ip. 6.271. В точнах (3 , 16/3) и ( -3 ,  - 16/3) . 6.272. 47Г1·2 v и 
87Гrv . 6 .273. 27Г рад/с. 6.277. (Лу) 1 = 1 ,26 1 ,  (dy) 1 = 1 ,2 ,  (Лу) 2 = 

= 0 , 120601 ,  (dy) 2 = 0 , 12 .  6.278. Лs = 2хдх + Лх2 , ds = 2хдх. 
6.279. ds = f' (t1 )Лt есть путь , ноторый был бы пройден точной М за 
промежутон времени Лt при равномерном движении со сноростью !' (t 1 ) .  

7Г 6.280. ds = 0 , 1 ,  Лs = 0 ,08. 6.281 .  а) О; б) '2 + k'ТГ. 6.282. Равенства 
а) и в) невозможны; равенство б) возможно в случае лине_йной фунн­
ции (см .  задачу 6 .276) . 6.283. 2 см. 6.284. З см. 6.285. 2v'a2 - х2 dx . , 
6.286. x sin x dx .  6.287. arct.g x dx .  6.288. ln x dx .  6.289. arcsiп x dx.  

2х dx х(у2 - 2х2 ) dx � dx 6.290. 5 4 .  6.291. (2 2 2 ) . 6.292. - 3 - dx. 6.293. --1 . 1 + у у у - х х еУ -
у2 - 1  sin (x + y) х + у  6.294. � dx. 6.295. - 1 + sin (х + у) dx . 6.296. х _ у dx . 

1 + у sin ( ху) · 

6.297. - . ( ) dx . 6.298. а) 0,05; б) 0,805; в) 0 ,2 .  6 .299. 2 ,93. х sш ху 
6.300. 1 ,2 .  6.301 .  ЛV � 27ГrhЛr. У н а з а н и е. Поснольну h постоннна , 
то v нвлнетсн фуннцией одного ·аргумента r: v = 7rhr2 . 

RT 6.302. л v � - -2 др. у н а  3 а н  и е. При ПOCTOIIHHOM т объем \! IIBЛII-. р 
1 етсн фующией толыю одного аргумента р: V = RT- . р 

6.303. -аЬ2 sin (Ьх + с) dx2 = - Ь2у dx2 . 6.304. 3-x2 ln 9 (2x2 ln 3 - 1 )  dx2 . 
6 3  (2 - x2 ) sin x - 2x cos x d 2 6 306 2 d 2 6 3  1 2 Зх2 - 9x + 7 d 2 . 05 . 3 х . . . а х . 

. О • ( 2 3 2) 3 х . х х - х+  
� · x + arcsin x 2 ( 2 _3;2 2 6.308. - ( l _ х2 ) 3/2 dx . 6.309. -х 1 + х ) dx . 
a ( l  + а2 ) siп х 2 2 dx2 R2 dx2 

6.310. - . 2 / dx . 6.312. ( ) 3 6.313. - ( Ь) 3 . 
( 1 + а2 sш х) 3 2 х + 2у у -. 

х ( 1  + Зу2 ) dx2 (х - у) dx2 
6.314. 6 ( 2 ) 3 • 6.315. ( ) 3 . 6.316. f (x) разрывна при 1 - Зу 1 - а cos у 
х = О  Е [ - 1 ,  1 ] . 6 .317. О. 6.319. У н а з а н и е. Провести доназательство 
методом от противного, предварительно установив, что производнан ле­
вой части уравненин имеет единственный действительный норень х = 1 .  
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6.320. У R а з  а н  и е. Провести доRазательство методом от противного, пред­
варительно установив, что производная левой части уравнения не имеет 
действительных Rорней. 6.321 .  У R а з а н и е. F(Ь) = F(a) . 6.322. � = 
= 1 / JЗ. 6.326. У R а з  а н  и е. Воспользоваться результатом задачи 6.323. 

т 
6.328. 6 = 1/2 , 6 = 5/3 .  6.329. О. 6.330. 1/3 .  6.331 .  -am-n . 

ln а - ln Ь / 2 п 2 / 2 6.332. 1 1 d '  6.333. 1 .  6.334. 2 3 .  6.335. 6h . 6.336. а Ь . 
n c - n 3v 5 

6.337. 2 .  6.338. 2/3 .  6.339. - 1/2 .  6.340. 2 .  6.341 .  9/50. 6.342. 1/2 .  
6.343. 1/2 .  6.344. О .  6.345. 1/2 .  6.346. -оо. 6.347. cos 3 .  6.348. -2 .  
6.349. 1 .  6.350. О .  6.351 .  О .  6.352, О .  6.353. 2 .  6.354. О .  6.355. +оо. 
6.356. 1 /7Г . 6.357. а. 6.358. О. 6.359. - 1 .  6.360. О. 6.361. 1/12 .  
6.362. -1 .  6.363. 2/3 .  6.364. 1 .  6.365. 1 .  6.366. 1 .  6.367. е . 6.368. 1 .  
6.369. 2 .  6.370. 1 /е . 6.371. 1 .  6.372. 1/е . 6.373. 1 .  6.374. е-6 • 6.375. е2 • 
6.376. е . 6.377. 1/  .jё. 6.378. 1/ �- 6.379. -9 + 17(х + 1 ) - 9(х + 1 )2 + 
+ 2 (х + 1 ) 3 . 6.380. 7 + 1 1 (х - 1)  + 10(х - 1)2 + 4 ( 1  + О(х - l ) ) (x - 1 )3 ; 
а ) (} = 1 /4 ; б) (} 

- любое действительное число; в) (} = 1/4. 2 х х 
6.381 .  Р(- 1 )  = 143, Р' (О) = -60, Р" ( 1 )  = 26 . 6.382. 1 + I + I + . . .  

. 1 .  2 .  n Ох 3 5 n 
. . .  + ; + 

( 
е 

) l
xn+1 . 6.383. XI -

х
31 + ; - . . .  + (- l ) (n- 1 )/2; + 

п .  п + 1 . 1 .  . 5 .  п .  
sin (Bx + (n + 1) (1Г/2) )  n+l . х х3 х5 

( ) �/2 + 
( ) ' 

х , n нечетно, , - -3 1 + -
51 - " . + - 1  х 

п + 1 .  1 .  . . 
xn- 1 sin (Ох +  (п + 1 ) (1Г/2)) n+l х 

( _ ) ' 
+ 

( ) ' 
х , п четно. 

п 1 .  n + l . 
х2 х4 

( ) (n- l )/2 xn- l cos (Ox + (n + 1 ) (7Г/2) )  n+l 6.384. 1 - , + , - "  .+ - 1  
( - ) ' + 

( ) ' х , 
2. 4 . п 1 . п + 1 . 
. х2 х4 

( )nf2 xn соs (Вх + (п + 1) (1Г/2) )  n+l  п нечетно, 1 - 1 + -41 - " .  + -1 t + 
( l ) ' 

х , 
2 .  . п. n + . 

х2 xn xn+1 
n четно. 6.385. x - - + . " + (- l )n- 1 - +

( ) (  (} ) +1 ' х > - 1 .  
2 п п + 1 1 + х n 

хз х5 xn хз 
6.386. x - - + - - . . .  + (-l ) (n- l )/2 - + R11н (x) , n нечетно; х - -3 + 3 5 п 

х5 xn- 1 
+ --.- " . + (- 1) nf2 -- + Rn+1 (x) , п четно. У н а з а н и е. Остаточный 

5 n - 1  член записать в общем виде. 
7 а: а: (а: - 1 ) 2 а: (а: - 1) . . . (а: - n + 1 )  n 6.38 . 1 + 1х + 

2 1 х + " .  + 1 х + 
1 .  . п .  

а: (а: - 1) . . . (а: - n) ( l  + Ox)a-n- l n+l  + 
(п + l ) ! 

х , х > -1 .  
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х2 х4 хб x2n 

6.388. 1 - - + -2-1 - -3-1 + . " + (- l )n-2--1 • У и а з а н и е. В разло-2 2 · 2. 2 · 3. n · n . 
х2 

жении eu по формуле Маилорена (см. задачу 6.382) положить и = -2 ·  
1 ( (2х)2 (2х)4 n- l (2x) 2n ) 6.389. - -1- - -1- + " . + (- 1 ) _(_)_' . У и а з а н и е. Записать 2 2. 4. 2п . 

sin2 х = � ( 1  - cos 2х) и воспользоваться результатом задачи 6.384. 
5х (5х)3 n (5x)2n+1 х2 

6.390. 2 - 23 . 3 ! + . . .  + (- 1 ) 22n+l . (2п + l ) ! ' 
6.391 . 2 ln 2  + "4 -

х4 хб x2n ( 1 х2 1 х4 
- 42 . 2 + 43 . 3 + . . .  + (- l )n+1

4n . п " 6.392. 2 1 + 2В - 22 · 2 ! 82 + 
1 · 3  х6 n- 1 1 · 3  . . .  (2n - 3) x2n ) ( + 23 · 3 ! 83 + " . + (- 1 ) 2п · п ! 8n . 6.393. 2 - х - 2) + 

+(х .:__ 2)2 - (х - 2)3 + (х - 2)4 . 6.394. х + х3 1 + 2 sin3 Вх 
( 1 + В(х - 2) ) 5 3 cos4 Вх 

х3 х4 9Вх + 6В3х3 (х - 1 ) 3 2 6.395. х + б + 41 ( l  _ В2х2 )7/2
. 6.396. 1 - --2- + S (x - 1 ) -

� 3 lO_ (х - 1 )4 . . . - (х - 1 ) + 912 . 6.397. а) 0,842 , б) 1 ,648, в) 0,049, 16 128 ( 1 + В(х - 1 ) ) 
1 х3 5 х3 г) 2 ,012 . 6.398. а) 16 ( l + Вх)5/2

; б) 81 ( l  + Вх) В/3
. 6.400. а) 1 ; б) 1/2 ; 

в) 1/2 . 6.401 . У и а з  а н  и е .  Воспользоваться разложением фуниции по 
формуле Тейлора в оирестности точии х0 до члена порядиа k вилючи­
тельно. 6.402. f(x0 )  = О - минимум, если ip(x0 )  > О и п четное; 
f(x0) = О - маисимум, если ip(x0 )  < О и п четное; эистремума нет , 
если п нечетное. 6.403. У и а з  а н  и е. Воспользоваться первым достаточ­
ным условием эистремума . 6.404. На ( - 1 ,  - 1/../2) и ( 1 /./2, 1 ) убы­
вает, на (- 1 /./2, 1/./2) возрастает ; Ymin = у (-1 /../2) = -1 /./2, Ymax = 

= y ( l/./2) = 1/2 . 6.405. На (-оо, -1 ) и (О, 1 ) возрастает, на ( - 1 ,  О) 
и ( 1 ,  +оо) убывает; Ymax = у(-1 )  = y ( l )  = 1 . 6.406. На (О , 1 ) и 
( 1 ,  е) убывает , на (е , +оо) возрастает ; Ymin = у (е) = е . 6.407. На 
(i (6k -:-- 1 ) ,  i (6k + l )) убывает, на (i (6k + l) ,  i (6k + 5)) возрас­
тает; Ymin = у ( 2k1Т + i) = 2k1Т + (i - JЗ) � 2k1Т - 0,685 ,  Ymax = 

= у ( 2k1Т + 5;) = 2(k + 1 )7r - (i - JЗ) � 2 (k + 1 )11" + 0 ,685 , k Е Z .  
6.408. На (О , 2) убывает , на (2 , +оо) возрастает ; Ymin  = у(2) = 
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= 2 ( 1 - ln 2) :::::; 0 ,6 1 .  6.409. Возрастает во всей области определения. 
6.410. На (� (8k - 3) , � (8k + 1 ) ) возрастает , на (� (8k + 1 ) ,  � (8k + 5)) 

убывает ; Утах = у (2k1Г + �) = е2k1Г (е1Г/4�) :::::; 1 ,55е2k1Г ,  Yrnin = 

= у (2k7Г + 5:) = -е2k1Г(е1Г/4 �) :::::; - 1 ,55е2k1Г ,  k Е Z. 6.411 . На 

(О, 1 /е) убывает , на ( 1 /е , +оо) возрастает ; Yrnin = y( l/e) = ( 1 /e) 1 fe :::::; 
:::::; 0 ,69 . 6.412. На (-оо, О) убывает , на (О , +оо) возрастает ; Ymin = 
= у (О) = 2 .  6.413. М = 3 ,  т = -24. 6.414. М = 8 , т = О .  
6.415 . м = 0 ,6 ,  т = - 1 . 6.416. м = 1 ,  т = 0,6 . 6.417 . м = 2 ,  
т = --У2 :::::; 1 ,26 . 6.418. м = 1Г/4 ,  т = о . 6.419. м = 1 , т = - 1 . 
6.420. М = 1 /Je :::::; 0 ,6 1 ,  т = - 1/.jё, :::::; -0 ,61 . 6.421. У l\ а з а н и е . Рас­
смотреть функцию у = ех - ( 1+х ) и показать , что у нее существует един-

аv, + bv2 ственный минимум: Yrn iп = у(О) = О. 6.425. 2 2 с. 6.426. I AP I  = 
V1 + V2 

= (500 - l�) I\M :::::; 442 ,3 1\М. 6.427. Х = � '  у = ! (р - Х -
1ГХ ) . 

v 3  4 + 7Г 2 2 
27Г ali 3 4 2 8 3 6.428. а = З 6.429. 4 .  6.430. 7ra . 6.431 . 27 7Гr h. 6.432. З7Гr . 

27Г 3 2 м / м 6.433. J;}l . 6.434. 2r . 6.435. N( l , 1 ) .  6.436. х = Rv 2, у =  R v 2. 
9v 3 

6.437. Разделить отрезок пополам. . 
6.438. r =  RHJR2 + H2 

. 6.439. h = (e213 -d213 ) 312 . (v'R2 + Н2 - R) (JR2 + Н2 + 2R) 
6.440. На ( -оо, О) - выпунлость вверх , на (О, +оо) - выпуклость вниз , 
М(О ,  1 ) - точ1ш перегиба , k = 7. 6.441 . График всюду выпу1шый вниз. 
6.442. На (-оо ,  2) - выпуклость вверх , на (2 ,  +оо ) - выпуклость вниз , 
М(2 ,  О) - точна перегиба , k = О. 6.443. На (-оо, - 1) и ( 1 ,  +оо) -
выпуилость вниз , на ( - 1 ,  1 )  - выпунлость вверх , М1 ( - 1 ,  ..у2) и 
М2 ( 1 , -У2) - точ1ш перегиба ,  k1 = k2 = оо. 6.444. График всюду вы­
пуклый вверх. 6.445. На (-оо, - 1) - выпуилость вверх, на (- 1 ,  +оо) -­

выпуилость вниз , l'vf (- 1 ,  1 - е-2 ) - точка перегиба , k = -е-2 :::::; -0, 14 . 
6.446. На (-оо ,  О) - выпунлость вверх , на (О ,  +оо) - выпуилость вниз, 
М (О ,  О) - точна перегиба, k = оо. 6.447. На (О , е-516 ) - выпуилость 
вверх , на (е-5/5 , +оо) - выпуl\лость вниз, М ( е-5/6 , 1 - �е-516) 

k - �е-5!3 О 8 3 
Ь = � .  точна перегиба ,  = 2 :::::; - ,2 . 6.448. а = - 2 , 2 
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1 6.449. 6J2 . 6.451 . У и а з а н и е. Если х0 - абсцисса точии перегиба, 

_ 2 _ 2 ( ) _ 2 • 2 _ 
4х� 

_ то хо tg хо - 2 . Тогда у0 - у хо - х0 sш хо - -4 2 • 6.452. х - 2, + хо 
1 

у = 1 .  6.453. у = х - 3 " 6.454. х = О, у = 1 (правая) , у = - 1  (ле-
7Г 7Г вая) . 6.455. у = 3х + 2 (правая) , у = 3х - 2 (левая) . 6.456. х = О ,  

1 1 
у = 2х ,  х = - 1  (левая) . 6.457. у = О. 6.458. х = - - , у = х + - .  

е е 

6.459. у = %х - 1 .  6.461 . Yшin = у(О) = - 1 ; ( ±1 ,  - 1
6
2�) И 

(±J5, О) - ТОЧRИ перегиба .  6.462. Ушах = у (± 1 ) = 1 ,  Yшin 

= у (±VЗ) = у(О) = О; 
( ±V6 -

5
...fii

' 
6 -

2
t21 ( 6 -

5
...fii 

- 3) 2) и 

( J6 +...fii 6 +../2i( 6 +...fii �2) 
\± 5 ' 20 5 

-3) - точии перегиба .  6.463. Ушах = 

= y (-J3) = JЗ, Yшin = у( JЗ) = -JЗ; (О, О) И 
( ± V:, =t= 

7�) -
27 точии перегиба .  6.464. Yшin = у(3) = 3 ;  (О, О) - точиа перегиба ; х = 1 

и у = 
х ; 2 - асимптоты. 6.465. Ушах = у(О) = О ,  Yшin = у( ?-14) = 

= �?-14; (- ?12, - �?12) - точиа перегиба ; х = 1 и у = х - асимп­

тоты. 6.466. (О, О) - точиа перегиба ; х = ±1 и у = х - асимптоты. 
6.467. Ушах = у ( ?-14) = - � ?-14, Yшin = у(О) = О; ( ?"2, � ?f2) -
точиа перегиба ; х = - 1  и у = х - асимптоты. 6.468. Ушах = 

= у(1 )  = � ' ( ?-14, �?-14) - точиа перегиба ; х = - ?12  и у О -

асимптоты. 6.469. (О, О) - точиа перегиба ; х = ± 1 и у О -

з ?-14 асимптоты. 6.470. Ушах = у(О) = О, Yшin = у (- ?'2) = - 3 ;  
f 
_\)7 + Л5 -

�2(7 + Л5)2 ) и 
(
_ \)7 - Л5 

-
�2(7 - J45)2 ) -\ 2 ' 9 + Л5 \ 2 ' 9 - Л5 

точии перегиба ; х = 1 и у = О - асимптоты. 6.471 . (О, О) - точиа пере-
гиба ; х = -2, х = 2 , у = О  - асимптоты. 6.472. Ушах = у (-3) = -4,5 , 
Yшin = у (3) = 4,5 ; (О , О) - точиа перегиба ; х = -JЗ, х = JЗ, у = х -
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асимптоты. 6.473. Ymiв = у (-1 )  = - 1 /3 ;  (- ?14, - ?14/6) - точ1:ш 
перегиба ;  х = ?f2 и у = О - асимптоты. 6.474. Ymiв = у (О) = - 1 ,  
(±v'З/3,  - 1 /2 )  - точ1:ш перегиба ; у =  1 - асимптота . 6.475. (О ,  О )  и 
( ?14/2 ,  1 /3) - точ1:ш перегиба; х = - 1  и у = 1 - асимптоты. 
6.476. Ymax = у (О) = 2 ,  (± 1 ,  ?'12) - точ1ш перегиба ;  у = О - асимп­
тота . 6.477. Ymiв = y ( l ) = - 1 ;  (О , О) и (2 ,  О) - точ:ки перегиба. 
6.478. Ушах = у (О) = 2 ,  Ymi11 = y(± l ) = �. 6.479. (О , О) - точка 
перегиба ; х = - 1 ,  х = 1 ,  у =  О - асимптоты. 6.480. (О ,  1 )  и ( 1 ,  О) -
точ:ки перегиба ;  у = - х - асимптота . 6.481 . (О ,  О) , (± 1 ,  ± ?'12) -
точ:ки перегиба . 6.482. (О ,  О) , (± 1 ,  ± ?'12) - точ:ки перегиба ;  у =  2х -

асимптота . 6.483. (О ,  О) , (± 1 ,  ± ?'12) - точ1ш перегиба ; у =  х - асимп­
тота . 6 .484. (О, О) - точна перегиба; у = - 1  - левая асимптота , 
у = 1 - правая асимптота . 6.485. у111 ;11 = у (- ?13) = 1 ;  (О , О) -

точ:ка перегиба ; х = - ?'12  - асимптота . 6.486. Ушах = у (О) = О ,  
Ymi11 = у(2)  = {Уlб; ( - �, - ?'12) - точна перегиба; х = � и у = х -
асимптоты. 6.487. Ymax = y (- ijб) = -3/ ?'12; (О , О) и ( ?fЗ, 3/ �) -
точ:ки перегиба ; х = - ?f2 и у = х - асимптоты. 6.488. Ymin = у (О) = О ; 
(±v'2, 2/v'З) - точ:ки перегиба ; у =  х - правая асимптота , у = -х -

левая асимптота . 6.489. (- ?'12, О) и ( - 1 ,  - 1 )  - точ:ки перегиба ; х = О и 
у =  1 - асимптоты. 6.490. Ушах = у ( 1 )  = 1/ �; ( �' .уо,16) � точ:ки 
перегиба ;  х = - 1 ,  у = О  - асимптоты. 6.491 . Ymax = у (-v'З) = О, 
Ymiв = у (у'З) = О; (у'2, 1/v'2) ,  (-v'2, - 1/v'2) -- точ:ки перегиба; х = 
= О - асимптота , у = 1 - правая асимптота , у = - 1 - левая асимптота . 
6.492. у111; 11 = у (О) = О, Ymax = y(±v'2) = 2 ;  х = ± 1  - асимптоты, 
у = х - правап асимптота , у = -х -- левая асимптота . 6.493. Ymax = 
= у (О) = 1 ,  Ymin = y (± l ) = О . 6.494. Ymax = у (О) = 2v'2 , Ymin = 

= y (±v'2) = О ; (± 1 ,  1 ) -'--- точни перегиба. 6.495. Ymin = у  ( 5: + 2kп) = 

= - v'2, Ymax = у ( � + 2kп) = v'2; ( 3: + kп , О) - точ:ки перегиба ,  

k Е Z . 6.496. Ymi11 = У (� + 2kп) = -; , Ymax = у (- 3: + 2kп) = 

v'2 37Г 
= - 2 ;  х = 4 + kп - асимптоты, k Е Z. 6.497. Ymiв = у (О) = О , 

1ГХ 1ГХ у = - Т - 1 -- левая асимптота , у = Т - 1 -- правая асимптота . 
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1 1Г 1 31Г ( 1Г ) 6.498. Ymin = y ( l ) = 2 + 4 '  Ymax = у (- 1 ) = - 2 + 4 ;  О ,  2 - точна 

х х перегиба.; у = 2 + 1Г - левая асимптота , у = '2 - правая асимптота . 
. ( 2 ± J2  ) 6.499. Ymax = y (l ) = е , --2- , е1 12 - точни перегиба ; у = О -

1 1 асимптота . 6.500. Ymax = y (l ) = Je' Ymin = у (- 1 ) = -Je ; (О ,  О) , 

(±JЗ, ± е'3е-) - точ1ш перегиба; у = О - асимптота . 6.501 . Ymax = 

= y ( l ) = � , ( 1 ± v;, (2 =i= J2)e- (2=fv'2°)) - точни перегиба ;  х = О -
1 левая асимптота , у = О - асимптота . 6.502. Ymax = y (± l ) = - , е 

Ymin = у (О) = О ; ( ± v;, 3е-3) и ( ±J2, �е- 1 /2) - точни перегиба; 

у = О - асимптота . 6.503. Ymin = у(1) = е ; у = х + 1 - асимп-
1 тата , х = О - правая асимптота . 6.504. Ymax = у( J2) = � , v2e 

Ymin = y (-J2) = -*', ( ±VБ -2./17, ±�)5 + ./17e-(l /4) (5+Vi7)) 
и ( ±V5 + 

2
./17, ± �)5 - ./17c(l/4 ) (5-Vi7J) - точни перегиба ; у = 

= О  - асимптота . 6.505. Ymax � у(-2) = -4Jё, Ymin = у ( 1 ) = - 1/е ; 
(0 ,4 , - 1 ,бе- 512 )  - точна перегиба; х = О - левая асимптота , у =  х-3 -
асимптота . 6.506. ( 1 ,  е2 ) - точка перегиба , х = О - правая асимптота , 
у =  2х + 3 - асимптота . 6.507. Ymax = y (± l) = 2/ Jё, Ymin = у (О) = 1 ; 
( ± J2 -JЗ, (3 -vГз)е- <2-v'зJ/2) и ( ± J2 + JЗ, (3 + vГз)е- <2+v'зJ/2 ) -
точни перегиба; у = О - асимптота . 6.508. Ymin = y ( l ) = е2 ,  х = О -
правая асимптота . 6.509. Ymax = у( J3) = 3JЗе-3/2 ,  Ymin = y (-J3) = 
= - 3vГзс312 ; (О , О) , (±1 , ±е- 112 ) ,  (±Jб, ±Jбе-3 )  -- точки перегиба ;  
у =  0 - асимптота . 6.510. (О , О) - точна перегиба. 6.51 1 .  Ymax = у(е) = 
= ! , (eJe, 3 

г,,) - точна перегиба; х = О и у = О - правые асимптоты. е \ 2еу е 
6.512. Ymax = у ( �) = -е ; х = 1 - асимптота , х = О и у = О - правые 

асимптоты. 6.513. Ymin = у  ( )е) = · - 2
1
е ; 
( 
е� ' - 2�3

) - точна пере-
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гиба . 6.514. Ушах = у ( .jё) = 2
1
е ; ( ifiб, 

6
�) - точна перегиба , х = О 

и у = О  - правые асимптоты. 6.515. Ушах = у  ( �) = е12 , Ymin = у ( 1 ) = 

= О· (е- 1 ,5-v1г.2"5 7 + 3J5 е-з-v'Б) и (е- 1 ,нV'1,25 7 - 3J5 е-з+v'Б)-' ' 2 ' 2 
точни перегиба . 6.516. Ушах = у (О) = о , Yшin = у(±.jё) = 2е ; х = 
= ± 1 - асимптоты. 6.511. Ушах = y ( l/e2 ) = 4/е2 , Ушах = у (-1 ) = 
= О, Yш in = у (- 1 /е2 ) = -4/е2 ; (О, О) , ( ± �' ± �) - точни пере­
гиба . 6.518. Ушах = у (О) = О ; х = ±1 - асимптоты. 6.519. Ушах = 

( � ( 5 - Ji3) 2 � ) = у(±е) = 1 /е2 , Yшin = у (±1 ) = О; ±е б , 6 
е 2 , 

(±е � ,  ( 5 + 6Ji3) 2 е-�) 
- точни перегиба ; х = О  и у =  О -

асимптоты. 6.520. , Yшin = у  ( �) = ( �) l /e � 0,69 , выпунла вниз, у -r 1 
при х -r +0, т .  е. М(О, 1 ) - точна пренращения. 6.521 . Ушах = у (е) = 
= е1 /е � 1 ,44; (0 ,58 , 0 , 12) и (4,35 , 1 ,4) - точни перегиба ; у -r О при 
х -r +0, т . е . М(О, О) - точна пренращения; у = 1 - асимптота . , 2 Х Х У н  а з  а н  и е. Точни перегиба удовлетворяют уравнению ln - + 2х ln - -е е - х = О, их можно не находить . 6.522. х = О- точна устранимого разрыва 
(у- (0) = У+ (О) = е) ,  фуннция убывающая ,  выпунла вниз, х = - 1 -
вертинальна_я асимптота , у = 1 - асимптота. 6.523. х = О - точна уст­
ранимого разрыва , у = О - асимптота . Точни энстремумов удовлетворя­
ют уравнению tg х = х. Точни перегиба удовлетворяют уравнению tg х = 

2х = -2 2 . У н  а з  а н  и е. Точни энстремумов и перегиба можно не находить . - х 
6.525. Xшin = - 1 при t = 1  (y( l ) = 3) ,  Yшin = - 1  при t = - 1  (х(- 1 )  = 3) ; 
парабола с вершиной в начале ноординат, ось ноторой - прямая у =  х 
(х > О, у > О) . 6.526. Хшiп = Ушiп = 1 при t = О (точна возврата) ; 
у =  2х - асимптота при t -r +оо. 6.527. Астроида (см. т .  1 , гл. 1 ,  § 3 ,  
рис. 18) .  6.528. (- 1  - 37r , - 1  + 3;) - мансимум, ( 1 - 37r , 1 - з; ) ­

минимум, (-37!", О) - точна перегиба, у =  х и у =  х + 67r - асимптоты. 
6.529. Трехлепестновая роза ; D = [О , 7r /З) U [27r /З, 7r] U [47r /З, 57r /З) ; э:кс­
тремумы при <р = 7r /6 , <р = 57r /6 , <р = 37r /2 . 6.530. Кардиоида, полюс -
точна возврата , rшах = r(O) = 2а, Тшiп = r(7r) = О. 6.531. D = (О ,  +оо) ; 
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линия спирально завивается воируг полюса , асимптотичесии R нему при­
ближаясь ; (�, 1/2)  - точна перегиба; полярная ось (<р = О) - гори­
зонтальная асимптота . 6.532. Лемнисиата Бернулли (см. т. 1 ,  гл. 1 ,  

х + 1  у - 2  z § 3, рис. 12) . 6.533. Прямая -2- = -=з = 4 6.534. в ПЛОСRО-

сти Оху дуга оиружности х2 + у2 = 2 между точиами ( 1 ,  1 )  и (О, J2) , 
пробегаемая против часовой стрелии. 6.535. Правая ветвь гиперболы 
х2 z2 
16 - 9 = 1 ,  у =  - 1 ,  пробегаеман снизу вверх , есл� смотреть от начала 

иоординат. 6.536. В плосиости Оху парабола у = g (6x - х2 ) ,  пробегае­
мая слева направо. 6.537. Винтовая линия х = cos t ,  у = sin t, z = t . 
6.538. Астроида х213 + у213 = 22/3 , z = О. 6.539. Линия пересечения ци­
линдров у = х2 , z = х3 , пробегаемая снизу вверх . 6.540. Крива.я Виви­
ани - линия пересечения сферы и иругового цилиндра :  х2 + у2 + z2 = 1 , 

х2 у2 х2 + у2 = х . 6.541. Эллипс 25 + 16 = 1 ,  z = 2 .  6.542. Дважды про-
бегаемая парабола у = х2 + х ,  z = 3. 6.544. Прямая 4х + Зу = О ,  
z = О, v = Зi - 4j.  6.545. Парабола (в плосиости Оху) у =  � ( 1 2х - х2 ) ; 
v = Зi + (4 - 2t)j ,  v l t=O = Зi + 4j, v l t=l = Зi + 2j , v l t=2 = Зi, 
v l t=З = Зi - 2j . 6.546. Циилоида (в плосиости Оху) х = 2(t - sin t) , 
у =  2 ( 1 - cos t) ; v = 2 ( 1 - cos t)i + 2 sin t ·j ,  v l t=7r/2 = 2( i +j ) ,  v l t=,.. = 4i .  
6.547. 0,6i - 0,8j .  6.548. Js (2i - j ) .  6.549. а) cos t · i - sin 2t · j  + cos 2t · k ;  
б) ( cos t - t  sin t) i+  (sin t+t cos t)j + k; в) ( 1 - sin t)i  + j +cos t ·  k.  6.550. а) i ;  
б) 12i - 2j - Jsk. 6.551 . 1 + Зt2 + 5t4 . 6.552. (Зt2 - 2t)i  + (Зt2 - 2t)j -

- 2tk. 6.553. cos t(i + 2uj + Зи2k) . 6.554. а) �:� = - cos t · i + etj + 2k, 
d
d
2� 1 = -i + j + 2k; б) d2

d � = - (2 sin t + t cos t)j + (2 cos t - t sin t)k ,  t t=O t 
d
d
2
2
r 1 = 2k. 6.555. w = 2 sin t · i + 2 cos t - j ; wl t=,.. ;2 = 2i; \V l t=7r = - 2j . t t=O 

. 4(t - 2) 6 6.556. w = -2J ,  Wт = г,-;о , Wn = . / - ; при 
v 4t2 - 16t + 25 v 4t2 - I6t + 25 

dv �---t = 0 Wr = - I ,6 ,  w11 = 1 ,2 .  У и а з а н и е. w, = dt ' Wn = Jw2 - ш; .  

7 . 1 . 1 
о . . 6.55 . w = 1 + -�J ,  Wт = 1 ,  Wn = � ; при t = W = 1 + J , v 2t + l v 2t + l 

Шп = 1 .  6.558.  х + 2 ;;  = 4. у -== 2 (ш1с11теш,нш1) ; 2х - z = З (нормальнан 
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х - 2 у - 8/3 z - 4 плосность ) . 6 .559. -1- = 2 = -4- (хасательная) ; 3х + 6у + 
+ 12z - 70 = О (нормальная плосхость ) . 6.560. у = z , х = а  (хасатель-

х - 1 у - 3  z - 4  ная) ; у +  z = О (нормальная плосхость) . 6.561 .  12 = --=4 = -3-
х - 1 

(хасательная) ; 12x-4y+3z = 12 (нормальная плосхость) . 6.562. -8- = 
y + l  z - 2  = lO = -7- (касательная) ; 8х + 10у + 7z = 12 (нормальная 

2 плосность ) . 6.563. I<lx=O = 2 , I<lx=l = г.: ·  6.564. I<A = 3 , I<8 = 5v5 
1 3 = 1/9 . 6.565. 3/-/2. 6.566. 1/2 . 6.567. Гn '  6.568. J{ = . ( / ) ' 2v2 4а sш rp 2 

3 3 (9х4/З + 1 ) з/2 (Ь4х2 + а4у2 ) з/2 
I<l'I'=" = 4а . 6.569. ;: · 6.570. а) бхl/з ; б) а4 Ь4 

(Ь4х2 + а4у2 ) з/2 (а2 sin2 t + Ь2 cos2 t) з/2 6.571 . а ) y'jaXYI; б) а4 ь4 аЬ 
6.572. 4а l sin ! 1 · 6.573. а ) а2 ; б) (а2 � r2 ):/2 • 6.574. ( ln 2 , �) . у R а-2 3r 2а + r 2 v 2 
з а  н и  е .  Составить выражение нривизны I< и найти ее точну энстремума. 
6.575. ( �' -

1� 2 ) . 6.576. (О ,  �) ; х2+ (у - �) 2 = а: . 6.577. (О ,  �) ; 

х2 + (у - �)
2 
= � . 6.578. (- 1 , е - �} (х + 1) 2 + (у - е + �)

2 
= е2 . 

6.579. (� ,  О) ; ( х - % ) 2 + у2 = 1 .  6.580. (1Га, -2а) ; (х - 7Га)2 + 
х - 9х5 · 15х4 + 1 / + (у + 2а)2 = 16а2 . 6.581 . а) х = 2 ' у = 6х ; б) Х2 3 -

- У213 = (2а) 213 ; в) (Х + У)213 + (Х - У)213 = 2а213 • 6.582. У = 
h х х2 4 уз 1 (' . k) 1 ( " " ) = а с - . 6.583. = - . 6 .584. т = r.; 1 - J + , v = Гn 1 + J , а 27 v3 v 2 

{3 = 
�(-i + j + 2k) ; х - 1 = - (у - 1 ) = z (насательная) ; х = у , 

х - 1  у - 1  z 
z = О  (главная нормаль ) ; --=! = -1- = 2' (бинормаль ) . 6 .585. т = i, 

v = -�(j+k) ,  {3 = � (j -k) ; у =  2 , z = 4 (насательная) ; y-z+2 = О, 
х = 7Г (главная нормаль ) ; у +  z = 6, х = 7Г (бинормаль ) . 6.586. т = 
= � (2i � j + 2k) , v = � (- i - 2j + 2k) , {3 = � (2i - 2j - k) ; х ; 2 = 

у z - 1  х - 2  у z - 1  - = 
--

(насательная) ; 
--

= -2 = -2- (главная нормаль ) ; 1 2 - 1 -
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х - 2 у z - 1 ( ) 1 ( ' . k) -- = - = бинормаль . 6.587. т = г.n 1 + J + 4 , v = 2 -2  -1  v 18 
= - � (2i + 2j - k) ,  {3 =  �(i - j) ;  х - 1 = у - 1 = z � 2 (насатель-

х - 1  у - 1  z - 2  х - 1  у - 1  z - 2  ная) ; -2- = -2- = --=1 (главная нормаль) ;  -1- = --=1 = 
-0-

(бинормаль) .  6.588. х+2у = 3 (сопринасающаяся плосность) ; z = 1 (нор­
мальная плосность) ;  2х - у = 1 (спрямляющая плосность) . 6.589. у =  х 
(сопринасающаяся плосность) ; х + у  = 1Г/../2 (нормальная плосность) ;  
z = О (спрямляющая плосность ) .  6.590. т = i ,  v = k ,  {3 = -j , у = О ,  
z = 1 (насательная) ; х = 1 , у = О (главная нормаль) ;  х = 1 , ' z = 1 
(бинормаль) ;  у = О (сопринасающаяся плосность ) ;  х = 1 (нормальная 

плосность ) ;  z = 1 (спрямш1ющая плосность ) .  6.591 . т = � (2i - j ) , 
1 ( ' . k) /3 1 ( ' . k) х - 1 у - 2 z - 3 

v = - vЗо 1 + 2J + 5 ' = J6 1 + 2J - ; -2- :;= --=1 = 
-0-

х - 1  у - 2  z - 3  х - 1  (насательная) ;  -1- = -2- = -5- (главная нормаль) ;  -1- = 
у - 2  z - 3  = -- = -- (бинормаль) ;  x + 2y - z - 2  = О  (сопринасающаяся плос-2 - 1  " 

ность ) ;  2х - у =  О (нормальная плосность ) ;  х + 2у + 5z - 20 = О  (спрям-
../2 ../2 ляющая плосность) . 6.592. К = ( ) 2 , а = - ( ) 2 ; при t = О х + у  х + у  

../2 ../2 9t4 + 9t2 + 1 3 к = 4 '  (J = - 4 .  6.593. к = 2 а - . 
(9t4 + 4t2 + 1 ) 3 ' - 9t4 + 9t2 + 1 ' 

1 при t = О К = 2 ,  а = 3. 6.594. К = а = 3(t2 + l ) 2 ; при t = 1 
1 2t 2t 

К = а = 12 · 6.595·. К = (2t2 + 1) 2 ' а = - (2t2 + 1) 2 ; при t 1 

2 2 ./2 1 9у4 + 4у6 + 1 к =  9 ,  а =  - 9 .  6.596. к =  3 ,  а =  3 .  6.597. к =  (уб + у2 + 1 ) 3 , 

бу У14 3 . 
а = - 9 4 4 6 ; при у = 1 К = 1'> ,  а = - - . 6.598. w = 2J + 4tk , у + у + 1 3v 3 7 

dV v2 
Wт = 4t ,  Wv = 2 ; Wт l t=l  = 4. У н а з а н и е. Wт = dt '  Wv = R ' 
6.599. Парабола у2 = х; z' (t) = 2t + i . 6.600. Прямая х - у = 2 ; 
z' (t) = ei f .  6.601 . Верхняя полуонружность у =  J4 - х2 ; z' (t) = 2ieit . 
6.602. Эллипс х = 4 cos t, у =  2 sin t ; z' (t) = i (3eit - e-it ) .  6.603. Правая 
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х2 у2 ветвь гиперболы -6 - - = 1 ; z' (t) = (2 + i )et - (2 - i )e-t .  6.604. Два-1 4 
жды пробегаеман «праван» ветвь параболы у = х2 ; z' (t) = 2t + 4it3 . 
6.605. Арна цинлоиды х = t - sin t ,  у = 1 - cos t ; z' (t) = 1 - e-it . 
6.606. Эвольвента онружности х = a(cos t + t sin t) , у =  a(sin t - t cos t) ; 
z' (t) = ateit . 6.607. r' , rcp' ; r" - rcp' 2 , 2r'cp' + rcp'1 • У н а з а н и е. Пред­
ставить занон движенин в поназательной форме z = rei'P и найти 
производные z' и z" . Исномые веJшчины суть ноэффициенты при ei'P 
и iei'P . 6.608. Снорость v = izf' (z) . У н а з а н и е. llоспользоватьсн 
поназательной формой номпленсного числа: z = Rei'P и найти произ-

dw dw dz водную dt = dz dt . 6.609. У н  а з  а н  и е. а) Использун результат при-
мера 9 , поназать , что Dk (e>.1 ) = )..k e>.t длн любого k Е N. б) Предва­
рительно доназать , что Dk ( e>.t z (t) ) = e>.t (D + Л) k z (t) . Действительно, 
несложной процерной убеждаемсн, что D (e>.tz (t) ) = e>.t (D + Л)z (t) , и 
далее ,  использун этот результат, что Dk (e>.1 z (t ) )  = D (Dk- 1 (e>.t z (t) ) )  = 

= D (e>.1 (D + Л)k- I z (t) ) = e>.1 (D + Л) k z (t) . 6.611 . -9е21 sin Зt. 6.612. О . 
У н а з а н и е. e112 sin t = Im e(l /2+i) t .  6.613 . e1 (cos 2t - 8 sin 2t) . 
6.614. t ( 18 - t2 ) cos t +  (6 - 9t2 - t3 ) sin t. 6.615. е1 (sin 2t+4t( l + t2 ) cos 2t) х 

x (l + t2 ) -312 . 6.616. et (cos t - 2t sin t) . 

Глава 1 
х8 5 х3 5 7 .1 .  4 + С. 7.2. Зх .у'Х + С. 7.3. 3 ln l x l  - ;; + С. 7.4. 3 + 2х2 -

2 r 2 ln ! х !+С .  7.5. x+6y'X+3 1n x- у'Х +С. 7.6. sin x+C. 7.7. b Ja + Ьх + 
1 2-Зх С 3 -х/3 С 1 С + С. 7.8. - 3е + . 7.9. - ln S · 5 + . 7.10. 4 tg 4x + . 

х3 х2 1 1 7.1 1 .  3 + 2 +x+2 ln lx  - l l +C.  7.12 . 8 sin 8x+ C. 7.13. x - 2 cos 2x+C. 
1 . .3 2 1 1 1 1 7.14. 2 sш 2х + С. 7.15 . х + х + ln х + С. 7.16. - х2 - хз + С. 
2 п ) / 4 7.17. -x/ffix+C.  7.18. --х<п- � п + с. 7.19. З.у'Х- -5 х.ух- 4.ух+с. 3 п - 1  

2 ху'Х х3 21' ех 
7.20. 2jaX + 2х + - г;: + С. 7.21 . - + 2 ln l x l  + С. 7.22. 1 2 1 + С. 3 у а 3 n + 
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7.23. -1- 2х + х:� + с. 7.24. x2 + 3 sin x + C. 7.25. -2 ctg x - ln l tg � l + c. � 2  2 1 . 
7.26. 3 tg x + 2 ctg x + C. 7.27. - ctg x - tg x + C. 7.28. 2 (x - sin x) + С. 
7.29. а) -x + tg x + C; б) x - th x + C. У к а з а н и е. Использовать тожде­
ства: а) tg2 х = sec2 х - 1 ; б) 1 - th2 х = sch2 х. 7.30. t.g x+C. 7.31 .  ix + 

1 х 1 V5 + x [ + С. 7.32. х + cos х + С. 7.33. - arctg - + С. 7.34. r; ln r; + 2 2 · 2v 5 v 5 - х 
+ С. 7.35. arcsin � + С. 7.36. ln (х + ../х2 + 3) - ln lx  + ../х2 - 3 1  + С. 

v 3 · 

. хз х2 7.37. ln l x l  + 2 arctg x + С. 7.38. 3 + (а +  Ь) "2 + аЬх + С. 7.39. ах + 
9 9 х2 + -а2/зх4/з + -а1 fзхs/з + - + С. 7.40. х + 3 ln 1  tg х + sec x l  - 2 tg х + С. 4 5 2 

7.41 .  а) - ctg x - х + С; б) х - cth x + С. 7.42. ln jx  + ../х2 - 71 + С. 
. 1 1 х - 2-12 1 2 3 3 7.43. х - Гг\ ln -./2 + С. 7.44. - J(3 + х) + С. 7.45. - -6 х 4v 2 х + 2 2 3 1 

ch2 х 1 1 x (3 - 4 sin x)413 + C. 7.46. -2- + с. 7.47. - --3- + С. 7.48. - -1 - +с. З tg х n x  
1 1 -12 7.49. b ln ja + Ьx l  + С. 7.50. - b ln la - b tg x j + С. 7.51 . - 3  х 

x ln l 2 - 3 sin h l  + С. 7.52. ln l sin x l  + С. 7.53. 4�:З + С. 

7.54. ! sin (ax + b) + С. 7 .. 55. - cos (ln x) + С. 7.56. -2 cos ..jX + С. а � 

7.57. ln l tg (� + �) 1 + С. 7.58. - � cth Зx + С. 7.59. � \l(x2 - 1 )2 + С. 

7 1 5-х2 С 7 1 1 
1 1 + 2х 1 С 7 1 ( -ах ) .60. - -1- · + . .�1 . -4 n --2- + . .62. - - arctg е + 2 п 5 1 - х а 

с 1 . хvГз С 1 l 1 , . / 2 1 С + . 7.63. vГз arcsш Js + . 7.64. З п Зх + v 9х - 1 + . 

7.65. - ln (cos .x + vcos2 х + 4) + с. 7.66. � arctg (х4 ) + с. 7.67. � х 
х ln (х2 + ../х4 + 1 )  + с. 7.68. ь� ln l a2 + b2x l  + с. 7.69. 2 

1 
2 + с. a cos ах 

ch3 х 1 7.70. -- + С. 7.71. -- + С. 7 .72 . - ln 1 cos x l  + С. 3 7 - еХ 
1 а1 1х 1 7.73. 4 1n l sh 4x l  + С. 7.74. - ln a + С. 7.75. 2 th (x2 + 1) + С. 

1 1 1 �х - \Га+ь 1 С 1 2х 7.76. # n г:-L г:--:-т + . 7.77. г.; arctg г.; + С. 2 а2 - Ь2 v а - Ьх + v а +  Ь 2v 7 v 7 
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7.78. � ln (4х2 + 7) + С. 7.79. � ln (х3 + ../х6 + 1 ) + С.  7.80 . l:a х 
3 х ln (ax + Ja2x - 1) + С. 7.81 .  ln lx + 2 1  + -- + С. У R а :З а н и е. х + 2  

х - 1 (х + 2) - 3 1 3 г.; х 
(х + 2) 2 = (х + 2) 2 - х + 2 - (х + 2)2 . 7.82 .  х - v 3 arctg J3 + С. 

7 1 х - 2 1 1 1 ах2 - Ь 1 7.83. х - ln lx2 - 4 1  + - ln -- + С. 7.84. -Ь ln 2 Ь + С. 4 х + 2 4а ах + 
1 1 3 + 2х4 1 1 5 1 7.85. 48 ln 3 _ 2х4 + С. 7.86. 5 ln lx + 5х - 8 1  + С. 7.87. 25 х 

1 
х \/(5х4 - 3) 5 + С. 7.88. 3 ln (х + ./х2 + 1 ) - 2 in (х2 + 1 ) + С. 

1 1 . а Ьх 1 7.89. -:г/1 � 4х2 + 2 arcsш (2x) + с. 7.90. ь arctg -; + ь х 

х ln (Ьх + ./а2 + Ь2х2 ) +С. 7.91 .  - 5� +С. 7.92. -4
3 {/(4 + ех ) 4 + С. уах ln a 

1 7.93. ln (ех + Je2x + 4) + С. 7.94. х - -1 - ln (2х + 1 ) + С. У R а з а н и е. n 2  
1 ( 1 + 2х )  - 2х 2х . -- = = 1 ---. 7.95. earcsш x _ �+ arcsin x + 2х + 1 2Х + 1 2х + 1 

+ С. 7.96. ev?"="I+c. 7.97. - �J(3 - ch x) 3 +C. 7.98. - �../1 - 4 ln x+C. 
1 . х sin 2х . 2 7.99. 2 arcsш (2 ln x) + C. 7.100. 2 - -4- + С. У R а з а н и е. sш х = 

1 - cos 2х х sin 2х 2 1 + cos 2х = 2 . 7 .101 .  2 + -4- + С. У R а з а н и е. cos х = 2 . 

7.102 . ../2ln l tg 
2� 1 + С. 7.103. х + � sin2 ах + С. 

7.104. � ln l tg (�з 
+ �) l + c. 7.105. �x + � ln / tg (x + �) l + � sin 2x + 

sin 4х ,-----=-+ -8-+с. 7.106. 2v3 - cos2 х+С. 7.107. - ln (cos2 х + Jcos4 х + 3) + 
1 2 1 + С. 7.108. ln l tg x l +C. У R а з а н и е. . = -.-2- .  7 .109. - г.; Х sш x cos x SШ Х v3 ' 1 1 

х ln 1 cos J3x l  + С. 7.1 10. - ln ch ах + С. 7.1 1 1 .  - tg (ах + Ь) - х + а а 
+ С. 7.1 12 .  - � ctg (х3 - 3) - х; + С. 7.1 13 . esec x + С. 7.114. � Х 

lvт=хз- 1 1 1 1 х 1 x ln � + С.  7 .115 .  -2 ln � + С. 
v 1 - х3 + 1 2 + v 4 - х2 

7 .116 .  2 ln ( .jX + 1 ) + С. 7.1 17. ех - ln (ех + 1 ) + С. 
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_!. ( (5х - 1) 2 1 (5х - 1) 20 ) 1•118• 25 2 1  + 20 + с. 
4 2 7.119.  -2� + 3 J(1 - еХ ) З  - 5 J(1 - еХ ) 5  + с. 

7.120. 2 ( J(x 
3
+ l ) з - х ; 1 + 2JX+1 - 2 ln (JX+Т + 1)) + С. 

389 

1 1 7.122. /3 ln у'з+ех - /3 + С. 7·121 · 2 (3 - х) 6 - 5(3 - х)5 + С. 3 у13 + ех + /3 
7.123. ln 1 �l+C. 7.124. x arccos x-./1 :_ х2 +С. 7 .125.  x sin x +  1 + х2 + 1 

х2 х2 3 9 + cos x + С. 7.126. - ln x - - + С. 7.127. - � ln x  - - � + С. 2 4 2 4 (хз х2 ) хз х2 
7.128. З - 2 + х  

_
1п х - g + "4 - х + С. 7 .129. (2 - x2 ) cos x + 

+ 2x sin x+C.  7.130. - (х2 +2х+2)е-х +с. 7.131 .  (х3 -3х2 +6х-6)ех +с. 
е-х2 2 7.132. - -2- (х2 + 1) + С. У н а з а

.
н и е. Положить-и =  х2 , dv = хе-х dx. 

1 2 1 х 7.133. - - (ln х + 2 ln x  + 2) + С. 7.134. - (х2 + 1 )  arctg x - - + С. х 2 2 
Х 1 еах 

7.135. 2 cos2 x - 2 tg x + С. 7.136. a2 + b2 (b sin bx + a cos bx) + С. 
(х _ vl _ х2еагссоs х 7.137. 2 + С. 7.138. x 1n (x + v11 + x2 ) - v11 + x2 + C. 
х4 х4 3х 7.139. -4 ln x - -6 + С. 7.140. -2- (x ln 3  - 1 )  + С. 1 ln х 

7.141.  (х2 - 2х + 1 )  sin х + 2 (х - 1 ) cos х + С. 7.142. х tg х + ln J cos x J  + С. 
7.143. � (sin (ln х) + cos (ln х))  + С. 7.144. 2ev'X ( у1Х - 1 )  + С. У н  а з  а­
н и е. Сделать подстановку х = t2 и проинтегрировать по частям. 

1 + х2 1 7.145. -2- (arctg x)2 - x arctg x + 2 in ( 1  + х2 ) + С. 
arcsin x 1 х 1 7.146. - + ln г.--:? + С. х 1 + v l  - х2 

х2 
7.147. -x ctg x + ln J sin x J  - 2 + С. 

2 sin 2х - cos 2х - 5 . х 1 7.148. е-х 10 + С. 7.149. - 2 (х2 + l ) + '2 arctg х + С. 
x dx У н а з а н и е. Положить и = х, dv =  (x2 + l) 2 · 
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! dx 1 ! (а2 + х2 ) - х2 7.150. <J ln = (х2 + a2 )n = d2 (х2 + a2 )n dx = 
1 / dx 1 1 x dx = а2 (х2 + a2 ) n- l - а2 х (х2 + a2 )n ·= 

= _!_ ln 1 - _!_ (- Х + l ln i )  = а2 - а2 2(п - l ) (x2 + а2 ) 11- 1 2 (п - 1 )  -

= 2 (п � l )a2 ( (х2 + :2 )n- l + (2п - З)In- 1 ) . 

Отсюда 12 = 2\ ( 2 
х 

2 + .! arctg ::) + С, а х + а а а 
1 

( 
х Зх 3 х ) Iз = -4 � ( 2 2 ) 2 + 2 2 ( 2 2 ) + -2 з arctg - + С. 1> . а- х + а а х + а а а 

x dx 7.151 .  <J Полагаем v. = ./х2 + а, dv = dx. Тогда rlu = �' v = х, . х2 + а 
! Jx2 + �dx = xVx2 + a - f x2 dx = xJx2 + a­

Jx2 + а  

- J (x2 + a) - a
dx = xJx2 + a - f Jx2 + a dx + a f dx . ./х2 + а ./х2 + а 

Отсюда f J х.2 + а dx = � J х2 + а + � ln l x + J х2 + a l + С. 1> 

x dx 7.152. <J Полагаем и = х, dv = J . Тогда du = dx , v = а2 - х2 
= - Ja2 - х2 . Имеем ! х2 dx = -xJa2 - х2 + J Ja2 - х2 dx = -xJa2 - х2+ Ja2 - х2 

+ dx = -xJ а2 - х2 + а2 - . 
! а2 - х2 

J 
dx 

J 
х2 dx 

Ja2 - x2 Ja2 - x2 Ja2 - x2 

Отсюда f :r
2 

dx = _ ::Ja2 - х2 + а
2 

arcsin :!:. + С. 1> . Ja2 - х2 2 2 а 

7 153 ( х
2 
- .!) arcsin x + :: ,;1 - х2 + С  7.154. (ln (ln x) - l ) ln x  + С. . . 2 4 4 . 

х3 х2 1 7.155. З arct.g :c - б + 6 1n (х2 + 1 ) + С. 7.156. -2JГ=Xaгcsin y'X + 

+ 2./Х+С. 7.157. �Ja2 - х2 + а
2 

aгcsin :: 7 c. У н а а а н и е. См. реше-2 2 а 
1 1 х - 1

1 
1 2 (х - 1 )  ние задачи 7 . 1 5 1 .  7.158. - l n  -- + С. 7.159. /ё arctg /ё + С. 6 х + 5 · v 6 v 6 
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7.160. � ln 1 � = � 1 + � ln lx2 - 5х + 4 1 + С. 7.161.  � ln (х2 - 3х + 3) + 

+ V3 arctg 2х � 3 + С. 7.162} ln 1 х - 6 1 + С. 7.163. 2 ln (х2 - 2х + 6) + v 3 6 х . 
1 х - 1 1 х2 + 3 1 1 3х - 3 1 + J5 arctg J5 +С. 7.164. 4 arctg -2- +С. 7.165. 2 1n 3 ln 3х _ 1 + 

1 i x - 3 1 1 7 17  + С. 7.166. 7 in  х + 4 +С. 7.167. -6 In l x l - 2 In lx - 2 1 + 3 In lx - 3 1 + 
1 3 5 х2 

+ С. 7.168. х - 2 ln l x l  - 4 ln lx + 2 1 + 4 ln lx - 2 1 + С. 7.169. 2 + 
1 2 4 20 7 + х + 1 + (х + l ) 2 + С. 7.170. - 3(х - l) + g- ln lx  - l l + g- ln lx + 2 l + C. 

1 1 i2 
1�111 .  - 2 (х2 - 5х + 4)2 + С. 7.172. 4 ln х2 + 2 + С. 

1 х2 + xJ2 + 1 J2 , xJ2 7.173. rn ln Гn + -4 arctg -1 --2 + C. 4v 2 х2 - xv 2 + 1 - х 
1 ( х + 1 3х 3 ) 7.174. - 4  (х2 + 1 ) 2 + 2 (х2 + 1 ) + 2 arctg x + С. 

У .к а з а н и е. j (х� � �
) З 

dx = 

= / х dx - j dx 
=

- 1 - / dx . 
(х2 + 1 ) 3 · (х2 + 1 ) 3 4(х2 + 1 ) 2 (х2 + 1 ) 3 

Далее J ( 2 
dx 

) 3  вычислить по рекуррентной формуле, выведенной в х + 1 . 
1 1 2 x + l  задаче 7. 150 .  7 .175. 9 ln lx  - 1 1 - 18 ln (х + х + 1 ) + 3(х2 + х + l) + 

J"3 2х + 1 х А + g- arctg у13 + С. У .к а з а н и е. (x - l) (x2 + x + l)2 x - l + 
Вх + С Dx + E  

+ (х2 + х + l ) 2 + х2 + х + 1 . Применяя метод неопределенных щ>эф-
х 1 1 х - 1  · фициентов, получаем (х _ l ) (x2 + х + l )2 = g (x - l ) - 3 (:z;2 + х + l ) 2 -

- - . Для нахождения = 
1 х + 2  ;· dx ! dx 
9 х2 + х + 1 (х2 + х + 1)2 ( (x + l/2) 2 + 3/4) 2 

1 

:::
о

:::::�� ::::::::: : :з�з�е t 7�1::
тс

: .:::�
л:з�в:�nиl Ef lp�

н

;: 
1 5 1 (х + 2)2 7.177. 2 in lx  + l l - 2  ln lx  - 2 1 + 2 ln lx - 3 l+C. 7.178. 24 ln х2 _ 2х + 4 + 
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/3 х - 1  3 2 i x - 3 1 + -2 arctg r;; + С. 1. 119. --2 - --3 + ln --2 + С. 7.180. х + 1 v 3 х - х - х -
1 1 х - 1 1 х arctg х 1 + 2 in х + 1 - arctg x+C.  7 .181 .  2 ( 1  + х2 ) + -2- +С.  7.182. - а2х -
1 х 1 1 (а2 + х2 ) - х2 

-3 arctg - + С. У и а з а н и е. 2 ( 2 2 ) = 2 2 ( 2 2 ) · а а х х + а а х х + а  
7.183. 4\ ln 1 х - а 1- 2\ arctg � +С. У и а з а н и е. ( 2 2 )

1
( 2 2 ) = а х + а  а а х + а х - а  

- - 184 - - n -- + - n + 1 (х2 + а2 ) - (х2 - а2 ) 1 1 1 1 x - l 1 1 1 1 x - vf3 1 С - 2а2 (х2 + а2 ) (х2 - а2 ) · • • 4 х + 1 4/3 х + /3 · 

1 1 1 ( 6 ) 1 1 7.185. ln x - 6 ln х + 1  + 6(хб + l) + С. У и а з а н и е. х (хб + l) 2 = 

( 1  + х6 ) - х6 1 1 1 
= ( 6 ) 2 . 7.186. - -4 + -2 + ln lx l - - ln (x2 + 1 ) + C. х х + 1 4х 2х 2 1 1.181. - ln ( (х4 + 1 ) (х4 - 2)2 ) + С. У и а з а н и е. Положить х4 = t . 12  1 3 1 7·188• - 6 (х + 1 ) 6 + 7(х + 1 ) 7 - 4(х + 1 ) 8  + С. 

1 1 1 2х3 + 1 7.189. - 1 2  ln (х6 + х3 + 2) + 6 ln lx3 - 1 1  + 6/7 arctg /7 + С.  
cos3 х 1 1 . 7.190. - cos x + -3- + c. 7.191 .  ? cos7 x - S coss x + С. 7.192. sш х -

. 3 3 . 5 1 . 7 3х sin х sin 2х - sш х + 5 sш х - 7 sш х + с. 7.193. 8 + -2- + 16 + с. 
х s in 4х х siп 4х sin3 2х 7.194. В - 3'2 + С. 7.195. 16 - б4 - 48 + С. 7.196. - ctg x -

2 1 .  1 1 . 1 - - ctg3 х - - ctg5 х + С. 1.191. - tg5 х + - tg3 х + С. 7.198. - -- + 3 5 5 3 2 tg2 х 
3 1 1 2 + З ln l  tg x l  + -2 tg

2 х + -4 tg4 х + С. 7.199. - --3- - -. + tg x + С. 3 tg х tg x 
7.200. v; (iн l tg � 1 - ln l tg ( � + �) 1 ) + С. 7.201 .  4:��: х + � с��2хх + 

3 1 + S ln l tg x + sec x l  + С. 7.202. 2 tg2 x + ln l cos x l  + С. 7.203. х + 
Х 2 Х 2 3 Х 1 · X I r;:;-;:;-::; С + 2 ctg 2 - ctg 2 - 3 ctg 2 - 2 1п sш 2 + С. 7.204. -2yctg x + . 
. 2 . 3 sin5 х � 2 � С 7.205. sш х - 3 sш х + -5- + С. 7.206. -2ycos x + 5 v cosv х + . 

7.207. 1
5
6 х - � sin 4х +  9

1
6 sin3 4х+  1�8 sin Вх+С.  7.208. tg x+ � tg3 х+С .  

1 Х 1 3 1 1 Х 1 COS X 7.209. 3 ln tg -3 - 2 ( / ) + С. 7.210. -2 lп tg -2 - . 2 + С.  2 tg х З 2 sш х 
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1 . 1 . 1 . cos 8х cos 2х 7.211 .  2 sш х + 12 sш 3х + 20 sш 5х + С. 7.212. - ----и; + -4- + С. 

sin 25х sin 5х 3 . 5х . х 3 х 7.213. ---+--+С. 7.214. - sш - +3 sш - +С .  7.215.  - cos - -50 10 5 6 6 . 2 3 
1 sin (х/2) sin 5х sin 7х 1 - 2 cos x + С. 7.216. 2 + 2О + � + С. 7.217. 24 cos 6x -

1 1 1 1 ./5  + tg (х/2) 1 - -6 cos 4x - -8 cos 2x + C. 7.218. � ln � + С. 1 v 5 v 5 - tg (x/2) 
7.219. arctg ftg ::.2 - 1) +С. 7.220. -1--tg x+x+C. Ун а з а  н и е. Числи-\ cos x 
тель и знаменатель подынтегральной фуннции умножить на ( 1 - sin x) . 

1 1 2 tg х - V7 
I 

1 ( cos х - 1 ) 7.221 .  
4J7 ln 

2 tg x + J7 + С. 7.222. - 2 arctg 2 + С. 

1 2JЗ ( 2 tg (x/2) - 1 ) 7.223. - 4 ln ( 1  + 4 cos2 х) + С. 7.224. -3- arctg 
J3 

� С. 

2 2 4 tg (x/2) + 1  7.225. ( ( /2) ) - r;r: arctg r;r: + С. 5 tg х - 1 5v 15 v 15 

у 1 _ (sin x + 4) - (sin x - 1) н а з а н и е. ( . 4) ( ' ) - ( ' 4) ( ' l ) ' SШ Х + SШ Х - 1  5 SШ Х + SШ Х -
. 1 · 1 tg х + 2 1 sh 6х 7.226. ln l sш x - cos x l + С. 7.227. 4 ln tg x + 6  + С. 7.228. 12 + 

::_ С 7 229 сhз 2х - ch 2х С 7 230 sh 4х - ::_ С 7 231 3х + 2 + . . . 6 2 + . . . 32 8 + . . . 8 + 
sh 2х sh 4x 1 1 th х - 2 1 + -- + -- + С. 7.232. -2 cth 2x + С. 7.233. - ln h + С. 4 32 4 t 2 + 2 

У н  а з  а н  и е. Разделить числитель и знаменатель подынтегральной дро-
1 би на ch2 х. 7.234. - -h -ctg x+C. У н а з а н и е. Числитель и знамена­s х 

тель подынтегральной дроби умножить на ch х + 1 .  7.235. 2J2 sh � + С. 
cth2 х th3 х 7.236. ln 1 sh x l - -2- + С. 7.237. х - th x - -3- + С. 

/Г+Х 3 9 7.238. arctg 2 + С. 7.239. 20 {/(2х - 3) 5 + В {/(2х - 3) 2 + С. 
7.240. 2у'Х + 3Vx + 6 {/Х + 6 ln l {Гx - l l + С. 7.241 .  6 arctg {У'Х"+а -

- 6 ln \Yx + a + ;3 ln l l + ijx + al + С. 7.242. 1_ з ( х + 1 ) 4 
-16 х - 1  ( х + 1 ) 7 

1 fi - l l  -- + С. 7.243. ln fi - 2 arctg fi+ C. 7.244. 6 {/Х -х - 1  4 х + 1  
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- 12 arctg f/X2
x + С. 7.245. ln 1�+�1 - 2 arctg /х - 1 + С. х + 1 - х - 1 х + 1  

1 1 x - J3� 1 x + JX2+l  7.246. r;; ln r;; г;--<; + С. 7.247. ln � + С. 2v 3 х + v Зv 4 - х2 v х2 + 1 
7.248. Vx2-=1 - arccos .!_ + С. 7.249. J(a2 - х2 ) 3 - a2Ja2 - х2 + С. х 3 
7.250. arcsin х � 4 + С. 7.251 .  ln lx + � + Jx2 + рх + q l  + С. 

J3 . ( х + 1 ) J3 7 . 2х + 1 
7.252. З arcsш ../7 +С. 7.253. -v2 - х - х2 + 2 arcsш -3- + 
+ С. 7.254. Jx2 - бх + 1 + С. 
7.255. v'x2 + :r + 1 - � 111 ( х + � + Jx2 + х + 1) + С. 

__ 

7.256. 111 I х 1 + с. 7.257. _ ! /5 - х + с. 
1 + 4х + v х2 + 8х + 1 2 У х - 1 

7 258 _ J2x2 - х + 1 ! 1 2 - х + J2x2 - х + 1 С 7 _ JX2+s _ . . n I I + . .259. ( ) х 2 х 9 х + 2 
2 5 - 2х + зу' х2 + 5 х + 1 2 . х + 1 - 27 111 lx + 2 1 +С. 7.260. -2-vl - 2х - х +arcsш ./2 + 

х + 1 Jз - 2х - х2 + С. 7.261 .  6 arcsin -2- - 4 (х3 + Зх2 - 7х - 9) + С. 
хз JX2=1 7.262. J + С. 7.263. lн lx + v'X2=11 - + С. 3 ( 1 + х2 ) З х 

х - 1  9 7.264. --v'x2 - 2х + 10 + - ln (х - 1 + Jx2 - 2х + 10) + С. . 2 2 
х - 2 . . х - 2 Jx2 + 5 7.265. -2-J4x - x2 + 2 arcsш -2- + С. . 7.266. - х + 

х а2 + lн (х + v'x2 + 5) + С. 7.267. 2vx2 - а2 + 2 ln lx + Jx2 - а2 1 + С. 
7 

х . . с . 1 ( 3 ) � 3 1 ( �) с .268. � + . 7.269. - 2х - 5х v х- - 1 + - 11 х + v х- - 1 + . 
9v x2 + 9 8 · 8 
1 2 2 x + l  

7.270. 2 in (х + 2х + 4) + J3 arctg J3 + С. 
х2 2 1 2х - 1 - v'5 I 7.271 . -2 + х + lн lx2 - х - 1 1 + fi:" ln J5 + С. 

v5 2х - 1 + 5 
1 1 1 х + 3 1 2 lx - 1 1 7.272. - ( ) + - ln -- + С. 7.273. - - ln J + 

5 х - 2 25 х - 2 9 х2 + х + 1 
2JЗ 2х + 1 1 х 1 ( х4 + 1 1 1 ) +-9- arctg -г,;+-3 --3 +C. 7.274. -4 2 111 --4- - 4 - -4--1 + 

v З  1 - х х х х + 
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+ С. 7.275 . ./х2 + х + 2 - � ln ( х + � + ./х2 + х + 2) + С. 

7.276. - J6 + 4 ln x  - ln2 х + 2 arcsin ln x;; 
2 + С. 

· v lO 
7.277. - �  ln 1 2х + 2 + v':2 

+ Вх + 4 1 + С. 
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7.278. J(x2
3
- 4) 3 + С. 7.279. J(x2 +

3
4x - 5)3 - (х + 2)./х2 + 4х - 5 +  

х + 2 �----+ 9 ln (x + 2 + v'x2 + 4x - 5) + С. 7.280. -2-vx2 + 4x + 5  + 
1 1 5х +-2 ln (х + 2 + ух2 + 4х + 5) + С. 7.281 . 15 arctg . 

/ + С. 3v 16 - х2 1 ( 2 · . / 4 ) х r::: 7.282. -2 ln х + v х + 16 + С. 7.283. г;г:-; + С. 7.284. 2у х + 4vx2 + 4 
4 8 2.у'Х - 1  �-х + 4.у'Х- ;;;- arctg ;;;- +с. 7.285. - - - +С. 7.286. -x+ tg x  + v 3  v 3  l + x  

+ sec x + C. 7.287. x tg � + 2 ln j cos � j + c. 7.288. 3 ( l -�in x) З + 
2 ( tg (x/2) ) 1 IVЗ + tg x l + С. 7.289. ;;;- arctg ;;;- + С. 7.290. ;;;- ln ;;;- + С. 

v 3 v 3 2v3 v 3  - tg x 
3 3 J:""::'4: . ( sec х ) sin 2 х 7.291 . 2 tg x - 4 v tg - x + C. 7.292. arcsш ./5 + С. 7.293. --2- + 

tg4 х + 5 sin x  - 24 ln (sin x + 5) + С. 7.294. ln l tg x l + tg2 x + -4- + С. 
2 3 tg5 х cos х 3 cos х 3 1 х 1 7.295. t.g x+ - tg х+--+С. 7.296. - -. -4- - -. -2- + -8 lн tg - +С. 3 5 4 SШ Х 8 SШ Х 2 

7 7 х cos 3х sin 3х х cos х siн х С 7 298 1 
I h I С .29 . -- + -- + -- - -- + . . . n t х + . 6 18 2 2 

th2 х '  th4 х 7.299. arctg (th х) + С. 7.300. ln (cl1 x) - -2- - -4- + С. 
7.301 . 2 sh v'l + x  + С. 7.302. x tl1 x  - ln (ch x) + С. х 7.303. - -2 
_ х cos (2 ln x) �О 2х sin 2 (ln х) +С. 7.304. е:х (2x- l )+C. 7.305. - �е-х2 + 
+ С. 7.306. � ln 1 ех - 1 1 + С. 7.307. 1 1 1 Ь ( аьх - ьх ) - 2х + С. 

6 ех + 5 n а - ll х ах 
7.308. !aarcsiп x (x + ./l=X2) + С. 7.309. 2Jex - 1  - 2 aгctg Jex - 1 + 2 

v'l - х2 1 + С. 7.310. - х arcsin x  + 2 (arcsin x) 2 + ln Jx l + С. 7.3 1 1 . х -
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х2 - е-х arcsin (ех ) - ln ( 1  + J1 - е2х ) + С, х :=:; О .  7.312 .  - 5  -( х3 ) 1 2 х х3 - х - 3 arctg x + 2 (arctg x) 2 + 3 ln ( l + x2 ) + C. 7.313. - 4 - 12 + 
1 ln ( l + x + x2 ) l l + x l + - ( 1  + х2 ) arctg x + С. 7.314. - - ln + 4 1 + х J1 + х + х2 

1 + 2х х2 х2 + JЗarctg -;;; + С. 7.315. -х2 + - ln (4 + x4 ) + 2 arctg - + С. v З  2 2 
7 316 х2 + 7 ,г::z;--:;-1 (х2 + l )з/2 1 �1 ../2 1 Jx2 + 1 - ../2 . . ---ух- + .L +  n vx- - .L - - n + 9 3 3 #2 + 1 + ../2  

х 1 + Jl - х2 + С, lx l > 1 .  7.317. -Jl - x2 ln � - ln + С, О <  1 - х2 х 
< х < 1 .  7.318. хх + С, х > О. 7.319. x - ln ( 1 + ех ) - 2е-х/2 arctg ex/2 -

35 - (arctg ex/2 ) 2 + С. 7.320. 2 .  У и а з а н и е. Отрезан (О , 5) разделить 
на п равных частей . 7.321 .  1 .  У и а з  а н  и е. Отрезан [О , 7Г /2) разде­
лить на п равных частей . Применить формулу : cos а + cos 2а + . . .  

_ sin (na/2) cos ( (n + l ) /2) 1 0 
· 

. . .  +cos na - sin (a/2) . 7.322. е - 1 . У и а з а н и е. Отре-
зои (О, 10] разделить на п равных частей. 7.323. 2/3 . У и а з  а н  и е. Отре­
зан ( 1 , 3] разделить на п частей таи , чтобы абсциссы точен деления 

15 9 образовали геометричесиую прогрессию. 7.324. 4·  7.325. - . 7.326. 5 . 
19 57 45 2 

2 7.327. 15 . 7.328. 3 64 . 7.329. 4 .  7.330. 1 .  7.331 .  1 .  7.332. е - е . 
7 ln 3 7Г 7Г 1 7Г 

7.333. 1n 2 . 7.334. ln 2 ,5 . 7.335. 2 .  7.336. 12 . 7.337. 8 - 4 . 7.338. 6 + 
вJЗ 1 3 1 4 2 + J5 + ---тt· 7.339. З (2 - З сh 2 + сh 2) . 7.340. 4 arctg 7 . 7.341 .  ln � . 

1 1  4 1 1 l + v2 
7.342. 2 + 7 ln 2 . 7.343. 2 ln З - 2 . 7.344. 2 (е - {Ге) . 7.345. sin l . 

7Г 2 1 1 1 2 7Г 
7.346. - . 7.347. - . 7.348. - sh 2  + - . 7.349. - ln - . 7.350. rn · 4 3 12 6 б 5 2v 2 

7Г 7Г п п 
7.351 .  2 - ln 5 . 7.352. 4 · 7.353. 4 · <J Сумму Sn = n2 + 12 + n2 + 22 + · · · п 1 ( 1 1 1 ) 
" · + n2 + п2 = ;;, 1 + ( 1 /n) 2 + 1 + (2/п) 2 + · · · + 1 + (п/п) 2 можно 

1 рассматривать иаи интегральную для фуниции f(x) = --2 на от-1 l + x 
. 

J 
dx 

1 1 
7Г резне [О , 1) . Поэтому 11m Sn = --2 = arctg x 0 = -4 . [> 7.354. 1 .  

n-t oo  1 + Х . о 
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2 ( 3/2 ) 19 45 16 7.355. 3 2 - 1 . 7.356. б · 7.357. 4 · 7.358. 7. 7.359. 3 

·V?. 1 1 3 7.360. 1 -2. 7.361 . ; - .е2 . 7.362. 2 ln 2 . 7.363. 4 - 3 ln 3 . 7.364. а) Ми-
нус. У и а з а н и е. Разбить отрезои интегрированин на отрезии (-2, - 1] 
и (- 1 ,  1] и воспользоватьсн свойствами 1 ) и 9) ;  б) плюс; в) минус. 

1 3 2 4 7.365. а) Второй; б) первый; в) второй . 7.366. а) - ; 6) - ;  в) - ; г) - . 4 4 п 3п 2 r.; 2п 2п 2 7.367. -10 cos ip. 7.368. 2v 7  < I < 6 .  7.369. r.; < I < r.; · 7.370. а) - х 
1Т v 7  v3 3 

2v12 J30 4 2 x (2v12 - 1) < I < -3- (2v12 - 1) ;  б) I I I  < -4- . 7.371 . а) 3 < I < 3 vs; 
dl еfЗ dl е"' . п б) I < J2,125 . 7.372. а) d/3 = (3;  б) do: = --;:;- · 7.373. х = "2 (2k + 1 ) ,  

siп х siп х 1 . 1 1 k = 0 ,  1 ,  2 , . . .  7.374. -. 7.375. 2 r,; + 2 SШ 2· 7.376. - � ·  х ух х х v l + хз 
х2 - х 2 ( 2 ) 3 1 7.377. -1-- .  7.379. Нет . 7.380. - 3 + ln - . 7.381 . ln - . 7.382. -4 х n x  3 5 2 

2 1 1Т 1Т х (2 + sh 2) . 7.383. J5 arctg vs · 7.384. 3уЗ " 7.385. 7Т. 7.386. 5 · 

7.387. � · 7.388. � (2/3 - п) . 7.389. /32
- 1 . 7.390. 3

1
2 (п + 2) . ( 1 ) J5 + 3 1 81 7.391 . 2 ln 2 - 4" . 7.392. lп -2-. 7.393. 6 .  7.394. 4-п. 7.395. 1 6  п .  

1 7.399. 1 .  7.400. пv12 - 4. 7.401 . 18 (5п/3 - 9 ln 3) . 7.402. е - 2 . 
4 З7r/4 г,:; 2 2 + J3 i е2 + 1 п 7.403. 25 (е + 1) . 7.404. v 2- vз+ln 1 + v12 . 7.405. -4- .  7.406. 4 -

1 п2 - 8  ! ( 7r/2 ) _ 1 · 3 · 5 . . .  (2k - 1) 
2 7.407. 32 . 7.408. 2 е - 1  . 7.409. I2k - 2 . 4 . 6 . . .  2k х 

1Т ( ) 2 . 4 . 6 . . .  2k ( ) 16 х "2 п = 2k ; J2k+i = З . 5 . 7 . . .  (2k + l) п = 2k + 1 ; 11 = 35 ; 
35 65 1 1Т Iв = 256 7Т. 7.410. /4 = 24- 7. 7.411 . 2 .  7.412. Расходитсн. 7.413. V?, "  
2 1 1 7.414. 5 "  7.415. Расходитсн. 7.416. 1 + ln 2 . 7.417. з · 7.418. 2 .  

1Т 7.419. Расходитсн. 7.420. r.; · 7.421 . Расходитсн. 7.422. Расходитсн. 3v3 . 
7.423. Расходитсн. 7.424. 1. 7.425. Сходитсн. 7.426. Сходитсн. 
7.427. Расходитсн. 7.428. Расходитсн. 7.429. Сходитсн. 7.430. Схо­
дитсн. 7.431 . Расходитсн. 7.432. Расходитсн. 7.433. Расходитсн . 
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5 б/;; 7Г 16 7.434. 2 ( v 3 + 1 ) . 7.435. Расходится . 7.436. 7Г. 7.437. 3 ·  7.438. 3 · 
7.439. 2,.fi. 7.440. РасходитсR. 7.441. 7r . 7.442. Сходится. 7.443. Схо­
дитсR . 7.444. Расходится. 7.445. СходитсR. 7.446 .. Расходится. 
7.447. СходитсR. 7.448. РасходитсR. 7.449. СходитсR. 7.450. Расхо­
дится . 7.451 .  РасходитсR. 7.452. в) У :к а з а н и е. ВоспользоватьсR ра-

+оо ! - х2 ..jii 2 16 9 
венством е dx = 2 · 7.453. е . 7.454. 7rab. 7.455. з · 7.456. 2 · 

о 
3 ( ) 56 2 2 а2 ( ) с3 7.457. "2 37Г - 2 . 7.458. 

15
р . 7.459. а . 7.460. "4 7r - 2 ln 2 . 7.461 . бр . 
32 2 7.462. 2 ln 2 - 0 ,5 . 7.463. з· 7.464. 1 . 7.465. а . 7.466. 1 ,5 - 2 ln 2 . 

е 7ra2 2 7ra2 2 7.467. "2 - 1 .  7.468. 4 ln 2 - 1 . 7.469. 2 - ;за2 и Т + ;за2 . 7.470. а2 х 

( 2 ) a2r а + h + J2ah + h2 
х ;;;- + ln (2 + VJ) . 7.471 . r (a+ h) - ln . v 3  J2ah + h2 а 

2 2 2 а ( м ( м ) 1Га 2 7.472. 51Га . 7.473. 2 3v2 - 2 - ln 1 + v 2) . 7.474. 2 + а -
а2 7ra2 а2 a2r - ;;;- ln (2 + VJ) и - - а2 + ;;;- ln (2 + VJ) . 7.475. J х 2v3 2 2v 3 2ah - h2 

х arccos (1 - �) - (a-h)r . 7.476. а2 (7r+2 ln 2) .  7.477. 7ra2 . 7.4;8. �7ra2 • а 4 8 

вvз 24 8 . 3 2 7.479. -
5
- . 7.480. 1271". 7.481 . 5аьJЗ. 7.482. 15 . 7.483. 27ra . 

7ra2 7ra2 а2 ( 4) 7ra2 1.484. 8 .  1.485. 4 .  7.486. 4 7Г + 3 . 7.487. 4 .  

7 1 ( 4 1Г  ) 2 ;;;- 7Г 7ra2 2 3 Г<> .488. 4 е - 1 . 7.489. v3 - 3 · 7.490. 4 · 7.491 . а . 7.492. 4v3. 
1 1 7.493. 2J5 + 4 in (2 + VS) . 7.494. 2VJ. 7.495. 2p(3J3- 1 ) .  7.496. 4а х 

х ln (а + Ja2=1) - 2�. 7.497. 7ra..fi. 7.498. 7ra - 2(а - Ь) х 
а 1 

х arctg Ь .  У н  а з  а н  и е. Перейти :к полRрным :координатам. 7.499. 2 sh 6 .  
4 37Г 4 lM 7.500. - ln tg - = - ln ( 1 + J2) . 7.501 . -р. 7.502. ба. 7.503 . ..fi х 
7r 8 7r 27 

4/3 13 ( 271" vз) х (е - 1 ) . 7.504. -9- .  7.505. з · 7.506. 4аv'З. 7.507. х = а 3 - 2 ' 
3 J1 + а2 3 у = 2а. 7.508. а . 7.509. 8(2 - J3) . 7.510. 27ra; О ::;; <р ::;; 37Г. 
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7.511 . 57rVl + 471"2 + � ln (27r + Vl + 47r2 ) . 7.512. 13
6 а. 7.513. 2aJ6. 

1 7.514. аJЗ. 7.515 . 8. 7.516. 3aVt(3 + 2t) . 7.517. 8../2. 
7Г � � 7.518. 3 (sh 12 + 12) . 7.519. а) 871" + J3 ln (2 + v'З) ; 6) 271" + 3у'3

" 
271" Гn 16 2 Гn 2 7.520. - (2v2 - 1 ) . 7.521 . 4871" . 7.522. -7ra (v2 + 1 ) . 7.523. а) 37ra ; 9 15 . 

6) 55
6 7ra2J3. 7.524. 7r ( у15 + 4 ln 1 +2 у'5) . 7.525. а) 97r2a2 ; 6) 247ra2 • 

7.526. 37ra2 • 7.527. �7ra2 (37r - 4) . 7.528. 67r2a2 . 7.529. 47r2a2 • 
96 2 8 . 2 ( м ) 128 3 2 3 7.530. 57ra . 7.532. 37ra 2v 2 - 1 . 7.533. 105 а . 7.534. 3а tg а: .  

272 1 1 7r3 64 7.539. 7ra2 h 7.535. 1571". 7.536. 471". 7.537. 2 7.538. 371". 2 7ra3 . 7ra3 8 3 3 2 3 64 3 7.540. а) 2 ,  6) 4 .  7.541 . 15 7ra . 7.542. 4:71" а . 7.543. 105 7ra . += 7ra2 rr; м 2 ! sin х _ 7r 7.544. -(3v 2 ln (v 2 + 1) - 2) . 7.545. 71" . У к а з а н и е. -- dx - - . 12 х 2 
о 1 7.546. J2 + ln ( 1 + /2) . 7.547. Мх = "2 ( ev1f+ё2 - J2 + ln ( J2 - 1 ) х 

�
) ) 

1 ( ( 2 3/2 Го) 32 2 256 3 x (e+v l + e� , lx = 3 .  l+e ) -v8 . 7.548. Мх = 3 а · ,  lx = 15а . 
7ra3 7.549. Мх = 2а2 , lx = 2 · 7.550. Мх = 2а2 ; Му = 7ra2 • 7.551 .  х = 

= a(sh l - ch l + l ) = (l - h !) - = a(2 + sh 2) = 9:. (  l l h l ) sh 1 а t 2 ' У 4 sl1 1 2 csc 1 + с · 

2 4 2 7.552. х = О , -у = -а. 7.553. х = -у = -а. 7.554. х = -у = -а . 5 . 5 5 
7.555. vб . 7.556. х = vo sin (wt + 4?) ; Vcp = �v0 .  7.557. t = 6 с , s = 

� (;) 7Г 
= 144 м. 7.558. 250 м . 7.559. О ,125 Дж. У к а з � н и е. По занону Гуна сила 1 1 пропорциональна растяжению пружины. 7.5б0. 12 g-y7r R2 Н2 . 7.561 .  З х 

2 2 1 2 2 1 2 2 . 16 Гn 2 х g-y7rR Н . 7.562. 12 g-ya Н . 7.563. 4л7ГН R . 7.564. 15 v 2g-yap . 
7.565. е0е ( � - �) ; е:е . У к а з  а н  и е. По закону Кулона сила взаимо­

еое действия зарядов в пустоте равна F = -2 , где х - расстопние между 
х зарядами. 7.566. 2066 ln 2. У к а з  а н  и е. При изотермическом процессе 
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V2 

pv = p0v0 . Работа равна А = / p dv , где v1 и v2 - начальное и конеч-

ное значения объема . 7.567. :�01 ( ( �:) k- l - 1) . У к а з  а н  и е .  При 
адиабатическом процессе pvk = p0v§ , где k � 1 ,4 (закон Пуассона) . Pa-

v 1  ! pov§ 4 1 бота равна А =  �dv. 7.568. 15 х 7Г"(w2R5 . 7.569. 60w21dha3 .  
vo ' 

1 1 2 4 g"(ah2 7.570. 241alh3w2 . 7.571. 47Гw 1R Н. 7.572. -3- .  7.573. У"f1Г R2 Н. 
2 2 2 7.577. 0 ,2416 R1Г 7.574. -g1ab . 7.575. g"(1ГRH . 7.576. 20,625 кг. 3 

(J) У к а з  а н  и е . По занону Джоуля-Ленца ноличество теплоты, выделяемой 
s /!!-н постоянным тоном за время t , равно Q = 0,2412 Rt. 7.578. -8 - � µ о g 

� 5 ,6 мин. У н  а з а  н и  е. По закону Торричелли снорость истечения воды 
из отверстия на расстоянии х от свободной поверхности равна v = µу'29Х, 
где µ �  0 ,6 . 

4 
7.579. 1Гра . <J 

8µl 

а а 

Q = j v · 27Гr dr = · 21Гр / (а2 - r2 ) dr = 4µl 
о о 

1Гр (- (а2 - r2 ) 2 ) l a = 1Гра4 . [> 

2µl 4 о 8µl 
2GmM 7.580. 7Г R2 , где G - гравитационная постоянная. У н  а з  а н  и е . При-

R2 (iТ менить занон всемирного тяготения . 
2 7.582. 3µah../2ifi. 

7.581 . Зr2 у g � 1 1  мин. 

Глава 8 

8 .1 . S = Jp(p - x) (p - y) (x + y - p) ; О <  х < р, О <  у < р, 
52 х + у < р. 8.2 . v = З7Г2 l3 V1Г2 l

4 - 82 ; о < s < 7Гl2 • 8.3. s = 
_ х + У 1 2 ( ) 2 . х - У 2 2 2 2 2 н2 - -4-v 4z - х - у , z > -2-. 8.4. х +у � R . 8.5. х +у � . 

8.6. х2 + у2 < R2 . 8.7. х2 + у2 > R2 . 8.8. х =J. у . 8.9. - 1  � х2 + у � 1 .  
2 2 7Г 8.10 . х + у < О . 8.1 1 .  х � х + у < 2х. 8.12 . Полосы - 2  + 2k7Г � 

7Г � х � 2 + 2k7Г (k - целое число) . 8.13. О <  х2 + у2 � 1 при О <  а <  1 ,  
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х2 + у2 � 1 при а > 1 . 8.14. Два тупых вертшшльных угла, образован­
ных прямыми у = О и у = -2х, шшючая границу без общей вершины 
(О , О) . 8 .15. 4 � х2 + у2 � 9. 8.16. 1\риволинейный треугольнии, обра­
зованный, прямой у = 2 и параболами у2 = ±х, исилючая вершину 
(О, О) . 8.17. О � <р � 7r. 8.18. Часть плосиости, заилюченная между 

7r 7r 37r 57r лучами <р = - - и <р = - , <р = - и <р = - . 8.19. х2 + у2 + z2 � R2 . 4 4 4 4 ' 
8.20. О � х2 + у2 � z2 , z 'f:. О. 8.21. х2 + у2 - z2 < 1 .  8.22. n-мер-
ный иуб - 1  � Xk � 1 (k = 1 ,  2 , . . .  , п) . 8.23. n-мерный эллипсоид 
х2 х2 х2 -t + � + . . .  + -f � 1. 8.24. /(2, 1 )  = 1/4; / ( 1 ,  2) = 4 ;  1 (3, 2) = О ; 
al а2 ап 
f(a , а) = - 1 ; f(a, -а) = 1 . 8.25. /(-3 , 4) = -24/25 ; /( 1 ,  у/х) = 
= f(x , у ) .  8.26. J1 + х2 . 8.27. f(x) = х2 - х; z = 2у + (х - у)2 . 

х2 ( 1  - у) у и 8.28. 1 . <J Обозначим и = х + у , v = - .  Тогда х = -1 - , + у  х + v  
uv и2 u2v2 и2 ( 1  - v) 

У = -1 - , f (u , v) = ( ) 2 ( l ) 2 = . Остается пе-+ v l + v  + v  l + v  
реименовать переменные и и v в х и у .  t> 8.29. а) х4 - 2х2у2 + 2у4 ; 
б) 4х2у2 . 8.31 . а ) cos 2х; б) cos (х2 - у2 ) .  8.32. -6 . 8.33. 1 . 8.34. О .  
8.35. е . 8.36. 1 . 8.37. lim 

х-+0 у-+0 
1 z = -- вдоль прямой у = kx ; lim z = 3 k - 1  

при k = 4/3 ; lim z = 2 при k = 3/2 ; lim z = 1 при k = 2 ; lim z = -2 при 
k = 1/2 . 8.40. Не имеет . 8.41. Не имеет. 8.42. У и а з а н и е. Рассмо­
треть изменение х и у по параболе у = х2 . 8.44. ( 1 ,  - 1 ) .  8.45. (m ,  п) , 
где т ,  п Е Z. 8.46. Линии разрыва - прямые х = k7r и у = m 7r ,  где 
k, т Е Z. 8.47. Линия разрыва - оиружность х2 + у2 = 1 . . 8.48. Линии 
разрыва - прямая х + у  = О и парабола у2 = х . 8.49. Линии разрыва-
011ру��t'ность х2 + у2 = 1 и гипербола х2 - у2 = 1 .  8.50. Поверхности раз­
рыва - иоординатные плосиости х = О , у =  О, z = О. 8.51 . Поверхность 

х2 у2 z2 разрыва - эллипсоид 2 + Ь2 + 2 = 1 .  8.52. Поверхность разрыва -а с ионус х2 + у2 - z2 = О .  8.53. Поверхность разрыва - однополостный ги-
перболоид х2 + у2 - z2 = 1 .  8.54. Поверхность разрыва - двуполостный 
гиперболоид х2 + у2 - z2 = - 1 . 

дz дz д2z 8.55. - = 5х4 - 15х2у3 , - = 5у4 - 15х3у2 , - = 20х3 - 30ху3 
& � {)� ' 

{)2 z 82 z дz у дz 1 -- = -45х2у2 , - = 20у3 - 30х3у . 8.56. -;-- = у - 2 '  -;-- = х + - , дх ду ду2 их х uy Х 
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82z 2у 82z 1 82z 8z у3 
8х2 хз ' 8х 8у 

= 1 -
х2 ' 8у2 = О . 8.57. 

8х 
= 

(х2 + у2 ) З/2 ' 
8z х3 82 z 3ху3 82 z 3х2у2 82 z 
8у - . (х2 + у2 ) З/2 ' 8х2 - -

(х2 + у2 ) 5/2 ' 8х 8у = 
(х2 + у2 ) 5/2 ' 8у2 = 

= 3хзу 8 58 8z - (1  - ) - х у дz - - 2 - х у а2 z -(х2 + у2 ) 5/2
. . . 

8х - ху е ' 8у - х е ' 8х2 -
�z �z & = у(ху - 2)e-xv , 8х 8у 

= х(ху - 2)e-xv , 8у2 = хзе-хv . 8.59. 
8х = 

= 
cos y2 8z 

= 
2y sin :ч2 82z 2 cos y2 82z - 2y siп y2 

- � '  ду х дх2 - х3 8х ду - х2 
82z 2 sin y2 + 4y2 cos y2 

8 60 
8z х 1  8z х - 1  82z 

8у2 = -
х • · 8х 

= у n у ' 8у 
= ху ' 8х2 = 

82z 82z = ух ln2 у ,  -- = yx- l (х ln у + 1 ) ,  - = х(х - l )yx-2 (у > О) . 8х ду 8у2 
дz 2х дz 2у 82z 2 (у2 - х2 ) 82z 8.61 . - ' - ' - = ' 8х х2 + у2 8у х2 + у2 8х2 (х2 + у2 ) 2 8х 8у 

= 
4ху 

' 
82z 

= 
2 (х2 - у2 )

. 8.62. дz 
= - y sgn x

' 
8z 

= 
l x l  

' (х2 + у2 ) 2 8у2 (х2 + у2 ) 2 8х х2 + у2 8у х2 + у2 
82z 2 lx l y  82z (у2 - х2 ) sgn x д2z 2 lx l y  , -- -- = . 8х2 (х2 + у2 ) 2 8х 8у (х2 + у2 ) 2 ду2 (х2 + у2 )2 

8и х 82и 2х2 - у2 - z2 82и 8·63· 8х (х2 + у2 + z2 ) З/2 ' дх2 (х2 + у2 + z2 ) 5/2 ' ах ду = 

= 3ху 8 64 8и 
_ _ :_ ('#.) z 8и 

_ :_ (y_) z 8и _ 

(х2 + у2 + z2 )5/2 · · · дх - х х ' 8у - у х ' 8z (_
x
y ) z ln -

x
y

' 
82и 

= 
z (z + l) ('#.) z , 82и 

= 
z (z - 1) ('#.) z , a2u 

-8х2 х2 х 8у2 у2 х 8z2 

= (y_) z ln2 '!!_ , 
а2и 

= -
z2 (y_) z , д2и 

= _ .! ('#.) z (1 + z ln '#.) , х х 8х 8у ху х 8x 8z х х х 
82и 1 ( y ) z ( У ) 8и 8и 

ду дz 
= у ;; 1 + z ln ;; . 8.65. 

ах
= y2z3t4 + 3 , ду = 2xyz3t4 - 4, 

8и ди д2и 82и = 3xy2z2 t4 + 2 - = 4xy2z3 t3 - 1 - = О - = 2xz3 t4 дz ' ' дt ' 8х2 ' 8у2 ' 
82и 82и д2и 82и - = 6xy2 zt4 - = 12ху1 2 z3t2 , -- = 2yz3t4 , -- = 3y2z2 t4 , дz2 ' дt2 дх 8у 8х дz 
82и 82и д2и 82и 

� = 4y2z3t3 , -- = 6xyz2t4 , -- = 8xyz3t3 , -- = 12xy2z2t3 . & &  � & �& & &  
8.66. 1; (3 , 2 ) = .56 ,  1� (3 , 2) = 42 , f:�x (3 , 2) = 36 ,  1:11 (3 , 2) = 31 ,  
1�'11 (3 , 2) = 6 . 8.67. 1; ( 1 ,  2 )  = е(2е4 - 1) ,  1�(1 ,  2) = 4е5 , 1�х ( 1 ,  2) = 
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= е(6е4 - 1 ) ,  f�y (1 , 2) = 8е5 , J;y ( 1 , 2) ;::: 18е5 . 8.70. f��x (O , 1 ) = О ,  
д4и 

f��y (O, 1 ) = 2 , f�'�y (O ,  1 ) = О, J;�y (O, 1 ) = О. 8.71 . дх ду д� 811 = 

- 6 48 (х - �) 2 (у - 11) 2 - 2 2 дбu - -4+ 8 , rдe r - y'(x - �) (y - 71) . 8.72. 8 3 8 3 = r r х у 
дP+qu = - 6(cos x + cos y) . 8.73. д д = p!q ! . 8.78. r2 cos 0 . 8.85. f� (0 , 0) =  хР уч 

= f� (O, О) = О .  У R а з а н и е. Проверить , что фунRция равна нулю во 
всех точRах осей Ох и Оу, и использовать определение частных про­
изводных. 8.86. У .к а з  а н  и е. Проверить , пользуясь правилами диф­
ференцирования и определением частной производной, что f� (x, у) = (х2 _ у2 4х2у2 ) . 

· 

= У 2 2 + ( 2 2 ) 2 при х2 + у2 f= О, f� (O, О) = О ,  и, следова-х + у  х + у  
тельно, f� (O ,  у) = -у . Отсюда f�y (O, у) = f�y (O, О) = -1 .  Аналогично 
находим, что j�'x (O ,  О) = 1. 8.87. дz = 0,33 , dz = 0 ,3 . 8.88. дz = 
= 0,0187, dz = 0,0174. 8.89. dz = · х dx + dy 

у'х2 + у2 (у + у'х2 + у2 ) у'х2 + у2 
у 1 х 8.90. dz = 2 2 ( 2 / ) (2x dy - y dx) .  8.91 . dz = 2 tg - (x dy - y dx) . x cos y x  у у 

8.92. du = (xy) z (.:. dx + .:_ dy + ln (ху) dz) . х ' у 
8.93. df = (х2 - хз )хf2 -хз - 1 1n Х4 dx1 + хf2 -хз ln Х1 ln Х4 dx2 -

_ _ dx4 - xf2 хз 1n х1 In x4 dхз + xf2 хз -.  Х4 
5 dz - 2 (dx + 2 dy) 8.94. df ( 1 ,  2 , 1 ) = 25 . 8.95. 8,29. 8.96. 2 ,95 . 8.97. 0 ,227. 

8.98. 8,2 м3 . 8.99. Уменьшится на 1 ,57 см. 8.100. Увеличится на 
617,5 см3 . 
8.101 . dz = 3х(х + 2у) dx + З(х2 - у2 ) dy , 

d2z = б ( (х + у) dx2 + 2x dx dy - y dy2 ) .  
8.102. dz = (x dy - y dx) (:2 + :2 ) , 

d2 z = 2 (J!_ dx2 + (_!_ - _!_) dx dy - ..::._ dy2) . хз у2 х2 уз 

8.103. dz = (х + у) dx + х dy , Jx2 + 2ху 
d2 z = -

-�y_
2

_d_
x2

_+_2_x_y_d_x_d_y,,_-
_
x2_d_y_2 

(х2 + 2ху) З/2 
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х2 dy - xy dx 8.104. dz = (х2 + у2 ) 3/2 , 

d2 z = (х2 +
1
у2 ) 5/2 (у(2х

2 - у2 ) dx2 + 2х(2у2 - х2 ) dx dy - 3х2у dy2 ) .  

8.105. dz = ехУ ( (у2 + ху + 1 ) dx + (х2 + ху + 1 ) dy) , d2z = 
= ехУ (у (у2 + ху + 2) dx2 + 2 (х + у) (ху + 2) dx dy + х(х2 + ху + 2) dy2 ) . ( у ) х 1 2 х 8.106. dz = ln - - 1 dx + - dy ; d2z = -- dx2 + - dx dy - 2 dy2 . х у х у у 

1 1 8.107. dz = 2 2 2 2 (y dx - x dy) , d2z = - (2 2 2 2 ) 2 х х + ху + у  х + ху + у  
х (2у (2х + у)  dx2 + 2 (у2 - 2Р) dx dy - 2х(х + у) dy2 ) .  8 .108. du = 
= (у + z) dx + (z + x) dy + (х + y) dz , d2u = 2(dx dy + dy dz + dz dx) .  
8 .109. du = exyz (yz dx + zx dy + xy dz) , 

d2u = exyz ( (yz dx + zx dy + ху dz)2 + 2 (z dx dy + х dy dz + у  dz dx) ) .  
8 .110 . d3z = eY (- cos x dx3 - 3 sin x dx2 dy + 3 cos x dx dy2 + sin x dy3 ) .  
8.1 1 1 .  d3u = 6 (dx3 + dy3 + dz3 - 3 dx dy dz) . 
8 . 112 . dви = - 5 ! (dx + dy + dz)б . 

, 
(x + y + z)6 

8 . 113 . dmu = eax+ьy+cz (a. dx + b dy + c dz)m . 
8 .1 14. dd

z = е2х-Зу (2 sec2 t - 3(2t - 1) ) . 8 .1 15. dd
z = хУ (JL + ln х cos t) . t t xt 

1 dz _ 2e2t (x - у) 7 du _ x (z + 2yt2 ) - yztet 8 8 дz _ 8. 16. d - 2 2 . 8 .1 1 . d - 2 . . 1 1  . д -t х + у  t tx х 
_ 

ех , dz 
_ 

ех + еУ (х2 + 1) 8.119 . дz = у , dz = ех + еУ dx ех + еУ дх y2 + (x + l ) 2 dx 
_ y ( l - 2 (х + 1 ) 2 ) 8 дz _ 2 (их _ y ln v) дz _ 2 ( ln v иу) - 2 ( ) 2 • . 120. д - и 2 ' д - и + . y + x + l х v х у х v 

8 .121 . dz = ( (2uv - 112 ) siп y - (и2 - 2uv)y sin x) dx + 
· + ( (2uv - v2 )x cos y + (и2 - 2и11 ) cos x) dy . 

дz , ( ) 
2у , ( ) дz 2х !' ( ) 8 .122 . 8-= 2xfv и, V - -( --)2 iu и, V , -8- = -( --)-2 и и, V -

. х х + у у х + у  
- 31� (и , v) . дz 2х !' ( ) 21, ( ) дz 8 . 123. -д = 2 2 и и, v + у v и, v ' -д • х х - у у 
= 2ху1� (и , v) - 2 

2у 2 1:, (и ,  v) .  х - у 
8.124. dz = (5х1 1:, (и, 11) - у1� (и , v) sin (ху) ) dx -

- (x siн (ху) 1� (и, v) + 7f� (u , v)) dy . 
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8.125. dz = :2 (cos �1:, (и , v) + �лl� (и , v )) (y dx - x dy) . 

8.126. du = (2sf� (x , у ,  z) + 2sf� (x , у ,  z) + 2tf� (x , у ,  z) ) ds + 

405 

+ (2tl� (x , у, z) - 2tl� (x , у, z) + 2sl� (x , у, z) ) dt . 
8 .127. д

ди 
= fx1 (х1 , :r2 , Хз ,  Х4 ) + lx1 (х1 , Х2 , хз , X4 )gx' (х 1 , х2 )+  Xl 1 . з 1 

+ 1�4 (х1 , х2 , хз , х4 )  (h� ,  (х1 , х2 , хз ) + h�з (х 1 , х2 ,  хз )g� 1  (х1 , х2 ) ) , 
ди · , ( ) r ( ) ' ( -д = lx2 Х1 , Х2 , Хз , Х4 + fхз Х1 , Х2 , Хз , Х4 9х Х1 , Х2 )+  

� 2 

+ f�4 (x1 , х2 , Хз ,  X4 ) (h�2 (x 1 , х2 , хз ) + h,�3 (x1 , х2 , x3 )g�2 (x 1 , :r2 ) ) . 

8 
а2 z 2111 ( ) + 21" ( ) 1 !" ( ) 

а2 z . 132. а 2 = У 1LU и., v иv и, v + 2 vv и, v , -а а = х у х у а2 
= xyl::u (u , 11) - � f�'v (u , v) + !� (и, v) -

1
2 J� (u, v ) , а � = х2 f�u (u , v) -

у у у 
2х2 Jll ( ) Х2 J'I ( ) 2Х l' ( ) д2u Jll Jll 1 - -2 uv и , V + 4 vv и, V + 3 v U ,  V . 8.133. -8 д = ху + xzlfJy + у у у х у 

+ 111 ' + !" ' ' + !' 11 8 134 
а2и !" + 2111 + 2 2111 + 2 1" + yzlfJx zzlfJxlfJy zlfJxy · • , • дх2 = 1 1  У 22 У Z 33 У 1 2 

д2и 82и + 2yzf" + 2y2zf11 - = х2111 + 2x2zf11 + x2z21" - = x2y2f11 1 3 23 • ду2 22 23 33 , дz2 33 , 
а2и 111 2111 111 111 . !" !' !' а2и 

-д а = ху 22 + xyz 33 + х 1 2 + xz 13 + 2xyz 23 + 2 + z 3 , -д д = х у < х z 
д2и 

= xyf{� + ху21�� + xy2zf�� + yl� , ду дz = х2уЛ� + х2уzЛ3 + xf� . 2 ) 
8.137. d2u = 4l" (t) (x dx + у  dy + z dz) 2 + 2f' (t) (dx2 + dy2 + dz2 ) . 
8.138. d2u = а2 !f'1 dx2 +b2 л� dy2+c2 !3� dz2+2ab!f'2 dx dy+2acf{� dx dz + 
+ 2ЬсЛ'3 dy dz . 8.139. d2 z = (siп2 у · f�,, - 2у siп х siп у · f�" + у2 siп2 х х 
х fiv - у cos х · J� ) dx2 + (х siп 2у · f�u + 2 (siп у cos x - ху siп х cos y)f�v -
- y siп 2x · f�'v + 2(cos y · f� - siп x · 1� ) ) dx dy + (х2 cos2 у · f�" + 2x cos x х 

х cos у · f�v + cos2 х · l�'v - х sin у · 1:, ) dy2 . dy у2е2 :с - хе2у 8.140. -- = . dx :r:2 e2Y _ ур,2х 
dy 8.141 . -t = 

. ( :r 

_ 4(х + у) 
- (х + у +  1) 3 · 

у cos х + siп ( х - у) 
sin (х - у) - siп x · 

dy 1 + у2 
8.143. -d = --2- ,  х у 

dy х + у  - 1 d2y 8.142. ' 2 = dx x + y + l  dx 
d2'Y_ = - 2 ( 1 + у)2 
dx2 у5 

2 )  В ответах к задачам 8. 134 и 8. 138 через JI и Jij обозначены частные произ­
водные фующии f ((ip1 (x ,  у , z ) ,  <р2 (х,  у , z) , <рз (х ,  у , z) )  по переменным 'Pi или 

'Pi и <pj . 
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dy 1 d2y 1 
, 1 dзу 1 1 дz 8'144' dx х = 1 

= о, dx2 х = 1 
= - 3 ,  dx3 х = 1 

= 3 · 8'145' дх = l ,  
у= 1 у= 1 у= 1 

дz 1 дz yz (x + z) - z3 дz xz(x + z) = 8. 146. ' . ду 2 дх z3 + 2ху (х + z) ду z3 + 2ху(х + z) 
дz F� (u , v) + 2xF� (u , v) дz F� (u , v) + 2yF� (u ; v) 8 ·147· дх F� (u , v) + 2zF� (u, v) ' ду = F� (u, v) + 2zF� (u, v) ' 

где и = х + у + z , v = х2 + у2 + z2 . 
8.148. дz = _ 

zexz f� (u, v) , дz = _ 
zf� (u, v) , дх yf� (u, v) + xexz f� (u, v) ду yf� (u, v) + xexz Л (и, v) 

xz z dx - z( 1  + x2z2 ) dy где и = yz , v = е . 8 .149. dz = ( l 2 2 ) • 8.150. dz = у + х  z - х  
= y

2 (z + Зх2 ) dx + (Зу4 + zezfy) dy 8.151 . дz = 2 - х , дz = _ljj__ ' 
y(ez/y - ху) дх 1 +.z ду 1 + z 

д2z = 2у (х - 2) _ 8.152 . д2z = д2z = д2z = _ x + y + z . дх ду ( 1 + z) з дх2 дх ду ду2 ( х + у + z - 1 )  3 
8.153. d2 z =  2

с
Ь: 3 ( (y2 - b2 ) dx2 - 2xy dx dy + (x2 - a2 ) dy2 ) .  8 .157. d

dy = а z х 
3 dz 5 d2y 3 d2 z 5 4х х = - 2 , dx = 3 ' dx2 = - 8 ,  dx2 = 1s · 

8.158. dy = - 5у dx, dz = 5z dx, 
4 1 d2y = ---(4х2 + 5у2 ) dx2 , d2z = --(5z2 - х2 ) dx2 . 25у3 25z2 

8.159. du = (у - и) dx + (у - v) dy , dv = (х - и) dx + (х - v) dy , х - у у - х  
2 d2v = - d2u = (х - у) 2 ( (y - u) dx2 + (y - v + u - x) dx dy + (v - x) dy2 ) .  

дz 2 . 2 дz 2 2 дz с дz -8.161 . -8 = uv + и  v , -8 = uv - и v. 8.162. -8 . =  - cos u cth v , -8 -х у х а у 
= � sin и cth v . 8 .163. dz = e-u ( (v cos v-u sin v) dx+ (u cos v+v sin v) dy) . 

3 d2y d2y 8.164. dz = -3uv dx+ 2 (и+v) dy . 8.165. dt2 - у = О. 8 .166. dt2 + у = О. 
d3x d2x ,2 1 - sin 2rp 2 ди 8.167. d 3 + d 2 = О. 8.168. r = . 2 r . 8.169. w = r-8 . у у юn rp r 
дz дz дz д2z д2и 1 д2и 1 ди 8 .170. -д = -д . 8 .171 . -д = и-д д . 8 .172. w = д 2 + 2-д 2 + --д . и v v u v r r rp  r r  

д2и 1 д2и 1 д2и 2 ди ctg () ди дw 8.173. w = д 2 + 2 д()2 + 2 . 2 д 2 + --д + -2- д() ' 8 . 174. -д = о. 
р р р sш (} 'Р р р р v 

д2w д2w д2w . 
8 . 175. ди2 = О. 8 .176. ди2 + ди дv = 2w. 8.177. f(x + h, у +  k) = 
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= xy2 +y2h+ 2xyk+ 2yhk+xk2 + hk2 . 8.178. дf(х , у) = -h2 + 2hk+3k2 • 
8.179. f (x , у) = 12 + 15(х - 2) + 6(х - 2) 2 + 3(х - 2) (у - 1 ) - 6(у - 1 )2 + 
+ (х - 2) 3 - 2 (у - 1 ) 3 . 8.180. f(x + h, у +  k , z + l) = f(x , у, z) + 
+h(2x+y+ 3) + k(x+4y - 2z - 1 ) + l (6z - 2у - 4) + h2 + 2k2 + 3l2 + hk - 2kl . 
8.181 . f (x , у , z) = 8 - 8(y + 1) + 4(z - 2) + (x - 1) 2 + (y + 1 )2 + (z - 2)2 -
- 2(x - l ) (y + l ) - 2 (x - l ) (z - 2) - 2(y + l ) (z - 2) . 8.182. J (x, у) = l +y + 
+ �! (у2 - х2 ) +  ;! (у3 - 3х2у) + о(р3 ) ,  где р = Jx2 + у2 .  8. 183. f(x, у) = 
= ху + ;! (ху3 - х3у) + о(р4 ) ,  где р = Jx2 + у2 . 8.184. f (x , у) = 1 -­

- (х - 1) + (у - 1) + (х - 1)2 + (x - l ) (y - 1) - (x - 1) 3 + (х - 1 )2 (у - 1 ) + о(р3 ) ,  
где р = J(x - 1 ) 2 + (у - 1 ) 2 .  . 8.185. f(x , у, z) = (х - 1) + (у - 1) -

1 1 - 2 (х - 1 )2 - 2 (у - 1 ) 2 + z2 + о(р2 ) ,  где р = J(x - 1 ) 2 + (у - 1 ) 2 + z2 . 

8 186 z = 1 + � (х - 1) - � (у - 1) - � (х - 1) 2 - � (у - 1 ) 2 + v(p2 ) . • 3 2 9 8 , 
где р = J(x - 1)2 + (у - 1 ) 2 .  8.187. Zmin = -9 при х = О , у = 3. 
8.188. Zmax = 1/64 ПрИ Х = 1/4, у = 1/2. 8.189. Zmin = -4/3 ПрИ 
'х = О , у = -2/3. В стационарной точне (2 , -2/3) энстремума нет . 
8.190. Zшin = 30 при х = 5 , у = 2. 8.191 . Zmiп = 10 - 18 ln 3 при х = 1 ,  
у = 3 . 8.192. Zmin = -28 при Х = 2, у = 1 ; Zmax = 28 при Х = -2, 
у = - 1 .  В стационарных точнах ( 1 ,  2) ,  (- 1 ,  -2) эистремумов нет . 
8.193. Zmin = О  при х = у =  О. В стационарных точнах ( --5/3 , О) , ( 1 ,  4) , 
· ( 1 ,  -4) энстремумов нет . 8.194. Zmin = О при х = у = О ; Zmax = 2е- 1 
при х = ±1 ,  у = О. В стационарных точнах (О, ± 1 ) энстремумов нет . 
8.195. Z111ax = 2 При Х = у = 0. 8.196. Uщin = - 14 при Х = 2 , у = -3 , 
z = 1 .  8.197. Umax = 1 /77 при х = у =  z = 1/7 . 8.198. Umin = 29/4 при 
х = 21 /4 , у = 21 /2 , z = 23/4 . 8.199. Уравнение определнет две фуннции, 
из ноторых одна имеет мансимум (zmax = 6) при х = -2 , у = 1 ,  дру­
ган - минимум (Zmin = -2) при х = -2 , у = 1 ; в точнах онружности 
(х + 2)2 + (у - 1 )2 = 16 иаждан из этих фующий имеет нраевой энстре­
мум z = 2 . У R а з  а н  и е. У1{азанные фуниции определнютсн нвно равен­
ством z = 2 ± /16 - (х+ 2)2 - (у - 1)2 и определены толыю внутри и 
на онружности (х + 2)2 + (у - 1 )2 = 16 , в точнах ноторой обе фуннции 
принимают значение z = 2. Это значение нвлнетсн наименьшим длн 
одной фуннции и наибольшим длfl другой. 8.200. Уравнение определflет 
две фуннции, из ноторых одна имеет минимум (Zmin = 1) при х = О , 
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у = -2 ,  а другая - мансимум (Zmax = -8/7) при х = О ,  у = 16/7. 
8.201 . Zmin = - 19/4 при х = у =  -3/2 .  8.202. Zmin = 2 при Х = у =  1 . 
8.203. Zmin = - 1 - 2..;'2 при х = - 1/..;'2, у =  1/..;'2; Zmax = 1 - 2..;'2 при 
х = 1/..;'2, у =  - 1/..;'2. 8.204. Zmin = О  при х = 1 ,  у =  О; Zmax = 1/27 
при х = у = 1/3 .  8.205. Zmin = -VS при х = -2VS, у = - 1/VS; 
Zшах = V5 при х = 2/VS, у = 1/VS. 8.206. Umin = - 18 при х = -4, 
у = -2, Z = 4; Umax = 18 ПрИ Х = 4, у = 2 ,  Z = -4. 8.207 . Umin = 4 
при х = у = О, z = ±2 ;  Umax = 16 при Х = ±4, у = z = О ;  при 
х = z = О, у =  ±3 энстремума нет . 8.208. Umax = 26 при х = у =  z = 2 .  
8.209. Umax = 2 В ТОЧJШХ (2 ,  1 ,  1 ) ,  ( 1 ,  2 ,  1 ) ,  ( 1 ,  1 ,  2) ;  Umin = 50/27 В 

точнах (2/3 ,  5/3 ,  5/3) ,  (5/3 , 2/3 , 5/3) ,  (5/3, 5/3 , 2/3) .  8.210. У н а з а-
хз + УЗ + zЗ 

н и  е. Иснать минимум фуннции и = 3 при х + у + z = s .  

8.2 1 1 .  а ) Zнаиб = 6 при х = 1 ,  у = О ;  б) Zнаиб = 5 при х = у = о. 
8.212 . Zнаиб = 6 ПрИ Х = 3 ,  у = 0 И ПрИ Х = 0 ,  у = 3 ,  Zнаим = - 1  ПрИ 

1 1 1 Х = У = 1 .  8.213. Zнаиб = - при Х = у = ± ;;:; i  Zнаим = - - при 2 v 2 2 • 

1 2 1 fi Х = -у = ± у'2 '  8.214. Zнаиб = 
3JЗ при Х = JЗ ' У = ±у  3 ;  Zнаим = 

2 1 fi = -
3у'З при х = - JЗ ' у = ±у з · 8.215. а = .уа . .уа . .уа . .уа. 

8.216. Куб с длиной ребра а. 8.217. Куб с длиной ребра dJ3. 8.218. Коор­
динаты исномой точни равны средним арифметичесним ноординат вер-

2R 2R R шин. 8.219. Длины сторон параллелепипеда JЗ ' JЗ ' vз· 8.220. Дли-
2J2 2J2 н ны сторон параллелепипеда -3-R, -3-R, З .  8.221 .  Равнобедренный 

r а треугольнин с длиной боновой стороны . / . 8.222. (- 12/5 ,  -3/5) , 2 sш а  2 
( 12/5 ,  3/5) . У :к а з  а н  и е. Достаточные условия э:кстремума заменить (JЗ - 1  l + vГз) геометричесними соображения�и. 8.223. С у'2 , -

2..;'2 
. У н  а-

з а н  и е. Воспользоваться выражением площади треугольни:ка через :ко­
ординаты его вершин. 8.224. х = у =  z = W + 2J. 
8 22 m1X1 + m2X2 + . . .  + mnXn m1Y1 + m2y2 + . . . + mnYn . 5 . х = ' у = --'-----.,....------

m1 + m2 + . . . + тп т1 + m2 + . . .  + тп 
sin а v1 8.226. �{3 = - . У и а з  а н  и е. Очевидно , точ:ка М,  в :которой луч пере-sш Vz 
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ходит из одной среды в другую, должна находиться между А1 и В1 , при-
а Ь чем АМ = -- , ВМ = -(3 ,  А1 М = a tg a, В1 М = Ь tg (J. Продол-соs а cos 

а Ь жительность движения луча равна + (3 Задача сводится V1 COS а V2 COS 
а Ь .!\ отыснанию минимума фунRции f(a, (3) = + (3 при усло-V1 COS а V2 COS 

вии, что a tg a + Ь tg (J  = с.  8.227. а = (3. 8.228. I1 :  I2 : . . .  : In = 
1 1 1 = Ri 

: R2 
: . . .  : Rn . У R а з а н и е. Найти минимум фунRции 

f (I1 , l2 , . . .  , ln ) = l[ R1 + ЦR2 + . . .  + I-;,Rn при I1 + I2 + . . .  + In = I. 
Х - 1Г/4 у - 1Г/4 z - 1/2 8.229. а) х - у - 2z + 1 = О , = = ; б) х + ez -1 - 1  - 2  

х - 1  у - 1Г  = z - 1/e 1Га 1 -2 = О ,  -- = 0 8.230. г,; · 8.231 . cos a = г,; • 1 е 2v 6  vб 
1 2 cos (J = - r,; • cos 1 = - г,; · 8.232. 4х + у +  2z - 78 = О. 8.233. а) 2х + 

v б · vб 
+ 7у - 5z + 4 = О х - 2 = у - 1 = z - 3 

· б) х + у - 4z = О х - 2 = ' 2 7 -5 ' ' 1 
= У - 2 = z - 1 . в) z = О ::_ = !!. = � (в точRе (О О О) ) · z = -4, 

1 . -4 ' ' о о 1 ' ' ' 
х у z + 4 х - 2 у - 10/3 z + 4 о = о = -1- (в ТОЧ.1\е (О , о, -4) ) .  8.234. -1- = 3 - -4- . 
8.235. В точRах (О , ±2J2, :r=2J2) Rасательные плосRости параллельны 
плосRости Oxz , в точRах (±2 ,  :r=4, ±2) - плосRости Oxz, в точRах 
(±4, :r=2 ,  О) - плосRости Oyz .  8.237. а) х cos r.p0 + у  sin r.p0 - z tg а = О ,  
х - ro cos <ро у - ro sin <ро z - ro ctg а . = = ; б) ax sш vo - ay cos vo + cos <ро sin <ро - tg а 
+ uoz = auovo ,  х - Uo COS Vo у - ио sin vo z - avo 

а sin vo -а cos Vo ио 8.238. cos r.p = 
2Ьzо 

--=== · У .!\  а з  а н  и е. Углом между двумя поверхностями в точRе 
а./а2 + Ь2 

их пересечения называется угол между :касательными плосRостями, про-
веденными :к этим поверхностям в данной точRе. 8.239. У .!\  а з  а н  и е. По-
верхности называются ортогональными, если они пересеRаются под 
прямым углом в Rаждой точRе линии их пересечения. 8.240. Изолирован­
ная точRа (О, О) . 8.241 . Узел (О, О) . 8.242. Изолированная точна (О, О) . 
8.243. Точна возврата 1-го рода ( 1 ,  О) . 8.244. Точна возврата 2-го рода 
(О , О) . 8.245. Точна самоприносновения (О, О) . 8.246. (О ,  О) - изолиро­
ванная точна , если а < О; узел, если а > О; точна возврата 1-го рода , 
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если а = О .  8.247. Узел (О , О) . 8.248. Точ:ка возврата 1-го рода (О, О) . 
8.249. Угловая: точна (О , О) . У н а з а н и е. Поназать , что lim у' = О ,  

x-t+O 

l im у' = 1 .  8.250. Точ:ка пренращения: (О, 1 ) .  У н а з  а н  и е .  Поназать , x-t-0 · х2 
что lim у =  1 .  8.251 .  у =  - -4 . 8.252. х2 + у2 = р2 . 8.253. х = ±R. 

x -t +O 

8.255. у = - � х2 8.256. х2/З + у2/з = [2/З . 8.254. Огибающей нет . 
хз 

8.257. у2 = - --2- . 8.258. а) Диснриминантная: нривая: у = 1 является: х + а 
огибающей и множеством точе:к перегиба данного семейства ; б) дис:кри-

4 минантная: :кривая распадается на пря:мые: у = х - 27 (огибающая) и 

у = х (множество точе:к возврата 1-го рода) ; в) дис:криминантная: :кривая: 
у = 1 е сть множество точе:к возврата 1-го рода и не я:вля:ется: огибающей; 
г) дис:криминантная _нривая распадается на прямые: х = -а (огибаю­
щая) и х =  О (множество узлов) . 8.259. а) 1 г ,  0 ,0043% ;  б) 1 мм, 0 , 12%;  
в) 1 1 ,  0 ,066%. 8.260. 1 )  д = О ,002 :км, б = 0 ,008%; 2)  Л = 30 м2 , б = 
= 2% .  8.261. Первое. 8.262. а) 0,05, 0 ,14%; б) 0 ,005, �,25%. 8.263. 29,2 
и 3,2 . 8.264. 1 )  5 ,373, 0 ,0004 , 0 ,0074% ; 2) 5 ,73, 0 ,0026, 0 ,048%; 3) 5 ,4 ,  
0 ,0274, 0 ,51 %. 8.265. 202 · 10-4 , 188 · 104 , 600 · 103 • 8.266. 'а) Два , 
41 · 104 ; б) один, 8 · 10-2 . 8.267. Не меньше, чем с двумя :знанами. 
8.268. Не меньше, чем с тремя зна:ками. 8.269-8.273. У н  а з а  н и  е .  Вос­
пользоваться формулой ( 1 )  § 4. 8.274. 185,7. 8.275. 1 ,3 · 102 . 8.276. 71 ,88. 
8.277. Вычитание произвести нельзя. 8.278. 61 ,6 .  8.279. 5 12  · 10. 
8.280. 3,3. 8.281 . 3 · 10. 8.282. 66 · шз . 8.283. 7,397. 8.284. ::::; 1 27ГСМ2 , 
::::; 8 ,3%. 8.285. � 0 ,48. 8.287. ::::; 0 , 17  мм. 8.288. 2 ,7±0 , 1  г/см3 . 8.289. По 
принципу равных влияний R измерить с относительной погрешностью 
0,2.5% , а высоту Н с относительной погрешностью 0 ,5% .  8.290. 12" . 
8.291 .  4 . 8 .292 . 4. 8.293. По принципу равных влипний 7r можно взять с 
тремя: верными знанами в уз:ком смысле, радиусы измерить с точностью 
до 0,8 см, а образующую - с точностью до 1 ,25 см . 

Глава 9 
8 7r 1 14 а3 3 9.2. з · 9.3 . 6 9.4. 2 ln 11 · 9.5. 4 (7r + 4) . 9.6. 27r. 9.7. у = х ,  

у =  х + З ,  х� 1 ,  х = 2 .  9 .8 . у =  х2 , у =  2 - х2 , х = ±1 .  9 .9 . х + у  = 2 ,  
х = J4 - у2 , у = О ,  у = 2 .  9.10. у = .Ji, у = ../2 - х2 , х = О ,  х = 1 .  
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5 4 4 5 4 х 

41 1  

9.11 .  f dx f f(x, у) dy = f dy f f(x, у )  dx .  9.12. f dx f f (x ,  у )  dy + 
1 2 2 1 2 2 

5 4 7 4 4 у+З 
+ J dx J f(x, у) dy + ! dx J f(x, у) dy = J dy J f (x, у) dx .  

4 2 5 х-3 2 у 
а � 

9.13. J dx J f(x, у) dy = 
-а 

а ..;аУ а../2 
= J dy f f (х , у) dx + J dy 

.,/2а2-у2 
! 

О - ..;а:У а -J2a2 -y2 
а vax 2а v'2ax-x2 

9.14. f dx f f(x, у) dy + f dx f f(x, у) dy = 
О О а о а а+.,/а2-у2 

f(x, у) dx. 

= f dy f f(x , у) dx .  
О у2 /а 

а v'2ax-x2 2а v'2ax-x2 
9.15. f dx f

. 
f (x, y) dy + f dx f f(x, y) dy = 

О v'ax-x2 а О 

а/2 {а-.,/ а2 -4у2 )/2 а/2 а+.,/ а2 -у2 
= j dy j f (х, у) dx + j dy j 

о a-Ja2-y2 О (а+.,/ а2-4у2 )/2 
f(x, у) dx+ 

а а+.,/а2 -у2 
+ f dy / f(x ,  у) dx .  
а/2 а-.,/а2-у2 

9.16. По переменной х; область интегрирования ограничена линиями 
1 2+.,/7-бу-у2 

у =  -../Х, у =  х3 , х = 1 ,  х = 2 . . 9.17. J dy J f(x, y) dx. 

о Vх+т 1 уТ=х 
-7 2-.,/7-бу-у2 

9.18. J dx J f (x, y)dy + J dx J f(x ,  у) dy . 

- 1 -v'x+l О -у'[=х 
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2 2-� 2 у'16-у2 

/ dy / f(x , у) dx + / dy / 
о о 

1 Зух 

о 2+� 

8/3 � 

f(x , у) dx+ 

4 у'16-у2 

+ / cly / f(x, у) dx . 
2 о 

9.20. / dx / f(x , у) dy . 9.21 . / dy / f(x , у) dx . 
о х о 2у-2 

а a-- Ja2 -y2 2а J2ay-y2 

9.22. / dy / f (x , у) d� + / dy / f (x , у) dx . 
О О а О 

О v'x+I 1 - �  1 v1Х+т 
9.23. / dx / f (x , у) dy + f dx / f(x , у) dy + / dx / f (x , у) dy. 

-1 -..Гх+т О -..Гх+т О • "/2; 
3 10-у 

! ! 4 1 9.24. dy f (x, у) dx .  9.26. 3а  . 9.27. 1 12/9. 9.28. 1/4 .  9.29. 1/3 .  
1 9/у 

/ / ... 
2 ; 4 з 

r. 1 3 2 9.30. 9 20
. 9.31 . 68 1и . 9.32. 7Г 128 . 9.33 . . 3а . 9.34. е . 9.3;э. 15 а Ь . 

У и а  з а  н и е . 
· 

а / ( х )  О b sin 1 

/ / .т2y dx dy = / х2 dx / y dy = / а2 cos2 t (-a siп t) dt / y dy ,  где 
G' О О тr/2 О 

по следний интеграл получастс11 из предыдущего путем замены х = а cos t .  
2 3 8 з / ' . 9.36. 37Г а . 9.37. 105 а . 9.38. 1 4. У н  а з  а н  и е. Средним значением 

фуниции f (x , у) в области G называетс11 число /ер = � / J f (x , у) dx dy ,  
G 

где S - площадь области G. 9.39. 1 ,63 < I < 2 .  У н  а �  а н  и е. По теореме 
об оцение двойного интеграла rпS < / / f (х,  у) dx (ly < М S ,  где М -

G . 
наименьшее,  М - -- наибольшее значенин фуниции в области G, S - пло-

тr /6 a v'З sin <p тr/2 a cos <p 
щадь области G. 9.40. 5/3 . 9.41. j(lcp / f(r)r dr + f acp j j (r)r dr .  

о о 1Г / 6  о 
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9.42. J2
dip 

2aJn
"' t/(r cos ip, т sin ip)r dr . 

9.43. 

1Г / 4  a cos cp / sin2 ер 
1Г /4 sin ер/ cos2 ер 

! dip ! 
о 

f (r cos ip, т sin ip)r dr+ 
3 7Г /4 1 / sin cp 

413 

+ ! dip ! f(т cos ip, т sin ip)r dr+ 
1Г/4 о 

1Г sin cp/ cos2 
<р 

+ J dip J J (r cos ip, r sin <p)r dr. 
3 7Г /4 

1Г /6 У6 cos ер 1Г /2 З v'cos 2ср 
о 

9.44 . .! dip J J(т2 )т dг + J dip J f(r2 )т dr . 9.45. � (е"2 - 1 ) .  
о 

2 3 9.46. 9а . 

о 1Г/6 
128 9.48. 7Газ 

9.47. 37Г. 6 

о 
45 4 9.49. 64 1Га . 

2J2 4 1 !а !а (и(а - 11 ) uv ) . 9 .51 . -�-а . 9.52. - dv f , - и du. la а а а 
о о 3 

6 - u  

а2 9.50. 1 2  (37Г - 2) . 

ь q 

9.53. � J du J f(�, &2)dv. 9.54. i J du J f CL; v , и ; v ) dv . 
а Р 1 _ "  

q ь 
9.55. i j du .! f ( ;-g, v'UV) d:- . г-г-- е - 1  9.56. 27ГаЬ(с - у с� - 1 ) . 9.57. -2- . 

р n 

9.58. :
в

(а-615 - ь-615 ) (q815 - р815 ) . 9.59. 634а2 . � .60. i ( 1 5  - 16 1н 2) .  

9.61. а2 (7Г - 1 ) .  9.62. � (Ь2 - а2 ) (7Г + 2) .  У н а з а н и е. Перейти н полнр-
1 ным ноординатам. 9.63. 4а2 (8 - 1Г) . 9.64. (1Г - l )a2 .  У .к а з а н и е, Пе-

рейти н полнрным ноординатам. 9.65. а2 /210 .  У н  а з  а н  и е. Сдеirать 
3 2 . 2 ( 7Г ) 1Га Ь замену переменных: х = 1· cos ip, у = 1· sш 'Р О :::;; 'Р :::;; 2 . 9.66. 2с2 · 

У н  а з  а н  и е. Перейти н обобщенным полярным ноординатам. 
8 9.67. 15  (Ь

514 - а514 
) (п314 

- т314 ) . У н а з  а н  и е. Сделать замену перемен-
• (q2 _ р2 ) (Ьз _ аз ) 

ных: у2 = их,  vy2 = х3 .  9.68. 
баз ьз . У .к а з  а н  и е. Сделать 
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4 2 Гn 2 замену переменных : у2 = их, у = vx. 9.69. vГза . 9.70. 8v 2а . 

Гn 2 76 2 8 Гn 2 2 2 ( . Гn) 9.71 . 2v .с.7Гр .  9.72. 3а .  9.73. 3v 2a . 9.74. 16а . 9.75. 41Га 2 - v 2 . 

9.76. � ( 27- 5v'5) .  9.77. 2а2 (1Г-2 ) .  9.78. 7Га2 ( J2+In ( 1  + }2)) .  9.79. 7Г /6. 
fi) 2 2 Гn 16 2 4 3 ( Гn) 9.80. Зv .с.1Га . 9.81 .  2а (1Г + 4 - 4v 2) . 9.8.2. 3аь . 9.83. 3а 2 - v 2 . 

У :к а з а н и е. Интегрировать в плос:кости Oyz . 9.84. 16/15 .  9.85. а3 /2 .  
9.86. �7Га3 (З - J2) .  9.87. 7ГаЬс (1 - �) . 9.88. �7Га3 (2 - J2) . 9.89. �7ГаЬс х 

1 x (2 - J2) . 9.90. 2 1n З . У :к а з а н и е. Сделать замену переменных и =  
= ху , у2 = vx . 9.91 . 9/8. У :к а з а н и е. Сделать замену переменных 

1 2 -· - 4 3 - 5 3 и = ху , v = у/х. 9.92. "21ГОR . 9.93. Мх - 3а , Му - В1Га . 
2 а а2Ь 7Г 7Г2 

9.94. х = 5а, у = 2 ' 9.95. б 9.96. Мх = 24 , Му = 1 - 12 . 
141а 81а . . 

9.97. х = 20 (7  _ 3 ln 2) , у = 8(7 _ 3 ln 2) . 9.98. Ix = 1/ 12 ,  Iy = 7 / 12 .  
_ _ 1 28а 2 1  4 49 4 35 4 9.99. х = у = 1057Г . 9 .100. Ix = 32 1Га , Iy = 32 1Га , Io = 16 1Га . 

1Гаьз 7Га3 Ь 7ГаЬ 1 т = - (а2 + ь2 ) .  9 .101 .  Ix = -4- , v -4- , 1 0  4 
б) 1

6
0
1
5 а4 • У и а з а н и е . Ix=-a = ll(x + a)2 dx dy . 

G 

) 26 4 9.102. а 105 а ; 
ka5 

9 .103. Ix = 5 '  

3 5 7 5 Iy = 20 ka , Io = 20 ka , где k - иоэффициент пропорционально-
4 2а - sin 2а 4 2а + sin 2а 4 сти. 9 .104. 1Га /8 . 9 .105. Ix = 16 а , Iy = 16 а · 

9.106. �7(t2 - ti ) (R� - Rf ) .  У :к а з  а н  и е . Q = 7(t2 - ti ) 11 lxy l dx dy . 

9.107. 4a
5
h2

. У н  а з а н и е. Е= 11 (2х + у) dx dy . 
G 

G 
6 ( 1 2-2х ) /3 ( 1 2-2х-Зу) /4 

9.108. / dx / dy 
о о 
а (Ь/а)� 

9.109. / dx / 
-а - (Ь/а)� 

dy 

1 f(x, у, z) dz . 
о cJ1 - (x2 /а2 ) - (у2 /Ь2 ) 

1 f(x , у , z) dz . 
-cJ1 - (x2 /а2 ) - (у2 /Ь2 ) 
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2 2..;х J<4x-y2);2 
9.110. j dx j dy j 

О -2Vx -"t/�{4-x---y2-)/-2 
1 � 1 

f(x, у, z) dz . 
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9 .111 .  j dx j dy f f(x, у ,  z) dz . 9.112 .  1/6 . 9.113 .  81/4 . 
- 1 

4 з 9.114. а4 /12 . 9 . 1 15 .  а4 /8 . 9.1 16. 1/96. 9 .117. 4/15 . 9 .118 .  3а h. 
1!"а4 19 4 4 з 16 9.119 .  4· 9.120 .  24 71". 9.121 .  а /10 . 9.122 .  15 11"а h. 9.123. 371". 

4 · 2 а / 2 11" яз 
( Гn) 9.124. 11"а sш 2 .  9.125. 1 105 . 9.126. 611"а . 9 .127. l2 2 - v 2  . 

1!"а4 8 7 /2 3 (32V' 9.128. 16. 9.129. 21 71"R . 9.130. 35 . 9.131 . у з;-· У н а з а н и е .  Пе-
рейти н цилиндричесним ноординатам. 9.132. аз / 45 . У н  а з  а н  и е .  
Перейти н сферичесним ноординатам. 9.133. 7!"2аЬс/4. У н  а з  а н  и е .  
Перейти н обобщенным сферичесним ноординатам по формулам: х = 

= а1· cos <р cos В , у = br sin <р cosO, z = cr sin В. При этом I = abcr2 cos (} 
(r ;;;: О ,  О �  <р � 271", -� � (} � i) . 9.134. 1: 11"аз . У н а з а н и е. Перей­
ти н цилиндричесиим ноординатам. 9.135. 7!"аз /3. У н  а з  а н  и е. Пе-

3 з 9 рейти н сферичесним rюординатам. 9.136. М = 41l"'Yoa , 'Уср = 16 'УО · 
1 3 1 1 9.137. М = 57r'YoR

2 Н, 'Уср = 5'Уо · 9.138. М = 24 71""(оаз , 'Уср = 12 71"'УО · 
31 з 93 4 2 9.139. М = 57rfoet , fcp = 140 fO · 9.140. М = 15 1Г[оR Н, /ер = · 

8 1 2 з 3 ( 4 4 ) = 15 'УО · 9.141 . М = 47r "(oR , 'Уср = 16 7r'Yo · 9.142. О, 5а, 15 h . 

9.143. (о , �ь, �h) . 9.144. (о , о , �н) . 9.145. (о , о , �н) . 
9.146. (о , о , �я) . 9.147. 281 -yabh ( � + �) . 9.148. �11"'УН R4 • 

4 5 271"'уа2Ь (
Ь g:2 -) 9.149. -11""(0R . 9. 150. у' . ln - + 2 - 1 . 9 ь2 - а2 а а 

<] Ньютоиов nотеициад тела Т в точне Мо (хо ,  Уо , zo) - это инте-
грал И = !!! -у(х, у, z) dx� dz , где -у(х, у ,  z) - плотность , r = 

т 
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= J(x - хо ) 2 + (у - уо ) 2 + (z - zo )2 . , имеем: и = ,...., !!! dx d
r
y dz = 

т 

- 1 /!! dx dy dz Перейдем к цилиндрическим координатам: - J х2 + у2 + z2 · 
Т 2,,. Ь (а/Ь) �  И = ,...., !!! r dr d<p dz = 2,...., j dи> j dz ! r dr = ' Jr2 + z2 ' .,.. Jr2 + z2 

т, о о о 

= 2�1a
2ь
2 ln (� + Jь: - 1) . 1> 

27r1kH v'Ь - а а а ' 
9 .151 .  v'H2 + R2 ( v'H2 + R2 -H) ,  где k - постоянная: закона тяготения:. 
<J Приняв вершину конуса за начало ноординат ,  а его ось - за ось Oz, я2 
получим уравнение конуса в виде х2 +у2 = Н2 z2 . Вследствие симметрии 
результирующая: сила притяжения: будет направлена вдоль оси Oz и вы-!!!z dx dy dz !!! z dx dy dz разится: интегралом Fz = kr rЗ = kr (х2 + у2 + z2 )3;2 · 

т т 
Перейдем к цилиндрическим .Rоординатам: 

21Г R Н 
_ 

J J J 
z dz _ 27rrkH . / 2 2 Fz - k1 d<p r dr (r2 + z2 ) 3/2 - ../Н2 + R2 ( v Н + R - Н) .  1> 

О О (H/R)r 8 4 1 4 / / 9 .152 . 1 5  1ha . 9 . 153. lO 17r Н R . 9.154. 1 4 . 9 .155. 7r 2 .  9.156. 471'. 
9 .157. 1 .  9 .158. Расходится:. 9 .159. Сходится: при а > 1 .  9.160. 4 .  

3 9 .161 .  27r.  9.162 . 7r/2 . 
9 .163. Сходится: при а < 1 .  У к а з  а н  и е . Изолировать прямую у = 

1 Х - Е 

= х уз.RОЙ ПОЛОСRОЙ и положить !! ( 
dx d� = lim ! dx ! 

( 
dy 

) . 
Х - у а E-tO Х - у а 

9 .164. Сходится: при а 
2 2 9 .168. - ln ( 1 + у ) . 
у 

G о о 
< 3/2 . 9 .165 . 15/4. 9 .166. 3/7 . 9.167. f (x0 ) .  

2у + 1 . ( 1  ) 2у - 1 . ( 1 )  9.169. -2-- sш у + у  - -2-- sш у у - . у + у  у - у  
у2 у 

9 .170 .  2уе- У3 - е - У
2 -J х2е - ух2 dx .  9 .171 . J(x(x - у) cos xy - sin xy) dx .  

у о 
9 . 172 . х (2 - 3y2 )f (xy) + :2 / (�) + x2y ( l - y2 )f' (xy) . 9 .174. Е' = 

1 Е F = k (E-F) , F' = k ( l - k2 ) - k . У .R а з а н и е. При вычислении F' пока-
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п� п� 
417  

зать , что f ( 1 - k2 sin2 <р) -3/2 d<p = 
1 
� 

k2 I ( 1 - k2 sin2 <р) 1 12 d<p, дш1 
О О ·  

чего использовать следующее тождество: ( 1 - k2 sin2 <р) -312 = 
1 
� 

k2 х 

х ( 1  - k2 sin2 <р) 1 12 - _
k
_ .i_ (sin <р cos <p( l - k2 sin2 <р) - 112 ) .  1 - k2 d<p 2 1 9 .175 . arctg 9 . 9.176. 2 1n 2 . 9.178. F(y) сходитс11 неравномерно на 

[у1 , У2] ,  если этот интеграл сходитс11 при любом у Е [У1 , У2] ,  но су­
ществует с: > О та:кое, что дл11 любого В > а найдетс11 у = у (В) Е 

+оо 
Е [У1 , У2] , дл11 :которого f f (х, у) dx � с:.  9.179. Сходитс11 равномерно. 

в 
9.180. Сходитс11 неравномерно. 9 .181 . Сходитс11 равномерно. 9 .182. Схо-
дитс11 равномерно. 9.183. Сходитс11 неравномерно. 9. 184. Сходитс11 рав­
номерно. 9.185. Сходитс11 неравномерно. 9.186. Сходитс11 равномерно. 

1 /3 /3 а а 9.188. -2 ln - . 9.189. arctg - - arctg - .  9.190. arctg -
/3

. 9.191 .  ln ( 1 + а) .  
а т т 

9.192. � Д е-62 /(4-r) . У :к а з  а н  и е. Продифференцировать интеграл по 
8F 6 7Г � параметру 'У и решить уравнение 86 = - 21 F. 9.193. 2" ln (а + у  1 + а2 ) .  

1 + v'l - а2 
9.194. 1Г ( v'l - а2 - 1 ) .  9.195. 7Г ln 2 . 

Глава 10 

10 .4 .  y (ln 1 1 - х2 1 + 1 ) = 1 .  10 .5 .  y(l  + х) = 1 .  10 .6 .  у =  2 - З соs х .  
8/ 8/ . 8/ 8/ 10.7. f (x, у) = О, -8 < 0-max, -8 )t 0-mш. 10.8. -8 + f (x, у) -8 

= О; х х х у 
а) у + х3 + Зх2 = О ; б) у = ln (х + v'x2 + 4) - l'n 2 . 10.9. х2 + у  = 
= ху' . 10.10. ху' + у = О . 10. 1 1 .  у' = у th х .  10 .12 .  2хуу' = х2 + у2 • 

1 10.13 . уу' = х .  10.14. ху' + 2у = О. 10.15 . у' = 4ky2 . 10.22 .  у2 - х2 = 

= С. 10.23. у3 + х3 - Зх = С. 10.24. у2 + х2 = С. 10.25. у = Сх2 • 
10.26. у =  C(x+ l )e-x . 10.27. arctg y-arcsin x = С; х = ± 1 .  10 .28. ех + 
+ е-У = С. 10.29. y sin y + cosy - x cos x + sin x = С. 10 .30. arctg y + 
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+ � ln ( 1 + х2 ) = С. 10.31. у = Се�; х = ±1 .  10.32. у = 
, 1 

= cJ1 + е2Х .  10.33. ( 1 + ех ) 2 tg y = с. 10.34. ех - -е2У - 2 ln 1 1 + Y I -2 
(у - 1 ) 2 с� - = с, у = - 1 . 10.35. у = г;-:--;; · 10.36 . ./У +  

2 х + v l  + х2 
х + у  

+х( 1  - ln x) = С , у =  О .  10.37. tg -2- - х = С, х + у = (2k + l )7r ,  
1 1 

х Е Z.  10.38. 4х + 2у + 1 = Се2У . 10.39. 2 a1·ctg '2 (4х + у +  1 )  - х = С. 

10.40. (x + c) (tg � (y - x - 1) - 1) = 2, y - x - 1 = � + 2k'lr, x E Z. 

10.41. 4у-6х-7 = Се-2х . 10.42. 3 ln 1 t:x - у +  1 + 2 / = 3 {/4х - у + 1 + 
x - y + l - 2  

1 + х + С, 4х - у + 9 = О ,  4х - у - 7 = О . 10.43. х2 - у2 = 1 .  10.44. 2 х 
х (х2 + у2 ) + ln 1 � 1 = 1 .  10.45. у = sin х .  10.46. у = ±x)2 ln l x l  + С. 
10.47. у =  2x(arct,g Cx + 7rk) , у =  k'lrx, k Е Z. 10.48. х2 - 2ху - у2 = С. 
10.49. arcsin у_ - .!. Jx2 - у2 - ln lx l  = С, у = ±х . 10.50. xev/x = С, х х 
х = О . 10.51 . ev/x = Су, у = О .  10.52. ee-vlz = Сх. 10.53. ln 'У_ = 

. х 
= 2 arcctg (ln l x l  + G') , у = xe2krr , k Е Z.  10.54. у = х arcsin Сх, 
у = k'lrx, k Е Z \ {О} .  10.55. у =  x sin (ln lx l  + С) , у =  ±х. 10.56. у = 
= С(у2 - х2 ) ,  У' = ±х. 10.57. у3 = -4х3 + Сх5 (у3 - 4х3 ) ,  у =  -�х. 
10.58. х2 - ху + у2 + х - у = С. 10.59. ;7: + у  - 1 = С(у + 2) 2 , у = -2 .  

2 arctg 1lН 10.60. x+2y+3 ln lx  + у  - 2 1 = С, х+у = 2. 10.61. у+2 = Се- х-з 
. у - 2х у + х  ! С 10.62. sш -- = С(х + 1 ) . 10.63. ln --3 - 1 = -- . 10.64. у =  

x + l  х +  х + у  
1 = хе 1-х . 10.65. ln I Y I + 2ГхJУ = 2. 10.66. у = 2 (х2 - 1) . 10.67. у = 

= е-х2 (с +  х;) .  10.68. у = Сх: - х2 . 10.69. у = sin x + C cos x . 

1 с 
10.70. у =  (x+C) ( l +x2 ) .  10.71 . у = Се-2х + -е3х . 10.72• у = x ln x+ - . 5 х 
10.73. у =  (х + 1 )2 (ех + С) .  10.74. х = Су + �у3 , у =  О. У м  а 3 а н :и е . За-

� х + �  � писать vравнение в виде - = -- ; оно линейно относительно х и -
d 

. . . dy у у 
10.75. х = arctg y - 1 + ce- arctg y _  10.76. у =  x sin x + Сх. 10.77. у =  

= ex (C+ln l x l ) .  J 0.18. y = x(Ce-" - 1) .  10.79. x = Cy+ln2 y . 10.80. х = 
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1 + Су . = -- , у =  О ,  у =  1 .  10.81. х = Су+у3 ,  у =  О. 10.82. sш у = се-х +  у - 1  

+х - 1 .  У н а з а н и е. Положить sin y = z . 10 .83. у = sin x . 10.84. у =  
1 1 1 2 ( 1 ) 2 

= е2х - ех + 2х +  4 . 10.85. x = y 1n y+ y . 10.86. y = e-2x С + 2х2 , 
е-х у =  О. 10.87. у =  -С , у = О . 10.88. у = (cos x · f/C - З tg x) - 1 , у =  О .  - х  

sin x . . 10.89. у =  . !  , у = О. 10.90. х2 = Се5ш у _ 2 (sш у + l) . У н а з а-v 2 соs х + С  dx х2 cos у + sin 2у н и  е . Записать уравнение в виде dy = 2х . 10 .91 .  у2 = х2 -
- 1+CJlx2 - 1 1 .  10.92. xy (C-1n2 у) = 1 .  10.93. x2 (C-cos y) = у , у =  О .  

3 ecos х . 2 1 2 2 10.94. у = . 10.95. х = 2 . 10.96. х + ху + у  = с. З - 2ecos х у + Зу 
10.97. 5х2у - 8ху + х + Зу = С. 10.98. х3 + Зх2у - 2ху2 - у3 = С.  

2 з х х3 �--10.99. ху - - + - = с. 10.100. - + 2 - 2у = с. 10 .101 .  vx2 - у2 + х у у у 
1 + ху - - = С. 10.102. х2 + уе-х = С. 10.103. х2 + уех/у = С. у 

10.104. x2 cos2 y + у2 = С. 10.105. x sin y + y cos x + ln J x/y J = С. 
2n + 1 10 .106. Вся плосность Оху . 10.107. у f:. х. 10 .108. у j -2-7Г. 

10.109. х > у2 . 10 .110 .  у = о.  10. 1 1 1 .  у = 1 .  10 . 112 .  у = -х .  
х2 

10 .113 . у = 4 · 10 .1 14. х = 2р + 6р2 + с, у = р2 + 4р3 ;  у = о 

(особqе решение) . 10 .115 .  х = 2Jp2 + 1 - ln ( 1 + Jp2 + 1) + 1np + С, 
у =  pJl + р2 ; у =  О (особое решение) .  10 .116 . х = еР + С, у =  (p- l )eP .  

1 10 .1 17. у = Сх + 2 (с2 - х2 ) ,  у = -х2 (особое решение) . 10 .1 18. х = 
з р2 

= р3 -р+2 ,  у =  4р4 - 2 + С. 10.1 19. х = p cosp, у = p2 cosp-p sinp -
- cosp + С. 10 .120. х = 2p - 1np, у =  р2 - р + С. 10. 121 .  х = Су +  С2 , 

1 ' 1 1 х = - 4у2 (особое решение) . 10.122. у =  2сх2 + 2С , у =  ±х (особые ре-
е 2 2С З 1 1 С шения) . 10.123. х = 2 - 3 , у = - - 2· 10 .124. х = -р- -2 + ( 1  ) 2 ' р р р р - р 

1 Ср2 
у =  - -р2 + ( ) 2 ; у = О , у = х + 1 (особые решения) . 10 .125. х = 2 1 - р 

1 1 = Ср - 1np - 2 ,  у =  2ср2 - р. 10.126. у =  Сх � С , у2 = -4х (особое 
1 решение) . 10 .127. у = Сх + С +  VC, у = - 4(х + l ) (особое решение) . 
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10 .128. у = Сх - ее , у = x (In x - 1 )  (особое решение) . 10 .129. у = 
= Cx + cos C, у =  x arcsin x + Vl - х2 (особое решение) . 10 . 130. Линей­
ное ;  у = u1J .  10 . 131 .  Однородное; у = их .  10. 132. С разделяющимися 
переменными. 10 .133. Уравнение Бернулли; у = uv . 10 .134. Линей­
ное относительно х; х = uv.  10.135. Уравнение в полных дифферен­
циалах .  10 . 136. Однородное; х = иу . 10. 137. Уравнение Бернулли 
относительно х; х = uv . 10.138. Приводящееся и уравнению с раз­
деляющимися переменными; и = у - х. 10.139. Линейное; у = uv . 
10. 140. Уравнение Бернулли; у = U1J .  10 .141 .  у = х2 - 2 + се-х2 /2 • 

х 1 10.142. ln I Y I + у = С,  у = О .  10 .143. 2х2 cos 2у + х = С.  ' 10 .144. у = 

= 
( �) , у =  О .  10. 145. у =  {/С +  Зх - Зх2 . 10 . 146. х = -2

1 у2 + х + cos x 
+ Су3 , у = О . . 10 . 147. ln \ х \ +ех/у = С, х = О . 10.148. l +y2 = С(1 - х2 ) ,  

1 х = ± 1 .  10 . 149. х4 - х2у2 + у4 = С. 10 .150. У = 1 1 С , + n x + , х  

у = О ( х  > О) . 10 .151 .  (Зх + 2 у  - l ) (x - 1 )  = С .  10 .152 . arctg .'!!.. = х 
= ln Jx2 + у2 + С. 10 .153. 2y cos x + cos 2x = С. 10 .154. х2 + x ln y -
- cos y = С. 10 .155 .  у = C:.r: - ln С, у = 1 � ln х (особое решение) . 
10 .156 . х = С 2 12

1 
2 .  10 .157. ln lx l - cos '!/_ = С. 10 .158. еУ = х2 х e -· v + 2 - у  х 

х ln Cx . У н  а з а  н и е. Положить z = е-У . 10.159. х = Су2 - у2 (у + 1)e-v , 
у =  О .  10 .160. x Ji + у2 - sin y = С. У и а з а н и е. Записать уравнение в 

dx ух cos y у С виде -d + --2 = � - 10 .161 .  x+arctg - = , х = О .  10 .162. у =  у 1 + у  у 1 + у2 х 
(C + ln l sin x l ) 2 

2 , х2 х2 
х - ctg x , у = О .  10 .163. у = С  + Сх - 4 , у = - 2 

(особое решение) . 10 .164, (х+у3 ) 3 = С(у3 -х) ,  х = у3 . У и а з а н и е. По­
ложить у =  z 1 13 . 10 .165 . у =  ± ln lx2 - l j . 10.166. у2 = 4х и ху2 = 4 . 

х 10 .161. у = ± -- . 10 .168 . (х + С)2 + у2 = а2 . 10 . 169. у2 = ±2а(х + С) . х --.- 1 
х х2 10 . 110. у = 2 ch - . 10 . 171 . у2 = -2-- . 10 .172 . у2 = 61:+9 . 10 .173. у2 = 2 х + з 

(х + 
1 ) 2 у2 2 = 4(х - l ) и  4 + 8 = 1 .  10 . 114. у2 = 3 (х -- а) .  10 .1 75. r = 2e<P/a . 

10 . 176. :с2 + у2 = 2у. 10 . 171. х = у(З ± ln y) . 10 .178. у2 = 2х + 1 - е2х .  

10 .179. у = ; - х2 . 10 .180. х = ± ( � - у) . 10 .181 .  у = xJ5x2 - 1 .  
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7Г 10.182. r = <р + "2 .  10.183. 2х2 + Зу2 = С2 . 10.184. х2 + 2у2 = С2 . 

10.185. у = � .  10.186. х + у2 = С. 10.187. Т = а + (То - a)e-'kt . х 
10. 188. Через 40 мин. 10.189. w = 5 · (3/5) t/120 (об/с) ; через 6 мин 18 с .  

dы У R а з а н и е. Уравнение имеет вид dt = -k(;).  10 .190. Через 1575 лет . 
10 .191 .  За 6 мин 5 с . У R а з а н и е. Уравнение имеет вид w11 (h) dt = 
= -S(h) dh ,  где w - площадь отверстиR, v (h) -- снорость истечениR 
воды, h - уровень жищюсти, S (h) - площадь поперечного сечениR 
сосуда , t - времR. 10 .192. 0 ,0878 .  У R а· з а  н и  е .  Уравнение имеет 
вид dQ = -kQ dh. 10.193. � 50 с ;  � 15  м .  10. 194. t � 0 ,00 1 1  с .  

dv .У R а з а н и е. Уравнение имеет вид т dt = -kv2 • 10 .195. О ,5 1>г .  
10 .196. а) 56 ,5 г ;  б )  7,84 ч .  10. 197. 0 ,06% . У R а з  а н  и е . Уравнение имеет 
вид (O,Olx - 0,0004) 1500 dt = - 1 0 800 ' 0 ,01 dx , где х - объемнаR додR 
(в %) углеRиспоты в воздухе в момент времени t .  
о 98 . Е (R . L L _ д 1 ) 1 . 1  . . i = R2 L2 2 . sш wt - (;) COS (;)t + (;)е L • , + (;) ( , 2 ) 3 , 2 . , о " о 

1 + У 
R2 10.199. у < х . 10.200. у > . 10.207. у = . 10.208. --2- = . 

у" 

10.209. у" + у = О .  10 .210 . у111 = О. 10 .2 11 .  у = (С1 + arctg x)x -
3 

- 111 � + С2 . 10 .212 .  у = � - si11 x  + С1 х + С2 . 10.213. у = 
х3 3 1 = 6 111 l x l +C1x3 +C2x2 +Cзx+C4 . 10.214. у =  2x2 ln Jx J +  3х3 +С1х2 + 

' 2 
+ С2з: + Сз . 10.215. Cly = С1 х - lп J C1 x + l J  + С2 , у =  � + С, у =  С. 

10.216. у = С1 tg (С1 :с + С2 ) ,  2C1 :z: + С2 = \11 ' у - C
C
i , ,  у(С - х) = 1 , у + l 

1 
у = С. 10 .217. у =  С1 sin x + С2 - х - 2 siп 2x. 10 .218 . у =  С1 х2 + С2 + 
+ е х (х - 1 ) .  10 .219 .  4С1 у = 4+ (С1х+ С2 ) 2 . 10.220. у ==  х+ С1 ln J y J + C2 , 

у = С. 10.221 .  у = С1 arctg C1 x + С2 , у = 2C
1
, - ln  1 � - C

Ct 1 + С2 , у = 
• 

.1 . • • + 1 
1 С - - . 10.222. Cfy = (С[х2 + 1 )  arctg C1 x - С, ;,; -i · С2 , 2у = k1Гх2 + С х 

(k Е Z) . 10.223. у = �
1 

е01 х + 1  ( х - �1 )  +С2 , у =  с�2 +С.  10.224. у =  

= .!. + С1 111 l x l -\- С2 . 10.225. у = С1 (х� - l11 l :cv'X'2=-il) + х2 + С'2 , 
х 

у =  C1 (xv11=X'2 + шcsin x) + х2 + С2 . 10.226. у = С1 (х - е-х ) + С2 . 



422 Ответы и указания 

10.227. 2у = С1 cos 2x + ( 1 + 2С1 )х2 + С2х + Сз . 10.228. 2у = С1х2 -
- 2С[ (х+С1 ) ln l x  + С1 l+С2х+Сз . 10.229. у =  Сз - (х+С1 ) ln l x  + C1 I  + 
+ С2х ,  у = С1х + С2 . 10.230. х = 2С1р - ln IPI + С2 , у = С1р2 - р; 

2 
у = се-х ; у = С. 10.231. х = ±;з (Jу - 2C1 ) J  Jy + С1 + С2 . 

JC1y2 + 1 2 10.232. 
Ci 

= С2 ± х. 10.233. С1 у + 1 = ± ch (С1х + С2 ) ,  

С[у - 1 = sin (С1 х + С2 ) ,  2у = ( х  + С)2 , у = О .  10.234. l n  у = 

= C1 tg (C1 x + C2 ) ,  ln l �:���: l = 2C1x + C2 , (C - x) ln y = l , у = С. 

1 
10.235. ctg y = С2 + С1 х ,  у =  С. 10.236. у = 1 +

С С 
, у = С. 

1 Х + 2 
1 х3 

10.237. у =  
12 

(х3 + 6х2 ) + С1х ln lx l  + С2х + Сз . 10.238. у2 = 3 + С1х + 

+ С2 . 10.239. у =  С1 х + 
С2 • 10.240. у =  С2хес1 х - (С2 /С1 ) ес1 х + Сз . 
х 

10.241 .  у = C2xe-Ci x .  У и а з  а н  и е. Уравнение однородно относительно 
± (х2+С1)з/2 

у , у' , у" . 10.242. у = С2е з , у = О. 10.243. у2 = С1х3 + С2 , у = О. 
С2 10.244. у =  2 ( С ) 

, у =  О. 10.245. у =  (х-2)ех +х+3. 10.246. у =  
cos х +  1 

х з 1 2 16 
= - - ln2 х + -х2 - 2х + -2

. 10.247. у =  -x2 ffx - - .  10.248. у =  
2 2 5 5 

= 2 ln lx + 1 1 - х  + 1 .  10.249. у =  - ln lx - 1 1 .  10.250. ln l tg (� + �) 1 = 
_ _ 7r 1Г _ х2 /2 - 2 (х + 1 ) .  10.251 .  у - tg x ,  - 2  < х < 2 .  10.252. у - е . 

10.253. (З - х)у5 = 8(х + 2) .  10.254. у = 1 + sin x .  10.255. у = 
= 1 - ех , у =  - 1  + е-х . 10.256. у =  1 - х. 10.257. х = С1 еР - 2р - 2 ,  

2 ln l t l 3 t З у = С1 (р - 1 ) еР -р + С2 . 10.258. x = -
2- + 4t2 + C1 , Y = 4 + 4t3

+ C2 . 

10.259. х = (р + l ) eP + С1 , у = р2еР + С2 . 10.260. х = ЗС1р2 + 
+ ln lpl + С2 , у =  2С1р3 + р; у =  С. 10.261. у =  ± ln cos x .  

1 
10.262. а) у = 

Ci 
ch (С1 х + С2 ) при у" > О ;  б) (х + С2 ) 2 + у2 = С[ 

при у" < О .  10.263. а) 4(С1 у - 1 ) = С[ (х + С2 ) 2 при у" > О ;  б) х = �1 х 

x (t-sin t)+C2 , у =  
Ci ( 1-cos t) при у" < О. У и а з а н и е. /Jc У dy 
2 1 - у  

вычислить с помощью подстановии у =  С1 sin2 � ·  10.264. у =  a ch (�) · 
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10.265. еу/а 
1 , где а = Н cos x/a qg 10.266. v = lf th (:; t) ' 

т (ш ) х = k ln ch ---:;;;:-t . 10.267. 1 ,89 с , 16,6 м/с . У н а з а н и е. Использо-
10.268. Время подъема 

скорость спуска Vcn = Vo 

высота подъема hmax = � ln ( 1 + �; ) ; 
mg

k 2 ; время спусна Tcn = � f!!j;_ 
х 

mg + v0 2 у kg 
Jffig + ..Jk Vcn х Jn �-----
Jffig - ..Jk Vcn 

10.269. 1 ,75 с ; 16,3 м/с . У к а з  а н  и е . Использо-

вать ответы н задаче 10 .268. 10.270. х = 2 k 2 Хо + --2 t . 10.271 .  Х = 

= · 2 � 2 _ 2 § Хо - тхб t ' Т - Хо У k .  

тхо 
t 

gt2 ! ip(O) 10.272. х = -2 + ио ln ip(t) 
dt ; 

о 
gt2 Uo х = - 2+ � ( ( 1 - at) ln (l - at) +at) ,  х(10) = О ,54 нм, х (30) = 5 ,65 км, 

х(50) = 18 ,44 RM. 

10.273. {?!; ( jR(H - R) + � arcsin ( 1 - 2/)) + 1Т:l ) . 
10.274. � 1 16 ч .  У к а з а н и е. Использовать ответ н задаче 10 .273 .  
10.275. � 1 1 , 18 нм/с .  10.276. у = � (-

1- (�) I+k - -
1- (::_) I -k) + 2 l + k а 1 - k а 

ka v q ( z2 х2 х4 5[4 ) 
+ 1 _ k2 , где k = :;; < 1 .  10.277. Ely = 4 . 4 - б - 96 , 

I 5l4q Е " q ( z2 2) Е Е Ymax = - 384 . У к а з  а н  и е. I у = 2 4 - х , где - мо-

дуль Юнга , I - момент инерции поперечного сечения бал11и относи-( рz2 qlз ) Fхз qx4 рzз ql4 тельно оси Ох. 10.278. Ely =  2 + 6 
х - -6- - 24 - 3 - 8 • 

рzз ql4 qx2 ElYmax = - 3 - --в· У н а з а н и е. Ely" = -Fx - 2 , где Е - модуль 
Юнга , I - момент инерции поперечного сечения башш относительно 

о 3 l у EI " F(l ) q(l - х)2 оси x . 10.279. F = вq .  к а з а н и е. у =  - х - 2 , 
F(l - х) з q (l - х)4 (pz2 qlз ) рzз q[4 Ely = 6 24 + 2 

-
6 х - 6 + 24 ' где Е -
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модуль Юнга , I __:_ момент инерции поперечного сечениR башш относи­
тельно оси Ох. 10.281 .  у =

· 
С1 е5х + С2ех . 10.282. у = С1 е3х + С2е-х . 

10.283. у =  С1 
cos x 

+ С2 
sin x

. 10.284. у =  С1 (!x ln l l + х 1 - 1) + С2х. 
х х 2 1 - х 

С2 Сз 10.285. у =  С1 х + -. + 2 .  10.286. Линейно независима . 10.287. Ли-
х х 

нейно зависима . 10.288. Линейно независима. 10.289. Линейно за-
висима. 10 .290. Линейно независима .  10.291 .  Линейно независима. 
10.292. Линейно независима. 10.293. Линейно зависима. 10 .294. Ли­
нейно зависима . 10.295. Линейно независима . 10.296. у" + у' = О .  

6 12 10 .297. у" - 4у' + 5у = о . 10.298. у" - -у' + -у = о . 10.299. у111 - у" = о. 
х х2 

10.300. у11 1 + у' = О .  10.301 .  у111 - у" = О .  10.302. у" - Ву' + 15у = О .  
10.303. у111 - 2у" + у' - 2у = о . 
10.304. <] Из равенства W(x0 )  = О  следует, что однороднаR система ли­
нейных алгебраичесиих уравнений с неизвестными а1 , а2 , . • .  , an 

а1 У1 (хо ) + а2у2 (хо ) + . . .  + йnYn (xo ) = О , 
а1 у� (хо ) +  а2уНхо ) + . . .  + any� (xo ) = О, 

(n- 1 ) ( ) (n- 1 ) ( ) (n- 1 ) ( ) О а1 У1 Хо + а2У2 Хо + . . .  + йnYn Хо = 

имеет таиое решение ai , а2 , . . .  , а� , что не все ai равны нулю. Фуни­
циR у(х) = aiY1 (x) + azy2 (x) + . . .  + a�yn (x) RBЛReтcR решением дан­
ного линейного однородного уравнения и, иаи это следует из равенств 
(* ) , удовлетворRет начальным условиRм у (х0 ) = О, у' (х0 )  = О, . . .  
. . . , yn- l (хо ) = О .  Но таиим же начальным условиRм удовлетворRет и 
фунициR у = О ,  тоже RBЛRющaRCR решением данного уравнениR (фуни­
циR у =  О есть решение любого линейного однородного дифференциаль­
ного уравнениR) .  Отсюда на основании теоремы Коши о существовании 
и единственности решениR заилючаем, что aiy1 (x) + . . .  + a�yn (x) = О  
на (а , Ь) , т .  е .  система фуниций у1 (х) , . . .  , Yn (x) линейно зависима на 
(а ,  Ь) .  Но тогда вронсииан W(x) этой системы равен нулю всюду на 
(а ,  Ь) , что и требовалось доиазать . [> 

10.305. 
У У1 (х) У2 (х) Yn (x) 
у' у� (х) у� (х) у� (х) = О . У и а з а н и е. ВсRиое 
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решение исиомого уравнения вместе r:,фунициями У1 (х) , У2 (х) , . . .  , Yn (x) 
образует линейно зависимую систему . 
10.306. у = ех + 2 cos х + 3 sin х. 10.307. у = ех + 2е2Х + Зе3Х .  10.308. у = 
= С1х3 + С2х4 + �х. 10.309. у = С1е2х + С2 sin x + Сз cos x + е3х : 
10.310. у = С1 ех + С2х - х2 - 1 .  10.311 .  у = С1 cos х + С2х cos х -
- sin x cos x. 10.312. у =  С1 е5х + С2ех + 5х + 6 - е2х . 10.313. у =  
= С1 + C2 sin x + Сз соs х  + �ех - sin 2x. 10.314. у =  ekx ( l  + ( 1 - k)x) . 

10.315. у" - у' - 6у = О ,  у = С1 е3х + С2е-2х . 10.316. у" - 2у' + у = О ,  у = 
= ( С1 + {J2x )ех . 10.317. y't. - 6у' + 13у = О, у = ( С1 cos 2х + С2 sin 2х )е3х . 
10.318. у"' - 6у" + 12у' - Ву = О, у = ( С1 + С2х + Сзх2 )е�х . 
10.319. у111 - Ву" + 16у' = О, у = С1 + (С2 + Сзх)е4х . 10.321 .  у = 
= C1 e( l -v'З)x + C2e( l+v'З)x .  10.322. у =  e-3x (C1 cos 2x + C2 sin 2x) . 
10.323. у =  е3х (С1 + С2х) . 10.324. у =  С1 е2х + С2е-4х/з . 10.325. у =  
= ех ( С1 cos � + С2 sin �) . 10.326. у = e-xf2 (C1 + С2�) .  10.327. у = 
= С1 ех + е2х (С2 cos 3x + Сз sin Зx) . 
10.328. у = С1 cos х + С2 sin х + Сз cos JЗх + С4 sin JЗх .

. 

10.329. у =  С1 +С2х+ (Сз+С4х)е-х . 10.330. у =  С1 +С2х+Сзех+С4е-х . 
10.331 .  у = С1 cos x + С2 sin x + х(Сз cos x + С4 sin x) . 10.332. у = 
= (С1 +С2х)е2х + (Сз +С4х)е-2х . 10.333. у =  С1 +С2 cos 2х+Сз sin 2х + 
+ х(С4 cos 2� + С5 sin 2х) . 10.334. у =  С1 + С2х + Сзх2 + е3х .(С4 + С5х� . 
10.335. у =  (С1 + С2х)ех + (С3 + С4х) cos x + (С5 + С6х) sin x .  
10.336. у =  С1 + С2х + Сзх� + С4х3 + е-х (С5 + С5х) . 10.337. у =  ех . 
10.338. у = (7 - Зх )ех-2 . 10.339. у = 2 + е-х . 10.340. у = sh х. У и а-

5 1 з а н и е. Начальные условия: у (О) = О, у' (О) = 1 .  10.341 .  у =  2ех - 2е�х . 
10.342. у =  С1 е-х + С2е-2х + (е-х + е-2х ) ln (ех + 1 ) . 
10.343. у = (С1 - ln 1 sin x l )  cos 2x + ( С2 - х - � ctg x) sin 2х. 

10.344. у =  ( С1 + С2х + v'4 - х2 + x arcsin �) ех . 

( 
1 2 3 2) 2х 10.345. у = С1 + С2х + 2х ln x - 4х С . . / 

10.346. (Ах3 + Вх2 )е4х . 10.347. x(A cos 4x + B sin 4x) . 10 .348. Ах + 
+ B cos Bx + C sin Bx. 10.349. (Ах + B) sin 2x + (Сх + D) cos 2x . 
10.350. (Ах2 + Вх ) е4х . 10.351 .  Ах3 + Вх2 +. Сх. 
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10.352. ех ( (Ах + В) cos 2х + (Сх + D) sin 2х) . 
10.353. хе2х ( (Ах2 + Вх + С) cos Зх + (Dx2 + Ех + F) sin Зх) . 

( х ) x sh x  10.354. у =  С1 ех + С2 - 2 е-х . 10.355. у =  С1 ch x + С2 sh x + -
2
- . 

10.356. у = С1 ех + С2е-4х - �е-4х ( � + 
3
1
6
) е-х .  

10.357. у =  С1 е2х + С2е3х + � (5 cos 3x - sin 3x) . 

о 31: 8 _ (С С ) шх (m2 - n2 ) sin пх + 2тп cos nx 
1 · iJ • У - ' 1 + '2Х е + 

( 2 2 ) 2 
. т + п  

1 10.359. у = (С1 + C2x)emx + 
2m2 cos mx. 10.360. у = С1 cos x + 

+ C2 sin 2x + x(x sin x + cos x) . 10.361 .  у =  C1 cos 2x + C2 sin 2x + 
1 

+ 8 ( 1+x sin 2x) . 10.362. у = C1 exl2+C2e-xl2 -x3 • 10.363. у = С1е-2х + 
1 х 

+ С2е-3х + 2е-х + хе-2х .  10.364. у = С1 + С2е3х + 3е3х + 2х + 3х2 . 
10 .365. у =  С1 + С2х + (Сз + х)е-х + х3 - 3х2 . 

10.366. у = ( С1 + С2х + Сзх2 + 
х:) ех . 10.367. у = С1 + С2х + 

х2 , 
+Сз соs х + C4 sin x + 

12
(х2 + 2х - 12) . 10.368. у =  С1 ех + С2е-х + 

+ Сз cos x + С4 sin x + � (х - 3)ех - � sin x. 10 .369. у = С1 + С2х + 

+ Сзх2 + С4х3 + �: + ( �2 
- 4х + С5) ех . 10.370. у =  е2х- 1 - 2ех + е - 1 . 

10.371 . у =  ех - е-х +х2 • 10.372. у =  � + cos 2х+  1
7
6 

7Г sin 2х . 10 .373. у =  
= 2 cos x - 5 sin x + 2ех . 10.374. у =  2хех . 10.375. у =  cos x + 2 sin x + 
+ е-х + 3ех + 2хех .  10.376. у = ех ( (2х - 7Г - l ) sin x - 1Г СОs х) .  
10.377. у =  C1 cos ln lx l  + C2 sin ln lx l . 10.378. у =  C1 cos (2 ln l x l )  + 

+ С2 sin (2 ln l x l )  + 2х . 10.379. у =  С1х3 + �� - 2 ln x + � ·  10.380. у =  
= С1 + С2 х2 + Сзх4 . 10.381. у = С1 + C2 ln lx l  + Сзх3 • 10.382. у = 

1 = (2х + l ) (C1 + C2 ln l 2x + 1 1 ) .  10.383. у = -l 2 sh x .  10.384. у = . s 1 7Г 
sh x cos x = -
h 

. 10.385. у = - -.- (единственное решение) . 10 .386. Нет реше-
s 1 sш l 

ний. 10 .387. (х -_2) 2 + у2 = 5 .  10.388. у =  1 - sin x - cos x .  10.389. у =  

g х = . 10.390. у = - - х2 + x2 ln х .  
2 
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10.391 .  х = e -at (а cos /3t + аа; 
vo sin /3t) , где а = 2� , /3 = j � - а2 . 

d2x dx У к а  з а  н и е. Уравнение имеет вид т dt2 + Л dt + kx = О . 

_ - at ( h д аа + vo h д ) Л д � 10.392. х - е а с /Jt + /3 s /Jt , где а = 2m , /J = 
у а� 

+ :;;;, · 
d2x dx У к а з  а н  и е .  Уравнение имеет вид dt2 + Л dt - kx = О . 

Vo . 10.393. а) r = а ch wt; б) r = - sh wt. У к а з  а н  и е. Уравнение имеет вид 
. (А) 

d2
d � = w2r . 10.394. r = ae-µ"'t (chwJl+ µ2 t + Щ sh wJl+ µ2 t'\ . t 1 +  µ2 ) 

3 10.395. Т = Jg ln (9 + J80) � 3 с. У к а з  а н  и е. Уравнение имеет вид 

d2 s g g 
dt2 - 9s = g '  где s - путь , пройденный за время t концом опускаю-

2g sin ЗОt - 60Jg sin Jgt щейся части цепи. 10.396. х = (см) . У к а з а-g - 900 
d2x 

н и  е. Если х отсчитывать от пол;ожения покоя груза , то 4 dt2 = 4g -
- k(x0 + х - y - l ) ,  где х0 - расстояние точки покоя груза от нача�ьной 
точки подвеса пружины, l - длина . пружины в состоянии покоя, поэ-

d2х тому k (xo - l) = 4g и, следовательно, 4 dt2 = -k(x - у) , где k = 4g, 
g = 981 см/с2 • 

10.397. i = e - 2: t Е ((Lw - _!__) cos /_l_ - R2 t-
(Lw - 1/ (Cw) ) 2 + R2 Cw У LC 4L2 

-� ( w + L�w ) J1/ LC -
1 
R2 / (4L2 ) 

sin J L� - :r,2
2 t) + 

+ Е 
2 ( ( Cl - Lw) cos wt + R sin wt) . 

( 1 / (Cw) - Lw) + R2 w 
d2 · di 1 de У к а з  а н  и е. Дифференциальное уравнение цепи: L dt� + R dt + С i = dt · 

10.398. i = � t sin �· <J Имеем �� = Ew c�swt . Дифференциаль­

d2 . 1 ное уравнение цепи: L dt� + С i = Ew cos wt. Общее р ешение соответ-
. с 1 с . 1 ствующего однородного уравнения: i0 = 1 cos !"Т'7'1t + 2 sш !"Т'7'1t. vLC vLC 
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Частное решение линейного неоднородного уравнения имеет вид i = 
= t (A cos wt+ B siп wt) . Тогда �: =  t (-Aw siп wt+ Bw coswt) +A coswt + 

d2""; + В sin wt , dt; = t ( --Aw2 cos wt-Bw2 siв wt)+ (-2Aw sin wt+2Bw cos wt) .  
- d2i 1 Подставляя в уравнение выражения i и dti и учитывая, что Lw2 - С = 

= О ,  получим тождество L (-2Aw siп wt + 2Btv cos wt) = Ew coswt, 
4 о в Е С ""; Е .  t О отиуда 

, 

= , = 2L . лсдовательно, i = 2L t 
sш ./LC . 

бщее 
. С 1 с ·  1 Е . 1 В решение: i = 1 cos ./LC t + 2 sш ./LC t + 2L t sш ./LC t .  ычисляя 

di С1 . 1 С2 1 Е 1 
& = - .;rc sш лс t + .;rc cos .;rc t + 

2L./LC t cos .;rc t + 

+ EL sin � t и используя нача.'!ьные условия , найдем С1 = С2 = О. 2 v LC 
и . Е . 1 сномое частное решение: i = 2[, t sш ./LC t .  r> 

. Е . Е ( ) О 400 2 2 10.399. i = 
- 2wL cos r.p sш wt + 2[, t cos wt + r.p . 1 . . х + у = 

= z2 - 2z (y - ху' ) ,  х + уу' = zz' - z' (y' - ху' ) .  10.401 .  уу' + zz' = О ,  
2 dx dy dz du dx у2 + 2xzz' = х2 z' . 10.402. - = - = - = . 10.403. - = 1 z и xyz - z3 1 

= dy = du = �1!. = d1:1 .  10.404. dx = dy = dz = du = dv = 
и v w у2 1 v w t v + w 

= -51:!!!_ = -5!:!__ . 10_405_ dx = dy = dz 
= _ 

d� = dv = dw 
w + t t + v 1 v и 2у - z w х + у - z 

dx dy dz dt du dv dw 10.406.  - = - = = -- = - = - = - 10.412 . С1 х2 = 1 t х2 - uz z + ·и dv w -ху 
= 2t + С2 , у2 = C1 (2t + С2 ) .  10.413. i2 = t2 + С1 , у'2 = t2 + С2 . 
10 414 2 _ �С1 + С2 - х)2 2 _ (С1 - С2 + х)2 

• у - z - 10.415.  х = · 

2(С2 :-- х) ' 2 (С2 - х) 
= ln l C:{ (C1 t-!- C2 ) I ,  у =  ln lCз (C1 t + C2 ) I - С1 , z = (С1 + l ) t + С2 . 

2 10 .416. х2 + у2 + z2 = С1у ,  z = С2у .  10.417. х = C1 t ,  у =  C2et + Ci
. 

10.418. z - 2у = С1 , 2Jz - х - у + у = С2 . 10.419. х2 == С1 e2t + C2e-2t , 
1 ' у2 = G\ e2t - C2e-2t . 10 .420. у = х + G\ 02 е - с, х ,  z = С2е0• х ;  у = 

з Зх2 
з 3 2 = х - е х , z = с - х . 10.421 .  z = С1 у ,  у = 201 -i- C2 ; z = у , 11 = 2х + 1 . 
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10.422. а) Да ; б) нет . У к а з а  н и  е . Соотношение ер( t , х , у) = С 11вл11етс11 
первым интегралом системы х;, = f1 (t , х, у) , у;, = f2 (t , х , у) тогда и 

дер дер дер толыю тогда , иогда дt + f1 (t , х , у) дх + f2 (t , х, у) ду = О . 

10.423. 2е2-У = х2 + (у - 1) 2 . 10.424. у3 + 3у (х2 - 1) - 10 = О. 10 .425. у = 
= x( l + ln vТxf ) . 10.426. (у - х)2 + х2 = 1 .  10.427. у = C1 xi+./2 + 
+ c2x1-v'2, z = xh-1 c1 (2 + /2) + x-v'2-1c2 (2 - /2) . 10.428. у = 

С1 С2 С1 + С2х , z = 2С2 + - . 10 .429. х = C1 t + - , у = -C1 t + х t С2 _ С2 _ t С1 + - . 10.430. х - -2 , у - С2е - -2 . 10.431 .  х = C1 et + С2еи , t t t 
у = C1 et + 2C2e2t . 10.432. х = ЗС1 е2t + C2e4t , у = C1 e2t + 
+C2e4t ;  х = Зе21 , у =  e2t . 10.433. х = e5t (C1 cos 2t + C2 sin 2t) , 
у =  еы ( (С1 - C2 ) sin 2t - (С1 + C2 ) cos 2t) ; х = eы (cos 2t - sin 2t) , 
у = 2еы sin 2t . 
10.434. х = e-2t (C1 cos Зt + С2 sin Зt) , 

у = �e-2t ( ( 4С1 - ЗС2 ) cos Зt + (ЗС1 + 4С2 ) sin Зt) . 

10.435. х = (2C1 t + 2С2 + C1 )e-t , у =  (C1 t + C2 ) e-t . 

10.436. х = (C1 t + C2 )e-зt ,  у =  (-c1 t + �1 - c2) e-3t ;  х = 2te-зt , 

( у'3 . у'З )  
у = ( 1 - 2t)e --зt . 10.437. х = C1 et + e-t/2 С2 cos 2t + Сз sш 2t , 

у =  C1 et + �e-t/2 ((сзvГз - С2 ) cos v; t - (С2v'З + Сз ) sin v; t) , z = 

1 ( . vГз vГз ) = C1 et + 2e-t/2 (C2J3 - Сз ) sш 2t - (Сзv'З + С2 ) cos 2t ; х = 

= у = z = et . 10.438. х = C1 e2t + C2e-t ,  у = С1 е21- + Сзе-t , 
z = C1 e2t - (С2 + Сз )е-t ;  х = e2t + e-t , 11 = еи + e-t , z = e2t -
- 2е-1 .  10 .439. х = С1 + ЗС2е21 , у = -2С2еи + Сзе- t , z = С1 + 
+ C2e2t - 2Сзе-t . 10.440. х = С1 et + С4е21 + Сзе31 , у = С1 е1 + 2Сзе3t , 
z = 2С1 е1 + C2e2t + 2С3е31 .  10.441. х = 2С1 e2t + С2е-31 - �t - 1

5
8
, 

у = C1 e2t + ЗС2 е-3t - � - 1
1
2 . 10 .442. х = (С2 cos t + С'.! sin t - l )et , 

t ( 
t2 tЗ t) ?t y = (C1 sin t - C2 cos t)e . 10.443. х =  С1 + С2t + 2 + 3 - Зе е- , 
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(с С2 с tЗ t) 2t У = 1 - 3 + 2 t + 2 - 2е е . 
10.444. х = С1 cos t + С2 sin t - t cos t , 

у = ( С2 - С1 ) cos t - ( С1 + С2 ) sin t + t ( cos t + sin t) . 
10.445. х = С1 cos t + С2 sin t + tg t , у = -С1 sin t + С2 cos t + 2 .  

10.446. х = З(С1 е2t + C2e-2t ) + Сз cos 2t + С4 sin 2t, 

у =  2 (C1 e2t + C2e-2t ) - 2 (Сз cos 2t + С4 sin 2t) .  
У и а з  а н  и е .  Исиать решение системы в виде х = Aekt , у = Bekt . 

a ( l - 2-t ) За( l - 2-t )  10.447. х = 
4 

, у = 
4 

. У и а з а н и е. Система диф-
ференциальных уравнений: х = k1 (a - х - у) , у = k2 (a - х - у) . 

k vо Гт . k х2 k2y2 
10.448. х = a cos r:::;; t , у =  -

k
- sш г,;:;;t ;  2 + --2 = 1 .  У и а з а-

у m  y m  а mv0 
н и е. Дифференциальные уравнения движения: тх = -k2x , ту = 
= -k2y .  10.449. Неустойчиво. 10.450. Устойчиво. 10 .451 .  Неустойчиво. 
10.452. Асимптотичесии устойчиво. 10.453. Асимптотичесии устойчиво, 
если а <  - 1/2 ; устойчиво, если а = - 1/2 , и неустойчиво при а >  - 1 /2 . 

10.454. Z; = -ер; + f; (t , Z1 + <p1 (t) , . . .  , Zn + 4?п (t) )  = F; (t , Z1 , . . .  , Zn ) , 
i = 1 , 2 , . . .  , п. У и а з  а н  и е. Преобразовать систему ( 1 )  и новым пере-
менным, полагая z; = х; - <р; , i = 1 , 2 , . . .  , п .  
10.455. Точна поиоя х; = О (i = 1 ,  2 , . . .  , п) системы .дифференциаль-
ных уравнений устойчива, если для любого € > О  найдется 6(е) > О  та-

п n · 

:кое ,  что ИЗ неравенства L хт (tо ) < 62 (е) следует L хт (t) < t при всех 
i= l  i=l n 

t � t0 . Если, :кроме того, выполнено соотношение lim L x� (t) = О ,  - t--t+oo i= l  
то  точ:ка по:кон системы асимптотичес:ки устойчива. Точ:ка по:коя не-
устойчива ,  если найдутся е > О и номер i таиие, что при любом 6 >\ О 
из неравенства lx ; (to ) I < 6 следует l x; (t) I > е для не:которого t > to .  
10.456. Неустойчивый фо:кус . 10.457. Седло. 10.458. Неустойчивый фо­
:кус . 10 .459. Устойчивый узел. 10.460. Устойчивый узел. 10 .461 .  Устой­
чивый узел . 10.462. Ни при :ка:ких а. 10.463. l a l � 2 .  
10.464. а < О ,  l a l  � 1 /3 1  - случай большого «Отрицательного трению> , 
точ:ка по:коя - неустойчивый узел; а < О, l a l < 1 /3 1  - случай «отри­
цательного трения» , точ:ка по:коя - неустойчивый фо:кус ;  а = О, точ:ка 
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по:коя устойчива - центр; а > О, la l < l.В I , точ:ка по:коя -- устойчивый 
фо:кус ; а > О, l a l :;?: 1.В I , сопротивление среды вели:ко, точ:ка по:коя -
устойчивый узел. У :к а з а  н и  е. Заменить уравнение э:квивалентной 
нормальной системой х = у , у = -2ау - ,82 х. 
10.465. У :к а з  а н  и е. Использовать запись частного решения однород­
ной системы при различных значениях хара:ктеристичес:кого :корня. 
10.466. Неустойчива . 10.467. Устойчива . 10.468. V = х2 + у2 ; устой­
чива . 10.469. V = :с2 + у2 ; неустойчива . 10 . 470. V = х4 + у4 ; устой­
чива. 10.471. V = х2+у2 ; неустойчива . 10 .472. V = 2х2 +у2 ; устойчива . 

1 10.473. V = у2 - 2х2 ; неустойчива . 10.474. Устойчива. 10.475. Не-
устойчива . 10.476. Неустойчива. 10.477. Устойчива. 10.478. Устойчива. 
10.479. Неустойчива . 10.480. V = 3х2 + 4у2 ; асимптотичес:ки устойчива . 
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