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ПРЕДИСЛОВИЕ ТИТУЛЬНЫХ РЕДАКТОРОВ 

Настоящее издание «СборниRа задач по математиRе для втузов» 
подверглось значительной перестановRе глав и их распределению 
по томам. В результате первый том содержит алгебраичесRие раз­
делы Rypca высшей математиRи, в том числе веRторную алгебру и 
аналитичесRую геометрию, определители и матрицы, системы ли­
нейных уравнений, линейную алгебру и новый раздел - общую 
алгебру. 

Второй том полностьЮ посвящен изложению основ математи­
чесRого анализа, дифференциальному и интегральному исчисле­
ниям фунRций одной и несRольRих переменных, а таRже диффе­
ренциальным уравнениям. 

В треТьем томе собраны специальные разделы математиче­
СRого анализа, Rоторые в различных наборах и объемах изучаются 
в техничесRих вузах и ·университетах. Сюда относятся таRие раз­
делы, RaR веRторный анализ, элементы теории фунRций RомплеRс­
ной переменной, ряды и их применение, операционное исчИсление, 
методы оптимизации, уравнения в частных производных, а таRже 
интегральные уравнения. . 

НаRо.нец, четвертый том содержит теоретичесRие введения, ти­
повые примеры и ци�лы задач по теории вероятностей и матема­
тичесRой статистиRе. 

УRазанные выше изменения составляют лишь струRтурную пе­
реработRу СборниRа, ниRоим образом не затрагивая ни расположе­
ния материала внутри соответствующей главы, ни последователь-
ности нумерации примеров и задач. · 

В смысловом отношени'и авторы внесли тольRо следующие из­
менения. Во всех разделах СборниRа исRлючены теоретичесRие 
введения и циRлы задач, связанные с численными методами. Дело 
в том, что в настоящее время существует целый ряд программных 
оболочеR, Rаждая из Rоторых реализует достатQчно полный набор 
стандартных методов. приближенного решения задач, а основные' 
навьши работы с Rомпьютером можно приобрести уже в ШRоле. 
Авторы посчитали таRже необ,ходимым добавить один новый раз­
дел «Основы общей алгебры'> И предложить циRл задач по тензорной 
алгебре в разделе «Линейная алгебра» в первый, «алгебраичесRий'> 
том СборниRа. Это связано с тем, что Rруг идей и методов общей 
алгебры все глубже прониRает в науRоемRие отрасли промышлен­
ности и, следовательно, становится необходимой частью образова­
ния и подготовRи специалистов по инженерным специальностям. 

!\роме отмеченного выше, авторами выполнена стандартная 
техничесRая работа по исправлению ошибоR, описоR и других не­
точностей, учтены таRже все замечания, возниRавшие в процессе 
работы с предыдущими изданиями СборниRа. 

А. В. Ефимов, А. С. Поспедов 



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ 

Идея создания «Сборника задач по математике для втузов» , со­
держащего задачи по всем разделам курса математики инже:церно­
технических специальностей вузов, принадлежит Б. П. Демидови­
чу. Однако преждевременная смерть профессора Б. П. Демидовича 
помешала ему осуществить эту работу . Настоящий «Сборник за­
дач» , подготовленный авторским коллективом, имеющим большой 
педагогический опыт работы во втузах, - воплощение в жизнь 
идеи В. П. Демидовича. 

Общая структура «Сборника задач)> предложена редактором 
А. В. Ефимовым и отражает содержание программы по математике 
для инженерно-технических специальностей вузов, рассчитанной 
на 510 часов и утвержденной Учебно-методическим управлением по 
высшему образованию Минвуза СССР 14 мая 1979 г. При соста­
влении «Сборника задач)) нашел отражение и опыт преподавания 
курса математики в Московском институте электронной тех�ики, 
рассчитанного на 600-700 часов. 

В сборнИк включены задачи и примеры по всем разделам вту­
зовского курса математики. С целью закрепления материала 
школьной программы в нем, кроме того, приведен ряд задач, по­
зволяющих более углубленно повторить основные разделы ана­
лиза и векторной алгебры, изучаемые в школе. 

Одной из основных особенностей настоящего сборника явля­
ется включение в большинство глав цикла расчетных задач, ре­
шение которых требует использования ЭВМ. 

Предлагаемая первая часть сборника «Линейная алгебра и ос­
новы математического анализа)) включает те разделы математики, 
которые как правило, изучаются на первом курсе. Сюда относятся 
векторная алгебра с элементами аналитической геометрии, линей­
ная алгебра, а также дифференциальное исчисление функций од­
ной и нескольких переменных и интегральное исчисление функ­
ций одной переменной. 

:Каждый раздел сборника задач снабжен кратким введением, 
содержащим как необходимые теоретические сведения ( определе­
ния, формулы, теоремы) , так и большое число подробно разобран­
ных примеров. Начало решения примеров и задач отмечено зна­
ком <З, а конец-знаком!>. :К задачам, номера которых �омечены 
соответственно одной или двумя звездочками, указания или реше­
ния даются в разделе «Ответы и указанию> . 



Глава 1 
ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 

И АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

§ 1 . Венторная алгебра 
1. Линейные операции над венторами. Вектором ( гео.метри"tески.м 

в ектором) а называетсн множество всех направленных отрезков, име-
ющих одинаковую длину и направление. О венком отрезке АЕ из этого 
множества говорнт, что он представлнет вектор а (получен приложе-
нием вектора а :к точке А) . Длина отрезка АЕ называетсн длиной 
(.модулем) вектора а и обозначаетсн сим-
волом lal = IAEI. Вектор нулевой длины 
называетсн нулевым вектором и обозна­
чаетсн символом О. 

Векторы а и Ь называютсн равными 
(а = Ь), если множества представлню­
щих их направленных отрезков совпадают . 

В рнде задач часто бывает удобно не 
Рис. 1 

различать вектор и :какой-либо представ,.тшющий его направленный от­
резок. Именно в этом смысле, например , следует понимать выражение 
«построить вектор». 

Пусть направленный отрезок АЕ представлнет вектор а. Приложив :к 
точке В заданный вектор Ь, получим некоторый направленный отрезан ОС. Вектор , представлнемый направленным отрезком АС, называетсн 
суммой векторов а и Ь и обозначаетсн а+ Ь (рис. 1 ) .  

Произведением в ектора а на  действительное "tисло Л называетсн 
вектор , обозначаемый Ла, таной, что: 

1) IЛal = IЛI · lal ; 
2) векторы а и Ла сонаправлены при Л > О и противоположно напра­

влены при Л <О.  
1 . 1 .  Дшшзать , что операция сложения венторов обладает следу-

ющими свойствами: 
а ) а + О =  а; 
б) ai + а2 = а2 + ai ( коммутативность) ; 
в) а1 + (а2 + аз ) = (а1 + а2 ) + аз ( ассоv,иативность) ; 
г ) Va3!b (а + Ь = О) 

(вентор Ь называется вентором, противопо.ложным вентору а, и 
обозначается символом -а) ; 
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д) Va1, а2 Э! аз {а1 +аз = а2) 
{вевтор аз называетсн разностью вевторов а2 и а1 и обозначаетсн 
символом а2 - ai). 

1.2. Довазать равенства: 
а) -а= {-l)a; 
б) а2 - а1 = а2 + (-а1); 
в) а= lalao, где ао - орт вевтора а, т. е. вевтор единичной 

длины, сонаправленный с вевтором а (а i= О). 
1.3. В параллелепипеде ABCDA' В'С' D' вевторы m, n, р пред­

ставлены ребрами АЕ, AD, АА' соответственно. Построить вев­
торы: 

1 1 1 а) m + n + р; б) 2m + 2n - р; в) -m - n + 2Р· 
1 

1.4. Даны вевторы ai и а2. Построить вевторы За1, 2а2, а1 + 
1 

+ 2а2, 2а1 - а2. 

1.5. Довазать, что: 
а) операцин умноженин вевтора на число обладает следующими 

свойствами: 

Оа =>.о= О, {>.1Л2)а = Л1(Л2а); 
б) операции сложенин вевторов и умноженин их на числа свн­

заны следующими двумн свойствами дистрибутивности: 
Л{а1 + а2) = Ла1 + Ла2 и (>.1 + Л2)а = Л1а + Л2а. 

1 .6 .  Довазать равенства: 
1 1 

а) а+ 2(ь - а)= 2(а + Ь); 
1 1 

б) а - 2 (а + Ь) = 2 (а - Ь). 
:Кавов их геометричесвий смысл? 

1.7. AD, ЕЕ и cF - медианы треугольнива АБС. Довазать 
равенство АО + ЕЕ + cF = О. 

1.8. АК и ЕМ - медианы треугольнива АБС. Выразить 
через р = АК и q = ЕМ �евторы АЕ, ЕС и сА. 

1.9. В параллелограмме ABCD обозначены: АЕ =а, AD = Ь. 
Выразить через а и ь вевторы МА, мв, мё и MD, где м -
точна пересеченин диагоналей параллелограмма. 
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1.10. В треугольни:ке АБС АМ = аАЕ и cN = {ЗCJti. По­
лагая АЕ = а и АС = Ь, выразить AN и М через ве:кторы 
а и Ь. 

1.11. АВСDЕF-правильный шестиугольни:к, причем АЕ = 
�' ВС = q. Выразить через р и q ве:кторы cD, DE, ЕР, FA, 
АС, AD и АЕ. 

1.12. М -точ:ка пересечения медиан треугольни:ка АБС, О -
произвольная точ:ка пространства. До:казать равенство ОМ = 

= � ( оА + ов + оС). , 1.13. В пространстве заданы треугольни:ки АБС и А' В'С'; М 
--'--7 

и М' - точ:ки пересечения их медиан. Выразить ве:ктор ММ' 
-f ---+ --t 

через ве:кторы АА', БВ' и СС'. 
1.14. Точ:ки Е и F -середины сторон AD и БС четырех-

угольни:ка ABCD. До:казать, что ЕР= �(АЕ + DC). Вывести 
отсюда теорему о средней линии трапеции. 

1.15. В трапеции ABCD отношение длины основания AD :к 
длине основания БС равно Л. Полагая АС = а и ED = Ь, выра­
зить через а и Ь ве:кторы АЕ, ВС cD и DA. 

1.16. В треугольни:ке АБС lii = аАЕ и AN = {ЗАС. 
а) При :ка:ком соотношении между а и {3 ве:кторы MN и ВС 

:коллинеарны. 
б) Пусть а и {3 та:ковы, что ве:кторы М N и ВС не:коллинеарны. 

Полагая ВС = р и М N = q, выразить ве:кторы АЕ и АС через 
р и q. 

Система веиторов ai, ... , а2 называется линейно зависимой, если 
существуют числа >.1 , . . .  , Лn таиие, что хотя бы одно из них отлично от 
нуля и >.1а1 + ... + Лnan = О. В противном случае система называется 
линейно независимой. 

1.17. До:казать следующие геометричес:кие :критерии линейной 
зависимости: 

а) система а1, а2 линейно зависима в том и толь:ко в том слу­
ча'е, Rогда ве:кторы ai и а2 коллtтеарны, т. е. их направления 
совпадают или противоположны; б) система ai, а2, аз линейно зависима в том и толь:ко в том 
случае, :когда ве:кторы а1, а2 и аз компланарны, т. е. параллельны 
не:которой ПЛОСRОСТИj 

в) вся:кая система из n � 4 ве:кторов линейно зависима. 
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1 . 18 .  На стороне AD параллелограмма ABCD отложен вентор 

АЙ длины 1АК1 = �IADI, а на диагонали АС--вентор А1 длины 

1А11 = �IACI. Доназать , что веюоры кl и LE :коллинеарны и 

найти Л такое, что К L = Л · LE. 
1 . 19 .  Разложить вектор s = а+ Ь +с по трем неномпланарным 

венторам : р = а+ Ь - 2с, q = а - Ь, r = 2Ь + Зс. 
1 .20 Найти линейную зависимость между данными четырьмя 

неномпланарными венторами : р = а+ Ь, q = Ь - с, r = а -Ь +с, 
1 

s = Ь + 2с. 
1 .21 .  Даны четыре вентора а, Ь, с, d. Вычислить их сумму , 

если известно, что а + Ь + с = ad, Ь + с + d = (За и венторы а, 
Ь, с неномпланарны. 

1 .22 .  Доназать , что для любых заданных венторов а, Ь и с 
векторы а + Ь, Ь + с и с - а номпланарны. 

1 .23 .  Даны три неномпланарных ве1•тора а, Ь и с. Доказать , 
что векторы а+ 2Ь - с, За - Ь +с, -а+ 5Ь - Зс :компланарны. 

1 .24. Даны три неномпланарных вентора а, Ь и с. Вычислить 
значения Л, при :которых венторы Ла + Ь +с, а+ ЛЬ+ с, а+ Ь + Лс 
:компланарны. 

1 .25 .  Даны три неномпланарных вентора а, Ь и с. Вычислить 
значения Л и µ, при :которых ве1\торы Ла + µЬ + с и а+ ЛЬ + µс 
:коллинеарны. 

2 .  Базис и ноорд;m1аты вентора. Упорядоченная тройна не1юмпланар­
ных венторов е1 , е2 , е3 называется базисом в множестве всех геоме­
тричесних венторов. Веяний геометричес1шй ве1пор а может быть един­
ственным образом представлен в виде 

( 1 ) 
числа Х1 , Х2 , Х3 называются координатами вентора а в базисе 'В = 
= (е1 , е2 , е3) .  Запись ( 1 ) называют танже разложением вентора а по 
базис у 'В. 

Аналогично, упорядоченная пара е1 , е2 неноллинеарных венторов 
называется базисом 'В = ( е1 , е2) в множестве геометричесних венторов, 
номпланарных не1юторой плосности . 

Нанонец , вс1ший ненулевой вентор е образует базис 'В = (е) в мно­
жестве всех геометричесних венторов, ноллинеарных неноторому напра­
влению. 

Если вентор а е сть линейна.я комбинаци.я венторов а1 , . . .  , an с но­
эффициентами Л1 , . . . , Лn , т. е .  



§ 1 .  Векторная алгебра 1 1  

т о  каждан координата Х;(а) вектора а равна сумме произведений ко­
эффициентов Л.1 , • • •  , Лn на одноименные координаты векторов ai, 

n 
Х;(а) = L ЛkXi(ak) ,  i = 1 ,  2 ,  3 .  

k=1 
Базис � = ( е1 , е2 , е3 ) называетсн пр.ямоу20.11ьным, е сли векторы е1 , 

е2 и е3 попарно перпендикулнрны и имеют единичную длину . В этом 
случае приннты обозначенин 

Проекцией вектора а на вектор е называетсн число преа = lal cos ер ,  
где ер = (а;е)-- угол между векторами а и е (О � ер �  7r) . 

Координаты Х, У, Z вектора а в прнмоугольном базисе совпадают с 
проекцинми вектора а на базисные орты i, j, k соответственно, а длина 
вектора а равна 

Числа 
lal = Jx2 +y2 +z2 . 

-- х 
cosa: = cos (а, i) = 

J , х2 + у2 + z2 
-- у 

соs;Э = cos (а, j) = 
J , х2 + у2 + z2 

-- z 
COS/ = COS (а, k) = . / vX2 + у2 + z2 

называютсн направ.11.яющими косинусами вектора а. 

(3) 

Направлнющие косинусы вектора совпадают с координатами (про-
1 екцинми) его орта ао = j;f а. 

1 .26.  Задан тетраэдр ОАВС. В базисе из ребер оА, оЕ и оС 
найти :координаты: 

а) ве:ктора DE, где D и Е - середины ребер оА и ЕС; 
б) ве:ктора оР, где F - точ:ка пересеченин медиан основания 

АВС. 
1 .27. В тетраэдре ОАВС медиана AL грани АВС делится точ­

:кой М в отношении IAМI : IM LI = 3: 7. Найти :координаты ве:к­
тора оМ в базисе из ребер оА, oR, ОС. 

1 .28 .  Вне плос:кости паралле�амма ABCD взята точ:ка О. 
В базисе из ве:кторов оА, ОЕ и ОС найти :координаты: 

а) ве:ктора 00, где М - точ:ка пересечения диагоналей па­
раллелограмма; 

б) ве:ктора oR, где К - середина стороны AD. 
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1 .29 .  В трапеции АБСD известно отношение длин оснований: 

е = Л. Найти :координаты ве:ктора сЕ в базисе из ве:кторов 
ICJJI 
АВ и лD. 

1 .30. В треугольни:ке АБС АМ = аАЕ, AN = /ЗАС (а, /3-/­-/-О, 1; а/3-/-1), О - точна пересечения СМ и БN. В базисе из 
ве:кторов оМ- и oN найти ноординаты: 

а ) * *  ве:ктора оА; 
б) венторов АЕ, ЕС и сА. 
1 .31 .  В треугольни:ке АБС AR = аАЕ, БМ = /ЗвС, cF = 

= 1сА. Пусть Р,  Q и R - точни пересечения прямых В F и С К, 
СК и АМ, АМ и BF соответственно . В базисе из венторов АЕ 
и АС найти но ординаты венторов АР, EQ и GR. 

1 .32 .  Дан правильный пятиугольнин АБСDЕ. В базисе из 
ве:кторов АЕ и АЕ найти ноординаты: 

а) веюоров АС и AD; 
б) венторов ЕС, cD и DE. 
1 .33 .  Дан треугольнин АБС, AAf = �АЕ, AN = �АС. Пря­

мая М N пересенает ВС в точне К. 
а ) Найти :координаты ве:ктора AR в базисе из венторов АЕ 

и Аё . 
б) До:казать , что венторы р = АЕ + КЙ, q = ЕС + NМ 

и r = сА + МК ноллинеарны и определить 1шэф фициент [ в 
равенстве р = [q. 

1 .34. В тетраэдре АБСD DM - медиана грани BCD и Q -
центр масс этой грани. Найти ноординаты венторов J5М и AQ в 
базисе АЕ, АС и AD. 

В дальнейшем, если не оговаривается противное ,  ве:кторы предста­
влены своими :координатами в не:котором прямоугольном базисе. Запись 
а = { Х, У,  Z} означает , что ноординаты ве:ктора а равны Х, У и Z,  т .  е .  
а = Х i + У j + Zk. 

1 .35 .  Заданы венторы а1 = {-1, 2, О}, а2 = {3, 1, 1}, а3 = 1 = {2, О, 1} и а= а1 - 2а2 + 3а3. Вычислить : 
а )  la1I и ноординаты орта а1,о ве:ктора а1; 
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б) cos ( a;,-j); 
в) иоординату Х веитора а; 
г) прjа. 

13 

1.36. Заданы веиторы е = {-1, 1 , �} и а = {2, -2, -1} . 
Убедиться, что они иоллинеарны, и найти разложение ве1пора а 
по базису� = (е) . 

· 
1 .37. На плосиости заданы веиторы е1 = {-1, 2}, е2 = {2, 1} 

и а= { О, -2} .  Убедиться, что�= (е1 ,  е2 ) -- базис в множестве 
всех веиторов на плосиости. Построить заданные веиторы и найти 
разложение веитора а по базису �-

1 .38 .  Поиазать, что тройиа веиторов ei = { 1, О, О} , е2 = { 1, 1, О} 
и ез = { 1, 1 , 1} образует базис в множестве всех веиторов про­
странства. Вычислить иоординаты веитора а= -2i -k в базисе 
� = (е1, е2, ез ) и написать соответствующее разложение по ба­
зису. 

1 .39 .  Заданы веиторы а= 2i + Зj, Ь = -Зj -2k, с =  i + j -k. 
Найти: 

а) иоординаты орта ао; 
1 б) иоординаты веитора а -2 Ь + с; 

в) разложение веитора а+ Ь -2с по базису � = ( i, j, k); 
г) прj (а -Ь). 
1 .40. Найти иоординаты орта ао, если а= { 6, 7, -6} . 
1 .41 .  Найти Z(a) , если Х (а) = 3, У (а) = -9 и lal = 12. 
1.42. Найти длину и направляющие иосинусы веитора р = 

= За - 5Ь +с, если а = 4 i  + 7j + Зk, Ь = i + 2j + k, с = 2i - Зj -k. 
1 .43. Найти веитор х, иоллинеарный веитору а = i -2j -2k, 

образующий с ортом j острый угол и имеющий длину lxl = 1 5. 
1 .44. Найти веитор х, образующий со всеми тремя базисными 

ортами равные острые углы, если lxl = 2у'З. 
1 .45. :Найти веитор х, образующий с ортом j угол 60°, с ортом 

k - угол 120°, если lxl = 5J2. 
1 .46. При иаиих знач�ниях а и f3 веиторы а= -2i + Зj + ak и 

Ь = {Зi - 6j + 2k иоллинеарны? 
1 .47* . Найти веитор х, направленный по биссеитрисе угла между 

веиторами а= 7i - 4j  -4k и Ь = -2i -j + 2k, если lxl = 5Jб. 
1 .48. Заданы веиторы: а = { 1, 5, 3}, Ь = { 6, -4,  -2}, с = 

= { О, -5, 7} и d = {-20 , 27, -35} . Требуется подобрать числа а, 
f3 и 'У таи, чтобы веиторы аа, {ЗЬ, /С и d образовывали заминутую 
ломаную линию, если «начало)> иаждого последующего веитора 
совместить с «Rонцом)> предыдущего. 
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1.49. В тетраэдре ОАВС плоение углы трехгранного угла с 
вершиной О - прямые. Точна Н - основание перпендинуляра, 
проведенного из вершины О в плосности грани АБС. Найти но-
ординаты вентора OR в базисе из венторов оА, оЕ и ОС, если 
10Л1 = а, 1оВ1 = ь, 1ос1 = с. 

· 
3. Денартовы прямоугольные ноордm1атъ1 точни. Про стейпше задачи 

аналитичесной геометрии. Говорнт , что в трехмерном пространстве вве­
дена декартова прямоу20.л.ьная система координат (О, �), если за­
даны: 

1 ) некоторан точка О, называеман ншча.л.ом координат; 
2) некоторый прнмоугольный базис � = (i , j, k) в множестве всех 

геометрических векторов. 
Оси Ох, Оу и Oz, проведенные через точку О в направлении базис­

ных ортов i , j и k, называютсн координатными осями системы коорди­
нат (О, �) = Oxyz. 

Если М - произвольнан точка пространства, то направленный отре-
зок ОМ называетсн радиус-в ектором точки М. Координатами то'Чки 
М в системе (О, �) называютсн координаты ее радиус-вектора ОМ как 
геометрического вентора в базисе �' 

х(М) = Х(0М) , у (М) = У(0М) , z(M) = Z(0М). 
Если М1 (х1 , У1 , z1 )  и М2(х 2 , У2 , z2) - две произвольные точки в 

� пространстве, то координаты вектора М1М2 равны 
(4) 

Отсюда на основании (3) расстонние между точками выражаетсн форму­
лой 

р(М1, М2) = IM1M2I = J(x2 - х1 ) 2 + (у2 - У1 ) 2 + (z2 - z1 ) 2. 
При решении задач аналитичесной геометрии целесообразно макси­

мально использовать методы векторной алгебры. 
П р и м е р  1. Заданы вершины A(l ,  О, -1) , В(2 , 2 , 1 )  и точка 

Е(- 1 ,  2 , 1 ) пересеченин медиан треугольнина АБС. Найти координаты 
вершины С. 
<J Так кан ноординаты вершины А заданы, то длн вычисленин коорди­
нат вершины С достаточно найти координаты вентора АС. Пусть EF -
медщша, проведеннан из вершины В. Тогда 

АС = 2м = 2 (fut + м) = 2 (АВ + �БЕ) (5)  

( здесь использован тот факт , что точка Е .делит медиану BF в отно­
шении 2 :  1 ) .  Далее ,  из условий задачи с помощью формулы (4) вычи-
слнем координаты векторов АЕ = { 1 ,  2 , 2} и ЕЕ = {-3, О, О}, откуда 



§ 1 .  Векторная алгебра 15 

на основании (5 )  получаем АС =  { - 7, 4, 4} и, нанонец, вновь использун 
формулу (4) , находим ноординаты точни С: 

х (С) = х (А) + Х(АС) = -6; 
у (С) = у (А) + У(АС) = 4 ;  
z(C) = z(A) + Z(AC) = 3 . [> 

Пусть на прнмой l заданы точни М1, М2 и М, причем М1 -f. М2. 
Рассмотрим венторы м;М и М мi. Тан нан они ноллинеарны, то най­
детсн таное действительное число Л, что Х1;М = Л · Мм;. Число Л 
называетсн отношением, в нотором точна М делит направленный отре-

� . 
ЗОJ\ М1М2, п8ичем оно положительно, если точна 111 находитсн внутри 
отрезна М1М2, отрицательно (и Л -f. - 1) ,  если М находитсн вне М1М2, 
и равно О, если М = М1. 

П р и м е р  2 .  Знан ноординаты точен М1(х1 , у1 , z1) и М2(х2 , У2 , z2) 
� и отношение Л ,  в нотором точна М делит направленный отрезан М1М2, 

найти но ординаты точни М. 
-:::--=-:+ -:::--=-:+ <1 Пусть О - начало ноординат. Обозначим: ОМ1 = r1 , 01112 = r2 , 

оМ = r. Тан нан 

M1M = r - r1 , 
то 

отнуда ( тан нан Л -f. - 1 )  
r - r1 = Л (r2 - r) , 

r1 + Лr2 r =  1 + л . 

ПолученнаR формула и дает решение задачи в nенторной форме. Пе­
реходн в этой формуле н ноординатам, получим 

х1 + Лх2 Х =  1 + л ' 
У1 + Лу2 у =  l + Л ' (6) 

1 .50. Точка M(l ,  -5, 5) задана своими координатами в декар­
товой прямоугольной системе координат (О, 11) = (i, j , k)) .  Найти 
ноординаты этой точ1ш в системе (О' ,  1131 = (i', j ' ,  k' )) , если: 

--+ 
а ) 00' = -2i + j - k и i' = i, j' = j , k' = k; 
б) О' = О и i' = -j , j' = k, k' = i; 
) 001 • ., 1 (. ') ., 1 . ( ' ') k' k В =JИ I =J2I+J, J =J2I-J, = 

(предварительно убедитьсR, что 113' - прRмоугольный базис) . 
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1.51. Даны три вершины А(3,  -41 7), В (-5, 3; -2) и C(l, 2 ,  -3) 
параллелограмма ABCD. Найти его четвертую вершину D, про­
тивоположную в. 

1.52. Даны две смежные вершины параллелограмма А(-2, 6), 
В (2 ,  8) и точка пересечения его диагоналей М(2, 2). Найти две 
другие вершины. 

1.53. Определить координаты вершин треугольника, если из­
вестны середины его сторон: К(2, -4), М(6, 1), N(-2, 3). 

1.54. На оси абсцисс найти точку М, расстояние от которой до 
точки А(3 ,  -3) равно 5. 

1.55. На оси ординат найти точку М, равноудаленную от точек 
А(1, -4, 7) и В (5, 6 ,  -5). 

1.56. Даны вершины треугольника А(3 ,  -1 , 5), В (4, 2 ,. -5) и 
С(-4, О, 3). Найти длину медианы, проведенной из вершины А. 

1.57. Отрезок с концами в точках А(3,  -2) и В(6 ,  4) разделен 
на три равные части. Найти координаты точек деления. 

1.58. Определить координаты концов отрезка, который точками 
С(2, О, 2) и D(5, -2, О) разделен на три равные части. 

1.59*. Заданы точки A(l, 2 ,  3), В (2,  -2, 1), С(3,  О, 3) и 
D(16 ,  10, 18). Е - точка пересечения плос1юсти ОАВ (О - на­
чало координат) с прямой, проведенной через точку D параллельно 
прямой ОС. Найти координаты точки Е. 

1.60* .  Заданы точки А(2,  5, 2) и В(14, 5, 4); С - точка пересе­
чения координатной плоскости Оху с прямой, проведенной через 
точку В параллельно прямой ОА. Найти координаты точки С. , 

1.61. Даны вершины треугольника А(1, -1, -3), В(2 ,  1, -2) 
и С(-5, 2, -6). Вычислить длину биссектрисы его внутреннего 
угла при вершине А. 

<] Найдем разложение вектора АЕ по базису из венторов АЕ и АС. АВ АС . � . � Пусть е1 = jA1fi и е2 = � - орты векторов Ан и А(.,'. Тогда 

вектор АЕ сонаправлен с вектором е = е1 + е2 (ер. с задачей 1.47), т. е. 
существует число Л > О такое, что 

� (АВ АС ) 
АЬ' = Ле = Л -:-:::=:г. + -:-:::;:::г. . IAHI IACI 

С другой стороны, 

.АЕ = АС + с"Е = АС+ µсЕ = АС+ µ(АЕ - АС) = 

(7) 

= µАЕ + с1 - µ)АС, µ>о. св) 
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Формулы (7) и (8) 'Предс�авлRют собой два разложениfl ве�тор� АЕ 
по базису из веиторов АЕ и АС. В силу единственности разложениfl 
веитора по базису имеем 

.А 
IAEI=µ и 

Peшafl систему (9), находим 

.А �=.1-µ. 

л _ 1 _ 1АВ1 · IACI 
- 1;1А"С1 + 1;1i.i}1 - 1i.i}1 + 1А"С1' 

таи что формула (7) принимает вид 

л:Е - \АС\ АВ . 1АВ1 АС 
- 1АВ1 + 1ЛС1 + 1АВ1 + 1ЛС1 . 

Из условий задачи находим: 

(9) 

(10) 

АВ = {1, 2, 1} и 1АВ1 = v'б, АС= {-в, з, -з} и IACI = зJб, 
и на основании (10) получаем 

л:Е = �АВ +�АС, 
отиуда 

1.62. ТреугольниR задан Rоординатами своих вершин 
А(З, -2, 1), В(З, 1, 5), С(4, О, 3). Вычислить расстояние от на­
чала Rоординат до точRи пересечения медиан этого треугольниRа. 

1.63. Даны вершины треугольниRа A(l, О, 2) , B(l, 2, 2) и 

С(5, 4, 6). ТочRа L делит отрезоR АС в отношении,\= � ' СЕ -
медиана, проведенная из вершины С. Найти RООрдинаты точви 
М пересечения прямых BL и СЕ. 

4. Скалярное произведе1Ше векторов. Скамрным произведением не­
нулевых веиторов а1 и а2 называетсfl число 

(а1 , а2) = \a1 lla2 I cos (a;,lii). 
Длfl сиалRрного произведениfl нарRду с обозначением (а1, а2) использу­
етсfl таиже обозначение а1 а2. 

Геометричесиие свойства сиалRрного произведениR: 
1) а1 1- а2 {::} а1а2 = О  (ус.11овие nерnендику.11.Ярности векторов) ; 
2) если <р = (a;,lii), то 
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Алгебраичесние свойства сналnрного произведениn : 
1 )  а1а2 = а2а1; 
2) (Ла1)а2 = Л(а1а2); 
3) а(Ь1 + Ь2) = аЬ1 + аЬ2. 
Если венторы а1 = {Х1, У1, Z1} и а2 = {Х2, У2, Z2} представлены 

своими ноординатами в прnмоугольном базисе , то скалnрное произведе­
ние равно 

Из этой формулы, в частности , следует формула длн определениn коси­
нуса угла между венторами 

1 .64. Взнв формулу ( * ) за определение сналнрного произведе­
нин, до1шзать справедливость алгебраичесних свойств 1), 2), 3) 
сналнрного произведенин. 

--- 27Г 
1 .65.  la11 = 3, la2I = 4, (а1 , az) = з· Вычислить: 

а) ai = а1 а1 ;  
б ) (3а1 - 2а2)(а1 + 2а2); 
в) (а1 + az)2. 
1 .66 .  la11 = 3, la2 I = 5. Определить, при ншюм значении о: 

венторы ai + о:а2 и а1 - о:а2 будут перпендинулнрны. 
1 .67. Вычислить длину диагоналей параллелограмма, постро­

енного на венторах а = р - Зq, Ь = 5р + 2q, если известно, что 

IPI = 2J2, lql = 3 и (p,{i) = �· 
1 .68 .  Определить угол между венторами а и Ъ, если известно, 

что (а - Ь)2 +(а+ 2Ъ)2 = 20 и lal = 1, IЪI = 2. 
1 .69 .  В треугольнине АБС АЕ = Зе1 - 4е2, ЕС = е1 + 5е2. 

Вычислить длину его высоты СЙ, если известно, что е1 и ez -
взаимно перпендиl\улнрные орты. 

1 .70 .  Вычислить ПРа+ь(2а - Ъ), если lal = IЪI = 1 и (a:h) = 
= 120°. 

1 .71 .  Известно, что АЕ = 2е1 - 6е2 и АС = Зе1 + ez, где 
ei и ez - взаимно перпендиl\улнрные орты. Определить углы 
треугольнина АБС. 

1 .  72. Найти угол, образованный единичными венторами ei и 
ez, если известно, что веRторы а = е1 + 2е2 и Ь = 5е1 - 4е2 
перпендинулнрны. 

1 .  73. Найти угол о: при вершине равнобедренного треуголь­
нина, знан, что медианы, проведенные из �юнцов основанин этого 
треугольниRа, взаимно перпендинулнрны. 



§ 1. Векторная алгебра 19 

1. 7 4 • .К вершине куба приложены три силы, равные по величине 
1 ,  2, 3 и направленные по диагоналям граней куба; проходящим 
через эту вершину. Найти величину равнодействующей этих трех 
сил. 

1.75. Задан прямоугольник ABCD и вне его произвольная точ-
кам. Доказать равенство м:А.мё = MB·MD. Вывести отсюда, 
что 1МА12+1мё12=1м:В12+1мJ312. 

1.76*. ABCD - равнобочная трапеция, АЕ = а - основа­
ние, AD = Ь - боковая сторона, угол между АЕ и AD равен �· 
Выразить через а и Ь векторы W, ciJ, АС и W. 

1.77. Зная, что JaJ = 3, Jbl = 1 ,  Jcl = 4 и а +  Ь + с  = О, 
вычислить аЬ + Ьс + са. 

1.78. Даны векторы ai = {4,  -2 ,  -4} и а2 = {6 ,  -3 ,  2} . Вы-
числить: 

а) aia2; б) (2а1 - 3а2 ) (а1 + 2а2 ) ; в) (а1 - а2 ) 2 ; 
г) l2a1 - a2li д) ПРа1 а2 ; е) пра2а1 ; 
ж) направляющие косинусы вектора ai; 
з) ПРа1+а2(а1 - 2а2 ) ; и) cos (�). 
1.79. Даны точки А(2,  2) и В (5 ,  -2) . На оси абсцисс найти - 7Г 

такую точку М, чтобы АМ В = 2. 
1.80. Найти длины сторон и величины углов треугольника с 

вершинами А(- 1 ,  -2 ,  4) , В (-4, -2 ,  О) и С(3, -2, 1). 
1.81. Для заданных векторов а, Ь и с вычислить прс (2а- 3Ь) : 
а) а =  -i  + 2j  + k, Ь = 3i + j + k, с = 4i + 3j; 
б) а =  i - 2j  + 3k, Ь = -3i + 2j - k, с =  6i + 2j + 3k. 
1 .82. Доказать, что четырехугольник с вершинами А(-3 ,  5, 6) , 

B(l, -5,  7) , С(8, -3,  - 1 )  и D(4, 7, -2) - 1шадрат. 
1.83. Найти косинус угла <р между диагоналями АС и BD па­

раллелограмма, если заданы три его вершины А(2 ,  1, 3) , 
В (5 ,  2 ,  - 1 )  и С(-3 , 3 ,  -3) . 

1.84. Вычислить работу силы F = i + 2j + k при перемеще­
нии материальной точки из положения А( - 1 ,  2 ,  О) в положение 
В (2 ,  1 ,  3) . 

1.85. Даны векторы а= { 1 ,  1 }  и Ь = { 1 ,  - 1 }. Найти косинус 
угла между векторами х и у, удовлетворяющими системе уравне­
ний 2х + у = а, х + 2у = Ь. 

1.86. Векторы а, Ь и с имеют равные длины и образуют попарно 
равные углы. Найти координаты вектора с, если а =  i + j, Ь = 
=j +k. 
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<J Если с = Xi + Yj + Zk, то из условия задачи следует , что вектор с 
удовлетворяет системе уравнений 

са = Х + У = аЬ = 1 ,  
сЬ = У+ Z = аЬ = 1 ,  

lcl2 = х2 + у2 + z2 = lal2 = 1ь12 = 2 .  

1 4 1 Решая эту систему , находим Х1 = - 3 , У1 = З' Z1 = -3 или Х2 = 1 , 
У2 = О, Z2 = 1 .  t> 

1.87. Лучи [ОА) , [ОБ) и [ОС) образуют попарно равные углы 
7Г 

величины з· Найти угол между биссевтрисами углов L.AOB и 
L.BOC. 

1.88. Найти воординаты вевтора х, воллинеарного вевтору а = 
= {2 ,  1 ,  - 1 }  и удовлетворяющего условию ах = 3. 

1.89. Вевтор х перпендивулярен вевторам ai = {2 ,  3, - 1 }  и 
а2 = { 1 ,  -2 ,  3} и удовлетворяет условию x(2i - j +k) = -6. Найти 
воординаты х. 

Если задан некоторый вектор е, то ортогональной составл.яющей 
произвольного вектора а вдоль в ектора е называется такой вектор ае, 
который коллинеарен е, а разн�сть а - ае перп�ндикулярна вектору е. 

Аналогично, орто2ональнои состав.л.яющеи вектора а в плоскости 
Р называется вектор ар , компланарный плоскости Р, причем разность 
а - ар перпендикулярна этой плоскости. 

1.90. Для вевтора а= {-1, 2 ,  1 }  найти ортогональную соста­
вляющую вдоль базисного орта j и ортогональную составляющую 
в ПЛОСI\ОСТИ ве:иторов i и k. 

1.91. Заданы веюоры е = { 1 ,  1 ,  1 }  и а= { - 1 ,  2, 1 }. Найти:  
а )  ортогональную составляющую вевтора а вдоль вевтора е; 
б) ортогональную составляющую вевтора а в плосвости Р, пер-

пендивулярной вевтору е. 
1.92. Заданы вершины треугольнива А ( - 1 ,  -2 ,  4) , В ( -4,  - 1 ,  2)  

и С(-5,  6, -4) ; BD - его высота , проведенная через вершину В.  
Найти во  ординаты точви D. 

1.93* . Заданы вевторы ei = { 1 ,  -2 , О } ,  е2 = { 1 ,  1 ,  1 }  и а= 
= { -2 ,  О ,  1 } .  Найти ортогональную составляющую ае1 , е2 вевтора 
в плосвости вевторов ei и е2. 

Если базис 'В = ( е1, е2, е3) - прямоугольный, то координаты про­
извольного вектора а = Х1е1 + Х2е2 + Х3е3 в этом. базисе могут быть 
вычислены по формуле 

Х; = ае;, i = 1 ,  2 ,  3. (1 1 )  
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В частности ,  формула (11) позволя:ет легно найти свя:зь между ноор­
динатами одного и того же вентора в различных пря:моугольных базисах .  

П р  и м  е р  3 .  Пусть базис 'В' = (i', j' ) 
получен из базиса 'В = (i, j) поворотом по­
следнего вонруг точни О на угол ер > О (мы 
считаем, что ер > О, е сли поворот произве­
ден против часовой стрелни, и ер < О в про­
тивном случае) (рис. 2). Установить свя:зь 
между ноординатами вентора а в базисах 'В 
и 'В'. 
<J Пусть а = Xi + Yj. Тогда 

а 

Рис. 2 

Х' = ai' = Xii' + Yji', У'= aj' = Xij' + Yjj' . ( 12 )  

С другой стороны, имеем: • •
/ 

.
. , 

(
7Г 

) . 
11 = coscp , Jl = cos 2 - ер = sшср, 

. •
/ ( 

7Г 
) 

. 
.., 

lJ = COS 2 + ер  = - SШ<р, JJ = COS<p. 

Поэтому формулы преобразования: ноординат (12) принимают вид 
Х' = Х coscp + У  sincp , 
У'= -Xsincp + Y coscp . 1> 

1.94. Вывести формулы преобразования: воординат точен плос­
вости при переходе от системы воординат (О, Q3 = ( i, j) ) в системе 

--7 
(О', Q3' = ( i', j') ), если 00' = xoi + yoj, а базис Q3' получен из ба-
зиса � поворотом на угол r.p > О вовруг точви О. 

1 .95. Написать формулы преобразования: воординат вевторов 
при переходе от базиса� =  ( i, j, k) в базису Q3' = ( i', j', k') , если 

i' = cos r.p · i + sinr.p · j, j' = - sinr.p · i + cos r.p · j , k' = -k. 
1.96. В прямоугольном базисе Q3 = ( i, j, k) вевтор а имеет 

разложение а = -2i + j - k. Убедиться:, что тройва вевторов 

i' = i, j' = � j - �k, k' = � j + �k 

тавже образует прямоугольный базис Q3' = ( i', j', k') , и найти в 
этом базисе воординаты вевтора а. 

1 .97. Проверить , что тройва вевторов е1 = { 1 ,  -2 , О} , е2 = 
= {О ,  1, 1 }  и е3 = { 1 ,  2 ,  2}  образует (восоугольный) базис . Выра­
зить сваля:рное произведение вевторов а1, а2 через их воординаты 
в этом базисе, е сли 

а1 = xi1)e1 + х�1 )е2 + Х�1 )ез и а2 = xi2)e1 + х�2)е2 + х�2)е3. 
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5. Венторное проmведе1Ше венторов. Упор11доченна11 тройка неком­
планарных векторов е 1, е2 , е 3  называетс11 правой, если наблюдателю, 
наход11щемус11 внутри телесного угла , образованного этими векторами, 
кратчайшие повороты от е 1 к е2 и от е2 к е 3  кажутс11 происход11щими 
против часовой стрелки. В противном случае тройка е 1, е2 ,  е 3  назы­
ваетс11 девой. 

Векторным произведением вектора а 1  на веитор а2 называетс11 век­
тор , обознаЧаемый символом [а 1, а2 ] (или а 1 х а2 ), определ11емый сле­
дующими трем11 услови11ми: 

1 )  длина вектора [а 1, а2 ] равна площади параллелограмма , постро-
енного на векторах a i  и a z, т. е .  l [a 1, а2 ]1 = la 1l la2 l sin (a;,li2); 

2) вектор [ а 1, а2 ] перпендикул11рен плоскости векторов а 1  и а2 ; 
3) упор11доченна11 тройка a i, a z, [а 1, а2 ] права11. 
Из определени11 векторного произведени11 следует, что 

a i  11 а2 <:=>[а �, а2 ] = О. 
Алгебраические свойства векторного произведени11: 
1) [а 1, а2 ] = -[а2 , a i]; 
2) [.Ла 1, а2 ] = .Л[а 1, а2 ]; 
3) [а 1  + а2 , Ь] = [а 1, Ь] + [а2 , Ь]. 
Если a i  = {Х1, У1, Z1} и а2 = {Х2 , У2 , Z2 } - веиторы, заданные 

своими координатами в правом пр11моугольном базисе, то разложение 
векторного произведени11 [а 1, а2 ] в том же базисе имеет вид 

или, в символической записи (с использованием пон11ти11 определител11 
3-го пор11дка ; см. § 1 гл . 2) 

j k 
[а 1, а2 ]= Х1 У1 Z1 

Х2 У2 Z2 

-- 27Г 
1 .98. la1 I = 1 ,  la2I = 2 и (а1 , а2 ) = з· Вычислить : 

( 13)  

а ) l [a1 , а2] 1 ; б ) 1 [2а1 + а2 , ai + 2a2]I; в) l [a1 + За2 , За1 - а2] 1 . 
1 .99. Кююму условию должны удовлетворять векторы а1 и а2 , 

чтобы ве:иторы а1 + а2 и а1 - а2 были :коллинеарны? 
1 . 100. Упростить выражения: 
а ) [i , j + k] - [j, i + k] + [k, i + j + k] , 
б) [а + Ь + с, с] + [а + Ь +с, Ь] + [Ь - с, а], 
в) . [2а + Ь, с - а] + [Ь +с, а + Ь], 
г ) 2i[j, k] + Зj [i , k] + 4k[i , j] . 
1 . 101 .  До:иазать , что [а - Ь, а + Ь] = 2 [а, Ь] и выяснить геоме­

тричес:иий смысл этого тождества . 
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1 . 102. lal = lbl = 5, (а, Ь) = 4· Вычислить площадь тре-
угольника , построенного на векторах а - 2Ь и За+ 2Ь. 

1 . 103. Векторы а, Ь и с связаны условием а + Ь + с  = О. 
Доказать ,  что [а, Ь] = [Ь, с]= [с, а]. Rаков геометрический смысл 
этого результата? 

1 . 104. Доказать , что при любых векторах а, р, q и r венторы 
[а, р], [а, q] и [а, r] номпланарны. -- 7r 

1 . 105. Jal = 2 ,  lbl = 5, (а, Ь) = 6. В
.
ыразить через венторы 

а и Ь единичный ве1,тор со, перпендинулярный венторам а и Ь и 
такой, что: 

а) тройка (а, Ь, с0) правая; 
б) тройна (Ь, со, а) левая. 
1 . 106. Заданы венторы ai = {З, - 1 ,  2}  и а2 = { 1 ,  2 ,  - 1 } . 

Найти ноординаты венторов: 
а) [а1 , а2 ]; б) [2а1 + а2 , а2 ]; в) [2а1 - а2 , 2а1 + а2]· 
1 . 107. Вычислить площадь треугольнина с вершинами A ( l ,  1 ,  1 ) ,  

В (2 ,  3 , 4 )  и С(4, 3 , 2 ) .  
1 . 108. В треугольнике с вершинами A( l ,  - 1 ,  2) , В(5,  -6,  2)  и 

C(l , 3 ,  - 1 )  найти высоту h = IEDI. 
1 . 109. Определить , при наних значениях а и fJ вентор o:i + 

+ Зj + (Jk будет нолл:Инеарен вентору [а, Ь], если а = { 3 ,  - 1 ,  1 } ,  
Ь = { 1 ,  2 ,  О} .  

1 . 1 10. Для заданных венторов а = {2 ,  О ,  З} , Ь = { -3, 5 ,  4} , 
с = {З, 4, - 1 }  вычислить проенцию вентора [а, Ь] на вектор 
(а, Ь)с. · 

1 . 1 11 .  Для -заданных векторов а= {2 ,  1 ,  - 1 } ,  Ь = { 1 ,  2 ,  1 } ,  
с= { 2 ,  - 1 ,  З} , d = {З, - 1 ,  2 }  вычислить проекцию вектора а+с 
на вектор [Ь - d, с]. 

1 . 1 12 .  Найти вектор [а, а+ Ь] +[а, [а, Ь]], если а = {2 ,  1 ,  -3 } ,  
ь = { 1 ,  - 1 ,  1 }. 

1 . 1 13 .  Найти вентор [АЕ + АС, [ЕС, АЕ]], если А(2 ,  2, 3 ) ,  
В ( 1 ,  О ,  4) , С(2 ,  3 ,  5) . 

1 . 114. Три ненулевых вектора а, Ь и с связаны соотношениями 
а= [Ь, с], Ь = [с, а], с= [а, Ь]. Найти длины этих векторов и 
углы между ними. 

1 . 115 .  Сила F = 2i - 4j + 5k приложена к точке А(4 ,  -2 ,  3 ) . 
Определить момент этой силы относительно точки 0(3 ,  2 ,  - 1 ) .  

1 . 116 .  Даны три силы: Fi = {2 ,  -1 ,  -3} ,  F2 = {3 ,  2 ,  - 1 }  и 
Fз = { -4,  1 ,  3 } ,  приложенные к точке А(- 1 ,  4 ,  2 ) .  Определить 
величину и направляющие косинусы момента· равнодействующей 
этих сил относительно точ1ш 0(2,  3, - 1 ) .  
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1.117. Вычислить площадь параллелограмма, диагоналями но­
торого служат · венторы 2е1 - е2 и 4е1 - 5е2 , где ei и е2 - единич-
ные венторы и (el,e:i) = � · 

1.118. Найти координаты вектора х, если известно, что о н  пер­
пендинулярен векторам а1 = { 4, -2, -3} и а2 = {О, 1, 3 } ,  обра� 
зует с ортом j тупой угол и lx l  = 26. 

1.119. Найти коорд:Инаты вектора х, если он перпенди:Rулярен 
венторам а1 = {2, -3, 1 }  и а2 = {1, -2, 3} ,  а танже удовлетворяет 
условию x(i + 2j - 7k) = 10. 

1.120. При каких уеловиях уравнение а2 = (а1 , х] имеет реше­
ние относительно х? Сколько существует решений? 

1.121.  Найти составляющую вектора а = {-1, 2, О} , перпенди­
нулярную плоскости векторов ei = {1, О, 1} и е2 = {1, 1, 1 } .  

1.122. Как изм.енится выражение (13), если координаты век­
торов задать в левом прямоугольном базисе? Будет ли верна эта 
формула 1;1 случае косоугольного базиса? 

1.123* . Векто1>'[а, (Ь, с]] называется двойным векторным про­
изведением заданных векторов. Доказать, что справедливо равен­
ство 

[а, (Ь, с]] = Ь(а, с) - с(а, Ь). 

6. Смеш8JП1ое пронаведеШlе векторов. Смешанным произведением 
упорядоченной трой:ки ве:кторов а1 ' а2 , аз называется число ( [а1 ' а2 ] , аз ) .  

Геометричес:кие свойства смешанного произведения: 
1) если V - объем параллелепипеда, построенного на ве:кторах а1 , 

а2 и аз , то 
[ ] { V, если трой:ка (а1 , а2 , . аз ) правая , а1 , а2 аз = · 

-V, если трой:ка (а1 , а2 , аз ) левая; 
2) для того чтобы три ве:ктора а1 , а2 , аз были :компланарны, необ­

ходимо и достаточно выполнение условия [а1 ', а2 ]аз = О . 
Основное алгебраичес:кое свойство смешанного произведения состоит 

в том, что ци:кличес:кая перестанов:ка ве:кторов не меняет его величины, 
т . е . [а1 , а2 ]аз = [а2 , аз ]а1 = [аз , а1 ]а2 . 
Это свойство позволяет ввести обозначение [а1 , а2 ]аз = а1а2аз (резуль­
тат не зависит от того, :ка:к расставить :квадратные с:коб:ки в правой ча­
сти) . Смешанное произведение через 1юординаты ве:кторов в правом пря­
моугольном базисе записывается в виде 

Х1 У1 Z1 
а1а2аз = Х2 У2 Z2 

Хз Уз Zз 
1.124. Векторы а1 , а2 , аз образуют правую тройну, взаимно 

перпендикулярны и la1 I = 4, la2 I = 2, l aз l  = 3 .  Вычислить 
а1а2аз . 



. § 1 .  Векторная алгебра 25 

1.125. Венторы а, Ь, с образуют левую тройну, la l  = 1, IЪ I  = 2, 
lc l = 3 и (а:ь) = 30° ; с .l а, с .l Ь. Найти аЬс. 

1.126. Заданы венторы ai = {1, -1, 3} , а2 = {-2, 2 ,  1} и аз = 
= {3 ,  -2, 5} . Вычислить а�а2аз . :Канова ориентация троен: 

а) (а1 , а2 , аз); б) (а2 , ai , аз); в) (а1 , аз , а2)? 
1.127. Установить, образу� ли венторы а1 , а2 и аз базис в 

множестве всех ;венторов, если: 
а) а1 = {2 ,  3 ,  -1} , а2 = {1, -1, 3} , аз = {1, 9 , -11} ;  
б) ai = {3 , -2,  1} , а2 = {2 ,  1, 2} , аз =  { 3 ,  -1, -2} .  
1.128. Доназать, что l a1a2aз l � l a1 l la2 l laз l ;  в наном случае 

имеет место знан равенства? 
1.129. Доназать, что при любых а, Ь и с венторы а - Ь, Ь - с 

и с - а номпланарны. :Канов геометричесний смысл этого фанта? 
1.130. Доназать тождество 

(а + Ь + с)(а - 2Ь + 2с)(4а + Ь + 5с) = О. 

1 .131. Доназать, что если а[а, Ь] + .В[Ь, с] + "У[с, а] = О, причем 
хотя бы одно из чисел а, .В и 'У отлично от нуля, то венторы а, Ь 
и с номпланарны. 

1.132. Вычислить объем тетраэдра ОАВС, если оА = 3i + 4j , 
оЕ = -3j + k, 00 = 2j + 5k. 

1.133. Вычислить объем тетраэдра с вершинами в точнах 
А(2,  -3, 5) , В(О, 2, 1), С(-2, -2, 3) и D(3,  2, 4). 

1.134. В тетраэдре с вершинами в точнах A(l, 1, 1), В(2, О, 2), 
С(2, 2 ,  2) и D(3, 4, -3) вычис.Лить высоту h = \DE\ . 

' 1.135. Проверить, номпланарны J,IИ данные ве�торы: 
а) а = -2i + j + k, Ь = i - 2j + 3k, с = 14i - 13j + ?:k; 
б) а = 2i + j � 3k, Ь = 3i - 2j + 2k, с = i - 4j + k. 
1.136. При наном >. венторы а, Ь, с будут номпланарны? 
а) а = {>., 3, 1} , Ь = {5, -1, 2} , с = {-1, 5, 4} ;  
б) а = {1, 2>., 1} , Ь = {1, >., О} , с = {О, >., 1} . 
1.137. Доназать, что четыре точни A(l, 2, -1), В(О, 1, 5) , 

С(-1, 2 ,  1) и D(2, 1, 3) лежат в одной плосности. 
1.138. Найти ноординаты четвертой вершины тетраэдра АБС D, 

если известно, что она лежит на оси Оу, а объем тетраэдра ра­
вен V: 

а) А(-1, 10, О), В (О, 5, 2), С(б , 32 ,  2), V = 29; 
б) А(О, 1, 1), В (4, 3 ,  -3), С(2, -1, 1), V = 2. 
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1 . 139 .  Доказать , что объем параллелепипеда , построенного на 
диагоналях граней данного параллелепипеда , равен удвоенному 
объему данного параллелепипеда . 

1 . 140. Доказать тождества : 
а )  (а + с)Ь(а + Ь) = -аЬс; 
б) (а - 1:J) (a - Ь - с) (а + 2Ь - с) = ЗаЬс; 
в) (а + Ь) (Ь + с) (с + а) =  2аЬс; 
г ) Va, (3 (аЬ(с + аа + (ЗЬ) = аЬс) .  

§ 2 .  Линейные rеометричесние объенты 
1. Прямая на пло сно сти. Прямая на плос:кости в де:картовой прямо­

угольной системе :координат Оху может быть задана уравнением одного 
из следующих видов: 

1 ) Ах + Ву + С = О - общее уравнение пр.ямой; 
2) А(х - х0 ) + В(у - у0) = О  - уравнение прямой, проходящей через 

точ:ку М0 (х0 , у0 ) перпендикулярно нормальному вентору n = {А, В} ; Х - Хо У - уо 
3) --1- = ---:;;;- - уравнение прямой, проходящей через точ:ку 

М0(х0 , у0 ) параллельно направляющему в ектору q = { l , m} (канони­
'Ческое уравнение прямой) ; 

4) { Х = Хо + l t , ( ) t Е - оо, +оо - параметри'Ческие уравнения у =  Уо + ml , 
прямой , :которые в ве:кторной форме имеют вид 

г = го + qt , 
где го = {хо , Уо }  - радиус-вектор точки Мо(хо ,  Уо ) , q = {l , m} 
направляющий ве:ктор прямой ; х у 5) -+ - = 1 - уравнение прямой в отрезках, где а и Ь - величины а Ь 
направленных отрез:ков, отсе:каемых прямой на :координатных осях Ох 
и Оу соответственно ; 

6) х cos а + у cos {3 - р = О - нормальное уравнение прямой, где 
cos а и cos {3 - направляющие косинусы нормального ве:ктора n, напра­
вленного из начала 1,оординат в сторону прямой, а р > О - расстояние 
от начала ноординат до прямой. 

Общее уравнение 1 )  приводится :к нормальному виду 6) путем умно­
жения на нормирующий множитель 

sgnC 
µ = - JA2 + в2 · 

Если прямая L задана уравнением вида 6) , а М(х, у) - не:которая точна 
плосности , то выражение 

J(M, L) = x cos a + у соs {З - р 

задает отклонение то'Чки М от пр.ямой L.  Зна:к J(M, L) у:казывает 
на взаимное расположен'ие точки М, прямой L и начала :координат ,  а 
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именно: если точна М и  начало ноординат лежат по разные стороны от 
прямой L, то 8 (М, L) > О, а если точна М и  начало ноординат находятся 
по одну сторону от прямой L, то 8(М, L) < О . Расстояние р(М, L) от 
точни М до прямой L определяется равенством р(М, L) = J 8(M, L) \ .  

Пр  им  е р  1 .  Написать уравнение прямой L' , параллельной двум за­
данным прямым L1 : х + 2у - 1 = О,  L2 : х + 2у + 2 = О и проходящей 
посередине между ними. 
<1 1-й метод. Таи нан вентор n = {1 ,  2}, нормальный R заданным 
прямым L1 и L2 , является в то же время ноrмальным и R прямой 
L' ,  то достаточно найти наную-нибудь точну М , лежащую посередине 
между L1 и L2 . Из уравнений для L1 и L2 находим любые две точни 
М1 Е L1 и М2 Е L2 , например тание: М1 ( 1 ,  О) и М2 (-2 ,  О) . Тогда точна 

М' (- � , О) , делящая отрезон М1М� пополам, лежит посередине между 

L1 и L2 • Поэтому уравнение прямой L' имеет вид 

1 L' : х + 2у + '2 = О .  
2-й метод. Произвольная точна М принадлежит L' в том и тольно в 

том случае ,  ногда р(М, L1 ) = р(М, L2 ) ,  т. е. 

J 8 (M, L1 ) J = J 8 (M, L2 ) J . ( 1 ) 
Для того чтобы снять модули в этом соотношении, установим положение 
начала но ординат относительно заданных прямых L1 и L2 . Нормальные 
уравнения этих прямых тановы: 

1 2 1 1 2 2 L1 : J5x + J5y - J5 = Q, и L2 : - VS:i- - J5y - J5 = О . 

Таи нан нормали n1 и n2 из точни О в сторону L1 и L2 противоположно 
направлены, то точ1ш О находится в полосе между L1 и L2 . 

Поэтому соотношение ( 1 ) принимает вид 8(М, L1 ) = 8 (М, L2 ) ,  или 

1 2 1 1 2 2 J5x + J5y - J5 = - J5x - J5y - ./5 '  

1 
т. е. L' : х + 2у + '2 = О . t> 

В задачах 1 . 14 1-1. 143 требуется : 
1 )  написать уравнение прямой, привести его :к общему виду и 

построить прямую; 
2) привести общее уравнение :к нормальному виду и у:казать 

расстояние от начала :координат до прямой. 
1 . 141 .  Прямая L задана точ:кой Мо (хо , Уо ) Е L и нормальным 

ве:ктором n = {А,  В } :  
а ) М0 ( - 1 , 2) , n = { 2 ,  2 } ;  
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б) Мо (2 ,  1 ) ,  n = {2 ,  О } ;  
в) Mo ( l ,  1 ) ,  n = {2 ,  -1 } .  
1 . 142. Пр11мая L задана точвой Мо (хо , Уо )  Е L и направляю-

щим вевтором q = { l ,  m} : 
а ) Мо (-1 ,  2 ) ,  q = {З, -1 } ;  
б) Mo ( l ,  1 ) ,  q = {О,  -1 } ;  
в) Мо (-1 ,  1 ) ,  q = { 2 ,  О } .  
1 . 143. Пр11мая L задана двумя своими точвами М1 (х1 , У1 )  и 

М2 (х2 , У2 ) :  
а ) М1 ( 1 , 2 ) ,  M2 (-l , O) ; 
б ) М1 ( 1 ,  1 ) ,  M2 ( l ,  -2) ; 
в ) М1 (2 ,  2 ) , М2 (О ,  2) . 
1 . 144. Заданы прямая L и точва М. Требуется: 
1 ) вычислить рассто11ние р(М, L) от точви М до прямой L; 
2 )  написать уравнение пр11мой L' , проход11щей через точву М 

перпендивулярiю заданной прямой L; 
3)  написать уравнение прямой L" , проходящей через точву М 

параллельно заданной прямой L. 
Исходные данные: 
а ) L: -2х + у - 1 = О, М(-1 ,  2) ; 
б ) L:  2у + 1 = О, M ( l ,  О) ; 
в) L:  х + у +  1 = О, М(О,  - 1 ) .  

Пусть заданы две прямые L1 и L2 . Возможны два случая и х  взаим­
ного расположения: 

1 )  L1 и L2 - параллельные прямые, в частности , они совпадают ; 
2) L1 и L2 пересе11аются. 
В задачах 1 . 145-1 . 149 исследовать взаимное расположение за­

данных прямых L1 и L2 · При этом в случае 1 ) найти расстояние --
p(L1 , L2 ) между прямыми, а в случае 2) - восинус угла (L1 , L2 ) 
и точву Мо пересечени11 прямых . 

1 . 145. L1 : -2х + у  - 1 = О, L2 : 2у + 1 = о. 
х - 1  у 

1 . 146. L1 :· -=2 l '  
1 . 147. L1 : х + у  - 1 = О ,  

1 . 148 . L1 : х + у - 1 = О ,  

х + 2 у 
L2 : 

1 О 
L2 : 2х - 2у + 1 = О. 

х у +  1 
L2 : 

2 -2 
1 . 149. L1 : -х + 2у + 1 = О, L2 : 2х - 4у - 2 = О. 
1 . 150. Треугольнив АБС задан воординатами своих вершин. 

Требуется : 
1 ) написать уравнение стороны АВ; 
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2) написать уравнение высоты CD и вычислить ее длину h = 

ICDI; 
3 ) найти угол ер между высотой CD и медианой ВМ; 
4) написать уравнения биссектрис L1 и L2 внутреннего и внеш-

него углов при вершине А. 
Исходные данные: 
а ) A ( l ,  2) , В(2 ,  -2) , С(6, 1 ) ;  
б) А(2 ,  -2) , В(6, 1 ) ,  С(-2 ,  О) . 
1 . 151 .  Показать , что точка М(- 1 ,  2) принадлежит прямой L: 

х = 2t, у = -1 - 6t . Найти соответствующее этой точке значение 
параметра t .  

1 . 152.  Вычислить расстояние от точки M(l ,  1 )  до прямой L: 
х = -1 + 2t, у = 2 + t .  

Если прямая задана общим уравнением Ах + Ву + С = О и при этом 
В i О (т .  е. прямая не параллельна оси Оу) ,  то эта прямая может быть 
описана уравнением с у2ловым коэффициентом вида у = kx + Ь. 

П р  и м  е р  2. Написать уравнение прямой L' , проходящей через точ:ку 
7Г М(2 , 1 )  под углом "4 :к прямой L: 2х + Зу + 4 = О . 

<J Углом между прямыми L и L' называется наименьший из двух смеж­
ных углов, образованных этими прямыми. Поэтому (см . задачу 1 . 156) 

-- 1 k + 2/3 1 tg (L1 , L 2) = l + (-2/З)k = 1 ,  

где k - угловой :коэффициент прямой L'. Из этого уравнения находим 
1 k1 = S , k2 = -5 .  Следовательно, задача имеет два решения. Используя 

:координаты точ:ки М, мы можем записать для :каждого случая уравнение 
с угловым :коэффициентом: 

1 3 
или в общем виде 

у =  5х + S ' у =  -5х + 1 1 ,  

х - 5 у  + 3 = о , 5х + у - 1 1  = О. 1> 

1 . 153.  Написать уравнение прямой, проходящей через точку 
Мо (2 ,  4) и отстоящей от точки А(О, 3) на расстояние р = 1 .  

1 . 154. Написать уравнение прямой, проходящей через точку 
Mo ( l ,  2) и удаленной от точки А(-2 ,  -5) вдвое дальше, чем от 
точки B ( l ,  8) . 

1 . 155. Написать уравнение прямой, проходящей на расстоянии 
JIO от точки А(5 ,  4) перпендикулярно прямой 2х + 6у - 3 = О. 

1 . 156. Доказать , что если прямые L1 и L2 заданы уравнениями 
с угловым коэф фициентом, то 

-- 1 k2 - k1 1 tg (L1 , L2 ) = 
1 + k1k2 . 
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1.157. Из точ1ш М(5,  4) выходит луч света под углом ер = 
arctg 2 :к оси Ох и отражается от нее. Написать уравнения 

падающего и отраженного лучей. 
1.158. Найти уравнение прямой, отсе:кающей на оси абсцисс от 

начала :координат отрезо:к длины 2 и образующей с прямой 2х -
- у + 3 = о угол 45 о . 

1.159. В уравнении прямой 4х + Лу - 20 = О подобрать ).. та:к ,  
чтqбы угол между этой прямой и прямой 2х - Зу + 6 = О рав­
нялся 45° . 

1.160. В равнобедренном треугольни:ке АБС заданы верщина 
С(4, 3) , уравнение 2х - у - 5 = О основания АС и уравнение х -
- у = О бо:ковой стороны АВ. Написать уравнение стороны ВС. 

1.161. Написать уравнение прямой, :которая отстоит от точ:ки 
А(- 1 ,  2) на расстояние р = J34 и составляет с осью Ох угол, 
вдвое больший угла,  составляемого с осью Ох прямой 2х - бу + 
+ 5  = 0. 

1.162. Составить уравнение прямой, :которая проходит через 
точ:ку М(8 ,  6) и отсе:кает от :координатного угла треугольни:к с пло­
щадью, равной 12 .  

1.163. Написать уравнение прямой, параллельной двум задан­
ным прямым L1 и L2 и проходящей посередине между ними, если: 

а) L1 : Зх - 2у - 1 = О , L2 : 
х - 1  у + 5  

2 - 3 
х + 1/2 у +  1/2 

б)  L1 : Зх - 15у - 1 = О ,  L2 : 
5 

= 
l 

1.164. Написать уравнение прямой, проходящей через точ:ку 
� 2 

М(2 , 1 )  под углом "4 :к прямой L: х = 1 + t ,  у = -2 - 3t .  
1.165. Даны две противоположные вершины :квадрата A ( l ,  3) и 

С ( -:- 1 ,  1 ) .  Найти :координаты двух его других вершин и написать 
уравнения его сторон. 

1.166. Известны уравнение одной из сторон :квадрата х +  Зу -
- 3 = О и точ:ка пересЕ:!Чения диагоналей N(-2 , О) . Написать 
уравнения остальных его сторон. 

1.167. Точ:ка А(5 ,  -4) является вершиной :квадрата ,  диагональ 
:которого лежит на прямой х - 7у - 8 = О. Написать уравнения 
сторон и второй диагонали этого :квадрата . 

1.168. Написать уравнения сторон треугольни:ка АБС, если 
задана его вершина A ( l ,  3) и уравнения двух медиан х - 2у + 1  = О 
и у - 1  = о . 

1.169*.  До:казать , что прямая 2х + у +  3 = О пересе:кает отрезо:к 
М1М2 , где М1 (-5 ,  1 )  и М2 (З ,  7) .  
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1 . 170. Написать уравнение прямой, проходящей через точку 
Мо (-2, 3) на одинаковых расстояниях от точек М1 (5 , - 1 )  и 
М2 (З , 7) . 

1 . 171 .  Установить , лежат ли точка М0 ( 1 , -2) и начало коорди­
нат в одном угле, в смежных или в вертикальных углах , образо­
ванных пересекающимися прямыми L1 и L2 , если: 

а ) L 1 : 2х - у - 5 = О , L2 : 3х + у + 10 = О ; 
б ) L1 : х - 2у - 1 = О , L2 : 3х - у - 2 = О . 

1 . 172. Установить , какой из углов - острый или тупой, -
образованных прямыми Зх - 5у -4 = О и х + 2у + 3 = О ,  содержит 
точку М(2, -5) .  

1 . 173 .  Написать уравнения сторон треугольника , зная одну его 
вершину В(2 , 6 ) , а также уравнения высоты х - 7у + 15 = О и 
биссектрисы 7х + у + 5 = О,  проведещ1ых из одной вершины. 

1 . 174. Написать уравнения сторон треугольника , зная одну его 
вершину В(2 , -7) ,  а т�кже уравнения высоты Зх + у + 1 1  = О и 
медианы х + 2у + 7 = О ,  проведенных из различных вершин. 

1 . 175. Написать уравнения сторон треугольника , зная одну его 
вершину А(З , - 1 ) , а также уравнения биссектрисы х -4у + 10 = О 
и медианы 6х + 10у - 59 = О ,  проведенных из различных вершин. 

1 . 176 .  Даны уравнения 5х + 4у = О и Зх - у = О медиан тре­
угольника и координаты (-5 , 2) одной из его вершин. Найти урав­
нения сторон. 

1 . 177. Даны уравнения у + 4 = О ,  7х + 4у + 5 = О биссектрис 
двух внутренних углов треугольника и уравнение 4х + Зу = О сто­
роны, соединяющей вершины, из которых выходят данные бис­
сектрисы. Написать уравнения двух других сторон треугольника . 

1.178. а ) Доказать , что точка Н пересечения высот треуголь­
ника лежит на одной прямой с точкой М пересечения его медиан 
и с центром N описанной окружности. 

б) Проверить утверЖдение п. а ) для треугольника с вершинами 
в точках А(5 , 8) , В(-2, 9) , С(-4 ,  р) . Определить , в каком отно-
шении .А точка Н делит направленный отрезок М N. 

1 . 179. В треугольнике А(-3 , - 1 ) ,  В ( 1 ,  -5) ,  С(9 , 3) , АМ = 

= 3МВ , AN = ЗNС. Показать , что точка пересечения прямых 
BN и СМ лежит на медиане, проведенной из вершины А. 

2. Плосность и прям:ая в про странстве. Плос1юсть Р в денартовой 
прнмоугольной системе ноординат Oxyz может быть задана уравнением 
одного из следующих видов: 

1) Ах + Ву + Cz + D = О - общее уравнение плосности ; 
2) А(х - х0 ) + В(у - у0 ) + C(z - z0 ) = О - уравнение плоскости , 

проходнщей через точRу М0(х0 , у0 , z0 ) перпендиRулнрно нормальному 
вектору n = {А, В, С } ; 
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х у z 3) - + -Ь + - = 1 - уравнение плосности в отрезках, где а, Ь, с -
а с 

величины направленных отрезнов, отсенаемых плосностью на ноорди-
натных OCfIX Ох , Оу, Oz соответственно; 

-

4) х cos а + у cos /3 + z cos 'У - р = О - нормальное уравнение плос­
ности, где cos а, cos /3, cos 'У - направлf!ющие но синусы нормального 
вентора n ,  направленного из начала :координат в сторону плосности, а 
р > О - расстоflние от начала ноординат до плосности. 

Общее уравнение 1 ) приводитсfI :к нормальному виду 4) путем умно­
жениfI на нормирующий множитель 

sgn D 
µ = - v' А2 + в2 + с2 

Если плосность Р задана нормальным уравнением вида 4) , а 
М(х, у ,  z) - ненотораfI точна пространства , то выражение 

8(М, Р) = x cos a + y cos /3 + z cos 'Y - р 
задает отклонение точки М от плоскости Р. Знан 8(М, Р) уназы­
вает на взаимное расположение точни М, плосности Р и начала :коор­
динат, а именно: если точна М и начало но ординат леЛ\ат по разные 
стороны от плосности Р, то 8(М, Р) > О, а если М и начало :координат 
нaxoдfITCfI по одну сторону от плос:кости Р, то 8(М, Р) < О. 

Расстоflние р(М, Р) от точни М до плосности Р определfiетсfI равен­
ством р(М, Р) = 18(М, P) I . 

llpfiмafI L в пространстве может быть задана : 
1 ) общими уравнени.ями 

{ А1х + В1у + C1z + D1 = О, 
А2х + В2у + C2z + D2 = О , 

где нозффициенты А1 , В1 , С1 не пропорциональны нозффициентам А2 , 
В2 , С2 , что равносильно ее заданию нан линии пересечениfI плосностей; 

2) nараметрuческuмu уравнени.ямu { Х = Хо +  lt, 

у =  Уо + mt, 
z = zo + nt , 

или в венторной форме r(t) = ro + qt, где ro = {хо , Уо , zo } - радиус­
вентор не:которой точни, принадлежащей прflмой, а q = {l ,  т, n} -
направлflющий вентор прflмой; 

3) кан.он.uческuмu уравн.ени.ямu 

х - хо у - Уо z - zo --- = --- = ---
т n 

что равносильно заданию прflмой нан линии пересечениfI трех плосно­
стей, проентирующих 9'fY прflмую на ноординатные плосности. 
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П р и м е р  3. Написать уравнение плосиости Р, проходящей через 
точии М1 ( 1 ,  1, 1) и М2 (0, 2, 1 )  параллельно веитору а =  {2 ,  О ,  1 } . 

� <] Задача имеет единственное решение, таи иаи веиторы М1 М2 = { - 1 ,  1 ,  О} 
и а =  {2 ,  О, 1} неиоллинеарны. В иачестве нормального веитора и плос-
1юсти может бы.ть. взять веитор 

n = [М1 М� , а] = - 1 � d = i + j - 2k.  . �� -к --2 о\ 1 

Уравнение плосиости имеет вид (х - 1) + (у - 1)  - 2 (z - 1 )  = О, или 
х + у  - 2z = О. Таи иаи в последнем уравнении отсутствует свободный 
член, то плосиость проходит через начало иоординат .  

Другой способ . Точиа М(х,  у ,  z ) принадлежит исиомой плосиости Р 
в том и тольио в том случае, иогда веиторы М1М, М1 М� и а иомпла­
нарны. Следовательно, 

х - 1 
М�М · М1 М� · а = -1 

2 

отиуда х + у - 2z = О .  [> 

у - 1 
1 
о 

z - 1 
о = о, 
1 

П р  и м  е р  4 .  Прямая L задана общими уравнениями 
{ х + y - z  = О, 

2х - у +  2 = О. 
Написать ианоничесиие уравнения этой прямой, а таиже уравнение ее  
проеиции на  иоординатную плосиость Oxz . 
<] Точиа М (О, 2 ,  2 )  удовлетворяет общим уравнениям прямой (проверьте! ) 
и, следовательно, лежит на этой прямой. В иачестве направляющего веи­
тора прямой может быть взят веитор q = [n1 , n2 ] , где n1 = { 1 ,  1, - 1 } и 
n2 = {2 ,  - 1 ,  О} - нормальные веиторы плосиостей , линией пересечения 
иоторых является заданная прямая. Таиим образом, 

j 
q = 1 1 

2 -1  

k 
-1 = -i - 2j - 3k ,  
о 

и ианоничесиие уравнения прямой таиовы: 
х у - 2 z - 2 
- 1  = --=2 = --=з · 

Полученная пропорция эививалентна системе трех уравнений 
-2х + у - 2 = О, 
-Зх + z - 2 = О, 
-Зу + 2z + 2 = О, 
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описывающих три плосности , проентирующие примую на ноординатные 
плосности Оху , Oxz и Oyz соответственно (уравнени.я пр.ямой в nроек­
ци.ях) .  В частности , уравнение -3х + z - 2 = О есть уравнение проенции 
заданной примой на плос1юсть Oxz. [> 

П р  и м  е р  5 . Заданы снрещивающиеси примые 

и 

х у - 1 z + 2 Li : - = -- = ---2 о 1 

y + l  
2 

z - 2 
- 1  

Найти расстоиние p(L1 , L2 ) между примыми и написать уравнении об­
щего перпендинулира L н этим примым. 
<J Найдем уравнение плосности Р, проходищей через примую L1 парал­
лельно примой L2 (рис. 3) . Точна М1 (О, 1 ,  -2) лежит на примой L1 и ,  

Рис . 3 

следовательно, принадлежит исномой 
плос1юсти Р. В начестве нормального 
вентора н этой плосности возьмем вен­
тор 
n = [q1 , Q2] = 

j 
= -2 о 

1 2 

k 
1 = -2i - j - 4k. 

- 1  
Уравнение плоскости Р: 

-2х - (у - 1 )  - 4(z + 2) = О ,  
или, в общем виде , 2х + у +  4z + 7 = О .  

Расстоиние p(L1 , L2 ) равно расстоинию от любой точни примой L2 , 
например , от точни М2 ( - 1 ,  - 1 ,  2), до плосности Р. Нормальное урав­
нение ПЛО СIЮ СТИ р имеет ВИД 

отнуда 

2 1 4 7 - J21x - J21y - J21z - J21 = О ,  

Дли того чтобы составить уравнении общего перпендинулира L ,  най­
дем уравнении плосностей Р1 и Р2 , проходищих через заданные при­
мые L1 и L2 соответственно и перпендинулирных плосности Р. Имеем: 
М1 (0 ,  1, -2) Е Р1 и n1 = [q1 , n] = i - lOj + 2k ..l Р1 , отнуда Р1 : 
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х - 10у + 2z + 14 = О . Аналогично, М2 ( - 1 ,  - 1 ,  2 ) Е Р2 и n2 = (q2 , n] = 
= - 9i + бj + Зk 1- Р2 , отнуда Р2 : Зх - 2у - z + 3 = О . Следовательно, 

{ х - 10у + 2z + 1 1  = О, 
Зх - 2у - z + 3 = О 

- общие уравнения прямой L = Р1 n Р2 . t> 
1 . 180. Заданы плос1юсть Р и точка М. Написать уравнение 

ПЛОСRОСТИ Р' '  проходящей через ТОЧRУ м параллельно ПЛОСI\ОСТИ 
Р, и вычислить расстояние р(Р, Р' ) ,  если: 

а ) Р: - 2x + y - z + 1 = 0, M( l ,  1 , 1 ) ;  
б) Р: х - у - 1 = О, M( l ,  1 , 2) . 
1 . 181 .  Написать уравнение плосRости Р' ,  проходящей через за­

данные точRи М1 и М2 перпендиRулярно заданной плосRости Р, 
если: . 

а ) Р: -х + у - 1 = О, М1 ( 1 , 2 ,  О) ,  М2 (2 ,  1 ,  1 ) ; 
6) Р: 2х - у + z + 1 = О, М1 (О, 1 , 1 ) , М2 (2 ,  О, 1 ) . 
1 . 182 .  Написать уравнение плосRости, проходящей через точку 

М параллельно веRторам ai и а2 , если: 
а ) M(l , 1 , 1 ) , ai = {О,  1 , 2} , а2 = {- 1 ,  О ,  1 } ; 6) М(О,  1 , 2) , а1 = {2 ,  О, 1 } , а2 = { 1 ,  1 ,  О} . 
1 . 183.  Написать уравнение плосRости, проходящей через точRи 

М1 и М2 параллельно вектору а, если: 
а) M1 ( l ,  2 , О) , М2 (2 ,  1 , 1 ) , а =  {3 ,  О, 1 } ; 
6) М1 ( 1 , 1 , 1 ) , М2 (2,  3 ,  - 1 ) ,  а =  {О, - 1 , 2} . 
1 . 184. Написать уравнение плоскости, проходящей через три 

заданные точки М1 , М2 и Мз , если: 
а ) М1 ( 1 ,  2, О) ,  М2 (2 ,  1 , 1 ) , М3 (3 ,  О, 1 ) ; 
6) М1 ( 1 , 1 , 1 ) , М2 (О, - 1 , 2) , Мз (2 ,  3 , - 1 ) . 
Пусть заданы две плосности Р1 и Р2 • Возможны два случая их вза-

имного расположения: 
1) Р1 1 1 Р2 , в частности , плосности совпадают; 
2) Р1 и Р2 пересенаются по неноторой прямой. 
В задачах 1 . 185-1 . 188 исследовать взаимное расположение за­

данных плоскостей. При этом в случае 1) найти расстояние р(Р1 , Р2 )  
между плоскостями, а в случае 2 )  - косинус угла между ними. 

1 . 185. Р1 : -х + 2у - z + 1 = О, Р2 : у + 3z - 1 = О . 
1 . 186. Р1 : 2х - у + z - 1 = О,  Р2 : - 4х + 2у - 2z - 1 = О . 
1 . 187. Р1 : х - у + 1 = О, Р2 : у - z + 1 = О. 
1 . 188. Р1 : 2х - у - z + 1 = О, Р2 : -4х + 2у + 2z - 2 = О . 
1 . 189. Вычислить объем пирамиды, ограниченной плосI\остью 

Р: 2х - Зу + 6z - 12 = О и Rоординатными плоскостями. 
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1.190. Написать уравнение плос1юсти, проходящей через точRу 
Mo ( l ,  7, -5)  и отсеRающей от осей Rоординат положительные и 
равные отрезRи. 

1.191. Три грани тетраэдра ,  расположенного во втором ОRтанте 
(х < О, у >  О, z > О) , совпадают с Rоординатными плосRостями. 
Написать уравнение четвертой грани, зная длину ребер, ее огра-
ничивающих:  IAEI = 6, IECI = J29, IACI = 5, и найти длину 
высоты ОН тетраэдра .  

1.192. Написать уравнения плосRостей, делящих пополам дву-
гранные углы, образованные плосRостями Р1 и Р2 , если: 

а )  Р1 : х - Зу + 2z - 5 = О, Р2 : Зх - 2у - z + З = О; 
б) Р1 : 2х - у + 5z - З = О, Р2 : 2х - 10у + 4z - 2 = О . 
1.193. Написать уравнение плосRости, равноудаленной от двух 

заданных плосRостей Р1 и Р2 , если: 
а )  Р1 : 4х - у - 2z - З = О, Р2 : 4х - у - 2z - 5 = О; 
б) Р1 : 5х - Зу + z + З = О, Р2 : 10x - 6y + 2z + 7 = 0.  
1 .194. Установить , лежат ли точRи М1 (2 , - 1 ,  1 )  и M2 ( l ,  2 ,  -З)  

в одном угле, в смежных или в вертиRальных углах , образованных 
плосRостями Р1 и Р2 , если: 

а) Р1 : Зх - у + 2z - З = О, Р2 : х - 2у - z + 4 = О; 
б) Р1 : 2х - у + 5z - 1 = О, Р2 : Зх - 2у + бz - 1 = О. 
1.195. Известны Rоординаты вершин тетраэдра :  А(2 ,  О, О) , 

В (5 ,  З ,  О) , С(О ,  1 ,  1 ) ,  D (-2 ,  -4, 1 ) .  Написать уравнения его гра­
ней. 

1.196. Составить уравнение плосRости,  проходящей через точRу 
А ( 1 ,  1 ,  - 1 )  и перпендиRулярной R плосRостям 2х - у +  5z + З = О  
и х + Зу - z - 7 = О .  

1.197. Прямая L задана общими уравнениями. Написать для 
этой прямой RаноничесRие уравнения и уравнения в проеRциях 
(см. пример 4) , если: 

а) L : { 2х - у + 2z - З = О ,  
х + 2у - z - 1 = О;  б) L: { х + 2у - Зz - 5 = О , 

2х - у + z + 2 = О .  
1 .198 .  Написать RаноничесRие уравнения прямой, проходящей 

через точRу Мо (2 ,  О, -З)  параллельно: 
а )  веRтору q = {2 ,  -З ,  5} ; 

х - 1  у + 2  z + 1 
б) прямой 

-5-
= 

-2- = --=! ;  
в )  оси Ох; г ) оси Oz; { Зх - у + 2z - 7 = О, 
д) прямой х + Зу - 2z - З = О;  

1 
е) прямой х = -2  + t, у =  2t ,  z = 1 - -t  

2 . 
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1 . 199. Написать уравнения прямой, проходящей через две за­
данные точRи М1 и М2 , если: 

а ) M1 ( l ,  -2, 1 ) , М2 (3,  1, - 1 ) ;  
б ) М1 (3 ,  - 1 , О) , M2 ( l ,  О ,  -3) . 

х - 1 у z + 1 
1 .200. Заданы прямая L:  -

2
-= l = -

0
- и точRа М(О, 1 ,  2 ) � 

� L (проверить ! ) . Требуется: 
а ) написать уравнение плосRости,  проходящей через прямую 

L и ТОЧRУ М; 
б) написать уравнение плосности, проходящей через точну М 

перпендинулярно прямой L ;  
в) написать уравнения перпендинуляра ,  опущенного из точни 

М на прямую L ;  
г ) вычислить расстояние р(М, L ) ; 
д) найти проеRцию точRИ М на прямой L .  
1 .201 .  Заданы плосRость Р: х + у - z + 1 = О и прямая L :  

х - 1  у z + 1 
-

0
-= 2 = -1 - , причем L � Р (проверить ! ) . Требуется : 

а ) вычислить sin ( Р,1) и но ординаты точRи пересечения пря­
мой и плосности; 

б) написать уравнение плосности, проходящей через прямую L 
перпендиRулярно н плосности Р; 

в) написать уравнения прое1щии прямой L на плосRость Р. 
1 .202. Пусть заданы две прямые: 

у - у2 

Доназать , что прямые Li и L2 лежат в одной плосности в том и 
тольно в том случае, если выполнено условие 

У2 - У1 Z2 - Z1 
т1 n1 = О. 
m2 n2 

1 .203. Используя результат задачи 1 . 202 ,  убедиться, что пря­
мые Li и L2 принадлежат одной плосности, и написать уравнение 
этой плосности. Исходные данные: 

x - 1 _ y + 2 _ z - 5 а ) Li : 2 - -3 - 4 
у + 1 

2 
z - 3 
-2 ' 

х - 7 
L2 : 

3 
у - 2  

2 
у - 2  

2 

z - 1  
-2 ' 

z + 3  
-2 
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1 .204. Найти расстояние между параллельными прямыми 
х - 2  у + 1  z х - 7 у - 1 z - З  -- и -- --

з 4 2 з 4 2 
1 .205.  Найти расстояние от точки А(2 ,  З ,  - 1 )  до заданной пря-{ х = Зt + 5 ,  { 2х - 2у + z + З = О ,  

мой L :  а ) Зх - 2у + 2z + 17 = О ;  б) у = 2t , 
z = -2t - 25.  

1 . 206. Доказать , что прямые 

Li : { 2х + 2у - z - Ю = О, 
х - у - z - 22 = о  

параллельны и найти расстояние p(L1 , L2 ) .  

у - 5  
- 1 

z - 9  
4 

1 .207. Составить уравнения прямой, проходящей через точки 
пересечения плоскости х - Зу + 2z + 1 = О с прямыми 

х - 5  у + 1 z - З  х - З  у + 4 z - 5  -- -- и -- --
5 -2 - 1  4 -6 2 

1 .208. При каком значении Л плоскость 5х - Зу + Лz + 1 = О 
будет параллельна прямой { х - 4z - 1 = О , 

у - Зz + 2 = О. 
х - 4 у + 1 z 

1 .209. Найти уравнения проекции прямой -- = -- = -з - 2  4 
на плоскость. х - Зу - z + 8 = О .  

1 .210 .  Определить угол между прямой 

{ х + у + z - 2 = о, 
2х + у - z - 1 = О  

и плоскостью, проходящей через точки А(2 ,  З ,  - 1 ) ,  В ( 1 ,  1 ,  О) , 
С(О ,  -2 ,  1 ) .  

1 . 211 .  Написать уравнение плоскости, проходящей через точку 
Мо (7, 1 , О) параллельно плоскости 2х + Зу - z - 15 = О  и пересе­

х у - 1 z - З  
кающей прямую l = -

4
- = -

2
- . 

1 .212 .  Написать канонические уравнения прямой, которая про­
ходит через точну М0 (З , -2 ,  -4) параллельно плоскости Зх - 2у -

х - 2  у + 4 z - 1 
- Зz - 7 = О и пересенает прямую -- = -- = -- . 

з -2 2 
1 .213 .  Доназать , что расстояние между снрещивающимися пря­

мыми L 1 : r (t )  = r1 + q1 t и L2 : r(t) = r2 + q2t может быть вычи-
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слено по формуле 

(L L ) = / (r2 - r1 )q1q2 / р i ,  2 
/ [ ] / 

. q1 , q2 
Длн заданных прнмых L1 и L2 требуетсн: 
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а) доказать , что прнмые не лежат в одной плос:кости , т. е .  нвлн­
ютсн скрещивающимисн; 

б) написать уравнение плоскости, проходнщей через прнмую 
L2 параллельно L1 ;  

в )  вычислить расстонние между прнмыми; 
г) написать уравненин общего перпендикулнра и прямым L1 

и L2 · 
х + 7 

3 
х - 2 1  

6 
х - 6  

1 .215 .  L1 :  3 

у + 4 
4 

у + 5  
-4 

у - 3  
-2 

у + 7 
-3 

z + ·3 
-2 ' 

z - 2  
- 1  

z + 3  
4 

z - 4 
8 

х у - 9  z + 2  
1 .216 .  Li : l = -

4
- = --=3 '  L2 : 

x + 7
=

y - 4
=

z - 4  
3 -2  3 

х - 1 - у + 8 
-

z + 12 
1 - 2 - - 1  

x - 2  _ _]f_ _ z + 7 
2 - -2 - 9 

1 .218 .  Rуб ABCDA' В'С' D' задан своими вершинами А(О ,  О, О) , 
В ( 1 ,  О ,  О) , C( l ,  1 ,  О) , D (O, 1 ,  О) , А' (О, О, 1 ) ,  В' ( 1 ,  О ,  1 ) ,  C' ( l ,  1 ,  1 ) ,  
D'(O , 1 ,  1 ) .  Выполнить следующие заданин: 

а) написать уравненин прнмых А'С и ВС'; 
б) вычислить расстонние между прнмыми А'С и ВС' ;  
в) написать уравненин общего перпендииулнра и прямым А'  С 

и ВС' ; 
г) написать уравнение плоскости, проходнщей через точии Р, 

--+ 1 
Q и Н, где Р - центр грани АВ В' А' , Q делит ВС' в отношении 3 
и Н расположена на ребре ВВ' так,  что длина вектора PR + HQ 
минимальна ; 

д) определить угол между полученной в п. г )  плосиостью и 
диагональю иуба В D'. 
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§ 3. Кривые на ПЛО СRО СТИ 
1 .  УравнеШ1е нривой в денартовой системе ноординат. Говорят , что 

Rривая Г в системе Rоординат Оху имеет уравнение 

F(x, у) = О, ( 1 )  

е сли выполнено следующее условие : точRа М(х ,  у )  принадлежит Rривой 
Г в том и тольRо в том случае, Rогда ее Rоординаты х и у удовлетворяют 
соотношению ( 1 ) . Если , в частности, F(x, у) = f (x) - у ,  то уравнение 
( 1) может быть записано в виде 

У = f (x) , (2) 

и в этом случае Rривая Г совпадает с графиRом фунRции f ( х) . 
В настоящем параграфе изучается связь между геометричесRими свой­

ствами Rривоf!: и ее уравнением в неRоторых наиболее простых случаях .  
П р  и м  е р  1 .  Написать уравнение Rривой, сумма Rвадратов рассто­

яний от Rаждой точRи ноторой до точеR А(-а, О) ,  В (О, а) и С(а , О) 
равна За2 . 
<J Пусть Г - Rривая,  удовлетворяющая условиям задачи; М(х, у) Е Г в 
том и ТОЛЬRО в том случае, RОгда 

или 
(х + а) 2 + у 2 + х 2 + (у - а) 2 + (х - а) 2 + у 2 = За2 . 

2 После простых преобразований получаем х2 +у 2- 3ау = О, или, выделяя 
полный Rвадрат ,  ( а ) 2 а2 

х 2 + у - З = 9 · 
Это и е сть исRомое уравнение Rривой , являющейся оRружностью радиуса 
� с центром в точRе М0 

(
О ,  �) . [> 

В задачах 1 . 2 1 9-1 . 232 требуется установить , Raiшe Rривые опре-
деляются заданными уравнениями, и построить эти Rривые. 

1 .219 .  х + I Y I = О .  1 .220. lx l  + у - х = О .  
1 .221 .  х2 - ху = О .  1 .222. ху + у2 = О .  
1 .223 .  х2 - у2 = О .  1 .224. ху = О . 
1 .225 .  у2 - 9 = О . 1 .226. х2 - х - 6 = О .  
1 .227. х2у - 7ху + 10у = О. i .228. х2 + у2 = 4. 
1 .229. х2 + (у + 3 ) 2 = 1 . 1 .230. х2 + 2у2 = О . 
1 .231 .  2х2 + у2 + 2 = О . 1 .232.  х2 + I Y2 - 1 1  = О . 
1 . 233 .  Написать уравнение Rривой, Rаждая точRа Rоторой на­

ходится на одинаRовом расстоянии от точеR М1 (3 ,  2) и М2 (2 , 3) . 
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1 .234. Написать уравнение кривой, разность квадратов рас­
стояний от каждой точки которой до точек М1 (-а , О) и М2 (а, О) 
равна с. 

1 .235. Написать уравнение кривой, расстояние от каждой точки 
которой до оси Ох вдвое больше расстояния до оси Оу. 

1 .236. Написать уравнение кривой, сумма квадратов рассто­
яний от каждой точки которой до точек М1 (-3 ,  О) и М2 (3 ,  О) 
равна 50. 

1 .237. Написать уравнение кривой, расстояние от каждой точки 
которой до точки М1 ( - 1 ,  1 )  вдвое меньше расстояния до точки 
М2 (-4,  4) . 

1.238. Написать уравнение кривой, сумма расстояний от каж-
дой точки которой до точек F1 (-2 , О) и F2 (2 , О) равна 2J5. 

1 .239. Написать уравнение кривой, модуль разности расстоя­
ний от каЖ:дой точки которой до точек Fi ( -2 , -2) и F2 (2 , 2) ра­
вен 4.  

1 .240. Написать уравнение кривой, каждая точка которой на­
ходится на одинаковом расстоянии от точки F(2 , 2) и от оси Ох. 

1 .241.  Установить , что каждое из следующих уравнений опре-
деляет окружность , найти ее центр С и радиус R: 

а) х2 + у2 - 4х + 6у - 3 = О; б) х2 + у2 - 8х = О ;  
в) х2 + у2 + 4у = О . 
1 .242. Написать уравнение окружности в каждом из следующих 

случаев (обозначено: С - центр окружности, R - радиус , М, М1 , 
М2 , Мз - точки на окружности) : 

а) С(2 , -3 ) , R = 7; . 
б) М(2, 6 ) , С(- 1 , 2) ; 
в) М1 (3 ,  2) ,  M2 (- l , 6) - концы диаметра окружности; 
r) C(l , - 1 ) ,  пряман 5х - 12у + 9 = О  - касательная к окруж-

ности; 
д) M(l , 2 ) ,  О1'ружность касается координатных осей; 
е) М1 (З , 1 ) ,  M2 (- l , 3) , С Е L: 3х - у - 2 = О;  
ж) * М1 (- 1 , 3) , М2 (О , 2) ,  Мз ( l , - 1 ) . 
1 .243. Написать уравнение диаметра окружности х2 + у2 + 4х -

- 6у - 17 = О, перпендикулярного прямой 5х + 2у - 13 = О. 
1 .244. Вычислить кратчайшее расстояние от точки Мо до ок-

ружности Г, если: 
а)  Мо (6 , -8) , Г : х2 + у2 = 9 ; 
б) Мо (-7, 2) ,  Г: х2 + у2 - 10х - 14у - 15 1 = О . 
1 .245. Определить , как расположена прямая относительно ок­

ружности - пересекает , касается или проходит вне ее ,  если пря-
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мая и окружность заданы уравнениями: 
а ) 2х - у - 3 = О, х2 + у2 - 3х + 2у - 3 = О; 
6) х - 2у - 1 = О, х2 + у2 - 8х + 2у + 12  = О ;  
в) х - у + 10  = О, х2 + у2 - 1 = О. 

2 .  Ашебраиче сние нривые втор ого порядна. Алгебраи•tеской кривой 
второго пор.ядка называется :кривая Г ,  уравнение :которой в де:картовой 
системе ноординат имеет вид 

Ах2 + 2Вху + Су2 + Dx + Еу + F = О ,  (3) 

где не все :коэффициенты А, В и С равны одновременно нулю (в против­
ном случае Г - прямая , т .  е. алгебраичесная нривая первого порядна) . 

В общем случае может о:казаться, что уравнение (3) определяет тан 
называемую вырожденную :кривую (пустое множество, точ:ку , прпмую, 
пару прямых) . 

Если же нривая Г невырожденная, то для нее найдется та:кая де:кар­
това прямоугольная система :координат, в :которой уравнение этой :кривой 
имеет один из следующих трех видов ( каноническое уравнение) : 

х2 у2 
а2 + /;2 = 1 ,  а � Ь > О, (4) 

х2 у2 
а2 - ь2 = 1 ,  а, Ь > О,  (5) 

у2 = 2рх , р > о . (6) 

При этом :кривая Г называется соответственно эллипсом, гиперболой 
или параболой, а сама система :координат ,  в :которой ее  уравнение имеет 
вид (4) , (5 )  или (6) , называется канонической системой координат для 
заданной :кривой . 

Приведение общего уравнения нривой второго поряд:ка :к :канониче­
с:кому виду подробно рассматривается в п. 4 § 3 гл . 3. Целью настоя­
щего пун:кта является изучение основных геометричес:ких свойств невы­
рожденных :кривых второго поряд:ка на основе их :каноничес:ких уравне­
ний. 

х2 У2 
э л л и п с  с :каноничес:ким уравнением 

а2 + ь2 = 1 ,  а � ь > о , имеет 
форму , изображенную на рис . 4. 

Параметры а и Ь называются полуосями эллипса (большой и ма­
лой соответственно) , точ:ки А1 (-а, О) , А2 (а, О) , В1 (0 , -Ь) и В2 (0 , Ь) -
его в ершинами, оси симметрии Ох и Оу - главными ос.ями, а центр 
симметрии О - 1�ентром эллипса. 

Точ:ки F1 (- с, О) и F2 (с, О) , где с =  v a2 - Ь2 � О ,  называются фоку­
сами эллипса , ве:кторы М и JM - фокальными радиус-векторами, 
а числа r1 = !FiМI и r2 = I F2 1 - фокальными радиусами точ:ки М ,  
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принадлежащей эллипсу . В частном случае а = Ь фокусы F1 и F2 совпа-
х2 у2 

дают с центром, а каноническое уравнение имеет вид 2 + 2 = 1 ,  или а а 
х2 

+ у2 = а2 , т .  е . описывает окружность радиуса а с центром в начале 
координат .  

у 

х 

Рис . 4 

Число е = � = П, (О � е < 1 )  называетсн эксцентрисите­

том эллипса и нвлнетсн мерой его «сплюснутости>) (при е = О эллипс 
нвлнетсн окружностью) . 

а а Прнмые D1 : х = - - и D2 :  х = - ,  перпендикулнрные главной оси 
е е а и проходнщие на расстоннии - от центра ,  называютсн директриса.ми 

е эллипса . 
1 .246. Построить эллипс 9х2 + 25у2 = 225 . Найти: 
а ) полуоси; 6) :координаты фокусов; в) эксцентриситет ; г ) урав­

нения директрис . 
1 .247. Написать 1шноничес:кое уравнение эллипса , если: 

а ) а = 3 Ь = 2 · 6) а = 5 с = 4· в) с = 3 ' ' ' ' ' 3 
е = - · г ) Ь = 5 5 ' ' 

1 2  
д) с = 2 и расстояние между директрисами равно 5 ;  е = 1 3 ' 

1 
е) е = 2 и расстояние между директрисами равно 32 . 

1 .248. Написать уравнение эллипса с полуосями а и Ь и центром 
в точ:ке С(хо , Уо ) ,  если известно, что его главные оси параллельны 
:координатным осям. 

1 .249. Установить , что :каждое из следующих уравнений опре­
деляет эллипс, найти его центр С, полуоси, эксцентриситет и урав-
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ненин дире1>трис: 
а ) 5х2 + 9у2 - 30х + 18у + 9 = О; 
б ) 1 6х2 + 25у2 + 32х - lOOy - 284 = О ;  
в) 4х2 + Зу2 - 8х .+ 1 2у - 32 = О . 
1 .250. Доназать следующие утвержденин: 

х2 у2 
а ) Если М(х, у) - произвольнан ТОЧRа эллипса а2 + ь2 = 1 , 

а �  Ь, то фональные радиусы этой точ1ш равны 

r1 (М) = а + ех , r2 (M) = а  - ех 
(см. рис. 4) . Отсюда , в частности, следует , что длн венной точни М эллипса выполннетон равенство 

r1 (М) + r2 (M) = const = 2а .  
б ) Пусть заданы точ1ш F1 (-с, О ) и F2 (с, О ) , с � О .  Тогда 

множество точеR М, удовлетворнющих условию iFi"МI + lp;МI = 
х2 у2 

= const = 2а есть эллипс - + - = 1 где Ь2 = а2 - с2 ' , а2 ь2 ' . 
1 .251 .  Доназать следующие утвержденин: 

х2 у2 
а ) Если М(х ,  у) -- произвольнан точна эллипса а2 + Ь2 

= 1 , а >  Ь, r1 (M) и r2 (M) - фо1>альные радиусы этой точRи, а р (М, Di )  и р(М, D2 ) - ее расстоннин до дире1прис, то выполнн­
етсн равенство 

r2 (M) ---- = const = е .  р(М, D2 ) 
б) Пусть заданы точна F (c, О ) и прнман D:  x-d  = О, d > с > О .  

1FМ1 Тогда множество точеR М, удовлетворнющих условию р(М, D) 
х2 у2 

= const = е < 1 есть эллипс - + - = 1 где а =  de и Ь2 = а2 - с2 ' а2 ь2 ' . 
1 .252 .  Эллипс, главные оси Rоторого совпадают с Rоординат-

ными оснми, проходит через точ1ш М1 (2 , JЗ) и М2 (О, 2 ) . Напи­
сать его уравнение, найти фональные радиусы точни М1 и рассто­
ннин этой точ1ш до дирентрис. 

1 .253 .  На эллипсе 9х2 + 25у2 = 225 найти точRу , расстонние 
от ноторой до фо1>уса F2 в четыре раза больше расстоннин до фо­
Rуса F1 . 
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1 .254. Написать уравнение :кривой, по :которой движется точ:ка 
М, если сумма расстонний от нее до точе:к F1 ( - 1 ,  - 1 )  и F2 ( 1 ,  1 )  
остается постоянной и равной 2JЗ. 

1 .255 .  Написать уравнение :кривой, по :которой движется точ:ка 
М, если расстояние от нее до точ:ки F (З ,  О) остается в два раза 
меньше расстояния до прямой х + у  - 1 = О . 

1 .256. Определить , :ка:к расположена прнмая относительно эл­
липса : пересе:кает , :касается или проходит вне его , если пряман и 
эллипс заданы уравнениями: 

х2 у2 
а) 2х - у - 3 = О ,  1 6  + g = 1 ; 

х2 у2 6) 2х + у - 1
0 = О ,  g + 4 = 1 ; 

х2 у2 
в) Зх + 2у - 20 = О , 40 + 

10 
= 1 . 

х2 у2 
1 .257. Написать уравнение :касательной :к эллипсу а2 + Ь2 

= 1 
в его точ:ке Мо (хо , Уо ) .  
<J Пусть сначала у0 -f- О ,  т .  е .  точка М0 не совпадает ни с одной из 

х2 У2 
вершин А1 (-а ,  О) и А2 (а, О) . В этом случае уравнение 

а2 + fji = 1 
неявно опредеш1ет фующию у = у (х) ,  -а < х < а ,  график которой 
проходит через точку М0 (х0 ,  у0 ) и совпадает с соответствующей (верхней 
при у0 > О или нижней при у0 < О) половиной эллипса . Дифференцируя 

х2 у2 (х) по х тождество 
а2 + � = 1 , найдем , что производная у' (х0 )  равна 

у' (ха )  = -
ь2хо . 
а2уо 

Отсюда уравнение касательной к эллипсу в точке М0 (х0 ,  у0 ) имеет вид 
Ь2хо 

У - Уа =  - -- (х - ха ) ,  
а2уо 

х2 у2 
или, с учетом равенства 

а
� + ь� = 1 , 

хах УоУ � + [;2 = 1 . (7)  

Если же у0 = О  (и ,  следовательно , х0 = ±а) , то уравненин касатель­
ных к эллипсу имеют вид х = ±а, т .  е .  и в этом случае формула (7) 
о стаетсн верной . 1> 
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х2 у2 
1 .258. Составить уравнения насательных н эллипсу 10 + 512 = 

= 1 , параллельных прямой Зх + 2у + 7 = О . 
1 .259.  Составить уравнения насательных н эллипсу х2 + 4у2 = = 20 , перпендинулярных прямой 2х - 2у - 13 = О . 

х2 у2 
1 . 260. Доназать , что насательные н эллипсу а2 + Ь2 = 1 , про-

веденные через нонцы одного и того же диаметра ,  параллельны. 
1 .261 .  Написать уравнения насательных ,  проведенных из точ-( 10 5 )  х2 у2 

1\И А - - н эллипсу - + - = 1 .  3 ' 3 20 5 
х2 у2 

1 .262.  На эллипсе 1 8 + 8 = 1 найти точну Мо , ближайшую н 

прямой 2х - Зу + 25 = О, и вычислить расстояние от точ1ш М0 до 
этой прямой. 

1 .263 .  Доназать , что насательная н эллипсу в его произвольной 
точне М составляет равные углы с фо1шльными радиус-венторами 
F\М и F2M этой точни. 

х2 у2 
1 .264* . Из левого фонуса эллипса 45 + 20 = 1 под тупым углом 

а н оси Ох направлен луч света , причем tg а = -2 . Написать 
уравнение прямой, на ноторой лежит луч, отраженный от эллипса . 

х2 у2 
Г и п е р б о л  а с 1,аноничесним уравнением 

а2 - Ь2 =--= 1 ,  а, Ь > О ,  
имеет форму , изображенную на  рис . 5 .  

у 

х 

Рис . 5 

Параметры а и Ь называются полуос.ями гиперболы, точни А1 (-а ,  О) 
и А2 (а ,  О) - ее в ершинами, оси симметрии Ох и Оу - действительной 
и мни.мой ос.я.ми, а центр симметрии О - чснтром гиперболы. 
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ь Прямые у =  ± - х  являются асимптотами гиперболы. 
а 

Точ:ки F1 (-c, О) и F2 (c, О) , где с =  ./а2 + Ь2 > о, называюТСfl фоку­
сами гиперболы, веRторы р;М и F;"М - фокальными радиус-в ектора­
ми, а числа r1 = IFi'МI и r2 = iFzМI - фокальными радиусами точRи 
М, принадлежащей гиперболе. 

Число е = � = J 1 + ь: ( 1  < е < +оо) называетсfl эксцентрисите-
а а 

том гиперболы и flвш1ется мерой ее «сплюснутостю> . В частном случае 
а = Ь гипербола называется равносторонней; ее эRсдентриситет равен 
е = /2, а угол между асимптотами равен % . 

а а Прямые D1 : х = - - и D2 : х = - ,  перпендиRулRрные действи-
е е а тельной оси и проходящие на расстоянии - от ее  центра, называются 

е 
директрисами гиперболы. 

1 .265. Построить гиперболу 1 6х2 - 9у2 = 144. Найти:  
а ) полуоси; б) :координаты фо:кусов; в) э:ксцентриситет; г ) урав­

нения асимптот; д) уравнения дире:ктрис. 
1 .266. Построить гиперболу 16х2 -9у2 = - 144 ( сопр.яж енную н 

гиперболе задачи 1 . 265) .  :Ка:кова :каноничес:кая система ноординат 
для этой гиперболы? Найти: 

а ) полуоси; б) :координаты фо:кусов; в) э:ксцентриситет; г ) урав­
нения асимптот ; д) уравнения дире:ктрис . 

1 .267. Написать :каноничес:кое уравнение 

а ) а = 2, Ь = 3 ; б) Ь = 4, с = 5; в) с = 3 ,  
5 

е = 4 ;  д) с = 10  и уравнения асимптот у 
8 

расстояние между дире:ктрисами равно З .  

гиперболы, если: 
3 

е = - · г ) а = 8 2 ' ' 
4 3 

± 3х ; е) е = 2 и 

1.268. Написать уравнение гиперболы с полуосями а и Ь и цен­
тром в точ:ке С(хо , Уо ) , если известно, что ее действительная и 
мнимая оси параллельны осям Ох и Оу соответственно . 

1 .269. Установить , что :каждое из следующих уравнений опре­
деляет гиперболу , найти ее центр, полуоси, э:ксцентриситет, урав­
нения асимптот и дире:ктрис: 

а ) 1 6х2 - 9у2 - 64х - 54у - 16 1  = О; 
б) 9х2 - 16у2 + 90х + 32у - 367 = О ;  
в) 1 6х2 - 9у2 - 64х - 18у + 199 = О . 
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1 .270. До1>азать следующие утверждения: 
х2 у2 

а) Если М(х , у) - произвольная ТОЧRа гиперболы а2 - ь2 = 1, 
то фо1>альные радиусы этой точRи равны 

r1 (М) = а + ех , r2 (M) = -а + ех , 
если точRа М лежит на правой ветви гиперболы, и 

r1 (М) = -а - ех , r2 (M) = а - ех , 
если эта точ1>а лежит на ее левой ветви. Отсюда , в частности, сле­
дует , что для вся1>ой точ1>и М гиперболы выполняется равенство 

l r 1 (M) - r2 (M) J = const = 2а . 
б ) Пусть заданы точ1>и F1 (-c, О) и F2 (c, О) , с >  О .  Тогда мно­

жество точеR М, удовлетворяющих условию l lF\""М J - IF.;"МJ I = 
х2 у2 

= const = 2а , а >  о, есть гипербола а2 - ь2 = 1, где Ь2 = с2 - а2 . 
1 .271 .  Доназать следующие утверждения: 

х2 у2 
а )  Если М(х , у) - произвольная точна гиперболы а2 - Ь2 = 1, 

r1 (M) и r2 (M) - фональные радиусы этой точни, а p(]v.f, D1 ) 
и р(М, D2 ) - расстояния от нее до дире1>трис, то выполняется 
равенство 

r2 (M) (М D ) = const = е .  р ' 2 
б ) Пусть заданы точна F(c, О) и прямая D :  x-d  = О, с > d > О. 

1FМ1 Тогда множество точен М, удовлетворяющих условию р(М, D) 
х2 у2 

= const = е > 1, есть гипербола а2 - Ь2 1, где а de и 
ь2 = с2 - а2 . 

1 .272. Убедившись , что точна М ( - 5 , �) лежит на гиперболе 

х2 у2 
16 - 9 = 1, найти фш,альные радиусы этой точни и ее расстопния 

до дирентрис . х2 у2 
1 .273 .  Найти точни гиперболы - - -9 16 

расстоянии 7 от фонуса F1 . 
1, находящиеся на 
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1 .274. Написать уравнение гиперболы, если известно, что ее 
фокусами являются точки F1 (-З , -4) и F2 (З , 4) , а расстояние 
между директрисами равно З ,6 . 

1 .275 .  Написать уравнение гиперболы, если известны ее экс-
центриситет е = JS, фокус F(2 , -З)  и уравнение соответствующей 
директрисы Зх - у + З = О. 

1 .276. Показать , что кривая, заданная уравнением ху = 1 или 
1 ' 

у = - , есть равносторонняя гипербола . Написать ее каноническое х 
уравнение, найти эксцентриситет, фонусы и уравнения дирентрис. 

х2 у2 
1 .277* . Написать уравнение касательной н гиперболе 

а2 - Ь2 = 
= 1 в ее точне Мо (хо , Уа ) . 

х2 у2 
1 .278 .  Составить уравненин насательных к гиперболе 

1 6  
-

64 
= 

= 1 ,  параллельных прямой 10х - Зу + 9 = О . 
х2 у2 

1 .279.  Составить уравнения касательных к гиперболе 
20 - 5 = 

= 1 ,  перпендикулярных прнмой 4х + Зу - 7 = О. 
х2 у2 

1 .280. Дшшзать , что касательные к гиперболе 
а2 - Ь2 = 1 ,  про-

веденные через концы одного и того же диаметра ,  параллельны. 
1 .281 .  Написать уравнения касательных , 

проведенных из точки А(- 1 ,  -7) к гиперболе 
х2 - у2 = 16 .  х2 у2 

1 .282.  На гиперболе 
24 - 18 - 1 найти 

точку Мо , ближайшую к прнмой Зх + 2у + 1 = 
= О, и вычислить расстояние от точки М0 до 
этой прямой. 

1 .283. Доназать , что насательная н гипер­
боле в ее произвольной точне М составляет 
равные углы с фональными радиус-векторами 
F1M и Р;М этой точки. 

х 

D 

Рис . 6 
х2 у2 

1 .284* Из правого фонуса гиперболы S - 4 1 под углом 
з 

а (1Г < а < 27Г) н оси Ох направлен луч света , причем tg а =  2 .  
Написать уравнение прямой, на  которой лежит луч, отраженный 
от гиперболы. 

П а р  а б о л а с :nаноничес:ким уравнением у2 = 2рх ,  р > О, имеет 
форму , изображенную на рис. 6. 
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Число р называется параметром параболы, точка О - ее  вершиной, 
а ось Ох - осью параболы. 

Точна F ( � ,  О) называется фокусом параболы, веитор FXf - фо-

кадьным радиус-вектором, а число r = IFXf I - фокальным радиусом 
точии М параболы. 

Прямая D : х = -� , перпендикулярная оси и проходящая на рассто-

янии � от вершины параболы, называется ее директрисой. 

1.285.  Построить следующие параболы и найти их параметры: 
а ) у2 = 6х ; б) х2 = 5у; 
в) у2 = -4х ; г) х2 = -у. 
1.286.  Написать уравнение параболы с вершиной в начале ко­

ординат, если известно, что: 
а ) парабола расположена в левой полуплоскости симметрично 

1 
относительно оси Ох и р = 2; 

б) парабола расположена симметрично относительно оси Оу и 
проходит через точку М (4, -8) ; 

в) фокус параболы находится в точке F(O,  - 3 ) . 
1 .287. Написать уравнение параболы, если известно, что вер­

шина ее находится в точке А(хо , уо ) ,  параметр равен р, ось па­
раллельна оси Ох и парабола расположена относительно прямой 
х = хо :  

а ) в правой полуплоскости;  
б) в левой полуплоскости. 
1 .288.  Установить , что каждое из следующих уравнений опре­

деляет параболу , найти но ординаты ее вершины А и величину 
параметра р: 

а ) у2 = 4х - 8 ;  

в) у = 4х2 - 8х + 7; 
1 

д) х = - 4У2 + у ;  

б) х2 = 2 - у; 
1 

г ) у =  - 6х2 + 2х -. 7; 

е) х = 2у2 - 12у + 14 .  
1 .289.  Доказать следующие утверждения: 
а ) Если М(х ,  у) - произвольная точна параболы у2 2рх ,  

r (M) - ее фокальный радиус, а р(М, D) - расстояние от точки 
М до директрисы (см. рис . 6 ) ,  то выполняется равенство 

r (M) 
( ) 

= const = 1 .  
p M, D  
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б) Пусть заданы точна F (� , О) и .прямая D:  х 

гда множество точен М, удовлетворяющих условию 

= const = 1 ,  есть парабола у2 = 2рх . 

р 
2 

1FМ1 
р(М, D) 

5 1 

То-

1 .290. Вычислить фональный радиус точю1 М параболы у2 = 
= 1 2х ,  если у(М) = 6 . 

1 .291 .  Написать уравнение параболы, если известны: 
а ) фонус F(4, 3 )  и дирентриса D:  у + 1 = О; 
б) фокус F (2 ,  - 1 )  и дирентриса D: х - у - 1 = О. 
1 .292. Написать уравнение насательной н параболе у2 = 2рх в 

ее точке Мо (хо , Уо ) . 
1.293. Написать уравнение насательной н параболе у2 = 8х, 

параллельной прямой 2х + 2у - 3 = О. 
1 .294. Написать уравнение насательной н параболе х2 = 16у , 

перпендикулярной прямой 2х + 4у + 7 = О.  
1 .295. Написать уравнения насательных к параболе у2 = 36х, 

проведенных из точки А(2, 9) .  
1.296. Н а  параболе у2 = 64х найти точну М0, ближайшую н 

прямой 4х + Зу - 14 = О , и вычислить расстояние от точки Мо до 
этой прямой. 

1 . 297. Доназать , что насательная н параболе в ее произвольной 
точне М составляет равные углы с фональным радиус-вентором 
точни М и с лучом, исходящим из точни М и сонаправленным с 
осью параболы. 

1 .298. Из фокуса параболы у2 = 12х под острым углом а н оси 
3 Ох направлен луч света, причем tg а = 4 .  Написять уравнение 

прямой, на которой лежит луч, отраженный от параболы. 
3 .  Уравнение Rривой в полярной системе :координат. Говорнт , что на 

плоскости введена полярная система :координат (О, и) , е сли заданы: 
1) не:которан точ:ка О, называеман полюсом; 
2) Не:КОТОрЫЙ луч U, ИСХОДIIЩИЙ ИЗ ТОЧ:КИ 0 И называемый nол.ярной 

осью. 
Полнрными :координатами точ1ш М -:/:- О называютсн два числа : по-

л.ярный радиус r (M) = IOAf l > О и nол.ярный угол ср(М) - угод ,  на 
:который следует повернуть ось u. длн того , чтобы ее направление совпало 
с направлением вектора ОМ (при этом, 1шк обычно, ip(M) > О, еспи 
поворот осуществляется против часовой стрелки , и ср(М) < О в против­
ном случае) . Запись Л1 (r, ер) означает , что точка М имеет полнрные 
:координаты r и 'Р· Полярный yгoJI ip(lv!) имеет бес.конечно много возможных значений 
(отличающихся друг от Друга на величину вида 27Гn, п Е Z) . Значение 
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полярного угла ,  удовлетворяющее условию О :::; <р < 27Г , называется 2.11.ав­
ным. В некоторых случаях главным значением полярного угла называют 
значение <р,  удовлетворяющее условию -7Г < <р :::; 7Г.  

Пусть на плоскости введены· правая декартоi�а прямоугольная си­
стема координат Оху (т .  е. такая, что кратчайший поворот от оси Ох к 
оси Оу происходит против часовой стрелки) и полярная система (О , и) , 
причем полярная ось совпадает с положительной полуосью абсцисс .  То­
гда связь между декартовыми прямоугольными и полярными координа­
тами произвольной точки М f:. О дается формулами 

х = r cos <p ,  у = r sin <p; r = Jx2 + у2 , tg <р = 'У_ ,  
х 

(8) 

Уравнение кривой в полярных координатах имеет вид F(r, <р) = О 
или r = f (<p) . Оно может быть получено либо непосредственно, исходя 
из геометрических свойств кривой , либо переходом к полярным коорди­
натам в уравнении этой кривой , заданном в декартовых прямоугольных 
координатах .  

П р  им  ер  2 .  Построить кривую, заданную уравнением r = 6 cos <р. 
<1 Прежде всего заметим следующее: если точка M(r, <р) принадлежит 

r заданной кривой , то для этой точки cos <р = б � О, и ,  следовательно, вся 
1Г 1Г кривая расположена в секторе - 2 :::; <р :::; 2 · 

Для того чтобы построить кривую, перейдем в ее уравнении к де­
картовым координатам. Умножив обе части уравнения r = 6 cos <р на r ,  
получаем r2 = 6r cos <р, откуда на  основании формул перехода (8) имеем 
х2 + у2 = 6х ,  или (х - 3) 2 + у2 = 9. Таким образом, заданная кривая -
окружность радиуса 3 с центром в точке М0 с координатами х0 = 3, 
Уо = О или ro = 3 , <ро = О . t> 

П р  и м  е р  3 . Вывести уравнение прямой в полярной системе коорди­
нат. 
<1 Если прямая L проходит через полюс и ее угловой коэффициент по 
отношению к полярной оси равен k , то уравнение этой прямой имеет вид 
tg ip = k . 

Пусть теперь прямая L не проходит через полюс.  Напишем нормаль­
ное уравнение этой прямой в декартовой прямоугольной системе ноорди­
нат 

х cos а + у cos /3 - р = О 
и перейдем в этом уравнении к полярным ноординатам. Получаем (учи­
тывая, что cos /3 = sin а) : 

или 
r cos <р cos а + r sin ip sin а - р = О ,  r cos ( <р - а ) = р, 

р r = -----cos (ip - а) ·  (9) 
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Уравнение (9) и есть исиомое уравнение прямой в полярной системе 
ноординат. Оно может быть получено и непосредственно из следующего 
очевидного фанта : М Е L {::} пpnr = r cos (ip - а) = const = р (рис. 7) . [> 

у D 

.Е. и 
е 

х 

Рис. 7 Рис. 8 

П р  и м  е р  4 .  Пусть Г - эллипс, ветвь гиперболы или парабола,  F -
фонус этой нривой , D - соответствующая дирентриса. Вывести уравне­
ние иривой Г в полярной системе иоординат, полюс иоторой совпадает с 
фокусом, а полярная ось сонаправлена с осью нривой (рис. 8) . 
<J Общее свойство эллипса, гиперболы и параболы состоит в следующем 
(см. задачи 1 . 25 1 ,  1 . 270 и 1 . 289) : 

р(М, F) М Е Г {::} р(М, D) = const = е , ( 10) 

где е - эисцентриситет иривой (е < 1 для эллипса , е > 1 для гиперболы 
и е = 1 для параболы) . 

Обозначим расстояние от фонуса до диреитрисы через Е (р - пара­
е 

метр нривой, называемый полуфоиальным диаметром) . Тогда из рис . 8 
следует , что р(М, F) = r и р(М, D)  = !!. + r cos ip .  Подставляя эти 

е 
выражения в ( 10) , получаем 

отнуда 

r 

-----

- е 
р/ е + r cos tp 

- ' 

р 
r = ----1 - е cos ip 

( 1 1 )  

Уравнение ( 11 ) и есть исиомое уравнение в полярной системе ноор­
динат , общее для эллипса , гиперболы и параболы. [> 

Записать уравнения заданных нривых в полярных ноордина-
тах :  

1 .299. у =  х : 
1 .301 .  х + у - 1 = о . 
1 .303. х2 - у2 = а2 . 

1 .300. у =  1 .  
1 .302. х2  + у2 = а2 . 
1 .304. х2 + у2 = ах . 
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Записать уравненин заданных кривых в декартовых прнмо­
угольных координатах и построить эти кривые: 

1 .305. r = 5 .  1 .306. tg  <р = - 1 .  
1 .307. r cos <p = 2 . 1 .308. r sin <p = 1 . 

1 /../2 ../2 
1 .309. r = 

( 
/4) 1 .310. r = . 

( 
/4) 

COS <р + 1Т SШ <р + 1Т 
1 . 311 .  r = 2а cos <р. 

. 
1 

1 .313 .  SШ <р = у15 ·  
1 .315 .  r2 sin 2 <р  = 2а2 . 

1 .312 .  r = 2а sin <р. 
. 1 

1 .314. SШ r = 2 · 
1 .316. r2 = а2 cos 2<р . 

1 .317. Написать в полнрных координатах уравненин : 
а ) прнмой, перпендикулнрной полнрной оси и отсенающей на 

ней отрезон, равный З ; 
1Т 

б ) луча , исходнщего из полюса под углом 3 н полнрной оси;  
1Т 

в ) прнмой, проходнщей через полюс под углом 4 н полнрной 
оси .  

1 .318 .  Написать в полнрных ноординатах уравнение онружно­
сти, если: 

а ) радиус R = 5 ,  онружность проходит через полюс, а ее центр 
лежит на полнрной оси; 

б ) радиус R = 3 и онружность насаетсн в полюсе полнрной оси .  
1 .319 .  Определить полнрные ноординаты центра и радиус иа-

ждой из следующих онружностей: 
а ) r = 4 cos <p; б ) r = З sin <p; в) r = -5 sin <p; 

г ) r = 6 cos ( i - <р) ; д) r = 8 sin ( <р - i) ; 
е ) r = 8 sin ( i - <р) . 
1 .320. В полнрной системе иоординат вывести уравнение онруж­

ности радиуса R с центром в точие C(ro , <ро ) .  
х2 у2 

1 .321 .  Длн эллипса 25 + 1 6 = 1 написать полнрное уравнение, 
считан,  что полнрнан ось сонаправлена с осью абсцисс,  а полюс 
находитсн: 

а ) в левом фонусе; б) в правом фонусе. 
х2 у2 

1 .322 .  Длн правой ветви гиперболы 1 6 - g = 1 написать по-

лнрное уравнение, считан,  что полнрнан ось сонаправлена с осью 
абсцисс, а полюс находитсн: 

а ) в левом фонусе; б) в правом фонусе. 
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1 .323. Для параболы у2 = 6х написать полярное уравнение, 
считая, что полярная ось сонаправлена с осью абсцисс, а полюс 
находитсн в фонусе параболы. 

1 .324. Написать наноничесние уравнения следующих нривых 
2-го порядна : 

9 9 3 
а) r = · б) r - · в) r - ---

5 - 4 cos 'Р ' - 4 - 5 cos 'Р ' - 1 - cos 'Р 
х2 у2 

1 .325.  Вывести полярное уравнение эллипса 
а2 + Ь2 1 при 

условии, что полярная ось сонаправлена с осью Ох, а полюс нахо­
дится в центре эллипса . 

х2 
1 .326.  Вывести полярное уравнение гиперболы 2 

а 
у2 
ь2 = 1 

при условии, что полнрная ось сонаправлена с осью Ох, а полюс 
находитсн в центре гиперболы. 

1 .327. Вывести полярное уравнение параболы у2 = 2рх при 
условии, что полнрная ось сонаправлена с осью Ох, а полюс нахо­
дится в вершине параболы. 

4. Ilараметричесние уравнеШ1я нривой. Пусть заданы фующии <p(t) 
и ф(t) , непрерывные на не:котором промежут:ке I числовой оси (проме­
жуто:к I может быть интервалом (а , Ь) , отрез:ком [а , Ь] , а та:кже одним из 
полуинтервалов (а , Ь] или [а , Ь) , причем не ис:ключаются случаи, :когда 
а =  -оо и (или) Ь = +оо) . Уравнения 

х = <p(t) , у = ф (t) , t Е /, ( 12 )  
называются nараметрu'Ческими уравнениями :кривой Г в де:картовой 
прямоугольной системе :координат ,  если выполнено следующее условие: 
для вся:кого значения параметра t Е I точ:ка M (<p(t) , ф (t) ) принад­
лежит :кривой Г и, наоборот, для вся:кой точ:ки М(х, у) :кривой Г су­
ществует та:кое значение параметра t Е /, что х = <p(t) и у = ф(t) . 
Ис:ключением параметра t из ( 12 )  уравнение :кривой может быть пред­
ставлено в виде F(x, у) = О .  

Аналогично определяются параметричес:кие уравнения :кривой в по­
лярных :координатах .  

П р  им  ер  5 .  По:казать , что параметричес:кие уравнения 
х = a cos t ,  у =  a sin t , t Е [О ,  21Г) ,  

определяют о:кружность х2 + у2 = а2 . 
<J Если точ:ка М ( х ,  у) та:кова , что х = а cos t и у = а sin t дш1 не:котор ого 
значения t Е [О , 27Г) , то 

х2 + у2 = а2 cos2 t + а2 sin2 t = а2 , 
т . е .  точ:ка М(х ,  у) принадлежит о:кружности х2 + у2 = а2 . 
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Верно и обратное :  е сли точ:ка М(х, у) принадлежит о:кружности х2 + 
+ у2 = а2 , то, полагая t = (�i) , t Е [О, 21Г) , получим х = a cos t и 
у =  a sin t .  1> 

П р и м е р  6 .  Кривая Г задана полярным уравнением r = 2R sin <p. 
Составить параметричес:кие уравнения этой :кривой в полярных и де­
:картовых прямоугольных :координатах ,  выбирая в :качестве параметра 
полярный угол <р. 
<J Нетрудно убедиться, что заданная :кривая - о:кружность радиуса R 
с центром в точ:ке С(О, R) . Параметричес:кие уравнения этой :кривой в 
полярных :координатах :  

r = 2R sin t , <р = t ,  t Е [О , 1Г) . 

Параметричес:кие уравнения в де:картовых прямоугольных :координатах 
получаются, е сли в формулы перехода х = r cos <р,  у = r sin <р вместо 
r и <р подставить их выражения в виде фун:кций параметра t. В итоге 
получим 

{ х = r (t) cos <p(t) = R sin 2t, 
у = r(t) sin <p(t) = R(l  - cos 2t) , t Е [О, 1Г) . 1> 

1.328. Составить параметричес:кие уравненин луча 
г = { (х ,  y) J х - у + 1 = о, у � о} ,  

приниман в :качестве параметра : 
а ) абсциссу х ; б) ординату у; 
в) расстонние р(М, Мо) от точ:ки М Е Г до вершины Мо луча ; 
г ) полнрный угол, есЛи полюс совпадает с началом :координат, 

а полнрнан ось сонаправлена с осью Ох. 
1.329. Составить параметричес:кие уравненин отрез:ка с :кон­

цами в точ:ках M1 ( l ,  1 )  и М2 (2 ,  3 ) ,  приниман в :качестве пара­
метра : 

а ) расстонние р(М, М1 ) ; 6) расстонние р(М, М2) .  
1 .330. Составить параметричес:кие уравненин о:кружности ра­

диуса R с центром в точ:ке Мо (хо , Уо ) ,  приниман в :качестве па-
раметра t угол между осью Ох и ве:ктором МоМ, отсчитываемый 
против часовой стрел:ки. 

1.331. Составить nараметричес:кие уравненин о:кружности х2 + 
+ у2 = . 2Rx , приниман в щ1честве параметра полнрный угол, если 
полнрнан ось сонаправлена с осью Ох, а полюс находитсн: 

а ) в начале :координат ;  6) в центре о:кружности. 
В задачах 1 . 332-1 . 340 тре6уетсн ис:ключением параметра t найти 

уравненин заданных :кривых в виде F(x, у) = О  и построить эти 
:кривые. 

1 .332. х = - 1 + 2t, у =  2 - t ,  t Е (-оо, +оо) .  
1 .333. x = t2 - 2t + l ,  y = t - 1 , t E (-oo, +oo) .  
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1 .334. х = - 1 + 2 cos t , у =  3 + 2 sin t ,  t Е [О , 27Г ) . 
1.335. х = а cos t ,  у = b sin t ,  t Е [О , 27Г ) . 
1 .336. х = 1 + 2 sec t ,  у = - 1 + tg t ,  t Е (- � , �) ·  
1 .337. х = � (t + l) , у = � (t - l) , t Е (О , +оо ) . 
1 .338. х = 2R cos2 t ,  у = R sin 2t, t Е [- � , �) .  
1.339.  х = R sin 2t, у = 2R sin2 t , t Е [О , 1Г) . 
1 .340. х = 2p ctg2 t , у = 2p ctg t ,  t Е (О, �] . 
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х2 у2 
1 .341. Составить параметричесиие уравненин эллипса 

а2 + Ь2 = 
= 1 ,  приниман в иачестве параметра t угол между осью Ох и 
радиус-веитором оМ, отсчитываемый против часовой стрелии. 

х2 
1 .342. Составить параметричесиие уравненин гиперболы 2 -

а 
у2 

- Ь2 = 1 , приниман в иачестве параметра t угол между осью Ох 

и радиус-веитором оМ, отсчитываемый против часовQЙ стрелии. 
1 .343. Составить параметричесиие уравненин параболы у2 = 

= 2рх ,  приниман в иачестве параметра: 
а ) ординату у ; 
б) угол между осью Ох и веитором оМ, отсчитываемый против 

часовой стрелии; 
в) угол между осью Ох и фоиальным радиус-ве:ктором FAf, 

отсчитываемый против часовой стрел:ки. 
5. Неноторые нривые, встречаюIЦИеся в матемаnmе и ее приложе­

ШIЯХ . В настоящем пуните, имеющем справочный хараитер , приведены 
уравнения и уиазаны основные геометричесиие свойства ряда специ­
альных иривых (алгебраичесиих и трансцендентных) , встречающихся 
в праитиие инженерных расчетов. Вывод уравнений этих иривых может 
быть предложен в иачестве задач повышенной трудности при изучении 
иурса аналитичесиой геометрии. Достаточно детальное изучение формы 
иривых может быть выполнено с привлечением методов дифференциаль­
ного исчисления. 

1. Спирали: спираль Архимеда r = aip (рис. 9) , 2иперболи'Ческа.я 
спираль r = � (рис. 10) , л'Ь2арифми'Ческа.я спираль r = а'Р (рис . 1 1) ; 

<р 
стрелиой уиазано направление обхода иривой, соответствующее возраста­
нию <р. 
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2 .  Лемниската Бернулли (х2 +у2 ) 2 = 2а2 (х2 -у2 ) (рис . 12) , или r2 = 
= 2а2 cos � (полюс помещен в точиу О) . Хараитеристичесиое свойство: 
IFi"МllF2 1 = const = а2 , где F1 (-a, О) , F2 (a , О) . 

3. Циссоида y2 (2R - х) = х3 (рис . 13) , или r = 2R tg rp sin tp (полюс 
помещен в точиу О) . Хараитеристичесиое свойство: для всяиого луча 

'Р = 'Ро ('Ро Е (- % , %) ) IOM I = 1 вс1 . 
а 4. Строфоида х2 ( (х + а)2 + у2 ) = а2у2 (рис. 14) , или r = -- ± cos tp 

± а tg 'Р (полюс помещен в точиу А( -а, О) ) .  Хараитеристичесиое свойс-
тво: для всяиого луча 'Р = 'Ро ('Ро Е (- % , %) ) IBM I = IBN I = I OB j . 

а 5 . Конхоида х2у2 + (х + а)2 (х2 - Ь2 ) = О (рис. 15) ,  или r = -- ± Ь cos 'Р 
(полюс помещен в точиу А(-а ,  О) ) .  Хараюеристичесиое свойство :  для 
всяиого луча 'Р = 'Ро ('Ро Е (- % , %) ) IBM I = IBN I = const = Ь. 

6. Улитка Паска.л..я (х2 + у2 - 2ах) 2 = Ь2 (х2 + у2 ) (рис. 16) , или r = 
= 2а cos tp ± b  (полюс помещен в точиу О) . Хараитеристичесиое свойство: 
для всяиого луча 'Р = 'Ро ('Ро Е (- % , %) ) IBM I = IBN I = const = Ь. 

7. Четырехлепесткова.я роза (х2 + у2 ) 3 = 4а2х2у2 (рис. 1 7) , или 
r = a l sin 2tp l (полюс помещен в точиу О) . Хараюеристичесиое свойство: 
всяиая точиа М этой иривой есть основание перпендииуляра ,  опущенного 
из начала иоординат на отрезои АВ постоянной длины 2а, движущийся 
таи , что ионцы его все время находятся на иоордина.:rных осях .  

8 .  А строида х =  a cos3 t ,  у =  a sin3 t ,  t Е (О , 211") , или х213 + у213 = 
= а213 (рис. 18) . Хараитеристичесиое свойство: всяиая точиа Мэтой 
иривой е сть основание перпендииуляра Р М и отрезиу АВ постоянной 
длины а, движущемуся таи ,  что ионцы его все время находятся на ио­
ординатных осях. 

9. Эвольв ента (развертка) окружности х = a(cos t + t sin t) , у =  
= a (sin t - t cos t) , t Е [О , +оо) (рис. 19) . Хараитеристичесиое свойство: 
иаждая точиа М этой иривой есть ионец нити, иоторая, о ставаясь натя­
нутой, разматывается с оиружности х2 + у2 = а2 (в начальный момент 
ионец нити находится в точие А(а, О) ) .  

10 .  Циклоида х = a(t - sin t) , у = а(1  - cos t) , t Е (-оо, +оо) 
(рис. 20) . _ Хараитеристичесиое свойство: иривая совпадает с траеиторией 
точии М оиружности радиуса а, иоторая иатится без сиольжения по оси 
Ох (в начальный момент точиа М находится в начале иоординат) . 

1 1 .  Эпи-циклоида х = (а + Ь) cos t - а cos а +  Ь t, у = (а + Ь) sin t -а 
a sin а +  Ь t, t Е (О , +оо) (рис. 2 1 ) . Хараюеристичесиое свойство: а 

иривая совпадает с траеиторией точии М оиружности радиуса а, иоторая 
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Rатитсн без снольженин по ОRружности х2 + у2 = Ь2 , о ставансь вне ее  (в 
начальный момент точRа М находитсn в положении А(Ь, О) ) .  В частном 
случае а = Ь соответствующан Rриван называетсн кардиоидой. 

Ь - а 
12 .  Гипоцик.лоида х = (Ь - а) cos t + a cos -- t ,  у =  (Ь - а) sin t -а 

Ь - а  a sin -- t ,  t Е [О, +оо) (рис. 22) . ХараRтеристичесRое свойство: а 
нриваn совпадает с траеRторией точ1ш М оRружности радиуса а, Rоторан 
Rатитсн без сRольжениn по оRружности х2 + у2 = Ь2 , оставансь внутри ее (в начальный момент точRа М находитсн в положении А(Ь, О) ) .  В част-

ь 
нам случае а = 4 эта нриваn совпадает с астроидой. 

13. По.лукуби'Ческа.я парабола уз = ах2 (рис. 23) . 
14 .  Пет.лева.я парабола ау2 = х(х - а)2 (рис. 24) . 
1 5 .  Декартов лист хз + уз - Заху = О (рис. 25) . 

ваз 
16. Локон Аньези у =  2 4 2 (рис . 26) . х + а 

§ 4. Поверхности и нривые в пространстве 
1 .  Уравнения поверхности и 1q1ивой в денартовой прямоутольной си­

стеме ноординат. Говорnт, что поверхность S в системе Rоординат Oxyz 
имеет уравнение 

F (x ,  у , z ) = О , ( 1 )  

если выполнено следующее условие: точRа М(х, у ,  z) принадлежит по­
верхности S в том и тольно том случае, 1югда ее Rоординаты х, у и z удо­
влетворяют соотношению ( 1 ) .  Если, в частности , F tx ,  у ,  z) = f(x ,  y )-z ,  
то  уравнение ( 1 )  может быть записано в виде 

z = f(x ,  у ) ,  (2)  

и в этом случае поверхность S совпадает с графиRом фуннции двух пере­
менных f (x ,  у ) .  

1\риваn Г в пространстве в общем случае определnетсn Rан линиn 
пересечениn неRоторых поверхностей S1 и S2 (определnемых неодно­
значно) , т. е. заданием системы двух уравнений 

F1 (х, у , z) = О , F2 (x,  у, z ) = О . (3) 

П р  и м  е р  1. Вывести уравнение поверхности , каждан точка которой 
расположена вдвое ближе н точ1\е А(2 ,  О, О) , чем н точне В(-4 ,  О, О) . 
<J Если S - поверхность , заданнаn условиnми задачи , то М(х , у ,  z) Е S 
в том и тольно том случае, ногда р(М, В) = 2р(М, А) или 

J(x + 4) 2 + у2 + z2 = 2J(x - 2) 2 + у2 + z2 . 



§ 4 . Поверхности и кривые в пространстве 

Отсюда получаем 
(х + 4) 2 + у2 + z2 = 4 ( (х - 2) 2 + у2 + z2 ) ' 

3х2 - 24х + 3у2 + 3z2 = О 
или , выделяя полный ивадрат в слагаемых , содержащих х , 

(х - 4) 2 + у2 + z2 = 16 .  

63 

(4) 

Уравнение (4) и есть исиомое уравнение поверхности. Из него видно, 
что заданная поверхность S есть сфера радиуса 4 с центром в точие 
Мо (4, О, О ) .  t> 

П р  и м  е р  2 . Исследовать форму иривой Г ,  заданной уравнениями 
{ (х - 1 ) 2 + у2 + z2 = 36, 

у +  z = о . 
Определить вид ее проеиции на плосиость Оху. 

(5 )  

<J Кривая Г задана иаи линия пересечения сферы (х - 1) 2 + у2 + z2 = 36 
с плосиостью у + z = О и ,  следовательно, есть оиружность . Таи иаи 
центр сферы C(l , О, О)  лежит в плосиости сечения у + z = О, то центр 
оиружности совпадает с точиой С, а ее радиус равен радиусу сферы, т. е .  
R = 4. 

Установим форму проеиции оиружности Г на плосиость Оху. Ис­
(х - 1 ) 2 

илючая z из системы (5) , получаем (х - 1 ) 2 + 2у2 = 36 , или 
36 

+ 

у2 
+ 

18 
= 1 . Отсюда заилючаем, что исиомая проеиция - эллипс , главные 

оси иоторого сонаправлены с осями Ох и Оу, центр находится в точие 
C' (l , О) , а полуоси равны а = 6, Ь = 3J2. t> 

Установить , IШRие геометричесRие образы определяются задан-
ными уравнениями: 

1 .344. z + 5 = о .  1 .345. х - 2у + z - 1 = о. 
1 . 346. х2 + у2 + z2 = 4. 
1 . 347. (х - 2)2 + у2 + (z + 1 ) 2 = 16 .  
1 . 348. 2х2 + у2 + 3z2 = О . 1 .349. х2 + 4z2 = О . 
1 . 350. х2 + 2у2 + 2z2 + 7 = О .  1 .351 .  х2 - 4z2 = О . 
1 . 352.  xz = О .  1 . 3 5 3 .  xyz = О . 
1 .354. х2 - 4х = О. 1.355.  ху - у2 = О . 
1 . 356.  Вывести уравнение поверхности, разность Rвадра­

тов расстояний от Rаждой точRи Rоторой до точеR F1 (2 ,  3, -5) и 
F2 (2 ,  -7, -5)  равна 13 .  

1 . 3 5 7. Вывести уравнение поверхности, сумма Rвадратов рас­
стояний от Rаждой точRи Rоторой до точеR F1 (-а ,  О, О) и F2 (a , О, О) 
равна постоянному числу 4а2 . 
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1.358.  Вывести уравнение поверхности, сумма расстояний от 
каждой точки которой до точек F1 (0 ,  О, -4) и F2 (0 , О, 4) равна 10 . 

1.359.  Вывести уравнение поверхности,  модуль разности рас­
стояний от каждой точки которой до точек F1 (О , -5 , О) и F2 (О , 5 , О) 
равен 6 . 

1.360.  Установить , что каждое из следующих уравнений опре-
деляет сферу , найти ее центр С и радиус R: 

а )  х2 + у2 + z2 - 6z = О; 
б) х2 + у2 + z2 - 4х - 2у + 2z - 19 = О. 
1 . 3 6 1 .  Составить уравнение сферы в каждом из следующих слу­

чаев (обозначено: С - центр сферы, R - радиус, М, М1 , М2 , 
Мз - точки на сфере) : 

а )  С( - 1 ,  2 ,  О) , R = 2 ;  б) М(2, - 1 ,  -3 ) , С (3 , -2 ,  1 ) ; 
в) М1 (2 ,  -3 , 5) и М2 (4, 1 ,  -3)  - концы диаметра сферы; 
г)  С(3 ,  -5 , -2 ) , плоскость 2x - y - 3z +  1 1  = О  касается сферы; 
д) М1 (3, 1, -3) ,  М2 (-2 ,  4 ,  1 ) ,  Мз ( -5 , О, О) , С Е Р: 2х + у  -

- z + 3 = о . 
1 .362.  Составить уравнение сферы, центр которой лежит на 

прямой { 2х + 4у - z - 7 = О, 
4х + 5у + z - 14 = О 

и которая касается плоскостей x+2y-2z-2 = О  и x+2y-2z+4 = О.  
1 .363.  Составить уравнение сферы, вписанной в тетраэдр, обра­

зованный плоскостями 

3х - 2у + 6z - 8 = О , х = О , у = О ,  z = О.  

1 . 364. Составить параметрические уравнения диаметра сферы 
х2 + у2 + z2 - 2х - 6у + z - 1 1  = О ,  перпендикулярного к плоскости 
5х - у + 2z - 1 7  = О . 

1 .365.  На сфере (:r - 1 ) 2 + (y+2) 2 + (z - 3) 2 = 25 найти точку М0 , 
ближайшую к плоскости 3х - 4z + 1 9 = О , и вычислить расстояние 
от этой точки до плоскости. 

1.366.  Определить , как расположена плоскость относительно 
сферы (пересекает , касается или проходит вне ее) , если плоскость 
и сфера заданы уравнениями: 

а) z = 3 ,  х2 + у2 + z2 - 6х + 2у - 10z + 22 = О ;  
б) у =  1 ,  х2 + у2 + z2 + 4х - 2у - 6z + 14 = О ; 
в) х = 5 ,  х2 + у2 + z2 - 2х + 4у - 2z - 4 = О . 
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1 .367. Установить , какие кривые определяются следующими 
уравнениями: 

а ) { х - 5 = О, б) { х2 + у2 + z2 = 49 , 
z + 2 = О ; у =  О ;  

в) { х2 + у2 + z2 = 20 , 
г
) { х2 + у2 + z2 = 49 , 

z - 2 = О;  х2 + у2 + z2 - 4z - 25 = О . 
1 .368.  Найти центр и радиус окружности: 

а { х2 + у2 + z2 = 10у, ) 
х + 2у + 2z - 19 = О;  

б) { (х - 3) 2 + (у + 2) 2 + (z - 1 ) 2 = 100 , 
2х - 2у - z + 9 = О . 

У R а з  а н  и е. Центр ОRружности есть проеRция центра сферы на плос­
Rость . 

1.369.  Найти проекцию на плоскость z = О сечения сферы х2 + 
+ у2 + z2 = 4(х - 2у - 2z) плоскостью, проходящей через центр 
сферы и перпендикулярной к прямой х = О, у + z = О. 

1 .370. Точки А(3 ,  -2 ,  5) и В ( - 1 ,  6 ,  -3) являются концами 
диаметра окружности, проходящей через точку C( l ,  -4,  1 ) .  Со­
ставить уравнения этой окружности. 

1.371.  Составить уравнения окружности, проходящей через три 
точки М1 (3 ,  - 1 ,  -2) , М2 ( 1 ,  1 ,  -2)  и М3 ( - 1 ,  3, О) . 

2. Ашебраичесние поверхности второго порЯДRа. Алгебраи'Ческой по­
верхиостью второго пор.ядка называется поверхность S, уравнение :ко­
торой в деRартовой прямоугольной системе RОординат имеет вид 

Ах2 + Ву2 + Cz2 + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz + Gx + Ну + Iz + К =  О ,  
(6) 

где не все Rоэффициенты при членах второго порядRа одновременно равны 
нулю (в противном случае S - алгебраичесRая поверхность первого по­
рядRа , т. е. ПЛОСRОСть ) .  

Может оказаться , что уравнение (6) определяет таR называемую вы­
рождеииую поверхность (пустое множество, точRу , плоскость , пару плос­
Rостей) . Если же поверхность иевырождеииа.я, то преобразованием де­
Rартовой прямоугольной системы Rоординат ее уравнение (6) может быть 
приведено :к одному из уRазанных ниже видов, называемых каиоии'Че­
скими и определяющих тип поверхности. 

х2 у2 z2 
1 .  Эллипсоид: 2 + Ь2 + 2 = 1 (рис. 27) . а с 

2 .  Гиперболоид 
" х2 у2 z2 

а) одиополостиыи: 2 + ь2 - 2 = 1 (рис. 28а) ; а с 
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Рис. 31 

х2 у2 z2 
б) двуnолостиый: 2 + ь2 - 2 = - 1 (рис. 286) . а с 

х2 у2 z2 
3. Коиус второго порядка: 2 + Ь2 - 2 = О  (рис. 29) . а с 

4. Параболоид: 
х2 У2 

а) э1111иnmu'Ческий: а2 + Ь2 = z (рис. 30а) ; 
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х2 у2 
б) 2иперболи'Ческий: а2 - ь2 = z (рис . 306) . 

5 .  Цилиндр второ20 поря,дка 
х2 у2 

а ) эллипmи'Ческий: а2 + Ь2 
= 1 (рис . 31а) ;  

х2 У2 
б) 2иперболи'Ческий: а2 - ь2 = 1 (рис. 316) ; 

в) параболи'Ческий: у2 = 2рх , р > О (рис. 31в ) . 
Общие методы приведения уравнения (6) :к :каноничес:кому виду опи­

раются на теорию :квадратичных форм и рассматриваются в п. 4 § 3 гл . 3 .  
Цель настоящего пуннта состоит в изучении основных геометричес:ких 
свойств невырожденных поверхностей второго порядна с использованием 
их :каноничес:ких уравнений . 

Одним из основных методов исследования формы поверхности по ее 
уравнению является метод се'Чений. 

П р  и м  е р  3. Методом сечений исследовать форму и построить по­
верхность , заданную уравнением 

х2 у2 
z = 2 - - - -.  

16 25 
(7) 

<J В сечении поверхности горизонтальной плос:костью z = J i  имеем :кри­
вую гh , проенция :которой на ПЛО СRО СТЬ Оху определяется уравнением 

или 

х2 у2 
h = 2 - - - -

16 25 ' 

х2 у2 
-+ - = 2 - h .  
16 25 

(8) 

Уравнение (8) при h > 2 не имеет решений относительно (х , у) . Это 
означает , что соответствующее сечение пусто, т .  е .  рассматриваемая по­
верхность цели:ком расположена ниже плос:кости z = 2. При h � 2 урав-
нение (8) определяет эллипс с полуосями а = 4J2=°h и Ь = 5�, 
вырождающийся в точRу х = у = О при h = 2 .  Заметим, что все эл­
липсы, получающиеся в сечениях поверхности плос:костями z = h � 2 ,  

подобны между собой ( � = const = �) , причем с уменьшением h их  
полуоси неограниченно и монотонно возрастают . 

Полученной информации достаточно, чтобы построить эс:киз поверх­
ности. Дальнейшее уточнение ее формы можно получить , е сли рассмо­
треть сечения :координатными плос:костями Оху и Oyz . Сечение плос:ко­
стью Oxz : у =  О дает нривую х2 = 16(2 - z) ,  т. е. параболу с параметром 
р = 8, вершиной в точ:ке х = О, z = 2 и ветвями, направленными в 
сторону убывания значений z . На:конец, сечение плос:костью Oyz : х = О  

25 дает параболу у2 = 25 (2 - z) с параметром р = 2, вершиной в точ:ке 
у = О, z = 2 и аналогично направленными ветвями. 
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Выполненное исследование позволяет теперь достаточно детально изо­
бразить заданную поверхность (рис. 32) . 

Рис. 32 

у 

у2- 25 (2 - z) 

Заданная поверхность есть эллиптический параболоид. Преобразо­
вание координат 

х' = х,  у' = у , z' = 2 - z 
(которое  сводится :к сдвигу начала в точку (О, О, 2) - вершину параболо­
ида и обращению направления оси Oz) приводит его исходное уравнение 
(7) :к каноничес:кому виду 

Установить тип заданных поверхностей и построить их:  
х2 у2 z2 х2 у2 z2 

1 .372. - + - + - = 1 . 1 .373 .  - + - - - = 1 . 
9 4 25 1 6  4 36 

1 .374. х2 + у2 - z2 = - 1 . 
1 .376. х2 + у2 = 2az, а 1- О .  

у2 
1 .378. Qz = х2 + 2.  
1 .380. z = 2 + х2 + у2 . 

1 .375. х2 - у2 = z2 . 
1 .377. х2 - у2 = 2az, а 1- О . 
1 .379. х2 = 2az, а 1- О .  

х2 у2 
1 .381 .  - - - = 6z . 

5 4 
1 .382. х2 + у2 - z2 = 4 . 1 .383. х2 - у2 + z2 + 4 = О . 

(9) 

1 .384* . Доказать , что уравнение z2 = ху определяет нонус с 
вершиной в начале координат. 

1 .385* . Доказать , что уравнение z = ху определяет гиперболи­
ческий параболоид. 

1 .386. Назвать и построить поверхности: 
а )  х2 = 2yz; б) z - а = ху . 
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1 .387. Составить уравнения прое1щий на Rоординатные плос­
Rости сечения эллиптичесRоrо параболоида у2 + z2 = х плосRостью 
х + 2у - z = о. 

1 .388. Установить , RaRиe Rривые определяются следующими 
уравнениями: 

- + - = 2z 
{ х2 у2 

а) 3 6 ' б) 4 - 3 = 2z,  
{ х2 у2 

Зх - у +  6z - 14 = О; х - 2у + 2 = о. 
1.389.  Найти точRи пересечения поверхности и прямой: 

х2 у2 z2 х - 3 у - 4 z + 2 
а )  

8 1  
+ 

36 
+ 9 = 1 и 

3 -6  4 
х2 у2 z2 х у z + 2 

б) 
1 6  

+ 9 - 4 = 1 и 
4 -3 4 

х2 у2 х + 1 у - 2 
в) 5 + 3 = z и 

2 - 1  
z + 3 

-2  

У .к а з  а н  и е .  Перейти .к параметричес.ким уравненинм прнмой. 

1 .390. ДоRазать , что в Rаждом из уRазанных ниже случаев за­
данные поверхность и плосRость имеют одну общую точRу , найти 
ее Rоординаты: 

х2 z2 
а )  9 + 4 = 2у, 2х - 2у - z - 10  = О ;  

х2 у2 z2 
б) 3 + 4 - 25 

= - 1 ,  5х + 2 z  + 5 = О; 
х2 у2 z2 

в) 
8 1  

+ 
36 

- g = 1 ,  4х - Зу + 12z - 54 = О. 
1 . 3 9 1 .  ДоRазать , что плосRость 2х - 12у - z + 16  = О пересеRает 

гиперболичесRий параболоид х2 - 4у2 = 2z по прямолинейным 
образующим (т .  е. прямым, целиRом лежащим на этой поверхно­
сти) . Составить уравнения этих образующих .  

1.392.  ДоRазать , что плосRость 4х - 5y - 10z - 20 = О пересеRает 
х2 у2 z2 

однополостный гиперболоид 
25 

+ 
16  

- 4 = 1 по прямолинейным 
образующим. Составить уравнения этих образующих .  

3. Классифm<ация поверхностей по типу пр еобра3ований пр о стран­
ства. Выделнют три .класса поверхностей : цилиндричес.кие, .коничес.кие 
и поверхности вращенин,- инвариантных относительно преобразова­
ний соответствующего типа. 
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Цилиндри'Ческой поверхностью ( цилиндром) называется поверх­
ность , инвариантная относительно преобразований параллельного пере­
носа T (tq) , определяемых любым вентором, ноллинеарным неноторому 
вентору q = { l , т, n}. Из этого определения следует , что если точна 

Х - Хо Мо (хо , Уо , zo ) принадлежит цилиндру S, то и вся прямая 
У - уо Z - Zo = --- = --- танже принадлежит этому цилиндру.  

т n 
Принята следующая терминология: веяная прямая, ноллинеарная 

Х - Хо вентору q = { l , т, п}, называется осью цилиндра S; прямые --l- = 
у - уо Z - Zo = --- = ---, Мо (хо , Уо , zo ) Е S, целином принадлежащие ци-

m n 
линдру ,  называются его образующими; веяная нривая Г ,  лежащая на 
цилиндре и пересенающая все его образующие, называется направл.яю­
щей этого цилиндра .  

Пусть q = { l , т, n} - любой вентор , ноллинеарный оси цилиндра 
S, а направляющая Г задана уравнениями 

F1 (x, у, z ) = О, F2 (x, у, z ) = О. 

Точна М(х ,  у ,  z ) принадлежит цилиндру S в том и тольно том случае, 
ногда существует число t таное, что точна с ноординатами х + tl , у +  tm, 
z + tn лежит на образующей Г ,  т .  е .  

{ F1 (х + tl , у +  tm, z + tn) = О, 
F2 (x + tl , у +  tm, z + tn) = О. ( 10) 

Иснлючая параметр t из системы ( 10) , получим соотношение вида 
F(x, у ,  z) = О, ноторое и является уравнением заданного цилиндра .  

П р  и м  ер  4 .  Написать уравнение цилиндра,  ось 1юторого совпадает с 
ноординатной осью Oz, а направляющая задана уравнениями F(x, у) = 
= о, z - h = о. 
<J Полагая q = k = {О ,  О , 1} , получим систему ( 10) в виде F(x, у) = О , 
z + t - h  = О. Этот результат означает , что точиа М(х, у , z ) принадлежит 
цилиндру в том и тольно том случае, когда ее иоординаты х и у удовле­
творяют уравнению F(x, у) = О  при произвольном значении иоординаты 
z. Следовательно, уравнение F(x, у) = О, описывающее проеицию на­
правляющей на плосиость Оху , и есть уравнение заданного цилиндра .  [> 

Построить заданные цилиндричес1ше поверхности : 

1 .393. у2 + z2 = 4. 
1 .395. х2 + у2 = ах . 
1 .397. z = 4 - х2 . 
1 .399.  х2 - z2 = О . 
1.401. xz = 4. 

х2 у2 
1 .394. 1 6 - 9 = 1. 
1 .396. х2 = бz .  
1.398. х2 - ху = О . 
1 .400. у2 + 2z2 = О . 
1 .402. у2 + z2 = -z.  
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1 .403. Составить уравнения трех цилиндричес:ких поверхно­
стей, описанных шюло сферы х2 + у2 + z2 - 2ах = О с осями, 
параллельными соответственно: а ) оси Ох; 6) оси Оу; в) оси Oz. 

1 .404. Найти уравнение цилиндра,  прое:ктирующего о:кружность 

{ х2 + (у + 2) 2 + (х - 1 ) 2 = 25 , 
х2 + у2 + z2 = 16  

на  плос:кость : а ) Оху ; 6) Oxz; в ) Oyz. 
1 .405. Найти уравнение прое:кции о:кружности 

{ (х + 1 ) 2 + (у + 2)2 + (z - 2)2 = 36,  
х2 + (у + 2) 2 + (z - 1 )2 = 25 

на плос:кость : а ) Оху ;  6) Oxz; в ) Oyz . 
1 .406. Составить уравнение поверхности, :каждая точ:ка :которой 

одина:ково удалена от прямой х = а ,  у = О и плос:кости Oyz. 
Построить поверхность . 

1 .407. Составить уравнение цилиндра ,  если: 
а ) ось :коллинеарна ве:ктору q = { 1 , 2 , 3 } ,  а направляющая 

задана уравнениями у2 = 4х , z = О; 
6) ось :коллинеарна ве:ктору q = { 1 , 1 , 1 } ,  а направляющая 

задана уравнениями х2 + у2 = 4х, z = О. 
1 .408. Сфера x2 +y2 +z2 = 4z освещена лучами, параллельными 

прямой х = О, у = z . Найти форму тени сферы на плос:кости Оху. 
1 .409. Построить тело, ограниченное поверхностями у2 = х , 

z = О , z = 4 ,  х = 4 ,  и написать уравнение диагоналей грани, 
лежащей в ПЛОСRОСТИ х = 4. 

Кони'Ческой поверхностью ( конусом) называется поверхность , ин­
вариантная относительно преобразований гомотетии H(k,  М0) с произ­
вольным коэф фициентом k и центром в некоторой точке М0 (х0 , у0 , z0 ) , 
называемой вершиной конуса . Из этого определения следует , что если 

Х - Х1 точка М1 (х1 , У1 , z1 ) принадлежит конусу , то вся прямая 
Х1 - Хо 

У - YI Z - Z1 = = --- , проходящая через эту точку и вершину М0 и на-
У1 - Уо z1 - zo 

зываемая образующей конуса , целиком лежит на конусе. Всякая кривая 
Г, лежащая на конусе и пересекающая все его образующие, называется 
наnравл.яющей этого конуса . 

Пусть задан конус S с вершиной М0(х0 , у0 , z0 ) и направляющей 

F1 (x , у, z) = О , 

F2 (x, у ,  z) = О. 
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Точ1ш М(х , у ,  z) принадлежит .конусу S в том и толь.ко том случае, .ко­
гда существует число t та.кое, что точ.ка с .координатами х + t (x - х0 ) ,  
у + t (y - Уо ) ,  z + t (z - z0 ) лежит на образующей Г ,  т .  е .  

{ F1 (х + t (x - ха ) ,  у + t (y - уа ) ,  z + t (z - zo ) )  = О , 
( 1 1 ) 

F2 (x + t (x - хо ) ,  у + t (y - yo ) ,  z + t (z - zo ) )  = О . 

Ис.ключая параметр t из системы ( 1 1 ) ,  получим уравнение .конуса в виде 
F(x, у, z) = О . 

П р  и м  е р  5 .  Написать уравнение .конуса , вершина .которого нахо­
дится в точ.ке Мо (хо ,  Уа , zo ) ,  а направляющая задана уравнениями 
F(x , у) =  О, z - h = О . 
<J Система ( 1 1 ) при этих условиях принимает вид 

{ F (x + t (x - ха ) , у + t (y - Уа ) )  = О , 

z + t (z - z0) - h = О . 

h - z (h - zo ) - (z - zo ) h - zo Из второго уравнения t = -- = = --- - 1 , что 
z - zo z - zo z - zo 

после подстанов.ки в первое уравнение дает 

( 
х - хо у - уа ) 

F Хо + (h - zo )-- , Уа + (h - zo ) -- = О. 
z - zo z - zo 

( 12) 

Уравнение ( 1 2) и есть уравнение заданного .конуса. В частном слу­
чае х0 = у0 = z0 = О (вершина .конуса находится в начале .координат) 
уравнение .конуса принимает вид 

( 13) 

Заметим, что уравнение ( 13) однородно относительно х, у и z (т .  е .  
не меняется при замене х, у и z на tx , ty и tz при произвольном t f:. О) , 
а уравнение ( 1 2) однородно относительно х - х0 ,  у - Уо и z - zo . [> 

1.410. Пусть фун.кцин трех переменных F(x ,  у ,  z ) однородна 
относительно х , у и z, т. е .  

\ft =1 О 3 s Е IR :  F(tx ,  ty ,  tz) = t8 F (x ,  у , z) . 

Птшзать , что уравнение F(x , у , z) = О определнет .конус с верши­
ной в начале .координат, причем длн любого li .криван 

F (� ,  * '  1) = О , z - h = О 

есть его направлнющан. 
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1 .41 1 .  Составить уравнение .конуса , вершина .которого нахо­
дитсн в начале ноординат, а направлнющан задана уравненинми: 

а ) { х2 + у2 = а2 ' б) { х2 + (у - 6) 2 + z2 = 25 , 
z = h ; у =  3 ;  

в ) { �: + :: = 1 , г ) { х2 - 2z + � = О,  

х = а ;  у - z + 1 - О. 

Построить соответствующие нонусы. 
1 .412 .  Составить уравнение .конуса, если заданы .координаты 

вершины Мо и уравненин направляющей: 
а ) Мо (О ,  -а ,  О) , х2 = 2ру, z = h; 

х2 у2 
б) М0 (0 , О, с) , 

а2 + 
Ь2 = 1 , z = О; 

в) Мо (О ,  -а, О) , х2 + у2 + z2 = а2 , у + z = а;  
г ) Мо (З , - 1 , -2) ,  x2 + y2 - z2 = 1 , x - y + z = O. 

Построить соответствующие .конусы. 
1 .413 .  Построить .конус, определить его вершину и направлню­

щую в плосности z = h, если .конус задан уравнением: 
а ) х2 + (у - h) 2 - z2 = О; б) х2 = 2yz. 
1 .414. Составить уравнение .кругового .конуса , длн .которого оси 

.координат нвлнютсн его образующими. 
1 .415 .  Составить уравненин прое.кций линии пересеченин сферы 

х2 + у2 + z2 = а2 с нонусом х2 + у2 - z2 = О на .координатные плос­
.кости: 

а ) Оху ;  б ) Oxz; в) Oyz . 
1 .416 .  Источнин света , находнщийсн в точне Мо (5 , О ,  О) , осве­

щает сферу х2 + у2 + z2 = 9 . Найти форму тени на плос.кости 
Oyz. 

Поверхностью вращени.я называетсн поверхность , инвариантнан от­
носительно поворотов R(<p, и ) на любой угол <р во:круг не:которой фи:к-

сированной оси и . Эта поверхность может 
z быть получена вращением во:круг о си и нри­

Рис. 33 

вой , получающейсн в сечении поверхности 
любой плос:костью, проходнщей через эту 
ось .  

П р  и м  е р  6 .  Вывести уравнение поверх­
ности, образованной вращением нривой 
F(x, z ) = О ,  у =  О во:круг оси Oz (рис. 33) . 
<J Сечение поверхности произвольной плос­
:костью z - z0 есть о:кружность с центром 
в точ:ке С(О ,  О, z0 ) радиуса х0 , причем 
F(x0 , z0 ) = О. Поэтому дл11 произвольной 
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точ:ки М(х , у ,  z ) этой о:кружности имеем: z = zo и р(М, Oz ) = Jx2 + у2 = 
= х0 . Подставшш эти равенства в соотношение F (x0 , z0 ) = О ,  получаем 

F(Jx2 + у2 , z ) = О.  ( 14) 

Уравнение ( 14) и есть искомое уравнение заданной поверхности вра­
щения. [> 

1.417. Составить уравнение поверхности, образованной враще­
нием кривой z = х2 , у = О: 

а )  вокруг оси Oz; б) вокруг оси Ох. 
Построить обе поверхности. 

1.418.  Составить уравнение поверхности, образованной враще­
нием прямой z = у, х = О: 

а )  вокруг оси Оу; б) вокруг оси Oz. 
Построить обе поверхности. 

1.419.  Составить уравнение поверхности, образованной враще­
нием вокруг оси Oz: 

2 
а )  кривой z = е-х , у = О; 

4 
б) кривой z = 2 ,  у = О. 

х 
Построить обе поверхности в левой системе координат.  

х2 у2 + z2 
1 .420. Показать , что а2 + Ь2 = 1 есть уравнение поверхно-

сти вращения с осью вращения Ох. Написать уравнение кривой 
в плоскости z = О, вращением которой получена эта поверхность . 

х2 + у2 z2 
1.42 1 .  Показать , что 2 - 2 = 1 есть уравнение поверхно-

а с 
сти вращения. Найти ее ось вращенин и уравненин какой-нибудь 
кривой, вращением которой образована эта поверхность . 



Глава 2 
ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И МАТРИЦЫ. 

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

§ 1 . Определители 
1 .  Опр еделители 2-го и 3-го пор11ДRов. RвадратнаR таблица 

составленнаR из четырех действительных (или номпленсных ) чисел , на­
зываетсR квадратной матрицей 2-го пор.ядка. Определшпелем 2 -го 
пор.ядка, соответствующим матрице А (или просто - определителем 
матрицы А) ,  называетсR число 

Аналогично , е сли 

det А =  la 1 1  

а21  

- квадратнаR матрица 3-го порRдка , то соответствующим ей определи­
телем 3-го пор.ядка называетсR число 

а (+) 6 (-) 

Рис.  34 

а 1 1 а 1 2  а 1 з 

det А = а 2 1  а22 а2з 

аз 1 аз 2  азз 

= а 1 1 а2 2 азз + а 2 1 аз2 а 1 з + 
+ а 1 2 а2з аз 1 - а 1 з а22 аз 1 -

- а 1 2 а2 1 азз - а 1 1 а2з аз 2 · ( 1 )  

Определители 3-го порRдка обычно вы­
числRютсR с использованием следующего 
п р  а в и л  а С а р  р ю с  а: одно из трех сла­

гаемых , входRщих в правую часть ( 1 )  со знаном плюс , е сть произведе­
ние элементов главной диагонали матрицы А, каждое из двух других -
произведение элементов , лежащих на параллели к этой диагонали, и 
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элемента из противоположного угла матрицы (рис. 34а) , а слагаемые, 
входнщие в ( 1 ) со знаиом минус, стронтсн таиим же образом, но относи­
тельно второй ( побо'Чной) диагонали (рис. 346) . 

Вычислить определители 2-го поряд:ка : 

2 . 1 . 1 =� � 1  · 2.2 . 1 : � � : � � 1 · 2.3 .  1 c?s а - sin а 1 · sш а cos a 

la + Ьi 
2.4. 2а а � Ьi l · 1 cos а + i sin а 1 1 2·5 ·  1 cos а - i sin а · 

2.6 . 1 2 sin <р cos <р 2 sin2 <р - 1 1 · 2 cos2 <р - 1 2 sin <р cos <р 

Решить· уравнения: 

1 х х + 1 1 2 .8 .  -4 х + 1 = о . 9 l cos 8х 
2. . . 

8 SШ Х 

1 - t2 2t 

2.7. 1 + t2 
2t 

1 + t2 

- sin 5x l - о cos 5x - · 

1 + t2 
1 - t2 

1 + t2 

2 .10* . Доиазать , что при действительных а ,  Ь, с, d :корни урав-1 а - х с +  di l нения d . Ь = О действительны. с - z - х 

2 . 11 .  До:казать , что для равенства нулю определителя 2-го по­
ряд:ка необходимо и достаточно, чтобы его стршш были пропорци­
ональны (т .  е. чтобы элементы одной стро:ки получались из соот­
ветствующих элементов другой строии умножением на одно и то 
же число) . То же верно и для столбцов. 

Вычислить определители 3-го порядиа : 
1 2 3 3 

2 .12 .  4 5 6 . 2 .13 .  8 
7 8 9 2 

а2 + 1  a(J 
2 .15 .  a(J (32 + 1 

4 
7 

- 1  

а1 
(31 

а1 (31 ,2 + 1 
1 1 Е 

2 .17. 1 1 Е2 
Е2 Е 1 

27Г . . 27Г 
где Е = cos З + z sш З .  

-5 
-2 
8 

а + х  х х 
. 2 . 14. х Ь + х  х 

х х с + х  

2.16 .  
sш а cos a 
sin (J cos (J 
sin 1 COS / 
1 1 1 

2.18 .  1 (J (32 ' 
1 (32 (J 

1 
1 
1 

47Г 47Г 
где (J = cos З + i sin 3 .  
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Решить уравнения: 
3 х -х х x + l  х + 2 

2.19 .  2 - 1  3 = 0 .  2.20. х + 3  х + 4  х + 5 = о . 
х +  10  1 1 х + 6  х + 7 х + 8  

Решить неравенства : 

3 -2  1 2 х + 2 - 1  
2 . 2 1 .  1 х -2 < о . 2.22.  1 1 -2  > о. 

- 1  2 - 1  5 -3 х 

2.23.  Дшшзать следующие свойства определителя 3-го порядка , 
используя его определение: 

а ) если строки матрицы определителя сделать столбцами с 
теми же номерами (т .  е .  транспонировать матрицу ) , то опре­
делитель не изменится; 

б) если все элементы строки (столбца ) умножить на одно и то 
же число, то определитель умножится на это число; 

в) если переставить две строки (столбца ) определителя, то он 
изменит знак; в частности, если две строки (столбца ) определи­
теля равны, то он равен нулю; 

г ) если каждый элемент некоторой строки (столбца) определи­
теля представлен в виде суммы двух слагаемых, то определитель 
равен сумме двух определителей, у которых все строки (столбцы) , 
кроме данной, прежние, а в данной строке (столбце) в первом опре­
делителе стоят первые, а во втором - вторые слагаемые; 

д) если одна строка (столбец) является линейной комбинацией 
остальных строк (столбцов) , то определитель равен нулю. 

Используя свойства определителя 3-го порядка , .перечисленные 
в задаче 2 . 23 ,  доказать следующие тождества (определители не 
развертывать ) : 

а� + Ь1х а � - Ь1х с1 а 1 Ь1 с1 
2 . 24. а2 + Ь2х а2 - Ь2х с2 = -2х а2 Ь2 с2 

аз + Ьзх аз - Ьзх сз аз Ьз сз 

ai  + Ь�х а1х + Ь1 с1 ai Ь1 С1 
2.25 .  а2 + Ь2х а2х + Ь2 С2 = ( 1  - х2 ) а2 Ь2 с2 

аз + Ьзх азх + Ьз Сз аз Ьз Сз 

1 а аз 1 а 0,2 

2.26* . 1 ь ьз = (а + Ь + с) 1 ь ь2 

1 с сз 1 с с2 
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Вычислить следующие определители, используя свойства опре­
делителя 3-го порядка , перечисленные в задаче 2 .23 : 

х + у z 1 (а + 1 )2 а2 + 1  а 
2 .27. у + z х 1 2.28. (Ь + 1 ) 2 Ь2 + 1 Ь 

2.29.  

z + х у 1 (с + 1 )  2 с2 + 1 с 

sin2 а cos 2a cos2 а sin2 а 1 
sin2 {3 cos 2{3 cos2 {3 2.30. sin2 {3 1 
sin2 1 cos 21 COS2 / sin2 1 1 

cos2 a 
cos2 {3 
COS2 / 

1 1 1 
2 .31 .  Проверить , что определитель х У z делится на 

х - у, у - z и z - х .  х2 у2 z2 

2.32 .  Проверить , что определитель 

х у х + у 
у х + у х 

х + у х у 

делится на х + у и на х2 - ху + у2 . 
2.33 .  Построить график функции 

1 
х 

у = -- а 
Ь - а ь 

.1;2 

а2 
ь2 

1 
1 
1 

(а f; Ь) . 

2. Определители п-го порядна. Венное взаимно однозначное отобра­
жение 7Г множества { 1 ,  2 , . . .  , п} первых п натуральных чисел на себн 
называется подстановкой п-20 пор.ядка. 

Всннан подстановна может быть записана в виде 

(2 ) 

где aik = 1Г(ik ) -- образ элемента ik Е { 1 ,  2 , . . . , п} при отображении 
7!". Длн финсированной подстановни 7Г существует много различных спо­
собов записи вида (2) , отличающихся нумераписй элементов верхней 
строни . В частности , запись вида 

2 (3) 

называется канонической. 
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Говорят , что пара элементов (i , j) образует инверсию в подстановке 
7r, если i < j , но а ;  > aj . Число s ( 7Г) всех инверсных пар определяет 
четность подстановки :  подстановка называется 'Четной, если s ( 7Г) -
четное число , и не'Четной, если s (7r) - число нечетное .  

П р  и м  е р  1 .  Определить четность подстановки 

7Г - (1 3 5 2 
�) . - 2 3 5 4 

<J Перейдем н наноничесной записи (3) 

7Г - (1 2 3 4 �) - 2 4 3 1 

и подсчитаем число инверсий . Так кан инверсии образуют пары ( 1 , 4) , 
(2 , 3 ) , ( 2 ,  4) , (3 , 4) ,  то s (7r ) = 4 и 7r - четная подстановна . 1> 

Определителем п - 2 0  пор.ядка, соответствующим нвадратной матрице 

А =  
(а1 1  а1 2 . " а1 11) 
�·2·1 · . . ��� . .  : : : . . .  �2·"· 
an1 an2 . . .  ann 

(или определителем матрицы А) , называется число 

а1 1  а12 a1n 
det А =  �.2.1 . . . ��� . . . . . . . �2.� = �)- 1) s (" ) a1 , 7r ( l )  . . . а11 , 1Т (n) '  

где сумма берется по всем подстановкам 7Г п-го порядка . 
Для определителя п-го порядка выполняются основные свойства , ана­

логичные свойствам а)-д) из задачи 2 . 23 .  
2 .34. На множестве { 1 ,  . . .  , 6 } найти подстановку 7Г, если 1Г (k )  

нвшrется остатном от деленин числа Зk на 7. Определить ее чет­
ность .  

2 .35 .  На множестве { 1 ,  . . .  , 8}  найти подстановку 7Г, если 1Г(k )  
нвлнетсн остатном от деленин числа 5k на  9. Определить ее чет-
ность .  

Определить четность подстановок : 

(� 2 4 3 

�) . с 4 6 5 2 �) . 2 .36 .  1 2 5 2.37. 4 3 2 5 

( 2п 2n - 1 4 3 2 �) . 2 .38 .  2п - 1 2п 3 4 1 



2.39 .  

(� 
п - 1  
k - 1  
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n - k + 1 
1 

n - k 
п 

n - k - 1 
п - 1  

2 
k + 2 

8 1  

Вьшснить , :кюше из приведенных ниже произведений входнт в 
определители соответствующих порнд1юв и t :какими знаками: 

2.40. а4за2 1 aзsai2a54 . 2.41. аы а23а45азба12а54 . 
2.42. а27азбаы а74а25а4заб2 · 2 .43. а33а 1ба72а27а55а6 1 а44 . 
2 .44. Выбрать значенин i и k та:к, чтобы произведение 

a62ai5a33ak4a46a21 

входило в некоторый определитель со знююм минус . 
2.45. Выбрать значенин i и k та:к ,  чтобы произведение 

а4 7абза i ia55a7ka24a3 1 

входило в некоторый определитель со знаком плюс. 
2.46. Найти члены определителн 

5х 1 2 3 
х х 1 2 
1 2 х 3 , 

х 1 2 2х 

содержащие х4 и х3 . 
Пользунсь только определением, вычислить следующие опре-

делители: 
о о о а1 , п 
о о а2 , п- 1 а2 , п 

2.47. о аз , п-2 аз , п- 1  аз, п 

а11 а12  а 1 з а 14 О. 1 5 
а2 1  а22 О.23 а24 а25 

2.48. а3 1 а32 о о о 
а41 а42 о о о 
а5 1  а52 о о о 

2.49. Rа:к изменитсн определитель , если : 
а ) н :каждой строке, :кроме последней, прибавить последнюю 

строну ; 
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б) из каждой строки, кроме последней, вычесть все последую­
щие строки; 

в) из каждой строки, кроме последней, вычесть последующую 
строку , из последней строки вычесть прежнюю первую стро:ку ; 

г ) его матрицу «повернуть на 90° вокруг центра» ; 
д) первый столбец переставить на последнее место, а остальные 

передвинуть влево ,  сохраюш их расположение. 
3. Основные методы вычисления опредеJD1телей п-го порядиа. М е т о д 

п о н и ж е н  и R п о р  R д и а определителR основан на следующем соотно­
шении ( i финсировано) : 

где 

а;- 1 ,  1 
ан1 ,  1 

n 

det A = L: a;kA(i , k> ,  
k=l 

ai, k- l  

а;- 1 ,  k- 1  
ан1 ,  k- 1  

а;- 1 ,  k+ l  
ан1 ,  k+ 1  

ai- 1 , n 
a;+ 1 , n 

(4) 

(5) 

называетсR ал2ебраич,еским дополнением элемента a;k и представлRет 
собой (с точностью до зна�ш ( - 1 )  i+k ) определитель ( п - 1 )-го порRдна , 
получающийсR из исходного определителR вычерниванием i-й строни и 
k-го столбца , на пересечении ноторых стоит элемент aik · 

Соотношение ( 4) называетсR разложением определител.я по 
�-и строке. Аналогично определRетСR разложение определите.11.я по 
столбцу. Прежде чем применRть метод понижениR порRдна , полезно, 
используя о сновные свойства определителя, обратить в нуль все, нроме 
одного, элементы его неноторой строни (столбца) . 

П р  и м  е р  2 .  Вычислить определитель 

8 

D =  -8 
4 
о 

7 2 10 
2 7 10 
4 4 5 
4 -3 2 

<] Из первой строни вычтем, а но второй прибавим удвоенную третью. 
Полученный определитель разложим по первому столбцу . Имеем 

о - 1  -6 о - 1  - 6  о 
D =  о 10 15 20 = (- 1 ) 1+3 . 4 .  10 15 20 4 4 4 5 

о 4 -3 2 
4 -3 2 
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Далее опять обращаем в нуль все элементы первого столбца , Rроме эле­
мента в левом верхнем углу , и затем вычисляем определитель второго 
порядRа : 

- 1  
D = 4 О 

о 

-6 
-45 
-27 

о 
2� = 4 · (- 1 ) 1+1 . (- 1 ) 1=�� 2� 1 = 

= -4(  -90 + 540) = - 1800 . [> 

М е т о  д п р и в е д е н  и я R т р е  у г о л  ь н о  м у в и д  у заRлючается 
в таRом преобразовании определителя , Rогда все элементы, лежащие по 
одну сторону одной из его диагоналей, становятся равными нулю. 

П р  и м  е р  3 . Вычислить определитель 

1 1 1 1 

D =  
1 - 1  2 2 
1 1 - 1  3 
1 1 1 - 1  

<J Вычитая первую строRу из всех остальных, получаем 

1 1 1 1 
D - О -2 1 1 -

о о -2 2 = -8.  [> 

о о о -2 

М е т  о д  р е  R у р р е и  т н ы х с о  о т н о ш е н и й  позволяет выразить 
данный определитель , преобразуя и разлагая его по строRе или столбцу , 
через определители того же вида , но более низRого порядRа. Полученное 
равенство называется реRуррентным соотношением. 

П р  и м  е р  4. Вычислить определитель Вандермонда 

1 1 1 1 
а1 а2 аз an 

Dn = а2 а2 а2 а2 1 2 з n . . . . . . . . . . . .  ·. · . . . . . . . . . . . . . . . . .  n-1 
al 

n- 1 а2 
n-1 аз а�- 1 

<J ПоRажем, что при любом п (п � 2) определитель Вандермонда ра­
вен произведению всевозможных разностей ai - aj , 1 � j < i � п. 
ДоRазательство проведем по индуRции, используя метод реRуррентных 
соотношений. 

Действительно, при п = 2 имеем 
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Пусть наше утверждение доиазано длR определителей Вандермонда по­
рRдиа п - 1 ,  т. е .  

Dп- 1 = п 
l (j< i(n- 1 

Преобразуем определитель Dn следующим образом : из последней n-й 
строии вычитаем (n - 1 )-ю, умноженную на а1 и, вообще, последова­
тельно вычитаем из k-й строии (k - 1 ) -ю, умноженную на а1 .  Получаем 

1 
о 

Dп = О 

1 1 1 

Разложим последний определитель по первому столбцу и вынесем из всех 
столбцов общие множители . Определитель принимает вид 

1 1 1 1 
а11 

а2 
п 

11-2 11-2 11-2 п 2 � � � �-
= (а2 - аl )(аз - а1 )  . . .  (ап - al )Dn- 1 ·  

Получили реиуррентное соотношение . ИспользуR предположение индуи­
ции, оиончательно выводим: 

Вычислить определители, 
по строRе или столбцу : 

1 о 2 
2.50.  о 2 о 

2 о 3 
2 1 о 

2.52.  1 2 1 
о 1 2 

2 -3  

2 . 5 1 .  

2 .53.  

- 1  
о 

9 
1 
2 

1 

2(j< i(n 

используя: подходящее разложение 

5 2 
7 о 
2 о 

1 1  
1 
4 

а - 1  а 
4 

2.54. а ) а 
-2  

ь 
- 1  

4 
3 
с 
4 

1 
2 
d 

10 
1 
3 
5 
4 

б) 2 
ь 
с 

2 
4 
3 
5 

-3 
-2 ' 

ь в) с 

1 
о 
1 
1 

1 
1 
о 
1 

1 
1 
1 
о 3 3 4 d -4 d 
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Вычислить определители: 

2 - 1  1 о 2 3 -3 4 
о 1 2 - 1 2 1 - 1 2 

2.55 .  3 - 1  2 3 . 2 .56.  6 2 1 о . 
3 1 6 1 2 3 о -5 

1 �  - 1 4 2 J2 J3 У5 J3 
2 о 1 J6 J21 /15 -2vГз 

2 .57. о 2 1 -3 . 2.58.  Jl6 2JIS v16 5 
6 -2 9 8 2 2Jб Jl6 JI5 
о -а -Ь -d о ь с d 
а о - с  - е  ь о d с 

2.59.  d о о 2.60. d о ь . с с 
d е о о d с ь о 
2 1 1 1 1 5 6 о о о 
1 3 1 1 1 1 5 6 о о 

2 .61 .  1 1 4 1 1 2.62. о 1 5 6 о . 
1 1 1 5 1 о о 1 5 6 
1 1 1 1 6 о о о 1 5 

о - 1  1 о 1 х х2 3 х4 х х 
1 х - 1 1 о 1 2х Зх2 4х3 5х4 

2.63 .  1 о х - 1 о 1 2.64. 1 4х 9х2 16х3 25х4 
о 1 - 1  х 1 1 у у2 уз у4 
о 1 - 1 о х 1 2у Зу2 4уз 5у4 
а а{З о о о 
1 а + f3 а{З о о 

2.65* . о 1 а + f3 о о . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
о о о . . .  1 а + f3 

а + f3 а{З о о о 
2 а + f3 а{З о о 

2.66.  о 1 а + f3 о о . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
о о о о 1 а + f3 
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Вычислить определители порнд:ка п приведением их :к тре­
угольному виду : 

1 2 3 п 
- 1  о 3 п 

2 .67. - 1 -2 о п 

- 1  -2 -3  о 

2.68.  

3 2 2 2 
2 3 2 2 
2 2 3 2 
. . . . . . . . . . . . . . . .  
2 2 2 3 

2.69 .  Вычислить определитель , элементы :которого заданы усло­
винми щ · = min ( i ,  j ) .  

2 .  70. Вычислить определитель , элементы :которого заданы усло­
винми Щj = max ( i ,  j ) .  

Вычислить определители порнд:ка п методом ренуррентных 
соотношений: 

2 .71 .  

о 1 1 
1 а1 о 
1 о а2 

1 о о 

1 
о 
о 

2 1 о 
1 2 1 

2 .72. о 1 2 

о о о 
2 .  73. Вычислить определитель 

n- 1 n- 1 n- 1 n- 1 а1 а2 аз an 

а� 
аз 
1 

а2 n 

о 
о 
о 

2 

2 .  7 4. Доназать ,  что длн любого определителн выполннетсн со-
отношение n 

{ f; akjA(k , j ) = de� 'A , � ; � : 
где A(k , j ) - алгебраичесное дополнение элемента akj (см. (5) ) .  

§ 2 .  Матрицы 
1 .  Операции над матрщами. Матри'Цей размера m х п или (m х п ) ­

матри'Цей называетсн прнмоугольнан таблица из чисел a;j , i = 1 , 2 ,  . . .  
. . . , m , j = 1 , 2 ,  . . . , п ,  

А = 
( а1 1  а1 2 . . .  a1 n ) 
-�2·1 · . .  �.

2: . . .  ·. ·. · . . .  �-2�. , 
aml am2 . . . amn 

CO CTOfIЩaFI ИЗ m стрОI\ и п столбцов . 
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Сум.мой А + В ( т х п ) -.матриц А = ( aij ) и В = ( bij)  называется 
матрица С = ( Cij ) того же порядка, каждый элемент ноторой равен сумме 
соответственных элементов матриц А и В :  

Cij = aij + bij , i = 1 ,  2 ,  . . .  , m, j = 1 ,  2 ,  . . . , n .  

Произведением о:А .матрицы А = ( aij ) на  'Число о: (действитель­
ное или компленсное) называется матрица В = (bij ) ,  получающаяся из 
матрицы А умножением всех ее элементов на о:: 

b;j = o:a;j , i = 1 ,  2 ,  . . . , т , j = 1 ,  2 ,  . . .  , п .  

Произведением АВ (т х п) -.матрицы А = (aij ) на (п х k ) -.матр1щу 
В = (b;J )  называется (m х k)-матрица С = (c;j ) ,  элемент rюторой C;j , 
стоящий в i-й стране и j-м столбце , равен сумме произведений соответ­
ственных элементов i-й строки матрицы А и j-го столбца матрицы В :  

n 

C;j = L a;11 b11j , i = l , 2 ,  . . . , m, j = l , 2 ,  . . .  , k . 
11=1 

2. 75. Доказать следующие свойства алгебраичес1шх операций 
над матрицами: 

а ) А +  В = В + А, А +  (В + С) = (А +  В)  + С; 
6) (a + J)) A = аА + ,8А, а(А + В) = аА + аВ, (а,8)А = а(,8А) ; 
в) А(ВС) = (АВ)С,  А(В + С) = АВ + АС. 
Вычислить линейные комбинации матриц А и В: 
2 .76. 3А + 2В, А = (� � =�) , В = (=� � �) . 
2 .77. ( l + i )A + ( l - i )B , А =  с -�) , В = (- � � ) ·  
Вычислить : 

2 .78 .  (3 -2) (3 4) 
5 -4 2 5 . 2 .79.  (2 -3) (9 -6) 4 -6 6 -4 . 

2.80. (� �) (-�� -��6) (� �) .  
2 .81 .  о =: о (! � �) 

8 -4) (3 2 5) 9 5 4 - 1  3 . 
7 -- � 9 6 5 

2.82 .  (� 
'1 
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с о 
2 
�) (-�) 2 .83 .  4 1 5 

3 1 - 1  

3 3 
1 1 

2 .84. а )  (4 О - 2 3 1 )  - 1  6) - 1  (4 о - 2 3 1 ) .  
5 5 2 2 

(� 
о 

;) 

п 
-
�) 

1 (�) . 2 .85 .  2 
3 

-2) 3 -4 2.86 .  (� 
2.88 .  (� 1 ) n 

л ' ( . ) n cos a - sш а  
Л Е R. 2.89.  . 

sш а cos a 

Найти значение многочлена f (A) от матрицы А: 

2 (2 1) 
2.90. f (x) = 3х - 4 , А = 0 3 . 

2 .91 .  f (x )  = х2 - 3х + 1 ,  А =  (- � 
2 .92 .  / (х )  = 3х2 - 2х + 5 ,  А =  О 
Вычислить АВ - БА: 

�) . -2 
о -4 

-5 

2 .93 .  А =  (� -�) , в =  
( 2 -4 -3) 1 . ( 2  3 

�) , 
В =  о 2 �) 2.94. А =  - 1  1 1 

1 2 - 1  1 

2 .95 .  А =  (� 1 !) 
с 

5 

�) 1 1 ' В =  � 7 
о 1 о 
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Матрицы А и В называются nерестаново-чными, если АВ = ВА. 

Найти все матрицы, перестановочные с данной: 

2.96.  (� �) 2.97. (� =�) 2.98.  (� i о 

89 

2.99.  Найти все матрицы 2-го поряд:ка , квадраты которых равны 

(о о
) нулевой матрице О = 0 0 . 

2. 100. Найти все матрицы 2-го порядка , квадраты которых 

равны единичной матрице Е = (� �) . 
2.101 .  Rак изменится произведение АВ матриц А и В,  если: 
а)  переставить i-ю и j-ю строки матрицы А, 
б) к i-й строке матриц·ы А прибавить j-ю строку , умноженную 

на число а, 
в) переставить i-й и j-й столбцы матрицы В, 
г)  к i-му столбцу матрицы В прибавить j-й столбец, умножен-

ный на число а? · 
Матрица Ат называется транспонированной к матрице А, если вы-

. т - . . т полняется условие aij - aji для всех i ,  J ,  где aij и aij - элементы 
матриц А и Ат соответственно. 

2.102.  Доказать следующие соотношения: 
а )  (Ат )т ;  б) (А + В)т = Ат +  вт; в) (АВ)т = вт Ат . 
Вычислить АА т и Ат А для заданных матриц А: ' (-1 1 -1 1 
2 .103.  (� -� � -�) . 2.104. � -� � -� 

-1) � . . 
'Квадратная матрица В называется симметри-чной, если вт = В.  

'Квадратная матрица С называется кососимметри-чной, если ст = - С . 
2. 105. Доказать , что любую матрицу А можно представить , и 

при этом единственным образом, в виде А = В +  С, где В -
симметричная, а С - кососимметричная матрицы. 

2.  Обратная матр1Ща. 'Квадратная матр:Ица А называется вырожден­
ной ( особенной) , если ее определитель равен нулю, и невырожденной 
( неособенной) в противном случае .  Если А - невырожденная матрица , 
то существует и притом единственная матрица л- 1 такая, что 
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где Е - единичная матрица (т .  е .  таиая, на главной диагонали 1"\оторой 
стоят единицы, а все остальные элементы равны нулю) . Матрица л-1 
называется обратной н матрице А.  

Уиажем основные методы вычисления обратной матрицы. 
М е т о д  · п р  и с о е д и н е н н о й  м а т р и ц ы. Присоединенная матрица 

Av определяется нан транспонированная н матрице , составленной из ал­
гебраичесних дополнений соответствующих элементов матрицы А (см. 
формулу (5 ) из § 1 ) .  Таиим образом, 

А v = (� : : :  : : . .  �:: : :: . . .  · .· .· . . 
�::: : : ) 

A( l , n) А(2 , п) . . . А(п , п) 

Справедливо равенство 

А v А = АА v = det А · Е. 

Отсюда следует , что если А - невырожденная матрица,  то 

л- 1 = _l _Av . det A 

П р  и м  с р 1 .  Методом присоединенной матрицы найти л - 1 , если 

<1 Имеем det, А = -4 . Найдем алгебраичесиие дополнения соответству­
ющих элементов матрицы А: 

А{ 1 , 1 )  = 1 О 
- 2 

А( 1 , 2 ) - - 1 3 - 4 

А( 1 , з ) - 1 3 - 4 
Поэтому 

� 1 = 4 ,  А (2 , 1 ) = 1 2 
-2 

2 1 = - 7 А(2 , 2 ) = 1 1 5 ' 4 
0 1 = - 6 А{2 , З ) = - 1 1 - 2 , 4 

- 1 1 5 = -8 , А{З , 1 ) - 1 2 
- о 

= 9 А{З , 2 ) = -
- 1 1 1 1 5 , 3 

- � 1 = 10 ,  А(з , з ) = 1 � 

-
1 1 2 = 4 ,  

- 1 1 2 = -5 , 

� 1 = -6 .  

A v  = (-� -� -:) 
- 6 10 -6  

и А- 1 = - !Аv = 4 (�� 3/2 

2 
-9/4 
-5/2 

- 1 ) 5/4 . [> 3/2 
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М е т о д  э л е м е н т  а р н ы  х п р  е о б р  а з о в  а н  и й. Элементарными 
преобразованиями матрицы называются следующие : 

1 ) пере станов:ка стр о:к (столбцов) ; 
2) умножение стро:ки (столбца) на число , отличное от нуля; 
3) прибавление :к элементам стро:ки (столбца) соответствующих эле­

ментов другой стро:ки (столбца) ,  предварительно умноженных на не:ко­
торое число. 

Для данной матрицы А n-го поряд:ка построим прямоугольную ма­
трицу Гл = (A IE) размера n х 2n, приписывая :к А справа единичную 
матрицу . Далее ,  используя элементарные преобразования над стро:ками, 
приводим матрицу Гл :к виду (E IB) , что всегда возможно, если А невы-
рождена. Тогда В = л-1 . 

П р  и м  е р  2 . Методом элементарных преобразований найти л-1 для 

<J Образуем матрицу Гл : 

Гл = ( � � � 2 1 4 

1 о о ) 
о 1 о . 
о о 1 

Обозначив через 11 , 12 , 'Уз стро:ки матрицы ГА , произведем над ними 
следующие преобразования: 

1 1 
'У1 = 311 ' 

1 4 
'У2 = 'У2 - 311 ' 

1 2 'Уз = 'Уз - 311 , 

111 - г' - �,, 
1 - 1 7 2 , 

11 3 1 'У2 = 712 , 

11  1 + 1 ' 'Уз = 'Уз 712 '  

В результате последовательно получаем 

� ! 0 -+
(
: ( 1 о 1 /7 

--+ о 1 2/7 
о о 24/7 

2/3 
7/3 

- 1/3 
5/7 

-4/7 
-6/7 ( 1 о о 

= 6 � � 

1 /3 1 /3 
2/3 -4/3 

10/3 -2/3 
-2/7 о ) 

3/7 о = 

о о 
1 о 
о 4 

) -+ 
1 /7 1 

3/4 
- 1/2 

- 7/24 
5/ 12  
1 /24 

- 1/24 
- 1/ 12  

- 1/4 7/24 

) 
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Следовательно , ( 3/4 - 7/24 - 1 /24) 
А-1  = - 1 /2 5/ 1 2  - 1 / 1 2  . r> 

- 1 /4 1 /24 7 /24 

Методом присоединенной матрицы найти обратные для следу­
ющих матриц: 

2 . 106. 

2 . 109. 

2 . 1 1 1 .  

( 1 2) (3 4) (co. s a - sin a) · 3 4 . 2 .107. r; 7 . 2 .108 .  
v s1n a cos а 

(� � �) . 5 -2  -3 (� � � " .  �) 
: : > : . 

2 .110. (� =� �) . 3 -5 - 1  

2 .112 .  (i � -� - �) - 1  о о . 
о 1 - 1 

2 . 113 .  (з;� 
1 /v'Б 

1 
1 /v'Б 
- 1  

-3/VS 

1 
- 1 /v'Б 

- 1 
3/VS 

-3�v'5) 1 . 
- 1 /vГs 

Методом элементарных преобразований найти обратные для 
следующих матриц: 

2 . 1 14. о � �) 2 . 115 . о -� -�) 
2 . 1 16 .  (i J j =!) . 2 . 1 17.  (� � -f -I) . 
2 . 118 .  r� . . i . : . . · . · . · . . .  �1 . 2 .119 .  (� � � ;t) . о о о " . 1 
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2 .120. (� 
. .  
� 

. .  � . . . • . . . .  � . . .  �) . 
о о о . . . о п 

Решить матричные уравнения : 

2 . 121 .  с �) . х = (� �) . 2 .122 . х . (� 
2. 123 .  (� =�) . х . (� �) = с: ��) . 
2 . 124. (� � =:) . х = (1� -� �) . 

2 - 1 о 10 7 8 

2 . 125 .  х . ( � -� -�) (=� � �) . -5 2 1 -2 15 о 
2 .126. До:казать следующие равенства : 

1 
а )  (аА) - 1 = -А- 1 ; 

а 
б) (Ав) - 1 = в- 1 л- 1 ; 
в) (A- l ) T  = (АТ ) - 1 . 

-2) = (- 1 2) . -4 -5 6 

Вычислить значение фун:кции g(x) при х = А: 

2 .127. g(x) = х2 - 3х + 2х- 1 - х-2 , А =  (� �) . 
2 .128 . g (x) = х - sx- 1 + !бх-2 , А =  (� -� -!) . 
2 .129 .  g (x) = (х2 - 1 ) - 1 - (х2 + 1 ) - 1 , А =  О � i) 

§ 3 . Пр остранство арифметичесних венторов. 
Раш матрицы 

1 .  Арифметичес:кие ве:кторы. Всякая упорядоченная сово:купность из 
п действительных (:комплексных ) чисел называется действительным 
( комплексным) арифмети'Ческим вектором и обозначается символом Х = (х1 , Х2 , . . .  , Xn ) · 
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Числа х1 , х2 , . . . , Xn называютсн компонентами арифметического век­
тора х .  

то 

Над арифметическими векторами вводнтся: следующие операции . 
Сложение: е сли 

Х + У = (х1 + У1 , Х2 + У2 , · · · , Xn + Уп ) · ( 1 )  

Умножение на  'Число: если Л - число (действительное или ком­
плексное) и х =  (х1 , х2 , . . .  , Xn ) - арифметический вектор , то 

(2) 

Множество всех действительных (комплексных) арифметических n­
компонентных векторов с введенными выше операциями сложения ( 1 )  и 
умножения на число (2) называется пространством арифмети'Ческих 
векторов (соответственно действительным или комплексным) . Всюду 
в дальнейшем, е сли не оговаривается противное ,  рассматривается дейст­
вительное пространство арифметических векторов, обозначаемое симво­
лом �n . 

Система арифметических векторов { х1 , • • •  , Х8 } называется линейно 
зависимой, е сли найдутся числа >.1 , . . .  , Л8 , не равные одновременно 
нулю, такие, что Л1х1 + . . .  + Л8Х8 = О  (где О =  (О, О, . . .  , О} - нулевой 
вектор) . В противном случае эта система называется линейно независи­
мой. 

Пусть Q - произвольное множество арифметических веиторов. Си­
стема векторов 23 = ( е 1 , . . .  , е8 )  называется базисом в Q, е сли выпол­
нены следующие условия:: 

а ) ek Е Q ,  k = 1 ,  2 ,  . . .  , s ;  
б) система 23 = (е 1 , . . .  , е8 )  линейно независима ; 
в) для любого вектора х Е Q найдутся числа Л1 , . . .  , Лs такие, что 

(3) 

Формула (3) называетсн разложением вектора х по базису 23 .  Коэф­
фициенты Л 1 , . . .  , .Л.8 однозначно определяются вектором х и называются: 
координатами этого вектора в базисе 23 .  

Справедливы следующие утверждения:: 
1) Всякая система векторов Q Е �n имеет по меньшей мере один 

базис ; при этом оказывается , что все базисы этой системы состоят из 
одинаиового числа векторов, называемого рангом системы Q и обозна­
чаемого rang Q или r(Q) . 

2 )  Ранг всего пространства �n равен п и называетсн размерностью 
этого пространства ; при этом в качестве базиса �n. можно взя:ть следую-



§ 3 .  Пространство арифметических векторов. Ранг матрицы 95 

щую систему : 
ei = ( 1 ,  О, О, . . .  , О) , 
ez = (О, 1 ,  О, . . .  , О) , 
ез = (О, О, 1 ,  . . .  , О) , (4) 

en = (О, О ,  О ,  . . .  , 1 ) .  
Этот базис принято называть канони'Ческим. 

3афиисируем произвольный базис Q3 = ( е 1 , . • •  , en ) в пространстве 
!Rn . Тогда всяиому веитору х можно поставить во взаимно однозначное 
соответствие столбец его иоординат в этом базисе, т. е .  

х � х , е ,  + . .  + х. е. � Х � (:�) . 
3 а м е ч  а н  и е. Необходимо различать иомпоненты веитора и его ко­

ординаты в неиотором базисе. Мы используем для них одинаиовое обо­
значение, хотя следует помнить , что иоординаты веитора совпадают с 
его номпонентами тольио в ианоничесиом базисе. 

Линейные операции ( 1 )  и (2) над арифметичесиими веюорами в ио­
ординатной форме выглядят следующим образом: 

z = х + у {::} Z = Х + У  ({::} Zk = Xk + Yk , k = 1 ,  2 ,  . . .  , п) , 

у = Лх {::} У = Л · Х ({::} yk = Лxk , k = l , 2 , . . .  , n) . 

2 . 1 30. До.Rазать , что линейные операции ( 1 )  и (2) обладают 
следующими свойствами: 

la)  х + у =  у + х; 
lб) {x + y) + z = x + (y + z) ; 
lв) х + О = х; 
lг) Vx, у 3 !z (х = у + z) {ве.Rтор z называется разностью 

ве.Rторов х и у и обозначается та.R: z = х - у) ; 
2а)  Л(µх) = (Лµ)х для любых чисел Л и µ; 
2б) 1 · х = х; 
За) Л (х + у) = Лх + Лу; 
Зб) (Л + µ)х = Лх + µх. 
Заданы арифметичес.Rие ве.Rторы: 
ai = (4,  1 ,  З , -2) , а2 = { 1 ,  2, -З , 2) , аз = { 16 ,  9, 1 ,  -З) ,  
а4 = {О ,  1 ,  2 ,  З) ,  а5 = { 1 ,  - 1 ,  15 ,  О) . 
Найти следующие линейные .Rомбинации: 
2 . 1 3 1 .  За1 +. 5а2 - аз .  2.132.  ai + 2а2 - а4 - 2а5 . 

1 1 
2.133.  2а1 + 4аз - 2а5 .  2.134. 2а1 + Заз - 2� + as .  
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Заданы те же, что и выше, арифметичес1ше венторы а1 , а2 , аз , 
� '  а5 . Найти вентор х из уравненин: 

2 . 135 .  2х + а1 - 2а2 - а5 = О. 
2 . 136 .  а1 - 3а5 + х + аз = О. 
2 .137. 2 (а1 - х) + 5 (а4 + х) = О . 
2 .138 .  3 (аз + 2х) - 2(а5 - х) = О . 
2 .139 .  Доназать , что линейно зависима вснка�I система векто­

ров: 
а ) содержащан два равных вентора ;  
б) содержащан два вектора ,  различающихсн числовым множи-

телем; 
в) содержащан нулевой веюор; 
г ) содержащая линейно зависимую подсистему . 
Выяснить , нвлнются ли следующие системы арифметических 

векторов линейно зависимыми или линейно независимыми: 
2 . 140. Х1 = (-3 ,  1 , 5) , Х2 = (6 ,  -3, 15 ) . 
2 .141 .  Х1 = ( 1 , 2 , 3 ,  О) , Х2 = ( 2 , 4 , 6 ,  О) . 
2 . 142. Х1 = ( 2 , -3 ,  1 ) ,  Х2 = (3 ,  - 1 , 5) , Х3 = ( 1 ,  -4, 3) . 
2 .143. Х1 = ( 1 , i ,  2 - i ,  3 + i ) , Х2 = ( 1  - i , 1 + i , 1 - 3i ,  4 - 2i) . 
2 .144* . Показать , что система арифметических венторов 
е1 = ( 1 ,  1 , 1 , 1 , 1 ) ,  е2 = (О, 1 ,  1 ,  1 , 1 ) ,  е3 = (О ,  О , 1 ,  1 ,  1 ) ,  
е4 = (О ,  О ,  О ,  1 , 1 ) ,  е5 = (О, О , О , О , 1 )  

образует базис в JR.5 . 
Найти но ординаты заданного вентора х в базисе � = ( е1 , . . .  , е5 ) 

из задачи 2 . 144 :  
2.145** . х = ( 1 ,  о ,  1 , о , 1 ) .  
2 .146. х = (5 ,  4, 3 ,  2 , 1 ) .  
2 .147. Доназать , что если векторы а1 , а2 , аз линейно зависимы 

и вентор аз не выражается линейно через венторы а1 и а2 , то 
векторы а1 и а2 различаютсн лишь числовым множителем .  

2 . 148. Доназать , что если венторы а1 , а2 , . . .  , ak линейно неза-
висимы, а векторы а1 , а2 , . . .  , ak ,  Ь линейно зависимы, то вентор 
Ь линейно выражается через векторы а1 , а2 , . . .  , ak .  

2 .149. Доказать , что упорндоченнан система венторов а1 , а2 . . .  
. . . , ап , не содержащая нулевого вентора ,  линейно независима то­
гда и тольно тогда , когда ни один из этих векторов не выражается 
линейно через предыдущие. 

2. Р81П матрш�ы. Пусть в матрице А размера т х п выбраны про­
извольно k стро:к и k столбцов (k � min (m,  п) ) . Элементы, стонщие на 
пересечении выбранных стро:к и столбцов, образуют :квадратную матрицу 
поряд:ка k, определитель :которой называетсн минором k-го пор.яд-ка ма­
трицы А. 
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МаRсимальный порядоR r отличных от нуля миноров матрицы А 
называется ее  рангом, а любой минор порядRа r ,  отличный от нуля, -
базисным .минором. 

СтроRи (столбцы) матрицы А размера т х п можно рассматривать 
RaR систему арифметичесRих веRторов из !Rn (соответственно !Rm ) . 

Т е о р е м а  о б а з и с н о м  м и н о р е . Ранг .матрицы равен рангу 
системы ее строк ( столбцов) ; при этом система строк ( столбцов) 
.матрицы, содержаща.я базисный .минор, образует базис в системе 
всех строк ( столбцов) этой .матрицы. 

Приведем основные методы вычисления ранга матрицы. 
М е т о д О R а й м л я ю щ и х  м и н о р о в . Пусть в матрице найден ми­

нор k-го порядRа М; отличный от нуля. Рассмотрим лишь те миноры 
(k + 1 ) -го порядRа , Rоторые содержат в себе (оRаймляют) минор М: если 
все они равны нулю, то ранг матрицы равен k. В противном случае среди 
оRаймляющих миноров найдется ненулевой минор (k + 1 ) -го порядRа , и 
вся процедура повторяется .  

П р  и м  е р  1 . Найти ранг матрицы (2 1 -4 3 1 1 1 1 А - 1 1.:-� _ _  ! J  -4 
- _9 _ _  __! _ _:-_! � 3 

4 - 7  4 -4  

<J Финсируем минор 2-го порядRа , отличный от нуля: 

Минор 3-го порядна 

1 -4 М2 = _2 

2 
М3 = 1 

о 

� 1 i О .  

-4 3 
-2 1 

1 - 1  
онаймляющий минор М2 , таRже отличен от нуля. ОднаRо оба минора 
4-го порядна , ОRаймляющие М3 , равны нулю: 

2 -4 3 1 
1 -2  1 1 1 
о 1 - 1 1 - - - - - - _ I 
4 - 7  4 

1 
-4 

3 
-4 

Поэтому ранг А равен трем.  t> 

= о, 

2 -4 3 1 
1 1 - 2 1 1 

о 1 - 1 1 - - - - - - _ I 
4 - 7 4 

о 
2 
1 = О . 
5 

М е т  о д  э л е м е н т  а р  н ы х п р е о б р  а з о в  а н  и й  основан на том 
фаRте, что элементарные преобразования (см. п. 2 § 2) матрицы не ме­
няют ее ранга (см. задачу 2 . 158) . Используя эти преобразования , ма­
трицу можно привести R таRому виду , Rогда все ее элементы, нроме а1 1 , 
а22 , . . .  , arr (r � min (m,  п) ) , равны нулю. Следовательно, ранг матрицы 
равен r .  
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П р  и м  е р  2 .  Найти ранг матрицы 

А = r- � -� . -�) . 
о 5 - 10 
2 3 о 

<J Производп последовательно элем1ентарные преобразованип , будем иметь 

(-f 
2 -4) 

(� 
4 -5) 

(! 
4 -5) 

-4 - 1� 
3 - 1� - 5 10 

1 ---+ 1 ---+ - 1 1  22 ---+ 
5 5 5 - 10 

2 3 2 -4 2 -4 

(� 
4 -5) 

(! 
о 

�) 
1 -2  1 

---+ 1 -2  ---+ о 
1 -2  о 
1 -2  о 

Ранг последней матрицы равен двум, следовательно, таrюв же и ранг 
исходной матрицы. [> 

Найти ранг матрицы методом 01шймшrющих миноров: 

о 
- 1 3 -2  

!) (� 
3 5 -�) - 1 -3 

2 . 150 .  -2 5 1 2 . 151 .  1 - 1 7 . - 1 1 8 7 9 1 

(� 
- 1 3 2 

-�} (� 
2 3 

�) -3 2 3 3 4 
2 .152 .  -3 -5 о 2 .153 .  4 5 

-5 1 4 5 6 

о 
2 3 о - 1) 2 . 154. 1 1 1 о . 
3 4 1 - 1 ( ! ;  i 1 - i 2 + Зi ) 1 2 

2 .155 .  1 - i - 1 - i 3 - 2i . 
4 -4i 10 + 2i 
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Чему равен ранг матрицы А при различных значениях Л? 

(i 1 1 i) - 2.157. А = о л - 1  

о 2 . 1 56. А =  
4 10  

- 1  л 
7 17  
2 4 10  -6  

2.158.  По:казать , что элементарные преобразования не  меняют 
ранга матрицы. 

Вычислить ранг матрицы методом элементарных преобразова­
ний: 

г 2.159.  
75 
75 
25 

с 2. 160. 26 
16  

г 2.161 .  
49 
73 
47 

1 7  
24 

2.162.  25 
3 1  
42 

2.163.  (
1� 

3 1  17  43) 
94 53 132 
94 54 134 . 

32 20 48 

-67 35 201 155) 
98 23 -294 86 . 

-428 1 1284 52 

1 9  36 72 - 38) 
40 73 147 - 80 
59 98 2 19 - 1 18 . 

36 71 141  - 72 

-28 45 1 1  39 
-37 6 1  1 3  50 
-7  32 - 1 8  - 1 1  
12 19  -43 -55 
1 3  29 -55 -68 

2 

�}- (-� 5 
8 2.164. -3 

1 1  1 2 -2 

Вычислить ранг матрицы: 

3 
-7 

5 
3 

3 
7 1 с 2 . 1 65. 17 1 
3 4 

- 1  6) 
2.166.  ( 1� -3 10 

-7 22 . 

-2  10  

-2 1 
3 -4) 

1 
о 
4 

- 1  

1 о . 

о 1 СА 

10  

_;
) 

4 
52 9 . 

6 -7  

s 
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2 .167. 

2 .169 .  

2 . 170. 

о 
1 
о 
1 
о 

1 
1 
1 
о 
о 

1 о о 
о о о 
о 1 1 
1 о о 
1 1 о 

б" 

2 .168. 

2 2 
1 о 
2 1 

1 5 - 1 4 -2  1 
5 о 1 

- 1 -2  2 -6 1 -3 - 1  
1 2 
о - 1  
1 о 
о 1 
1 о 

- 1 -3 
3 2 

-8 1 - 1 
-3 7 -2 

о 1 3 
-2 о -1 

о 1 о 
о 1 1 

- 1 2 2 
- 1 - 1 - 1 

(j l 
1 

- 1 
о 
1 
о 

-1 

о 
3 
о 

- 1 

4 
о 
о 

- 1 

3 
2 
1 

- 1 

2 .171 .  Доназать ,  что если произведение матриц АВ определено, 
то rang (АВ) :::; min { гang А,  rang В } .  

2 . 172 .  Пусть А - невырожденнан матрица , а матрицы В и 
С тановы, что АВ , СА определены. Доназать , что rang (АВ)  = 
= rang В и rang (СА) = rang С. 

2 . 173 .  Доназать , что если сумма матриц А +  В определена , то 
rang (А +  В)  :::; гапg А +  rang В . 

ПонRтие ранга матрицы используетсR длR исследованиR линейной 
зависимости системы арифметичес11их ве11торов. 

П р  и м  е р  3 . Вьшснить , fШЛRетсn ли система арифметичесних ве11то­
ров а1 = ( 2 ,  -3 , 1 ) ,  а2 = (3 , - 1 , 5) , аз = ( 1 , -5 ,  -3) линейно зависи­
мой или линейно независимой . Найти ее ранг и накой-нибудь базис. 
<J Запишем матрицу А, вектор-столбцами которой nвляются а1 , а2 , аз : � 2 3 1 1) 

А = (а{ , aJ , aJ ) = --=-3 _ _  -=-1J -5 . 
1 5 -3 

Ранг А,  кан нетрудно видеть , равен 2 . Следовательно , исходная система 
арифметичес11их ве11торов линейно зависима , и ее ранг таю11е равен 2 
(по теореме о базисном миноре) . Минор 2-го порядна 

3 1 = 7 -1  



§ 3 .  Пространство арифметических векторов. Ранг матрицы 101 

отличен от нуля и потому может быть принят за базисный. Отсюда 
следует , что арифметические векторы а1 и а2 образуют базис исходной 
системы. 

Выяснить ,  являются ли следующие системы венторов линейно 
зависимыми или линейно независимыми: 

2 . 174. Х1 = ( 1 ,  1, 1, 1 ) ,  Х2 = ( 1 ,  - 1 ,  - 1 , 1 ) ,  Хз = ( 1 ,  - 1 ,  1 ,  - 1 ) ,  
Х4 = ( 1 ,  1 ,  - 1 , - 1 ) . 

2 .175 . Х1 = (4 , -5 ,  2 , 6) ,  Х2 = (2 , -2 , 1 ,  3 ) , Хз = (6 ,  -3 ,  3 ,  9) , 
Х4 = (4 ,  - 1 , 5 , 6) . 

Найти ранг системы венторов: 
2 . 176 .  а1 = ( 1 ,  - 1 ,  О , О ) , а2 = (О , 1, - 1 ,  О ) , аз = ( 1 ,  О , - 1 ,  1 ) ,  

а4 = (О , О , О , 1 ) ,  as = (3 ,  -5 ,  2 , -3 ) .  
2 .177. а1 = ( 1 ,  i, - 1 , -i , 1 ) ,  а2 = ( 1 ,  -i , - 1 , i, 1 ) ,  аз = 

= ( 1 ,  - 1 , 1 , - 1 ,  1 ) ,  а4 = (3 ,  - 1 ,  - 1 ,  - 1 ,  3) . 
Найти все значения Л , при ноторых вентор х линейно выра­

жается через венторы а1 , а2 , аз :  
2 .178 .  а1 = (2 , 3 ,  5) , а2 = ( 3 ,  7 ,  8 ) ,  аз = ( 1 , - 6 ,  1 ) ,  х 

= (7 ,  -2 , Л) .  
2 . 179 .  а1 (3 ,  2 , 5) , а2 (2 , 4 , 7) , аз (5 , 6 ,  Л) ,  х 

= ( 1 ,  3 ,  5 ) . 
2 .180. а1 = (3 ,  2 , 6 ) , а2 = (7 ,  3 ,  9) , аз = ( 5 ,  1 , 3) , х = 

= (>. ,  2 , 5 ) . 
Найти ранг и накой-нибудь базис заданной системы венторов: 
2 . 181 .  а1 = (5 , 2 , -3 , 1 ) ,  а2 = (4 , 1 , -2 , 3 ) ,  аз =  ( 1 , 1 , - 1 , -2 ) ,  

а4 = (3 ,  4 , - 1 ,  2) .  
2 .182 .  а1 = (2 , - 1 ,  3 ,  5) , а2 = (4 , -3 ,  1 ,  3) , аз =  (3 ,  -2 , 3 ,  4 ) , 

а4 = (4 , - 1 , 1 5 ,  1 7) ,  а5 = (7 , -6 ,  -7 ,  О ) . 
2 .183 .  а1 = ( 1 , 2 , 3 ,  -4) , а2 = (2 , 3 ,  -4, 1 ) ,  аз = (2 , -5 ,  8 , -3) , 

а4 = ( 5 ,  26 , -9 , - 12 ) , as = (3 ,  -4, 1 , 2 ) .  
Найти ранг и все базисы системы ве1>торов: 
2 .184. а1 = ( 1 ,  2 , О , О ) , а2 = ( 1 , 2 , 3 ,  4) , аз = (3, 6 ,  О , О ) . 
2 .185. а1 = ( 1 ,  2 , 3, 4) , а2 = (2 , 3 ,  4, 5) , аз = (3 ,  4 , 5 ,  6 ) ,  

а4 = (4 , 5 ,  6 ,  7) . 
2 .186 .  а1 = (2 , 1 ,  -3 ,  1 ) ,  · а2 = (4 , 2 , -6 ,  2) ,  аз = (6 ,  3 ,  -9 , 3 ) ,  

а4 = ( 1 , 1 ,  1 ,  1 ) .  
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§ 4. Системы линейных уравнений 
1 .  Правило Крамера. Пусть задана система п линейных уравнений с 

п неизвестными вида 
а1 1 Х1 + ai 2X2 + . . . + ainXn = Ь1 , 
а21 Х 1  + а22Х2 + . . .  + a2nXn = Ь2 , 

или, в матричной форме , АХ = В, где 

А = (�-�� - . -��� . . : : :  . .  -��.:.) 
an1 an2 . . .  ann 

( 1 ) 

П р а в и л о  I\ р а м е р а . Если в системе ( 1 )  det A = Л -f. О ,  т . е .  
матрица А имеет обратную л- 1 , то система ( 1 ) имеет , и притом един-
ственное ,  р ешение 

х = л- 1 в, 
или, в покомпонентной записи , 

лi Х; = д '  i = 1 , 2 , . . .  , n, 

где Лi - определитель, получаемый из определителя Л заменой i-го 
столбца на столбец свободных членов . 

П р и м е р 1 .  Решить систему уравнений 3х 1 + 2х2 + Хз = 5 ,  
2Х 1  - Х2  + Х3  = 6 , 
XJ + 5х2 = -3 . 

<J Матрица А = невырожденная, так как det А = -2 -f. О .  (3� _ 2� 0
11) 

Присоединенная матрица A v имеет вид 

с 
5 -�) Av = - 1  1 1 - 13 -7 

Следовательно, 

с 
5 -�) , л- 1 = - � 1 � - 1  - 13 -7 
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5 
- 1  

- 13 
- 1  6 = - - 2 - 1 

3) ( 5) 1 (-4) ( 2) - 7 -3 2 - 2  1 
' 

т .  е. Х1  = 2 , Х2 = - 1 ,  Хз = 1 .  [> 

Следующие системы решить по правилу I\рамера :  
2 .187. Зх - 5у = lЗ ,  2.188. Зх - 4у = -6,  

2х + 7у = 8 1 .  Зх + 4у = 1 8 .  
2 .189 .  2ах - ЗЬу = О , 2.190. 7х + 2у  + Зz  = 1 5 ,  

Зах - 6Ьу = аЬ. 5х - Зу + 2z = 15 ,  
10х - 1 ly + 5z = З6 .  

2 .191 .  2х + у = 5 ,  2 .192 .  х + у - 2z = 6 ,  
2х + Зу - 7z = 16 ,  
5х + 2у + z = 16 .  

х + Зz = 16 ,  
5у - z = 10 .  

2 .193 .  
4х1 + 4х2 + 5хз + 5х4 = О, 
2х 1 + Зхз - х4 = 10 ,  
х 1 + х2 - 5хз = - 10, 

3х2 + 2хз = 1 .  

2 .194. 
2х1 - х2 + Зхз + 2х4 = 4, 
Зх1 + 3х2 + Зхз + 2х4 = 6 ,  
Зх1 - х2 - хз - 2х4 = 6 ,  
Зх1 - х2 + Зхз - х4 = 6 .  

2 .195* . Доказать , что для любых различных чисел х 1 , х2 , х з  
и любых чисел у1 , у2 , Уз существует , и притом только один, мно­
гочлен у = f (x) степени � 2, длн которого f (xi ) = Yi , i = 1 ,  2 , З .  
Ногда степень этого многочлена < 2 (равна 1 ,  равна О) ? 

По заданным условинм найти многочлен f ( х) : 
2 .196 .  f ( l )  = - 1 ,  f (- 1 )  = 9 ,  ! (2) = - з. 

( ) . . { 1 ,  i = j, 
2 .197. fj Xi = Oij , i , J = 1, 2 ,  3 ,  Oij = о . --'- . ' i / J . 
Решить системы уравнений: 
2 .198 .  5х1 + 8х2 + хз = 2 , 

3х 1 - 2х2 + 6хз = -7, 
2х1 + Х2 - Х3 = -5 .  

2.199. 2х1 - 3х2 + хз = -7, 
х1 + 4х2 + 2х3 = - 1 ,  
Х 1  - 4х2 = -5 .  

2.200. . 2 .201. 
2х 1 + 2х2 - хз + х4 = 4, 2х1 + 3х2 + 1 1хз + 5х4 = 2 , 
4х1 + Зх2 - хз + 2х4 = 6 ,  х1 + х2 + 5хз + 2х4 = 1 ,  8х1 + 5х2 - 3хз + 4х4 = 12 , 2х1 + х2 + 3хз + 2х4 = -З ,  
3х1 + 3х2 - 2хз + 2х4 = 6 . х 1 + х2 + Зхз + 4х4 = -З .  
2.202. 2х1 + 5х2 + 4хз + х4 - 20  = О, 

х1 + Зх2 + 2хз + х4 - 1 1  = О , 
2х1 + lOx2 + 9хз + 9х4 - 40 = О , 
3х1 + 8х2 + 9хз + 2х4 - 37 = О .  
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2.203. Зх 1  + 4х2 + хз + 2х4 + 3 = О , 
Зх 1 + 5х2 + Зхз + 5х4 + 6 = О , 
6х 1 + 8х2 + хз + 5х4 + 8 = О , 
Зх 1  + 5х2 + Зхз + 7х4 + 8 = О .  

2.  РешеШ1е пр оИ3воJIЬных систем. Пусть задана система т линейных 
уравнений с п неизвестными общего вида 

а 1 1 х 1 + а 1 2 Х2 + . . .  + a1 n Xn = Ь1 , 

а2 1 Х 1 + а22 Х2 + . . .  + a2n Xn = Ь2 , 

или, в матричной форме, 
АХ = В, 

х = (::) в = ( :.: ) 
Хп Ьm 

(2)  

(3) 

Если В =  О , то система называетсн однородной, в противном случае 
она называетсн неоднородной. 

Решением системы (2) называетсн вен.кий n-номпонентный ве1пор­
столбец Х , обращающий матричное уравнение (3) в равенство (соот­
ветствующий решению Х арифметический вектор х Е !Rn также будем 
называть р ешением системы (2 ) ) . . 

Система называетсн совместной, если у нее существует по .крайней 
мере одно решение, в противном случае она называетсн несовместной. 

Две системы называютсн эквивалентными, если множества их ре­
шений совпадают . 

Т е о р  е м  а .К р  о н  е .к  е р  а - 1\  а п е л л и. Дл.я того 'Чтобы система 
(2) была совместной, необходимо и достато'Чно, 'Чтобы 

rang А = rang А, (4) 

где А =  (A IB) - р а с ш ир е н н а .я м а тр и ц а  системы. 
Пусть rang A  = rang A  = r , т . е .  система совместна . Не ограничиван 

общности , будем считать , что базисный минор располагаетсн в первых r 
( 1  � r � min (m ,  п ) )  строках и столбцах матрицы А. Отбросив послед­
ние т - r уравнений системы (2) , запишем укоро'Ченную систему : 

(5 )  

которан эквивалентна исходной . Назовем неизвестные х 1 , . . .  , Xr базис­
ными, а Xr+ 1 , . . .  , Хп свободными и перенесем слагаемые, содержащие 
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свободные неизвестные , в правую часть уравнений (5) . Получаем си­
стему относительно базисных неизвестных : 

которан длн каждого набора значений свободных неизвестных Xr+ i  = 
= с1 , . . .  , Xn 

= 
Cn-r имеет единственное решение х1 (с1 , . . . , Cn-r ) , . . .  

. . . , Xr = (с1 , . . .  , Cn-r ) , находимое по правилу Крамера .  Соответству­
ющее решение укороченной , а следовательно , и исходной систем имеет 
ВИД 

Х1 (с1 , · · · , Cn-r ) 

Х (с1 , . . .  , Cn-r ) = Xr (C1 , . . .  , Cn-r ) (6) 

Cn-r 

Формула (6) , выражающан произвольное решение системы в виде вектор­
функции от п - r свободных неизвестных , называетсн общим решением 
системы (2 ) . 

П р  и м е р  2 .  Установить совместность и найти общее решение си-
стемы 

2х1 + х2 - Хз - 3х4 = 2 , 

4х 1 + хз - 7х4 = 3 ,  
2х2 - 3хз + Х4 = 1 , 

2х1 + 3х2 - 4хз - 2х4 = 3 . 
<J Выпишем основную и расширенную матрицы системы: (2 1 :  - 1  -3) 

А = _4 _ _  0j 1 -7  
1 о 2 -3 

2 3 -4 -2 
Так как rang 

А = 
rang A  = 2 

вместна . 

- ( �  А --
о 2 

1 

о 

2 

3 

- 1  -3 
1 -7  

-3  1 

-4 -2 

(проверьте! ) , то исходнан 

о 
система со-

Выберем в качестве базисного минор М2 = 1 � � 1 · Тогда неизвест-
ные х1 , х2 базисные , х3 , х4 - свободные , а укороченнан система 
имеет вид 

2х1 + х2 = 2 + Хз + 3х4 , 
4х1 = 3 - хз + 7х4 . 
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Полагая хз = с1 , Х4 = с2 и решая у1юроченную систему относительно 
базисных неизвестных , получаем 

Следовательно, общее решение исходной системы имеет вид 
3 1 7 4 - 4с1 + 4с2 
1 3 1 
2 + 2С1 - 2С2 . [> 

С1 
С2 

Исследовать совместность и найти общее решение следующих 
систем: 

2 .204. х - у'зу = 1 , JЗх - Зу = JЗ. 2.205. J5x - 5у = v'S, 
х - J5y = 5 .  

2 .206. 2х - у + z = -2, 
х + 2у + Зz = - 1 .  
х - Зу - 2z = З .  

2 .207. x + 2y - 4z = 1 , 
2х + y - 5z = - 1 , 
х - у - z = -2 .  

2 .208. 
Зх 1  - 2х2 - 5хз + х4 = З, 
2х 1 - Зх2 + хз + 5х4 = -З , 
х 1  + 2х2 - 4х4 = -З, 
х 1 - х2 - 4хз + 9х4 = 22 .  

2.210.  
2х 1 + 7х2 + 3хз + Х4 = 6 , 
Зх1 + 5х2 + 2хз + 2х4 = 4, 
9х 1  + 4х2 + хз + 7х4 = 2 .  
2 .212 .  
9.7: 1 - 3х2 + 5з;3 + 6х4 = 4, 
6х 1 - 2х2 + 3хз + 4х4 = 5 ,  
3х 1 - х2 + 3хз + 14х4 = -8 .  

2 .209. 
х1 + х2 - 6хз - 4х4 = 6 ,  

3х 1 - х2 - 6хз - 4х4 = 2 , 
2х1 + 3х2 + 9хз + 2х4 = 6 ,  
3х 1 + 2х2 + 3хз + 8х4 = -7 .  
2 .211 .  
3х 1 - 5х2 + 2хз + 4х4 = 2 , 
7х 1 - 4х2 + хз + 3х4 = 5 , 
5.7:1  + 7х2 - 4хз - 6х4 = 3 . 
2 .213 .  
3х 1 + 2х2 + 2хз + 2х4 = 2 , 
2х1 + 3.7:2 + 2хз + 5х4 = 3 ,  
9х 1 + х2 + 4хз - 5х4 = 1 , 
2х 1  + 2х2 + 3хз + 4х4 = 5 ,  
7х 1 + х2 + 6хз - х4 = 7 . 

2.214.  х 1  + х2 + 3хз - 2х4 + 3х5 = 1 , 
2х 1 + 2х2 + 4хз - :i;4 + 3х5 = 2 , 
3з: 1  + 3х2 + 5хз - 2х4 + 3х5 = 1 , 
2х 1 + 2:r: 2 + 8хз - Зх1 + !.Jx5 = 2 .  
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2 .215 .  2х 1 - х2 + хз + 2х4 + 3х5 = 2 , 
6х1 - 3х2 + 2хз + 4х4 + 5х5 = 3 ,  
6х 1 - 3х2 + 4хз + 8х4 + 13х5 = 9 ,  
4х 1 - 2х2 + хз + х4 + 2х5 = 1 . 

2 .216 .  1 2х 1 + 14х2 - 15хз + 24х4 + 27х5 = 5 ,  
1 6х1 + l8x2 - 22хз + 29х4 + 37х5 = 8 , 
1 8х1 + 20х2 - 2 1хз + 32х4 + 41х5 = 9 , 
10х1 + 1 2х2 - lбхз + 20х4 + 23х5 = 4 .  

2 .217. 24х1 + 14х2 + 30хз + 40х4 + 41х5 = 28 , 
36х1 + 2 1х2 + 45хз + 61х4 + 62х5 = 43, 
48х1 + 28х2 + 60хз + 82х4 + 83х5 = 58 , 
6Ох1 + 35х2 + 75хз + 99х4 + 102х5 = 69 . 
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Исследовать совместность и найти общее решение в зависимо-
сти от значения параметра ,\ : 

2 .218 .  2 .219.  
5х1 - 3х2 + 2хз + 4х4 = 3 , Лх1 + х2 + хз + х4 = 1 ,  
4х1 - 2х2 + 3хз + 7х4 = 1 , Х 1 + Лх2 + хз + х4 = 1 , 
8х1 - 6х2 - хз - 5х4 = 9 ,  х 1 + х2 + Лхз + х4 = 1 , 
7х 1 - 3х2 + 7хз + 1 7х4 = Л. х1 + х2 + хз + Лх4 = 1 .  
2 .220. 2х 1 - х2 + 3хз + 4х4 = 5 ,  

4х1 - 2х2 + 5хз + 6х4 = 7, 
6х 1 - 3х2 + 7хз + 8х4 = 9 , 
Лх1 - 4х2 + 9хз + 10х4 = 1 1 . 

2 .221 .  ( 1 + Л)х 1 + х2 + хз = 1 , 
х 1 + ( 1 + Л)х2 + хз = 1 , 
х1 + х2 + ( 1 + Л)хз = 1 . 

3. Однородные системы. Однородная система АХ = О всегда со­
вместна ,  таи 1ши имеет тривиальное решение Х = О.  Для существо­
вания нетривиального решения однородной системы необходимо и до­
статочно , чтобы r = rang A  < п (при rn = п это условие означает , что 
det А = О) . 

Пусть Q С !E.n - множество всех решений однородной системы. 
Всяиий базис в множестве Q состоит из п - r ве1поров е1 , . . .  , en-r · 
Соответствующая ему в ианоничесиом базисе (см. (4) из § З) система 
веитор-столбцов Е1 , . . . , En-r называется фундаментальной системой 
решений. Общее решение однородной системы имеет вид 

где с1 , . . .  , Cn-r - произвольные постоянные. 
Базисные решения Е1 , . . .  , En-r могут быть получены методом, из­

ложенным в п .  2 ,  если свободным неизвестным придавать поочередно 
значение 1 ,  полагая остальные равными О . 
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П р  и м  е р  3 .  Найти фундаментальную систему р ешений и общее 
р ешение следующей однородной системы уравнений : 

3х 1 + Х2 - 8хз + 2х4 + Х5 = О , 
2::r: 1  - 2х2 - 3:т:з - 7х4 + 2::r;5 = О , 
.т 1 + l l:r2 - 12хз + 34х4 - 5х5 = О , 

х 1 - 5х2 + 2хз - 16х4 + 3х5 = О . 

<J 1\·I а трица ноэф фициентов 

-8 2 (3 1 : -�) А = -�- -�-�J - 3  - 7  
- 1 2 34 

1 -5 2 - 16 

име ет ранг r = 2 (пр оверьте ! ) . Выберем в начестве базисного минор 

Тогда унороченнап сиrтема имеет вид 

3х 1  + ::r;2 = 8хз - 2х4 - х5 , 

2х 1 - 2х2 = 3хз + 7х4 - 2х5 , 

отI1уда , полагаn Хз = с 1 ,  ::r;4 = с2 , Х5 = сз ,  находим 

1 9  3 1 

::r:1 = - 8 с 1 - 8с2 + 2сз , 

7 25 1 Х2 = - S CJ + SC2 - 2С3 . 

Обще е р ешение систеN1ы 

19 3 1 
- - С 1 - -с� + - r;� 8 8 - 2 v 

7 25 1 

·- -8 с 1 + -8 С2 - -2 c:i Х (с1 , с2 , сз ) = 
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Из общего решения находим фундаментальную систему решений (- 19/8) -7/8 Е, � Х ( ! , О ,  О) � � , (-3/8) 25/8 Е, � Х (О , ! ,  О) � � , 
( 1/2 ) - 1 /2 Е, � Х (О, О, ! ) � � , 

С использованием фундаментальной системы общее решение может быть 
записано в виде Х(с1 , с2 , сз ) = с1 Е1 + с2Е2 + сзЕз . [> 

2.222.  До1>азать , что всниан линейная иомбинацин решений од­
нородной системы уравнений таиже нвлнетсн ее решением.  

Найти фундаментальную систему решений и общее решение 
следующих систем: 

2 .223. Х 1  + 2х2 - Х3 = 0, 
2х 1  + 9х2 - Зхз = О . 

2.224. х1 - 2х2 - Зхз = О , 
- 2х1  + 4х2 + бхз = О . 

2.225. Зх 1  + 2х2 + хз = О ,  
2х 1  + 5х2 + Зхз = О . 
Зх 1  + 4х2 + 2хз = О . 

2.226. 2х 1  - Зх2 + хз = О, 
Х 1  + Х2 + Х3 = 0, 

Зх1 - 2х2 + 2хз = О .  
2.227. 2.228. 
х 1  + 2х2 + 4хз - Зх4 = О , 

Зх 1  + 5х2 + бхз - 4х4 = О , 
4х 1 + 5х2 - 2хз + Зх4 = О, 
Зх 1  + 8х2 + 24хз - 19х4 = О. 

2х 1  - 4х2 + 5хз + Зх4 = О , 
Зх 1 - 6х2 + 4хз + 2х4 = О , 
4х 1  - 8х2 + 1 7хз + l lx4 = О . 

2.229. Зх 1  + 2х2 + хз + Зх4 + 5xs = О , 
6х 1 + 4х2 + Зхз + 5х4 + 7xs = О, 
9х 1 + 6х2 + 5хз + 7х4 + 9xs = О , 
Зх1 + 2х2 + 4х4 + 8х5 = О . 

2 .230. Х 1  + Х3 + Х5 = 0 ,  
Х2 - Х4 + Х5 = 0 ,  

Х 1  - Х2 + Х5 - Х5 = 0, 
Х2 + Х3 + Хб = 0, 

Х1 - Х4 + Х5 = 0 .  
2 .231 .  5х 1 + 6х2 - 2хз + 7х4 + 4xs = О, 

2х 1 + Зх2 - хз + 4х4 + 2.1:5 = О, 
7х 1 + 9х2 - Зхз + 5х4 + 6х5 = О , 
5х 1  + 9х2 - Зхз + х4 + 6х5 = О. 
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2.232 .  3х 1 + 4х2 + хз + 2х4 + 3х5 = О , 
5х1 + 7х2 + хз + 3х4 + 4х5 = О, 
4х 1 + 5х2 + 2хз + х4 + 5х5 = О , 
7х1 + 10х2 + хз + 6х4 + 5х5 = О . 

2 .233* . Выяснить , образуют ли стршш каждой из матриц (30 
А = : 

-24 43 
- 15 8 

2 9 

50 -5) (4 2 9 -20 -3) 
5 2 ' в = 1 - 1 1  2 1 3 4 

- 20 -30 9 - 15 8 5 2 
фундаментальную систему решений для системы уравнений 

3х 1 + 4х2 + 2хз + х4 + 6х5 = О , 
5х 1 + 9х2 + 7хз + 4х4 + 7х5 = О, 
4х 1 + 3х2 - хз - Х4 + l lx5 = О , 
х 1 + 6х2 + 8хз + 5х4 - 4х5 = О . 

Определить значения параметра а, при которых система имеет 
нетривиальные решения, и найти эти решения: 

2 .234. а2х 1 + 3х2 + 2хз = О , 2.235. 2х1 + х2 + 3хз = О, 
ах 1 - х2 +' хз = О, 4х 1 - х2 + 7хз = О, 
8х 1 + х2 + 4хз = О. х 1 + ах2 + 2хз = О. 

Если задана неоднородная система АХ = В, то ее общее р ешение 
может быть найдено как сумма общего решения соответствующей одно­
родной системы АХ = О и произвольного частного решения неоднород­
ной системы. 

Найти общие решения неоднородных систем, используя фун­
даментальную систему решений соответствующих однородных: 

2 .236. 2х 1 + Х2 - Х3 - Х4 + Х5 = 1 , 
Х 1  - х2 + Х3 + Х4 - 2х5 = о , 

3х1 + 3х2 - 3хз - 3х4 + 4х5 = 2 , 
4х 1 + 5х2 - 5хз - 5х4 + 7х5 = 3 .  

2 .237. 2х 1 - 2х2 + Х3 - Х4 + Х5 = 1 , 
Х 1 + 2х2 - Х3 + Х4 - 2х5 = 1 , 

4х 1 - 10х2 + 5хз - 5х4 + 7х5 = 1 , 
2х 1 - 14х2 + 7хз - 7х4 + l lx5 = - 1 . 

2.238.  Х] - Х2 + Х3 - Х4 + Х5 - Х5 = 1 , 
2х 1 - 2х2 + 2хз + Х4 - х5 + х5 = 1 .  

2.239 .  х 1 + 2х2 + 3x:.J + 4х4 + 5х5 = О , 
х 1 - 2х2 - 3хз - 4х4 - 5х5 = 2 ,  

2х2 + 3хз + 4х4 + 5х5 = - 1 . 
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4. Метод по следоватеJIЬ:ных ис:кmочений Жордана-Гаусса. С помо­
щью элементарных преобразований над странами и перестановной столб­
цов расширеннан матрица системы ( 2) может быть приведена 11 виду 

1 о о a� , r+ l а� " 
Ь' 1 

о 1 о a� , r+ l а�" 
Ь' 2 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
о о 1 а�, r+ l а�п ь;. 

о о о о о ь:.+ 1  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
о о о о о ь�l 

Матрица ( 7) нвлнетсн расширенной матрицей системы 

Х1 + a� , r+1 Xr+I + . . .  + а� 11Хп = /J� , 
Х2 + a�, т·+ 1 Xr+ l + . . . + а�11Хп = /J� , 

Xr + а�, r+ l Xr+l + . . .  + а�11Хп = /J� , О = Ь�+1 , 

О = Ь�, ,  

(7) 

(8) 

11оторан с точностью до обозначенин неизвестных энвивалентна исходной 
системе . 

Если хотн бы одно из чисел ь;.+ 1 , . • . , Ь� отлично от нулн , то системы 
(8) , а следовательно , и исходнан система (2) несовместны. 

Если же ь;.+ 1 = . . .  = ь;11 = О, то система совместна и формулы (8) 
дают по существу нвное выражение длн базисных неизвестных х1 , . . .  
. . . , Xr через свободные неизвестные х,+1 , . . .  , х11 • 

П р  и м  е р  4 . Методом Жордана-·Гаусса найти общее решение си-
стемы 

Xt - 2Х2 + Х4 = - 3 , 

Зх1 - х2 - 2хз 1 ,  

2х1 + х2 - 2хз - Х4 = 4 ,  
х 1 + Зх2 - 2хз - 2х4 = 7. 

<J Проиаводн элементарные преобразованин над странами рnсширенной 
матрицы, получаем 

- 3 
( 1 

А = � 

-2 

- 1 

1 

3 

о 

- 2  

-2 

-2 

1 
о 

- 1  

- 2  -� ) 4 -t 
7 
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4 1 

� и  
-2 о 1 -3 ) 1 о - - 1 5 5 

5 -2 -3 10 о 1 2 3 2 -2 10 -t 
- -

5 -3 5 5 
5 - 2 -3 10 о о о о о 

о о о о о 

Первые две стрmш последней матрицы составляют расширенную ма­
трицу системы 

4 1 х1 - 5хз - 5х4 = 1 , 
2 3 х2 - 5хз - 5х4 = 2 , 

э:квивалентной исходной . Считап х1 , х2 базисными неизвестными, а х3 
и х4 свободными, получаем общее решение в виде 

Х (с1 , с2 ) = (��) = 
Хз 

Х4 

4 1 1 + -С1 + -С2 5 5 
2 3 2 + -С1 + -С2 · [> 
5 5 

С1 
С2 

Методом /I1i.ордана-Гаусса исследовать совместность и найти 
общее решение следующих ·систем: 

2 .240. 
х 1 + 2х2 + 3хз + 4х4 = О ,  

7х 1 + 14х2 + 20хз + 27х4 = О ,  
5х 1 + 10х2 + 16хз + 1 9х4 = -2 , 
3х 1 + 5х2 + бхз + 13х4 = 5 . 

2.241. 
х1 + х2 1 , 
Х1 + Х2 + Х3 4 , 

Х2 + Х3 + Х4 = -3 ,  
Х3 + Х4 + Х5 = 2 , 

Х4 + Х5 = - 1 .  
2 .242. 105х 1 - 1 75х2 - 315хз + 245х4 = 84 , 

90х1 - 150х2 - 270хз + 210х4 = 72 , 
75х 1 - 125х2 - 225хз + 1 75х4 = 59 . 

2 .243. 
8х 1 + 1 2х2 = 20 , 

14х 1 + 2 1х2 = 35 ,  
9хз + l lx4 = О ,  

1 6хз + 20х4 = О , 10х5 + 1 2х5 = 22 , 
1 5х5 + 18х5 = 33 . 

2.244. 
7х 1 - 5х2 - 2хз - 4х4 = 8 , 

-3х1 + 2х2 + хз + 2х4 = -3 ,  
2х1 - х2 - хз - 2х4 = 1 , 
Х 1  + Х3 + 24х4 = 1 , 

Х2 + Х3 + 2х4 = 3 .  



Глава 3 
ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

§ 1 .  Линейные пространства 
и пространства со сналярным произведением 

1 .  ЛШiейное пр о странство. Множество {, называетсн линейным ( век­
торным) пространством, если выполнены следующие условин: 

1 . В {, введена операцин сложенин элементов , т .  е . Vx, у Е {, опре­
делено отображение 

(х , у) 4 z Е {, 

(обозначение: z = х + у) ,  обладающее следующими свойствами: 
la) х + у = у +  х; lб) (х + у) +  z = х + (у +  z ) ; lв) :3 О Е {, Vx Е {, 

(х + О  = х) (элемент О называетсн нулевым) ; lг) Vx Е {, :3 (-х) Е {, 
(х+ (-х) = О) (элемент -х называетсн противоположным элементу х) . 

2 .  В {, введена операцин умноженин элементов на действительные 
(комплексные) числа , т. е . \;/).. Е IR (>. Е С) , Vx Е {, определено отобра­
жение 

(>. , х) 4 у Е {, 

(обозначение: у = >.х) , обладающее свойствами: 
2а) 1 · х = х ; 2б) >.(µх) = (>.µ)х . 
3 .  Операции сложенин элементов и умноженин их на числа удовле­

творнют законам дистрибутивности : 
За) >.(х + у) = >.х + >.у ; Зб) (>. + µ)х = >.х + µх. 
Элементы линейного пространства называютсн в ектора.ми. Про­

странство {, называетсн действительным, если в {, операцин умноже­
нин векторов на число определена только длн действительных чисел, и 
комплексным, если эта операцин определена длн номплексных чисел . 

Проверить , что следующие множества нвлнютсн линейными 
пространствами: 

3 . 1 .  Множество Vз всех геометрических венторов (опер<щии над 
геометрическими векторами определены в § 1 гл . 1 ) .  

3.2 .  Множество �п всех арифметичесних п-номпонентных ве1>­
торов х = (х 1 , . . . , Хп ) (операции над арифметичесними венторами 
определены в § 3 гл . 2) . 

3 .3 .  Множество Рп всех многочленов 

p(t) = an- 1 tn- I 
+ . . .  + a1 t + ао 
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степени ::::;; п - 1 с е стественным образом введенными операциями 
сложения многочленов и умножения их на числа . 

3 .4 .  Множество С[а, Ь] всех фушщий f (t ) ,  непрерывных на от­
реЗI\е [а , Ь] , с естественным образом введенными операциями сло­
жения функций и умножения их на числа . 

3 .5 .  Множество Мт, п всех матриц размера т х п (операции 
над матрицами определены в § 2 гл . 2) . 

Выяснить , являются ли следующие множества линейными про­
странствами: 

3.6 .  Множество V1 всех геометричес1шх векторов , холлинеар­
ных фиксированной прямой. 

3.7.  Множество всех геометричесхих ве1поров, исходящих из 
начала :координат, :концы :которых лежат на фиксированной пря­
мой. 

3 .8 .  Множество всех геометрических векторов, удовлетворяю-
щих условию Jx J > а , где а > О - фиксированное число . 

3 .9 .  Множество всех сходFiщихся последовательностей. 
3 . 10 .  Множество всех pacxoдFiщиxcfl последовательностей. 
3 . 1 1 .  Множество всех функций, интегрируемых на отрезке [а , Ь] . 
3 .12 .  Множество всех преобразований поворота трехмерного 

пространства геометрических векторов вонруг финсированной оси. 
Система векторов х1 , . .  " Х8 С .С называетсfl .11инейно зависимой, 

е сли найдутся числа Л1 , . . " л. , не равные одновременно нулю и такие, 
что Л1 х1 + . . .  + Л8х8 = О; в противном случае эта система называется 
.11инейно независимой. 

Пусть Q С .С - произвольное множество векторов линейного про­
странства . Упорядоченная система векторов S.В = (е 1 , . .  " е8 )  называется 
базисом в Q , е сли: 

а ) ek Е Q , k = 1 ,  2 , . .  " s ; 
б) система S.В = (е1 , . .  " е8 )  линейно независима ; 
в) для любого х Е Q найдутся такие числа х1 , . .  " х8 , что 

s 

х = L Xkek .  
k=l 

( 1 )  

Формула ( 1 )  называется раз.11ожением вектора х по базису SВ .  
Rоэффициенты х1 , . .  " х ,  однозначно определяются вектором х и 

называютсп координата.Ми этого вентора в базисе S.В .  
Если множество Q С .С обладает базисами, т о  все они состоят из 

одинакового числа венторов, называемого рангом Q (и обозначаемого 
rang Q) .  В частности , е сли все пространство .С имеет базис , то оно 
называется конечномерным и обозначается .Сп , где п = dim .С - чи­
сло векторов в любом базисе, называемое размерностью пространства .  
В противном случае пространство .С называется бесконечномерным. 

Пусть .Сп - произвольное п-мерное пространство, S.В = ( е1 , . . . , еп ) -
финсированный базис в нем . Тогда всякому вектору х Е .Сп взаимно 
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однозначно соответствует столбец его 1юординат в этом базисе: 

х � х,е, + . . .  + х.е. <> Х � (] 
При этом линейные операции над ве1порами в иоординатной форме вы­
глядят следующим образом: 

z = x + y <:=> Z = X + Y, 
у = Лх <::> У = ЛХ. 

Пусть 123 = (е 1 , . . . , en ) и 123' = (е� , . . . , е�) - два различных базиса 
в .Cn .  Каждый из веиторов базиса 123' разложим по базису 123 :  

k = 1, 2 ,  . . .  ' п . 

Матрицей nерехода Т'Б--+'Б'  от базиса 123 R базису 123' называется ма­
трица (t 1 1  · · · t1n) 

Т'Б--t'Б' = . . . . . . . . . . . . . ' 
tn1 . . . t,in 

k-й столбец иоторой есть столбец Е� иоординат веитора е� в базисе 123. 
Если х - произвольный веитор из .Cn , Х и Х' - столбцы его иоординат 
в базисах 123 и 123' соответственно, то имеет место равенство 

Х' = (Т'Б--+'Б' ) - 1 Х (2) 

(ф о р м  у л  а п р е о б р а з о в а н и я  и о о р д и н а  т при преобразовании ба­
зиса) . 

П р и м е р  1. Найти иоординаты геометричесиого веитора х = -i + 
+ 2j + k в базисе 123' , состоящем из веюоров е� = i + j, е� = j + k, 
е; = i + k. 
<] Выпишем иоординаты веиторов е� , е� , е; в исходном базисе 123 = 
= (i , j , k) :  

Отсюда матрица перехода Т'Б--+'Б' имеет вид 
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Обращан матрицу Т<в
-
-+<в '  и использун формулу (2) , находим 

Х' � (Т·�· · )
-

' Х  � � (- : _ : -о П) U) ' 
т . е .  х = 2е� - е; . 1> 

3 . 13 .  Пусть Q - произвольная система венторов из L.  Подси­
стема ei , . . .  , е5 С Q называется максима.1tьной .1tинейно незави­
симой подсистемой в Q ,  если ei , . . .  , е5 - линейно независимая 
система и венная расширенная система ei ,  . . .  , е5 , х, где х - про­
извольный вентор из Q, линейно зависима . Доназать , что веяний 
базис в Q есть мансимальнан линейно независимая подсистема в 
Q ,  и наоборот .  

3 . 14. Если заданы произвольные k венторов х1 , . .  " xk ,  то  из 
них можно построить не более k линейно независимых номбина­
ций. Используя этот результат, доназать : если � и �' - два 
различных базиса в системе Q, то они состоят из одинанового чи­
сла венторов (т .  е. имеет смысл понятие ранга системы Q) . 

3 . 15 .  В пространстве Vз заданы венторы 
е� = i + j ,  е� = i - j ,  е� = -i + 2j - k. 

Доназать , что система �' = (е� , е� , е3 ) - базис в Vз , и написать 
матрицу перехода Т'В-+'13' , где � =  (е 1 = i , е2 = j ,  ез = k) . Найти 
но ординаты вентора х = i - 2j + 2k в базисе �' .  

Пусть � = ( i , j ,  k)  и �' = ( i' ,  j' , k' )  - прямоугольные ба­
зисы в V3 . В задачах 3 . 1 6-3 . 1 8  найти матрицу перехода Т'В-+'13' и 
выписать столбец но ординат вентора х = i - 2j + k в базисе �' .  

3 . 16 .  Базис �' получен изменением на противоположное напра­
вление всех трех базисных ортов � .  

3 . 17. Базис �'  получен перестановной i' = j ,  j '  = k, k' = i . 
3 .18 .  Базис �' получен поворотом базиса � на угол <р вонруг 

орта i .  
3 .19 .  Найти ранг и нююй-нибудь базис системы геометриче­

сних венторов х1 = -i + 2j , х2 = 2i - j + k, хз = -4i + 5j - k, 
Х4 = 3i - 3j + k. 

3.20.  В пространстве IR4 заданы веюоры е� = ( 1 , 2 , - 1 , -2) ,  
е� = (2 , 3 ,  О ,  - 1 ) ,  е3 = ( 1 , 2 ,  1 , 4) ,  е� = ( 1 , 3 ,  - 1 , О ) . Доназать , 
что система �' = ( е� , е� , е3 , е� ) - базис в IR4 , и написать ма­
трицу Перехода Т'В-+'13' , Где � - IШНОНИЧеСIШЙ базис В JR4 (СМ. § 3 
гл . 2 ) . Найти ноординаты вентора х = (7 ,  14 ,  - 1 , 2 )  в базисе �' .  

3 .21 .  Доназать , что система арифметичесних венторов х1 = 
= ( 1 , 2 , О ,  4) ,  х2 = ( -- 1 , О, 5, 1 ) ,  хз = ( 1 , 6, 10 ,  14) линейно зави­
сима , и написать наное-нибудь нетривиальное соотношение вида 
Л1х1 + Л2х2 + Лзхз = О . Найти ранг и все базисы этой системы. 
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3.22 .  Доназать , что система матриц вида 

о 

о 
Ащз = О 

о 

о 

о о о 

о о о 
о 1 о 
о о о 

о о о 
/3 

о 

о 
о 
о 

о 

1 1 7  

а =  1 , . . .  , rn , 

f3 == 1 , . . . ' п 

образует базис в пространстве Мт п всех матриц размера тп х 
х n, и,  следовательно , diш Мт, п = 'rnn . Чему равны 1\Оординаты 
произвольной матрицы А = (щj ) Е Mrn, n в этом базисе? 

3 .23 .  Доназать , что система многочленов 1 , t , t2 , . . . , tn- I обра­
зует базис в пространстве Рп всех многочленов степени ( п - 1 и, 
следовательно , diш Рп = n (этот базис называетсн канон?J,'Ч ески.м) . 
Найти ноординаты: 

а ) многочлена -3t2 + 1 в 1,аноничесном базисе пространства Рз ; 
б ) многочлена t2 - 2t в 1'аноничес1,ом базисе пространства Р4 . 
3 .24. Доказать , что система многочленоn t3 + t2 + t + 1 , t2 + t + 1 , 

t + 1 ,  1 линейно независима . 
3 .25 .  До1,азать , что система многочленов t2 + 1 , -t2 + 2t , t2 - t 

образует базис в пространстве Рз . Выписать в этом базисе столбец 
координат многочлена -2t2 + t - 1 .  

3.26.  Доназать , что при произвольном to система многочленов 
1 ,  t - to ,  (t - to ) 2 , . . .  , (t - to ) n- l образует базис в Рп . 

3 .27. Найти матрицу перехода от наноничесного базиса 1 , t ,  
t2 , • . . , tn- J  н базису 1 ,  t - to ,  (t - to ) 2 , . . . , ( t  - to )n- l в Рп . 

3.28.  Найти ноординаты многочлена t2 - t + 2 в базисе 1 ,  t - 1 , 
(t - 1 ) 2 . 

3.29 .  Доназать , что пространство Р всех многочленов беспонеч­
номерно. Вывести отсюда , что пространство С[а , Ь] фующий f (t ) ,  
непрерывных на отрез1'е [а , Ь] , таюке бес1юнечномерно. 

В задачах 3 . 30-3 . 34 в производьном пространстве Ln венторы 
е� , е� , . . .  , е�1 и х ааданы своими ноордпнатами в не�ютором базисе 
�. Доназать , что система �' = (е� , . . . , е� )  --- базис в .Сп , и найти 
столбец Х' 1юординат вентора х в этом базисе. 

3 .3о. в; = О) , в; = Ш , в; = Ш , х = {�) 
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3 .31 .  в; = (j) , Е2 = (
_�) 

, в; = (-0 , х = U) 
3 .32 .  в; = ( j) . Е2 = ( j) . Е\ = (i} 
в; = (-!) , х = ( �J 
3.33. Е� = ( _:) , Е� = с � �) , Х = ( _ 2�) . 
3 .34. в; = Ш , в; = (!) , в; = ( 1 = J х = О) 
3 .35 .  До:казать следующие утверждения: 
а ) матрица перехода т'В�'В' всегда невырождена , и т'В'�'В 

= (Т'В�'В' ) - 1 ; (t 1 1  . . . t 1n) 
б ) е сли Т = · · · · · · · · · · · · · - невырожденная матрица и 

tn 1  · · · tnn 
SВ = (е 1 , . . .  , en ) - неноторый базис в пространстве Ln , то си­
стема венторов 

е� = t 1 ie 1 + . . .  + tnien , i = 1 ,  2 , . . .  , п 
та:кже образует базис в Ln . 

3.36 .  Доназать , что если SВ ,  SВ' и SВ" - базисы в Ln , то спра­
ведливо матричное равенство 

т'В�'В" = т'В�'В' . т'В' �'В" . 
В задачах 3 . 37 ,  3 . 38 в произвольном пространстве Ln ве1,торы 

ei , е2 , . . .  , en и е� , е� , . . .  , en заданы своими :координатами в неио­
тором базисе. Требуется до:казать , что системы SВ = (е 1 , . . .  , en ) 
и SВ' = (е� , . . .  , е� ) - базисы в Ln , и, используя результаты задач 
3 . 35 и 3 . 36 ,  написать матрицу перехода Т'В�'В' . 

3 .37. Е1 = ш , Е2 = ш , Ез = (�} 



§ 1 . Линейные пространства 1 19 

Пусть {, и {,' - два действительных (или 1шмпленсных) линейных 
пространства . Отображение <р: {, � {,' пространства {, на пространство 
{,' называется изоморфизмом, если: 

а) <р взаимно однозначно; 
б) <р(Лх) = Л<р(х) и <р(х + у) = <р(х) + <р(у) для любых х, у Е {, и 

для любого числа Л .  
Если существует изоморфизм {, на {,' , то  пространстnа {, и {,' назы­

ваются изоморфными: {, � {,' . 

В задачах 3 . 39-3 .41 1 ) установить , является ли изоморфизмом 
заданное отображение Vз на JR3 . 

3.39. rp(xi + yj + zk) = (2х - у , z , х + у + z) .  
3.40. rp(xi + yj + zk) = (х + у - 1 ,  2z , Зу) .  
3.41 . rp(xi + yj + zk) = ( х  + у, -у + 2z , х + 2у - 2z) . 
3.42. Отображение tp: Ln � !R

n произвольного пространства 
Ln на пространство !Rn арифметических векторов имеет вид 

где � = (е 1 , . . . , en ) - некоторый базис в пространстве Ln , а 
А = (aij ) - невырожденная матрица порядка п. Доказать , что 
это отображение - изоморфизм и, следовательно, что Ln с::= !Rn . 

3.43. Доказать , что множество всех иомплексных чисеJI с обыч­
ным сложением и умножением на действительные числа образует 
линейное пространство, изоморфное пространству IR2 . Написать 

1 )  Для обозначения 11оординат геометричес11их ве11торов в прямоугольном ба­
зисе (i ,  j, k) условимся в этой главе использовать строчные бу11вы х, у, z, в 
отличие от прописных буRв ,  иепользуемых в rл . 1 ,  тан 11а11 здесь прописным11 
бу1шами мы будем обозн;Рrать nснтор-столбцы. 
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матрицу перехода от базиса SВ = ( 1 , i ) R базису SВ' = ( 1 + i , -i )  в 
этом пространстве,  и длlI числа -2 + 3i написать разложение по 
базису SВ' . 

2 .  Подпр о странства и mmейные многообразия. Подпространством 
линейного пространства [, называетсн такое подмножество [,' С [,,  ко­
торое обладает свойствами : 

а )  х, у Е 12' ::} х + у  Е L' ; 
6) х Е [,' ::} Лх Е [,' длн вснкого числа Л .  
Если [,' - некоторое подпространство в [, , то множество векторов 

[,' + Х:о = {х Е Llx = х' + хо , х' Е [,' длн некоторого х0 Е [,} 

называетсlI линейным многообразием, полученным сдвигом подпростран­
ства [,' на вектор хо . 

3.44. Доназать , что BCIIROe подпространство [,' линейного про­
странства [, таRже является линейным пространством (при этом 
dim [,' :::;; dim L,) . 

В задачах 3 .45-3 .49 требуется установить , являются ли задан­
ные множества подпространством в соответствующих простран­
ствах.  В случае положительного ответа найти их размерность . 

3.45. Множество всех геометричесRих веRторов из Vз : 
а )  Rомпланарных фиRсированной плосRости; 
б) удовлетворяющих условию (х, а) = О , где а - фиRсирован-

ный веRтор ; . 
в) удовлетворяющих условию l x l = 1 . 
3.46. Множество всех венторов из !Rn вида : 
а )  Х = (0 ,  Х2 , 0 ,  Х4 , Х5 , . . . , Xn ) i 
б) х = ( 1 ,  х2 , 1 ,  Х4 , Х5 , . . . , Xn ) ·  
3.4 7* . Множество всех веRторов произвольного пространства 

Ln , Rоординаты ноторых в фиRсированном базисе удовлетворяют 
условиям: 

а )  Х1 = Xn i б) Х1 + Х2 + . . .  + Xn = О ; в) Х1 - Х2 = 1 ;  
г ). а1 1 х 1 + . . . + a1nXn = О , 

ат1 Х1 + . . .  + amnXn = О , 
или, в матричной форме, АХ = О,  где А - заданная матрица 
размера m х п .  

3.48. Множество всех матриц А порядRа п,  удовлетвор1Iющих 
услОВИIIМ: 

а )  Ат = А (симметричные матрицы) ; б) det А = О .  
3.49. Множество всех фунRций f (t) Е С[а , Ь] (см . задачу 3 .4) ,  

удовлетворяющих услови1Iм: 
а )  f (to) = О длlI неноторого to Е [а , Ь] ; 
б) f (to) = 1 длlI неRоторого to Е [а , Ь] ; 
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в ) f (t) = an- 1 tn- l + . . .  + a1 t + ао , т.  е .  f (t) - многочлен 

степени не выше п - 1 .  
Пусть Q - произвольная система веиторов из линейного простран­

ства [,. 
Лu'Н,еU'Н,ОU оболо-чкой системы Q называется множество веиторов 

I,(Q) = {x lx = Л1 х1 + . . .  + л.х. , х1 , . . .  , х. Е Q} .  

3.50. Доказать , что 
а ) .С ( Q) - подпространство в .С; 
б ) dim .C(Q) = rang Q,  причем в качестве базиса в .C(Q) можно 

взять любой базис системы Q. 
3.51 .  Найти размерность линейной оболочки .С(х1 , х2 ) ариф­

метических векторов х1 = ( 1 ,  О , 2 , -1 ) , х2 = (О, - 1 , 2 , О) . Пока­
зать , что х = ( 1 , - 1 , 4, -1 )  Е .С(х1 , х2 ) .  

Найти размерность и какой-нибудь базис линейной оболочки 
заданной системы арифметических векторов: 

3 .52.  х1 = ( 1 ,  О , О , - 1 ) ,  х2 = (2, 1, 1, О) ,  х3 = ( 1 ,  1 ,  1 ,  1 ) ,  
Х4 = ( 1 , 2 , 3 ,  4) , Х5 = (0 , 1 ,  2 , 3) . 

3.53.  Х1 = ( 1 , 1 , 1 ,  1 ,  О) , Х2 = ( 1 , 1 ,  - 1 , - 1 , - 1 ) ,  
Х3 = (2 , 2 , о ,  о ,  - 1 ) ,  Х4 = ( 1 ,  1 , 5 , 5 ,  2) ,  Х5 = ( 1 ,  - 1 , - 1 ,  о ,  О) . 

3.54* . Показать , что линейная оболочка системы многочленов 
-3t2 -1 , 2t2+t , -t совпадает с пространством Рз всех многочленов 
степени � 2 . 

Пусть V - произвольная система геометричесиих веиторов. Геоме­
три-ческим образом системы V назовем множество точен , являющихся 
ионцами веиторов из V, при условии, что .все веиторы исходят из начала 
иоординат .  

3.55.  Написать уравнение геометрического образа линейной обо­
лочки .С(а) и многообразия .С(а) + Ь, если а = -2i + j - k и 
ь = 2i - j .  

3.56. Написать уравнение геометрического образа линейной обо­
лочки .С(а1 , а2 ) и многообразия .С(а1 , а2 ) + Ь, если а1 = -i +j + k, 
а2 = 2j - k и Ь = i + k. 

3.57. Задана система уравнений: 

х1 + х2 - 3хз - х4 + х5 = 1 , 
3х 1 - х2 + хз + 4х4 + 3х5 = 4, 
х 1 - 5х2 - 9хз - 8х4 + х5 = О .  

а ) Доказать , что множество решений этой системы есть линей­
ное многообразие в пространстве IR5 . 
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б ) Сдвигом наного пространства получается это линейное мно­

гообразие? Найти ранг и наной-нибудь базис этого подпростран­
ства . 

n) Найти наной-нибудь ве1\тор сдвига . 

3. Пр о странства со сналярным пр оИ3ведением. Действительное ли­
нейное пространство [ называетсR евклидовым пространством, если 
:каждой паре венторов х и у из [ поставлено в соответствие действи­
тельное число , обозначаемое символом (х ,  у) и называемое скал.ярным 
произв едеиием ве:кторов х и у , причем выполнены следующие условиR : 

1 ) (х ,  у) = (у , х ) ;  
2 )  (х1 + х2 , у) = (х1 , у) + (х2 , у) ; 
3) (>.х ,  у) =  Л (х,  у) ,  ,\ Е IR; 
4) (х,  х) ? О ,  причем (х, х) = О <=-> х = О . 
Длиной ве:ктора х называетсR число 

l x l = �. 

Вентор х, длина ноторого равна единице , называетсR нормированным. 
ДлR любых венторов х, у еюшидова пространства справедливо н е­

р а в е н  с т  в о К о ш и - Б у н R н о в с н о г о  

l (x , y) l 2 � (х, х) (у , у) , 

:которое позволRет следующим образом определить угол между ненуле­
выми венторами: 

(х,  у) 
cos <р = NтУ1. 

Нен улсnыс ве11торы х , у Е [ называютсR ортогональными, если (х ,  у) = 
= О .  

Базис 113 = ( е 1 , . . •  , еп) п-мерного еюшидова пространства Gn назы­
ваетсR ортонормиров анным, если 

i -:/: j, 
i = J .  

Если в пространстве [11 задан произвольный базис (f1 , f2 , . . .  , f11 ) , то 
венторы 

k- l  
е1 = f1 ,  ek = rk - "L.:: c; k- l ) e; ,  k = 2 , 3 , . . .  ' п ,  

i= l 
( k - 1 )  (fk , е; ) где с; = 

( ) 
, образуют ортогональный базис в этом пространстве е;, е; 

(п р о ц е с с  о р т о г о н а л и з а ц и и  Ш м и д т а ) . 
!{омпле1>сное линейное пространство И называется унитарным, если 

наждой паре венторов х, у из И поставлено в соответствие :компленсное 
число , обозначаемое символом (х , у) и называемое скал.ярным произве-
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дением веиторов х и у, причем выполнены следующие условин : 
1 ) (х , у) = (у , х) ; 
2) (х1 + х2 , у) = (х1 , у) + (х2 , у) ; 
3) (Лх, у) = Л(х, у) , ,\ Е С; 
4) (х,  х) :;:=: О, причем (х, х) = О {::} х = О. 
В унитарном пространстве не определнетсн угол между веиторами. 

Однаио все о стальные определенин и результаты, сформулированные вы­
ше длн евилидова пространства, остаютсн справедливыми и длн унитар­
ного пространства. 

Евилидовы и унитарные пространства в дальнейшем называютсн 
пространствами со скал.ярным произведением. 

3.58.  Доказать следующие свойства скалнрного произведения в 
унитарном пространстве: 

а )  (х, У1 + У2 ) = (х, У1 ) + (х, У2 ) ; б) (х, Лу) = �(х, у) ; 
в) (х1 - х2 , у) = (х1 ; у) - (х2 , у) ; г )  (х, О) = О . 
3.59.  Доиазать , что базис � = ( ei ,  . . .  , er )  в унитарном про­

странстве Ип является ортонормированным в том и только том 
случае, когда выполнено любое из следующих условий: 

а )  если х = х1е 1  + . . . + Xnen и у = у1е1  + . . .  + Ynen , то 
(х, у) = Х1У1 + · · · + Xnfiп ; 

б) если х = х1е 1  + . . .  + Xnen , то Xk = (х, ek ) , k = 1 ,  . . .  , п .  
3 .60. Доказать , что любая система попарно ортогональных век­

торов линейно независима. 
3.61.  Пользуясь неравенством Rоши�Буняковского ,  доказать 

следующие н е р а в е н с т в а  т р е у г о л ь н и к  а :  
а )  lx + YI � lxl + IYI; б) l lxl - IY ll � lx + YI· 
3.62.  а )  Доказать , что в пространстве ]Rn формула 

(х, у) = Х1У1 + · · · + ХпУп , 

где х = (х 1 ,  . . .  , Хп ) и у = (у1 , . . .  , Уп ) , задает скалярное произве­
дение (получаемое евклидово пространство арифметических век­
торов в дальнейшем будем также обозначать символом JRn ) . 

б) Показать , что в евклидовом пространстве JRn канонический 
базис (см. § 3 гл . 2) является ортонормированным. 

в) Написать неравенство Rоши-Буняковского длн евклидова 
пространства ]Rn . 

г )  Написать неравенства треугольника в евклидовом простран­
стве JRn . 

3.63.  Пусть х = (х1 , х2 ) и у = (у1 , У2 ) - произвольные век­
торы арифметического пространства JR2 . Показать , что скалярное 
произведение в JR2 можно определить следующими способами: 

а )  (х, у) = 2х1 у1 + 5х2у2 ; 
б) (х, у) = Х1 У1 + Х1У2 + Х2У1 + Х2У2 · 
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Вычислить СI\алярное произведение ве1\торов х = ( 1 ,  -2) и у = 
= ( 5 ,  1 )  наждым из у11азанных способов . 

3 .64. Д01-;азать, что в пространстве Рп многочленов степени 
� п - 1 сналярное произведение многочленов 

и 

можно определить способами: 
а )  (р , rz ) = ао Ьо + а � Ь 1 + . . . + ап- 1 Ьп - 1 ;  п 
б) (р , q ) = I: p(tk ) q ( tk ) , t 1 ,  . . . , t11 -- произвольные попарно 

k= l 
различные действительные числа. 
Вычислить с11алnрное произведение многочленов p( t ) = 1 + t + t2 
и q ( t )  = t - 2t2 + 3t3 наждым из у1,азанных способов (п = 4) , если 
в случае б) t 1 = -2 , t2 = - 1 ,  tз = 1 ,  f1 = 2 . 

3 . 65 . а ) До1шзать, что в пространстве С[а , ь] соотношение: 

ь 

(! , g) = ./ f (t )g (t) dt 
а 

задает сналrrрное пµоизведение. 
б ) Написать неравенство н:оши-БунFIRОВСIЮГО ДЛR этого про­

странства. 
в) Написать неравенства треугольншш для этого пространства. 
Применить процесс ортогонализации н следующим системам 

ве1\торов евRлидова пространства IR11 (со с1шлярным произведе­
нием из задачи 3 . 62 а ) : 

3 .66 .  f1 = ( 1 ,  -2 , 2 ) , f2 = ( - 1 ,  О ,  - 1 ) ,  f3 = (5, -3 ,  - 7 ) . 
<J Полагаем е 1 = f1 = ( 1 ,  - 2 ,  2) . Вентор е2 ищем в виде е2 = f2 - с\ 1 ) е 1 . 

( 1 ) ( f2 , е 1 ) 1 Тан нан (f2 ,  е 1 ) = - 3 , (е 1 , е 1 ) = 9 ,  то с1 = ( ) 
= - -3 . Сле-

е1 , е 1 ( 2 2 1 ) довательно , е2 = - З ,  - З ,  - З . На�юнец , ве11тор е3 находим в виде 

следующей линейной 1юмбишщии:  е3 = fз - с\2 ) е·1 - с�2 ) е2 . В.ычисляя 
СЕалярные произведения (f3 , е 1 ) = -3 , (fз , е2 ) = 1 ,  (е2 , е2 ) = 1 ,  нахо-
дим значения 1юэффициентов с(1

2 ) = (fз ' е , ) - � с( 2 ) - (fз ' е2 ) = 1 . 
(е 1 , е 1 ) 3 ' '2 - (е2 , е2 ) 

Следовательно , е3 = (6 ,  -3 ,  -- 6) . l> 
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3.67. f1 = ( 1 , 1 , 1 , 1 ) ,  f2 = ( 3 ,  3 ,  - 1 , - 1 ) ,  f3 = ( - 2 ,  О ,  6 ,  8) . 
3.68.  f1 = ( 1 , 2 ,  1 , 3 ) ,  f2 = (4 , 1 , 1 ,  1 ) ,  fз = ( 3 ,  1 ,  1 , О ) .  
3.69.  f1 = ( 1 ,  2 ,  2 ,  - 1 ) ,  f2 = ( 1 , 1 , -5 ,  3 ) , f3 = ( 3 ,  2 ,  8 ,  - 7) . 
3 .70* . f1 = ( 2 , 1 , 3 ,  - 1 ) ,  f2 = (7 ,  4 , 3 ,  -3) , fз = ( 1 , 1 , -6 ,  О) , 

f4 = (5 ,  7, 7, 8) . 
Применяя процесс ортогонализации, построить ортогональный 

базис подпространства , натянутого на данную систему венторов в 
евнлидовом пространстве JRn : 

3 .71 .  f1 = ( 1 , 2 , 2 ,  - 1 ) ,  f2 = ( 1 , 1 ,  -5,  3) , f3 = (3 ,  2 ,  8 ,  -7) .  
3.72. f1 = (2 , 1 ,  3 ,  - 1 ) , f2 = (7 , 4 , 3 , -3) , fз = ( 1 ,  1 ,  -6 ,  О) , 

f4 = (5 ,  7, 7 , 8) . 
Проверить ортогональность следующих систем венторов в 

евнлидовом пространстве JRn и дополнить их до ортогональных 
базисов : 

3 .73* . ei  = ( 1 , - 2,  1 , 3 ) , е2 = ( 2 ,  1 , -3 ,  1 ) .  
3 .74. e i  = ( 1 , 1 ,  1 , 1 , 1 ) ,  е2 = ( 1 ,  О ,  О ,  1 , -2) , 

ез = ( 2 , 1 , - 1 , О , 2) . 

3 .75 . ei = (� , l '  �) , е2 = (� , �' - �) .  
3 .76. е1  = ( 1 , 1 , 1 , 2) , е2 = ( 1 ,  2 ,  3 ,  -3) . 
3 .77. Пусть L - линейное подпространство в En . Доназать , 

что: 
а ) любой вентор х Е En однозначно представим в виде х = y+ z ,  

где у Е L и z ортогонален н L (у называется ортогонадьной 
проекцией вентора х на L ,  а z - ортогонадьной составд.яющей х относительно L ) ; 

k 
б) если SE = (е1 , . . .  , ek ) - базис L ,  то у = 2.::: ciei , где нo­

i= l  
эф фициенты Ci , i = 1 , 2 ,  . . . , k ,  однозначно находятся из системы 
уравнений 

а z = х - у.  

k 
L (ej , ei ) ci = (ej , х) ,  j = 1 ,  2 ,  . . . , k ,  
i= l  

Используя результат задачи 3 . 77, найти ортогональную проен­
цию у и ортогональную составляющую z вентора х на линейное 
подпространство L евнлидова пространства JRn : 

3 .78 .  х = ( -3 ,  5 ,  9 , 3) , L натянуто на векторы: e i  = ( 1 ,  1 ,  1 , 1 ) ,  
е2 = ( 2 ,  - 1 , 1 , 1 ) ,  ез = (2 ,  -7 ,  - 1 , - 1 ) . 

3 .79 .  х = (4 , - 1 , -3 ,  4) , L натянуто на венторы: е1  = ( 1 , 1 , 1 , 1 ) ,  
е2 = ( 1 , 2 ,  2 ,  - 1 ) ,  ез = ( 1 ,  О ,  О ,  3 ) . 
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3.80.  х = (5, 2, -2 , 2), L натянуто на векторы: е1 = (2 , 1 , 1 ,  - 1 ) ,  
е2 = ( 1 , 1 ,  3 ,  О ) ,  ез = ( 1 ,  2 ,  8 , 1 ) .  

3.81 .  Доказать , что в действительном евклидовом пространстве 
справедлива теорема Пифагора ,  а также ей обратная: два вектора х 
и у ортогональны тогда и только тогда , когда lx  - y l 2 = lx l 2 + I Y l 2 . 

3.82* . Доказать , что теорема Пифагора остается справедливой 
и в унитарном пространстве: если векторы х и у ортогональны, 
то lx - у 1 2 = lx l 2 + IY l 2 . Показать вместе с тем, что обратное к 
теореме Пифагора утверждение в этом случае неверно. 

§ 2 .  Линейные операторы 
1. Ашебра линейных операторов. Линейным оператором в линей­

ном пространстве .С называется всююе отображение А: .С � .С про­
странства .С в себя, обладающее свойствами 

А (Лх) = ЛАх и А (х + у) = Ах + Ау. 

Пусть А - линейньJй оператор в конечномерном пространстве .Сп и 
!В = ( е1 , . .  " en ) - некоторый фиксированный базис. Разложим век­
торы Aek,, 

k = 1, . .  " п , по базису !В: 

Тогда матрица 

Aek = alke1 + . . .  + anken , k = 1, . . .  , п .  

А =  
(а1 1 а12 . . . a1n) 
�.2: . . . ��� . .  : : :  . .  �2

.� 
an1 an2 · · · ann 

называется матрицей оператора А в базисе !В. Матрицу оператора бу­
дем иногда обозначать также символом (А] или (А]� ,  если существенно, 
о каком базисе идет речь . 

Заданием матрицы оператор определяется однозначно, а именно: ес­
ли у = Ах, то У = АХ, где Х, У - столбцы координат векторов х, у 
и А - матрица оператора А в базисе !В.  

Пусть А и А' - матрицы оператора А в базисах !В и !В' , а Т = 
= Т�-+�'  - матрица перехода от базиса !В в базису �' . Тогда формула 
преобразования матрицы оператора при .преобразовании базиса имеет 
ВИД 

А' = т-1 лт. ( 1) 

П р и м е р  1. В базисе !В = (i, j, k) написать матрицу оператора 
проектирования Р а на плоскость а: х + у + z = О .  
<] Оператор проектирования на плоскость а определяется равенством 
Р аХ = Ха , где Ха - ортогональная проекция вектора х на плоскость а .  
Имеем 

n (n, х) Р аХ = х - Xn = х - прnх� = Х - �n, 
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где n - нормальный ве1пор плосности а .  В рассматриваемом случае 
n = i + j + k и, следовательно , 

uтнуда ( 2/3 

- 1/3 

- 1/3 

- 1 /3 

2/3 

- 1 /3 

- 1 /3) 
- 1/3 

2/3 

• [> 

Над линейными операторами, действующими в финсированном про­
странстве [,,  вводнтсн следующие операции : 

а ) сложение операторов: (А + В)х = Ах + Вх; при этом (А + В] = 
= А + В; 

б) умножение операторов на числа: (ЛА)х = ,\(Ах) ; при этом (ЛА] = 
- ЛА · -

в)' умножение операторов: (АВ)х = А(Вх) ; при этом (АВ] = АВ. 
Обратным н оператору А называетсн оператор А-1 таной , что 

АА - 1 = А - 1 А = Е, где Е - единич,ныu оператор , реализующий то­
ждественное отображение . Оператор А имеет обратный (и в этом случае 
называетсн невырожденным) в том и толь:ко том случае , ногда его ма­
трица А невырождена (в любом базисе) ; при этом [А - 1 ] = А- 1 • 

В задачах 3 .83-3 .89 установить , какие из заданных отображе­
ний пространства Vз в себя являются линейными операторами; 
выписать их матрицЬ1 в прямоугольном базисе !В =  ( i , j , k) . 

3.83. Ах = Лх, Л - фиксированное число. 
3 .84. Ах = Лх + а, Л и а фиксированы. 
3.85. Ах = (х, е ) е ,  где е - заданный единичный вектор. Вы-

яснить геометрический смысл этого отобра�ения. 
3.86. Ах = [а, х] ,  а - фиксированный вектор . 
3.87. Ах = (а, х)х, а - фиксированный вектор . 
3.88* * . U ( е ,  ер) - отображение, состонщее в повороте на угол 

ер вокруг оси, задаваемой единичным вектором е . 
3.89. Если х = xi + yj + zk, то 

Ах = (у +  z) i  + (2х + z)j + (3х - у +  z)k . 
В задачах 3 .90-3 .95 установить , какие из заданных отображе­

ний пространства арифметических векторов IR3 в себя являются 
линейными операторами; выписать их матрицы в каноничесном 
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базисе :  
3 .90. Ах = (х2 + хз , 2х 1 + х3 , Зх 1 - х2 + х3 ) . 
3 .91 . Ах = (х 1 ,  х2 + 1 , хз + 2 ) . 
3 .92 . Ах = (О , х2 - х3 , О) . 
3 .93 . Ах = (х 1 + 2х2 + 2хз , -Зх2 + х3 , 2х 1 + Зхз ) . 
3 .94. Ах = (Зх 1 + х2 , х 1 - 2х2 - хз , Зх2 + 2хз ) . 
3 .95. Ах = ( Зх 1 + 5хз , х 1  + хз + 1 ,  Зх2 - 6х3 ) . 
В пространстве IR3 заданы два линейных оператора А и В . 

Найти матрицу [С] линейного оператора С = АВ - БА и его 
nвный вид в 1'аноничес1юм базисе JR3 : 

3 .96 .  Ах = (2х2 , -2х1 + Зх2 + 2хз ,  4х 1 - х2 + 5хз ) ,  
В х  = ( - Зх 1 + х з ,  2х2 + хз , -х2 + Зхз ) . 

<J Тан нан Ае1 = (О ,  - 2 , 4) , Ае2 = (2 , 3 ,  - 1 ) ,  Ае3 = (О , 2 , 5) и Ве1 � 
= (-3 ,  О , О) ,  Ве2 = (О , 2 , - 1 ) ,  Вез = ( 1 , 1 , 3) ,  то 

А = (-� � �) , 
4 - 1  5 

(-3 о 1) 
В = О 2 1 . 

о - 1  3 

Далее , 

лв � 
( 

� 
4 

�) , вл � ( � 
- 7  

�) 4 5 
- 1 2 - 7  18  14 -6  13 

Поэтому 

С' 
1 1  

�

3

) [С] = АВ - ВА = 6 - 1  - 2 . 
- 26 - 1 5 

По определению матрицы линейного оператора в наноничес1\ом ба­
зисе !Е.11 ее столбцы 1шлнютсн наборами 1>омпонент образов базисных 
ве11торов , т . е .  

Cei  = (-4 ,  6 ,  - 26) , Се2  = ( 1 1 , - 1 , - 1 ) ,  Сез = ( -3 , - 2 ,  5) . 

Отсюда находим: 

Сх = С (х 1  е 1 + х2е2  + хзез ) = Х1  Се1  + х2 Се2 + хз Сез = 
= ( - 4х 1  + l lx2 - 3хз ,  6х1 - х2 - 2хз , -26х1 - Х2 + 5хз ) .  t> 

3 .97. Ах = ( 7:r; 1  + 4.тз ,  4х2 - 9:rз , Зх 1 + .т2 ) ,  
Вх = (х2 - 6.т3 ,  Зх1 + 7хз , .7: 1 + :r2 - :r:3 ) . 

3 .98 . Ах = (2х 1 - х2 + 5.тз , х1  + 4х2 - :rз , Зх1  - 5х2 + 2хз ) ,  
Вх = (х 1 + 4х2 + Зхз , 2х 1 + хз , Зх2 - х3 ) . 
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3 .99 . Ах = (3х 1  + х2 - 2хз ,  3х 1  - 2х2 + 4хз , -3х 1  + 5х2 - хз) , 
Вх = (2х 1 + х2 , х1 + х2 + 2хз , -х 1 + 2х2 + хз ) . 

3 . 100. Ах = (3х 1 + х2 + хз , 2х1 + х2 + 2хз , х 1  + 2х2 + 3хз) , 
Вх = (х 1 + х2 - хз , 2х1 - х2 + х3 , х 1 + х2 ) . 

В задачах 3 . 10 1-3 . 1 05 найти матрицы уназанных линейных 
операторов А, действующих в пространстве V3 , в базисе �' из 
задачи 3 . 1 8 . 

3 .101 .  Ах = [а, х] , а - финсированный вентор . 
<J Пусть а = a1 i + a2j + азk. Тогда матрица линейного оператора А в 
базисе 113 = (i , j ,  k) имеет вид (см. задачу 3 .86) :  

(А] 'В = ( �з -а2 
-аз 

о 
а2) -�1 . 

Матрица перехода из базиса 'В в базис 'В' была найдена в задаче 3 . 18 :  

(! о 

_ ,�щ) ' Т'В-+'В'  = cos 'Р 
sin 'Р cos 'Р 

Так нак 

т�',$' � (! о 

,;Ч · cos 'Р 
- sin 'Р cos 'Р 

то ,  используя формулу ( 1 ) , находим 

(1 о 
= о cos 'Р 

О sin <р 
- S�П i.p) 

cos 'Р 

( о аз cos <р - а2 sin <р -аз sш <р - а2 cos 'Р 

а2) (1 -а1 О 
о о 

-аз cos 'Р + а2 sin 'Р 
о 

3 .102 .  Ах = Лх, Л - финсированное число. 

о 
COS l.(J - sin <р 

si� 'Р) = 
cos 'Р 

3 .103 .  Ах = (х, е ) е, где е - заданный единичный вентор . 
3 .104. Ах = (а, х)х, а - финсированный вентор . 

7Г 
3 . 105. А = U ( е ,  'РО ) из задачи 3 . 88 , 'Ро = 3 ;  cos а = cos {3 = 

1 COS / = vз· 
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3 . 106 . В L4 задан линейный опер атор А, матрица ноторого в 
ненотором базисе � =  (е 1 ,  е2 , е3 , е4 ) равна 

3 о - 1 2 
[1 2 о 1] 

А =  2 5 З 1 . 1 2 1 3 
Найти матрицу этого оператора в базиса х :  

а ) � ' = (е 1 , ез , е2 , е,1 ) ;  
6) � '  = ( е 1 , е 1  + е2 ,  e i  + е2 + ез , e i  + е2 + ез + е4 ) .  
3 . 107.  В [,3 заданы два базиса : 

� ' :  е'1 = 8е 1 - бе2 + 7ез ,  е; = - l бе 1 + 7е2 - 1 3ез ,  е� = 9е1  
- Зе2 + 7ез . 
ro ll . 11 2 11 3 2 /1 2 2 � . е 1  = е 1  - е2 + ез , е2 = e i  - е2 + ез , е3 = е 1  + е2 + е3 . 
Найти матрицу оператора А в базисе �11 , е сли его матрица в ба­
зисе �' имеет вид 

[ J 
А' = - �  

- 1 8  1 5] 
-22 20 . 
-25 22 

3 . 108 .  В п р о ст р а нстве L2 опер а тор А в базисе � ' :  е� = е 1 + 2е2 , 

е; = 2е 1 + Зе2 имеет матрицу (� �) . Оператор В в базисе �" :  

11 11 (4 б) е 1  = Зе 1 + е2 , е2 = 1е 1 + 2е2 имеет матрицу 6 
9 

. Найти 

матрицу оператора А + В в базисе �11 • 
3 .109 .  Пусть p(t,) = ап - 1  tn- I  + . . . + а 1 t + ао -- неноторый 

много1шен и А - линейный оператор .' Рассмотрим опер атор р(А) , 
определнемый р а в е нством 

р (А) = a11- 1 An- J + . . .  + а 1 А + ааЕ . 

Найти матрицу оператора р( А) , если р(  t ) = З t2 - 2t + 5 ,  а оператор ( 1 -2) А задан матрицей А = 2 _ 4  . 

3 . 1 1 0 . В п р о с т р а нстве Р11 задан линейный опер атор диф фер ен­
d 

цировани11 D = - .  Найти матрицу этого оператора в базисе :  dt 
а ) 1 t. t2 tn- l . ' / ' ' . . .  , ' 

( t  - ta ) 2 
б) l , ( t - t 0 ) , 1 2 .  ' . . .  , 

( t  - t a ) n- 1  
( п _ l )  ! , 

to Е IR. 
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Доказать операторное равенство Dn = О  (О - нулевой оператор: 
Ох = О) . 

3 . 1 1 1 .  В пространстве Р4 задано отображение 
1 

Ap (t) = J K(t,  т)р(т) dт, 
о 

где K(t , т) - многочлен от двух переменных , степень которого 
по t не превосходит 3 . Доказать , что А - линейный оператор 
в Р4 ; найти его матрицу в базисе 1 , t ,  t2 , t3 для случая,  когда 
K(t ,  т) = t + т . 

3 . 1 1 2 .  В пространстве Р4 задано отображение 
Ahp(t) = p (t + h) ,  

где h - некоторое фиксированное число. Доказать , что Ah -
линейный оператор, и найти его матрицу в базисе 1 , t ,  t2 , t3 . 

3 . 1 1 3 .  В пространстве функций, дифференцируемых на всей 
d 

оси, заданы оператор дифференцирования D = dt 
и оператор А =  

= елt умножения на функцию елt . Проверить равенство DA -
AD = ЛА. 

В задачах 3 . 1 14-3 . 1 19 требуется установить , какие из задан­
ных линейных операторов в V3 являются невырожденными, и 
найти для них явный вид обратных операторов ( е - фиксиро­
ванный вектор единичной длины, а х = xi + yj + zk) .  

3 . 1 14. Ах = Лх, ,\ - фиксированное число. 
3.115 .  а ) Ах = (х, е)е ; б) Ах = [е, х] . 
3 . 1 1 6 .  а ) Ах = х - (х, е)е ; б) * Ах = х - 2 (х, е)е .  
3 . 1 1 7. Ах = (у + z) i + (2х + z)j + (3х - у +  z)k. 
3 . 1 1 8 .  Ах = 2zi + (х - z)j + (2х + 3z)k. 
3 . 1 1 9 .  А =  U(e, <р) - оператор поворота на угол <р вокруг оси, 

заданной вектором е. 
Установить , какие из заданных линейных операторов в JR3 

являются невырожденными, и найти явный вид обратных опе­
раторов: 

3.120. Ах = (х 1 - х2 + хз , хз , х2 ) .  
3 . 1 2 1 .  Ах = (х2 + 2хз , -х2 , 2х2 - хз ) .  
3.122.  Ах = (х 1  + 2х2 + 2хз , 2х 1 + х 2  - 2хз , 2х1 - 2х2 + хз ) .  

Множество ТА всех ве1поров Ах, х Е [, ,  называется образом опе-
ратора А. Множество N А всех векторов х Е [,, для которых Ах = О ,  
называется .ядром оператора А. Образ и ядро линейного оператора явля­
ются: подпространствами в {,, При этом размерность образа r А = dim ТА 
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называетсн рангом, а размерность ндра пА = dim N А - дефектом опе­
ратора А. Справедливо равенство r А + пА = п, где п - размерность 
пространства .С .  

3 . 123 .  Описать образ и ндро следующих линейных операторов, 
действующих в пространстве Vз : 

а )  Ах = (х, е ) е , l e l  = 1 ;  б) Ах = [х, а] ,  а -:/= О .  
3 . 124. Описать образ и ядро оператора диф ференцированин D ,  

действующего в прqстранстве Рп .  
В задачах 3 . 1 25-3 . 1 27 для указанных линейных операторов, 

действующих в пространстве JR3 , определить ранг и дефект , а 
также найти базисы образа и ядра .  

3 . 125 . Ах = (х 1  + 2х2 + хз ,  х 1  - хз ,  х 1  + х2 ) . 

<J Длн представленин арифметических векторов и заданного линейного 
оператора воспользуемсн каноническим базисом в JR3 . В этом базисе 
матрица оператора имеет вид 

По определению у Е ТА в том и толыю том случае , иогда найдетсн 
вектор х Е JR3 таиой , что у = Ах или, в ноординатной записи , 

Равенство (2 )  означает , что образ ТА совпадает с линейной оболочкой 
системы столбцов матрицы А. Следовательно , ранг оператора А совпа­
дает с рангом его матрицы, т . е. равен двум, а в качестве базиса ТА может 
быть выбран любой из базисов системы столбцов матрицы А, например , 

Аналогично х Е N А в том и только том случае, когда Ах = О , или, 
в координатной записи , 

АХ � (t � -l) (�:) ш (3) 
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Отсюда следует , что ядро Nд совпадает с подпространством решений 
однородной системы (3) ,  т. е . дефент оператора А равен nд = п - r А = 
= 3 - 2 = 1 ,  а в начестве базиса в N А может быть выбрана фундамен-

тальнаn ситма решений еистемы (3) ,  например , Е = (- :) . t> 

3 . 126 .  Ах = (2х 1 - х2 - хз , х 1 - 2х2 + хз , х 1 + х2 - 2хз ) .  
3 . 127. Ах = (х 1 + Х2 + хз , Х 1 + Х2 + Х3 , Х 1 + Х2 + Х3 ) .  
3 . 128 .  Доказать , что оператор А невырожденный тогда и толыю 

тогда , когда его дефект равен нулю, а следовательно, ранг совпа­
дает с размерностью пространства . 

2. Собственные 1П1сла и соб ственные венторы mmейного оператора. 
Пусть число Л и вентор х Е .С, х -:/:- О , тановы, что 

Ах = Лх. (4) 

Тогда число Л называется собственным 'ЧUCJIOM линейного оператора А, 
а вентор х - собственным вентором этого оператора ,  соответствующим 
собственному числу Л.  

В нонечномерном пространстве .Сп венторное равенство ( 4) эивива­
лентно матричному равенству 

(А - ЛЕ)Х = О, X -:j:. O. (5 )  

Отсюда следует , что число Л есть собственное число оператора А в том 
и тольно том случае, ногда det (А - ЛЕ) = О, т. е .  Л есть норень мно­
гочлена р(Л) = det (А - ЛЕ) , называемого характерисmи'Ческим мног.о­
'ЧJ1еном оператора А. (:толбец ноординат Х любого собственного вентора ,  
соответствующего собственном1: числу Л, есть неноторое  нетривиальное 
решение однородной системы t5) . 

П р  и м  е р  2 .  Найти собственные числа и собственные венторы опе­
ратора Роху проентирования на плосность Оху в пространстве V.  
<! 1 .  Геометричесное решение. Равенство РохуХ = Лх,  х -:/:- О , означает , 
что ортогональная проенция вентора х на плосность Оху ноллинеарна 
самому вентору х .  Но это возможно лишь в двух случаях .  

а )  Вентор х -:/:- О номпланарен плосности Оху . Для всех таних вен­
торов Рохух = х, т. е. все они являются собственными векторами опе­
ратора Роху , соответствующими собственному числу Л1 = 1 .  

б )  Вентор х -:/:- О ортогонален плосности Оху. Для всех таких венто­
ров РохуХ = О =  О · х, т .  е. все они являются собственными векторами 
оператора Роху , соответствующими собственному числу Л2 = О . 

В результате получаем, что оператор Роху имеет два собственных 
числа: Л1 = 1 и Л2 = О . Соответствующие им собственные венторы: 

Л1 = 1 :  x(>. i ) = xi + yj , x(>. i ) -:/:- О ,  
Л2  = О :  х(>-2 )  = zk, х<>-2 ) -:/:- О . 
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2 . Аналитичесное решение . Матрица оператора Роху в прямоуголь­
ном базисе ':В = (i , j, k) имеет вид 

Р � (� о 

�) 1 
о 

Хараитеристичесиое уравнение: 
1 - Л о о 

det (Р - ЛЕ) = о 1 - Л  о = -Л ( l - Л) 2 = О , 
о о -Л 

отнуда Л 1 = 1 и Л2 = О - собственные числа оператора .  
Найдем собственные веиторы, соответствующие собственному числу 

,\1 = 1 . При Л = 1 система (5) принимает вид 

(Р - Е)Х � (� о 
о 
о 

Фундаментальнан система решений: 

а общее решение: 

хЕ, + уЕ, � ш ' 
Отсюда занлючаем, что собственные веиторы, соответствующие собствен­
ному числу ,\1 = 1 ,  имеют вид 

х( Л � ) = xi + yj , 
где х и у - произвольные числа , не равные одновременно нулю. 

Аналогично рассматривается случай ,\2 = О. При этом получим 
х{ Л2 ) = zk, 

где z - произвольное число , отличное от нулн . !> 
В задачах 3 . 1 29-3 . 1 33 найти собственные числа и собственные 

веl\торы операторов в Vз . Решить эти задачи геометричесl\и, т. е. в 
инвариантной форме, не свнзанной с выбором 1�аl\оrо-либо базиса в 
Vз (см. пример 2 ,  геометричес1юе решение) . После этого в задачах 
3 . 129-3 . 1 3 1 провести аналитичес1юе решение . 

3.129 .  Ах = ах, а - фиl\сированное число. 
3 . 1 30. Ах = (х, i ) i - оператор проеl\тированин на ось Ох .  
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3 . 131 .  Ах = [i ,  х] . 
3 .132.  А =  U(e , <р) - опер атор поворота на угол <р в о1>руг оси,  

заданной вентор ом е .  
3 . 133 .  Ах = х - 2 (х, е) е - оператор зерналы-юго отр а женип в 

плосно сти с нормальным вентором е .  
В задачах 3 . 1 34-3 . 143 найти соб ственные числа и соб ственные 

в енторы линейных опер атор ов, заданных своими матрицами. 

3 . 134. А = ( � =� �) . 3. 1 35 . А = (-� � �) 
- 1 о -2 -2 1 2 

3 .136 .  А = (� =� �) 3 .137. А = (=� =: 1�) 
3 .138 .  А = (: =� �) 3 .139. А = (:� =н :�) 
3 . 140. А = с: � о 3 .141 .  А = (: ! -��) 
3. 142. А = (� =� - �) . 3. 143. А = ( � - � -�) 

3 -5 1 - 1 - 1 о 
3. 144. В прост.р анстве V2 ге ометриче с1шх ве1\тор ов на пло сrш­

сти задан оператор повор ота U ( <р) на угол О :::; <р < 2п вонруг 
начала но ординат.  Проверить (ге ометричесни и аналитиче с1ш ) , 
что при <р f:- О ,  п этот оператор не име ет соб ственных чисел . Этот 
пример по1>азывает , что линейный оператор в действительном пр о­
странстве может не иметь соб ственных чисел (и соб ственных веr\­
торов ) . 

3 .145 . В номпленсном про стр анстве L2 опер атор А = А (<р) 
задан матрицей 

- sin <p) 
cos <р ' О :::; <р < 2п . 

Найти е г о  соб ственные числа и соб ственные венторы . Сравнить 
полученные р езультаты с р езультатами задачи 3 . 144.  

3 . 146* . Пусть оператор А, действующий в 1юмпленсном про­
странстве Ln , задан в ненотором базисе матрицей с действитель-
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ными элементами . Доl\азать , что: 
а ) если >. - собственное число, то >. - та1'же собственное 

число ; 
б) если Х - столбец 1\оординат собственного веl\тора ,  соот-

ветствующего собственному числу >. ,  то Х - столбец 1\Оорд�нат 
собственного веl\тора ,  соответствующего собственному числу >. .  

3 .147* . В 1\омплеl\сном пространстве Lз найти собственные чи­
сла и собственные веl\торы линейного оператора ,  заданного веще­
ственной матрицей 

А �  С! =� �) 
3 . 148. Поl\азать , что если х - собственный веl\тор оператора 

А, соответствующий собственному числу >. ,  то он нвлнетсн соб­
ственным ве1'тором оператора р(А) = an- 1A n- l + . . .  + а1А + аоЕ, 
соответствующим собственному числу р(>.) . 

3 .149. Доl\азать , что: 
а ) оператор А имеет обратный в том и тольl\о в том случае, 

1\огда он не имеет нулевых собственных чисел; 
б) если оператор А имеет обратный, то А и А-1 имеют одни и 

те же собственные веRторы. Ral\ связаны между собой собственные 
числа этих операторов? 

3. Лm1ей:ные операторы в пр остранствах со сналярным пр оизведе-
1n1ем. Пусть А - линейный оператор , действующий в пространстве со 
с:калярным произведением (х ,  у) . Линейный оператор А* называется 
сопр.яженным к оператору А, если для любых ве1поров х, у выполня­
ется равенство 

(Ах , у) = (х, А *у ) .  
Для вся1'ого оператора А сопряженный оператор А*  существует и един­
ствен . 

Если оператор А в ортонормированном базисе имеет матрицу А = 
= ( a;j ) , то сопряженный оператор А* в том же базисе имеет матрицу 
А* = ( aij ) ,  где aij = aji (матрица А* называется сопряженной н матри­
це А) . В частном случае евклидова пространства А* = Ат .  

П р  и м  е р  3 . Линейный оператор А :  Е3 -t Е3 в базисе 113 '  = ( е� , е� ,  е� ) 
имеет матрицу 

[А]� ' = (� � -�) 
2 7 -3 

Известно , что е� = е1 + 2е2 + ез , е� = е1 + е2 + 2ез , е; = е1 + е2 и 
базис 113 = (е1 , е2 , е3 ) ортонормирован . Найти матрицу сопряженного 
оператора А* в .базисе 113' . 
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<J TaR Rан базис 123' не ортонормирован (проверьте! ) , то, чтобы восполь­
зоватьсн утверждением о свнзи матриц операторов А и А* , необходимо 
найти матрицу [А]� . Имеем 

следовательно, 

1 1) 
1 1 ' 
2 о 

(-2  2 
- 1 1 т�,-;� = т�-;�'  = - 1 - 1  

2 з - 1  

Отсюда оRончательно получаем: 

�) ' - 1  

6 
-4  

6 

[А* ] � '  = т._в:_,�, · [А* ]� · Т�-;�'  = (-�� -�� - ��) . !> 
26 27 9 

3 .150. Доказать , что операцин * перехода от оператора А к со­
прнженному А* обладает следующими свойствами: 

а ) (А* ) * = А.  
<J Запишем цепочRу равенств, верных длн любых веRторов х и у ,  

(Ах, у) = (х ,  А *у) = (А •у ,  х )  = (у, (А * ) *х) = 

= ( (А* ) *х ,  у) = ( (А* ) *х, у) , 

т . е .  (Ах, у) = ( (А* ) *х , у) . Отсюда , в силу произвольности веr\торов х,  
у ,  получаем А =  (А* ) *  (п@азать подробнее ! ) . 1> 

б) (А +  В) * = А* + В* ; в) (АВ) * = В*А* ; г ) (аА) * = аА* ; 
д) (А- 1 ) * = (А* ) - 1 , если А невырожден. 
Линейный оператор А в базисе i:E' = ( е� , . . .  , е� )  имеет ма­

трицу А. Найти матрицу сопрнженного оператора А* в том же 
базисе i:E' ,  если векторы е� , . . .  , е� заданы столбцами своих коор­
динат в некотором ортонормированном базисе !В =  (е 1 , . . .  , еп ) : 

3 .151 .  А = с -�) , Е� = (�) , Е� = С) . 
3 .152 .  А = 

(1 1 
о 5 
2 7 =!} в; 

= 0} в; 
= 0} в; 

= ш 
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В п р о стр анстве многочленов Рз задано сналярно е пр оизведение 

( 6 ) 

где .f ( t ) = ао + a 1 t + a2 t2 ,  _g ( t )  = Ьо + b 1 t + b2 t2 . Найти ма трицы d 
опер атор а диф ф ер енцирования D = - и сопряженного опер атор а dt 
D* в б азисе 123 : 

3 . 154. 123 = (� t2 - �t , t2 - 1 , � t2 + �t) . 
2 2 2 2 

3 . 155 .  123 = ( 1 , t ,  � t2 - �) . 
3 . 156 . Найти сопряженный опер атор для повор ота евнлидовой 

плосно сти на угол а во1,руг начала ноординат пр отив часовой 
стр елни . 

3 . 157 .  Пусть Оху -- денартова прямоугольная система ноор­
динат на пло с1ю сти и А - оператор проентир ования на о сь Ох 
пар аллельно прямой l :  ах + Ьу = О (а :1 О) . Н айти матрицу 
сопряженного оператора А* .  

3 . 158 .  Пусть Оху - де1\артова прямоугольная система но ор­
динат на пло с1ю сти и А - опер атор отражения точен плосно сти 
отно сительно прямой l :  ах + Ьу = О . Найти матрицу опер атора А* .  

Понятие сопряженного оператора может быть использовано при ис­
следовании совместности неоднородной системы линейных уравнений. 
Пусть АХ = В - матричная запись таной системы, причем т = п.  
Тогда Х и В - столбцы ноординат соответствующих арифметичесних 
венторов в наноничес1юм базисе ев1шидова пространства JE.n , а нвадрат­
ной матрице А в этом же базисе соответствует неноторый линейный опе­
ратор А : !Rn 4 Iffi.n .  Система А* Х = О, где А• - матрица сопряженного 
оператора А• в наноничесном базисе, называется сопряженной однород­
ной системой . Верна следующая т е о р е м  а Ф р е д г о л ь м  а : дл.я того 
'Чтобы система АХ = В была совместна, необходимо и достато'Чно, 
'Чтобы вектор-столбец В был ортогонален ко в сем решениям сопря­
женной однородной системы. 

3 . 159* * . Доназать теор ему Фр едгольма . 
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Используя теорему Фредгольма , исследовать совместность сле­
дующих систем линейных уравнений: 

3 .160. 3х1 + 2х2 + хз = - 1 , 3 .161 .  х1  + х2 + хз = О, 
7х 1 + 6х2 + 5хз = 5 , х 1 + х2 + хз = 1 , 
5х 1 + 4х2 + 3хз = 2 .  х 1 + х2 + хз = -1 . 

3 .162 .  2х 1  + Х2 - 2хз = 1 , 3.163.  Х1 + Х2 + Х3 = 1 , 
Х 1 - 2х2 + Х3 = 1 ,  Х 1 + Х2 + Хз = 1 , 

- 2х 1 + х2 + Х3 = 1 . Х 1 + Х2 + Х3 = 1 .  
3 .164* . Доназать а л ь т е р н а т и в у  Ф р е д г о л ь м а : либо си­

стема АХ = В совместна при любой правой части В, либо сопря­
женная однородная система А* Х = О имеет ненулевые решения. 

3 .165 .  Rание из систем линейных уравнений, уназанных в за­
дачах 3 . 1 60-3 . 163 , совместны при любой правой части? 

Линейный оператор Н в пространстве со сиалярным произведением 
называется самосоnр.яженным, если Н = Н* . Самосопряженный опе­
ратор в унитарном lевилидовом) пространстве называется таиже эрми­
товым ( симметрU'чным) . Для того чтобы оператор А был эрмито­
вым (симметричным) , необходимо и достаточно, чтобы в любом орто­
нормированном базисе его матрица А = (a;j ) удовлетворяла соотноше­
нию a;j = aji (a;j = aj; ) . Таиие матрицы на3ываются эрмитовыми 
( симметри'Чными) . 

Линейный оператор U в унитарном (евилидовом) пространстве на­
зывается унитарным ( ортогональным) , если 

UU* = U*U = Е, т . е . U* = u-1 . 

Для того чтобы оператор А был унитарным (ортогональным) необходимо 
и достаточно , чтобы в любом ортонормированном базисе его матрица 
А = (a;j ) удовлетворяла соотношению л-1 = А* (А- 1  = Ат ) .  Таиие 
матрицы называются унитарными (ортогональными) . 

3.166 .  Доназать следующие свойства самосопряженного опера­
тора : 

а ) собственные числа действительны; 
б) собственные венторы, 'соответствующие различным собствен-

ным числам,  ортогональны. 
3 .167. Доназать следующие свойства унитарного оператора : 
а ) собственные числа по модулю равны единице; 
б) для того чтобы линейный оператор был унитарным, необхо­

димо и достаточно, чтобы он переводил ортонормированный базис 
снова в ортонормированный базис; 

в) унитарный оператор сохранаяет сналярное произведение; 
г ) унитарный оператор сохраняет длины венторов . 
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3 .168 .  П01,азать , что в пр о стр анстве Vз следующие опер аторы 
я:вля:ются: симметричными : 

а ) Ах = Лх , Л - финсированное число ; 6) Ах = (х,  е ) е , l e l = 1 ;  
в) Ах = х - (х,  е ) е , l e l = 1 .  
3 . 169 .  По1,азать , что в про странстве многочленов Рз с о  СI\аля:р­

ным пр оизведением (6 )  сдедующие опер аторы я:вля:ются: симме­
тричными:  

а ) f (t ) --+ J (-t) ; 6) f (t ) = tnf  (�) . 
3 . 170 .  Поназать , что в пр о странстве V2 опер атор U(e ,  <р) пово­

р ота на угол <р в01,руг о си ,  заданной единичным ве1пором е . (см.  
задачу 3 . 88 ) , я:влnется: ортогональным . 

3 . 171 .  Поназать , что опер аторы задачи 3 . 168 я:вля:ются: ортого­
нальными .  

4.  ПриведеIШе матр1щы шmейного оператора R диагональному виду. 
Если оператор А,  действующий в пространстве Ln , имеет п линейно не­
зависимых собственных венторов е 1 , е2 , . . .  , en , соответствующих соб­
ственным числам Л1 , Л2 , . . . , Лп , то в базисе из этих венторов матрица 
оператора А имеет диагональный вид (Л � 

Лz 

О ) 
О Лп 

(7) 

П р  и м  е р  4 .  Привести матрицу А линейного оператора 11 диагональ­
ному виду и найти соответствующий базис , если 

<J Харантеристичесrюе уравнение 
1 - Л 

det (А - ЛЕ) = О 
- 2  

2 
2 - Л  

-2 

о 
о 

- 1  - ). 
= (Л - 2) ( 1  - Л2 ) = О 

имеет rюрни Л1 =· 2 ,  Л2 = 1 ,  Л3 = - 1 . Следовательно , матрица мо­
жет быть приведена 11 диагональному виду . Находим соответствующие 
собственные веrпоры. При Л = 2 система (5 )  принимает вид 
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-Х1 + 2х2 = 0 ,  
-2х1 - 2х2 - Зхз = О. 

141  

Фундаментальная система решений состоит из одного веr\тора Е1 
= (2 ,  1 ,  - 2 ) т . Аналогично , при >. =  1 система (5 ) принимает вид 

Х2 = 0 ,  
-2х1 - 2х2 - 2хз = О . 

Из этой системы находим второй собственный вентор Е2 = ( 1 ,  О, - 1 ) т . 
Нанонец, при >. = - 1  из системы 

Х1 + Х2 = 0 ,  
Зх2 = О , 

находим третий собственный вентор Е3 = (О ,  О, l ) т . 
Найденные венторы Е1 , Е2 , Е3 образуют исномый базис, в нотором 

матрица А линейного преобразования имеет следующий диагональный 
вид: 

В задачах 3 . 1 72-3 . 1 79 выяснить , нание из заданных матриц 
линейных операторов можно диагонализировать переходом I\ но-
вому базису . Найти этот базис и соответствующую ему диагональ-
ную форму матрицы. 

(� 
1 

3 .172 .  
2 
о 
о 

о 
1 

3 .174. 1 
1 с�2 

3 .176 .  
1 /2 

2 

-�) 2 
1 
о 

:) 
о 
1 
о 

1 /2) 
о . 

1 /2 

(j 
1 о 

j) 3 .173. 
о 1 
о о 
1 7 

и 
- 1 

j) 3 .175 . -3 
о 

г 
3 - 1) 

3 .177. -3 5 - 1 
-3 3 1 
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3 . 178 .  (j 1 1 

_ :) (� 
о о 

�) 1 - 1  о 1 
- 1  1 - 1  . 3 .179. 1 о - 1 - 1  1 о о 

3. 180* . Вычислить А" \ если: 

а ) А = (� �) ; б) (� - 1) -2 . 

Вычислить : 

( 1 7 6) 5 3.182.  о 3 - 3) 6 
3 .181 .  35 - 1 2  

3 -2 
4 - 3 

Матрица А самосопряженного оператора всегда приводится к диаго­
нальному виду . При этом, используя понятие унитарного оператора ,  ее  
можно представить в виде 

А = ипи- 1 , 

где И - матрица унитарного оператора ,  осуществляющего переход от 
исходного базиса R базису из собственных векторов оператора А,  а D -
диагональная матрица вида (7) . 

Найти ортонормированный базис из собственных векторов и 
матрицу в этом базисе для линейного оператора ,  заданного в не­
котором ортонормированном базисе матрицей А (ис1юмый базис 
определен неоднозначно) : 

г 3 .183 .  А =  2 
- 8  

3 .185. А = о 
2 

-
8

) 2 10 
10  5 -; �) о 4 

г 
- 8 

_:) 3 .184. А = -� 1 7 
-4 1 1  

о 
1 

�) 3.186 .  А =  1 
2 

Длн данной матрицы А найти диагональную матрицу D и уни­
тарную (ортогональную) матрицу И такие, что А = И Du- 1 : 

2 + 2i) 1 . ( 3 2 - i) 3.188. А = 2 + i 7 . 
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( -4� 4i �) ( 3  
2 

-�) 3 .189 .  А =  ] 3 .190. А = -� 4 
о -2  5 

(_� 
2 -2) 

3 . 191 .  А = 5 -4 -4 5 

§ 3 . Билинейные и нвадратичные формы 
1. ЛШiейные формы. Говорят, что в действительном линейном про­

странстве [ задана линейна.я форма, если 1ш11щому вентору х Е [ поста­
влено в соответствие число f (x) , причем выполнены условия 

f (x + у) = f (x) + f (y) , 

f (Лх) = Af (x) , 

х ,  у Е [,  
х Е [ ,  ).. Е IR. 

Доназать , что в пространстве [, фующин f (х) , х Е L,  пвлнетсп 
линейной формой : ь 

3 .192 .  f (х) = J x (t ) dt , [, = С[а , ь] ,  х = x (t ) .  а 
3 .193 .  f (x) = x (to ) , [, = С[а , ь] , х = x (t ) ,  to Е [а ,  Ь] .  
3 . 194. J (x) = (х, а) , [, = Vз , а Е Vз - финсированный nентор . 
3 .195 .  f (x) = аЬх, [, = Vз , а, Ь Е Vз - финсированные 

венторы. 
3 .196 . f (x) = x' (to ) , [, Е С[�1?ь] '  х = x (t) , to Е [а ,  Ь] .  
3 . 197. Пусть в пространстве [, финсирован базис 23 = ( e t ,  . . " е11 ) . 

Пусть , далее ,  J (ei )  = ai , i = 1 ,  2 , . .  " п , где J (x) - линейная 
форма в L.  

а )  Доназать , что J (х )  = а 1 х 1  + . . .  + а 11хп , где х 1 , . .  " Х п  -
но ординаты вентора х в базисе 23 .  

б) Обозначим [, *  множество линейных форм f (х) ,  в rютором 
введены операции сложения и умноженип на число следующим 
образом : 

g = !1 + f2 , если Vx Е L (g (x) = f1 (х) + f2 (x) ) ; 
h = Лf, если Vx Е L (li (x) = Лf (х)) . 

До1>азать , что [,* - линейное пространство .  
в)  Доназать , что dim L* = п (пространство [,* называетсп с о ­

пр.яж еuuы.м н пространству L) . 
3 .198 .  Доназать , что : 
а )  если х Е JFl.11 , х = (х1 , . . " х11 ) , то формула J (x) = x i  опр е­

деляет линейную форму ; 
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б ) всякую не равную тождественно нулю линейную форму f (х) , 
х Е JRn , надлежащим выбором базиса можно привести к виду 
f (х) = х 1 , где х 1 - первая координата веRтора х в этом базисе. 

2 .  Билинейные фор:мы. Числовая фующия А(х, у) : [, х [, -+ IR, за­
данная на действительном линейном пространстве [,, называется би.л'и­
нейиой формой, если при фиксированном у она является линейной фор­
мой по х, а при фиксированном х - линейной формой по у. БилинейнаFI 
форма называетсFI симметрu'Ческой, если А(х, у) = А(у ,  х) , х, у Е [,.  
Если в пространстве Ln фиксирован некоторый базис SВ = ( е1 , . . .  , en ) ,  
т о  матрица А =  (a;j ) ,  a;j = А(е; ,  ej ) ,  называется матрицей билиней­
ной формы А(х, у) в базисе SВ .  

Доказать , что в пространстве [, фунRция А(х, у) является би­
линейной формой: 

3 .199 .  А (х,  у ) = f1 (x)f2 (y) ,  где Ji , !2 - линейные формы в L. 
ь ь 

3 .200. А (х,  у) = J J K(s ,  t )x (s )y (t )  ds dt ,  где [, =  С[а , ь] ,  х = 
а а 

= x (t ) Е С[а, Ь] ' у = y(t )  Е С[а , ь] , K(s ,  t )  - не1юторая непрерыв­
ная фушщия двух переменных . 

п 
3 .201 .  А (х, у ) = L ЩjXiYj , где [, = lRn , х, у Е JRn , А 

i , j= l  
= (щj ) - некоторан матрица . 

3.202.  Пусть в пространстве Ln задан базис 123 = (е1 , . . .  , еп ) , 
А(х, у) - билинейная форма в Ln и A(ei ,  ej ) = aij · Доназать ,  
что : 

п 
а ) А(х, у) = l: ЩjXiYj , где Xi , Yj (i ,  j = 1 , 2 ,  . . .  , п ) -- 1ю­

i , j= l  
ординаты венторов х и у в базисе 123 ; 

б) если А' = (а�1 ) - матрица билинейной формы А(х, у) в ба-
00 ' - ( ' ' ) А' - ТтАТ • Т - ГТ' зисе :о - е1 , . . . , еп , то -- , где - .L '13--t '13 '  - матрица 

перехода от базиса 123 н базису 123 ' .  

Пусть в пространстве JR.3 задана билинейная форма А (х, у) .  
Найти е е  матрицу в базисе 123 = (е1 , е2 , ез ) , если: 

3.203. А (х,  у) = X t YL + 2х2у2 + 3хзу;� , ei = ( 1 , 1 , 1 ) ,  е2 = 
= ( 1 ,  1 ,  - 1 ) ,  е3 = ( 1 ,  - 1 ,  - 1 ) . 

3 .204. А (х,  у) = Х 1 У2 + Х2Уз + х3у1 , e i = ( 1 ,  О ,  О) , е2 
= ( 1 ,  1 ,  О) , е3 = ( 1 ,  1 ,  1 ) . 
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В пространстве IR11 задана билинейная форма А(х , у) n базисе 
123 . Найти ее матрицу в базисе 123' ,  если: 

3.205.  п = 4 , А (х , у) = х 1 у2 + .т2vз + х3у,, , 

1 1 
- 1  1 

1 - 1  
- 1  - 1  - �) - 1  

1 

3.206 . п = 2 , А(х, у) = Х 1 У1 + Х 1У2 + Х2У1 - х2у2 , 

т���, 
= С -�) . 

3 .207. Доказать , что сналнрное произвед�ние (х, у) в ешшидо­
вом пространстве Е является билинейной формой . 

3. Квадратичные фopl\IЬI. Пусть А(х,  у) - симметричес11ая билиней­
ная форма . Форма А(х, х) , 11оторая получается из А(х ,  у ) ,  если поло­
жить у = х , называется квадраm1.l'ЧНОU. При этом А(х, у) назьшастсп 
билинейной формой , пол.ярноu 11 1шадратичной форме А(х ,  х) . 

Если в действительном линейном пространстве Ln финсироnан не­
ноторый базис 23 = (е 1 , . . .  , еп ) , то rшадратичная форма А(х , х) n этом 
базисе имеет вид 

п 

А (х , х) = L aij Xi .Tj , 
i , j=l  

( 1 )  

где А = ( a;j ) -- матрица нвадратичной формы и х = х 1 е 1  + . . . + Х п  еп .  
Пусть в некотором базисе выражение ( 1 )  нвадратичной формы не 

содержит произведений Xi :Ej (i :/; j ) ,  т. е .  
п 

А(х , х) = L Л;хт . (2) 
i = l  

Тогда выражение (2 )  называется кrтониче ским в и дом rшадратичной 
формы. В частности , если Л; = ± 1 ,  О , i = 1 ,  2 , . . " п, то получаеr-.r 
иормальиый вид квадратичной формы А(х,  х) . 

Длн всн11ой нвадратичной формы существует таной базис S:В' , в кото­
ром она имеет наноничесний (и даже нормальный) вид . 

Методы приведенин нвадратичной формы н наноничесному виду . 
М е т о д  Л а г р а н ж  а n ы д е л е н  и я п о л н ы х  11 в а д  р а т  о в. Пусть 

rшадратичнан форма А(х ,  х) n базисе S:В имеет вид ( 1 ) .  Если все 1шэф-
фициенты а;;  (при нвадратах хт ) ,  i = 1 , 2 ,  . .  " п ,  равны нулю и в то 
же время форма не равна тождественно нулю, то отлично от нуля хотя 
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бы одно произведение, например 2а1 2х 1 х2 . Выполним преобразование 
базиса , при 1ютором ноординаты венторов в старом и новом базисах свн­
заны формулами 

.т 1 = х� + х� , 
х2 = х� - х� , 
Х; = х '; , i = 3 ,  . . . , n . 

т 2 2 ( , 2 , 2 ) 2 1 2 2 , 2 огда а1 2Х 1 Х2 = а 1 2 х 1 - х2 = а1 2х 1 - а1 2Х2 , и тан нан , по 
2 предположению, а 1 1  = а22 = О ,  то I>Оэффициент при х� отличен от нулн. 

Таним образом , всегда найдетсн таной базис S:В, в нотором в записи 
( 1 ) хотн бы один 1>оэффициент при нвадрате отличен от нулн. 

В дальнейшем считаем , что а1 1  =/:- О . (Если а 1 1  = О ,  то отличен 
от нулн ноэффициент при нвадрате наной-нибудь другой ноординаты, и 
н рассматриваемому случаю можно прийти , иначе занумеровав венторы 
е1 , е2 , . . . , ещ что таюке 11вл11етс11 неноторым преобразованием базиса . ) 

Рассмотрим часть 1шадратичной формы, содержащую х1 , т .  е .  

а1 = a1 1 xi + 2а1 2Х 1 Х2 + . . .  + 2a1 nX1 X" . 
Дополним эту сумму до полного 1шадрата: 

где r е сть алгебраичеснап сумма членов , не зависпщих от х1 . Если 
теперь сделать замену 

Х1
1 = a 11 :z: 1  + . . .  + а1пХп , 

х '; = Х; , i = 2 ,  . . .  , n ,  

то  нвадратичнан форма в новом базисе примет вид 

1 2 В полученной форме выделено слагаемое -·х� , а о ставша11с11 часть А 1 
a l l 

11вл11етс11 rшадратичной формой в Lп- J . Далее рассуждснин повтор11ютс11 
длп 1шадратичной формы А1 (х, х ) , и т . д .  

П р  и м  е р  1 .  Методом Лагранжа привести I >  наноничесному виду 1ша­
дратичную форму 

<1 1-е преобразование : х 1 = х� , х2 = х� , х3 = х� . Тогда получим 
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2-е преобразование: х� = -х� + х� , х� 
новое выражение для .квадратичной формы: 

3-е преобразование : х� ' = х� , х� ' = х� + 2х� , х� ' 
принимает .каноничес.кий вид: 

При этом 

А(х, х) = -х�1 2 + х�' 2 - 12х�' 2 . 

Х�1 = Х1 
х�' = 

+ 2х3 , 
Х3 . [> 
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х; . Получим 

х� , и форма 

М е т о д  с о б с т в е н н ы х  в е .к т о р о в. Будем рассматривать .ква­
дратичную форму ( 1 )  в ев.клидовом пространстве !Rn . Та.к .ка.к ее ма­
трица А = (aij ) симметрична ,  то она может быть представлена в виде 
А = И DИт , где D - диагональная матрица , на диагонали .которой 
стоят собственные числа матрицы А, а И - ортогональная матрица 
(см. пп. 3 и 4 § 2) . Столбцы матрицы И являются .координатами не.ко­
торого ортонормированного базиса !В' = (е1 , . . .  , en ) , в .котором матрица 
А имеет диагональный вид D, и, следовательно, .квадратичная форма -
ис.комый .каноничес.кий вид. Соответствующее преобразование .коорди­
нат определяется соотношением 

(:0 � иСJ 
П р  и м  е р  2 .  Найти ортогональное преобразование, приводящее .ква­

дратичную форму А(х , х) = бхi + 5х� + 7х5 - 4х1х2 + 4х1хз , заданную 
в ешшидовом пространстве IR3 , .к .каноничес.кому виду . Написать этот 
.каноничес.кий вид. 
<J Матрица .квадратичной формы имеет вид 

(Обратить внимание, 1ш.к получаются элементы a;j (i =1 j ) из явного 
вида .квадратичной формы!) Собственные чисJ�а этой матрицы суть ,\1 = 
= 3 ,  ,\2 = 6 ,  ,\3 = 9 .  Соответствующие ортонормированные собственные 
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ве1поры:  

е� = ( 2 2 - �
) 

з '  3 '  3 ' 

е� = (- �  2 

�
)
' з '  3 '  

е� = ( 
2 1 

�
)
' 3 '  З ' 

и , следовательно , 

и � � ( ; - 1  -о , uт � � (- : 2 

-ю 2 2 
3 - 1  2 3 2 - 1  

В базисе SВ '  = ( е� , е� ,  е� )  заданнан квадратичнан форма имеет вид 
А(х, х) = Зх�2 + 6х�2 + 9х�2 , а соответствующее преобразование коор-
дин ат :  

2х� - х; + 2х� 
Х1 = 

З , 

2х' + 2х' - х' 
х - 1 2 3 2 - 3 ' 

- х ' + 2х' + 2х' 
х - 1 2 3 3 -

3 
[> 

3 .208.  Доказать , что вся:кая нвадратичная форма А (х, х) в ев­
клидовом пространстве En может быть записана в виде А(х, х) = 
= (Ах,  х) , где (х ,  у) - скалярное произведение в En и А -
некоторый оператор . 

3.209.  Доказать , что полярная билинейная форма А (х, у) од­
нозначно определяется своей нвадратичной формой А(х, х) . 

Методом Лагранжа найти нормальный вид и невырожденное 
линейное преобразование, приводящее н этому виду , для следую­
щих :квадратичных форм: 

3 .210 .  xi + 5х§ - 4х5 + 2х1 х2 - 4х1х3 . 
3 .21 1 .  Х 1Х2 + Х2Х3 + Х3Х 1 .  
3 .212 .  4xi + х §  + х� - 4х1х2 + 4х 1хз - Зх2х3 . 
Найти ортогональное преобразование, приводящее следующие \ формы н наноничесному виду , и написать этот 1�аноничесний вид: 
3 .213 .  l lxi + 5х§ + 2х5 + l6x 1x2 + 4х 1хз - 20х2х3 . 
3 .214. xi + х§ + 5х5 - 6х1х2 + 2х1 хз - 2х2хз . 
3 .215 .  xi 

+ х§ + х5 + 4х1 х2 + 4х 1хз + 4х2х3 . 
3 .216 .  1 7xi + 14х§ + 14х5 - 4х1х2 - 4х1 хз - 8х2х3 . 
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Квадратичная форма А(х, х) , определенная в действительном ли­
нейном пространстве Ln , называется положительно ( отри-цательно) 
определенной, если для всюшго х Е Ln (х =/. О) 

А(х, х) > О ( < О) .  

Пусть А = (aij )  -- матрица квадратичной формы А(х,  х )  и 

а1 1  а1 2 a1n 
а12 1 D _ а21 а22 . . . a2n ' . . . ' n -а22 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 

anl an2 ann 
- последовательность главных миноров матрицы А. 

Критерием положительной определенности квадратичной формы яв­
ляется следующее утверждение (к р и т е р и й  С и л ь  в е с т  р а) :  для того 
'Чтобы квадрати'Чная форма А(х, х) была положительно определен­
ной, необходимо и достато'Чно, 'Чтобы все главные миноры ее ма­
три-цы А были положительны, т.  е .  Dk > О,  k = 1 , 2, . . .  , п.  

3 .217* . Доиазать : для того чтобы ивадратичнан форма А(х, х) 
была отрицательно определенной, необходимо и достаточно, чтобы 
имели место неравенства (- 1 ) kDk > О, k = 1 , 2, . . . , п . 

В задачах 3 . 2 1 8-3 . 224 определить , иа�ше ивадратичные формы 
нвлнютсн положительно либо отрицательно определенными, а иа­
иие нет : 

3 .218 .  xi + 26х� + lOx1 x2 . 
3 .219 .  -xi + 2х1 х2 - 4х� . 
3.220. xi - 15х� + 4х1х2 - 2х1хз + 6х2х3 . 
3 .221 .  1 2х 1 х2 - 12х1 хз + 6х2хз - l lxi - 6х� - 6х� . 
3.222.  9xi + 6х� + 6х� + 12х1х2 - 10х1 хз - 2х2х3 .  
3.223.  2х� + х1х2 + х1хз - 2х2хз + 2x2 :r4 . 
3.224. xi + 4х� + 4х� + 8х� + 8х2х4 . 
3.225.  Доиазать , что ивадрат длины вентора Jx J 2 в п-мерном 

евилидовом пространстве Еп нвлнетсн положительно определенной 
ивадратичной формой. 

4 .  Кривые и поверхно �ти второго пор11ДRа. Гиперпов ер.тностью вто­
рого порядка в евклидовом пространстве ffi.n называется множество то­
чен , координаты которых удовлетворяют уравнению 

n n 
А(х, х) + 2 (Ь ,  х) + с =  L a;jXiXj + 2 L bk :ck + с = О ,  (3 )  

i , j= l  k= I  
где в левой части стоит многочлен второй степени от  п переменных х 1 , 
Х2 , . .  " Xn . 
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Задача нлассифинации гиперповерхностей второго порядна состоит 
в нахождении таного базиса в !Rn , в нотором левая часть уравнения в 
новых переменных х� , х; , . . .  , х� имеет наиболее простой вид. Для 
этого сначала ищется таное ортогональное преобразование, что в новых n 
переменных нвадратичная форма А(х, х) = L a;jXi Xj имеет нанони­

i , j= l  
чесний вид. В новом базисе уравнение (3) записывается следующим 
образом: 

n n 
L Лkх�2 + 2 L Ь�х� + с = О ,  
k= l k= l  

причем не все  Лk , i = 1 ,  2 , . . .  , п ,  равны нулю. Если Ak f. О ,  то  перено­
сом начала ноординат можно уничтожить линейный член : 

После этих преобразований получаем (изменяя нумерацию переменных, 
е сли это необходимо) 

(4) 

Уравнение ( 4) называется каноническим уравнением гиперповерхности 
второго порядна . 

Множество точен плосности IR2 , удовлетворяющих уравнению (3) ,  
называется кривой второго пор.ядка. В этом случае наноничесное урав­
нение (4) может принимать один из следующих видов (в переменных 
х, у ) :  

1 )  Л1 х2 + Л2у2 + с  = О (Ли \2 t О) ; 
2 ) Л1 х2 + Ьу = О (Л i f. O) ; 
3) Л1 х2 + с  = О (Л1 t О) . 
П р  и м  е р  3 . Написать 1шноничесное уравнение нривой второго по­

рядна : 
3х2 + 10ху + 3у2 - 2х - 14у - 13 = О , 

определить ее  тип и найти 1шншшчесную систему но ординат . 
<J Матрица нвадратичной части многочлена второй степени равна (3 5) 

5 3 
. 

Ее собственные числа : Л1 = 8 и Л2 = -2 ;  собственные венторы: е 1  = (2_ 2-) е
2 - (-1- - -1-) Выполняя преобразование 

J2 ' J2 ' -
J2 ' J2 

. 

1 
( / ' ) x =

J2 x + y , 
1 

( / ' ) y =
J2

x - y , 



получаем 
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, 2 , 2 1 6  / 1 2  / 8х - 2у - -х + - у - 13 = О . J2 J2 

1 5 1  

Tai1 11ai1 Л1 и Л2 отличны о т  нулн, т о  по щ1ждой из новых переменных х' 
и у' можно выделить полный 1шадрат :  

, 2 16 / / J2 ( 2 
8х - J2x = 8 х - 2) - 4 , 

1 ? 1 2  / ( 1 3 ) 2 - 2у - + J2y = -2 у - J2 + 9 .  

Заменой переменных 

1 1  / J2 х = х - 2 '  
11 / 3 у = у - ../2 '  

соответствующей сдвигу по наждой из ноординатных осей, получим 

8х11 2 - 2у"2  - 8 = О, или 1 1 2 1 "2 х - 4У = 1 .  

Последнее уравнение есть 11аноничес11ое уравнение гиперболы. Резуль­
тирующее преобразование 11оординат имеет вид 

х = �(.т1 1 + у" ) + 2 , 

у = л(х11 - у" )  - 1 ,  

а 11анони• 1есЕан система но ординат - (О' ,  е1 , е2 ) , где 

0' ( 2 ,  - 1 ) ,  
1 . 1 . е2 = - 1  - -J . [> 

J2 ../2 

В задачах 3 . 226-3 . 23 1  написать 1'аншшчес1,ое уравнение 11ри­
вой второго порнщ,а , определить ее тип и найти 11аноничес11ую 
систему но ординат .  

3.226 . 9х2 - 4ху + 6у2 + 1 6х - 8у - 2 = О .  
3.227.  х2 - 2ху  + у2 - lO:r - 6у  + 25 = О .  
3 .228 .  5х2 + 1 2:r:y - 22х - 12у - 19  = О .  
3 .229 .  4х2 - 4ху + у2 - 6х + Зу - 4 = О . 
3.230. 2х2 + 4ху + 5у2 - 6х - 8у - 1 = О .  
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3.231 .  х2 - 4ху + 4у2 - 4х - Зу - 7 = О . 
3.232.  Rриван второго порндка определнетсн уравнением: 
а )  х2 - 2у + Л (у2 - 2х) = О ; 6) х2 + 2Лху + у2 - 1 = О . 

Определить ее  тип при изменении параметра Л от -оо до +оо. 
Множество точек евклидова пространства IR3 , удовлетворнющих урав­

нению (3) , называетсн поверхностыо второго пор.ядка. Каноническое 
уравнение ( 4) в этом случае принимает один из следующих видов (в пе­
р еменных х, у, z) :  

1 ) Л1 х2 + Л2у2 + Лз z2 + с = О (Л1 Л2Лз -::/ О) , 
2) Л1х2 + Л2у2 + bz = О (Л1 Л2 -::/ О) , 3) Л1 х2 + Л2у2 + с = О (Л1 Л2 -::/ О) , 
4) Л1 х2 + Ьу = О (Л1 -::/ О) , 
5) Л1 х2 + с = О (Л1 -::/ О) . 
Поверхности типов 3)-5) нвлнютсн цилиндрами (эллиптическим, ги­

перболическим и т. д. в зависимости от типа кривой в сечении плоско­
стью z = О) . 

П р  и м  е р  4. Написать каноническое уравнение поверхности второго 
порнд.ка 

4х2 + 4у2 - 8z2 - lOxy + 4yz + 4zx - 16х - 16у - 8z + 72 = О , 
определить е е  тип и найти каноническую систему координат. 
<J Матрица квадратичной части многочлена второй степени равна (_: -� �) . 

2 2 -8 
Ее собственные числа : ,\1 = 9 ,  ,\2 = -9 ,  ,\3 = О , а собственные векторы: 

( 1 1 ) ( 1 1 4 ) ( 2 2 1 ) е1 = ,/i '  - ,/i '  о ' е2 = 3,/2 ' 3,/2' -
3,/2 ' ез = 3 '  3 '  3 . 

Выполнив преобразование 

получаем 

1 х = 3,/2( 3х' + у' + 2,/iz') ,  
1 ( 1 у =  -- -3х + 3,/2 у' + 2J2z') , 
1 

z = - ( 
3,/2 

- 4у' + J2z' ) , 

9х'2 - 9у'2 - 72z' + 72 = О . 
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Преобразование сдвига необходимо выполнить лишь по переменной z' : 
-72z' + 72 = -72 (z' - 1) = -72z" . 

Второе преобразование :координат имеет вид 

х11 = х'
, 11 1 у = у , z11 

= z' - 1 , 

от:куда окончательно получаем :каноническое уравнение гиперболического 
параболоида 

11 2 11 2 х у 11 
т - т = z . 

Результирующее преобразование :координат та:ково: 

1 
х = 

-- ( Зх11 + 
зJ2 

1 у = -- (-Зх" + 
зJ2 

2 
у11 + 2v'2z11 ) + 3 , 

у" + 2v'2z11 ) + � ,  
1 z = зJ2 (  1 - 4у" + v'2z") + 3 ,  

а :каноническая система :координат - (О' , е1 , е2 , е3 ) , где 

ез = ( � , � , �) . � 

В задачах 3 . 233-3 . 240 написать :каноническое уравнение по­
верхности второго порядка , определить ее тип и найти :канониче­
скую систему :координат . 

3 .233.  7х2 + 6у2 + 5z2 - 4ху - 4yz - 6х - 24у + 1 8z + 30 = О .  
3.234. 2x2 -7y2 -4z2 +4xy+20yz-16zx+60x - 1 2y+12z-90 = О . 
3.235.  2х2 + 2у2 - 5z2 + 2ху - 2х - 4у - 4z + 2 = О .  
3.236. 2х2 + 2у2 + 3z2 + 4ху + 2yz + 2zx - 4х + 6у - 2z + 3 = О . 
3.237. 4х2 + у2 + 4z2 - 4ху + 4yz - 8zx - 28х + 2у + 16z + 45 = О . 
3.238. 2х2 + 5у2 + 2z2 - 2ху - 4xz + 2yz + 2х - 10у - 2z - 1 = О .  
3 .239 .  х2 + 5у2 + z2 + 2ху + 2yz + 6zx - 2х + 6у + 2z = О . 
3.240. х2 - 2у2 + z2 + 4ху + 4yz - 10zx + 2х + 4у - 10z - 1 = О .  
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§ 4. Элементы тен3орной ашебры 

1 . Поннтие тензора. Будем рассматривать выражения вида ai , Ь� , с� 
и т . д" где инденсы i ,  j ,  k принимают значения 1 , 2 , . . " п .  Всюду в 
этом параграфе,  е сли в выражении 1ш1юй-либо индене стоит вверху и 
внизу , то будем предполагать , что производится суммирование по этому 
инденсу . Например, 

aj = а � + а� + . . .  + а� , 

и т .  д. ( сокращепиые обозначеuuJt сум.мированuJt) . 
Через Ln (или просто [,) будем обозначать линейное пространство 

размерности п над полем действительных чисел IR или над полем 11ом­
пленсных чисел С. Изложение в этом параграфе проводится длн полн 
IR. Все рассуждения длн поля С танже справедливы и устанавливаются 
аналогично. Матрицу 

будем обозначать (a ij )  или l l aiJ l l . 
Пусть. � = ( е 1 ,  . • " еп ) и �, = ( е\ , . .  " e;J - два различных базиса 

в Lп . Через 5 ::: 5'В-+'В '  обозначим .матриv,у перехода от базиса � н 
базису �, , т .  е .  матрицу 

(s l  . . . s}1) . 
5'В-+'В '  = " " "  " " "  = l l sj l l ,  

sJ.' " .  s� 
п . 

где е� = s } e 1 + . . .  + si 'en = L:; si ej , i = 1 , 2 , . .  " п . 
j= l 

Элементы обратной 11 5 матрицы 5- 1 обозначим s� , т .  е .  5- 1 = 1 18) 1 1 · 
В е н  т о р . Пусть х Е [, - произвольный вентор . 1\оординаты вен­

тора х в базисе � = ( е 1 , " " еп ) обозначим х1 ,  х2 , " "  хп (здесь мы 
пишем инденсы вверху ,  а не внизу длн удобства , чтобы можно было при­
менять сонращенные обозначения суммирования) . Разложение вентора 
по базису � записывается в виде х = xie; (суммирование по i ) .  В другом 
базисе �' = (е� ,  . . " е� )  имеем : х = xi' е;'  (здесь на самом деле следо­
вало бы писать е; , ,  но второй штрих не пишут длн упрощения записи) . 
Формулы преобразования 11оординат при переходе от базиса � н базису 
�' в сонращенных обозначениях имеют следующий вид: . , . ,  ' 

х' = S: х' ( 1 ) 
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(здесь предполагается суммирование по i ,  а xi' обозначает i '-ю 1юорди­
нату веюора х в базисе е� , . .  " е�) . 

Приведенные выше рассуждения показывают, что вектор .можно рас­
сматривать как совокупность наборов -чисел (х1 , х2 , . . " xn ) , задан­
ных в каждом базисе и из.мен.яющихс.я при переходе от базиса к базису 
по закону ( 1 ) .  

Л и н е й н а я  ф о р м а . Напомним, что линейной формой называе;rся 
отображение а: ,С -7 JR, линейное в обычном смысле, т. е. удовлетворяю­
щее равенствам а(х + у) = а(х) + а(у) и а(Лх) = Ла(х) при всех х Е [,,  
Л Е JR. Если 'В = (е1 , . . " en ) - базис пространства [,,  то положим 
а; = а(е; ) .  Ввиду линейности а имеем: 

В сокращенных обозначениях суммирования получаем: а (х ) = a;xi . 
Итак, линейная форма в каждом базисе задается строчкой (а1 , а2 , . .  " an ) · 

Пусть 'В' = ( е� , . .  " е�) - другой базис пространства С,. Тогда , по 
определению матрицы перехода , 

(2) 

Отсюда а;' = а(е;1 ) = a (s:, e; ) = s: , a (e; ) = s:, a; , т .  е . 

(3) 

Таким образом, линейную форму .можно рассматривать как совокуп­
ность стр о-чек ( а1 , а2 , . .  " ап) ,  заданных в каждом базисе и из.мен.я­
ющихс.я при изменении базиса по закону (3) . 

О п р е д е л е н и е. Пусть в каждом базисе 'В линейного пространства 
[,n для некоторых неотрицательных чисел р, q задан упорядоченный 
набор Т из nP+q элементов Т�'. '. ·.�· Е 1R (или С) , где индексы изменяются 

от 1 до п.  Тогда Т = (T/
1
1. '. '. i�• ) называется р раз ковариантным и q раз 

контравариантным тензором (или тензором типа (р, q) ) ,  если при 
переходе от базиса 'В к базису 'В' числа т/

1
1. '. '. i�· изменяются по закону 

(4) 

(Напомним, что правая часть этого равенства представляет собой сумму 
по индексам i 1 , . . " ip , j1 , . .  " jq . )  Числа тf.1. '. '. i�·. называются компонен­
та.ми (или координата.ми) тензора Т. 

З а м е ч а н и е  1. Формулы (4) можно интерпретировать как незави­
симость тензора от выбора базиса в линейном пространстве .  

З а м е ч а н и е  2 . Формула ( 1 )  получается из общей формулы (4) при 
р = О, q = 1, поэтому вектор .можно рассматривать как тензор типа 
(О , 1 ) .  
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3 а м е ч  а н  и е 3. Формула (3) получаетсн из общей формулы ( 4) при 
р = 1 , q = О, поэтому линейную форму можно рассматрив ать как 
тензор типа ( 1 , О) . Таиие тензоры называют ковекторами. 

П р  и м  е р  1. Выписать все слагаемые, описывающие изменение 1ю­
ординат тензора А� в двумерном пространстве L2 . 

'i ' j ' _ . ,  :::;j ' k ij <J Из формул (4) получаем : Ak' = si sj sk , Ak . Таи 1шн п = 2 ,  то 

П р  и м  е р  2 . дш,азать , что линейный оператор можно рассматривать 
иаи тензор типа ( 1, 1 ) .  
<J Пусть А: [, -+ [, -- линейный оператор и l l a; l l  - его матрица в базисе 
е1 , . .  " е71 •  Требуетсн доиазать , что таблица l l a; l l при переходе и другому 
базису меннетсн по занону ( 1 ) .  Боспользуемсн тем , что А' = s- 1 AS, где 
S - матрица перехода , а А и А' - матрицы оператора в старом и новом 
базисах .  Тогда 

aj', = :L)s- 1 ) ;1 ; (A) ;j (S)jj' = s:' a; s;, = S:' s;, a; , 
i , j 

что и требовалось доиазать . 1> 

П р  и м  е р  3 .  Пусть А: [, х [, -+ [, - линейное по иаждому аргументу 
отображение, т. е. отображение , удовлетворнющее условинм 

А(х + у ,  z)  = А(х , z) + А(у, z) , 

А(Лх , у) = ЛА(х, у) , 
А(х, у + z) = А(х , у) + А (х , z) , 

А(х, Лу) = ЛА (х ,  у) 

при всех х , у ,  z Е [,,  Л Е К Доиазать , что А - тензор . Каиого типа 
этот тензор? 
<J Пусть е 1 , . .  " е11 - базис пространства L. Разложим вентор А(е; , ej )  
п о  этому базису : А(е; , ej )  = afj ek . Доиажем , что (afj ) - тензор типа 

k ' ( 2 ,  1 ) .  Действительно , в новом базисе А( е;' , ej' ) = а;, j' ek' , а значит , 

т -k' k ' i j k -k' аи нан ek = sk ek ' , то a;; 1 , ek' = si, sj ' aij sk ek' · 
1 1 k ' зависимости венторов е 1 , . .  " е11 получаем : а;; 1 , 

требовалось доназать . t> 

Ввиду линейной не­
i j -k' k s;, s1 , sk aij '  что и 
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3.241. До:казать , что :квадратичнан форма f (х) = aijXixj нвлн­
етсн тензором типа (2 ,  О) . 

3 .242. До:казать , что билинейнан форма В(х, у) = ЬijXiyj нвлн­
етсн тензором типа (2 ,  О) . 

3 .243. Пусть Т: {, х {, х {, -+ IR - три.л,инейна.я форма, т .  е .  
фун:кцин Т(х, у,  z)  трех ве:кторов, линейнан по :каждому .аргу­
менту (например , линейность по первому аргументу означает , что 
T(u+v,  у, z) = T(u, у, z) +T(v, у, z) и Т(Лх, у, z) = ЛТ(х, у, z) 
при всех х, у,  z ,  u ,  v Е {, и Л Е IR) . До:казать , что Т - тензор . 
.Ка:кого типа этот тензор? 

3.244. в таблице приведены :координаты тензора н;k в базисе 
ei , е2 (инде:кс k обозначает номер 2 х 2-матрицы, i - номер стро:ки, 
j - номер столбца) .  Найти :координаты этого тензора в базисе 
е� = ei + 2е2 , е� = Зе1 - 2�2 -

j = 1 j = 2 j = 1 j = 2  
i = 1 о 1 1 о 
i = 2 -1 2 2 1 

k = 1  k = 2  
3.245. Пусть Aij тензор типа (О , 2) . Использун матрицу 

перехода S от базиса :к базису , выразить матрицу А' этого тензора 
в новом базисе через матрицу А в старом базисе. 

3 .246. С:коль:ко :координат имеет тензор типа (р, q) ?  
2 .  Операции над те113орами. Длн фиксированного линейного про­

странства .С размерности п рассматриваютсн всевозможные тензоры. 
С л о ж е н и е  т е н з о р о в  и у м н о ж е н и е  н а  с к а л н р . Если А 

и В - тензоры одного типа , то их сумма С = А +  В определнетсн 
формулой 

cj1 . . .  j. = Aj1 . . .  j. + вj1 . . .  j. t 1 . . .  tp 1 1 . " tp t 1 " . ip ' 
т .  е. в каждом базисе складываютсн соответствующие координаты этих 
тензоров. Тензор С имеет тот же тип, что А и В. Если ,\ Е IR - скаляр , 
то можно построить тензор D = ЛА того же типа , что А, по формул'е 

Тензоры одного типа (р, q) образуют линейное пространство размерно­
сти nP+q . 

Т е н з о р н о е  п р о и з в е д е н и е. Пусть А и В - тензоры типов 
(р, q) и (s , t) соответственно . Тензорным произведением С = А ®  В 
называется тензор типа (р + s , q + t) , координаты которого в каждом 
базисе определяются формулами 

cj1 . . .  j.jч+ 1 · · ·jч+• = Aj1 . . .  j • . вjч+ 1 " .jч+• . t1 " . t p ip+ l · · · tp+ .! t1 " . ip tp+ J  · " tp+ a  
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П р и м е р  4 .  Пусть х - вектор (т. е .  тензор типа (О ,  1 ) ) ,  а а -
ковектор (линейная форма ) .  Тогда А = а ®  х - тензор типа ( 1 ,  1 ) ,  т .  е .  
линейный оператор . Выяснить , как действует оператор А на произволь­
ный вектор у Е [,. 
<J Пусть l l a) l l  - матрица оператора А. Тогда а) = ajxi , а значит, 

Ау =  a�yjei = ajxiyjei = ajyj · xiei = а(у)х. 

Таким образом, (о ® х)у = а(у)х. 1> 
С в е р т к а  т е н з о р  а. Пусть тfi1. '. '. i�· - тензор типа (р , q) .  Выделим 

какой-либо верхний и наной-либо нижний инденсы, например, j1 и i 1 . 
Тогда можно построить тензор типа (р - 1 ,  q - 1 ) ,  полагая в наждом 
базисе 

(в правой части - суммирование по k) . Этот тензор называется сверт-
кой тензора Т по индексам i1 , j1 . . 

"k Если Т = Т/% , то свертной тензора Т по инденсам j и т является . i ' k тензор U/k = T1j (суммирование по инденсу j ) .  
Тензор типа ( О ,  О )  - это инвариант, т .  е .  число, принимающее одно 

и то же значение в наждом базисе пространства .С.  
Пусть а� - линейный оператор: Произведем сворачивание этого тен­

зора по индексам i и j ,  т. е. положим 

ь _ i (- 1 + 2 + + n ) - ai - а1 а2 . . . an . 

Тогда Ь будет являться тензором типа (О, О) ,  т .  е .  инвариантом. 
Число Ь - это сумма диагональных элементов, т .  е. с.лед матрицы 

l l a) l l · Отсюда вывод:  след tr А матрицы А = l l a� l l  линейного оператора 
не зависит от базиса пространства .С.  

Пусть 
если i = j, 
е сли i f. j. 

(Этот объект называется симво.лом де.льта Кронекера) . Донажем, что 
ь; - тензор типа ( 1 ,  1 ) .  Для этого надо доказать равенство ь;: = 81' s�, ь; .  
Преобразуем правую часть этого равенства. Тан нан д) = О при i f. j ,  то 
мы можем считать , что i = j .  Тогда 

�, j i �/ i i --::-i' i - 1  i' i' i' si sj' Jj = si sj ' Ji = s; sj' = (S S)j' = Ej' = Jj' 

(здесь Е обозначает единичную матрицу) .  Нетрудно видеть , что ма­
трица тензора J} в любом базисе является единичной матрицей Е. Если 
дельту Кронекера интерпретировать как линейный оператор Л, то это 
будет тождественный оператор , т .  е . Лх = х для всех венторов х. 
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3.247. Пусть х - вектор, а а - :кове:ктор (линейнан форма ) . 
Что собой представлнет свертка тензора а ®  х? 

3.248. По :ка:ким парам индексов можно осуществить свертку 
Ai ? тензора jkl . 

3 .249. Доказать , что если матрица тензора Tij в :ка:ком-либо ба­
зисе невырождена, то матрица этого тензора невырождена в любом 
базисе. Верно ли данное утверждение ДЛR тензоров тj ' yij ? 

3.250. Пусть Aij - тензор типа (О , 2 )  та:кой, что в :ка:ком-либо 
базисе (а значит, и во всех базисах ) матрица l l Aij l l невырождена , 
и пусть Bij - элементы обратной матрицы. Доказать , что Bij -
тензор типа (2 , О) .  

3.251 .  Пусть а,  /3 - :кове1>торы. Тогда В = а ®  /3 - билиней­
нан форма . Выразить В.(х, у) через х, у с помощью а, /3.  

3.252 .  Назовем бив ектором Bij тензорное произведение двух 
векторов х и у. Выразить :координаты тензора Bij через :коорди­
наты векторов х и у. 

3.253 .  Пусть Aij - тензор типа (О , 2) ,  и его матрица l l Aij 1 1  в 
:каном-либо базисе нвлнетсн симметричес1>ой. Останетсн ли ма­
трица этого тензора симметрической при изменении базиса? От­
ветить на этот вопрос длн тензоров Bj ,  Cij типов ( 1 ,  1 ) , (2 , О) 
соответственно. 

3 .254. Тензор А� задан своими :координатами в базисе ei , е2 , 
е3 (см. таблицу ) . Найти :координаты тензоров Bi = Aj1 и CJ = 
= A�j в базисе е1 , е2 , ез . 

j = 1 j = 2  j = З j = 1 j = 2  j = З j = 1 j = 2  j = З  

i = 1 2 1 -3 3 1 - 1  1 - 1  3 

i = 2 о о 1 - 2  о 1 - 2  2 о 

i = З 1 - 2  2 о 3 4 1 о - 5 

k = 1 k = 2  k = 3  

3 .255 . Координаты тензоров Aij и Bij в базисе е 1 , е2 , ез опре­
делены матрицами А и В соответственно, где 

А = (-� � �) 
о 2 1 

Найти ноординаты тензоров Cj = Aik Bkj ,  Dj = Aik Bjk в базисе 
е1 , е2 , ез . Вычислить свертни S = AiJBij , Т = AijBji ·  
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3 .256 . Ранг матрицы тензора называетсн рrтгом тензора. 
Пусть А - тензор типа (2 , О) , ( 1 , 1 ) или (О , 2 ) .  Доназать ,  что 
матрица тензора А в наждом базисе имеет один и тот же ранг . 

3 .257 .  Найти' ранг тензора :  
а )  е 1  0 е т - е2 0 е 1  + e i  0 е2  - е2 0 е2 ;  
б )  е 1  0 е 1 + е2 0 e i  + е2 0 е2 . 
3 .258 .  Пусть А ·- тензор типа (р ,  q) , где p + q = 2 .  Найти усло­

вие, ноторому должна удовлетворнть матрица тензора А, чтобы 
тензор А можно было представить в виде произведенин Р 0 Q тен­
зоров Р, Q другого типа . 

3 . Симметрир оваIШе и альтернир оваIШе. Выделим у тензора тfi\�2 : : ;�q 
нюше-либо k нижних индеllсов, например , i 1 , i 2 , . . .  , i k . Си.м.меrприро­
о аиие по индеI1сам i 1 , . .  " i k - это построение нового тензора 

(5) 

где суммирование производится по всем перестановнам а1 , . .  " crk ин-
. . 1r T11 " ·1q б б денсов i 1 ,  . . " Z k · tоординаты тензора ( i i " . i k ) i k+ i " . ip в лю ом азисс 

симметричны по инде11сам i 1 , . .  " i k , т . е. не зависят от перестановни 
этих индеllсов . Альrпериирование по индеllсам i 1 , . . .  , ik состоит в по­
строении тензора 

1 
k !  (6 )  

где суммир ование производится по  всем пер естановнам а = (�11 : : : �:) 
инде11сов i 1 , . . .  , i k . Очевидно , слагаемое в (6) будет взято со званом 
«плюс» , е сли подстановш1 а четная, и «минус» , е сли она нечетная . Ана-
логично определяются тензоры тU1 "_ .J .. .  ) .i .,, + i  . . . Jq и т.[1 � " .-J.,, ) 1 ... +i . . .  Jq . i 1  . . . lp  l }  . . .  lp  

n A( ij )  BiJ Aij вiJ ыр азим 1юординаты тензор ов kl , [ k l тn] чер ез kl , klm соот-
uетственно .  По опр еделению имеем:  

A( ij )  - � (  4ij + 4J i ) kl - 2 . kl • kl ) 

BiJ - 1 (BiJ Bij BiJ B iJ BiJ BiJ ) [ �· lm]  - б k lm - k m l  + · l mk - l k m  + mkl - m l k · 

Еслн Т - тензор типа (р ,  О) или (О ,  q) , то Sym Т или Alt Т - это 
тензор , полученный из Т сим метрироnанием или альтернированием по 
всем индеЕсам .  
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. . [ "k] 3.259. Выразить координаты тензоров A(tz) ' В/1 , C(ijk) через 

ij ijk координаты Akl ' В1 , Cijk соответственно . 
3 .260. Найти матрицы тензоров Sym А ij , Alt Bij в базисе е 1 ,  

е2 , ез , если заданы координаты тензоров Aij , Bij в этом базисе: 

l l Ai1 1 1  = (-� � �) l l Bi1 l l = (-� � �) 
2 1 -3 1 5 4 

3 .261 .  Тензор Aijk задан координатами в базисе е1 ,  е2 , ез· (см. 
таблицу ) . Найти координаты тензоров Bijk = Ai(jk) ' Cijk = A[ijk] ' 
Dijk = A(ijk) в базисе ei , е2 , ез . 

j = l  j = 2  j = З j = 1 j = 2  j = З  j = 1 j = 2  j = З  
i = 1 2 1 3 2 3 1 1 - 3  2 

i = 2 - 1  4 2 5 о о - 1  4 5 
i = З  6 -4 1 -5 4 1 4 - 1  3 

k = l  k = 2  k = З  

4. Сопряже1Шое про странство. Тензор RaR полилинейная фуннция. 
Пусть .С - линейное пространство над полем действительных чисел. 
Сопр.яженным пространством .С,* называетсн пространство всех ли­
нейных форм а :  .С, -+ JR. Если е1 , . . " en - базис пространства .С,, то 
в пространстве .С,* можно построить сопр.яженный базис с:1 , . .  " en , в 
иотором иовеитор__ы c;i определнютсн равенствами c:i (eJ ) = J} при всех i ,  
j . Тензор Т типа (р, q) можно рассматривать иаи полилинейную функ­
-цию Т: .С, х . . .  х .С, х .С,* х . . .  х .С,* -+ IR от р веиторов и q иовеиторов 

...__.._,.., � 
р q 

(полилинейность означает линейность по иаждому из р + q аргументов) . 
Rоординаты т/1'. '. '. i�· тензора в_ базисе е 1 , . . .  , en пространства .С, опреде-

ф yJ1 . . . J. Т( J1 j ) лнется ормулами i 1 " . ip = e;t >  " . , е;р , с: , " " с: " . 
П р  и м е р  5 .  Представить линейный оператор в виде билинейной 

фуниции от веитора и иове1пора .  
<J Пусть А: .С, -+ .С, - линейный оператор , l l aj 1 1  - его матрица в 
базисе е 1 , . .  " en . Возьмем произвольные веитор х Е .С, и иовектор 
� Е .С,* . Разложим х по базису е 1 , . .  " en , а � - по сопрнженному базису 
с:1 , . . " c;n : х = xj ej , � = �;c:i . Положим у = Ах. Линейный оператор , 
иаи тензор типа ( 1 ,  1 ) ,  нвлнетсн функцией Т(х , �) от одного вентора и 
одноrо ковеитора .  Поэтому а; = T(ej , c:i ) .  Имеем: 
Т(х, �)  = T (xj ej , �;c:i ) = xj �iT( ej , c:i ) = xj �;а; = 

= �; (a;x.i )  = �iYj = � (Ах) .  С> 
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3.262. Представить ве:ктор х Е .С в виде фун:кции Т(�)  :кове:к­
тора � Е .с* .  

3.263. Пусть А :  .С х .С --+ .С - билинейное отображение, рассма­
триваемое :ка:к тензор типа (2, 1 ) .  Представить А в виде фун:кции 
от ве1поров и :кове:кторов. 

3 .264. Написать матрицу линейного оператора ei 0 е1 - 2е2 0 
0 е3 + Зе3 0 е 1 в базисе ei , е2 , ез . 

П р  и м  е р  6 .  Вывести формулу , выражающую занон изменения вен­
торов сопряженного базиса с:1 , . . .  , c:n при изменении базиса 
е1 , . . .  , еп пространства {, ,  
<J Для всяного новентора а Е [,• имеет место равенство а = ai c:i , где 
а; = а (е; ) .  Полагая а = c: i' (здесь c:i' - вентор нового сопряженного 
базиса ) ,  получим : 

i' - i' ( ) i - i' (-;:j' 
) i - --::3' i' ( ) i - -;::j' �i' i - �, i с: - с: е ; с: - с: S ; ej' с: - S; с: ej' с: - S; uj, c: - si с: . 

Таним образом, · 1  . ,  . 
с:' = s: с:' . [> (7) 

Пусть е1 , е2 , е3 - базис пространства {, ,  а с:1 , с:2 , с:3 - сопряженный 
базис. Вьшсним, наи изменится сопряженный базис, е сли в простран­
стве {, перейти R базису f1 = е1 + 2е2 - 3е3 , f2 = е1 + е2 , f3 = 2е1 - е3 . 
Пусть 171 , 172 , 173 - базис, сопряженный с базисом f1 , f2 , f3 . Таи нан 

(f1 f2 f3 ) = (е 1 е2 е3 ) ( � � �) 
-3 о - 1 

то матрица перехода от базиса е и базису f равна 

S = ( � � �) ·  
-3 о - 1 

По формулам (7) получаем: 

Таним образом, 
171 = � (-c:l + €2 - 2с::! ) , 

7 
1 Т/2 = 7 (2с: 1 + 5с:2 + 4с:3 ) , 

173 = � (3с: 1 _ 3с:2 _ с:3 ) . 
7 
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3.265.  Написать выражениfl ве:кторов нового базиса е� , е; , е� 
пространства [, через ве:кторы ei , е2 , ез старого базиса, если со­
прRженный базис изменилсfl следующим образом : 

(g' ) 1 = 2g 1 _ g2 + 3gз , 
(g ' ) 2 = g l + 2gз , 
(g' ) з = -g l + 4g2 . 

3.266.  Найти значение Т(х, �) тензора Т = g 1 0 е2 + 2g2 0 
0 (е2 - Зез ) +g30 (2е1 -е2 ) ,  где х = ei +4е2 -ез ,  � = g 1 - 2g2 +3g3 . 

3.267.  Найти значение тензора А0В-В0А от набора (u, v , w) , 
где А = g 1 QS) g2 + 2g2 QS)g3 , В =  3g2 - 4g3 , и = ei +е2 , v = е2 - Зез , 
w = ei + е2 + ез . 

3.268.  Найти значение тензора А®В + В®А от набора ( о.,{3,1 ,8) , 
где А =  (е1 + 2е2 ) 0 ез + ei 0 е2 , В =  (е2 + ез ) 0 ei + 2е1 0 е2 , 
o. = g 1 , f3 = g I + g2 + gз , / = 8 = g 1 - gз . 

3.269.  Найти :координаты ТЬlз ' fN1 тензора т�1m в базисе 

если в базисе ei , е2 , ез все его ноординаты равны 2 .  



Глава 4 
ЭЛЕМЕНТЫ ОБЩЕЙ АЛГЕБРЫ 

§ 1 . Бинарные отношенин и алгебраичесние операции 

1 .  БШiарные отношеюш и их свойства. Декартовым (иди пр.ямым) 
произведением множеств А1 , А2 , . . .  , An называетсн множество 

Бинарны.м отношением О" на множестве А называетсн подмноже­
ство множества А х А (О" � А х А) .  Если элементы х, у Е А свнзаны 
отношением О", то пишут (х, у) Е О" или хО"у ; если не свнзаны, пишут 
( х ' у) � (]" или х rj у .  

Бинарное отношение О" рефлексивно, если длн любого а Е А имеет 
место (а , а) Е O"j симметри'Чно, если длн любых а, Ь Е А из (а, Ь) Е О" 
следует (Ь , а) Е O" j  антисимметри'Чно, если ни длн :ка:ких а, Ь Е А, 
где а .:Р Ь , невозможно одновременное выполнение условий (а , Ь) Е О" 
и (Ь , а) Е O"j транзитивно, если длн любых а, Ь , с Е А из условий 
(а , Ь) Е О" и (Ь , с) Е О" следует (а , с) Е О" .  

П р  и м  е р  1 .  Вынснить , :ка:кими из основных свойств (рефле:ксив­
ность , транзитивность , симметричность , антисимметричность) обладает 
отношение перпенди:кулнрности (..l) , заданное на множестве всех прн­
мых на плос:ко сти . 
<J Отношение ..l ,  заданное на множестве всех прнмых на плос:кости, не­
рефле:ксивно (говорнт та:кже: иррефле:ксивно) , та:к :ка:к а /_  а длн любой 
прнмой а; симметрично , та:к :ка:к длн любых прнмых а и Ь из а ..l Ь 
следует Ь ..l а; нетранзитивно (говорнт та:кже: интранзитивно) , та:к :ка:к 
длн любых прнмых а , Ь и с на плос:кости из условий а ..l Ь и Ь ..l с не 
следует а ..l с; неантисимметрично, та:к :ка:к из а ..l Ь и Ь ..l а не следует 
Ь = а. t> 

П р  и м  е р  2 .  До:казать , что из условий рефле:ксивности и симметрич­
ности бинарного отношенин не следует его транзитивность . 
<J Длн доназательства достаточно привести пример рефлеRсивного и сим­
метричного бинарного отношенин, не нвлнющегосн транзитивным. В Rа­
честве примера рассмотрим бинарное отношение О", заданное на множе­
стве JR следующим образом: аО"Ь {::} l a - bl � 1 .  Отношение О" рефлеR­
сивно, та:к :каR аО"а длн любого а Е JR (ввиду того, что l a - a l = О �  1 ) , и 
симметрично, та:к :кан la - b l  = l b  - a l длн любых а , Ь Е JR. Однано О" не 
нвлнетсн транзитивным, тан RaR 10"2 ,  20"3, но 1 rj 3 . [> 
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В задачах 4 . 1 и 4 . 2  выписать все элементы деI>артова произве-
денин уI>азанных множеств . 

4. 1 .  М1 = { - 1 , 2 } ,  М2 = {а, Ь, с} . 
4.2.  М1 = { 1 , 3 } ,  М2 = {5 ,  6 ,  7} , Мз = {а} :  
В задачах 4. 3-4 . 9 определить , I>аI>ими из основных свойств (ре­

флеI>сивность , транзитивность , симметричность , антисимметрич­
ность) обладают отношенин CJi , заданные на множестве натураль­
ных чисел: 

4.3. mcr1n,  если т и п  не имеют общих простых делителей . 
4.4. mcr2n,  если m делитсн на п2 . 
4.5.  mcrзn,  если m2 = п. 
4.6.  ma4n, если т < п. 
4.7. mcr5n, если т � п.  
4.8.  mcrбn,  если m-n = k,  где k - фиI>сированное целое число . 
4.9.  mcr7n, если т - п делитсн на k (k - фиI>сированное целое 

число) . 

Если множество А конечно, т . е .  А =  {а1 , . . .  , ап } , то наждому би­
нарному отношению а � А х А можно сопоставить матрицу размера 
п х п ,  называемую матрицей отиошени.я\ в которой на пересечении i-й 
строки и j-го столбца стоит 1 , если (а; , aj J  Е а ,  и О в противном случае. 

4.10. Пусть А - :конечное множество, cr � А х А - бинарное 
отношение на А. Что собой представлнет матрица отношенин cr в 
случае, если оно: 

а) р ефле:ксивно; б) симметрично; в) антисимметрично? 
4.1 1  * .  ДоI>азать независимость друг от друга свойств бинарного 

отношенин: (<быть рефлеI>сивным•> , (<быть симметричным» ,  (<быть 
транзитивным» . 

2. Виды бШiарных отношений. Бинарное отношение называется от­
ношением эквивалентности, если оно рефлексивно, симметрично и 
транзитивно. 

Пусть а - отношение эквивалентности на множестве А.  Для каж­
дого а Е А определим класс эквивалентиости К(а) элемента а, по­
лагая К(а) = {х Е А 1 (х , а) Е а} . Фактор-миожеством миожества 
А по отношению эквивалентиости а (обозначается: А/а) называется 
множество всех классов эквивалентности Аа : А/ а = { Аа 1 о: Е I} (I -
некоторое  множество индексов) .  Выберем в каждом классе эквивалент­
ности Аа по одному элементу аа . Множество { аа 1 о: Е J} называется 
множеством представителей классов эквивалентности , а сами эле­
менты аа - представителями классов. В качестве представителя класса 
может быть выбран любой его элемент. 

П р  и м  е р  3 .  Пусть А - множество всех прямых на плоскости. На 
А введено отношение а такое,  что ааЬ, если a l l b (считается , что a l l a для 
любой а Е А) . Доказать , что а - отношение эквивалентности . Найти 
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фаитор-множество А/ а и иаиое-либо множество представителей илассов 
эививалентности. 
<З Отношение а нвлнетсн рефлеисивным, симметричным и транзитив­
ным (провернетсн непосредственно) . Следовательно , а нвлнетсн отно­
шением эививалентности. 3афиисируем на плосиости иаиую-либо точиу 
О. Каждан прнман а, проходнщан через :rочиу О, задает иласс эивива­
лентности, в иоторый. входнт все прнмые, параллельные а. Эти илассы 
образуют А/а. Множество прнмых, проходнщих через точиу О, нвлнетсн 
множеством представителей илассов эививалентности . t> 

Бинарное отношение называетсн отношением порядка (или отно­
шением 'Часmи'Чно20 порядка) , если оно рефлеисивно, транзитивно и 
антисимметрич'но. 

Бинарное отношение а дихотоми'Чно, если длн любых а , Ь Е А 
(а,  Ь) Е а или (Ь, а) Е а .  Дихотомичное отношение частичного порндиа 
называется отношением линейного порядка. 

Множество, на иотором задано отношение частичного (или линей­
ного) порндиа , называетсн 'Часmи'Чно (или линейно) упорядо'Ченным. 
Если множество А частично упорндочено отношением ::::; , то полагаем 
а < Ь, е сли а ::::; Ь и а f; Ь. Кроме того, а � Ь <=> Ь ::::; а,  а > Ь <=> Ь < а. 

Максимальный элемент частично упорндоченного множества Р -
таиой элемент z ,  что длн любого х Е Р из х � z следует х = z ;  мини­
мальный элемент - таиой элемент и,  что длн любого х Е Р из х ::::; и 
следует х = и ;  наибольший элемент - таиой элемент р, что х ::::; р длн 
любого х Е Р; наименьший элемент - таиой элемент q , что х � q длн 
любого х Е Р. 

4.12.  :Кавие из отношений ai задач 4.3-4. 9 нвлнютсн отноше­
нинми эввивалентности, а вавие отношенинми порндва? 

В задачах 4. 1 3-4. 1 6  бинарные отношенин заданы на множе­
стве всех бесвонечных последовательностей натуральных чисел. 
:Кавие из них нвлнютсн отношенинми порндва? :Кавие нвлнютсн 
отношенинми эввивалентности? 

4.13.  (а1 , а2 , . . .  )а1 (Ь1 , Ь2 , . . .  ) ,  если V i  Е N ai � bi ; 
4.14. (а 1 , а2 , . . .  )а2 (Ь1 , Ь2 , . . .  ) ,  если 3 п :  V k  > n ak = bk ; 
4.15.  (а1 , а2 , . . .  )аз (Ь1 , Ь2 , . . .  ) ,  если 3 n : V k > n ak � bk ; 
4.16.  (а1 , а2 , . . .  ) а4 (Ь1 , Ь2 , . . .  ) ,  если либо V k ak = bk , либо 

3 n : V k -f n ak � bk . 
4 . 1 7. Пусть n - натуральное число. Введем на множестве Z 

отношение а, считан, что ааЬ, если а - Ь делитсн на n Е N без 
остатва . Найти фавтор-множество Z/ а и вавое-либо множество 
представителей влассов эввивалентности. 

4.18* * .  Довазать , что вснвое отношение эввивалентности а на 
множестве А определнет разбиение множества А на непересева­
ющиесн подмножества . Наоборот ,  вснвое разбиение множества 
А есть разбиение на влассы невоторого отношенин эввивалент­
ности а . 
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Пусть а, т � А х А - бинарные отношения. В:ключение т � а 
означает , что все пары, принадлежащие т, принадлежат и а .  

4 . 1 9 .  Рассмотрим множество всевозможных бинарных отноше­
ний на множестве А х А, частично упорядоченное по внлючению 
� · Ответьте на поставленные вопросы. В пуннтах д) и е) огра­
ничьтесь случаем нонечного множества . 

а ) :Ка:кое бинарное отношение является наибольшим? 
6) :Каиое бинарное отношение является наименьшим? 
в) :Каное отношение э:квивалентности является наибольшим 

(наименьшим) ? :Ка:ковы разбиения на нлассы наибольшего (наи­
меньшего) отношений э:квивалентности? 

г ) Существует ли наименьшее отношение порлд:ка? 
д) Существует ли наибольшее отношение поряд:ка? 
е) Существует ли ма:ксимальное отношение поряд:ка? 
4.20. Отношение а на множестве действительных чисел опре­

деляется правилом: (х ,  у) Е а {::} х - у Е Z. Доиазать , что а - от­
ношение э:квивалентности. Что представляют собой :классы э:кви­
валентности этого отношения? 

4.2 1 .  Пусть М - множество всех фун:кций, определенных на 
отрез:ке [а; Ь] .  Отношения а и т определяются следующим обра­
зом: fag, если f (a) = g(a) ; fтg, если для всех х Е [а; , Ь] J (x) � 
� g(x) . До:казать , что а - отношение э:квивалентности,  а т -
отношение порлд:ка . 

4.22.  До:казать , что в частично упорядоченном множестве наи­
больший элемент является ма:ксимальным. Привести пример ча­
стично упорядоченного множества , в :котором ма:ксимальный эле­
мент не является наибольшим. 

4.23. На множестве N\ { 1 }  введем отношение R: аRЬ, если Ь 
делится на а без остат:ка . До:казать , что R - части�ный порядо:к. 
Есть ли в данном множестве наибольший, наименьший элемент? 
Есть ли в нем ма:ксимальные и минимальные элементы (относи­
тельно R) ? 

Графичес:кой интерпретацией на плос:кости отношения а ,  заданного 
на конечном множестве А =  {а1 , а2 , • • •  , an} (иначе графом отношения) 
называется диаграмма , в :которой элементы а1 , а2 , . . •  , an изображаются 
точ:ками, обозначаемых теми же буквами, что и элементы множества А, 
при этом направленная стрел:ка из ai в aj изображается, если (а; , aj )  Е а .  
Например , отношение а = { ( 1 ,  2) ,  (2 , 3) , ( 1 ,  4) , (3 , 3) } на множестве 
А =  { 1 ,  2 , 3, 4, 5} изображается следующим графом (см. рис . 35) . 

Если отношение а симметрично, то вместо двух направленных ребер 
(а, Ь� и (Ь, а� обычно рисуют одно (а, Ь) без напр�вления. 

При изображении графа отношения порядка, заданного на множестве 
Х, при х < у точку х располагают ниже точки у: Если имеются линии от 
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х R у и от у I\ z ,  то линию, соединнющую х и z ,  не рисуют . Аналогично 
поступают и дш1 более длинных цепочен элементов . 

{а, Ь, с} 

2 {а, Ь} {Ь, с} 
{а} {с} 

'\.'ь 5 •  4 f2f 
Рис. 35 Рис . 36 

П р  и м  е р  4 .  Построить граф отношенин внлюченин � на множестве 
всех подмножеств множества {а , Ь , с} . 
<1 Множество всех подмножеств множества {а , Ь , с} содержит восемь эле­
ментов: 121 , {а} , { Ь} , {с} , {а , Ь} , {а , с} , { Ь, с} , {а , Ь , с} . В соответствии с 
замечанием 2 в цепочнах внлючений не изображаем лишние � ебра .  Таи ,  
121 С { Ь} С {а , Ь} С {а , Ь , с} , но линии от 121 R {а, Ь1 и {а , Ь , с] опуснаем. 
Полученный граф отношения изображен на рис . 36. 1> 

4.24. Пусть А = { 1 ,  2 ,  . .  " 10} , R - отношение делимости на 
множестве А, введенное в задаче 4.23 .  Построить граф этого отно­
шения. Найти маl\симальные и минимальные элементы А ( отно­
сительно R) . 

4.25.  Пусть А = {3 ,  4, . .  " 10} . Введем отношение а, считан,  
что длн а , Ь Е А ааЬ, если существует не1'оторое с Е А таl\ое,  что 
а и Ь делятся на с без остатl\а . Построить граф этого отношения. 

4.26* . Доl\азать , что вснl\ИЙ частичный порндоl\ т на 1\Онечном 
множестве может быть продолжен до линейного (т .  е. существует 
та1'ой линейный порндоl\ т' , что т � т' ) . 

Пусть множество А =  А1 х . . . х Ап , причем на наждом из множеств 
А1 ,  . .  " Ап заданы отношения частичного порядна . На множестве А 
можно определить отношения порядна � и � :  

а )  (а1 , . .  " ап ) � (а� , . .  " а� ) ,  если V i ai � а� ;  
б )  (а1 , . .  " ап ) � (а� , . .  " а� ) ,  если либо а 1  = а� , . .  " ai- 1 = а;_ 1 , 

ai < а: для неноторого i ,  либо а; = а: для всех i . 
ПорядоR � на множестве А называется лексикографи'Ческим (по та­

ному принципу упорядочены слова в словаре) . 
4.27.  Доназать , что отношение � на множестве А = А1 х . . .  х Ап 

нвлнетсл отношением частичного порлдl\а . 
4.28.  До1'азать , что отношение ::5 на множестве А = А1 х . . .  х Ап 

лвллетсл отношением частичного порлдl\а . 
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4.29. Доназать , что если все Ai линейно упорндочены, то А 
относительно отношенин :::5 танже линейно упорндочено. 

4.30. Построить графы отношений из задач 4 .27 и 4 .28 длн 
множества Ai х А2 , где Ai = {а, Ь, c l a  < Ь < с} , А2 = {и , v l и < 
< v} . 

3. Операции над бШiарными отношениями. Пусть а, т � А х А -
бинарные отношения .  Tai> IШR бинарные отношения являются подмно­
жествами множества А х А, то MOIJШO брать их пересечение а n т, объ­
единение а U т и разность а \  т.  

Обратным отношением R бинарному отношению а на множестве А 
называется отношение а- 1 = { (у ,  х) 1 (х,  у ) Е о} 

Противопо.11ожным отношением R бинаl?ному отношению а на мно­
жестве А называется отношение u = (А х А) \а .  Очевидно, (а, Ь) Е О' {:} 
{:} (а, Ь) � а .  . 

Произведением бинарных отношений а и т называется отношение 
ат = { (х ,  у ) l 3 z : (х ,  z) Е а, (z , у ) Е т} . 

Обозначим через д отношение равенства на А, т. е .  д = { (а, а) 1 а Е 
Е А} . 

4.31 .  Доназать следующие свойства операций над бинарными 
отношенинми: 

а )  (U Pa) a = U(Paa) ; б) (П Ра)ст � П(Раст) . 
Q Q Q Q 

4.32.  Выразить с помощью операций ат , а- 1 и отношенин 
� следующие свойства бинарных отношений: а) рефленсивность ; 
б) симметричность ; в) транзитивность ; г )  антисимметричность . 

П р  и м  е р  5 .  Выяснить , является ли транзитивным отношение, ио­
торое одновременно симметрично и антисимметрично. 
<J Пусть а - симметричное и антисимметричное отно.шение . Симме­
тричность отношения а равносильна условию а- 1 = а, а антисимме­
тричность - условию а n а-1  � д. Из этих двух условий следует , что 
а �  д. Наионец, а2 = аа � да =  а, поэтому а транзитивно . [> 

П р  и м  е р  6 .  Найти иаиое-нибудь транзитивное отношение а таное ,  
что а2 С а ( т .  е .  а2 � а и а2 f- а) . 
<J Надо найти элементы а, Ь таиие, что (а, Ь) Е а,  но не существует таиого 
х, для иоторого (а, х) , (х ,  Ь) Е а. Примером может служить отношение 
< на множестве целых чисел. Оно транзитивно и для него (3 ,  4) Е а, но 
(3 ,  4) � а2 . [> 

Обозначим через 11 универса.11ьное отношение на множестве А: 11 = 
= А х А .  

П р  и м  е р  7. Пусть д - отношение равенства на множестве А,  а а -
произвольное отношение. Чему равны произведения да, ад,  11а11? 
<J Заметим, что (а, Ь) Е да {:} :Э х  (а, х) Е д ,  (х ,  Ь) Е а {:} а = х , (х ,  Ь) Е а {:} (а, Ь) Е а .  Значит, да = а. Аналогично доиазывается, 
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что аЛ = а . Нетрудно видеть , что если в а есть хотн бы один элемент 
(а , Ь) , то отношение Паi1 содержит все пары (х, у) , где х , у Е А. Таким 
образом, 

nan = { n , 
!О '  если 

если а i- !О ,  
а =  !О .  [> 

П р и м е р  8 .  Доказать , что если а- 1 <;;; а ,  то а- 1 = а . 
<J Так как а- 1 <;;; а ,  то (а- 1 ) - 1 <;;; а- 1 , т .  е. а <;;; а- 1 • СледоватеJiьно, 
а- 1 = а . t> 

4.33.  а ) Будет ли пересечение отношений эквивалентности таюке 
пвлптьсFI отношением энвивалентности? 

б) Будет ли объединение отношений энвивалентности танже 
пвлFiтЬСFI отношением энвивалентности? 

в) Будет ли пересечение отношений порFiдна танже пвлптьсп 
отношением порFiдна? 

г ) Будет ли объединение отношений порFiдна таюке FIBЛFITЬCFI 
отношением порFiд.ка? 

д) Будет ли произведение двух отношений эквивалентности 
та.кже FIBЛFITbCFI отношением эквивалентности? 

е) Будет ли произведение двух отношений порпд.ка также FIB-
ЛFITЬCFI отношением порFiдна? · 

Транзитивным замыканием at бинарного отношенип а на множе­
стве А называетсн наименьшее транзитивное отношение , содержащее а .  

4.34. Доназать следующие свойства транзитивного замьшанип: 
а ) at - пересечение всех транзитивных отношений, содержа­

щих а;  
б) at = а U а2 U а3 U . . . ; 
в ) (а, Ь) Е а {::} Э с1 , . . .  , Сп Е А, что (а, с1 ) Е а, (сп , Ь) Е а и 

(ci , Ci+ 1 ) Е а при i = 1 ,  . . .  , п - 1 .  

В задачах 4 . 35-4 . 37 до.казать ,  что длFI любых отношений р ,  а , 
т на одном и том же множестве справедливы указанные равенства 
либо шшюченип . 

4.35* * . (ра)т = р(ат) .  4.36 . (ра) - 1 = а- 1р- 1 . 
4.37* . р(а U т) = ра U рт , р(а n т) � ра n рт . Привести пример 

отношений, длFI которых р( а n т) i- ра n рт . 
П р  и м  е р  9 .  Пусть а - отношение на множестве !Е., определенное 

условием ааЬ <=? l a - bl = 1 .  Что из себн представлнет транзитивное 
замыкание отношенин а? 
<J Условие (а , Ь) Е at равносильно существованию элементов х1 , х2 , . . .  
. . . , Хп таних ,  что l a - x 1 1  = lx 1  - x2 I = . . . = l xn - b l = 1 .  Тюшм образом, 
(а , Ь) Е at в том и талыш том случае , когда а - Ь Е z .  t> 
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4.38. До:Rазать , что транзитивное замьшание отношения а -
это наименьшее транзитивное отношение, содержашее а в :Rаче­
стве подмножества (или, что то же самое, пересечение всех тран­
зитивных отношений, содержащих а) . 

В задачах 4 .39 и 4 .40 найти транзитивное замьшание задан­
ных отношений: 

4.39.  хау , если х = у  - 1 (на множестве Z) ; 
4.40. хау , если у = kx, где k - простое число или 1 (на 

множестве N) . 
4.41. До:Rазать следующие равенства для отношений параллель­

ности и перпенди:Rулярности, заданных на множестве всех пря­
мых на плос:Rости (при этом считается, что любая прямая парал­
лельна самой себе) : 

1 i - 1 = 1 1 ,  J_ - l=J_,  1 1 · 1 1 =J_ . l_= 1 1 ,  1 1 · J_=J_,  J_ · 1 1  =l_ .  
Ra:Rиe из этих равенств остаются справедливыми для прямых в 
пространстве? 

4.42. На рис. 37 изображен граф отношения а. Построить 
графы отношений а- 1 , а2 , аа- 1 , а- 1а , at .  

4.43. Ra:Rиe линии нужно добавить 1\ графу отношения а, изо­
браженному на рис. 37,  чтобы получился: а) граф рефле:Rсив-
ного отношения; б) граф симметричного отноше-

~ 
ния; в) граф транзитивного отношения? а 

4.44. До:Rазать , что для любого отношения а от- е 

ношения а- 1а и аа- 1 - симметричные. с (f 
В задачах 4 .45-4 .4  7 а, т ,  р - отношения ЭI\ВИ-

валентности на одном и том же множестве, а V т Рис. 37 

обозначает наименьшее отношение э:Rвивалентности, содержащее 
а и т. До:Rазать приведенные равенства . 

4.45. а v т = (а u т ) t .  4.46. р n (а v т ) = (р n т ) v (р n т ) . 
4.47. р v (а n т ) = (р v т ) n (р v т ) . 
4.48. Для двух данных отношений энвивалентности а и т опре­

делить , что собой представляют :Rлассы отношений энвивалентно­
сти а n т' а v т из задачи 4.45 .  

Два частич1.щ упорядоченных множества изоморфны, если между 
ними существует взаимно однозначное соответствие, сохраняющее от­
ношения поряд:ка . 

4.49. Перечислить все неизоморфные частично упорядоченные 
множества , состоящие из 2 или 3 элементов . 

4.50. Рассмотрим нонечное множество из п элементов . Сноль:Rо 
на этом множестве можно ввести: 

а )  различных бинарных отношений; 
б) рефленсивных бинарных отношений; 
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в ) симметричных бинарных отношений; 
г ) антисимметричных бинарных отношений; 
д) отношений линейного порндна ; 
е) отношений частичного порндна ( п = 3) ; 
ж ) отношений энвивалентности (n = 3 ) ?  
4.  Ашебраиче сние операщm и их свойства. Ал2ебраи'Чес '1;;ой опера­

'Цией на множестве А называетсн отображение А х  А �  А. Если при ото­
бражении элементам а, Ь Е А ставитсн в соответствие э.тrемент с Е А, то с 
называетсн произв еде1шем элементов а и Ь. Используетсн запись с = аЬ . 
Термин «произведение» носит условный характер : он может означать 
«сумму» ,  «разносты , «результат последовательного выполнениR>> (пре­
образований ) и т .  д. Произведение элементов а и Ь обозначают та11же 
а ·  Ь , а * Ь, а + Ь, а о Ь ,  а n Ь ·и т. д . Множество А, на котором задана 
операцин * , приннто обозначать (А , * ) .  

Операцию на коие•том множестве А = {а1 , а2 , • . •  , ап } можно за­
дать табли'Цей Кэли, в которой на пересечении строни элемента ai и 
стодбца элемента aj стоит элемент ak = ai * aj : 

an 

а; 

Операцин коммутативиа, если а * Ь = Ь * а длн всех а ,  Ь. Операщш 
accm{uamuвua, если (а * Ь) * с =  а *  (Ь * с) длн всех а, Ь, с. 

Элемент и называетсн левой едиии'Цей, если и * а = а длн всех а;  
правой едиииv,ей, есди а *  и = а длн всех а; левым нулем, если и *  а = и 
длн всех а ; правым иулем, если а * и = и длн всех а. Едиииv,а (или 
двустороии.я.я едиииv,а) - элемент, нвлнющийсн одновременно правой 
и левой единицей . Нуль (или двустороииий иуль) - элемент, нвлню­
щийсн одновременно правым и левым нулем. 

П р  и м  е р  10 .  На множестве А =  { 1 , 3 , 5 ,  15}  задана операцин а * Ь  = 
= НОД (а ,  Ь) (наибольший общий делитель чисел а и Ь) . Проверить 
коммутативность и ассоциативность этой операции . Составить таблицу 
Rэли этой операции . Найти единицы и нули. 
<J Таблица Rэли имеет вид: 

1 1 3 5 1 5  

1 1 1 1 1 

3 1 3 1 3 

5 1 1 5 5 
� 

1 5  1 3 5 1 5  
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Так нак НОД (а ,  Ь) = НОД(Ь, а) , то операцин * коммутативна . Опера­
цин * ассоциативна , поскольку НОд(НОд(а ,  Ь) ,  с) = НОД (а ,  НОЩЬ, с) ) = 
= НОд(а ,  Ь, с) . Так нан НОд( 15 , а) = а и НОД( l , а) = 1 длн всех а Е А, 
то  15 - единица в А ,  а 1 - нуль в А. Других единиц и нулей нет . t> 

4.51 .  а )  Сиолыю различных алгебраичесrшх операций можно 
ввести на множестве из п элементов? б) Сиолыю из них будут 
иоммутативны? 

4.52. а) Доиазать , что если в множестве есть правая и левая 
единицы, то они совпадают, и этот элемент является двусторонней 
единицей. 

б) Доиазать аналогичное утверждение для ну.Лей. 
В задачах 4 . 53 и 4 .54 построить таблицы 1\эJш уиазанных мно­

жеств с заданными операциями. Найти все левые (правые) еди­
ницы, левые (правые) нули. 

4.53. М = {а , Ь, с, d} ,  х * у =  х для всех х,  у Е М. 

{ } { х + у + 1 ,  если х + у � 4; 
4.54. м = 1 ,  2 ,  3 ,  4 ' х * у =  3 4 х + у - , если х + у > . 
4.55. 1\аи по таблице 1\эли ионечного множества определить , 

является ли операция на этом множестве иоммутативной? 
4.56. Проверить ассоциативность операции, заданной следую­

щей таблицей l\эли : 
а ь с d 

а а а а а 
ь ь ь ь ь 
с с с с с 
d а с а а 

Операция на множестве А обратима с.лева, если уравнение 
ха = Ь разрешимо для всех а, Ь Е А; обратима справа, если 
уравнение ау = Ь разрешимо для всех а, Ь Е А. Операция со­
кратима с.лева, если ах = ау =? х = у для всех а, х ,  у Е А; 
сократима справа, если ха = уа =?  х = у  для всех а, х ,  у Е А.  

4.57. !\аи по таблице В:эли ионечного множества опредеJiить , 
явJ1яется ли операция на этом множестве: 

а)  обратимой ( сJ1ева или справа) ; б) соиратимой (слева иJiи 
справа) ? 

4.58. Привести пример алгебраичесиой операции: 
а)  иоммутативной, но ·неассоциативной; 
б) ассоциативной, но неиоммутативной ; 
в) ассоциативной, обратимой слева, но необратимой справа ; 
г )  ассоциативной, соиратимой слева, но несоиратимой справа . 
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В задачах 4 . 59-4 .66 длн заданных операций вьшснить , будут 
ли они ассоциативны, коммутативны; найти все левые (правые) 
единицы, нули. 

4.59.  а *  Ь = а  - Ь (а , Ь Е .IR) . 
4.60. а *  Ь = аЬ (а , Ь Е IR; а, Ь > О) . 
4.61 .  а *  Ь = НОд (а, Ь) (а , Ь Е N) . 
4.62.  а *  Ь = HOR(a, Ь) (НОН - наименьшее общее кратное 

чисел а и Ь (а , Ь Е N) ) .  
4.63.  а *  Ь = ../а2 + Ь2 (а , Ь Е IR; а , Ь � О) . 
4.64. (а , Ь) * (а1 , Ь1 ) = (аа1 , аЬ1 + Ь) (на множестве .IR х .IR) . 
4.65� (!  * g) (x )  = f (g (x) ) (на множестве отображений Х --+  Х ) .  
4.66.  а * Ь = а + Ь - а Ь  (а , Ь Е .IR) .  
Введем н а  множестве Zn = {О , 1 , . . .  , п - 1 } остатиов от .делениR 

целых чисел на п Е N операции сложения и умножения по модулю п .  
ДлR а ,  Ь Е Zn выражениR а+ Ь (mod n) и а · Ь (mod п) обозначают остатии 
от делениR на п чисел а + Ь и а · Ь соответственно. 

П р  и м  е р  1 1 .  Доказать иоммутативность и ассоциативность опера­
ции а +  Ь (mod n) на множестве Zn . 
<J Чтобы различить операции обычного сложениR и сложениR по модулю 
п, будем их в этом примере обозначать + и Е!Э. Очевидно , а Е!Э Ь = а + 
+ Ь (mod п ) длR всех а, Ь Е Zn . Коммутативность операции очевидна. 
Проверим ее  ассоциативность . Пусть а,  Ь , с Е Zn . Тогда (а Е!Э Ь) Е!Э с = 
= (а + Ь) Е!Э с = (а + Ь) + с =  а +  (Ь + с) = а +  (Ь Е!Э с) = а Е!Э (Ь Е!Э с) (mod n) . 
Та:и :иа:и (а Е!Э Ь) Е!Э с = а Е!Э (Ь Е!Э с) (mod п) и оба числа (а Е!Э Ь) Е!Э с, а Е!Э (Ь Е!Э с) 
принадлежат Zn ,  то (а Е!Э Ь) Е!Э с = а Е!Э (Ь Е!Э с) . [> 

В задачах 4 .67  и 4 .68 построить таблицы 1\эли множества .2.4 
с указанными операцинми. Найти все левые (правые) единицы, 
левые (правые) нули. 

4.67.  Операцин сложенин по модулю 4 .  
4 . 6 8 .  Операцин умноженин по модулю 4 .  
4 . 6 9 .  Доказать коммутативность и ассоциативность операции 

а · Ь (mod п ) на множестве Zn . 

Пусть а - элемент множества А с операцией * · Тогда по определению 
an = an- l  * а,  где п Е N. Элемент а - идемпотент, если а2 = а. Пусть 
множество (А, * )  имеет нуль О. Тогда а - нидьпотентный элемент, 
е сли ап = () при неиотором п Е N. 

4. 70. Найти все идемпотенты и нильпотентные элементы мно­
жества : а ) (Zв , +) ; б) (Zв , · ) . 

Гомоморфизмом множества (А, *)  на множество (В ,  о ) называетсR 
отображение <р: А --+ В, удовлетвор11ющее условию <р(х * у ) = <р(х) о <р(у) 
V x, у Е А. 
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Взаимно однозначное отображение <р, явш1ющееся гомоморфизмом, 
называется изоморфизмом. Множества (А, * )  и (В,  о ) изоморфны, если 
существует изоморфизм между ними. В этом случае пишут (А, * )  � 
� (В,  о ) или А � В .  

П р  и м  е р  12 . Пусть Р(Х)  - множество всех подмножеств множе­
ства Х .  Доказать , что множества с операциями (Р(Х ) ,  U) и (Р(Х ) ,  n) 
изоморфны. 
<] Проверим, что отображением, осуществляющим изоморфизм, явля-
ется взятие дополнения. А именно, пусть <р(А) = А длR А Е Р(Х) . 
Ясно, что отображение <р: Р(Х) -t Р(Х) взаимно однозначно. Наконец, 
<р(А U В) = А  U В =  А n В =  <р(А) n <р(В) ,  поэтому <р - изоморфизм. [> 

П р и м е р  13 .  Изоморфны ли множества (Z ,  +) и (Z ,  * ) , е сли опера­
ция * определяется формулой а *  Ь = а + Ь - 2? 
<] Пусть е - единица в (Z, * ) .  Тогда длR всех элементов х этого множе­
ства выполнRетсR равенство е * х = х, или е + х - 2 = х. Таким образом, 
е = 2 .  Это обстоятельство наводит на мысль , что изоморфизм множеств 
(Z ,  +) и (Z ,  *) получитсR, е сли :к :каждому элементу прибавлRТь 2. Про­
верим это . Пусть <р: (Z ,  +) -t (Z ,  * ) таково, что <р(х) = х + 2 длR всех 
х .  Ясно, что <р взаимно однозначно. :Кроме того , 

<р(х + у) = х + у + 2  = (х + 2) + (у + 2) - 2  = (х + 2) * (у + 2) = <р(х) * <р(у) . 

Следовательно, <р - изоморфизм. [> 

4. 71 . .Какие множества с заданными операциями из задач 4 .53 ,  
4 .54 ,  4 .67 ,  4 .68 изомо��фны? 

4.72. Пусть М = la , Ь] . Положим х Л у = min (х ,  у) ,  х V у = 
= max (х ,  у) .  Изоморфны ли (М, Л) и (М, V) ? 

4. 73. На множестве Z целых чисел введена операци11 а * Ь = 
= а + Ь + 3 .  До:казать , что (Z, * )  � (Z, + ) .  

4. 7 4. На множестве IR введем операцию х * у  = {! хз + уз . Про­
верить , что (IR, * ) � (IR, + ) .  

4.75. Изоморфны ли множества (Z, +) и (Z,  · ) ? 
Пр.ямым произведением множеств А1 , А2 , . . .  , Ап с операци.ями 

называется множество А1 х А2 х . . . х Ап , в :котором операцип опреде­
лRетсR покомпонентно: 

4.76. Выяснить , при :кюшх условиях на множества (Ai , · ) толь­
:ко что введенная операция в А1 х А2 х . . .  х Ап будет : а ) rюмму­
тативной; б) ассоциативной. 

4.77. Rа:кие элементы множества А1 х . . .  х Ап относительно 
введенной выше операции являются: а) (левыми, правыми) еди­
ницами; б) (левыми, правыми) нулями? 
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В задачах 4 .  78 и 4. 79 выяснить , изоморфны ли уназанные мно­
жества . 

4.78. (Z2 х Z2 , +) и (Z4 , + ) .  4.79. (Z2 х Z2 , · ) и  (Z4 , · ) . 
4.80. Пусть А = {2 ,  3 ,  4, 5 } ,  В = {2 ,  4, 5 ,  10 } .  На множест­

вах А, В операции обычного сложения и умножения являются 
частичиыми операци.ями (т . е. определенными не для любых пар 
элементов) .  Построить таблицы Rэли сложения и умножения на 
множествах А и В. Поназать ,  что (А,  +) � (В,  · ) . 

§ 2 .  Группы 
1 .  Полугруппы. Непустое множество S с заданной на нем ассоциатив­

ной операцией называется полугруппой. Непустое подмножество Н � S 
называется подполу2руппой, если для любых элементов а ,  Ь Е Н их 
произведение аЬ Е Н. 

П р  и м  е р  1 .  Выяснить , являютсн ли полугруппами уназанные мно­
жества S с заданными на них операцинми: а) S = Z,  операция - вы­
читание ; б) S - множество матриц А = l l a;j l l ( i ,  j = 1 ,  2, . . .  , п) , где 
a;j - неотрицательные целые числа , с операцией матричного умноже-

х + у нин ; в ) S = [а ,  Ь] - отрезан числовой прямой , операция : х * у = -2- .  
<J а) В общем случае (а-Ь) -с =/:- а- (Ь-с) (приведите пример) , тан что 

операцин вычитанин неассоциативна , значит, (Z, - ) - не полугруппа.  
б) Непосредственно провернетсн, что произведение матриц с неотри­

цательными элементами таRже нвлнетсн матрицей с неотрицательными 
элементами. Кроме того, известно, что произведение матриц ассоциа­
тивно. Поэтому данное множество нвлнетсн полугруппой . 

и 

в) Имеем : 
( 1 ) 1 ( 1 1 ) 1 1 1 

(х * у) *  z = 2 (х + у) * z = "2 2х + 2v + z = 4х + 4У + 2z 

1 1 ( 1 ) 1 1 1 
X * (Y * Z ) = 2 (x + (y * z) ) = "2 x + 2 (y + z) = 2x + 4Y + 4z . 

ТаRим образом, (х * у) *  z =/:- х * (у * z) .  Поэтому (S, *) -- не полу­
группа . 1> 

П р и м е р  2 .  Пусть N0 = N u {O} = {О , 1 ,  2 ,  3 ,  . . .  } . Вынснить , нвлн­
ютсн ли уназанные множества подполугруппами полугруппы (N0 , + ) :  
а )  А =  {О , 1 } ; б ) В = {О , 2 , 4 , 6 ,  . . .  } ; в) С = N0 \ {0 , 1 , 2 ,  5 } . 

<J а) Тан нан 1 Е А, но 1 + 1 f;. А, то А не нвлнетсн подполугруппой . 
б) Эле1менты из В имеют вид 2п , где п Е N0 . Тан нан 2m + 2п = 

= 2 (m + п) Е В при m ,  п Е No , то В - подполугруппа . 
в) Очевидно , С = {3 ,  4 }  U {п 1 п ?  6} . Донажем , что а + Ь Е С при 

а , Ь Е С. Имеем: 3 + 3 = 6 Е С, 3 + 4 = 7 Е С, 4 + 4 = 8 Е С, а 
е сли хотн бы одно из чисел а ,  Ь больше или равно 6 ,  то танже а + Ь Е С. 
Следовательно, С - - подполугруппа. r> 
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П р  и м  е р  3. До:казать , что множество S = [а , Ь] (а , Ь Е �) с опера­
цией х /\ у  = min (х , у) является полугруппой , и найти все ее подполу­
группы. 
<] Проверим ассоциативность операции . Пусть х , у , z Е S. Тогда 

( х /\ у) /\ z ;== min ( ( х /\ у) , z) = min ( min ( х , у) , z) = min ( х , у , z) 

и 

х /\ (у /\ z) = шin ( х , (у /\ z) ) = min ( х , min (у , z) )  = min ( х , у , z) .  

Та:ким образом, (х /\ у) /\  z = х /\ (у /\  z) .  Следовательно, (S, /\ )  -
полугруппа .  

До:кажем теперь , что любое непустое подмножество Т � S является 
подполугруппой. Действительно, пусть х , у Е Т. Если х � у , то х /\ у = 
= х Е Т, а если х � у , то х /\ у = у Е Т. Поэтому х /\ у  Е Т для любых 
х, у Е Т. Значит, Т - подполугруппа. t> 

В задачах 4 . 8 1-4 .83 вьшснить , является ли полугруппой ука-
занное множество.  

4.81.  Множество N с операцией а *  Ь = НОд(а,  Ь) . 
4.82. Множество S = [а, Ь] с операцией х V у = max (х , у) .  
4.83. Множество всех матриц вида (: �) , где а" Ь, с, d Е IR и 

а, d > О . 
В задачах 4 .84 и 4 .85 выяснить , являются ли подполугруппами 

полугруппы (Z ,  +) указанные множества . 
4.84. Множество {5 ,  8 ,  10} U {п 1 п ;;::: 1 2 } .  
4.85. Множество { 1 1 ,  1 4 }  U {22 ,  24, 26 ,  . . .  } .  
4.86.  В полугруппе S = { 1 ,  2., 3 ,  6}  с операцией а*Ь  = НО:к(а ,  Ь) 

найти все подполугруппы, содержащие более двух элементов . 
4.87. Пусть Х - произвольное множество, В х - множество 

всех бинарных отношений на Х с операцией умножения отноше­
ний. Доказать , что Вх - полугруппа . Найти (левые и правые) 
единицы и нули полугруппы В х .  

4.88. Пусть Тх - множество всех отображений Х -+ Х с опе­
рацией последовательного выполнения. Доказать , что Тх -- полу­
группа , найти ее единицы и нули . Является ли Тх подполугруппой 
полугруппы В х ? 

4.89.  Сколько всего существует неизоморфных полугрупп из 
двух элементов (определение изоморфизма множеств с операци­
ями см. в § 1 ) ?  

4.90. Доказать , что пересечение любого множества подполу­
групп, если оно непусто, является подполугруппой. 

4.91 * .  Доиазать , что во всякой конечной полугруппе найдется 
идемпотент (т .  е. таиой элемент е, что е2 = е) . 
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2 .  Группы. Множество G с операцией называется группой, если вы­
полняются условия: 

(Гl)  (аЬ)с = а(Ьс) для всех а, Ь , с Е G; 
(Г2) существует нейтральный (единичный) элемент е Е G таной, что 

ае = еа = а  для всех а Е G; 
(ГЗ) для любого а Е G существует Ь Е G таное ,  что аЬ = Ьа = е .  

Элемент Ь называется обратным R а и обозначается а- 1 • 
Пусть а - элемент группы G. Полагаем а0 = е и a-n = (an ) - 1 при 

п 
Е 

N. 
Число элементов группы называется ее по

f
.ядком и обозначается 

IG I .  Если G - беснонечная группа , то пишем IG = оо . · 
Если операция группы является номмутативной, то группа называ­

ется коммутативной или абелевой. 
В задачах 4 . 92-4 .95 проверить , что следующие множества с 

заданной на них операцией, являются группами. 
4.92.  Множество IR (Z ,  Q, С) с операцией сложения .  Оно назы­

вается аддитивной группой действительных (целых, рациональ­
ных , комплексных ) чисел . 

4.93.  Множество Zn с операцией сложения по модулю п ( группа 
в ычетов) . 

4.94. Множество комплексных чисел Иn , являющихся корнями 
п-й степени из единицы, с обычной операцией умножения ком­
пленсных чисел ( группа всех корней п-й степени из единицы) . 

4.95.  Множество всех движений плоскости, переводящих пра­
вильный п-угольник в себя, относительно операции композиции. 
Эту группу обозначают Dn ( группа диэдра) . 

4.96.  Доказать , что в любой группе G:  
а ) единичный элемент единственный; 
б) для любого а Е G обратный элемент а- 1 единственный; 
в) для любых элементов а, Ь Е G справедливо равенство 

(аь) - 1 = ь- 1 а- 1 ; 
г ) для любого а Е G и любого п Е N выполняется равенство 

(a- 1 )n = (an ) - 1 . 
4.97* . Доказать , что если G - группа и а2 = е для любого 

а Е G, то G номмутативна . 
4.98.  Доназать , что во всякой группе каждое из уравнений ах = 

= Ь, уа = Ь имеет единственное решение. Написать выражения х 
и у через а и Ь. 

В задачах 4 . 99-4 . 1 0 1  а, Ь, с - известные элементы группы, 
х - неизвестный элемент. Решить уравнения: 

4.99.  ахЬ = с.  4. 100. х- 1 а- 1 = Ь. 4.101.  ах- 1 Ь = с. 
В задачах 4 . 1 02 и 4 . 103 доказать , что полугруппа S является 

группой в каждом из следующих случаев. 
4.102 * . Уравнения ах = Ь, уа = Ь имеют решения для любых 

а, Ь Е S.  
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4.103.  Уравнение ахЬ = с  имеет решение для любых а , Ь, с Е S. 
4.104. Пусть G - группа. Введем на G новую операцию, пола­

гая а *  Ь = Ьа. Доказать , что (G, *) - группа. 
4.105.  Проверить , что множество пар (а , Ь) , где а, Ь Е IR и а f:. 

f:. О, является группой, если операция задана следующим образом: 
а) (а , Ь) * (а' , Ь') = (аа' , аЬ' + Ь) ; 
б) (а , Ь) * (а' , Ь' ) = (аа' , аЬ' + Ьа) ; 
в) (а ,  Ь) * (а' , Ь' ) = (аа' , Ь + Ь' ) .  
4.106. Пусть G - множество всех троек (а ,  Ь ,  с) , где а ,  Ь, с Е IR, 

а f:. О , с f:. О. Доказать , что операция (а, Ь, с) * (а' , Ь' , с' ) = 
= (аа' , аЬ' + Ьс, се' ) превращает G в группу . 

4.107. Пусть Х - произвольное множество, Р(Х) - множест­
во всех его подмножеств. Доказать , что (Р(Х) ,  Л) - группа , где 
АЛВ = (А \В)  U (В \А) .  

4.108* . Пусть G = (-с, с) - интервал числовой прямой. До-
а + Ь 1 ) казать , что (G,  *)  - группа , если а *  Ь = ----

а +  аЬ/с2 • 
4.109. Показать , что множество всех дробно-линейных функ­

ах + Ь 
ций f (x) = --

d
, где а, Ь, с, d Е IR и ad - bc f:. О , образует группу 

сх +  
относительно операции суперпозиции. Является ли эта группа ком­
мутативной? 

4.110.  На множестве Н = { 1 ,  - 1 ,  i , -i , j, -j, k, -k} ( элементы 
которого следует рассматривать как формадьные символы) вво­
дится операция, при которой элементы 1 и - 1  действуют на осталь­
ные обычным образом и, кроме того, i2 = j2 = k2 = - 1 ,  ij = k, 
ji = - k, ki = j ,  ik = -j , jk = i , kj = -i . Доказать , что 
Н - группа (она называется группой кватернионов) . Построить 
таблицу Кэли умножения этой группы. 

Пр.ямым (или декартовым) произведением 2рупп А1 , . • .  , An назы­
ваетсн множество А1 х . . .  х An = { (а1 , . . .  , ап) 1 а 1 Е А1 , . . .  , an Е An } 

с операцией (а1 , . . .  , ап ) (Ь1 , . . .  , Ьn ) = (а1 Ь1 , . . .  , anb") .  Если операция в 
иаждой из групп Ai (i = 1 ,  2, . . .  , п) - сложение, то говорят о пр.ямой 
сумме групп и пишут А1 ЕВ . . .  ЕВ An . 

4.1 1 1 .  Доказать , что если А1 , А2 , . . .  , Ап - группы, то А1 х 
х А2 х . . .  х Ап - также группа . 

4.112.  Пусть А и В - множества с операциями, ер: А -+ В -
гомоморфизм (определение гомоморфизма множеств с операцией 

1) Эта операция представляет собой правило ,;ложенUJ1 скоростей в специ­
альной теории относительности. 
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см. §1 )  А на В .  Доказать , что если А - группа , то В - также 
группа . 

4. 1 1 3* . Доказать ,  что если tp: G --+ G' - гомоморфизм групп , 
то tp(e)  = е

' и tp(a- 1 ) = tp(a) - 1 , где е ,  е
' - единицы групп G,  G' 

соответственно. 
4.1 14. Найти все гомоморфизмы группы Z в себя . 
4 .115 .  Пусть G - группа , а - фиксированный элемент G. 

Определим другое умножение в G, полагая х * у = хау. Доказать , 
что ( G ,  * ) � ( G ,  · ) . 

4. 1 16* . Доказать , что если Х - конечное множество из п эле­
ментов, то группа из задачи 4 . 107 изоморфна Z2 х Z2 х . . .  х Z2 . 

п раз 
4 .117. Доказать ,  что: 
а ) * (JR, +) � (JR+ , · ) ,  где 1R+ - множество всех положительных 

действительных чисел; 
б) * ( Q, +) � ( Q+ , · ) ,  где Q+ - множество всех полшкитель­

ных рациональных чисел; 

в) G1 � G2 , где G1 - группа матриц вида (� �) (а, Ь Е JR, 

а 1= О) с операцией умножения матриц, G2 - группа из задачи 
4 . 105 а) ; 

г )  G1 � G2 , где G1 - группа матриц вида ( � �) (а ,  Ь, с Е JR, 

а ,  с 1= О) с операцией умножения матриц, G2 - группа из задачи 
4 . 106 .  

Непустое подмножество Н группы G называетсн подгруппой (обо­
значаетсн Н :( G) , если оно само нвлнетсн группой относительно той 
же операции. В группе G наименьшан подгруппа - { е } , наибольшан -
G. Эти подгруппы называютсн тривиальны.ми. Остальные подгруппы 
(если они существуют) называютсн нетривиальны.ми. 

4 .118 .  Доназать ,  что непустое подмножество Н <:;;; G является 
подгруппой группы G в том и только том случае, если выполнены 
условия: аЬ Е Н и  а- 1 Е Н при всех а, Ь Е Н. 

4 .119* . Доказать , что подмножества вида nZ, где п Е Z ,  и 
только они, являются подгруппами группы Z (здесь nZ = { nk 1 k Е 
Е Z} ) .  

4.120 .  Доказать , что пересечение П На подгрупп На является 
О: 

подгруппой . 
4 .121 .  Может ли группа быть объединением двух своих нетри­

виальных подгрупп? 
4.122 .  Пусть G - множество всех ненулевых комплексных чи­

сел ,  А - множество положительных действительных чисел, В -
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множество комплексных чисел, по модулю равных 1 .  Доказать , 
что относительно обычного умноженин G - группа , А и В - ее 
подгруппы, причем G � А х В. 

Пусть М -- подмножество группы G, тогда символом (М) будем обо­
значать пересечение всех подгрупп , содержащих множество М.  Это мно­
жество называют подгруппой, поро:ж;денной .множеством М:  (1'.1 )  = 

n Р. Множество (Л1) состоит в точности из тех элементов , RO-
м r; P � G  

торые можно записать через элементы из М, использун операции умно­
женин и вЗя:тия: обратного элемента а- 1 . Говорнт, что М порождает 
подгруппу Н, если (М) = Н. 

4.123 .  В группе Z12 с операцией сложенин по модулю 12 найти 
уI>азанную подгруппу : а) (3) ; б) (4, 9) .  

Группа G называетсн 'ЦU'КдU'Ческой, если существует элемент а Е G 
таной, что (а) = G. При этом а называетсн образующим эле.ментом 
группы G. 

П р  и м  е р  4. Вынснить , нание элементы нвлнютсн образующими эле­
ментами группы Zn . 
<J Пусть а Е Zn · Донажем, что элемент а нвлнетсн образующим элемен­
том группы Zn в том и тольно том случае, если а взаимно просто с п.  
Предположим вначале, что а и п взаимно просты. Тогда ах + пу = 1 
при неноторых х ,  у Е Z 2 ) .  Можно считать , что х > О . Так как п = О  
в группе Zn , то в этой группе а + а + . . .  + а = 1 .  Таким образом, скла-

'-----v----' 
х раз 

дыван элемент а с самим собой несколыю раз, можно получить элемент 
1 .  Отсюда следует , что из а можно получить любой элемент группы Zn . 
Следовательно, а - образующий элемент. Теперь предположим, что а 
и п не нвлнютсн взаимно простыми . Пусть d > 1 - их наибольший 
общий делитель . Построим последовате.Тiьность элементов группы Zn , 
складыван элемент а с самим собой по модулю п :  а, а + а, а +  а + а, . . . 
Если а -- образующий элемент , то построеннан последовательность со­
держит все элементы группы Zn . Поэтому ka = 1 (mod п) при некотором 
k. Отсюда следует , что ka + tn = 1 при некотором t Е Z. Однако это 
невозможно, так нан ka + tn делитсн на d. t> 

В задачах 4 . 1 24-4 . 1 27 определить , какие элементы пвлнютсн 
образующими в указанной группе . 

4.124. Z10 . 4.125 .  Z12 . 4.126.  Z14 .  4.127. Z1s · 
4.128 .  Доказать , что Ип - цикличесiшн группа , и найти ее 

накой-нибудь образующий элемент (см .  задачу 4 .94) . 
4.129 .  Доказать , что вснкап циклическан группа изоморфна 

либо группе Z, либо Zn при ненотором п Е N. 
4.130.  Доказать изоморфизм групп Zn и Ип . 

2 )  Теорема в теории чисел . Если d = НОД(а,  Ь) , то существуют такие х ,  у Е 
Е Z, что ах + Ьу = d. 
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( 27Гki ) . Пусть (k = ехр --;;- - элемент группы Ип k = О , 1 ,  . . .  , п - 1 
(проверьте ! ) .  Назовем (k примитивным (или первообразным) корнем 
п-й степени из единицы, если (f -:/: 1 при m = 1 ,  2, . . .  , п - 1 .  

П р  и м  е р  5 .  Доказать , что произведение примитивных корней 3-й и 
4-й степени из 1 нвлнетсн примитивным корнем 1 2-й степени из 1 .  
<J Пусть а - примитивный корень 3-й, а (3 - примитивный корень 4-й 
степени из 1 .  Если (а(З) k = 1 длн некоторого k Е N, то (af3) 3k = 1 ,  и 
ввиду того , что а3 = 1 ,  получаем (33k = 1 .  Следовательно , 4 l 3k,  а значит, 
4 1  k .  Аналогично доказываетсн, что 3 I k .  Следовательно, k делится на 
12. Эти рассужденин показывают , что (а/3) 1 -:/: 1 при О < t < 12, т .  е .  
а(З - примитивный корень 1 2-й степени из 1 .  t> 

4. 1 3 1 .  Найти все образующие элементы группы И12 · 
4.132.  В каком случае произведение примитивных норней 

m-й и п-й степени из 1 нвлнетсн примитивным корнем mп-й сте­
пени из 1 ?  

4.133.  Доназать , что всюшн подгруппа цинлической группы 
является цинлической. 

Пусть G - группа с единицей е и а Е G. Поря.док о(а) элемента а -
это наименьшее натуральное п (если оно существует) ,  длн которого ап = е . 
Если ап -:/: е при всех п ,  то говорят ,  что а - элемент бесконе'Чного 
пор.ядка, и пишут о(а) = оо . 

Порядок элемента обладает следующими свойствами: 
а)  о(а) - делитель JG J , если IG I < оо; 
б) o(g- 1 ag) = о(а) ; 
в) о(а- 1 ) = о(а) ; 
г) о(а) = J (a) I ; 
д) о(Ьа) = о(аЬ) ; , m е) е сли о(а) = m и d 1 m , то o(ad) = d ;  
ж )  е сли НОД (k ,  о(а) )  = 1 ,  то (ak ) = (а) и o(ak ) = о(а) ; 
з) е сли о(а) = m и ak = е , то m 1 k ;  
и) порядок элемента а = (а1 ,  . . . , ап ) группы А = А1 х . . .  х Ап равен 

наименьшему общему кратному чисел о(а; ) , т .  е. 
о(а) = HOR (o(a1 ) , . . .  , о(ап ) ) . 

П р  и м  е р  6 .  Найти порядки каждого из элементов группы Z6 . 
<] zб = {о ,  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5} . Порндком элемента а этой группы будет являться 
наименьшее натуральное число m такое ,  что та = О . Очевидно, элемент 
О имеет порядок 1 ,  т. е. о(О) = 1 .  Далее ,  наименьшее число m, для ко­
торого m · 1 = О , равно 6, поэтому o(l )  = 6. Рассуждая аналогично , 
получим: о(2) = 3 , о(3) = 2 ,  о(4) = 3 , о(5) = 6 .  t> 

4.134. Доказать свойства а )-и) порядка элемента . 
4.135.  Доказать ,  что группа G порядка п является циклической 

в том и только в том случае, если в ней есть элемент порядка п .  
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4.136* . Чему равны порflдiш элементов в группе IR.\  { О }  с опе­
рацией обычного умножениfl? 

4.137* . Пусть а и Ь - два элемента нонечного порндна группы 
G, причем аЬ = Ьа и НОД (о(а) , о(Ь) ) = 1 .  Найти о(аЬ) . 

4.138 .  Пусть а и Ь - элементы группы G, причем аЬ = Ьа , 
о(а) = 4 и о(Ь) = 10 . Найти о(аЬ) . 

В задачах 4 . 1 39-4 . 14 1  найти все элементы уназанного пopflдlla : 
4.139.  Порядна 8 в группе Z4s . 
4. 140. Порядна 8 в группе С\ {О} с операцией умноженин. 
4.141.  Порflдка 10  в группе С\ {О} с операцией умножениfl. 
4.142. Доназать , что в группе Zn 1шличество элементов порндl\а 

п равно <p(n)  3 ) . 
В задачах 4 . 143-4 . 145 в группе С\ {О} с операцией умноженип 

найти ноличество элементов указанного порндна . 
4.143* . Порндка 28.  4.144. Порндна 60. 4.145. Порндна 100 .  
В задачах 4 . 1 46-4 . 148 найти порндни наждого из элементов 

указанных групп. 
4.146. Z10 ·  4.147. Z2 х Z2 . 
4.148. Группа нватернионов (см. задачу 4 . 1 10) . 
4.149. Чему равен порядон элемента а в группе Zn? (Ответ дать 

в виде формулы, содержащей а и п. ) 
В задачах 4 . 1 50-4 . 153 найти количество элементов поряд1ш т 

в группе G . 
4.150. т = 6 ,  G = Z2 х Z4 х Zз . 
4.151 .  т = 10 ,  G = Z4 х Z4 х Z25 . 
4.152.  т = р°' , G = Zprз (р - простое число , а, /3 Е N) . 
4.153.  G = Zп . 
4.154* . Доказать , что если НОД (m, п ) = 1 ,  то Zmn � Zm х Zn . 
4.155. Доказать , что если G - группа, а ,  Ь Е G,  аЬ = Ьа и 

(а) n (Ь) = {е} , то о(аЬ) = HOR (o(a) , о(Ь) ) . 
4.156* . Доназать , что в группе порядка п уравнение xm = а 

разрешимо для любого а и любого целого m, взаимно простого с п .  

3. Группы подстановон. Пусть 7r - подстановка, т .  е . взаимно одно­
значное отображение множества { 1 ,  2, . . .  , п} на себн (определение см. 
гл. 2 ,  § 1 ,  п .  2 ) . Произведением (компози'Цией) 7Т СJ  подстановон 7r и а на­
зываетсн результат последовательного выполненин сначала отображенип 
7r, а потом а 4 ) . Обратна.я подстановка 7r- 1 получаетсн из 7r пер еме­
ной стран .  Совонупность всех подстановон множества { 1 ,  2 ,  . . . , п}  с опе­
рацией номпозиции отображений образует симметри•tескую группу п - й  

3 ) Здесь rp(n) - функция Эйлера (Rоличество натуральных чисел, меньших 
n и взаимно простых с п) . 

4 ) Иногда произведением тrа называют результат последовательного вьшо11-
нениfl сначала а ,  потом 1Г .  
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степени Sn · Нетрудно видеть , что тождественное отображение множе­
ства { 1 , 2 , . .  " п} на себя является единиv,ей в группе Sn . Бсн:кан подста­
нов:ка группы Sn может быть записана в канони'Ческо.м виде 
7r = 

( .1 � � ) , т. е. с натуральным расположением чисел в верх-� 1 2 2  Zn 
ней стро:ке. 

Подстанов:ка , в :которой не:которые символы а1 , а2 , . .  " ak Е { 1 , 2; . . .  
. . " п} последовательно отображаются друг в друга , т .  е .  а1 -t а2 -t 
-t . . .  -t ak -t а1 , а остальные символы при этом остаются на своих ме­
стах ,  называется v,икло.м (длины k) и :корот:ко записываетсн следующим 
образом: (а 1 а2 . . .  ak ) (запись ци:кла можно начинать с любого ai (i = 
= 1 , 2 , . .  " k) ) .  Бся:кая подстанов:ка а может быть записана в виде произ­
ведения непересе:кающихся ци:клов , т. е . а = ( а1 , . .  " ak ) (/З1 , . .  " /З1 ) . . .  
. . . (w1 , . .  " wq ) , где множества {а1 , . .  " ak } , {/З1 , . .  " /З1 } , . .  " {w1 , . .  " wq } 
попарно не пересе:каютсн. 

Ци:кл длины 2 называется транспозиv,ией. Бсн:кую подстанов:ку мож­
но представить в виде произведения транспозиций. Если подстанов:ка за­
писана в виде произведенин непересе:кающихсн ци:клов , то для предста­
вления ее в виде произведенин транспозиций :каждый из ци:клов нужно 
разложить в произведение транспозиций (например , (а1 а2 . . .  ak ) 
= (a 1 ak ) (akak- 1 ) (ak- 1 Cl!k-2 ) . . .  (аза2 ) (а2а1 ) ) .  Таное разложение не 
единственно. 

П р  и м  е р  7. Представить подм:ановну 

7r - (1 - 6 
2 
5 

3 4 
8 1 

5 6 
2 4 

7 8) 
7 3 

в виде произведения непересенающихсн цинлов и в виде произведенин 
транспозиций. 
<J Подстановна а действует на элементы множества { 1 , 2 , . .  " 8}  следу­
ющим образом : 1 -t 6 -t 4 -t 1 , 2 � 5 � 2 , 3 � 8 -t 3 , 7 � 7 , 
поэтому в виде произведения цинлов подстановна представляетсн следу­
ющим образом: 7r = ( 1 64) (25) (38) , а в виде произведенин транспозиций: 
7r = ( 14) (46) (25) (38) . [> 

П р и м е р  8 .  Пусть а = ( 163) (25) (48) , jЗ = ( 142) (85) . Вычислить аjЗ. 
<J Рассмотрим, нан действует подстановна а/З = ( 163) (25) ( 48) · ( 142) (85) 
на элементы { 1 , 2 , . .  " 8 } .  Длн этого, взнв элемент а Е { 1 , 2 , . .  " 8} , 
найдем его образ а"' под действием а, а далее дш1 а"' найдем его образ 

( О! /3 ) <>/3 
аа/3 под действием jЗ а --+ а"' --+ аа/3 , т .  е. а --+ аа/3 . Начнем 

О! /3 О! /3 О! /3 О! /3 
с 1 :  1 --+ 6 --+ 6 , 6 --+ 3 --+ 3 , 3 --+ 1 --+ 4 , 4 --+ 8 --+ 5 ,  
5 � 2 � 1 .  Получили, что подстанов:ка а/З содержит цюш ( 1 6 3 4 5 ) .  
Далее получаем, что подстановна а/З содержит цинл (2 8) , та:к :ка:к 2 � 

О! /3 О! /3 О! /3 ' 
--+ 5 --+ 8 , 8 --+ 4 --+ 2 .  И ,  на:конец, 7 --+ 7 --+ 7. Следовательно, 
аjЗ = ( 1 63) (25) (48) · ( 142) (85) = ( 16345) (28) . t> 
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П р  и м  е р  9 .  Решить уравнение: ( 135) (26) · х · (23675) = ( 12 ) . 
<J Подстаноюш а = ( 135) (26) , х , /3 = (23675) и 'У = ( 12 )  являются эле­
ментами группы Sn (п ;;::: 7) .  Решение уравнения ах/3 = 'У в группе (см. 
задачу 4 .99) находится по формуле х = а-1 ,(3- 1 • Следовательно, х = 
= ( ( 135) (26) ) - 1 · ( 12 ) · (23675) - 1 = ( 1 53) · (26) · ( 12) · (57632) = ( 1 76) (235) . [> 

П р и м е р  10 .  Найти порядоR Rаждого из элементов группы S5 . 
<J Все 1 20 элементов группы S5 имеют один из следующих видов: е 
(тождественная подстановRа) ,  (аЬ) (циRл длины 2) , (аЬс) (циRл длины 
3) , (abcd) (циRл длины 4) , (abcdf) (циRл длины 5) , а таRже (ab) (cd) и 
(abc) (df) , где а, Ь, с, d, f Е { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 } .  ПорядоR элемента группы под­
становоR, представленного в виде произведения непересеRающихся ци­
Rлов, равен наименьшему общему Rратному длин этих циRлов (доRажите 
самостоятельно! ) .  Следовательно, порядRи элементов группы S5 равны: 
1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 2 , 6 .  [> 

4.157.  Найти обратные подстанов:ки :к заданным: ( 1 2 3 4 5 6) ( 1 2 3 4 5 6) 
а ) 5 4 1 2 3 6 ; б) 2 4 3 5 6 1 · 

4.158.  Пусть 

а -
( 1 -

3 
2 3 4 5) 
5 1 4 2 , 

Найти: а )  а/3; б) (За; в) а/За; r ) а-1
(3; д) а3 ; е) а-2(33 ; ж ) (3-125 . 

4.159.  Представить следующие ш:�станов:ки в виде произведе-
ния непересе:кающихся ци:клов: ( 1 2 3 4 5 6 �) ; б) с 2 3 4 5 6 7) 

а ) 5 4 1 7 3 6 1 6 7 5 2 4 , 

( 1 2 3 4 5 6 �) . в) 4 3 6 7 1 5 
4.160.  Записать в Rаноничес1юм виде следующие подстанов1ш, 

заданные :ка:к произведение циRлов : а ) ( 1 35) (2467) ; б) ( 147) (2356 ) ; 
в) ( 1 23) (46) . 

4. 1 6 1 .  Найти произведение подстаново:к, записанных в виде 
произведения ци:клов : ' а ) ( 1 35) (2467) · ( 147) (2356) ; б) ( 1 3) (57) (246) · ( 1 35) (24) (67) . 

4.162.  Найти порядо:к :каждой из следующих подстаново:к , пред­
ставив ее в виде произведения непересе:кающихся ци:клов : 

* ( 1 2 3 4 5 6) ( 1 2 3 4 5 6 7 8) 
а ) 2 1 3 5 4 6 ; б) 8 6 1 3 2 5 7 4 ; 

( 1 2 3 4 5 6 7) 
в) 3 2 1 5 4 6 7 · 
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4.163 .  Представить следующие подстаношш в виде произведе­
нип транспозиций : ( 1 2 3 4 5 6 7) ( 1 2 3 4 5 6 7 8) 

а
) 

5 6 1 4 3 7 2 ; б) 8 6 5 4 3 1 2 7 · 
4 .164. Выписать все элементы группы Sз , выразив их через 

элементы 

а
= (� 2 3) 3 1 и 

ь = (� 2 
1 

Найти порпдон наждого из элементов Sз . Составить таблицу !\эли 
умноженип элементов этой группы. 

4 .165 .  Вьшснить , 1>а�ше порпдни могут быть у элементов группы 
S4 , и с1щлыю в S4 имеетсн элементов заданного порnд�>а . 

4.166 .  Найти порпдо1> у1>азанного элемента в группе Sn : ( 1 2 3 4 5) ( 1 2 3 4 5) а ) 2 3 1 5 4 ' п = 5 ; б) 5 2 1 3 4 ' 
п = 5 ; 

2 3 4 5 
3 4 5 1 �) ' п = 6 . 

4.167.  Нан менпетсп четность (определение см. ш. 2 ,  § 1 , п .  2)  
подстанов�>и при умножении ее на транспозицию? 

4.168 .  До�>азать , что четные подстанов�>и образуют подгруппу 
Ап группы Sn . Чему равен порндон этой группы? Выписать все 
элементы группы А4 . 

Гомоморфизм, отображающий группу на ее образ взаимно однозначно, 
назьшаетсн изоморфным вложением. 

4 .169* . Доназать , что �>аждап �>онечнап группа изоморфно в�>ла­
дываетсн в группу подстаново�> . 

В задачах 4. 1 71-4 . 1 73 изоморфно вложить данную группу в 
уназанную группу подстановон . 

4 .170.  (Z3 , + )  в S3 . 4.171 .  (Z2 х Z2 , + )  в S4 . 
4 .172 .  Группу 1шатернионов в Sв . 
4 .173* . Доназать , что группа подстаново�> Sn изоморфно внла­

дываетсп в группу невырожденных п х п-матриц. Вывести отсюда , 
что всшшп группа порnд�>а п вш1адываетсп в группу невырожден-, 
ных п х п-матриц. 

Движением плос1юсти называетсн отображение ер: R2 � R2 , сохра­
ннющее расстонние между любыми двумн точнами, т .  е .  М' N' = lvf N 
длн любых М, N Е R2 , где М' = ер(М) ,  N' = ep(N) .  Если ер: (х ,  у) � 
� (х' , у' ) ,  то движение может быть записано в виде 

{ х' = ах + Ьу + р, 

у' = сх + dy + q 
или (�:) = А (:) + (�) , 
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где А = ( � �) . Матрица А ортогональная ( т. е .  Ат = л- 1 ) .  Движение 

ер называется движением 1 -го рода, если det А = 1, и движением 2-го  
рода, если det А = -1 (других значений det А принимать не может ) . 
Примерами движений 1-го рода служат параллельный перенос: 

{ х' = х + р, 

у' =  у +  q 

и поворот вонруг начала ноординат на угол а :  

{ х ' = x cos a - y sin a,  
у' = x sin a + y cos a .  

Поворот на угол а вонруг точни (хо , Уо ) задается формулами 

{ х' = (х - хо ) cos a - (у - 110 ) sin a  + хо , 
у' = (x - xo ) sin a + (Y - vo ) cos a + yo . 

1\ движениям 1-го рода относится , в частности, симметрия относительно 
прямой. 

Для движений плосности имеют место утверждения: 
1 ) веяное движение 1-го рода является произведением параллельного 

переноса и поворота вонруг наперед заданной точни; 
2) всяное движение 1-го рода является либо параллельным перено­

сом, либо поворотом вонруг неноторой точни (теорема Шал.я) ; 
3) веяное движение 1-го рода является произведением двух симме­

трий (относительно прямых ) , а движение 2-го рода - произведением 
трех симметрий; 

4) веяное движение 2-го рода может быть представлено в виде про­
изведения симметрии относительно неноторой прямой и параллельного 
переноса вдоль этой прямой ; 

5) для любых точен А, В ,  А' , В' Е R2 таних, что АВ = А'В' , 
существуют ровно два движения плосности , переводящие А в А' , а В 
в В' ; одно из них 1-го, а другое 2-го рода . 

Аналогичным образом определяются движения трехмерного (ер: R 3 --+ 
--+ R3 ) и п-мерного (ер: Rn --+ Rn) пространства . 

Пусть Ф - фигура на плосности или в пространстве. Группой дви­
жений (или группой самосовмещений) G(Ф) фигуры Ф называется мно­
жество всех движений ер, под действием ноторых фигура Ф взаимно од­
нозначно отображается на себя, т. е. ер( Ф) = Ф .  

В задачах 4 . 1 75-4. 1 78 описать группу движений G ( Ф )  фигуры 
Ф, представить группу G(Ф) подстановиами. 

4.174* * .  Ф - правильный треугольнии. 
4. 1 75.  Ф - ивадрат. 
4.176.  Ф - ромб, не являющийся ивадратом. 
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4. 177. Ф - правильный п-угольнин (группа G(Ф) в этом с.лучае 
называется группой диэдра и обозначается Dn ) . 

В задачах 4 . 1 79 и 4 . 180 найти порндон группы движений фи-
гуры. 

4 .178 .  Фигура - нуб. 
4 .179 .  Фигура - правильный тетраэдр . 
4.180 .  Доназать ,  что множество всех самосовмещений нуба ,  

о ставляющих неподвижной неноторую финсированную вершину 
нуба ,  е сть группа . Описать эту группу . 

4 .181  * * . Пусть G - группа движений плосности . :Кание эле­
менты группы G имеют нонечный порядон? 

4. Фантор-груш�а. Пусть G - группа , Н - - ее подгруппа . Длн а Е С 
определпютсп На = { lia l li Е Н} - правый смежный класс и аН = 
= { ah 1 h Е Н} - левый смежный класс группы С по подгруппе Н. 
Если G представлена в виде объединенш� попарно непересенающихсп 
своих правых нлассов по Н: 

С = U gaH, 
аЕ/  

то таное разбиение называетсп правым разложением группы С по под­
группе Н.  Множество {ga 1 а Е I} называется множеством предста­
вителей смежных нлассов по Н. Аналогично определпетсп левое раз­
ложение группы С по подгруппе Н. Число смежных нлассов в наждом 
из разложений С по Н называется индексом подгруппы Н в группе С. 

П р  и м  е р  1 1 .  Построить разложение группы 53 по подгруппе Н = 
= { е , ( 1 2 )  } . 
<J 53 = {е , а , а2 , (3, а/3,  а2/3} , где а = ( 1 23) ,  /3 = ( 12 ) . Нетрудно про­
верить , что (За = а2 /3 . Построим правое и левое разложенип группы 53 
по подгруппе Н.  

Правые смежные нлассы группы С: Не = Н, На = {е , /3}  · а = 
= {а , /За} = {а , а2/3} , На2 = {е , /3} · а2 = {а2 , а/3} ; правое разложе­
ние : С =  He U Ha U На2 . 

Левые смежные нлассы: еН = Н, аН = а · { е , (3} = {а , а(З} , а2 Н = 
= а2 · { е , /3} = { а2 , а2 /3 } .  Левое разложение : С = еН U аН U а2 Н . 

Нетрудно заметить , что На =/о аН, поэтому правое и левое разложе­
ния не совпадают . [> 

4.182* * . Доназать ,  что любые два смежных нласса (правых или 
левых ) группы G по подгруппе Н либо не пересенаются, либо сов­
падают . 

4.183* (Теорема Лагранжа) . Доназать ,  что порядои и индеl\с 
подгруппы 1\Онечной группы нвлпютсн делителнми порядна самой 
группы. 

4.184. Доl\азать , что если G - нонечнан группа , то I G I  делитсн 
на о( а) длп наждого а Е G.  
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В задачах 4 . 1 85-4 . 1 87 найти все подгруппы указанных групп. 
4.185.  Z10 - 4.186.  Z2 х Z2 . 4.187. Zn . 
В задачах 4 . 188-4 . 1 90 определить число подгрупп указанной 

группы. 
4.188.  Z2 х Z4 . 4.189. Zp х Zp (р - простое) . 
4.190. Zpn (р - простое) . 
4.191 .  Сколько подгрупп из четырех элементов имеет группа 

Z2 х . . .  х Z2? ....______., 
n раз 

4.192.  Доказать , что ВСfШШI группа порядка 6 изоморфна либо 
Z5 ,  либо Sз . 

4.193* * . Доказать , что если G - группа и IG I  = р - простое 
число , то G - циклическая группа (т.  е . G � Zp) · 

4.194* . Доказать , что если G - группа и I G I = р2 (р - про­
стое) , то G � ZP2 или G � Zp х Zp . 

4.195.  Доказать , что подмножество К группы G является смеж­
ным классом (правым или левым) по некоторой подгруппе в том 
и толыю том случае ,  если для любых а, ь, с Е к аь- 1 с Е к. 

4.196 .  Доказать , что пересечение двух левых смежных клас­
сов по подгруппам Н1 и Н2 , если оно непусто , является смежным 
классом по подгруппе Н1 n Н2 . 

4.197** . Разложить группу Z по подгруппе nZ. 
4.198. Найти пересечение смежных классов в группе Z: 
а ) (2  + 5Z) n (3 + 8Z) ; б) (5 + бZ) n ( 7  + 9Z) . 
4.199.  Пусть G = 83 , Н = { е , ( 12 ) } , Н' = { е , ( 1 23) , ( 1 32) } .  

Построить разложения группы G (правое и левое) по подгруппам 
Н и Н' .  

4.200* . Пусть А, В - конечные подгруппы группы G ,  А В  = 
= { аЬ 1 а Е А, Ь Е В} (АВ - не обязательно подгруппа ) . Доказать , 

I A l · I B I что IAB I = I A  n в 1 .  
4.201.  Доказать , что если Н - подгруппа группы G и g Е G, 

то g- 1 Н g - тоже подгруппа . 
4.202. Построить разложения группы Z10 в смежные классы по 

наждой из ее подгрупп. 
4.203. Построить левое разложение группы А4 по подгруппе 

{ е , ( 1 23) ,  ( 1 32) } . 
Пусть Н и  К - подгруппы группы G и g Е G. Двойным смежным 

классом HgK называется множество {hgk l li Е Н, k Е К} .  
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4.204* . ДоRазать , что группа G является непересеRающимся 
объединением двойных смежных Rлассов по подгруппам Н и  К 5 ) . 

4.205. В условиях предыдущей задачи доRазать , что Rоличе­
ство элементов двойного смежного Rласса может быть вычислено 

IH l · IK I  по  формуле I H gK I  = 
l g- 1 н g n KI . 

4.206* . В группе 85 вьшснить , RaRиe из следующих множеств 
являются смежными Rлассами и по RаRим подгруппам: 

а ) { (234) , ( 1 234) } ;  б) { ( 12 ) , ( 123) , ( 1234) } ;  
в) { ( 12 ) , ( 1 52 ) , (34) } ; г ) { е, ( 1 234) , (13 ) (24) , ( 1432 ) } ; 
д) { ( 12 ) , ( 1 3 ) ,  ( 14) , ( 15 )  } .  

Подгруппа Н группы G называется норма.11ьной (обозначаетсR: 
Н <] G) , если аН = На длR любого а Е G. Если Н - нормальнаR 
подгруппа группы G, то множество всех смежных :классов аН с опера­
цией аН · ЬН = аЬН fIBЛReтcR группой.  Она называетсR .фактор-группой 
группы G по подгруппе Н и обозначаетсR G / Н. Пусть <р: G --+ G' - гомо­
морфизм групп. Тогда ker <p = {g Е G l <p(g) = е} - .я.дро гомоморфизма 
<р, а Irn <р = <р(  G) - образ этого гомоморфизма . 

Т е о р е м а  о б  и з о м о р ф и з м е. Ес.11и <р :  G --+  G' - гомоморфизм 
групп, то ker <р - норма.11ьна.я подгруппа группы G и имеет место 
изоморфизм 

G/ ker <p � lrn <p. 

П р и м е р  12 . До:казать , что Z/п'll � Zn . 
<] ПоRажем, что Z/nZ � Zn , двумR способами. 

1 -й способ (непосредственнаR провер:ка) . Элементы фа:ктор-группы 
Z/n'll - смежные :классы вида а +  n'll . Следовательно, Z/n'll = {О + 
+ n'll , 1 + n�, . . .  , (n - 1 )  + nZ} . Если а +  n'll и Ь + n'll - два смежных 
:класса , то (а +  n'll) + (Ь + n'll) = (а +  Ь) + n'll , причем при а +  Ь � n 
выражение а + Ь можно заменить на а + Ь - n. Та:ким образом, при 
сложении смежных :классов а + n'll и Ь + n'll их представители а и Ь 
с:кладываютсR по модулю n. Следовательно, отображение k --+ k + n'll 
fIBЛReтcR изоморфизмом групп Z и Z/nZ. 

2-й способ (применение теоремы об изоморфизме) . Рассмотрим ото­
бражение <р: Z --+ Zn , :которое наждому k Е Z ставит в соответствие 
его остато:к от делениR на п (<p (k) = k rnod n) . Нетрудно проверить , 
что это отображение fIBЛReTCfI гомоморфизмом. Ядром этого гомомор­
физма RвлRетсR подгруппа n'll . Из теоремы об изоморфизме следует , что 
Z/n'll � Zn . [> 

П р  и м  е р  13 .  Пусть G - группа невырожденных n х n-матриц с 
действительными элементами, а Н - множество всех матриц с опре-

5) В отличие от обычных смежных классов (правых и левых ) двойные смеж­
ные классы по одной паре подгрупп могут. содержать различное количество эле­
ментов. 
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делителем, равным 1 .  Доиазать , что Н - нормальная подгруппа , и 
выяснить , что из себя представляет фаитор-группа G/H. 
<] Рассмотрим отображение <р: G --t IR \ {О} таиое, что <р(А) = det А 
(определитель матрицы А) . Таи иаи det (АВ ) = det А · det В ,  то <р -
гомоморфизм . .Ядром этого гомоморфизма иаи раз служит подгруппа Н. 
Значит , по  теореме об  изоморфизме Н <] G и G / Н S::' IR* . [> 

4.207. Дш�азать , что произведение Н1Н2 двух нормальных под­
групп - нормальная подгруппа . 

4.208. Доказать , что подгруппа Н группы G является нормаль­
ной тогда и только тогда , когда V х Е G х- 1 Н х � Н. 

В задачах 4.209-4.212  выяснить , какие подгруппы являются 
нормальными в указанных группах .  

4.209. Sз . 4.210.  84 . 4.2 1 1 .  Группа кватернионов. 
4.212.  Группа движений квадрата .  
4.213* . Доказать , что пересечение любой совокупности нор­

мальных подгрупп является нормальной подгруппой. 
4.214* . Доказать , что в группе движений плоскости параллель­

ные переносы, а также вращения вокруг фиксированной точки со­
ставляют подгруппы, первая из которых нормальна , а вторая нет . 

4.215* . На примере группы движений квадрата (см. задачу 
4.212) , показать , что из соотношений А <J В, В <J С не следует 
A <J C. 

4.216* . Доказать , что если А и В - подгруппы группьt G и 
А <J С, то произведение АВ является подгруппой, причем в случае 
А, В <J G имеет место также АВ <J G. 

4.21 7. В группе кватернионов найти: 
а) все нормальные подгруппы; 
б) фактор-группы по всем ее нормальным подгруппам. 
4.218. Пусть G - группа движений п.Лоскости, G1 - подгруппа 

параллельных переносов. Описать фактор-группу G/G1 . 
4.219.  Пусть п - натуральное число, d - его делитель . Опи-

сать фактор-груnпу 'lln/ d'lln . . 
4.220* . Пусть Т обозначает грr.ппу комплексных чисел, по мо­

дулю равных 1 .  Доказать , что IR/Z � Т (JR и 'll рассматриваются 
как группы по сложению) .  

4.221 * . Пусть А ,  В - подгруппы группы G и А <J G. Доказать , 
что А n в <J в и АВ /А � в/ (А n В) .  

4.222* . Пусть Ai <J Gi ( i  = 1 ,  2 ,  . . .  , п) . Доказать , что Ai х . . .  
. . . х An <J G1 х . . .  х Gn и (G1 х . . .  х Gn) / (A1 х . . .  х Ап ) � 
� (G1 /A1 ) х . . .  х (Gп/Ап ) ·  

Пусть G - группа , а и Ь - е е  элементы. Назовем а и Ь сопр.яжен­
ными, если Ь = g- 1 ag для неиоторого g Е G. Подгруппы Н и Н' назовем 
сопр.яженными, если Н = g-1 Hg для неиоторого g Е G. 
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4.223.  Доказать , что отношение сопряженности для элементов 
группы является отношением эквивалентности. 

4.224. Доказать , что отношение сопряженности подгрупп дан­
ной группы является также отношением эквивалентности (на мно­
жестве всех подгрупп этой группы) . 

4.225 * . Какие элементы в группе Sn сопряжены друг с другом? 
5 .  Абелевы группы. Группа А называется абелевой (или коммута­

тивной) , если аЬ = Ьа для всех а, Ь Е А. Для абелевых групп чаще 
используется аддитивна.я запись, т. е. операция обозначается символом 
«+» .  Элемент а абелевой группы А называется периоди'Ческим, если 
па = а + . . .  + а = () для некоторого п Е N. 

,,_____.., 
n р аз 

Множество А Е!Э В = { (а , Ь) 1 а Е А, Ь Е В }  с операцией (а , Ь) + 
+ (а' , Ь' ) = (а+а' , Ь+Ь' ) называется ( внешней) прямой суммой абелевых 
групп А и В .  

Аналогично А1 Е!Э • • •  Е!Э An = { (а1 , . . " an ) 1 ai Е А1 ; . . . ; an Е An } 6 ) .  
Говорят , что подгруппы В1 , . • " Bn абелевой группы А образуют 

пр.ямую сумму, если каждый элемент х Е В1 + . . .  + Bn однозна'Чно 
представляется в виде х = Ь1 + . . .  + Ьn , где Ь1 Е В1 ; . . .  ; Ьn Е Bn . Это 
внутренняя прямая сумма . Таи же, иаи и внешняя, внутренняя прямая 
сумма обозначается В1 Е!Э • • •  Е!Э Bn . 

Если р - простое число, то примарной компонентой А(р) абеле­
в ой группы А называется множество всех элементов, порядок которых 
является степенью числа р: А(р) = {х Е А l pmx = О при некотором m} . 

Т е о р е м  а 1 . Ее.яка.я коне'Чна.я абелева группа .явл.яетс.я пр.ямой 
суммой своих примарных компонент, т. е. А = А(р1 ) Е!Э • • •  Е!Э A(pn) ,  где 
IA I = Pf1 ' . " ' p�n • 

Примарна.я цикли'Ческа.я подгруппа _:_ это цииличесиа,я группа по­
рядка pn , где р - простое число, т. е. о( а) = pn . 

Т е о р е м  а 2 .  Пусть А - коне'Чна.я абелева группа, 'Число р -
простое, .явл.яющеес.я делителем IA I . Тогда А(р) = А1 Е!Э • • •  Е!Э А. , где 
Aj - примарные цикли'Ческие, т. е. Aj � zp/3; . 

Т е о р е м  а 3 . В с.яка.я коне'Чна.я абелева группа А ( IA I = pf1 • • • •  • p�n ) 
.явл.яетс.я пр.ямой суммой своих примарных цикли'Ческих подгрупп: 

А = А1 1  Е!Э • • •  Е!Э A1 k 1  Е!Э А21 Е!Э • • •  Е!Э A2k2 Е!Э • • •  Е!Э An1 Е!Э • • •  Е!Э Ankn ' 

где A;j � Z 13; ; , при'Чем это разложение единственно с то'Чностью 
Р ;  

до изоморфизма и перестановки слагаемых. 
П р и м е р  14 .  Описать все (с точностью до изоморфизма) абедевы 

группы порядка 20. 
<J Таи иан 20 = 22 • 5 ,  то в соответствии с теоремами 1-3 веяная абелева 
группа порядна 20 изоморфна либо 'l,4 Е!Э Z5 , либо Z2 Е!Э Z2 Е!Э Z5 . Эти 

6 )  Прямое произведение абелевых групп изоморфно их прямой сумме. 
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группы между собой неизоморфны, так как во второй из них для любого 
а выполняется условие lOa = О , а в первой это не так .  Заметим, что 
Z20 � Z4 Е!Э Zs . t> 

П р и м е р  15 .  Найти все гомоморфизмы группы Z12 в Z25 . <1 Пусть t.p: Z12 -t Z25 . Если а Е Z12 , то Ь = t.p(a) Е Z25 . Так как 
12а = О , то 12Ь = О . :Кроме того, поскольку Ь Е Z25 , то 25Ь = О. Имеем 

{ 12Ь =:= О, 
25Ь = О. 

Но НОД( 12 ,  25) = 1 ,  поэтому 12х + 25у = 1 для неноторых х ,  у Е Z .  
Отсюда получаем 

Ь = ( 12х + 25у) Ь = l2bx + 25Ьу = О +  О =  О .  
Итак, е сть только один гомоморфизм - нулевой . [> 

4.226. Пусть А - абелева группа , В1 , В2 - ее подгруппы. 
Доказать , что сумма В1 + В2 прямая тогда и только тогда , когда 
В1 П В2 = О. 

4.227. Пусть А - абелева группа , В1 , . . . , Вп - ее подгруппы. 
Доказать ,  что для того, чтобы сумма В1 + . . .  + Вп была прямая, 
необходимо и достаточно, чтобы для любого i = 1 , 2, . . .  , п выпол­
нялось условие Д n (В1 + . . .  + Bi- 1 + Bi+1 + . . .  + Вп ) = О .  

4.228. Доказать , что А(р) -=f. О тогда и только тогда , когда I A I  
делится на р (р - простое) .  

4.229.  Найти все примарные компоненты группы А: 
а ) * *  А =  Z24 ; б) А = Zзо ; в) А =  Z101 ·  
4.230. Определить количество элементов: 
а ) * *  порядка 10 в группе Zs Е1Э Z5 Е1Э Z5 ; 
б) порядка 18  в группе Z2 Е1Э Z4 Е1Э Z4 Е1Э Zg . 
4.231.  Выписать все элементы порядка 6 группы Z2 Е1Э Z4 Е1Э Zз.  
4.232.  ,Найти все гомоморфизмы: 
а ) группы Q в группу Z; б) группы Zm в группу Zn . 
4.233.  Описать все (с точностью до изоморфизма) абелевы группы 

указанных порядков: а ) *  36 ; б) 200; в) 96. 
4.234. Довазать , что Zm Е1Э Zn � Zmn , если НОД(m, п ) = 1 .  
4.235 * . Довазать , что множество всех гомоморфизмов ер :  A -t  В 

(А,  В - абелевы группы) является абелевой группой относительно 
операции (ер + ф) (а) = ер( а) +  ф (а) .  

Группу всех гомоморфизмов А -t В с у:казанной операцией (см. за-
дачу 4 .235) обозначают Hom (А, В) . 

4.236.  Что собой представляют группы: 
а) Нот (Z1s , Z20 ) ; б) Нот (Z, Z ) ; 
в) Нот (Z,  А) , где А - абелева группа ; г )  Нот (Zm, Zп ) ? 
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4.237.  Доказать ,  что группа Нот (Z х Z, Z х Z) изоморфна 
группе матриц размера 2 х 2 над Z.  

4.238.  Пусть Z� - множество всех чисел из { 1 ,  2 ,  . . .  , п - 1 } ,  
взаимно простых с п ,  относительно операции умножения по мо­
дулю п. 

а)  Доказать , что z� - группа . 
б} Построить таблицы Rэли групп Zi0 , Z8 . 
в) Чему изоморфны группы Zi0 и Z8? 
4.239.  Определить иоличество элементов уназанного порядка в 

заданной группе: 
а) порядка pk в группе Zpn ; 
б) порядка р в группе ZP2 $ Zp; 
в) порядка р2 в группе ZP2 $ Zp. 

§ 3. Кольца и поля 
1 .  Кольца. Пусть R - множество, на иотором заданы две бинар­

ные операции + и · , условно называемые сложением и умножением. 
Множество R называется кольцом, если выполнены следующие условия 
( аксиомы кодьца) : 

(Kl ) V a, Ь , с Е R (а+Ь) +с = а+ (Ь+с) - ассоциативность сложения; 
(К2) 3 О Е R V а Е R а +  О = а - существование нулевого элемента ; 
(КЗ) V а Е R 3 Ь Е R а + Ь = О - существование противополож-

ного элемента; элемент Ь называется противоположным и а и обозна­
чается -а; 

(К4) V a, Ь Е R а +  Ь = Ь + а  - иоммутативность сложения ; 
(К5) V a, Ь, с Е R (а + Ь)с = ас +  Ьс, с(а + Ь) = са +  сЬ - дистрибу-

тивность (лева.я и права.я) .  
Группа ( R, +) называется аддитивной группой иольца R. 
Кольцо R называется: 
- ко.м.мутативны.м, если аЬ = Ьа для всех а, Ь Е R; 
- ассоциативным, если (аЬ)с  = а(Ьс) для всех а, Ь, с Е R; 
- кольцом с единицей, если в R есть едини'Чный эле.мент, т .  е .  

таиой элемент 1 , что для всех а Е R а · 1 = 1  · а =  а. 
Пр.я.мым (или декартовым) произведением R1 х R2 х . . .  х Rn иолец 

R1 , R2 , . . .  , Rn называется множество строчеи (а1 , а2 , • . .  , ап ) с поком­
nоиентиы.м сложением и умножением: 

(а1 , а2 , . . .  , an ) + (а� , а� , : . .  , а�) =  (а1 + а� , а2 + а� , . . .  , an + а�) , 
(Q.1 , а2 , . . .  , an ) · (а� , а� , . . .  , а�) =  (а1 а� , а2а� , . . .  , ana� ) .  

Иногда иольцо R1 х R2 х . . .  х Rn называют пр.я.мой сум.мой иолец 
R1 , R2 , . . .  , Rn и обозначают R1 ЕJЭ R2 ЕJЭ .  ° ' " ЕJЭ Rn · 

В задачах 4 .240-4 .242 проверить , что уназанные множества 
являются кольцами. 

4.240. Множество целых чисел Z с обычными операциями ело-­
женин и умножения. Это кольцо называется кодь'Цо.м 'Целых чисе.л,, 
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4.241 . Произвольная абелева группа А с умножением а · Ь = О 
для всех а, Ь Е А. Это Rольцо называется ко.аьцом с ну.аевым 
умножением. 

4.242. ДоRазать , что множество Zn с операциями сложения и 
умножения по модулю п является Rольцом. Это 1юльцо называется 
ко.аьцом в ы'Чеmов .  

В задачах 4 .243-4 .252 выяснить , являются ли Rольцами сле­
дующие множества. 

4.243.  Множество N натуральных чисел с обычными операци­
ями сложения и умножения. 

т 
4.244. Множество чисел вида 2n , где т Е Z, п Е N, с обыч-

ными операциями сложения и умножения. 
4.245. Множество Tn верхних треугольных матриц, т . е .  ма­

триц вида 

(��� . .  �.�� . .  : : :  . . .  ��.�) 
О О . . . ann 

где aij Е IR, с операциями матричного сложения и умножения. 
4.246* . Множество всех тригонометричес1шх многочленов вида 

ао + а 1 sin х + az sin 2х + . . . + an sin пх, 

где п Е N, ai Е IR (i = О, 1 ,  . . . , п) с операциями сложения и 
умножения фунRций. 

4.247. Множество всех тригонометричесRих многочленов вида 

Ьо + Ь1 cos х + Ь2 cos 2х + . . .  + Ьn cos пх, 

где п Е N, bi Е IR (i = О, 1, . . .  , п) , с операциями сложения и 
умножения фунRций. 

4.248* . Множество Р(Х) всех подмножеств множества Х ,  если 
сложением считать объединение U,  а умножением - пересече­
ние n.  

4.249. Множество всех симметричес1шх п х п-матриц с дей­
ствительными ИЛИ RОМПЛеRСНЫМИ RОЭффициентамИ (т .  е. таRИХ 
матриц А, что АТ = А) относительно обычных матричных опера­
ций. 

4.250. Множество Р(Х) всех подмножеств множества Х ,  если 
умножением считать пересечение n, а сложением - симметриче­
�Rую разность 6. (напомним, что а6.В = (А \В) U (В \А) ) .  

4.251.  Множество С[а, Ь] всех действительных фунRций, не­
прерывных на отрезRе [а , Ь] (с обычными операциями сложения и 
умножения фунRций) .  



196 Гл. 4. Элементы общей алгебры 

4.252 * . Множество С[а , Ь] непрерывных фующий с обычной 
операцией сложения, если в l\ачестве умножения взять суперпози-
цию фунRций : (! * g) (x) = f (g (x) ) . · 

4.253.  Введем на группе (Zs , +) умножение по формуле а *  Ь = = 2аЬ (произведение берется по модулю 5) . 
а )  Является ли (Zs ,  +, * ) l\Ольцом? 
б) :Каl\ой элемент Rвляется в этом множестве единицей по умно­

жению? 
П р  и м  е р  1. Вычислить значение выражения (3 + 5 + 9) 1999 в ноль­

це Z10 -
<J Тан нан 3 + 5 + 9 = 7 (mod 10) , то 3 + 5 + 9 = 7 в Z10 , поэтому 
(3 + 5 + 9) 1 999 = 71 999 . Рассмотрим степени числа 7 в нольце Z10 (т . е . 
по модулю 10) : 71 = 7 ,  72 = 9 ,  73 = 3 ,  74 = 1 ,  75 = 7. Тан наи 74 = 1 ,  
то 71999 = 74 . 499+з = 7з = 3 .  t> 

В задачах 4 . 254-4 .259 вычислить значение данного выражения 
в уRазанном нольце . 

4.254. 1 · 2 · 3 · 4 · . . .  · 1 7  в Rольце Z18 .  
4.255.  1 + 2 + 3 + . . .  + 9 в нольце Z27 . 
4.256.  3200 1 в нольце Z2s - 4.257. 3- 1 в нольце Z20 -
4.258.  2-200 1 в l\Ольце Z15 . 
4.259.  ( 1  + р) - 1 в l\Ольце Zрз (р - простое) . 
В задачах 4 . 260-4 . 269 проверить , что при р � 5 ,  где р - про­

стое число, в уназанном нольце справедливы приведенные равен­
ства . 

4.260.  1 2 + 22 + . . .  + (р - 1 ) 2 = О в Zp . 
2 2 (р - 1 ) 2 

4.261 .  1 + 2 + . . .  + -2- = О в Zp . 

( 1 ) -2 
4.262* . 1 -2 + 2-2 + . . .  + р ; = О в Zp . 
4.263* . 1 - 1 + 2- 1 + . . .  + (р - 1 ) - 1 = О в ZP2 .  
4.264* . 2:: � = О в Zp . 

O<i<j<p iJ 
Пусть R - ассоциативное 1юльцо с единицей. Элемент а Е R, для 

ноторого существует обратный элемент а- 1 , называется обратимым 
элементом. 

П р  и м  е р  2 .  Найти обратимые (по умножению) элементы в 1юльце Zб · 
<J Если а - обратимый элемент нольца Z6 , то уравнение ах = 1 разре­
шимо в Z6 , а значит , уравнение ах = 1 + 6у разрешимо в Z.  Имеем: 

ах - 6у = 1 .  
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Если а делится на 2 или на 3, то левая часть этого уравнения делится 
на 2 или на 3 , а таи иаи правая часть не делится , то уравнение не имеет 
решений. Если а не делится ни на 2 ,  ни на 3 ,  то а взаимно просто с б ,  
поэтому уравнение ах - бу = 1 разрешимо. Итаи, обратимыми являются 
элементы из Z6 , взаимно простые с б, т. е .  1 и 5. [> 

В задачах 4 . 265-4 .267 найти обратимые по умножению эле-
менты в указанном кольце. 

4.265.  В кольце Z14 . 4.266. В кольце Z20 ·  
4.267. В кольце С[а, Ь] . 
4.268. Сколько обратимых элементов в кольце ZРз (р - про­

стое) ? 
П р  и м  е р  3 .  Решить уравнения в уиазанном иольце : 
а ) 2х + 4 = О в Z5 ; б) бх + 5 = О  в Z8 ; в) х2 + х + б = О в Z1 2 •  

<J а) Составим таблицу : 

х о 1 2 3 4 5 

2х + 4  4 о 2 4 о 2 

Отсюда х = 1 или х = 4. Этот пример поиазывает , что в иольце линейное 
уравнение ах + Ь = О .может и.метlJ более одного решения,. 

б) Если бх + 5 = О  в иольце Z8 , то бх + 5 = 8k в иольце Z . Отсюда 
бх - 8k = 5. Но это ·равенство невозможно , таи иаи в левой его части 
стоит четное число, а в правой нечетное . Таиим образом, уравнение 
бх + 5 = О  не имеет решений в иольце Z8 , хотя б ;/: О. Значит, в иольце 
уравнение ах + Ь = О при а ;/: О .может не и.метlJ ни одного решения,. 

в) Составим таблицу : 

х о 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1  

х2 + х + 6 6 8 о 6 2 о о 2 6 о 8 6 

Отсюда получаем: х1 = 2 ,  х2 = 5 ,  х3 = б ,  х4 = 9. Таиим образом , в 
иольце квадратное уравнение .может и.меть более двух решений. 

В задачах 4 .269-4 . 274 решить следующие уравнения в указан-
ном кольце. 

4.269. Зх + 7 = О в кольце Z1в . 
4.270. Зх + 7 = О в кольце Z20 ·  
4.271.  6х + 4 = О в кольце Zв . 
4.272. х2 + х + 4 = О в кольце Zв .  
4.273.  Зх2 + 6х + 9 = О в кольце 2.35 . 
4.274. х4 = - 1 в нольце 2.34 . 
4.275. Привести пример кольца без единицы. 
4.276* * .  Привести пример неассоциативного нольца . 
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4.277* . Дш�азать ,  что если R - вольцо с единицей и уравнение 
х + х = 1 имеет решение, то это решение единственно. 

4.278.  Для вавих волец с единицей совпадают нулевой и еди­
ничный элементы? 

Пусть R и R' - 1>ольца . Отображение <р: R -+ R' называется гомо­
морфизмом, если выполнены условия: 

<р(х + у) =  <р(х) + <р(у) , <р(ху) = <р(х)<р(у) 

для всех х , у Е R. Если <р: R -+ R' взаимно однозначное отображение 
R на R' , то <р называется изоморфизмом. Если существует изоморфизм 
<р: R ---+ R' , то говорят, что хольца R и R' изоморфны, и обозначают 
этот фахт следующим образом: R � R' . Из определения гомоморфизма 
следуют равенства : <р(О) = О , <р (-а) = -<р(а) . 

П р  и м  е р  4 .  По1>азать , что отображение <р: Z ---+ Zn , <р(а) = а (mod п) 
(остатох от деления а на п ) - гомоморфизм холец. 
<J Тах хах 

<р(а + Ь) = (а + Ь) (mod п) = а  (mod п) + Ь (mod п) 
(сложение по модулю п) и 

<р(аЬ) = (аЬ) (mod п) = а  (mod п) + Ь (mod п ) 
(умножение по модулю п) , то <р - гомоморфизм. t> 

4.279.  Довазать , что образ воммутативного вольца при гомо­
морфизме является воммутативным вольцом. 

В задачах 4 .426-4 .429 проверить , что следующие отображения 
являются гомоморфными отображениями волец. 

4.280. f 
: 
{ ( � : ) 1 а, Ь Е �} -+ �' J ( � : ) = а - Ь. 

4.281.  J : { ( � �) 1 а, Ь Е Q} -+ Q, 
f ( � �) = а + Ь. 

4.282.  Является ли отображение С[а , Ь] -+ �' f -+ f (a) гомо-
морфизмом волец? 

В задачах 4 . 283 и 4. 284 найти все гомоморфизмы волец. 
4.283.  Z -+ 2Z. 4.284. 2Z -+ 2Z . 
4.285.  Введем на группе (Z , +) умножение по формуле а * Ь = 

= - аЬ. Довазать , что (Z , +,  * ) - вольцо, изоморфное вольцу 
целых чисел Z. 

4.286* . Довазать , что Zmn � Zm Е1Э Zn при НОд (m, п ) = 1 (в 
правой части - прямая сумма волец) . 
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4.287* . Пусть Х - множество из п элементов и Р(Х) - множе­
ство всех ero подмножеств. В иачестве сложения на Р(Х) возьмем 
симметричесиую разность At:::.B = (А \ В) U (В \ А) , а в иачестве 
умножения - пересечение А n В. Доиазать , что (Р(Х ) ,  6, n) -
иольцо, изоморфное иольцу Z2 ЕIЭ . . .  ЕIЭ Z2 . 

..____,,_,_, 
n раз 

4.288. Доиазать , что всяиое иольцо изоморфно подиольцу неио­
тороrо иольца с единицей. 

2.  Поля. Пусть F - множество с двумя бинарными операциями + 
и · , :которые мы будем условно называть сложением и умножением. 
Множество F называется полем, если выполнены следующие условия 
(аксиомы пол.я) : 

(Пl)  V a, Ь, с Е F (а+Ь) +с = а+ (Ь+с) - ассоциативность сложения; 
(П2) 3 О Е F V а Е F а + О = а - существование нуля; элещшт О 

называется нулем; 
(ПЗ) V а Е F 3 Ь Е F а +  Ь = О - существование противополож­

ного элемента ; элемент Ь называется противоположным :к а и обозна­
чается -а; 

(П4) V a, Ь Е F а +  Ь = Ь + а  - :коммутативность сложения; 
(П5) V a, Ь ,  с Е F (а + Ь) · с =  а ·  с +  Ь · с  - дистрибутивность ; 
(Пб) V a, Ь, с Е F (а · Ь) · с = а ·  (Ь · с) - ассоциативность умножения; 
(П7) V а, Ь Е F а · Ь = Ь · а - :коммутативность умножения; 
(П8) 3 1  Е F V a Е F ( 1 =/:- О и а · 1 = а) - существование единицы; 

элемент 1 называется единицей; 
(П9) V a Е F (а =/:- О ::}  3 Ь Е F а ·  Ь = е) - существование обратного 

элемента ; элемент Ь называется обратным :к а и обозначается а-1 . 
Из определения видно, что по сложению вся:кое поле является абе­

левой группой. Группа (F, +) называется аддитивной группой поля F. 
Множество F* = F\ {О} ненулевых элементов поля F является группой 
по умножению. Группа (F* , - ) называется мультипликативной груп­
пой поля F. 

П р  и м  е р  5 .  Доказать , что числа вида а +  Ь../2, где а, Ь Е Q, относи­
тельно обычных операций сложения и умножения образуют поле. 
<1 Перед проверкой а:ксиом следует убедиться в том, что применение опе­
раций сложения и умножения не выводят за пределы данного множества. 
Пусть F = {а + Ь../2 1 а, Ь Е Q} . Если х = а + Ь../2 и у = с + d../2 -
произвольные элементы из F (здесь а, Ь, с, d Е Q) , то их сумма 

х + у = (а + с) + (Ь + d)../2 

та:кже принадлежит F. Произведение 

ху = (а + Ь../2) (с + d./2) = (ас + 2bd) + (ad + Ьс) ./2 

также принадлежит F, так как ас + 2bd Е Q и ad + Ьс Е Q. Выполнение 
аксиом (П 1 )-(П8) очевидно; ясно, что 0+0../2 является нулем, а l+0../2 -
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единицей в F. Осталось проверить аксиому (П9) . Для этого нам следует 
убедиться в том , что при а + Ь./2 Е F \  {О}  всегда можно найти такие 
х , у Е Q, что (а + ЬJ2) (х + yJ2) = 1 + OJ2, т. е .  надо показать , что 
система уравнений 

{ ах +  2Ьу = 1 , 
Ьх + ау =  О 

разрешима в Q. Определитель 

не может равннтьсн О , так кан v'2 - иррациональное число . Следова­
тельно , система разрешима и ансиома (П9 ) выполннетсн. Значит, F -
поле. [> 

4.289.  Доназать , что в произвольном поле F выполннютсн сле­
дующие утвержденин: 

а )  нуль в поле F единственный; 
б) противоположный элемент -а длн данного а Е F определн­

етсн однозначно; 
в)  единица в поле F определнетсн единственным образом; 
г )  обратный элемент а- 1 н элементу а #  О определнетсн един­

ственным образом; 
д) длн любого а Е F а · О = О; 
е) в поле нет ненулевых делителей нулн, т .  е . длн любых а , Ь Е F 

из равенства аЬ = О следует а = О или Ь = О . 
В задачах 4 .280-4. 283 проверить , что уназанные множества 

RBЛRЮTCR ПОЛRМИ . 
4.290. Множество рациональных чисел Q с операцинми сложе­

нин и умноженин ( поле ра-циональных чисел) . 
4.291.  Множество действительных чисел IR с операцинми сло­

женин и умноженин (поле действительных чисел) . 
4.292.  Множество номпленсных чисел С с операцинми сложе­

нин и умноженин ( поле комплексных чисел) . 
4.293.  Множество Zp , где р - простое число, с операцинми 

сложенин и умноженин по модулю р (поле вычетов ) . 

Многлч.11,еном над по.11,ем F называется выражение вида 

где а0 , . . .  , an Е F - коэффициенты многочлена. При а11 =J О число 
п называетсн степенью многочлена f (x) и обозначается deg f. Степень 
многочлена , все коэффициенты которого равны О , удобно считать равной 
- оо .  Вышеприведенная форма записи многочлена называетсн канони­
'Ческой записью мно2о'Чдена п-й степени, коэффициент an - старшим 
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коэффициентом, а0 - свободным 'Членом. Многочлен называетсн уни­
тарным, если an = 1 .  

4.294. Пусть F - поле. Обозначим F[x] множество всех много­
членов ао + а 1х + . . .  + аnхn с ноэффициентами ао , ai , . . .  , an Е F, 
an f:; О . Сложение многочленов ао + а1 х + . . .  + anxn и Ьо + Ь1 х + . . .  
. . . + Ьтхт определим правилом 

(ао + aix + . . .  + anxn ) + (Ьо + Ь1 х + . . .  + Ьтхт) = 

= (ао + Ьо ) + (а1 + Ь1 )х + . . .  + (ak + Ьk )xk . 
(здесь k = max (m , n) , щ = О при i > n,  Ьj = О при j > m ) . 
Умножение определим правилом 

L: щxi · L Ьjxj = L ckxk , 
j k 

где ck = L.: aiЬj . Доназать , что F[x] - нольцо . Это :кольцо 
i+j=k 

называется ко.льцом многоч.ленов над по.лем F. 
4.295. Доназать , что множество F ( х) всевозможных дробей 

f (x) вида g (x) , где f (x) , g (x) Е F[x] и g (x) f:; О ,  относительно обыч-
ных операций сложения и умножения явш�ется полем. Оно на-

" f (x) f1 (x) зывается по.лем рациона.льных функции. Две дроби -(-) и -(-) g х 91 х 
считаются равными, если J (x)g1 (x) = g (x) f1 (x) . 

4.296. Доназать , что любое поле нвлнетсн нольцом. 
4.297. Пусть F - поле . Обозначим через Fn (другое обозначе­

ние: Мп (F) )  множество всех нвадратных n х п-матриц с элемен­
тами из полн F с обычными операцинми матричного сложенин и 
умножения. Доназать , что Fn - нольцо. Это нольцо называетсн 
ко.льцом матриц (над полем F) .  

В задачах 4 .298-4 .301  определить , образуют ли поле уназанные 
элементы. 

4.298. Числа вида а+ Ь�, где а , Ь Е IQ, относительно обычных 
операций сложенин и умноженин. 

З/;:\ З/А 4.299. Числа вида а +  Ьv L. + с у 4, где а , Ь, с Е IQ, относительно 
обычных операций сложенин и умноженин. 

4.300. Числа О , 1 , 2 ,  3 ,  4, 5 с операцинми сложенин и умноженин 
по модулю 6 . 

4.301 .  Матрицы вида (;у ;) , �де х , у Е IQ, относительно опе­
раций матричного сложенин и умноженин. 
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4.302.  Выяснить , при нюшх п Е 'llp матрицы вида ( х у) ny х ' 
где х ,  у Е 'llp ,  являются полем относительно операций матричного 
сложения и умноженин. 

П р и м е р  6.  Вычислить значение выражения (2 · 3 + 3 · 4) 10 в поле Z5 . 
<J Tai{ иаи 2 · 3 = 6 = 1 (mod 5) , то 2 · 3 = 1 в Z5 . Аналогично получаем: 
3 · 4 = 2 в Z5 . Следовательно, (2 · 3 + 3 . 4) 10 = ( 1  + 2) 10 = 310 = (32 ) 5 = 
= 95 = (- 1 )5 = - 1  = 4 .  Здесь использовано то, что - 1  = 4 (mod 5) , а 
значит, - 1 = 4 в Zs . [> 

В задачах 4.303-4.306 вычислить значение выраженин в уиа-
занном поле. 

4.303. {2  · 6 + 3 · 5 ) 10 в поле 'll7 .  
4.304. { 1  + 2 · 3 · 4) -2 в поле 'll 1 1 . 
4.305. (7  + 3- l · 4) - 1 в поле 'll 13 .  
4.306. 1- 1 + 2- 1 + . . .  + (р - 1 ) - 1 в поле 'llp .  
П р  и м  е р  7. Решить уравнение в уиазанном поле: 
а) 3х + 4 = О  в поле Z17 ;  б) 2х2 + 5х + 4 = О  в поле Z1 1 . 

<J а) В поле уравнение ах + Ь = О при а -:/:- О имеет единственное 
решение: х = ( -Ь)а- 1 . В Z11 -4 = 13, 3- 1 = 6 .  Следовательно, 
х = 13 . 6 = 10 .  . 

б) Воспользуемся обычной формулой иорней ивадратного уравнения 
'-Ь ± ..fl5 ах2 + Ьх + с = О, а именно, х1 , 2 = 

2а , где D = Ь2 - 4ас 7) . В поле 

Z1 1 дисириминант D = 52 - 4 · 2 · 4 = 25 - 32 = -7 = 4 = 22 , поэтому 

-5 ± 2 -5 ± 2 
Х 1 , 2 = 2Т = --4- .  

Отсюда 

-5 - 2 -7  4 
Х1 = --4- = 4 = 4 = 1 ,  

-5 + 2 -3  8 
Х2 = --- = - = - = 2 . [> 4 4 4 

В задачах 4 . 307-4 . 3 13  решить следующие уравнения в уиазан-
ном поле. 

4.307. 3х + 7 = О в поле 'll 1 7 .  4.308. 5х + 1 1  = О в поле 'll 19 .  
4.309. 4х2 + х + 2 = О в поле 'll7 .  
4.310.  2х2 + 4х + 1 = О в поле 'll5 . 
4.3 1 1 .  х3 + х + 2 = О в поле 'll5 . 
4.312.  х4 + 3х3 + 4х + 5 = О в поле 'll7 .  
4.313.  х4 = - 1  в поле 'll 1 7 .  

i )  Формула норней нвадратного уравненИfr ах2 + Ьх + с  = О ,  где а ,  Ь ,  с Е F и 
а #  О, справедлива в любом поле F, в нотором 1 + 1 # О . 
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В задачах 4.З 14  и 4 .З 15  решить систему уравнений в уиазан­
ном поле . { Зх + 4у = 1 , { 4х + 5у = 6 ,  

4.314. Бх + Зу = 7 в Z1з - 4.315.  7х + Зу = 1 в Z1 1 . 
4.316.  Найти обратную матрицу для матрицы А, заданной в 

уиазанном поле: 

а) А = О � О (над Z1) ; б) А = (1 � � }над Z2) 

4.317.  Найти ранг заданной матрицы в уиазанном поле: 

а )  (� Н Н) (над Z1) ; 6) (Н Н !) (над Zз ) . 

2 4 4 з 5 о о 1 о 1 
4.318** .  Доиазать мадую теорему Ферма: аР = а для всех 

а Е Zp. 
4.319 * . Найти иоличество элементов а полн Zp (р > 2) ,  для 

иоторых уравнение х2 = а разрешимо. 
4.320* . Пусть р - простое число, а, Ь, с Е Zp и а f= О. Сиольио 

различных значений принимает ивадратный трехчлен ах2+Ьх+с? 
4.321 * .  Доиазать , что если р - простое число и р - 1 не де­

лится на З ,  то уравнение х3 = а  имеет единственное решение для 
иаждого а Е Zp· 

4.322.  Пусть F - поле чисе11 вида а + Ь../2, где а , Ь Е Q. Раз­
решимо ли в F уравнение х3 = ' 2? 

4.323* * .  Выяснить , нвлнетсн ли полем прямая сумма двух по­
лей. 

Пусть F - поле и 1 - единица поля F. Если существует п Е N, 
для иоторого п · 1 = О , то наименьшее из таиих п называется харак­
теристикой поля F и обозначается char F. Если п · 1 =j:. О при всех 
п , то по определению считается char F = О. Например , char Zv = р, 
char JR = О, char C = О . Подпадем Р поля F называется подиольцо в F,  
само являющееся полем. Наименьшее подполе данного поля называется 
его простым подпадем. 

П р  и м  е р  8 .  Существует ли иаиое-либо поле хараитеристиии 2 ,  от­
личное от поля Z2? <J Пусть F - исиомое поле . Таи иаи по �условию char F = 2 ,  то и +  и = О 
для любого и Е F и ,  в частности , 1 + 1  = О. Выберем неиоторый элемент 
а Е F, а =j:. О , а =j:. 1 и рассмотрим элементы О, 1 ,  а, а +  1 поля F. Сло­
жение этих элементов друг с другом не выводит за пределы множества 
{О, 1 ,  а , а +  1 }  (проверьте! ) . Введем умножение. Для этого достаточно 



204 Гл . 4. Элементы общей алгебры 

определить произведение а · а . Если а2 = О , а2 = 1 или а2 = а, то 
получаем противоречие с аRсиомами поля (Rаиими?) .  Значит , возмо-
жен тольRо один вариант , Rогда а2 = а + 1 .  Остается проверить , что 
{О , 1 ,  а, а2 } , где а2 = а +  1 , является полем. Проверrш осуществляется 
непосредственно. [> 

П р и м  е р  9 .  Пусть F - поле чисел вида а + ЬJ2, где а ,  Ь Е Q. Что 
из себя представляет простое подполе F0 этого поля? 
<J Единицей поля F является 1 + OJ2. Наименьшее поле , содержащее 
1 + оУ2, состоит из элементов а + оУ2. ТаRИМ образом , Fo = {а + 
+ OJ2 J а Е Q} . Оно совпадает с полем Q. [> 

4.324* . Доназать , что харантеристина поля, если она не равна 
нулю, является простым числом. 

4.325* * .  Доназать , что, если р > О - хараитеристина поля F, 
то для иаждого а Е F имеет место равенство ра = О .  

4.326.  Доиазать , что в иаждом поле содержится простое под­
поле . 

4.327* * .  Доназать , что если F1 , F2 - два полн и F1 С F2 , то 
char F1 = char F2 . 

4.328.  Пусть F - поле и Fo - его простое подполе. Дона-
зать , что: 

а ) если char F = р > О, то Fo � Zp ; 
6) если char F = О ,  то Fo � Q. 
4.329 * * . Дш>азать , что если F - поле хара�>теристини р, то 

для любых а, Ь Е F имеет место равенство (а + Ь )Р" = o,Pn + ьРn 
(п Е N) .  

4.330. Раснрыть снобии и упростить выражение (а + Ь ) 20 , если 
а, Ь - элементы полн харантеристини 2 . 

П р  и м  е р  10 .  ДоRазать , что множество F матриц а = (-� : ) , 
где а, Ь Е Z7 , с обычными операциями матричного сложения и умноже­
ния является полем . Сиолыю элементов содержит поле F? Чему равна 
char F? Что из себя представляет простое подполе F0? 
<J Все аRсиомы поля', за исилючением (П9) , для F проверяются просто. 

Проверим аRсиому (П9) . Пусть а = ( -� :) , а =/:- О. Тогда а и Ь не 

равны О одновременно. Простым перебором убеждаемся, что det а = = а2 + Ь2 =/:- О в Z7 .  Отсюда следует , что существует обратная матрица 
а - 1 . Имеем: 1 (а -Ь) 

a- l  = det a Ь а Е F. 

ТаRим образом, F - поле. Очевидно, JF I  = 72 = 49. TaR 11aR 7а = О дш1 
всех а Е F, то cliar F = 7.  Нююнец , простое подпо.Тiе F0 здесь состоит 

из матриц вида ( � �) . [> 
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4.331 .  Является ли полем множество всех матриц вида (-� �) , 
где а , Ь Е Zs , с обычными операциями матричного сложения и 
умножения? 

4.332. Довазать , что множество F всех матриц вида ( 2� �) , 
где а, Ь Е Zs , с обычными операциями матричного сложения и 
умножения является полем. Найти IF I , char F, Fo . 

3. Многочлены над полRМИ. ДелеIШе многочленов. Элемент а Е F 
называется корнем многочлена f(x) Е F[x] , если f (a) = О . Корень а 
имеет кратность m, если f (x) представим в виде f (x) = (х - a)mg (x) 
и g(a) ":1 О . Корень а простой, если m = 1, и кратный, если m � 2 . 

Пусть f (x) и g (x) Е F[x] , где F - поле. Говорят , что многочлен g(x) 
делит f (x) (обозначают g(x) 1 f (x) ) ,  если существует h(x) Е F(x] таной , 
что f (x) = h(x)g (x) . В этом случае говорят танже, что j (x) делится на 

g (x) , и записывают это в виде f(x) : g (x) . 
Т е о р е м а . Пусть j(x) , g (x) Е F[x] , где F - поле и g (x) -1 О . 

Тогда f (x) может быть единственным образом представлен в виде 
f (x) = g (x)q (x) + r (x) , где q(x) , r (x) Е F[x] , и deg r (x) < deg g (x) . 

Многочлен и(х) называют 'Частным, а r (x) - остатком. 

П р  и м е р  1 1 .  Разделить многочлен f (x) = 6х4 + 5х3 - 1 1х2 + lOx - 8 
на многочлен g (x) = Зх2 + 4х - 5 с остатном. 
<J Воспользуемся методом деления многочленов «уголном» : 

6х4 + 5х3 - l lx2 + lOx - 8 
6х4 + 8х3 - 10х2 

-Зх3 - х2 + lOx - 8 
-Зх3 - 4х2 + 5х 

Тюшм образом, 

Зх2 + 5х - 8 
3х2 + 4х - 5 

х - 3  

Зх2 + 4х - 5 
2х2 - х + 1 

6х4 + 5х3 - 1 1х2 + lOx - 8 = (3х2 + 4х - 5) (2х2 - х + 1 )  + (х - 3) . t> 
'-----v------" ......___, 

q (x ) r (x ) 

Т е о р е м  а Б е з  у .  При делении много'Члена f ( х) на дву'Член ( х-х0 ) 
остаток равен эна'Чению много'Чле·�ш при х = х0 , т. е. r = j(x0 ) .  

С х е м а Г о р н е  р а .  С помощью этой схемы можно осуществить де­
ление многочлена на двучлен . Пусть даны многочлен f(x) = anxn + . . . 
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. . .  + а1 х + а0 (an -/ О, п � 1 ) и двучлен (х - о:) . Тогда f (x) = 
= (х - o:)q(x) + r ,  где остаток r - многочлен степени < 1 (т .  е. r = 
= f (o:) Е F по теореме Безу ) , а неполное частное - многочлен степени 
п - 1 q(x) = Ьn- i xn- I  + . . .  + Ь1 х + Ь0 . Быстрое нахождение коэф­
фициентов многочлена q(x) и остатка r осуществшrетсн по следующей 
схеме : 

1\оэффици- Un Un- 1  . . .  а 1  ао 
енты J(x) 

Q Ьn- 1 = Un Ьn- 2 = Ьn- 1 0:+ . . .  Ьо = Ь 1 0:+ r = Ьоо:+ 
+ап- 1  +а 1  +ао 

Заполнение таблицы производитсн слева направо. 
П р  и м  е р  12 .  Найти частное и остаток от деленин многочлена f ( х) = 

= 2х3 - 3х + 5 на многочлен g (x) = х - 4 .  
<J Воспользуемсн схемой Горнера :  

Следовательно, 

f (x) = (х - 4) (2х2 + 8х + 29) + 1 2 1 .  [> 

П р  и м  е р  13 .  Найти значение многочлена f (x) = х4 - 2х3 + х2 + х + 1  
при х = -3 . 
<J По теореме Безу значение многочлена f (-3) равно остатку от деленин 
f (x) на х + 3. Составим таблицу : 

Отсюда 
f (-3) = 142 . [> 

В задачах 4 .333-4 . 336  для многочленов f (x) , g (x) над полем F 
разделить с остатном J (х ) на g(x) . 

4.333.  f (x )  = х4 + 3х3 - 5х2 + 6х + 7, g (x)  = х2 - х + 3  (F = IR) . 
4.334. J (x) = х5 - 1 , g (x)  = х3 - 1 (F = IR) . 
4.335.  J (x )  = 2х4 + 3х3 + 4х + 1 , g (x )  = 3х3 + х + 2 (F = Z5) .  
4.336.  f (x )  = х5 + х3 + х + 1 , g (x) = х3 + х + 1 (F = Z2) .  
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4.337* . Не1юторый многочлен над полем IR при делении на 
(х - 1) дает в остатке 3, а при делении на (х + 2) дает в остатке 
-7. Найти остаток от деления этого многочлена на (х - l ) (x + 2 ) .  

В задачах 4.338-4.340 для многочлена J (x) над полем IR найти 
частное и остаток от деления этого многочлена на двучлен х - хо .  

4.338. J (x) = х4 - 2х3 + 4х2 - бх + 8 , хо = 1 .  
4.339. j (x) = 2х5 - 5х3 - 8х , хо =  -3. 
4.340. f (x)  = 3х5 + х4 - 19х2 - 13х - 10 , хо = 2 . 

Наибодьwим общим дедителем (f (x) , g (x)) многочленов f(x) и g(x) 
над полем F называетсR многочлен наибольшей степени среди много­
членов, делRщих f(x) и g(x) . ДлR любых двух многочленов, не равных 
одновременно нулю, наибольший общий делитель существует и опреде­
лщ1 однозначно с точностью до постоRнного отличного от О множителя. 
Из всех наибольших делителей многочленов f(x) и g(x) обычно выби­
раетсR тот , у иоторого старший иоэффициент равен 1 .  Два многочлена 
называютсR взаимно простыми, если они не имеют общих делителей, 
ироме ионстант (многочленов нулевой степени) . 

Наибольший общий делитель двух многочленов находят тем же спо­
собом, иоторый используетсR длR двух целых чисел, - алгоритмом Ев­
клида: 

f(x) = g (x)q1 (x) + ri (x) , 
g (x) = ri (x)q2 (x) + r2 (x) , 

deg r1 (x) < deg g(x) ; 
deg r2 (x) < deg r1 (x) ; 

rk-2 (x) = rk- 1 (x)qk (x) + rk (x) , deg rk (x) < deg rk- 1 (x) ; 
rk- 1 (x) = rk (x)q.н1 (x) . 

На иаждом шаге степень многочлена,  fIВЛRющегосR остатиом, меньше 
степени делителR. Последний отличный от нулR остатои rk (x) и fIBЛReтcR 
исиомым наибольшим общим делителем многочленов f(x) и g (x) , т. е. 
rk (x) = (f (x) , g(x) ) . 

Наибодьwий общий делитель (f1 (x) , . .  " fп (х)) многочленов 
fi (х) , . .  " f п (х) - это многочлен наибольшей степени, на ноторый дe­
ЛfITCfI многочлены fi (x) , . . .  , fп (х) . Его можно определить индуитивно: 
(!1 (х) , · · "  fп (х) ) = ( (f1 (x) , · · "  fп- 1 (х) ) ,  fп (х) ) . 

Наименьшее общее кратное многочленов f1 (x) , . .  " fп (х) - это 
многочлен М(х) наименьшей степени, иоторый делитсR на многочлены 
fi (x) , " "  fп (х) . 

4.341 * * . Доказать , что rk (x) - наибольший общий делитель 
многочленов J (x) и g (x) . 

4.342 * * . Доказать утверждения: 
а) если fi ( х) , . . .  , f n ( х) - ненулевые многочлены над полем F 

и d(x) , d1 (x)  - их наибольшие общие делители, то d(x)  = Лd1 (х)  
при некотором Л Е F, Л #- О; 
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б) наибольший общий делитель d(x) многочленов f1 (x) , . .  . 
. . . , fп (х) можно представить в виде d(x) = f1 (x)q1 (x ) + . .  . 
. . . + fп (х) qп (х) , где q1 (x) , . . .  , qп (х) - неl\О'J;'Орые многочлены. 

П р и м е р  14 .  Доиазать ,  что если длн многочленов f (x) , g (x) , h(x) 
выполнены условин h(x) 1 J (x)g (x) и (/ (х) , li (x) ) = 1 , то h(x) 1 g (x) . 
<J Таи иан (/ (х) ,  h(x) ) = 1 , то f(x)u (x) + g(x)v (x) = 1 длн неноторых 
и(х) ,  v (x) . Умножив на g(x) , получим: 

g (x) = (f (x)g(x) ) u (x) + g(x)h(x)v (x) . 
Следовательно, h (x) 1 g(x) . 1> 

4.343* * . Доl\азать утверждения: 
а ) наименьшее общее иратное М(х) многочленов f (x )  и g (x) 

нвлнетсн делителем любого общего 1'ратного; 
б) если М(х) и d(x) - соответственно наименьшее общее крат­

ное и наибольший общий делитель многочленов f (x) и g (x )  с I\Оэф­
фициентами из полн F, то f (x)g(x) = ЛМ(х)d(х) при неl\отором 
).. Е F, ).. :f: О .  

В задачах 4 . 344-4. 348 найти наибольший общий делитель мно-
гочленов f (x) и g (x )  над заданным полем. 

4.344** . f (х) = х3 - 2х2 - х - 6 ,  g (x) = х3 + х - 2 (над IR) . 
4.345. f (х) = х4 + х2 + 1 ,  g (x) = х4 + х3 + 2х2 + х + 1 (над IR) . 
4.346. f (x )  = х4 + 2х3 +4х+ 1 , g (x) = х4 +4х3 + 2х + 4  (над Z5 ) . 
4.347. f (х) = х4 + 2х3 + 2х2 + 1 ,  g (x )  = х4 + х3 + 2х2 + х + 1 

(над Zз ) .  
4.348. f (x )  = хт - 1 ,  g (x) = xn - 1 (над IR) . 
В задачах 4 . 349-4 . 351  найти наибольший общий делитель d(x) 

многочленов f (х) и g (:r)  над заданным полем, а таl\же тюше мно­
гочлены и(х) и v (x) , что d(x) = f (x)u (x) + g (x)v (x) . 

4.349* . f (x )  = х4 + 2х3 - х2 - 4х - 2 , g (x) = х4 + х3 - х2 - 2х - 2  
(над IR) . 

4.350.  f ( .х ) = х5 + 3х4 + х3 + х2 + 3х + 1 , g (x)  = х4 + 2х3 + х +  2 
(над IR) . 

4.351 .  Многочлены из задачи 4 .346. 
4.352.  Найти многочлен наименьшей степени над полем IR, да­

ющий в остатие многочлен 2х при делении на многочлен (х - 1 ) 2 
и 3х при делении на (х - 2) 3 . 

4.353 .  Найти все ).. Е <С, при которых многочлены f (х ) и g (x) 
имеют общий иорень : 

а ) f (х) = х3 - Лх + 2 , g(x) = х2 + Лх + 2 ;  
б) f (х ) = х3 + Лх2 - 9 , g (x) = х3 + Лх - 3 . 
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4.354. Определить , делится ли многочлен (x + 1 ) 2n - x2n - 2х - 1 
на 2х3 + 3х2 + х (над полем IR) . 

4.355. При 1ш1шх п многочлен 1 + х2 + х4 + . . .  + х2п-2 делится 
на многочлен 1 + х + х2 + . . .  + xn- I (над полем IR) ? 

В задачах 4 . 356 и 4. 357 выяснить , при каких а, Ь многочлен 
f (x) делится на g (x) над заданным полем. 

4.356. f (x) = х6 +ах3 + 2х2 + Ьх+3 , g(x) = 2х2 +х+ 1 (над Z5) . 
4.357. f (x) = 2х4 + 3х3 + ах2 + 4х + Ь, g (x) = 3х2 + х + 1 

(над Z7) . 
В задачах 4.358 и 4.359 найти наименьшее общее кратное мно­

гочленов f (x) и g (x) над заданным полем. 
4.358.  f (x) = х3 + 4х2 + 4х + 3 и g (x) = х3 - х2 - х - 2 (над 

полем IR) . 
4.359.  f (x) = х4 + х3 + х2 + 1 и g(x) = х5 + х2 + х + 1 (над 

полем Z2) .  
Многочлен, представимый в виде произведенин многочленов мень­

ших степеней (с иоэффициентами из полн F) , называетсн приводимым 
над полем F. В противном случае многочлен f (x) над полем F называ­
етсн неприводимым. Приводимость многочлена зависит от рассматрива­
емого полн. Таи ,  многочлен х2 - 3 неприводим над полем ((], но нвлнетсн 
приводимым над полем IR, таи иаи х2 - 3 = (х + /З) (х - /3) . 

Т е о р е м  а Г а  у с с а (основнан теорема алгебры) . Всякий мно2о'Член 
степени � 1 с комплексными коэффициентами имеет комплексный 
корень . ,1 

4.360. Доказать следующие свойства неприводимых многочле­
нов над произвольным полем F: 

а)  всякий многочлен первой степени неприводим; 
б) если многочJiен J (x) неприводим, то неприводимым будет и 

всякий многочлен cf (x) , где с - отJiичный от нуJiя элемент из F; 
в) если f (x) - произвольный многочлен, а р(х) - неприво­

дим, то Jiибо J (x) деJiитсR на р(х) ,  Jiибо f (x) и р(х) взаимно про­
сты; 

г )  ecJiи произведение многочленов f (.'E) и g(x) деJiитсR на не­
приводимый многочлен р(х) ,  то либо f (x) , либо g(x) деJiитсп 
на р(х) ; 

д) всR1шй многочлен f (х) степени п, где п � 1 ,  раскJiадываетсR 
в произведение неприводимых многочJiенов 8 ) . 

4.361 .  Пусть f (x) = р1 (х)р2 (х) . . ·Pk (x) - разложение много­
члена f (х) Е F[x] в произведение неприводимых множитеJiей и 

8 )  Неприводимый многочлен при этом считается произведением k неприводи­
мых многочленов при k = 1 .  
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числа с1 , с2 , . . . , Ck из поля F та:ковы, что их произведение равно 1 .  
Тогда f ( х) = [ С1Р1 ( х)] [ с2р2 ( х)] " . [ CkPk ( х)] та:кже будет разложе­
нием многочлена в произведение неприводимых множителей. До­
:казать , что этим исчерпываются все разложения многочлена f (x) . 

4.362. До:казать , что над полем С неприводимыми являются 
многочлены первой степени и толь:ко они. 

4.363. Доназать , что над полем IR неприводимы многочлены 
первой степени Ах + В и нвадратные трехчлены Ах2 + Вх + С с 
диснриминантом D < О ,  других неприводимых над IR многочле­
нов нет. 

4.364. Пусть даны разложения многочленов f (x) и g(x) на не­
приводимые множители f (x) = Ьрf1 (х)р�2 (х) . . .  р�• (х) и g(x) = 
= cpf1 (x)pg2 (x) . . . p�m (x) .  До:казать , что: 

а) наибольший общий делитель d(x) многочленов f (x) и g(x) 
может быть вычислен по формуле d(x) = PI1 (x)pJ2 (x) . . ·Plt (x) , где 
тi = min (щ , f3i ) i 

б) наименьшее общее нратное двух многочленов f (x) и g(x) 
может быть вычислено по формуле М ( х) = р�1 ( х )р�2 ( х) . . .  p�t ( х) , 
где Oi = max (ai , f3i ) ·  · 

П р  и м  е р  15 .  Разложить многочлен х4 + 1 на неприводимые множи­
тели над полем Z3 • 
<J Убедимся в том, что многочлен х4 + 1 не имеет корней в поле Z3 .  

х о 1 2 
х4 + 1  1 2 2 

Значит , многочлен х4 + 1 не делится на многочлены первой степени 
и если разлагается в произведение неприводимых множителей, то это 
могут быть только множители вида х2 + ах + /3, где а , f3 Е Z3 .  Для их 
нахождения воспользуемся методом неопределенных коэффициентов .  
Запишем 

х4 + 1 = (х2 + ах +  Ь) (х2 + сх + d) , а, Ь, с, d Е Zз 
и, перемножив многочлены в правой части равенства, получим 

х4 + 1 = х4 + (а +  с)х3 + (Ь + d + ас)х2 + (ad + Ьс)х + bd. 
Равенство многочленов в левой и правой частях равенства означает 

совпадение коэффициентов при одинаковых степенях х . Следовательно, 
получаем систему уравнений: { а + с = О 

Ь + d + ас = О 
ad + Ьс = О 
bd = 1 

(коэффициент при х3 ) ,  
(коэффициент при х2 ) ,  
(коэффициент при х) , 
(коэффициент при 1 ) . 
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Из  равенства bd = 1 следует , что либо Ь = 1 ,  d = 1 ,  либо Ь = 2 ,  
d = 2 .  Если Ь = 1 ,  d = 1 ,  то  значения а и с удовлетворяют системе 
уравнений 

{ а + с =  О,  
ас = 1 .  

Система не имеет решений. При Ь = 2 ,  d = 2 получим 

{ а +  с =  О ,  
ас = 2 . 

Отсюда а =  1 ,  с = 2 или а =  2 ,  с = 1 .  Следовательно, разложение исход­
ного многочлена на неприводимые множители над полем Z3 имеет вид 

х4 + 1 = (х2 + 2х + 2) (х2 + х + 2 ) .  1> 

В задачах 4 .365-4 .376 разложить следующие многочлены на 
неприводимые множители над заданным поJ1ем. 

4.365. х3 - 2х2 - 13х - 10 (над Щ .  
4.366. х4 - 6х2 + 7х - 6 (над IR. и С) . 
4.367. xn - 1 (над IR. и С) . 
4.368. х4 + х3 - 5х2 + х - 6 (над IR. и С) . 
4.369. х4 + х3 + 2х2 + х + 1 (над Z5) .  
4.370. х3 + 2х2 + 4 (над Z5) .  4.371.  х2 + х + 1 (над Z3) .  
4.372. х4 + 2х3 + 2х + 6 (над Z7) . 
4.373.  х4 + 4 (над IR.) . 4.374. х5 + 1 (над Z5) .  
4.375. х6 + 2 7  (над IR.) . 
4.376. хР- 1 - 1 (над Zp, р - простое) . 
В задачах 4 .377 и 4 .378 найти многочлен J (x) наименьшей 

степени из Z5 [x] , удовлетворяющий заданным условиям. 
4.377. J (O) = f ( l ) = J (4) = 1 ,  f (2) = J (3) = 3 .  
4.378. J (O) = f (2) = f (З) = 2 , J ( l ) = 1 ,  f (4) = 3 .  
В задачах 4 .379-4 .384 определить , нвлнютсн ли неприводи-

мыми многочлены над у:казанными полями. 
4.379. х5 + 2х2 + х + 1 (над Zз) .  
4.380. х4 + 2х3 + х2 + 2х + 1 (над Zз) .  
4.381 .  х5 + 2х4 + х + 1 (над Z5) .  4.382. х4 + х + 1 (над Z2) .  
4.383. х3 - 2 (над Q) . 4.384. х4 - 2 (над Q) . 
4.385. До:казать , что многочлен 2-й или 3-й степени над полем 

F неприводим тогда и тоJ1ь:ко тогда , :когда он не имеет норней в 
F. По:казать на примере,  что это неверно для многочленов более 
высо:ких степеней. 
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4.386* * .  До:казать , что над любым полем существует бес:конечно 
много неприводимых многочленов. 

Назовем многочлен с целыми .коэффициентами при.митивны.м, если 
наибольший общий делитель его .коэффициентов равен 1 .  

4.387* . До:казать дем.му Гаусса: произведение примитивных 
многочленов нвлнетсн примитивным многочленом. 

4.388 * .  До:казать , что многочлен с целыми 1юэф фициентами не­
приводим над полем Q тогда и толь:ко тогда , :когда он неприводим 
над :кольцом Z (т .  е. не раснладываетсн в произведение многочле­
нов меньшей степени с целыми ноэффициентами) . 

4.389 * . До:казать критерий Эйзенштейна: многочлен с це­
лыми :коэффициентами f (x) = апхп + . . .  + а 1х + ао неприводим 
над полем Q, если длн не:которого простого р выполннютсн усло­
вин: а) ап не делитсн на р; б) ап- 1 , . . .  , а 1 ,  ао делнтсн на р; в) ао 
не делитсн на р2 . 

В задачах 4 .390-4 .399 до:казать неприводимость над полем Q 
следующих многочленов. 

4.390* . х3 - 2 . 4.391.  х4 - 3 .  
4.392.  х4 - 8х3 + 1 2х2 - 6х + 2 . 
4.393.  х5 - 12х3 + 36х - 12 . 
4.394. 1 + х + х2 + . . .  + xP- l (р - простое) . 
В задачах 4 . 395 и 4 . 396 найти все многочлены 3-й степени, 

неприводимые над уназанным полем . 
4.395.  Над полем Z2 . 4.396. Над полем Zз . 
4.397.  Найти все многочлены 4-й степени , неприводимые над 

полем Z2 . 
В задачах 4 . 398-4 .40 1  определитr" при 1ш1шх а многочлен f (х ) 

неприводим над полем F. 
4.398.  f (х ) = х4 + х + а, F = Zз . 
4.399.  f (х ) = х4 + а, F = Zз . 
4.400. f (х ) = х4 + а , F = Z5 . 
4.40 1 .  f (х ) = ах4 + х + а, F = Z5 . 
4.402. Найти :ка:кой-либо многочлен 6-й степени, неприводи­

мый над полем Z2 . 
4.403. Доназать , что если многочлен f (х ) над полем Zp удовле­

творнет равенству f (х + 1) = f (x) ,  то его степень делитсн на р. 
4.404* . Доназать , что многочлен хР-х+а при а -=/= О неприводим 

над полем Zp . 

Т е о р е м  а .  Пусть R - ассоц,иативно-ко.м.мутативное кольц,о .  
Если R не имеет ненулевых делителей нул.я, то R может быть вло­
жено в поле ,  т. е .  существует поле F такое, 'Что каждый элемент 



§ 3. Кольца и поля 213 

х Е R представл.яетсл в виде х = аь- 1 при подходлщих а, Ь Е R (т .  е .  
в виде дроби с числителем и знаменателем из R) . 

Поле F называется поле.м 'Частных колы�а R. 
П р  и м  е р  16. Выяснить , что из себя представляет поле частных 

:кольца Z[x] . 
<] Вся:кий многочлен <р(х) Е Q[x] после приведения его :коэффициен-

1 
тов :к общему знаменателю может быть представлен в виде -и(х) ,  где 

m 
f (x) m Е Z и и Е Z[x] . Следовательно, множество дробей вида �(х) , где 

и (х) f, _q Е Q[x] , совпадает с множеством дробей 
v(x)

, где н ,  v Е Z[x] .  Сле-

довательно , поле частных :кольца Z[x] совпадает с полем рациональных 
фующий Q(x) .  С> 

В задачах 4 .405-4 .407 определить , что представл11ет собой поле 
частных кольца R. 

4.405. R = F - поле. 
4.406. R = 2Z - :кольцо четных чисел. 
4.407. R = {а + Ьi 1 а, Ь Е Z, i2 = -1 }  - кольцо целых гауссо­

вых чисел. 

В задачах 4 .408-4 .410 определить , имеют ли поле частных у1>а­
занные нольца . 

4.408. Нольцо С[а, Ь] всех фушщий, непрерывных на отрез1>е 
[а , Ь] . 

4.409. Нольцо IR Е1Э IR. 
4.410. Нольцо F[x , у] всех многочленов от двух переменных над 

полем F. 
н (х) · 

Дробь вида -(-) , где р(х) - неприводимый над полем F многочлен 
pn Х 

и deg н (x) < degp(x ) ,  называется простейшей. Дробь �i:j - правиль­
ная,, если deg f (x) < deg _q(x) , и неправильная, в противном случае. 

f (x) 
Т е о р е м  а .  Белкую правильную дробь 

_q(x) .можно разложить 
J(x) щ (х) на простейшие, т. е. представить ее в виде -( · ) = L -1.- , где 
_q х i , j р; (х) 

р.; (х) - неприводимые .много'Члены над полем F и deg U;j (х) < deg p; (x) . 
П р  и м  е р  17 .  Разложить на простейшие дроби над полем � следую­

щую дробь : 
2х + з  

х4 - 4хз + 8х2 - 16х + 16 · 
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<J Разложим знаменатель на неприводимые над IR множители. Заме­
тим, что х = 2 - его корень . Следовательно, по теореме Везу данный 
многочлен делится на х - 2. Разделив , получим: 

х4 - 4х3 + 8х2 - 16х + 16 = (х - 2) (х3 - 2х2 + 4х - 8) . 
Многочлен во второй снобне танже имеет норень х = 2 .  Разделив еще 
раз, получим: 

х4 - 4х3 + 8х2 - 16х + 16 = (х - 2) (х - 2) (х2 + 4) = (х - 2)2 (х2 + 4) . 

Следовательно, разложение дроби на простейшие (пока с неопределен­
ными ноэффициентами) имеет вид 

2х + З  А В Cx + D  ����������- = �� + + . 
х4 - 4х3 + 8х2 - 16х + 16 х - 2 (х - 2) 2 х2 + 4 

После приведения н общему знаменателю суммы дробей и отбрасывания 
знаменателя получим тождество: 

2х + 3 = А(х - 2) (х2 + 4) + В(х2 + 4) + (Сх + D) (x - 2)2 . 
Равенство многочленов означает совпадение ноэффициентов при каждой 
степени х . Следовательно , мы имеем систему уравнений: { О = А + С  

О = -2А + В - 4С + D 
2 = 4A + 4C - 4D 
3 = -8А + 4В + 4D 

Решив эту систему , получим: А = 
Таким образом, 

(ноэффициент при х3 ) ,  
( 1юэффициент при х2 ) , 
(ноэффициент при х1 ) , 
( 1юэффициент при х0 ) . 
3 7 С 3 D 16 ' в = 8 ' = 16 ' 

2х + 3 
= _ 3/ 16 + 7 /8 + (3/ 16)х - 1/2 . [.> 

х4 - 4х3 + 8х2 - 16х + 16 х - 2 (х - 2) 2 х2 + 4 

1 
2 

В задачах 4 .41 1 и 4 .412 выделить целую часть дроби над за­
данным полем, т. е . представить дробь в виде суммы многочлена 
и правильной дроби. 

х4 + х + 3 
4.411 .  2 (над IR) . х + 2х - 1 

2х4 
4.412. 3 (над Z5) . 

3х + :i: + 4 
В задачах 4 .413-4 .416 представить рациональную дробь в виде 

суммы простейших над полем С. 
1 

4.413. х4 _ 1 . 

х2 
4.415. . 

(х - 1 ) ( .-r + 2) (х + 3) 

х 
4.414. х4 + 1 . 

х 
4.416. 

( 4 ) 2 . 
.'r - 1 
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В задачах 4.41 7-4 .420 представить рациональную дробь в виде 
суммы простейших над полем JR. 

1 
4.417. -3-- . 

х - 1 
1 

х 
4.418 .  -4-- . 

х - 1 
4.419.  ( 4 ) 2 . х - 1  

х 
4.420. ( 2 ) 2 ( ) . х + 1 :r + l 

В задачах 4.421-4 .424 представить рациошшьную дробr.. в виде 
суммы простейших над у1шзанным полем. 

1 
4.42 1 .  

( 3 2 l )  (над Z2 ) . х х  + х + х +  
хз + х2 + 1 

4.422. 2 2 (над Z2) . х (х + х + 1 ) (х + 1 )  
х4 + х3 + х2 + х + 1 

4.423. 
хБ + х4 + 1 (над Z2) .  

х2 + 2х + 2 
4.424. 

х (х2 + 2) (х2 + l )  (над Zз) . 
В задачах 4.425-4.428 разложить на простейшие дроби над уна­

занным полем. 
1 

4.425. -- (над Zp) . 
хР - х 

х 
4.426. xP- l _ 1 (над Zp) · 

1 х 
4.427. --1 (а ) над С; 6) над JR) . 4.428.  -- (над С) . xn - xn + 1 
В задачах 4.429-4.43 1 выразить через ср(х) уназанные суммы, 

где ip (x ) = (х - х1 ) (х - х2 ) . . .  (х - Xn ) · n 1 
4.429. 2: -- . i= l Х - Xi 

n Xi 
4.430. 2: -- . i= l Х - Xi 

п 1 
4.431 .  i� (х - Xi ) 2 . 

4.432. Уназать наное-либо беснонечное поле харантеристюш 2 .  
Производная многочлена f (x) = anxn + . . .  + а1 х + а0 над полем F 

определяется следующим образом: f' (x) = nanxn-1 + (n-l )an- I X
n-2 + . . . 

. . . + 2а2х + ai .  
П р  и м  е р  18 .  Найти производную многочлена f (х) = х4 + х3 + х2 + 

+ х + 1 над полем Z2 [x] . 
<J f' (x) = 4х3 + 3х2 + 2х + 1 = х2 + 1 . 1> 

Т е о р е м  а . Пусть F - поде и f (х) - ммго·ч,ден с коэффиv,иен­
тами из F. Мно2оч.11ен f (x) не имеет кратиых корней ни в каком 
расширении пом F в том и только том сду'tае, есди f (x) и f' (x) 
взаимно просты. 
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П р и м е р  19 .  Найти 1шиой-нибудь многочлен f (x) над полем IR, не 
имеющий иратных иорней в IR, длR иоторого (f(x) , f' (x) ) =/= 1 .  
<J Таиовым RBЛReтcR, например , многочлен f (x) = (х2 + 1 ) 2 . Таи иаи 
f' (x) = 2 (х2 + 1) · 2х, то (/ (х) , f' (x) )  = х2 + 1 =/= 1 .  ПротиворечиR с 
предыдущей теоремой здесь нет , таи иаи многочлен f (x) , хотR и не имеет 
иорней в IR, но имеет иратные иорни в поле С, RВЛRющемсR расширением 
полR IR: (х2 + 1 ) 2 = (х + i ) 2 (x - i ) 2 . [> 

Дифференцирование можно перенести с иольца многочленов F[x] на 
поле рациональных фуниций F(x) , положив 

( f (x) ) ' 

g (x) 
f' (x)g (x) - f (x)g' (x) 

g2 (x) 

1 
П р и м е р  20 .  Найти производную фуниции ср(х) = 

3 2 
из Zз (х) . 

х + х 

, 1 ' · (х3 + 2х) - 1 · (х3 + 2х) ' -3х2 - 2  
<J ер (х) = 

(хЗ + 2х) 2 х6 + 4х4 + 4х2 
1 

[> 
хв + х4 + х2

. 

П р и м е р  2 1 .  Найти !\ратные иорни многочлена f (x) = х4 + 2х3 -
- 5х2 - 6х + 9 из IR[x) . 
<J Найдем производную: 

J' (x) = 4х3 + бх2 - 10х - 6 = 2 (2х3 + 3х2 - 5х - 3) . 

Затем найдем d(x) = (/ (х) , f' (x) ) . ДлR этого применим алгоритм Ев­
илида R многочленам f (x) и f' (x) . В результате получим: d(x) = 
= х2 + х - 3 ,  а f (x) = (х2 + х - 3) 2 . Значит, f (x) имеет двуRратные 

- l ± JП  
иорни Х 1 2 = . [> , 2 

4.433. До:казать свойства производной многочлена над произ-
вольным полем F: 1 ) (/ (х) + g (x ) ) ' = f' (x) + g; (x) ; 

2)  (Лf (х) ) ' = Лf' (х) (Л Е F) ; 
3)  (f (x )g (x) ) ' = f' (x)g (x) + J (x)g' (x) ; 
4) (f (g (x) ) ) ' = J' (g)g' (x ) .  
4.434. До:казать , что длн любого полн F и рациональной фун:к-

ции <р(х)  Е F(x) верно равенство (-1-) ' - <р' (х) 
<р (х) <р2 (х) · 
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В задачах 4 .435 и 4.436 определить Ератность Еорня х0 много-
члена f (х ) из � [х] . 

4.435. f (x )  = х5 - 5х4 + 7х3 - 2х2 + 4х - 8 , х0 = 2 .  
4.436.  f (x )  = 3х5 + 4х4 + х3 - 10х - 8 , хо = - 1 .  
В задачах 4 .437 и 4 .438 найти Ератные действительные Еорни 

многочленов из �[ х] . 
4.437. х5 - 1Ох3 - 20х2 - 15х - 4. 
4.438. х6 - 2х5 - х4 - 2х3 + 5х2 + 4х + 4 . 

х х2 xn 
4.439* . ДоЕазать , что в поле � многочлен 1 + 1 + 1 + . . .  + -1 

1 . 2 .  п.  
не имеет Ератных Еорней. 

4.440. Найти Ератность Еорня а многочлена f ( х ) -f 1 (а) ( х - а) -
1 - 2f" (a) (x - а) 2 , где J (x) - многочлен из � [х] степени 3 . 
4.441.  При l\al\иx соотношениях между а и Ь многочлен х5 + 

+ ах3 + Ь имеет в поле � двуЕратный Еорень , отличный от О? 
4.442. Найти все а,  при RОТОрых многочлен J (x )  из � [х] имеет 

Ератный Еорень : 
а )  f (x )  = х3 - 3х + а; 6) f (x) = х4 - 4х + а . 
4.443. При l\al\OM а многочлен х5 - ах2 - ах + 1 из �[х] имеет 

число - 1  Еорнем Ератности, не меньшей 2? 
4. Фантор-ноJIЪцо. Непустое подмножество А .кольца R называется 

подкольцом этого .кольца , если выполнены условия: 
(П.кl ) V a, Ь Е А а +  Ь Е А; 
(П.к2 ) V а Е А -а Е А; 
(П.кЗ) V a, Ь Е А аЬ Е А. 

Первые два из этих условий означают, что под.кольцо является подгруп­
пой аддитивной группы (R, + ) (но не наоборот) . 

Непустое подмножество I .кольца R называется идеалом .кольца R 
(обозначается: I <] R) , если выполнены условия: 

(Иl ) V a, Ь Е I а + Ь Е I; 
(И2) V а Е I -а Е I; 
(ИЗ) Va Е I 't/r Е R ra Е I, ar Е l.  
Левый идеал - непустое подмножество I, для .которого I + I, -I ,  

RI � R; правый идеал: I + I, -I,  IR � R. 
Во вся.ком .кольце R есть тривиальные идеалы: это О - наименьший 

идеал и R - наибольший идеал. Кольцо R называется простым, если 
оно не имеет нетривиальных идеалов. 

Сум.мой двух подмножеств А и В .кольца R называется множество 
А+В = {а+Ь 1 а Е А, Ь Е В} ,  произведением подмножеств - множество 

А · В = { L; aibi 1 ai Е А, bi Е В } . 
• 

П р и м е р  22 .  Найти общий вид идеалов .кольца R = R1 Е9 . . .  Е9 Rn , 
где Ri - .кольца с единицей. 
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<] Дшшжем, что идеалы нольца R - это в точности множества вида 
11 ЕВ . . . ЕВ ln , где li <J R; (i = 1 ,  2, . . .  , п) . Ясно, что 11 ЕВ . . .  ЕВ ln <J R, 
если li <] Ri для всех i (до.иажите! ) .  Осталось по.иазать , что веяний 
идеал имеет та.иой вид. Пусть 1 <] R. Обозначим через 1Гi гомоморфизм 
R -+ Ri , определенный правилом 1Г(х1 , х2 , . .  " х" ) = Xi (проекци.я R на 
Ri) ·  Положим li = 1Гi (1) для i = 1 ,  2 ,  . . .  , п. Проверим, что li <] Ri · 
Пусть х ,  у Е li и r Е Ri . Положим е; = (О, . .  " 1 ,  . .  " О) ( « 1 »  на i-м 
месте, «0» - на остальных) .  Очевидно, е� = ei и е1 + . . . + en = 1 -
единица нольца R. Таи нан х, у Е li , то х = е;х,  у = eiy, следовательно, 
-х = ei (-x) Е li , х + у  = ei (x + y) Е li , rx = r · eix = ei (rx) Е li и ана­
логично xr Е li . Значит,  li <] Ri . Если теперь а - произвольный эле­
мент из 1, то а =  (а1 ,  . .  " an) , где а; Е R; , следовательно, а = е1а1 + . . .  
. . . + enan Е 11 + . . .  + ln (таи нан ai = eia Е li ) ·  Утверждение доназано. t> 

П р  и м  е р  23 . Доназать , что нольцо Fn всех п х n-матриц над полем 
F не имеет нетривиальных идеалов. 
<] Пусть 1 <] Fn и 1 ":/; О. Тогда существует матрица А = l l a;j l l  Е 1 
таная, что aij ":/; О при не.иоторых i ,  j .  Пусть Ek1 обозначает матрицу, 
у ноторой на (k ,  l)-м месте стоит 1 ,  а на остальных местах О .  Таи 
нан 1 - идеал, то EsiA(Лaij1 Ejt ) Е 1 при всех Л Е F и любых s ,  

t .  Но EsiA(Лaij1Бjt ) = ЛEst · Итан, все матрицы ЛЕ8t принадлежат 
1. Но тогда любая матрица принадлежит 1, таи на.и если В Е Fn, то 
В = L ЬstEst Е 1. Следовательно, 1 = Fn . t> 

s , t 
П р  и м  е р  24. Существуют ли в нольцах Z,  IR, Fn поднольца , не 

являющиеся идеалами? . 
<] Если А - подгруппа группы (Z; +) , то А =  nZ при ненотором п. Ясно, 
что nZ - идеал нольца Z .  Следовательно, в нольце Z нет не тольно под­
нолец, но и аддитивных подгрупп, не являющихся идеалами. В нольце 
IR есть поднольцо Q, не являющееся идеалом.  В нольце матриц Fn при 
п > 2 есть под.иольца , не являющиеся идеалами. Приведем неснольно 
примеров: а) поднольцо Tn верхних треугольных матриц; б) поднольцо 
диагональных матриц; в) , под.иольцо ска.11.Ярных матриц, т. е. матриц 
вида ЛЕ, где Л Е F, а Е - единичная матрица . t> 

4.444** .  Доиазать , что в поле нет нетривиальных идеалов. 
4.445. Доиазать , что сумма двух идеалов является идеалом. 
4.446. Доиазать , что произведение двух идеалов ассоциативного 

иольца является идеалом. 
4.447. Привести пример подиолец А и В иольца F(x] (F -

поле) , для иоторых сумма А + В не является подиольцом. 
4.448. Будет ли произведение АВ двух подиолец А и В ассоциа­

тивно-иоммутативного иольца таиже являться подиольцом? 
4.449. Перечислить все идеалы иольца Z20 . 
4.450. Доиазать , что если в иольце R а2 = а  для всех а Е R, 

то R иоммутативно и а + а = О для всех а.  
4.451 .  Для идеалов иольца Z вычислить : 
а)**  mZ + nZ; б) mZ n nZ; в) mZ · nZ. 
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В задачах 4.452 и 4 .453 найти сумму указанных идеалов. 
4.452. 4Z + lOZ. 4.453. 8Z + 6Z + 15Z . 

2 19  

В задачах 4 .454 и 4 .455 найти пересечение указанных идеалов . 
4.454. 4Z n lOZ. 4.455. 8Z n 12Z. 
4.456.  Найти все идеалы кольца Z2 Ef! Z2 . 
4.457* * .  Доказать , что если F - поле, F[x] - кольцо многочле­

нов над F, то всякий идеал I кольца F[x] имеет вид I = f (x)F [x] , 
где f (x) - не1юторый элемент F[x] . 

4.458. Доказать , что если F - поле и J (x) , g (x) Е F[x] , то 
f (x)F[x] + g (x)F[x] = d(x)F[x] , где d(x) = (f (x) , g (x) ) . 

4.459. Доказать , что множество всех п х п-матриц над полем 
F, у которых первый столбец состоит из нулей,  образует левый 
идеал кольца Fn . Является ли он правым идеалом? 

Пусть R - ассоциативно-1юммутативное 1юльцо с единицей. Для 
каждого а Е R множество aR является идеалом. Это наименьший идеал, 
содержащий элемент а . Он называется главным идеалом. 

4.460** . Доказать , что в кольце Z целых чисел все идеалы глав­
ные. 

4.461 * * . Найти все идеалы кольца Zn . :Какие из них являются 
главными? 

4.462. Доказать , что в кольце Z[x] не все идеалы главные. 

Элемент е кольца R называется идемпотентом, если е2 = е .  

В задачах 4 .463-4.466 доказать утверждения, е сли R - ассо­
циативное кольцо с единицей. 

4.463. Если е - идемпотент, то 1 - е - тоже идемпотент. 
4.464. Если е , J - идемпотенты и ef = fe, то ef - идемпо­

тент. 
4.465. Если е , J - идемпотенты и ef = J е, то е + J - ef -

идемпотент. 
4.466. Если ei , . . .  , en - ортогона.л.ьные идемпотенты (т . е .  

eiej = О при i ':1 j ) , то ei + . . .  + en - идемпотент. 
4.467. Пусть R - ассоциативное кольцо и Е - множество его 

идемпртентов. Доказать , что Е будет частично упорядоченным 
множеством, если положить е ::;;; J {::} ef = J е = е . 

4.468. Пусть R - ассоциативное кольцо с единицей и е Е R -
центра.л.ьный идемпотент (т .  е .  е2 = е и er = re для всех 
r Е R) . Доказать , что R разлагается в прямую сумму колец: R = = eR Ef! ( 1  - e)R. 

В задачах 4.469 и 4 .470 в кольце R найти ненулевые ортого­
нальные идемпотенты е и f такие, что е+ f = 1 и R = eREf! ( 1-e)R. 

4.469.  R = Z24 . 4.470. R = Z45 . 
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Пусть R - 1юльцо, I - его идеал. Образуем фантор-группу R/ I, рас­
сматривая лишь операцию сложения . Элементы фа�по{J-группы имеют 
вид а +  I и снладьшаются по правилу (а + I) + (Ь + 1) = (а +  Ь) + I.  
Введем умножение на группе R/ 1,  полагая 

(а + I) (b + I) = аЬ + I.  

Множество R/ 1 с введенными операциями является нольцом. Оно 
называется фактор-кольцом кольца R по идеалу 1. 

П р  и м  е р  24. Пусть F - поле , F[x] - нольцо многочленов над F 
и f (x) - многочлен степени п � 1 .  Тогда элементы фантор-кольца 
F[x] / f(x)F[x] могут быть представлены в виде а::0+а:: 1 х+ . . .  +0::11_ 1 xn- l + 
+ 1 , где 1 = f (x)F[x] , а а::о , 0:: 1 , . . . , O::n- 1 Е F. 
<] Действительно, пусть g(x) + 1 - элемент фантор-нольца . Разделим 
g(x) на f (x) с остатном: g (x) = f (x)q (x) +r (x) , где deg r (x) < п . Отсюда 
получаем: 

g(x) + 1 = f (x)q(x) + r (x) + I = r(x) + 1 , 
таи нан f (x)q(x) Е 1. С> 

4.471 . Найти общий вид элементов фаитор-нольца А = 
= IR[x] / (x3 - 2х2 + 4)IR[x] . 

4.472. Доназать следующую теорему . Пусть F - поле, F[x] -
нольцо многочленов над F и f (х) - ненулевой многочлен. Тогда 
фаитор-иольцо А = F[x] / f (x)F[x] нвлнетсн полем в том и тольно 
том случае, если многочлен J (x) неприводим над полем F. 

Пусть ер: R --+ R' - гомоморфизм нолец. Определим .ядро ker ер и 
образ Im ер гомоморфизма ер следующим образом: 

ker ep = {х Е R l ep(x) = О} ,  Im ep = ep(R) = {ер(х) l x Е R} . 

Т е  о р е м  а о б  и з а м о р  ф и  з м е  д л я  н о л е  ц. Пусть ер :  R --+  R' -
гомоморфизм колец. Тогда ker ер .явл.яетс.я идеалом кольца R и имеет 
место изоморфизм 

R/ ker ер ==' Im ер. 
Пусть R - нольцо и I - его идеал. Гомоморфизм R --+ R/ I, ста­

вящий в соответствие иаждому элементу а Е R смежный нласс а +  I, 
называется естественным гомоморфизмом. 

П р  и м  е р  25 .  Пусть п Е N и d 1 п.  Доназать , что d'lln <] 'lln и 
'llп/d'lln ==' 'lld . 
<J Определим отображение ер: 'lln --+ 'lld правилом: ер( х) = х mod d. Это 
отображение определено норрентно, таи нан если х = у  (mod п) и d 1 п, то 
х = у  (mod d) . Проверна того, что ер является гомоморфизмом, осущест­
вляется непосредственно. Ядро отображения ер состоит из элементов, 
ноторые = О lmod d) ,  т . е .  ker ep = d'lln . Следовательно , по теореме об 
изоморфизме d'lln <] 'lln и 'lln/ d'lln ==' 'lld . [> 
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П р  и м  е р  26 .  Доказать , что изоморфны друг другу и нвлнютсн 
полнми кольца R1 , R2 и R3 , где R1 = JR[x] / (x2 + l )JR[x] , R2 = 

= { (-� �) 1 а, Ь Е JR} с обычными операцинми сложенин и умноже­

нин матриц и R3 = { (а, Ь) l a , Ь Е JR} с операцинми (а, Ь) + (а' , Ь' ) = 
= (а +  а' , Ь + Ь' ) ,  (а, Ь) (а' ,  Ь') = (аа' - ЬЬ' , аЬ' + Ьа' ) . 
<J Элементы из R1 имеют вид ах + Ь + I, где I = (х2 + l )JR[x] . Полаган 
х + I = е , получим: 

R1 = {aB + b l a , Ь Е JR, В2 + 1  = О} =  JR[B] .  

Соответствин 

(а, Ь) --t (-� �) --t ае + ь  

между этими кольцами (Rз --t R2 --t R1 ) ,  очевидно,  взаимно одно­
значны. Сохранение операций при этих соответствинх провернетсн не­
посредственно . Следовательно, кольца изоморфны. Тан нан R1 = R[B] -
поле, то R2 и R3 - танже полн. Эти полн изоморфны полю С номпленс­
ных чисел . 1> 

П р и м е р  27. Доназать , что если F - поле и f (x) - многочлен 
первой степени над F, то имеет место изоморфизм F[x] / f (x)F[x] =:: F. 
<J Положим I = f (x)F[x] . Элементы фантор-нольца F[x] /  I имеют вид 
g (x) + I, где g(x) Е F[x] . Представители смежных нлассов могут быть 
выбраны таним образом, что deg g(x) < deg f (x) . Значит, F[x] /I = 
= {Л + I 1 Л Е F} .  Нетрудно поназать , что соответствие Л !--+ Л + F 
взаимно однозначно и сохраннет операции, а значит, Fiвлнетсн изомор­
физмом нолец F и F[x] / I. 1> 

4.473 * * . До:казать , что 'lL/n'lL � 'lLп . 
4.474. Выписать все элементы фа:ктор-:кольца 'lLs/4'11.,g . 
4.475. Определить изоморфные образы заданных фа:ктор-:колец: 

а ) 'lL12/2'lL12 ; 6) 'lL4s/6'lL4g . 
4.476. Найти все идеалы :кольца Q[x] / (x3 - l )Q[x] . 
4.477. Пусть R = F[x] - :кольцо многочленов над полем F, 

р = р(х) - неприводимый над F многочлен. Найти все идеалы 
:кольца R/pnR. · 

4.478. До:казать , что если R - ассоциативное :кольцо и I - его 
идеал, то :кольцо R/ I та:кже ассоциативно. 

4.479. Пусть R - :кольцо и I - его идеал. Будет ли R :комму­
тативным, если I и R/ I :коммутативны? 

4.480* * .  Пусть R1 , . . . , Rn - :кольца и I1 , . . .  , In - идеалы 
этих :колец. До:казать , что 
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4.481 ** . Пусть R - ассоциативно-иоммутативное иольцо с еди­
ницей, а и Ь - его элементы и R = aR + bR. Доиазать , что 
R/abR � R/aR Е1Э R/bR. 

В задачах 4 .482-4 .450 определить , чему изоморфны уиазанные 
фаитор-иольца . 

4.482** . JR[x]/ (x3 - l )!Щх] . 4.483. JR[x] / (x2 + х + 2)JR[x] . 
4.485. JR[x] / (x4 - l )JR[x] . 
4.487. Z5 [x] / (x2 + 4)Z5 [x] . 

4.484. Q[x] / (x3 - l )Q[x] . 
4.486. JR[x]/ (x4 + l )JR[x] . 
Если R - иольцо и I - его идеал, то будем писать а = Ь (mod I) в 

случае ,  если а - Ь Е 1 (здесь а, Ь Е R) . 
К и т а й с R а я  т е о р е м а  о б  о с т а т R а х . Пусть R - ассоциатив­

но-коммутат�вное кол?цо � единицей�. А1 ,  . . .  , An - его идеалы такие, 
'Что А; + Aj - R при i -:f J .  Тогда ал.я любых х1 , . . .  , Xn Е R суще-
ствует такое х Е R, 'Что х = х1 (mod A1 ) ,  . . .  , х = Xn (mod An ) · 

Идеалы А, В с условием А + В = R называют взаимно простыми. 
Из теоремы непосредственно следует , что система сравнений 

{ �- � �1
. _(��� �� � :  

х = Xk (mod nk ) 

имеет решение в 1>ольце целых чисел , если числа n1 , . . .  , nk попарно 
взаимно просты. { х = 3 (mod 5) , 

П р  и м  е р  28. Решить систему сравнений · · · · · · · · · · · · · · 
x := l (mod 8) . 

<J Имеем: 
х = 3 + 5m = 1 + 8п , 

где m ,  п Е Z .  Отсюда 
5m - 8п = -2 .  

Частное решение этого уравнения : m0  = -2 ,  п0  = -1 .  Обшее решение: 
т = -2  + 8t, п = - 1 + 5t , где t Е Z.  Та1>им образом, 

х = 3 + 5m = 3 + 5 (-2  + 8t) = -7 + 40t . 

Онончательно получаем: х = 33 (mod 40) . l> 
П р и м е р  29 .  Существует ли многочлен f (х) Е IR[x] та1>ой ,  что f (x) -x  

делится на  (х - 1 )2 , а f (x)  + 3 делится на  х2 ? 
<J Многочлены (х - 1 ) 2 и х2 взаимно просты, поэтому существование 
многочлена f (x) следует из КитайсRой теоремы об остатиах .  Найдем все 
таRие многочлены. Имеем: 

f (x)  - х = и(х) (х - 1 )2 , f (x) + 3 = v(x)x2 • 



Отсюда 
х + 3 = v(x)x2 - и(х) (х - 1 )2 • 

Применим алгоритм Евнлида R 'многочленам (х - 1 )2 и х2 • Находим: 

(х - 1 ) 2 = х2 · 1 + (-2х + 1) или х2 = (-2х + 1 )  (- !х - �) + � . 
2 4 4 

Следовательно, 

1 = х2 · 4 + (2x + l ) (-2x - 1) = х2 · 4 + (2x + l ) ( (x - 1 ) 2 - x2 ) = 
= (2х + l ) (x - 1 )2 + (-2х + З)х2 • 

Отсюда 

х + 3 = (х + З) (
.
-2х + З)х2 - (х + З) (-2х - l ) (x - 1 )2 • 

Значит, 

vo (x) = (х + З) (-2х + 3) , ио (х) = (х + З) ( -2х - 1 ) .  

Общее решение уравненин ( * ) имеет вид 

и(х) = (х + З) (-2х - 1) + t (x)x2 , 

где t (x) - произвольный многочлен. Таним образом, 

f (x) = х + ( (х + З) (-2х - 1) + t (x)x2 ) (x - 1 ) 2 = 
= -2х4 - Зх3 + 9х2 - 3 + t(x)x2 (x - 1) 2 = 

= -7х3 + l lx2 - 3 + t1 (x)x2 (x - 1) 2 • 
·это общий вид всех многочленов f(x) , удовлетворнющих условинм 

задачи. t> 
4.488. Доиазать , что в иольце Z равенство mZ + nZ = Z имеет 

место тогда и тольио тогда , иогда числа т и п  взаимно просты. 
4.489. Решить системы сравнений: { х = 2 (mod 5 ) ,  
а
) { х = 3 (mod 12 ) , 

) ( d ) 
х = 4 (mod 5 ) ;  

б х = 1 то 6 ' 
х = 5 (mod 7) . 

4.490. Найти многочлен наименьшей степени, иоторый при де­
лении на 2х + 1 дает в остатие 3 , а при делении на х2 дает в остатие 
х - 3 . 

5. Распшрения полей. Пусть F - поле, р(х) - неприводимый над по­
лем F многочлен. Кольцо А =  F[x] /p(x)F[x] нвлнетсн полем. Элементы 
этого нольца имеют вид 

а =  ао + а1х + . . . + an- 1 Xn- l + I, 
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где ао , а1 , . . .  , йп- l Е F и p(x)F[x] = /. Положим () = х + /. Тогда 
а = а0 +а1 8 +  . . .  + an_ 1()n- l . Будем отождествлнть элемент а+/  полн А 
с элементом а полн F. Теперь мы вправе считать , что А - расширение 
полн F, т. е .  F � А. Элементы 1 ,  () ,  ()2 , . • . , ()n-l образуют базис полн 
А, рассматриваемого ка:к линейное пространство над полем F. Та:к :ка:к 
()2 = (х + 1) 2 = х2 + !, ()3 = х3 + 1  и вообще, g (8) = g(x) + 1 длн любого 
многочлена g (x) с :коэффициентами из F, то р(8) = р(х) + 1 = О + 1  = О  
в :кольце А . Ита:к , () нвлнетсн :корнем многочлена р(х) . 

:Ка:ковы бы ни были поле F и многочлен f (x) с :коэффициентами из 
F, существует поле F1 2 F та:кое ,  что f (x) имеет :корень в поле F1 . 

Длн неприводимого многочлена f (x) построенное выше поле F1 -
наименьшее поле, содержащее поле F и :корень многочлена f (x) . По­
этому говорнт , что поле F1 полу-чено присоединением к полю F корн.я 
много-члена f, и пишут F1 = F[8] (или F1 = F(8) ) 9 ) . 

Если F - некоторое поле и f (x) - многочлен над F (необнза­
тельно неприводимый) , то существует расширение F' полн F, в :ко­
тором многочлен f (x) разлагаетсн на линейные множители: f (x) = 
= А(х - а1 ) . . •  (х - йп ) , ai Е F' , k = 1 ,  2, . . .  , п .  Наименьшее поле, 
в :котором f (x) разлагаетсн на линейные множители, называетсн полем 
разложения много-члена f (x) . . Это поле можно получить , взнв в F' пере­
сечение всех подполей, содержащих поле F и элементы а1 , . . .  , йп · Поле, 
полученное пrисоединением :к полю F элементов а1 , . . .  , йп , обозначим 
F[a1 , . . .  , йп (или F (a1 , . .  " йп ) ) . 

Пусть F - поле и К - его подполе. Нетрудно проверить , что F нвлн­
етсн линейным пространством над К. Размерность этого пространства 
dimк F называетсн степенью расширен.и.я К � F. 

П р  и м  е р  30. До:казать , что JR[i] =:: С. 
<] Если F = JR - поле действительных чисел и f(x) = х2 + 1. Ввиду 
неприводимости этого многочлена , :кольцо F1 = JR[x] / (x2 + l )JR[x] нвлн­
етсн полем. Его элементы имеют вид с = ах + Ь + 1, где 1 = ( х2 + 1 ) JR[ х] . 
Полаган х + 1 = () , получим с = а() + Ь, где () - :корень многочлена х2 + 1 
(в F1 ) . Ита:к, с = а() + Ь, причем ()2 = - 1 .  Отсюда следует , что по.л.е  F1 
изоморфно полю С комплексных -чисел. Та:ким образом, JR[i] =:: С. 1> 

П р  и м  е р  3 1 .  До:казать , что 

Q[x] / (x3 - 2)Q[x] = Q['1'2] = {а + Ь() + cfP 1 а, Ь, с Е Q, 83 = 2} . 
<] Пусть F = Q - поле рациональных чисел и f (x) = х3 - 2 .  Та:к :ка:к 
f - многочлен 3-й степени, не имеющий :корней в Q, то f (x) неприводим 
над Q. Поле F1 = Q[x] / (x3 - 2)Q[x] нвлнетсн расширением полн Q, в 
нем многочлен х3 - 2 имеет :корень 8 .  Та:ким образом, 

F1 = Q[8] = Q['1'2] = {а + b(;I + c82 I а, Ь, с Е Q} . 

9 )  Обычно через R[a] обозначают кольцо, порожденное кольцом R и элементом 
а, а через F(a) - поле , порожденное полем F и элементом а. Однако если а -
корень многочлена с коэффициентами из F, то F[a] = F(a) . 
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Можно считать , что поле F1 состоит из всех действительных чисел вида 
а +  bij2 + с{/4, где а, Ь, с Е Q. t> 

4.49 1 .  До:казать , что если К, L, М - полн, причем К � L � 
� М, то dimк М = limL М · dimк L. 

В задачах 4.492-4.496 найти степень расширения . 
4.492. Q( �) над Q. 4.493. IR( �) над IR. 
4.494. Q( �) над Q 10 ) .  4.495. 1.5 ( J2) над 1.5 . 
4.496. Q( �) над Q. 
В задачах 4.497-4.499 вьшснить , справедливы ли у:казанные 

равенства . 
4.497. J2 Е Q( JЗ) . 4.498.  J2 Е 1.5 ( J3) . 
4.499. Q( �) = Q( �) . 
П р  и м  е р  32 .  Построить поле из 4 элементов. 

<J Возьмем поле Z2 и неприводимый над ним многочлен 2-й степени. 
Он один: х2 + х + 1 .  Тогда А = Z2 [x] / (x2 + х + l )Z2 [x] - поле из 
четырех элементов. Оно состоит из элементов вида аВ + Ь, где а ,  Ь Е Z2 
и ()2 + () + 1 = О ,  т .  е. ()2 = () + 1 .  Имеем: 

А = {О ,  1, В ,  В + 1} = {О ,  1, В ,  В2 } .  

Равенства В2 = () + 1 и 1 + 1 = О позволяют составить таблицы сложения 
и умножения этого поля. 

Таблица сложения 

+ о 1 () в +  1 

о о 1 () в +  1 

1 1 о () + 1 () 

() () () + 1 о 1 

в +  1 в +  1 () 1 о 

Таблица умножения 

• о 1 () () + 1 

о о о о о 

1 о 1 () в +  1 

() о () () + 1 1 

() + 1 о () + 1 1 () 

1 0 )  Здесь iji означает таI1ое В ,  что () #  1 и 03 = 1 .  
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П р  и м  е р  33. Построить поле из 9 элементов, присоединив :к полю Z3 
иорень () неприводимого многочлена х2 + х + 2 .  Вычислить ( () + 1 )  (2() + 1 ) ,  
( ()  + 2) - 1 , ( ()  + 1 ) 1 999 . 
<J Ис:комое поле состоит из элементов вида а +  Ь() , где а, Ь Е Z3 и ()2 + 
+ () + 2 = О .  Отсюда ()2 = - {} - 2 = 2() + 1 .  Использун это соотношение, 
получим: ' 

(В + 1 ) (2В + 1 )  = 2В2 + 2В + () + 1 = 2 (2() + 1 )  + О +  1 = В . 

Далее ,  (В + 2 )- 1 = х + у(), где х, у Е Z3 . По определению обратного 
элемента (В + 2) (х + у()) = 1 ,  т. е. у()2 + 2у() + хВ + 2х = 1 ,  или у (2В + 1 )+  
+ (2у + х ) В  + 2х  = 1 ,  или (у + х)В + (у +  2х  + 2) = О . Та:к иа:к () f/:. Z3 , то 
элементы 1 и () линейно независимы над полем Z3 , следовательно, мы 
имеем систему уравнений у +  х = О ,  у +  2х + 2 = О .  Решив эту систему , 
получим: х = 1 ,  у = 2 .  Тюшм образом, (В + 2) - 1 = 1 + 2(). 

Пусть F = Z3 [B] - данное поле. Тогда F* = F\ {О}  - группа из 8 
элементов. Следовательно, а8 = 1 длн всех а Е F* . Поэтому (В +  1 )8 = 1 .  
Разделим 1999 на 8 с о стат:ком: 1999 = 8 · 249 + 7 .  Следовательно, 

(В + l ) 1 999 = (В +  l )8 ·249 . (В + l )7 = (В +  l ) 1 .  
Далее имеем: 

(В + 1 ) 2 = ()2 + 2() + 1 = (2() + 1 ) + 2() + 1 = () + 2 , 
(8 + 1 ) 4 = (В +  2) 2 = 82 + 48 + 4 = 82 + 8 + 1 = (28 + 1 ) + в + 1 = 2 ,  

(8 + 1 ) 7 = (8 + 1 ) 4 (8 + 1 ) 2 (8 + 1 ) = 2(в + 2) (8 + 1 ) = 
= 2 (в2 + 2) = 2в2 + 1 = 2 (2в + 1 )  + 1 = 8. t> 

1 В задачах 4 .500-4 .503 построить поле из pn элементов и найти 
образующий элемент мультипликативной группы этого полн. 

4.500. р = 2 ,  п = 4. 4.501 .  р = 3 ,  п = 2 .  
4.502 .  р = 5 ,  п = 2 .  4.503. р = 3 ,  п = 3 .  
4.504. Построить поле F из 49  элементов, присоединив к полю 

'11,,,7 корень () многочлена х3 + х + 3 .  
В задачах 4 .505-4 .507 произвести уиазанные вычисленин в 

поле F = Z5 (()) , где ()3 + 2() + 1 = О. 
4.505. ( 3()2 + 1 ) (()2 + 40 + 2) . 4.506. (()2 + 3() + 1 ) - 1 . 
4.507. (()2 + 1 ) 2001 . 
В задачах 4 .498-4 . 500 решить уравненин в указанных полнх . 
4.508. х2 = 2 в поле Zз (е) , где ()2 + () + 2 = О. i ! i  
4.509. х2 = 3 в поле Z5 (e) , где ()2 = 2 .  
4.510.  х4 + х + 1 = О  в поле Z2 (()) , где () 4  + () 3  + 1 = О. 
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В задачах 4 .5 1 1-4 .5 13  найти размерность полн разложения мно-
гочлена . 

4.51 1 .  х4 + 1 над Z3 . 4.512.  х3 - х2 - Зх + 2 над IR. 
4.513.  х3 + х + 1 над Q. 
4.514. Выяснить , какие подполн имеет поле из п элементов, 

если: а) п = 8; 6) п = 16 .  
П р  и м  ер  34 . Избавиться от иррациональности в знаменателе дроби 

1 

<J 1-u способ. Рассмотрим поле Q( -У2) = Q[B] , где 83 
состоит в нахождении (82 + В +  2) - 1 . Запишем: 

2 .  Задача 

(82 + В +  2) - 1 = хВ2 + уВ + z ,  
где х ,  у ,  z Е Q.  Отсюда 

( 82 + В + 2) ( хВ2 + уВ + z) = 1 ,  
т .  е .  хВ4 + (х + у)В3 + (2х + у +  z)B2 + (2у + z)B + 2z = 1 ,  
или 2хВ + 2 (х + у) +  (2х + у +  z)B2 + (2у + z)B + 2z = 1 . 
Используя линейную независимость элементов 1 ,  В, 82 над Q, получим 
систему : { 2х + у + z = О, 

2х + 2у + z = О, 
2х + 2у + 2z = 1 .  

Решив ее ,  получим: х = -� ,  у =  О ,  z = 1 .  Следовательно, (.у;! + .у2 + 
1 + 2) - 1 = - - W + 1 .  

! '  2 
2-u способ. Рассмотрим многочлены х2 + х + 2 и х3 - 2 .  Применим 

R ним алгоритм ЕвRлида : 

х3 - 2 = (х2 + х + 2) (х - 1 )  - х ,  х2 + х + 2 = х (х + 1 )  + 2 .  
�ледовательно, 

1 1 
� = 2 (х2 + х + 2) - 2х(х + 1 )  = 

1 1 = 2 (х2 + х + 2) - 2 ( (х2 + х + 2) (х - 1 )  - (х3 - 2) )  (х + 1 )  = 

= ! (х3 - 2) (х + 1 )  + (х2 + х + 2) (! - !х2 + !) . 2 2 2 2 

Подставив х В ,  получим: 1 = О +  (82 + В +  2) ( 1 - �82) . Значит, 

(82 + в + 2) - 1 = 1 - !02 = 1 - ! w. [> 2 2 
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В задачах 4 . 5 1 5-4 .5 17  избавитьсн от иррациональности в зна­
менателе дроби . 

1 - V12 
4.515.  Гn 4/n "  2 + v 2 + v 2  

ij5 
4.517. з,г,:;-;;- зг,; . 2 v 25 + v 5  + 1 

1 
4.516.  4г--<) • 

v -з - А + 1 

Пусть F - нонечное пoJie. Тогда char F = р, где р - простое чисJiо . 
Отождествим простое подпоJiе F0 поJiя F с поJiем Zp. Тогда F будет 
расширением пол.я Zv · 

Т е о р е м а  1 .  (а) Если F - конечиое поле, то IF I  = pn , где р -
простое число; 

(б) аддитивна.я группа (F, +) конечного пол.я изоморфна группе 
Zv ЕВ • • •  + Zv ; 
'-----...----" 

n раз 
(в) мультипликативна.я группа (F* , · ) конечного пол.я .являете.я 

циклической. 
Т е о р е м  а 2. Пусть п - натуральное число, а р - простое. 

Тогда: 
(а) существует поле из pn элементов; 
(б) любые два пол.я из pn элементов изоморфны друг другу; 
(в) если F - поле из pn элементов, то существует неприво­

димый над полем Zv многочлен f(x) степени п такой, что F О'! 
О'! Zv [a:] / f (x)Zv[x] . 

ПoJie из pn ЭJiементов называется полем Галуа и обозначается GF(pn ) .  
Т е о р е м  а 3 . Пусть р - простое число, п - натуральное. Тогда 

количество ф(п) унитарных многочленов, неприводимых над полем 
Zp , вычисляете.я по формуле 

ф(п) = .!. 2:: µ(d)p"/d i 1 ) . 
п d J п 

Приме•�ание. EcJiи в этой формуJiе заменить р на q = р°' , поJiучится 
формула 1юличества неприводимых многочленов степени п над по.riем 
GF(q) . 

П р  и м  е р  35 . Найти ноличество ф( п) унитарных многочленов , сте­
пени п, неприводимых над полем Zp , при заданных значениях р и п. 

а ) р = 2 ,  п = 2 ; б) р = 2, п = 4 ; в) р = 3 , п = 6 .  
1 1 ) µ (п) - функци.я Мебиуса 

µ(п) = { ( - l ) k , если п = p 1 p2 . . .  pk , где р; - р азличные про стые , 

О ,  если п делится на р
2 , р - - просто е .  
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1 1 <J а) ф(2) = 2 (µ( 1 ) -' 22 + µ(2) · 21 ) = 2 (4 - 2) = 1 . 
Значит, над полем Z2 есть талыш один неприводимый многочлен второй 
степени. Это многочлен х2 + х + 1 . 

1 1 
б) ф (4) = 4 (µ( 1 ) · 24 + µ(2) · 22 + µ(4) · 21 ) = 4 ( 16 - 4 + О) =  3 .  

Таким образом, имеется ровно 3 неприводимых многочлена 4-й степени 
над полем Z2 . Это х4 + х + 1 , х4 + х3 + 1 и х4 + х3 + х2 + х + 1 . 

1 1 
в) ф(6) = 6 (µ( 1 ) · 36 + µ(2) · 33 + µ(3) · 32 + µ(6) · 3 1 ) = 6 (729 - 27) -
1 - 6 (9 + 3) = 1 16 . 

Следовательно , имеется ровно 1 16 унитарных многочленов шестой сте-
пени , неприводимых над полем Z3 . 1> ' 

Если к полю GF(q) присоединить корень неприводимого многочлена 
k-й степени, то полученное расширение будет содержать корни всех не­
приводимых многочленов k-й степени (или , по-другому: всякое непри­
водимое уравнение k-й степени будет решаться в этом расширении) . 

П р и м е р  36.  Построить поле GF(81 ) . Найти образующий элемент 
мультипликативной группы этого полн. 
<J Тан нан 81 = 34 , то длн построения полн надо найти многочден 4-й 
степени, неприводимый над полем Z3 . На первый взгляд нажетсн, что в 
начестве такого многочлена можно взять х4 + 1 . Однако этот многочлен 
приводим над Z3 , тан нан х4 + 1 = ( х2 + х + 2) ( х2 + 2х + 2) . Рассмотрим 
тогда многочлен f ( х) = х4 + х + 2. Этот многочлен не имеет нор ней в Z3 . 
Если предположить , что этот многочлен приводим, то его разложение 
запишется в виде х4 + х + 2 = (х2 + Ах +  l ) (x2 + Вх + 2 ) ;  составив 
сщ:тему уравнений длн ноэффициентов А и В, убедимся , что она не 
\Имеет решений, следовательно, многочлен х4 + х + 2  неприводим над Z3 . 
Из неприводимости следует , что 

GF(81 ) = Zз [х] / (х4 + х + 2)Zз [х] . 

Положим I = (х4 + х + 2)Z3 [x] и () = х + !. Тогда ()4 + () + 2 = О ,  
отнуда ()4 = 2() + 1 . 

Надо найти в группе GF(81 ) * элемент порядна 80 . Определим порн­
дон элемента (). Имеем: 

()5 = () . ()4 = 2()2 + () ,  ()В = ( ()4 ) 2 = ( 2() + 1 ) 2 = ()2 + () + 1 ,  
в 1 6  = (В2 + в + l) 2 = . . .  = 2вз + в + 2 ,  в4о = (В16 ) 2 . в в  = . . .  = 2 .  

Простые делители числа 80 - это 2 и 5 .  Значит , мансимадьные деди-
80 80 

тели числа 80 - это 2" = 40 и S = 16 . Так как 840 -::J. 1 и ()1 6 -::J. 1 , то 
() - элемент порядна 80, а значит , образующий элемент мультиплина­
тивной группы. 1> 

П р  и м  е р  37. Найти наной-нибудь многочлен 3-й степени , неприво­
димый над полем G F ( 4) . 
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<J Поле GF(4) представим в виде GF(4) = {О ,  1 ,  а, а +  1 } , где а2 = а + 1 . 
ДоRажем неприводимость многочлена ! (х) = х3 +х2 + 1  над полем GF(4) . 
TaR RaR deg / = 3 ,  то для этого достаточно доRазать , что f(x) не имеет 
Rорней в GF(4) . Имеем: / (О) = / ( 1 )  = 1 -::J О, 

f (а) = а3 + а2 + 1 = а2 · а +  (а + 1 )  + 1 = (а + 1 )а  + а =  а2 = а + 1 -::J О 

и / (а + 1 )  = (а + 1 ) 3 + (а +  1 ) 2  + 1 = а  -::j О .  
Заметим таRже, что неприводимость многочлена f (x) можно вывести 

из более общих соображений: если многочлен ср(х) степени п неприво­
дим над полем Zp и НОд(п ,  k) = 1 ,  то 'Р неприводим над GF(pk ) .  !> 

П р  и м  е р  38 .  Разрешимо ли в поле G F(625) уравнение х3 + 3х + 3 = 
= О? 
<J Многочлен х3 + 3х + 3 не имеет Rорней в Z5 (это проверяется непосред­
ственно) . Если бы этот многочлен имел Rорень () в  поле F = GF(54 ) ,  то 
поле F' = Z5 (О) было бы подполем поля F. Но это невозможно, таR RaR 
F' � GF(53 ) ,  а число 3 не является делителем числа 4. ТаRим образом, 
данное уравнение неразрешимо в поле F. !> 

4.518. Довазать , что для любого простого числа р и любого 
натурального п существует неприводимый над полем Zp многочлен 
степени п .  

4.519.  Вьшснить , существует ли поле, воличество элементов в 
вотором равно увазанному числу : а) 32 ;  б) 36; в) 125 ; г) 243. 

В задачах 4.520 и 4 .521 найти вавой-нибудь образующий эле-
мент мультипливативной группы увазанного полн . 

4.520. GF(25) = Zs [O] , где 02 = 40 + 3 .  
4.5 2 1 .  GF(27) = Zз [О] , где 03 = О + 1 .  
П р  и м  е р  39 . Построить изоморфизм полей 

F1 = Zз [х] / (х2 + l )Zз [x] и F2 = Zз [х] / (х2 + х + 2)Zз [х] . 

<J Очевидно, F1 = Zз [О] , где 02 = 2 ,  а F2 = Zз [(LJ] , где (<)2 = 2(<) + 1 .  
Для построения изоморфизма надо найти в поле F1 элемент , удовле­
творяющий уравнению х2 = 2х + 1 ,  т. е. найти таRие а, f3 Е Z3 , что 
(а + (30) 2 = 2 (а + (30) + 1 .  Решением является, в частности , а = /3 = 1 , 
т . е .  () + 1 .  Значит , отображение (<) t-+ () + 1 ,  a(L) + /3 t-+ а (О + 1 )  + /3 
является изоморфизмом F2 -+ F1 . !> 

В задачах 4. 522 и 4.523 выяснить , изоморфны ли увазанные 
пары волец. 

4.522.  Z5 [x] / (x2 - 2)Z5 [x] и Zs [x] / (x2 - 3)Zs [x] . 
4.523.  Zз [х] / (х4 + l )Zз [x] и Zз [х] / (х4 + х + 2)Zз [х] . 
4.524. Довазать , что Zз [х] / (х4 + l )Zз [x] � GF(9) Ef) GF(9) . 
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В задачах 4.525-4 .531  найти l\оличество многочленов заданной 
степени, неприводимых над у1>азанным полем. 

4.525. 5-й степени над Z2 . 
4.526. 6-й степени над Z2 . 
4.527. Унитарных многочленов 4-й степени над Zз . 
4.528. Унитарных многочленов 5-й степени над Zз . 
4.529.  Унитарных многочленов 2-й степени над Zp (р - любое) . 
4.530. Унитарных многочленов 3-й степени, неприводимых над 

GF(9) . 
4.531.  Унитарных многочленов 4-й степени, неприводимых над 

GF(4) .  
В задачах 4.532 и 4.533 найти l\аl\ой-нибудь многочлен задан-

ной степени, неприводимый над уRазанным полем. 
4.532. 2-й степени над GF(9) = Z3 [B] , 82 = В + 1 .  
4.533. 4-й степени над GF(4) . 
6. Ашебры над полем:. Множество А называетсн ал2еброй над полем 

F, если оно нвлнетсн линейным пространством над F и в нем задана 
операцин умноженин, причем выполнены аRсиомы: 

(Алl ) (а + Ь)с = ас +  Ьс, с(а + Ь) = са +  сЬ; 
(Ал2) (Ла)Ь = а(ЛЬ) = Л(аЬ) длн всех а, Ь, с Е А, Л Е F. 
4.534. Доl\азать , что поле F является алгеброй над F. Опреде­

лить размерность этой алгебры. 
4.535.  Доl\азать , что поле С Rомплеl\сных чисел является ал­

геброй над полем IR действительных чисел. Найти размерность и 
у1шза;rь l\аRой-либо базис этой алгебры. 

4.536.  Доl\азать , что l\Ольцо многочленов F[x] является бесl\о­
нечномерной алгеброй над полем F с базисом { 1 ,  х, х2 , х3 , . . . } . 

4.537. Доназать , что нольцо Fn всех п х п-матриц над полем 
F - ассоциативная алгебра с единицей, причем в Rачестве базиса 
этой алгебры можно взять матричные единицы Eij ( элемент на 
пересечении i-й стрОRИ и j-го столбца равен единице, а остальные 
равны нулю) . Определить dimp Fn . 

Пусть G = {g1 , g2 , . • . , Yn }  - нонечнан группа , F - поле. Рас­
смотрим множество FG всех выражений вида Л1 g1 + . . .  + Л11gn , где 
Л 1 , • • •  , Лn Е F, в нотором сложение определнетсн обычным образом , а 
умножение по правилу 

L Лigi . L ЩУj = L Лiµjgigj 
j i , j 

(здесь YiYj - произведение элементов g; и gj в группе G) . 
4.538.  Доназать , что FG - алгебра над полем Р с базисом 

91 , · · . , 9п · 
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Алгебра из задачи 4 .538 называется -групповой алгеброй и обозна­
чается FG. Элементы g1 ,  • • .  , 9п образуют базис алгебры FG, поэтому 
dim FG = п .  

Пусть S - полугруппа, F - поле, F S - множество всех формаль­
ных :конечных сумм Л 1 s 1  + . . .  + Лnsn , где Л1 , . . .  , Лп Е F, s 1 , . . .  , Sn Е S. 

4.539.  До:казать , что FS будет алгеброй над полем F, если по­
ложить 

z= лisi+ L µisi = z=(лi+µi ) si , z= лisi ·Z::.:: щsj = z= лjщsisj . 
j i , j 

Алгебра FS из задачи 4. 539 называется полу-групповой алгеброй. 
Если А - п-мерная алгебра над полем F, имеющая базис и1 , и2 , . . .  

. . . , Un , то произведения и;и; можно разложить по этому базису : 
n 

- '""" (k )  U;Uj - L.,, fij Uk 
k=l  

( i ,  j = 1 , 2 ,  . . .  , п ) . 

Сово:купность п3 элементов /� ) Е F, называемых структурными 
константами, однозначно определяет умножение в алгебре А, та:к :ка:к 
если а и Ь - произвольные элементы из А, то при не:которых а ; , (Зj Е F 
мы имеем а = а 1 U 1  + . . .  + DnUn ,  Ь = f31 и 1  + . . .  + (311ип , а значит , 
аЬ = L a;f3nIJJ щ . i , j , k 

П р  и м  е р  39 . Получить ус.лови.я коммутативности алгебры, за­
данной своими стру:ктурными нонстантами. 
� Донажем вначале , что номмутативность алгебры А равносильна пе­
рестановочности друг с другом базисных элементов , т. е. выполнению 
равенств u;uj = UjUi при всех i, j. Действительно, если базисные эле­
менты перестановочны и а = а 1 U1 + . . .  + а11и11 ,  Ь = f31 и1 + . . .  + f3пun -
произвольные элементы из А, то 

j i , j 

i , j j 
В терминах струнтурных нонстант это означает , что /� ) = 1)7) при 

всех i ,  j ,  k. [> 

4.540. Дшшзать , что ассоциативность алгебры А равносильна 
выполнению соотношений ассоциативности для базисных элемен­
тов , т . е . (uiuj ) Uk = ui (Ujщ) при всех i , j ,  k .  

П р и м е р  40 . Пусть F - поле , f (x) - многочлен над F (не обяза­
тельно неприводимый) и А =  F[x] / f (x)F[x] .  Тогда А - нонечномерная 
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ассоциативно-коммутативная алгебра над F. Найти 1ш1юй-нибудь базис 
этой алгебры и получить Правила умножения базисных элементов . 
<J Пусть J (x) = хп + a1 xn- l + . . .  + ап- 1 Х + ап (коэффициент при хп 
можно считать равным 1 )  и I = f (x)F[x] . Тогда е0 = 1 +!, е 1 = x+I ,  . . .  
. . . , en- l = xn- l + I - базис алгебры А. Правила умножения базисных 
элементов имеют вид: e;ej = C;+j при i + j < п, е 1 en- l = е2еп-z = 
= - апео - ап- 1 С1 - . . .  - а1 еп- 1 и т. д. Например , е сли J (x) = х3 + 
+ 2х2 + 3х + 5 ,  то А = F[x] / f (x)F[x] :::: .С(е0 , е 1 , е2 ) , где е0 = 1 + I, 
е 1 = .х + I, е2 = х2 + I (символ .С обозначает линейную оболочну , см. 
с .  12 1 ) . Вычислим произведения базисных элементов : 

е2е2 = ( -5ео - 3е1 - 2е2 ) · е1 = 
'-у-/ '-у-/ x4+J х з+I x+I 

= -5е1 - 3е2 - 2 (-5ео - 3е1 - 2е2 ) = 10ео + е 1 + е2 . 
Таблица умножения базисных элементов имеет вид 

ео 
ео ео 
е 1  е 1  
е 2  е 2  

е 1  
е 1  
е 2  

- 5ео - З е 1  - 2е2 

е2  
е2  

- 5ео - З е 1  - 2е2 
1 0ео + е 1  + е 2  

Алгебра А называется алиброй с делением (или телом) , если она 
ассоциативна , имеет единицу и 1шждый ее ненулевой элемент имеет 
обратный, т .  е .  \;/а -::/:- О 3 Ь аЬ = Ьа = 1 .  

4.541 ** . Доиазать , что нонечномерная ассоциативная алгебра 
А без ненулевых делителей нуля является телом. 

4.542. Выяснить , является ли ассоциативной алгебра А =  !Ra + 
+ !Rb со следующей таблицей умножения базисных элементов : 

а ь 
а а + Ь о 
ь а ь 

4.543* * . Пусть G = { 1 , а ,  а2 } (а3 = 1 ) - цинличесная группа.  
Найти все идеалы групповой алгебры IRG. 

4.544* . Выяснить , ассоциативна ли алгебра А = F + Fa + 
+ FЬ (F - произвольное поле) со следующей таблицей умножения 
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базисных элементов : 

1 а ь 
1 1 а ь 
а а а ь 
ь ь о о 

4.545. Выяснитr" имеет ли единицу алгебра А =  Fa + FЬ + Fc 
(F - поле) со следующей таблицей умножения базисных элемен­
тов: 

а ь с 

а а + Ь  ь а + с  

ь ь о а 

с 2с с 2а - Ь + с  

4.546. Пусть А - нонечномерная ассоциативная алгебра с еди­
ницей и а , Ь Е А. Доназать , что если аЬ = 1 ,  то Ьа = 1 .  

4.547. Построить таблицу умножения базисных элементов ал­
гебры А = F[x] /x3 F[x] (за базис взять 1 = 1 + I, а = х + I, 
а2 = х2 + !) . 

4.548. Выяснить , ассоциативна ли алгебра А,  заданная базисом 
и таблицей умножения базисных элементов : 

а ) 
а ь с 

а о а ь 
ь а а + Ь  с 

с а а + с  о 

б) 
1 а ь с 

1 1 а ь с 

а а - 1 - а с -Ь - с  

ь ь -Ь - с  1 -Ь - с  

с с ь а 1 
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4.549. Найти единицу алгебры А = !Rp + !Rq + !Rr , заданной 
таблицей умножения: 

р q r 

р р + 3q + Зr 2q + r q + 2r 

q 3q q q 

r Зr r r 

4.550. Найти все идеалы групповой алгебры FG, если F -
поле хараитеристюш =/= 2 , а G = { 1 ,  g} - цииличесиая группа 
порядна 2 . 

4.551.  Доказать , что для любого поля F алгебра F[x] / (xn- l )F[x] 
изоморфна групповой алгебре FG , где G - цииличесиая группа 
порядна п. 

4.552.  Доказать , что центр тела является полем 12 ) .  
4.553.  Полугруппа S = {а, Ь, с} задана таблицей умножения 

а ь с 

а а с с 

ь с ь с 

с с с с 

Пусть F - поле, F S - полугрупповая алгебра .  Какой элемент 
является единицей алгебры F S? 

4.554. Доказать , что над любым полем F двумерные алгебры 
Fa + Fb и Fc + Fd со следующими таблицами умножения 

изоморфны друг другу . 

1 2 )  Центр Z(R) 11ольца R определflетсл следующим образом: 

Z(R) = {а Е R J 'v' r Е R ra = ar} .  
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4.555. Пусть F - произвольное поле , А - алгебра над F с 
базисом а ,  Ь и умножением, определяемым таблицей 

а ь 
а а + Ь  а 

ь аа + fЗЬ 1а + 8Ь 

При 1ш1шх а ,  /3, 1,  о алгебра А ассоциативна? 
Алгеброй кватернионов Н называетсн четырехмернан алгебра над 

полем действительных чисел , имеющан базис 1 , i, j , k, причем i 2 = 
= j2 = k2 = - 1 ,  ij = -ji = k, jk = -kj = i ,  ki = -ik = j .  Элементы 
q = о: +  /Зi + /J + дk этой алгебры называются кватернитtами. Алгебра 
Н ассоциативна , но некоммутативна .  

Модуль (или норма) нватерниона q :::: о: + /Зi  + /J + дk определн-
етсн по формуле l q l = �+ {32 + 12 + 62 . Сопр.яженный кв атернион: q = о: - /Зi - /J - дk .  Легко проверяются равенства qq = qq = l q l 2 , 
откуда следует , что всякий ненулевой нватернион имеет обратный (по 

1 
умножению) : q- 1 = jq\2q. Например , если q = 2 - i - j + Зk , то 

q- 1 = 1
1
5 (2 + i + j - Зk) . 

Алгебра кватернионов нвляетсн четырехмерной алгеброй с делением 
над полем действительных чисел , или телом (тело кватернионов) . 

Т е о р е м  а Ф р  о б е  н и  у с а. Существуют ровно три ассо'Циатив­
ные коне'Чномерные алгебры с делением над полем IR действительных 
'Чисел. Это IR, <С и Н .  Алгебра IR одномерна, <С -- двумерна, Н -
•tетырехмерна. Алгебры IR и <С коммутативны, алгебра Н некомму­
тативна. 

4.556. Произвести вычисления в алгебре нватернионов : 
а) ( 2 - i + j ) (j + 2k) ; б) ( 1  - 2i + j ) 2 ; 
в) ( l + i + j + k) 10 ; г ) (3 + 2i - j) - 1 . 
4.557. Доназать , что для любых q , q1 , qz Е Н и Л Е JR имеют 

место равенства : 
а )  Лq = Xq; б) q1 + qz = 7i1 + qz ; в) q1 · qz = 7i2 · qI · 
4.558. Решить уравнения в алгебре нватернионов: 
а ) xi + kx = 1 + 2j ; б) (1 - j )x ( l  + i )  = k ;  в) х2 = - 1 . 

{ xi + yj = 1 ,  
4.559. Решить систему : k ( . . ) · х - у z + J = z .  

4.560. Можно л и  алгебру кватернионов Н = JR + JR.i + JR.j + JR.k 
считать алгеброй над полем <С = JR + JR.i с базисом 1 ,  j?  

4.561 .  Что собой представляет центр алгебры кватернионов? 
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Глава 1 

1.8. А.В = �р - �q в:t = �р + iq СсА = _ ip - �q. 1 9  МА 
3 3 ' fj (,,' 3 3 ' 3 3 

. . = 
= - � (а + Ъ) ,  мв = � (а-Ь) , мё = - МА, MD = - МВ . 1 . 10 .  AN = 
= а(За + ( 1 - (З)Ь ,  EN = (а(З - l )a + ( 1 - (З)Ь . 1 . 1 1 .  cD = q - р, 
J5E = - р ,  вF = - q, .FA = р - q, АС = р + q, A'D = 2q, лЕ = 

---+, 1 (-----+, � -=:::'1 ) --;-:t Ла - Ъ = 2q - р. 1 . 13. ММ = , АА + ВВ + СС' . 1 . 15 .  Ан = ---, ,  3 1 + л 
-:::-7. а + Ь =::t ЛЬ - а =-t Л В<.; = --, , ClJ = ---, , DA = - --, (а + Ъ) . 1 .16 .  а) а = l + л  l + л  l + л  
= rз; б) А.В = __!__rз (fЗр - q) , АС = __!__rз (ар - q) . 1 .18 .  л = s .  а - а -

2 3 3 1 .19 .  s = 5Р + Sq + 5r. 1 .20. 3р - 4q - 3r - 2s = О. 1 .21 .  О .  1 .24. О, 
1 , 2 . 1 .25 .  Л = µ = 1 . 1 .26. а) {- 1/2 , 1/2 , 1/2} ) ; б) { 1/3 , 1/3 , 1/3} . 
1.27. { 7 / 10, 3/20, 3/20} . 1 .28. а) { 1/2 , О, 1/2 } ; б) { 1 , - 1/2 , 1/2} . 
1 .29. { 1 , - 1/Л , - 1 } . 1 .30. а) { а � 1 , (3 � 1 } · <J оА = АМ + МО = 
= аА.8 - оМ = a (AN + NE) - оМ = а(АО + ОЙ) + aNE - оМ = 
= аАО + аОЙ + а>.ОЙ - оМ. Отсюда находим АО = a ( l + Л) ОЙ -1 - а 
- -1-оМ . Аналогично рассуждая, получаем АО = (З�l + ;) оМ -1 - а  -
- _!_(Зой. Здесь NВ = >..ОЙ и мё = /LоМ. в силу единственности 1 -
разложения по базису тогда имеем АО = а � 1 оМ + (3 � 1 oN · [> 

� { 1 1 } ОС { 1 - (З а - 1  } сА 
б) А = а - 1 '  а((З - 1 ) ' 

В = (3( 1 т а) ' a( l - (3) ' С = 
- { 1 -1- } У к а з а н и е. Воспользоваться результатом за--
(3( 1 - а) ' 1 - (3 · 

дачи 1 .30а) . 
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1 .31 .  АР = { a( l - 1) , 1( 1 - а) } , 
вQ = { 2а/3 - а - /3

, 
/3( 1 - а) } , 1 - а1 1 - а1 1 - а/3 1 - а/3 

� { /3( 1  - 1) 2/31 - /3 - 1 }  --;-::t г,; Сч = 
/3 

, 
/3 

. 1 .32. а) At; = { ( v 5  + 1 ) /2 ,  1 } , 1 - 1 1 - 1 
AD = { 1 , (J5 + 1) /2} ;  б) EC = { (V5 - 1)/2 , 1 } ,  cD = { (V5 + 3) /2 ,  
(V5 + 3) /2 } ,  nE = {- 1 ,  ( 1 - \!'5)/2} . 1 .33. а) {2/5 ,  3/5} ;  б) -9/5 .  
1 .34. J5М = { 1 /2 ,  1/2 ,  - 1 } , AQ = { 1 /3 , 1/3 , 1/3} . 1 .3Б. а) l a1 I = VS, 
а1 , 0 = { - 1/\/'5, 2/\!'5, О} ;  б) cos (�j) = 2/\!'5; в) Х(а) = - 19/3; 

4 2 г) прjа = У(а) = О. 1 .36. а = - 2е. 1 .37. а = - 5е1 - 5е2 . 1 .38� а =  

= - 2е1 + е2 - е3 . 1 .39. а ) ао = {2//13, 3//13, О} ;  б) а - 2Ь + 

+ с = d = {3 , 1 1/2 ,  О} ;  в) а + Ь - 2с = - 2j ; г ) прj (а - Ъ) = 
= 6. 1 .40. {6/ 1 1 ,  7 / 1 1 ,  -6/ 1 1 } . 1.41. ±3v'6. 1 .42. I P I = ./154, cos a = 

= 9/Jl54, соs (З = 8/Jl54, cos 1 = 3//154. 1 .43. х = - 5i + lOj + lOk. 
1 .44. х = 2i + 2j + 2k . 1 .4Б. х = ± 5i + �j - �k. 1 .46. а = - 1 ,  

/3 = 4 .  1 .47. х = � (i + 7j + 2k) . У н а з а н и е. х = Л(ао + Ъ0) ,  где 
ао и Ъ0 - орты заданных венторов а и Ь. 1 .48. а = 2, /3 = 3 , 1 = 5 .  

{ аЬ2 с2 Ьа2с2 са2 Ь2 } 1 .49. а2Ь2 + Ь2с2 + с2 а2 , а2Ь2 + Ь2с2 + с2а2 , а2Ь2 + Ь2с2 + с2а2 . 
1 .БО. а) (3 , -6 ,  6) ; б) (5 ,  5 ,  1 ) ; в) (-5/./2, 7 /./2, 5) . 1 .Бl . D(9 ,  -5 ,  6) : 
1 .Б2 .  С(6, -2 ) ,  D (2 ,  -4) . 1 .Б3. А(-6 ,  -2 ) ,  В(2 ,  8) , C ( lO ,  -6) . 
1 .Б4. М1 (7, О) и М2 (- 1 ,  О) . 1.ББ. М(О, 1 ,  О) . 1 .Б6. 7. 1 .57. (4, О) и 
(5 ,  2) . 1.Б8. ( - 1 ,  2 ,  4) и (8, -4 ,  -2 ) .  1 .Б9. (- 19 ,  10 ,  - 17) . У н а з  а­
н и е. Разложить вентор oD ПО базису из венторов оА, оВ и ас. 
1 .60. ( 10 ,  -5 ,  О) . У н а з  а н и е. Разложить вентор оЕ по базису из венто­
ров i, j ,  оА. 1 .62. Ji82/3. 1 .63. ( 1 1/7, 10/7, 18/7) . 1 .6Б . а ) 9 ; б) -61 ; 
в) 13 . 1 .66. а = ±3/5 .  1 .67. 15 , J5§3. 1 .68. 27r/3 . 1 .69. 19/5 .  1 .70. 1/2 .  

2 1 (--) 1 .11 .  LA = 1Г/2 ,  LB = arccos у'Б '  LC = arccos у15 ·  1 .72. е1 , е2 = 
4 � l a l  - IЪ I =:± IЪ I = 1Г/3 . 1 .73. arccos 5 . 1 .74. 5 .  1 .16. Dt; = l a l  ·а ,  CJJ = j;la - Ъ, 

АС = lal 1:1 IЪ I а + Ъ, DB = а - Ь. У н а з а н и е. Сначала найти вен­

тор АЙ, где К - танан точна основанин, что IAЙI = IAEI . 1 .77. - 13 . 
1 .78. а) 22 ; б) -200; в) 41 ; г) JlOS; д) 1 1 /3; е) 22/7; ж) cos a = 2/3, 
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cos (J = - 1 /3 , cos 1 = - 2/3 ; з) -84/Ji29; и) 1 1 /2 1 . 1 . 79. М1 ( 1 , О) 
и М2 (6, о) . 1 .80. 1li1:} 1 = 5 ,  1ВС1 = 5J2, 1ЛС1 = 5 ; LA = 7Г/2 , LB = 

15 
= LC = 7Г/4 . 1 .81 .  а ) -41/5 ; б) 73/7. 1 .83. IМ " 1 .84. 4 . 1 .85.  -4/5 . 7v 85 
1 .87. arccos 5/6 . 1 .88. { 1 , 1/2 , - 1/2} . 1 .89. {-3 , 3 , 3} . 1 .90. aj = 
= 2j , ai ,k  = - i + k. 1 .91 .  а ) {2/3 , 2/3 , 2/3} ; б) {- 5/3 , 4/3 , 1/3} . 

( 2 о 2) • 1 • 1 k у 
1 .92. - , , . 1 .93. -1 + 2J - 2 . :к а з а н и е. Ве:ктор ае1 ,е2 имеет 
вид ае1 ,е2 = Л1е 1  + Л2е2 , где ноэффициенты Л1 и Л2 могут быть найдены 
из условия перпенди:кулярности вентора а - ае1 ,е2 плос1юсти венторов 
ei и е2 . 1 .94. х' = (х - хо ) cos ер +  (у - Уо ) sin ер, у' = - (х - хо ) sin ер + 

+ (у - у0) cos ер. 1 .95.  Х' = Х cos ер + У sin ер, У' = - Х sin ер + У cos ер,  

м � ( 1 ) (2 ) Z' = - Z. 1 .96. {-2 , v 2, О} . 1 .97. а1 а2 = L.. Xi Xk e;ek i , k = 1 
- 5х< 1 ) х <2) + 2х<1 ) х <2) + 9х<1 ) х <2) - 2 (х ( 1 ) х <2) + х< 1 ) х <2) ) - 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 
- 3(ХГ ) xJ2) + xJ1 ) х�2) ) + 4 (Х�1 ) xJ2) + хГ) х�2) ) .  1 .98. а ) vГз; 
б) 3vГз; в) 1оvГз. 1 .99. [а1 , а2] = О, т.е . ai 1 1  а2 . 1 .100. а ) 2 (k - i) ; 

1 1 б) 2 [а, с] ; в) [а, с] ; г) 3. 1 .102. 50./'i.. 1 . 105. а ) 5 [а, Ь] ; б) - 5 [а, Ь] . 
1 .106. а ) { -3 , 5 ,  7} ; б) { -6 ,  10 , 14} ; в) { - 12 , 20, 28} . 1 . 107. 2v'б. 
1 .108. 5 . 1 .109. а: = - 6,  (J = 21. 1 . 1 10. - 103/J26. 1 . 1 1 1 .  Jб. 
1 . 112 .  {- 20 , 7, -1 1 } . 1 . 1 13.  {5, 16 , 7}. 1 .1 14. J a l  = Jb l  = J c l  = 1 ; веR­
торы попарно перпенди:кулярны. 1 .115 .  -4i + 3j + 4k. 1 .1 16.  )6:6; 

3 COS Q: = 1 /Jбб, cos (J = - 4/Jбб, COS '}' = - 7/Jбб. 1 . 1 1 7. 2./'i.. 
1 . 1 18. { -6 ,  -24, 8} . 1 . 1 19.  {7 , 5 ,  1 } . 1 . 120. а2 J_ а1 ; бес:конечное мно­
жество решений. 1 . 121 .  { - 1/2 , О, 1 /2 } . 1 .122 .  Появится знаR минус 
перед определителем; в случае носоугольного базиса формула неверна . 
1 . 123.  У :к а з а н и е. Вычислить :координаты ве:кторов в обеих частях и 
убедиться, что они равны. Вычисление ноординат удобно производить 
в следующем специальном базисе: орт i сонаправлен с вентором Ь, орт j 
лежит в плос:кости веюоров Ь и с. 1 . 124. 24 . 1 .125 .  -3/2 . 1 . 126. -7 . 
а ) Левая; б) правая; в) правая. 1 . 127. а ) Нет ; б) да . 1 . 132.  1 7 /2 . 
1 .133. 6 . 1 . 134. 3./'i.. 1 . 135. а ) Да; б) нет . 1 . 136. а ) -3 ; б) при лю­
бом ,\. 1 . 138. а ) (О, О, О) ; б) (О, 1 , О) . 1 .141.  а ) 2 (х + 1 ) + 2 (у - 2) = О. 

1 Общее уравнение: х + у - 1 = О. Нормальное уравнение : J2x + 
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1 1 1 + у12
у -

у12 
= О; р = л ·  б) 2 (х - 2) = О. Общее уравнение: х - 2 = О, 

прямая параллельна оси Оу. Нормальное уравнение: х - 2 = О ; р = 2 .  
в) 2 (х - 1 )  - (у - 1 )  = О.  Общее уравнение: 2х - у - 1 = О .  Нормаль-

2 1 1 1 х + 1  
ное уравнение: J5x - у15У - J5 = О ;  р = у15· 1 . 142. а) -3- = 

у - 2  -- . Общее уравнение: х + Зу - 5 = О .  Нормальное уравнение: - 1  
1 3 5 5 х - 1  у - 1  

/iO
x - JWY - /15 = О; р = /15 "  б) -0- = ---=1 ' Общее уравне-

ние: -х + 1 = О, прямая параллельна оси Оу. Нормальное уравнение: 
х + 1  у - 1  х - 1 = О ;  р = 1 .  в) -2- = -0 - .  Общее уравнение : у - 1 = 

= О ,  прямая параллельна оси Ох.  Нормальное уравнение: у - 1 = О ;  
х - 1  у - 2  

р = 1 .  1 . 143. а ) -=2 = --=-2 · Общее уравнение: х - у + 1 = О .  

1 1 1 1 i х - 1  
Нормальное уравнение: -

у12х + у12
у - у12 = О ; Р = у12 '  1 б) -0- = 

у - 1 = -- .  Общее уравнение: х - 1 = О ,  прямая параллельна оси Оу. -3 
х - 2  у - 2  

Нормальное уравнение: х - 1 = О ;  р = 1 .  в) -- = -- . Общее -2  о 
уравнение : у - 2 = О ,  прямая параллельна оси Ох . Нормальное урав-

3 х + 1  у - 2  
нение: у - 2 = О; р = 2 .  1 . 144. а ) р(М, L) = k '  L' : -- = -- , v 5 -2 1 

х - 1  у 
L" : -2 (х + 1 )  + (у - 2) = О ;  б) р(М, L) = 1/2 ,  L' : -0- - 2 '  

' х у + 1 L" :  2у = О ;  В) р(М, L) = о , L' : - = _. - , L" : х + у + 1 = 1 1 
= О .  1 . 145.  Пересенаются в точне М0(-3/4 , - 1 /2) ; cos (L;,1;2) = 1 /  ,/5. 
1 . 146. Пересенаются в точне М0 ( 1 ,  О) ; cos (L;,1;2) = 2/,/5. 1 . 147. Па­
раллельны; p(L1 , L2 ) = ../2/4. 1 . 148.  Параллельны; p(L1 , L2 ) = ../2. 

х - 1  у - 2  х - 6  у - 1  
1 . 149. Совпадают . 1 . 1 50 .  а ) АВ:  -1- = ---=4 ' CD:  ---=4 = � , 

/1 = � cos = 
19 L · х - l _ у - 2 

L : vl? '  'Р � ·  l · J26 + svu -4J26 - JU '  2 

м;; r,-.; м;; r,-.; х - 2 у + 3 (v 26 + 5v 17) (x - 1 ) + ( -4v 26- v 17) (y - 2) = О ;  б) АВ :  -4- = -3- , 
х + 2  у 1 х - 2  у + 2  CD:  -- = - , h = 4 ,  COS 'fJ = г.г; •  L1 : k - k ' L2 ; 3 -4 v 10 4 - 2v  5 3 + v 5 

(4 - 2J5) (x - 2) + (3 + J5) (y + 2) = о. 1 . 1 5 1 .  t = - 1;2 .  1 . 152 .  4/,/5. 
1 . 1 53 .  х + 1 = О , у - 2 = О. 1 . 1 54. 13х + у - 1 1  = О, 15х - у - 13 = 
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= О. 1 .155 .  Зх - у - 1 = О, Зх - у - 21 = О. 1 .157. у - 2х + 6 = О, 
у + 2х - 6 = О. 1 . 158. Зх + у ± 6 = О, х - Зу ± 2 = О. 1 .159. 20 , 
-4/5 . 1 . 160. 7х - у - 25 = О. 1 .161 .  Зх - 5у + 47 = О, Зх - 5у - 1 1 = 
= О , Зх + 5у + 17 = О, Зх + 5у - 41 = О. 1 .162 .  Зх - 2у - 12 = О, 
Зх - 8у + 24 = О. 1 .163. а ) Зх - 2у - 7 = О; б) х - 5у - 7 /6 = О. 
1 . 164. х - 5у + З = О, 5х + у  - 1 1  = О. 1 .165. B( l , 1 ) ,  D (- 1 ,  З) , АВ: 
х - 1 = О, ВС: у - 1 = О, CD: х + 1 = О, AD: у - З = О. 1 . 166. Зх - у + 

+ 1 = О, х + Зу + 7 = О, Зх - у + 1 1  = О. 1 .167. АВ: Зх + 4у + 1 = О, 
ВС: 4х - Зу - 7 = О, CD: Зх + 4у - 24 = О, AD: 4х - Зу - З2 = О, 
АС: 7х + у - Зl = О. 1 . 168. х + 2у - 7 = О, х - 4у - 1 = О, х - у + 
+ 2 = О. 1 . 169. У к а з а н и е . Отнлоненин б(М1 , L) и б(М2 , L) имеют 
разные знаки. 1 . 170. 4х + у + 5 = О или .у - З = О. 1 . 171 .  а ) В одном 
углу ; б) в вертикальных углах . 1 .172 .  Тупой . 1 . 173. 4х - Зу + 10 = 
= О, 7х + у - 20 = О, Зх + 4у - 5 = О. 1 . 174. х - Зу - 2З = О, 
7х + 9у + 19 = О, 4х + Зу + lЗ = О. 1 . 175 .  2х + 9у - 65 = О , 
6х - 7у - 25 = О, 18х + 1Зу - 41 = О. 1 . 176. х - 6у + 17 = О, 8х + 
+ Зу - 17 = О, 7х + 9у + 17 = О. 1 . 177. 4х - Зу = О, 12х + 5у + 16 = О. 
1 . 178 .  б )  Л = - 2/З. 1 .180. а) 2х - у +z - 2 = О; 1/Jб; б) х - у =  
= О, плоскость параллельна оси Oz и проходит через начало координат; 
1/-./2. 1 . 181 .  а ) х + у - З = О; б) х + 2у - 2 = О. 1 .182. а ) x - 2y - z = О; 
б) -х + у + 2z - 5 = О. 1 . 183. а ) -х + 2у - Зz - З = О; б) 2х - 2у - z + 
+ 1 = О. 1 . 184. а ) х + у - З = О; б) 2х - у - 1 = О. 1 . 185. Пересе-

-- 1 з наютсн, cos (Р1 , Р2 ) = � ·  1 . 186. Параллельны, р(Р1 , Р2 ) = Гс '  2/v 15 2/v 6 
1 . 187. Пересенаютсн, cos (�) = 1/2 . 1 .188. Совпадают . 1 . 189. 8 . 
1 . 190. х + у + z - з = О. 1 .191 .  зJБх - 6у - 4VSz + 12j5 = о ,  

4VS/VТ61. 1 . 192. а) 4х - 5у + z - 2 = О и 2х + у - Зz + 8 = О; 
б )  Зх - 6у + 7z - 4 = О  и х +  4у + Зz - 2 = О. 1 .193. а ) 4х - у - 2z - 4 = 
= О; б) 20х - 12у + 4z + lЗ = О. 1 . 194. а ) В смежных углах ; б) в одном 
углу . 1 . 195. х - у +  Зz - 2 = О, х - у - 2 = О, 5х - 2у + 12z - 10 = О, 
5x - 2y + 21z - 19 = 0 . 1 .196. 2x - y - z - 2 = 0 . 1 . 197. а ) q = [n1 , n2 ] = { 4х + Зу - 5 = О, 
= - Зi + 4j + 5k, уравненип в прое1щинх : 5х + Зz - 7 = О, б) q = 

5у - 4z + 1 = О; 
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= [n1 , n2 ] = -i-7j- 5k, уравнения в проеициях:  5х - z - 1  = О, 

5у - 7 z - 12 = о .  

х - 2 у z + З  х - 2  у z + З  х - 2  у 1 . 198. а ) -2
- = -3 = 

-
5
- ; б) -5

- = 2 = ---=-! ; в) 
-
1
- = О = 

z + З  х - 2  у z + З  х - 2 у z + З  х - 2  у = -0- ; г) 
-
0
- = О = -1-; д) --=4 = 8 = 1() ;  е) 

-
1
- = 2 = 

= z + З
. l .l99. а) х - 1 = 

у +  2 = z - 1 ; б) х - З = у + 1 = ....:._ . 
- 1/2 2 з -2 2 1 -3 { х - 2у + z = о, 

1 .200. а ) х - 2у + z = О; б) 2х + у - 1 = О; в) или 
2х + у - 1  = О, 

...:._ = y - l = z - 2 ; г) 18/v'ЗО; д) М' (З/5 , - 1/5 , - 1) . 1 .201. а ) 1 /У15, - 1 2 5 { х + у - z + 1 = о , 
M(l , -6 , -4) ; б) Зх - у + 2z - 1 = О; в) 

Зх - у + 2z - 1 = О. 
1 .203. а ) 2х - 16у - 13z + 31 = О; б) 6х - 20у - 1 1z + 1 = О. 1 .204. З . 

г,: x + l  у - 2  z - 3  1 .205. а) 6/v a ; б) 2 1 . 1 .206. 25 . 1 .207. -7
- = --=! = --=5 

1 .208. - 1 1 . х - 1 5 у z - 23 . 3 1 .209. -- = - = -- . 1 .210.  arcsш г.:; · 4 -1 7 2v 7 
х - 7  у - 1  z х - 3 у + 2  z + 4  1 .211 .  67 = _28 = 70 . 1 .212 .  -5

- = --=6 = -9
- . 1 .214. б) 4х + 

+ Зу+ 12z-93 = 0; в) 13 ; г) 1 .215 .  б) 4х + 
{ 54х - 44у - 7z + 181 = О , 
-45х - 76у + 34z + 497 = О. { 53х - 7у - 48z - 429 = О, 

+ 12у + 3z + 76 = О; в) 127/ 13 ; г) 
105х - 23у - 44z + 136 = О. { 1 7 х + 16у + 27 z - 90 = о , 

1 .216.  б) 6х - Зу - 2z + 2 = О; в) 7; г) 
Зlх + 58у + бz - 20 = О. 

rn;:; х + 5  у - 1  z 1 .217. б) 2х - Зу - 4z - 74 = О; в) 4v "щ г) -2
- = -=3 = _4 . 

х у z - 1 х - 1 у z 1 { у + z - 1 = о , 
1 .218.  а) -1 = 

- = -1
- , -0

- = -1 = 
-
1 ; б) � ;  в) 1 - v 6 x + y - 2z - 1 = 0; 

г) х + у + 3z - 2 = О; д) arcsin �· 1.219.  См. рис. 38. 1 .220. См. 
v ЗЗ 

рис. 39 . 1 .221 .  Прямые х = О и х - у = О. 1 .222 .  Прямые у = О и 
х + у = О. 1.223. Прямые х - у = О и х + у = О. 1 .224. Прямые 
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х = О и у = О . 1.225. Прямые у = ± 3. 1 .226. Прямые х = - 2 и 
х = 3. 1 .227. Прямые у = О , х = 2 и х = 5 . 1 .228. Оиружность радиуса 
R = 2 с центром в начале иоординат. 1 .229. Оиружность радиуса R = 1 

у 

х 
у - О  х 

Рис. 38 Рис. 39 

с центром в точие С(О , -3) . 1 .230. Начало иоординат. 1 .231 .  Пустое 
множество. 1 .232. Точии (О , ±1) . 1 .233. х - у = О. 1 .234. 4ах ± с = О. 

х2 1 .235. у = ± 2х. 1 .236. х2 + у2 = 16. 1 .237. х2 + у2 = 8. 1 .238. S + 
х2 + у2 = 1 .  1 .239. ху = 2. 1 .240. у = 4 - х + 2 . 1 .241 .  а ) С(2 , -3) , 

R = 4; б) С(4, О) , R = 4; в) С(О , -2) , R = 2. 1 .242. а) (х - 2)2+ 
+(у + 3)2 = 49; б) (х + 1)2 + (у - 2)2 = 25 ; в) (х - 1)2 + (у - 4) 2 = 
= 8; г) (х - 1)2 + (у + 1)2 = 4; д) (х - 1)2 + (у - 1) 2 = 1 или 
(х - 5) 2 + (у - 5)2 = 25 ; е) (х - 2)2 + (у - 4)2 = 10; ж) (х + 4)2 + 
+ (у + 1 )2 = 25 . У и а з а  н и  е. Написать уравнение исиомой оиружности 
в виде х2 + у2 + Dx + Еу + F = О , подставить в него иоординаты 
иаждой точии и затем найти D, Е и F. 1 .243. 2х - 5у + 19 = О. 
1 .244. а) 7; б) 2 . 1 .245. а) Пересеиает ; б) иасаетсп; в) проходит вне 

4 
оиружности. 1 .246. а) а = 5, Ь = 3 ; б) F1 (-4, О) , F2 (4 , О) ; в) е = 5 ;  

25 25 х2 у2 х2 у2 
г) D1 : х = - 4 ,  D2 : х = 4 .  1 .247. а) g + 4 = 1 ; б) 25 + 9 = 1 ; 
х2 у2 х2 у2 х2 у2 х2 у2 

в) 25 + 16 = l ; г) 169 + 25 = l ; д) 5 + Т = l ; е) 64 + 48 = l . 
(х - хо ) 2 (у - Уо) 2 � 1 .248. 2 + Ь2 = 1 . 1 .249. а) С(3 , - 1) , а =  3, Ь = v 5, а . 

е = 2/3, D1 : 2х + 3 = 0; D2 : 2х - 15 = 0; б) С(- 1 , 2 ) , а = 5 , Ь = 
= 4, е = 3/5 , D1 : 3х + 28 = О; D2 : 2х - 22 = О; в) C(l , -2) , а =  4, 
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х2 
Ь = 2JЗ, е = 1 /2 , D1 : у + 10 = О; D2 : у - 6 = о . 1 .252 .  16 + 

у2 2 
+ 4 = 1 , т1 , 2 = 4 ± vз, Р1 ,2 = 

vз
(4 ± VЗ) . 1 .253. (- 15/4 ,  ±JбЗ/4) . 

1 .254. 2х2 - 2ху + 2у2 -З  = О . 1 .255.  7х2 -2ху + 7у2 -46х + 2у + 71 = О . 
1 .256. а ) Прнман пересекает эллипс ; 6) проходит вне эллипса ; в) касаетсн 
эллипса . 1 .258. Зх + 2у - 10 = О и Зх + 2у + 10 = О .  1 .259. х + у - 5 = 
= о и х + у + 5 = о. 1 .261 .  х + у - 5 = о и х + 4у - 10  = о .  
1 .262 .  М0 ( -З , 2 ) , /13. 1 .264. 2х + 1 1у - 10 = О .  У к а з  а н  и е .  Восполь­
зоватьсн р езультатом задачи 1 . 26З. 1 .265. а)  а =  З, Ь = 4; 6) F1 (-5 , О) , 

5 4 9 
F2 (5 , О) ;  в ) е = 3 ;  г) у = ± 3х ;  д) х = ± 5 .  1 .266. а ) а = 4 , Ь = 

5 4 16 = З ; 6) F1 (0 , -5 ) , F2 (0 , 5) ;  в) е = 4 ;  г) У = ± 3х ; д) У = ± 5 · 
х2 у2 х2 у2 х2 у2 х2 у2 

1 .267. а ) 4 - g = 1 ; 6) g - 16 = 1 ;  в) 4 - 5 = 1 ;  г) 64 - З6 = 

= 1 · ) х2 
- у2

= 1 · ) х2 _ У2
= 1 . 1 .268. 

(х - хо ) 2 (у - уо ) 2 
' д З6 64 ' е 4 5 а2 Ь2 

= 1 .  1 . 269. а ) С(2 ,  -З) , а = З ,  Ь = 4 ,  е = 5/З ,  уравненин асимптот : 
4х - Зу - 1 7  = О и 4х + Зу + 1 = О, уравненин директрис: 5х - 1 = 
= О и 5х - 19  = О ; 6) С(-5 ,  1 ) , а = 8 , Ь = 6 , е = 5/4, уравненин 
асимптот : Зх + 4у + 1 1  = О и Зх - 4у + 19 = О, уравненин директрис: 
х = - 1 1 ,4 и х = 1 ,4 ;  в) С(2 ,  - 1) ,  а =  4 ,  Ь = З ,  е = 5/4 , уравненин 
асимптот : 4х + Зу - 5 = О и 4х - Зу - 1 1  = О , уравненин директрис: 
у = - 4,2 и у = 2 ,2 .  1 .272.  Т1 = 9/4 , Т2 = 41/4 , р (М, D1 ) = 9/5 , 
р(М, D2 ) = 41/5 .  1 . 273 .  (-6 , ±4J3) .  1 . 274. 7у2 + 24ху - 144 = О .  

х2 у2 
1 .275 .  7х2 - 6ху - у2 + 26х - 18у - 17 = О . 1 . 276. 2 - 2 = 1 ,  е = J2, 

м м м м м хох УоУ F1 (- v "- , -v 2) , F2 (v 2 ,  v 2) ,  D1 ,2 : х + y ± v 2 = О . 1 . 277. � - [;2  = 
= 1 .  У к а з  а н  и е . См. задачу 1 .257 .  1 .278. 10х - Зу - З2 = О , 10х - Зу + 
+ З2 = О . 1 . 279.  Зх - 4у - 10 = О , Зх - 4у + 10 = О . 1 .281 .  5х - Зу - 16 = 
= О ,  1Зх + 5у + 48 = О .  1 .282. М0(-6 , З) , р = 1 1 /JiЗ. 1 .284. 2х + 
+ 1 1у + 6 = О . У к а з а н и е. Воспользоватьсн результатом задачи 1 . 28З. 
1 .285.  а)  р = З; 6) р = 5/2; в) р = 2 ; r) р = 1/2 .  1 .286. а)  у2 = 
= - х ;  6) х2 = - 2у ; в) х2 = - 12у . 1 .287. а ) (у - у0 ) 2 = 2р(х - хо ) ; 
6) (у - у0 ) 2 = - 2р(х - х0 ) . 1 .288. а ) А(2 ,  О) , р = 2 ; 6) А(О, 2 ) ,  р = 
= 1/2 ; в) А( 1 , З) , р = 1 /8 ; r) А(6 ,  - 1 ) , р = З ; д) А( 1 , 2) , р = 2 ;  
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е) А(-4, 3) ,  р = 1 /4 ; 1 .290. 6 . 1 .291 .  а ) у =  �х2 - х + 3 ; б) х2 + 2ху + 
+ у2 - 6х + 2у + 9 = О. 1 .292. УоУ = р(х + х0 ) . 1 .293. х + у + 2 = О .  

1 .294. 2х - у - 16 = О .  1 .295. 3х - у + 3 = О и 3х - 2у + 12 = О .  

1 .296. М0 (9 , -24) , р(М0 , L) = 10 .  1 .298. у - 18 = О . 1 .2U9. tg <p  = 
= 1 .  1 .300. r sin <p = 1 .  1 .301 .  1· cos (<р - �) = �· 1 .302.  r = а . 

а2 
1 .303. r2 = -- . 1 .304. r = a cos <p. 1 .305. Онружность х2 + у2 = 25 . cos 2<р 
1 .306. Пряма11 у = - х. 1 .307. Прямая х = 2 .  1 .308. Прнмая у = 1 .  
1 .309. Прямая х - у - 1 = О . 1 .310 .  Пряма11 х + у - 2 = О .  1 .31 1 .  Онруж­
ность (х - а) 2 + у2 = а2 . 1 .312 .  Онружность х2 + (у - а)2 = а2 . 
1 .313 .  Пара лучей х = ± 2у , у ? О. 1 .314.  Семейство нонцентричесних 

7Г онружностей радиусов rп = ( - l )n б + 1Гn, п = О , 1 , 2 , . . . 1 .315 .  Гипер-
бола ху = а2 . 1 .316 .  Лемнисната Бернулли (х2 + у2 ) 2 = а2 (х2 - у2 ) .  
1 .317 .  а ) r cos <p = 3 ; б) <р = 1Г/3 ; в) tg <p = 1 .  1 .318 .  а ) r = lO cos <p; 
б) r = ± 6 sin <p. 1 .319 .  а ) С(2 , О) , R = 2 ; б ) С(3/2 ,  1Г/2 ) ,  R = 3/2 ; 
в) С(5/2 , -7Г/2) ,  R = 5/2 ; г) С(3 , 1Г/3) ,  R = 3 ; д) С(4 , 57Г/6) ,  R = 
= 4 ;  е) С(4, -7Г/6) ,  R = 4 . 1 .320. r2 - 2r0r cos (<р - <ро) = R2 - rб . 

1 6 16 9 
1 .321 .  а ) r = --- ; б) r = 1 .322 .  а ) r = - ; 5 - 3 cos <р 5 + 3 cos <р 4 - 5 cos <р 

9 3 х2 у2 
б) r = . 1 .323. r = 1 .324. а ) - + -4 - 5 cos <р 1 - cos <р 25 9 

х2 у2 ь2 б) 16 - -9 = 1 ; в) у2 = 6х . 1 .325. r2 = . 1 .326. r2 1 - е2 cos2 <р 

1 ·  ' 

Ь2 2p cos <p 
---- .  1 .327. 1· = 2 1 .328. а ) х = t , у = t + е2 cos2 <р - 1 sin <р 

+ 1 , t Е [- 1 , + оо ) ; б) х = t - 1 , у = t , t Е [О , + оо ) ; в) х 
J2 J2 J2 cos t - 1  + 2t, у = 2t, t Е [О , + оо ) ; г) х = 2 cos (t - 37Г/4) ' 

J2 sin t [ 7Г 
) 

1 у = -- ( / ) , t Е - 7Г ,  - . 1 .329. а ) х = 1 + h t ,  у = 2 cos t - 37Г 4 4 v 5 2 1 2 = 1 + J5t, t Е [О , ./5] ; б) х = 2 - J5t, у = 3 - yf5t'  t Е [О ,  ./5] . 
1 .330. х = х0 + R cos t , у =  у0 + R sin t , t Е [О ,  211 ) .  1 .331 .  а ) х = 
= Н(l + cos 2t) , у =  R sin 2t , t Е [-1Г/2 , 1Г/2) ; б) ;r = R(l + cos t) , 
у = R sin t , t Е [О , 27Г) . 1 .332. Прямая х + 2у - 3 = О .  1 .333. Парабола 
у2 = х. 1 .334. 01,ружность (х + 1 ) 2 + (у - 3) 2 = 4. 1 .335.  Эллипс 
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х2 у2 (х - 1 ) 2 
а2 + Ь2 = 1 .  1 .336. Правая ветвь гиперболы 4 

(у + 1 )2 
1 = 

х2 у2 = 1 . 1 .337. Правая ветвь гиперболы а2 - ь2 = 1 .  1 .338. 0Rружность 

(х - R)2 + у2 = R2 . 1 .339. 0Rружность х2 + (у - R)2 = R2 . 1 .340. Bepx­
ab cos t 

няя ветвь параболы у2 = 2рх . 1 .341 .  х = J , у = а2 sin2 t + Ь2 cos2 t аЬ sin t аЬ cos t = , t Е (О, 21Г) .  1 .342. х = , 
J а2 sin2 t + Ь2 cos2 t Jь2 cos2 t - а2 sin2 t 

ab sin t ( ь ь )  
у = . / , где t Е - arctg - , arctg - для правой ве-

У Ь2 cos2 t - а2 sin2 t а а ( ь ь ) , 
тви и t Е 7Г - arctg � ·  7Г + arctg � для левой ветви. 1 .343. а) х = 

t2 
= 2Р , у = t, t Е ( -оо , + оо) ;  б) х = 2p ctg2 t , у = 2p ctg t , где 

t Е (О ,  1Г/2) для верхней ветви и t Е (37Г/2 , 27Г) для нижней ветви; 
р t t 

в) х = 2 ctg2 2 , у = p ctg 2 , t Е (О, 27Г) . 1 .344. ПлосRость z = - 5, 
параллельная плосRости Оху . 1 .345. ПлосRость с нормальным веRтором 
n(l , -2 , 1) .  1 .346. Сфера радиуса R = 2 с центром в начале Rоординат. 
1 .347. Сфера радиуса R = 4 с центром в точRе С(2 , О ,  - 1) . 1 .348. Начало 
Rоординат. 1 .349. Ось Оу. 1 .350. Пустое множество. 1 .351 .  Пара пере­
сеRающихся плосRостей х - 2z = О  и х + 2z = О, параллельных оси Оу. 
1 .352. Пара RООрдинатных плосRостей Oyz и Оху. 1 .353. ТройRа Rоорди­
натных ПЛОСRОСтей. 1 .354. Пара ПЛОСRОСтей х = о и х = 4. 1 .355. Пара 
ПЛОСRОСтей у = о и у = х . 1 .356. 20у + 53 = о .  1 .357. х2 + у2 + 

х2 у2 z2 х2 у2 z2 + z2 = а2 . 1 .358. g + g + 25 = 1 .  1 .359. 16 - 9 + 16 = - 1 .  
1 .360. а ) С(О, О ,  3) ,  R = 3 ; б) С(2 , 1 , - 1 ) ,  R = 5 . 1 .361.  а) (х + 1 ) 2+ 
+(у - 2) 2 + z2 = 4 ; б) (х - 3)2 + (у + 2)2 + (z - 1) 2 = 18 ; в) (х - 3) 2+ 
+ (у + 1 ) 2 + (z - 1)2 = 21 ; г) (х - 3)2 + (у + 5)2 + (z + 2) 2 = 56 ; 
д) (х - 1) 2 + (у + 2)2 + (z - 3)2 = 49. 1 .362. (х + 1)2 + (у - 3) 2 + ( 4 ) 2 ( 4) 2 ( 4 ) 2 64 + (z - 3)2 = 1 .  1 .363. х - 9 + У + 9 + z - 9 = 9 · 

1 1 .364. х = - 1  + 5t , у =  3- t , z = - 2 + 2t. 1 .365. М0 (-2 , -2 ,7) , р = 3 .  
1 .366. а) ПересеRает ; б) Rасается; в) проходит вне сферы. 1 .367. а) Пря­
мая, проходящая через точRу (5 , О, -2) параллельно оси Оу ; б) ОRруж­
ность в плосности Oxz , имеющая центр в начале ноординат и радиус 
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R = 7; в) онружность , лежащан в плосности z = 2 с центром в точне 
С(О ,  О, 2) и радиусом R = 4; г) онружность в плос1юсти z = 6 с цен­
тром в точне С(О ,  О, 6) и радиусом R = /13. 1 .368. а ) C( l ,  7 , 2) , R = 

(х - 2) 2 (у + 4) 2 = 4; б) С(- 1 ,  2 ,  3) , R = 8 .  1 .369. Эллипс 36 + 18 = 1 .  { (х - 1 ) 2 + (у - 2) 2 + (z - 1 ) 2 = 36 ,  
1 .370. 

2х - z - 1  = О . { ( .т - 2)2 + у2 + (z - 3)2 = 27 , 
1 .371 .  

х + у - 2 = о . 
1 .372. Эллипсоид. 1 .373. Однополостный гиперболоид. 1 .374. Двупо­
лостный гиперболоид вращенин. 1 .375. Нонус. 1 .376. Параболоид вра­
щенин. 1 .377. Гиперболичесний параболоид. 1 .378. Эллиптичесний па­
раболоид. 1 .379. Параболичесний цилиндр . 1 .380. Параболоид враще­
нин с вершиной (О ,  О, 2) . 1 .381.  Гиперболичесний параболоид. 1 .382. Од­
нополостный гиперболоид вращенин. 1 .383. Двуполостный гиперболоид 
вращенин. 1 .384. У н  а з  а н  и е. Воспользоватьсн однородностью уравне­
ния . 1 .385. У н  а з  а н  и е .  Перейти н новой системе ноординат поворо­
том осей Ох и Оу вонруг оси Oz на угол 7r/4. 1 .386. а) Нонус второго 
порндна с вершиной в начале ноординат (см. задачу 1 . 384) ; б) гипер­
б6�ичесний параболоид (см. задачу 1 .385) . 1 .387. На плос1юсть Оху : 
х2 + 4ху + 5у2 - х = О ;  на плосность Oxz : х2 - 2xz + 5z2 - 4х = 
= О; на плосность Oyz: у2 + z2 + 2у - z = О. 1 .388. а) Эллипс; 
б) парабола. 1 .389. а) М1 (3, 4 ,  -2) и М2 (6 ,  -2 ,  2) ; б) М(4 ,  -3 ,  2) -
прнман насаетсн поверхности ; в) прнман и поверхность не имеют об­
щих точен . 1 .390. а) М(9 ,  5 ,  -2) ; б) М(3,  О, - 10) ; в) М(6, -2 ,  2) . { 2х - 12у - z + 16  = О, { 2х - 12у - z + 16  = О ,  
1 .391 .  

х - 2у + 4 = о , х + 2у - 8 = о . { у + 2z = О ,  { 2х - 5z = О ,  
1 .392. 

х - 5 = о ,  у + 4 = о . 
1 .403. а) у2 + z2 = а2 ; б) х2 + z2 = 2ах ; в) х2 + у2 = 2ах .  1 .404. а ) х2 + 

+ 5у2 - Ву - 12  = О ;  б) 4х2 + 5z2 + 4z - 60 = О ;  в) 2у - z - 2 = О .  
1 .405. а )  8х2 + 4у2 - 36х + 16у - 3 = О ,  z = О ; б) 2х - 2z - 7 = О ,  
у = О ;  в) 4у2 + 8z2 + 16у + 36z - 31 = О ,  х = О .  1 .406. у2 = 2ах - х2 . 
1 .407. а) (Зу - 2z)2 = 12 (3х - z) ;  б) (х - z) 2 + (у - z)2 = 4(х - z) . 
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1 .408. Уравнение проентирующего цилиндра :  2х2 + (у - z + 2) 2 = 8 ; 
х2 (у + 2) 2 

нонтур тени - эллипс 4 + 8 = 1 .  1 .409. х = 4 , z ± у = 2 .  

х2 + у2 z2 х2 у2 z2 
1 .41 1 .  а) 2 = h2 ; б) 9 (х2 + z2 ) = 16у2 ; в) - 2  + Ь2 + 2 = О ;  

а а с 
х2 

г) х2 + у2 - z2 = О .  1 .412. а) h2x2 = 2pz (h(y + а) - az) ; б) -2 + . а 
у2 (z с) 2 + Ь2 - :2 = О ; в) х2 + z2 = z (y + а) ; г ) 3х2 - 5у2 + 7z2 - 6ху + 

+ 10xz - 2yz - 4х + 4у - 4z + 4 = О .  1 .413. а) вершина (О ,  li , О) , 
направшrющан - онружность х2 + (у - h) 2 = h2 , z = h; б) вершина 
(О, О, О) , направлнющан - парабола х2 = 2hy , z = h. 1 .414. ху + xz + 
+ yz = О ,  ось нонуса проходит в 1-м и 7-м онтантах ;  ху + xz - yz = 
= О ,  ось нонуса проходит во 2-м и 8-м онтантах ;  ху - xz - yz = О ,  

1 
ось нонуса проходит в 3-м и 5-м онтантах ;  ху - xz + yz = О ,  ось но-
нуса проходит в 4-м и 6-м онтантах .  1 .415 .  а) Онружность х2 + у2 = 
= (а/../2) 2 ;  б) отрезни z = ± а/../2, -а/../2 � х � а/../2 ; в) отрезни 
z = ± а/ ../2, -а/ V2 � у � а/ Л. 1 .416. Уравнение проеюирующего 
нонуса : 9х2 - 16у2 - 16z2 - 90х + 225 = О, нонтур тени - онруж­
ность у2 + z2 = ( 15/4) 2 . 1 .417. а) z = х2 + у2 ; б) Jy2 + z2 = х2 . 
1 .418.  а) х2 + z2 = у2 ; б) z2 = х2 + у2 . 1 .419.  а) z = е- (х2 + v\ 

4 х2 У2 
б) z = 2 2 . 1 .420. 2 + Ь2 = 1 .  1 .421 .  Поверхность образована х + у а 

х2 z2 
вращением гиперболы 2 - 2 = 1 , у =  О вонруг оси Oz. 

а с 

Глава 2 

2 . 1 .  18 .  2 .2 .  4аЬ. 2.3 .  1 .  2.4. (а - Ь) 2 • 2 .5 .  О .  2.6. 1 .  2.7 .  1 .  2.8.  х1 = 
. 7Г 7Гk - 4 , х2 = - -1 .  2.9 .  х. = б + З '  k Е Z. 2 .10 .  У r, а з а н и е. Поназать , 

что диснриминант соответствующего нвадратного трехчлена неотрицате­
лен. 2 .12 .  О. 2 . 13 .  О. 2 .14.  аЬс + х(аЬ + Ьс + са) .  2 . 15 .  а2 + (32 + 12 + 
+ 1 .  2 .16 .  sin (а - (3) + sin ((3 - 1) + sin (1 - а) . 2 .17. -3 .  2.18 .  3v'Зi .  
2.19 .  -4  ± J22. 2.20. (-оо, + оо) .  2 .21 .  (4 , + оо) . 2.22 .  (-6 , -4 ) .  
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2.26. У к а з  а н  и е .  Показать , что последний столбец исходного опре-

делител" можно предст"ить в вмо (i) = (а + Ь + с) (::) -

- (аЬ + "' + Ьс) (:) + аЬс (:) , и ВО СПОЛЬ ЗОВ3ТО Оff зтим представле-

нием. 2 .27. О. 2.28. О. 2.29. О. 2.30. О. 2.33. Парабола у =  (х - а) (у - Ь) . (1 2 3 4 5 6) (1 2 3 4 5 6 7 8) 
2.34. , нечетная. 2.35. , 

3 6 2 5 1 4  5 1 6 2 7 3 8 4  
четная. 2.36. Нечетная. 2.37. Нечетная. 2.38. Четность подстановки со­
впадает с четностью п. 2.39. Если п нечетно, то подстановка четная при 
любом k; если п четно, то четность подстановки совпадает с четностью 
k. 2 .40. Входит со знаком минус. 2.41 . Входит со знаком плюс .  2.42. Не 
входит. 2 .43. Входит со знаком плюс. 2.44. i = 5 ,  k = 1 .  2.45. i = 6 ,  n(n- 1) 
k = 2 .  2.46. 10х4 - 5х3 . 2.47. ( - 1 ) 2 , a1na2 ,n- l ·  . .anl · 2.48. О .  
2.49. а) Не изменится; б) не изменится; в )  обратится в нуль ; г )  умно-n(n- 1) 
жится на ( - 1 ) 2 ; д) умножится на (- l )n- l . 2.50. -2 .  2 .51 .  - 14 .  
2 .52 .  4 .  2 .53 .  О .  2.54. а) 8а + 15Ь + 12с - l9d; б) 2а - 8Ь + с + 5d; 
в) 2а - Ь - с - d. 2.55. О. 2.56. 48. 2.57. 223. 2.58. 9Ji0( J3 - ./2) . 
2.59. (be - cd) 2 • 2.60. (b - c- d) (b + с + d) (b - c  + d) (b + c- d) . 2 .61 .  394. 
2.62. 665 . 2.63. х5 - х4 + х3 + х2 - 2х + 1. 2.64. 2х4у (у - х )6 .  2.65. an . 
У к а з а н и е. Доказать , что исходный определитель дn (а) можно пред­
ставить в виде дn (а) = адn- 1 (а) . 2.66. an + /Зп . 2.67. п ! .  2.68. 2п + 

+ 1 .  2.69. 1 .  2 .70 .  (- l )n- l · n . 2.71 .  -а1 а2 . .  .an (__!_ + _!._ + . . .  + 2-) . а1 а2 an 

2.72. n + 1 .  2 .73. ( - 1 ) 
n(n2- l) · П (ai - ak ) · 2 .76 .  ( 2 5 -3) l �k�i�n -6 7 -8 

2 .77. (2 : 2i 
2 � 2i) . 2.78. (� �) .  2.79. (� �) . 2.80. (� �) . 
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-22 
2.81 . (: 1� -�) . 2 .82 . (

1
� -27 32 . 2.83. 69 . 2.84. а) (31 ) ; 

29) (56) 

б) 

2 9 -7 13 

12 о -6 
4 о -2 
-4 о 2 
20 о - 10 
8 о -4 

9 3 
3 1 
-3 -1 
1 5 5 
6 2 

-17 26 17 

2 .85 . 

5 
15 
25 
35 

2.86. 

2 .87. ( � �а) . 2.88.  (лп плп- 1) . 
о лп 

(cos na 
2.89. sin na 

2 .90.  (8 15) . о 23 2 .9 1 .  
( =� -�) 2 .92 . 

( 21 
- 13 
-9 

2.93.  
( 4 -8) 
12 -4 

2 .94.  (-: -� :) . 
-8 -9 2 

2 .95 .  

(13 
21 
- 14) . 
-22 

- sin na) · cos na 
-23 
34 
22 

15) 
10 . 
25 

2 .96 . ( ;
Ь а :ь 3Ь) , где а и Ь - любые числа .  2 .97. ( а 

-5Ь 
3Ь ) а + 9Ь ' 

еде а и Ь - лкЮые числ< .  2 .98 . (� ; :} где а, Ь и с -- любые 

числа .  2 .99. (а Ь) , где а, Ь, с - произвольные числа,  удовлетворя-
с - а 

ющие соотношению а2 + Ьс = О .  2 . 100.  ±Е; (а Ь) , где а2 + Ьс = 1 .  
с -а 

2 . 101 . а) i-я и j-п строни произведения поменпютсп местами ; б) к i-й 
стрОI\е проиаведения прибавится j-11 стршш ,  умноженнан на а ;  в) i-й и 
j-й столбцы поменнются местами; г) I\ i-му столбцу произведения при-
бавится j-й столбец, умноженный на а .  
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5 -2 21 -1 

(-: 
-6 

-2 5 -3 7 
2 .103. 2 .104. 1 2 (1: 

4
:} 

21 -3 26 -2 
- 1 

5 - 1 5 - 1  5 
- 1 5 - 1  5 - 1 
5 - 1  5 - 1 5 

- 1 5 - 1  5 - 1 
5 - 1 5 - 1 5 ( cos a 

2. 108. . 
- sш а 

sin a)
. 

cos a 

г 2 .1 10. -� 

1 /4 

2 . 112 .  
1/4 
1/4 
1/4 

1/4 

2 .1 13. 
1 /4 
1/4 
1/4 г/3 

2 .1 14. 5/3 
-2 

29 - 1 1) 
18 - 7  . 

-3 1 

1/4 1/2 
1/4 - 1/2 

- 1/4 о 

- 1/4 о 

3/20 1/4 
1/20 -1/4 

- 1/20 - 1/4 
-3/20 1/4 

2 - 1/3) 
- 1  -1/3 . 
1 1 

-4 о 
7 -2 10 

_
:
12
) . ( -2 

2. 107. ( 7 2 .106. 
3/2 -5 

2 .109. (-3� - 1 
-3
�} 41 

27 -29 24 

1 - 1 о о 

о 1 - 1 о 
2.1 1 1 .  о о 1 о . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

о о о . . .  1 

о 

о 

1/2 
- 1/2 

1/20 
-3/20 
3/20 

- 1/20 (1/9 2/9 2/9) 
2 . 115 .  2/9 1/9 -2/9 . 

2/9 -2/9 1/9 

251 

-4) 
о ; 
8 

-;) . 
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1 1 1 1 - 7  5 1 2  - 19 
1 1 1 - 1  - 1  3 -2  -5  8 

2 . 1 16 .  -- 2 . 1 1 7. 4 1 - 1  1 - 1 41 -30 - 69 1 1 1  
1 - 1 - 1 1 -59 43 99 - 159 

1 - 1 1 - 1 ( - l )n- 1  
о 1 - 1 1 ( - l ) n-2 

2 . 1 18 .  о о 1 - 1 (- l ) n-3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
о о о о . . .  1 

- 1 /6 1 /2 - 7/6 10/3 

2 . 1 19 .  
- 7/6 - 1/2  5/6 -5/3 

3/2 1 / 2  - 1 /2  1 
1 /2 1 / 2  - 1 /2  1 

1 о о о - 1 /п 
о 1 / 2  о о о 

2 . 1 20 .  о о 1 /3 о о . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
о о о . . .  о 1 /п 

2 . 12 1 . (-� -�) . 2 . 122 . с - 2)
· -4 

( 1 
2 .123 .  

3 

(6 
�) 2 . 1 24. : 

2 . 1 28 . 2 . 125 . 
(- 1  - 1)

. 2 . 127 .  
о - 1 

2 . 129 . � (-: -� �) . 2 . 131 .  ( 1 ,  4 , -7 ,  7) . 2 .132 .  (4 , 6 , -35 ,  - 1 ) . 
5 5 - 7  

2 . 133 .  ( 70, 40, - 20 , - 16) . 2 . 134. (5 1 ,  26 , 
��7 , - 2

2
3 ) .  2 . 135 .  ( - � ,  1 ,  3 ,  з). 
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2 .136. ( - 17 , - 13 ,  4 1 ,  5) . 2.137. ( -8/3 ,  -7/3 ,  - 16/3 ,  - 1 1/3) . 
2 .138.  ( -23/4, -29/8, 27 /8 , 9/8) . 2.140. Линейно независима .  2 .141 .  Ли­
нейно зависима. 2 . 142. Линейно независима . 2 .143. Линейно зависима . 
2 . 144. У :к а з  а н  и е. Расписав ве:кторное равенство а1 е1 + а2е2 + азез + 

+ а4е4 = О по:компонентно , по:казать , что получающаяся система четы­
рех уравнений (относительно а1 , а2 , аз , а4 ) имеет единственное реше­
ние а1 = а2 = аз = а4 = О. 2.145. <J Положим Х1 е1 + х2е2 + хзез + 

+ х4е4 + х5е5 = х и распишем это равенство по:компонентно: х1 = 1 ,  
Х1 + Х2 = о ,  Х1 + Xz + Хз = 1 ,  Х1 + Х2 + iз + Х4 = о , Х1 + Х 2  + 

+ Хз + Х4 + Х5 = 1 .  Решая эту систему , находим х1 = 1 ,  х2 = - 1 ,  
хз = 1 ,  Х4 = - 1 ,  Х5 = 1 ,  Ита:к, х = е1 - е2 + ез - е4 + е5 . t> 
2.146. 5е1 - е2 - ез - е4 - е5 . 2 .150. 2 .  2 . 151 .  3 .  2 .152 .  3 . 2 . 153. 2 .  
2 . 154. 2 .  2 .155 .  2 .  2 . 156. 2 ,  если Л = О, и 3 ,  если Л ":/; О .  2 . 157. 3 при 
любом Л. 2 . 159 .  3. 2. 160. 2. 2 .161 .  3 . 2.162. 2. 2 .163. 2 .  2 .164 .  2 . 
2.165 .  2 .  2 .166. 3 . 2 :167. 5 .  2 .168. 4 .  2 .169. 3 . 2 .170. 6 .  2 . 174. Линейно 
независима . 2 . 175 .  Линейно зависима . 2 . 176. 3. 2 . 177. 3 . 2 . 178. Л = 15 .  
2 . 179.  Л ":/; 12 .  2 .180. Ни при :ка:ких Л.  2 . 181 .  r = 3 ;  113 = (а2 , аз , а4 ) . 
2 .182. r = 3 ;  113 = (а1 , а2 , а5 ) ·  2.183. r = 3 ;  113 = (а1 , а2 , � ) .  2. 184. r = 
= 2 ;  1131 = (а1 , а2 ) ,  1132 = (а2 , аз ) . 2 .185 .  r = 2 ;  1131 = (а1 , а2 ) , 
1132 = (а1 , аз ) , 113з = (а1 , а4 ) · 2 .186. r = 2 ;  1131 = (а1 , а4 ) ,  1132 = 
= (а2 , а4 ) ,  113з = (аз , а4 ) · 2 .187. х = 16 ,  у = 7. 2 .188. х = 2 ,  у = 3 .  
2. 189. х = - Ь, у = - (2/3)а . 2 .190. х = 2 ,  у = - 1 ,  z = 1 .  2 . 191 .  х = 
= 1 ,  у = 3 ,  Z = 5 .  2. 192. Х = 3 ,  у = 1 ,  Z = - 1 .  2 . 193. Х1 = 1 ,  
Xz = - 1 ,  Хз = 2 ,  Х4 = - 2 .  2. 194. Х1 = 2 ,  Х2 = Хз = Х4 = о .  
2 . 195 .  Степень многочлена меньше двух,  если выполняется соотношение 
k = (уз - У2 ) (х2 - х1 ) = (у2 - У1 ) (хз - xz ) ; если k ":/; О, то степень равна 
единице; если же k = О, то степень равна нулю. У к а з  а н  и е. Доказать , 
что определитель системы уравнений у; = ах7 + bxi + с, i = 1 ,  2 ,  3 
(с неизвестными а, Ь , с) отличен от нуля. 2. 196. J (x) = х2 - 5х + 3 . 
2 97 f ( )  _ (х - х2 ) (х - хз )  f ( )  _ (х - х1 ) (х -- хз )  f ( )  _ .1 . 1 х - ' 2 х - ' з х -(х1 - х2 ) (х1 - хз )  (х2 - х1 ) (х2 - хз )  

(x - x1 ) (x - xz ) · = ( ) (  ) 
. 2 .198. Х1 = - 3 , Х2 = 2 ,  Хз = 1 .  2 .199. Х1 = - 1 , Хз - Х1 Хз - Х2 . 

Х2 = 1 ,  Хз = - 2 .  2.200. Х1 = 1 ,  Х2 = 1 ,  Хз = _: 1 ,  Х4 = - 1 .  
2.201. Х1 = - 2 ,  Xz = 0 ,  Хз = 1 ,  Х4 = - 1 .  2.202. Х1 = 1 ,  Х2 = 2 ,  
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Хз = 2 ,  Х4 = о . 2 .203. Х1 = 2 ,  Х2 = - 2 ,  Хз = 1 ,  Х4 = - 1 .  
2.204. ( 1  + v'Зс1 , с1 ) т . 2.205. Система несовместна. 2 .206. Система 

несовместна . 2.207. ( - 1 + 2с1 , 1 + с1 , с1 ) т . 2.208. ( - 1 ,  3, -2 ,  2 ) т . 

т ( 2 1 9 10 5 1 
2.209. (0 , 2 ,  1 /3, -3/2) . 2.210. - u  + UC1 - uc2 , 1 1 - пс1 + пс2 , 

т 
с1 , с2) . 2 .2 1 1 .  Система несовместна . 2 .212 .  (с1 , - 13 + 3с1 , -7, О)т .  

( 6 8 1 1 3  15 6 ) т 
2 .213 .  - 7  + 7с1 , 7 - 7с1 , 7 - 7с1 , с1 . 2 .214. Система несовместна . 

2 .215 .  (с1 , с2 , 5 - 8с1 + 4с2 , -3 ,  1 + 2с1 - с2 )т . 

( 20 53 5 5 5 1 2 ) т 
2.216. - + С1 - -С2 - - - -С1 + -С2 - - + -С2 С1 С2 9 9 ' 3 2 6 ' 9  9 ' ' 

2 .217. (- � - !_С1 - �С2 - �Сз С1 С2 1 - � Сз сз) т 
2 12  4 8 ' , , 2 ' 

2.218 .  Если Л f:. О ,  то система несовместна; если Л = О ,  то 

Х = (- � - � с1 - 13 с2 - �  - �с1 - 19 с2 с1 с2) т 
2 .219 .  Если 2 2 2 ' 2 2 2 ' '  

1 (Л - 1 ) (Л + 3) f:. О ,  то Х = Л + 3 ( 1 ,  1 ,  1 , l ) т ;  если Л = - 3, то си-

стема несовместна ; е сли Л = 1 ,  ТО Х = ( 1 - С1 - С2 - С3 , С1 , С2 , сз )Т . 
2.220. Если Л = 8 ,  то Х = (с1 , 4 + 2с1 - 2с2 , 3 - 2с2 , с3 ) т ;  если Л f:. 8 ,  

то  Х = (О ,  4 - 2с1 , 3 - 2с1 , с1 )т . 2.221 .  Если Л(Л + 3) f:. О, то Х = 
1 = -,-- (1 ,  1 ,  1 ) т ;  если Л = - 3 , т о  система несовместна; если Л = О, то л + 3  

Х = ( 1  - с1 - с2 , с1 , с2 ) т . 2.223. с1 Е1 , Е1 = (3 , 1 ,  5)т . 2.224. с1 Е1 + 
+ с2Е2 , Е1 = (2 ,  1 , О)т , Е2 = (3 , О , l ) т . 2.225. Система имеет толыю 
тривиальное решение. 2.226. с1 Е1 ,  Е1 = (4, 1 ,  -5)т . 2.227. с1 Е1 + 
+ с2Е2 , Е1 = (8 ,  -6,  1 , О) т , Е2 = (-7, 5 , О , 1) т . 2 .228. с1 Е1 + с2Е2 , 
Е1 = ( 1 ,  О ,  -5/2 ,  7 /2) т , Е2 = (О, 1 ,  5 ,  -7) т .  2.229. с1 Е1 + с2Е2 + 
+ сзЕз , Е1 = ( 1 ,  О ,  О, -9/4,  3/4)т , Е2 = (О, 1 ,  О, -3/2 ,  1 /2 )т , Ез = 
= (О, О, 1 ,  -2 ,  l ) т . 2.230. с1Е1 + с2Е2 + сзЕз , Е1 = ( 1 ,  1 ,  - 1 ,  1 ,  О ,  О) т ,  
Е2 = ( - 1 ,  О ,  О , О , 1 ,  О) т , Е3 = (О, - 1 , О,  О ,  О ,  l )т . 2.231 .  с1 Е1 + с2Е2 , 
Е1 = (О, 1 /3 , 1 ,  О ,  О) т , Е2 = (О, -2/3, О ,  О, l ) т . 2.232. с1 Е1 + c2Ezi 
Е1 = (-3 , 2 ,  1 ,  О ,  О) т , Е2 = (-5 ,  3 , О, О, 1 )  т . 2.233. Строки матрицы 
А не образуют, а строки матрицы В образуют. У к а з  а н  и е. Если ранг 

f 
матрицы коэффициентов при неизвестных равен r ,  то необходимо про: 
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верить , что а) ранг А (соответственно В) равен 5 - r ;  б) строRи ма­
трицы А (соответственно В) являются решениями исходной системы. 
2 .234. ai = 2 , Х = с1 Е1 , Е1 = ( 1 , О, -2)т ;  а2 = - 4, Х = с1Е1 , Е1 = 
= ( 1 , -24/5 , -4/5) т . 2.235. а1 = - 1 , Х = с1 Е1 , Е1 = (-5/3 ,  1/3 ,  1 )  т . 
2.236. Хо + с1 Е1 + с2Е2 + сзЕз ,  Хо = ( 1 /3, 1/3 ,  О, О ,  О) т ,  Е1 = 
= (О, 1 , 1 , О ,  О)т ,  Е2 = (О, 1 , О, 1 , О)т ,  Е3 = ( 1/3 ,  -5/3 , О ,  О ,  l )т . 
2.237. Хо + с1 Е1 + с2Е2 + сзЕз ,  Хо = (2/3 ,  1 /6 , О ,  О ,  О) т ,  Е1 = 
= (О, 1/2 , 1 , О ,  О) т ,  Е2 = (О, - 1/2 , О, 1 , О)т ,  Е3 = ( 1/3 , 5/6 , О ,  О ,  l ) т . 
2 .238. Хо + с1Е1 + с2Е2 + сзЕз + с4Е4 , Хо = ( 1/3 ,  - 1/3 ,  О, О, О ,  О) т ,  
Е1 = ( 1 , 1 , О ,  О ,  О ,  О) т ,  Е2 = (- 1 , О ,  1 , О ,  О ,  О) т ,  Е3 = (О,  О ,  О ,  1 , 1 , О) т ,  
Е4 = (О, О ,  О ,  - 1 , О ,  l ) т . 2 .239. Хо + с1 Е1 + с2Е2 + сзЕз , Хо = 
= ( 1 , - 1/2 , О ,  О ,  О)т ,  Е1 = (О,  -3/2 , 1 , О, О) т , Е2 = (О,  -2, О ,  1 , О)т ,  
Е3 = (О, -5/2 , О ,  О ,  l ) т . 2.240. ( 1 , - 1 , - 1 , l ) т . 2.241 .  (6 - с, 5 + с, 
3, - 1  - с, с) т .  2.242. Система несовместна. 2.243. ( � - �с1 , с1 , О, О ,  

1 1  6 ) т 5 - 5с2 ,  с2 . 2 .244. (- 1 + с1 + 2с2 ,  -3 + с1 + 2с2 ,  с1 , с2 ) т . 

Глава 3 

3.6. Да . 3 .7. Да, если прямая проходит через начало 1>оординат .  
3 .8 .  Нет. 3 .9 .  Да . 3 . 10 .  Нет. 3 .1 1 .  Да . 3 .12 .  Нет. 3 . 15 .  Т�в--+'Б'  = (1 1 - 1) ( 1/2) (- 1

. 1 - 1  2 , Х' = -3/2 . 3 .16. Т�в--+'Б' = О 

о о - 1  -2 о 

Х' � (Э з .11. т$ �$'  � (� � �} Х' � П) 
3.18. Т�в--+'Б' = 

(1 о о ) 
О c�s <p  - sin <p , Х' = 

0 SШ <р COS <p 

--� �) ' о - 1  

3.19 .  r = 2 ;  базисом является, например, система (х1 ,  х2 ) .  3.20. Т'Б--+'Б' = 
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1 2 1 1 о 

2 з 2 з 2 
, Х' = 3.2 1 .  Зх1 + 2х2 - х3 = О , т = 2 ,  

- 1  о 1 - 1  1 
-2 - 1  4 о 2 

любан пара векторов образует базис этой системы. 3 .22 .  Координаты 
матрицы в этом базисе совпадают с ее элементами. 

3.27.  

о 

-2 
1 
о 

3.2 • . С�} 

3.28 .  (:) . 3 .30. ш .  3.3 1 .  (:) . 332 .  

о 

� . 3.33. 2 ( 1
1
+ i) ( _� � ::) . 

2 

3.34. (:} Г' 
-71 -41) 3.37.  Тrв -тrв '  = 12 20 9 . 

7 12 8 

2 о 1 - 1 
-3 1 -2 1 

3 .38 . Т23 -т rв '  3.39 . Явлнетсп . 3.40. Не FIBЛR-
1 -2  2 - 1  
1 - 1 1 - 1 

етсп , тю1 кю1 нарушено условие линейности отображенин . 3 .41 .  Не нвлн­
етсн, так наЕ нарушено условие взаимной однозначности отображенип . 

3.43. Тrв-тrв'  = (l О) ,  -2 + Зi = - 2 ( 1  + i ) - 5 (- i ) . 3.45.  а ) , б) Под-
1 - 1 

пространство размерности 2 ,  базисом Fiвлнетсн любаFI пара неколлинеар-
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ных ве1\торов из заданного множества ; в) не нвлнетсн подпространством. 
3.46. а) Подпространство размерности п - 2 ; б) не нвлнетсн подпростран­
ством. 3.47. Множества , указанные в п. а) , б) , г) , - подпространства , 
а множество из п. в) подпространством не нвлнетсн . У к а з а н и е. Усло­
вие, которому удовлетворнют ноординаты в любой из задач этой серии, 
можно записать в виде АХ = О, где А - некоторан матрица , имеющан 
п столбцов , а Х - столбец ноординат в фиксированном базисе. Поэтому 
размерность соответствующего подпространства равна п - l"ang А, а в 

качестве базиса можно взнть любую фундаментальную систему реще­
ний системы уравнений Ах = О. 3.48. а) Подпространство размерности 

п (п + 1 )  
п2 - С� = 2 ; б) не нвлнетсн подпространством . 3.49. а) Бесно-
нечномерное подпространство; б) не нвлнетсн подпространством ; в) под­
пространство размерности п .  3.51 .  2 . 3 .52 .  3 ;  один из базисов есть , 
например , €8 = (х 1 , х2 , х4 ) . 3.53. 3; один из базисов есть , например , 
€8 = (х 1 ,  х2 , х5 ) . 3.54. У к а з а н и е . Заданнан система многочленов ли-

х у z нейно независима . 3.55 . .С(а) - прнман -2 = - = - , .С(а) + Ь -­- 1 - 1  
х - 2 y + l z прнман -- = -- = - . 3.56 . .С (а1 , az ) - плоскость - 3x - y - 2z = 

- 2 1 - 1  
= О , .С (а1 , а2 ) + Ь - плоскость -3х - у - 2z + 5 = О .  3.57. Множе-
ство решений неоднородной системы есть линейное многообразие, полу­
ченное из подпространства размерности п - l"ang А = 3 решений соот-
ветствующей однородной системы сдвигом( н� произ

)
вgльно�

1 
частн�е ре­

шение неоднородной системы. 3.62. в) 
i �J 

х;у; :( i�l хт i �I у7 ; 

г) I Jitl хт - \/t1 YJ I :( 
it/xi + Yi )2 :::::; Jitl хт + /;t 1 YI ·  

3.63. а ) О ;  б) -6 . 3.64. а) - 1 ;  б) 24. 
ь 2 ь ь 

3.65. б) (/ f (t)g (t) dt) :::::; (/ J2 (t) dt) (/ g2 (t) dt} 
Ь а 1 /2 Ь а 1 /2 а 

в) 1 (/ J2 (t) dt) - (/ g2 (t) dt) 1 :::::; 
а а 

ь 1 /2 ь 1 /2 :::::; (/ (J (t) + g (t) ) dt) :::::; (/ f2 (t) dt) + 
а а 

ь 1 /2 (/ g2 (t) dt) а 
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3.67.  е 1  = f1 = ( 1 ,  1 ,  1 ,  1 ) ,  е2 = (2 ,  2 ,  -2 ,  -2) ,  е3 = ( - 1 , 1 , - 1 , 1 ) . 
3.68.  е1 = f1 = ( 1 ,  2 ,  1 , 3) , е2 = ( 10/3 ,  - 1 /3 ,  1 /3 , - 1 ) ,  е3 = ( - 19/ 185 ,  
87/ 185 ,  6 1 / 185 ,  - 72 / 185) . 3 .69. е 1 = f1 = ( 1 , 2 , 2 , - 1 ) ,  е2 = ( 2 , 3 , -3 , 2 ) , 
ез = ( 2 ,  - 1 ,  - 1 ,  -2 ) . 3 . 70. е 1 = f1 = ( 2 ,  1 ,  3 ,  - 1 ) ,  е2 = (3 ,  2 ,  -3 ,  - 1 ) ,  
е 3  = ( 1 ,  5 ,  1 ,  10 ) . У 1> а з а н и е . Система f1 ,  f2 , f3 , f4 н е  является ли­
нейно независимой (вентор f3 может быть получен кан линейная ном­
бинация векторов f1 и f2 ) .  Поэтому получение веrпора е3 с использо­
ванием f1 дает в результате е3 = О . Показав это , следует искать вен­
тор ез в виде ез = f4 - ci

3
) e 1 - с�3 ) е2 . 3. 71 . 113 = (е 1 , е2 , ез ) ,  е1 = 

= ( 1 ,  2 ,  2 ,  - 1 ) ,  е2 = (2 ,  3 ,  -3 , 2 ) , е3 = ( 2 ,  - 1 ,  - 1 ,  -2) . 3 . 72 . 113 = 

= (е 1 , е2 , ез ) ,  е 1 = ( 2 ,  1 ,  3 ,  - 1 ) ,  е2 = (3 ,  2 ,  -3 ,  - 1 ) ,  ез = ( 1 ,  5 ,  1 ,  10 ) . 
3.73.  ез = ( -4 , 2 ,  - 1 ,  3 ) ,  е4 = ( 2 ,  4 ,  3 ,  1 ) . У н а з а н и е . Для определе­
ния вентора е3 = (х 1 , х2 ,  х3 , х4 ) достаточно найти I>ююе-нибудь реше­
ние системы относительно неизвестных х1 , х2 , х3 , ::r:4 двух линейных 
уравнений (е3 , е 1 ) = О , (е3 , е2 ) = О .  Для определениFI е4 аналогичнаFI 
система со стоит из трех уравнений. 3 . 74. е4 = ( 1 ,  - 1 ,  1 ,  - 1 ,  О) ,  е5 = 

= (О , 5 ,  1 ,  -4 , -2 ) . 3.75 . е3 = ( 2/3 , -2/3 , - 1/3) . 3 . 76 . е3 = ( 1 , - 2 , 1 , 0) ,  
е4 = ( 25 ,  4 , - 1 7 , -6) .  3 . 78 . у  = ( 1 , 7 , 3 , 3) ,  z = ( -4 , - 2 , 6 , 0) .  3 . 79.  у = 

= ( 1 ,  - 1 ,  - 1 , 5 ) ,  z = ( 3 ,  о ,  -2 ,  - 1 ) .  3.80.  у = (3 ,  1 ,  - 1 ,  -2 ) , z = 

= ( 2 ,  1 ,  - 1 ,  4) . 3 .8 2 . У 11 а з  а н  и е .  Из равенства l x  - Y l 2 = l x l 2 + I Y l 2 

следует , что (х ,  у ) + (у ,  х) = (х ,  у ) + (х , у ) = О , т .  е. (х , у ) - мнимое 

число, не обя:зательно равное нулю. 3.83.  Является; А = О ). О . 

(>. о о) . 

о о ). 
3.84.  Нс nвлнется .  3 . 8 5 . ПшшетсFI оператором прое1пирования на ось , 
заданную ве11тОJ) QМ е . Если е = cos а · i + cos fJ · j + cos 'У · k ,  то 

( '°'' о 

cos fJ cos а сое 1 сое о) 
А = cos a cos fJ cos2 fJ cos 'У cos fJ 

cos а cos 'У cos fJ cos 'У cos2 'У 
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3.87. Не является . 3.88. Является . <J Ясно, что 
у = U(e , ер)х = у +  Уа , 

259 

( 1 )  
где у - составляющая веитора у вдоль оси е ,  Уа  - составляющая 
веитора у , иомпланарная плосиости а. Составляющая у равна 

у = х = (х , е)е . (2) 
Составляющая у а получается из веитора Ха поворотом последнего в плос­
иости а на угол ер. Для нахождения Уа введем вспомогательный веитор 
[е ,  ха ] ,  лежащий в плос1юсти а перпендииулярно веитору Ха , причем 
тройиа Ха , [е ,  Ха ] ,  е -- правая. Разложим веитор Уа на составляющие 
вдоль Ха и [е , Ха ] : 

Ха . (е , Ха ]  Уа = lxa l cos ep
lxa l 

+ lxa l sш ep
l (e , Xa] I 

= cos ep · Xa + sin cp ·  [е , Ха ] ·  

(3) 
Наионец, 

Ха = х - х = х - (х , е) е . (4) 
Подставляя (2) , (3) и (4) в ( 1 ) , получим 

у = (х, е) е + cos ep(x - (х , е)е) + sin ep[e , х - (х , е)е] = 

= cos ep · x + ( l - cos ep) (x , e)e + sin ep[e , x] .  (5) 
Из (5 )  следует , что оператор U(e , ер) представляет собой сумму операто­
ров задач 3 .83 ,  3 .85 и 3.86 , матрицы иоторых известны. t> 

З.89. Ямлетщ А � (: -� J 3.90. л,ля�щ А � (: -� J 
о 

3.91 .  Не является . 3.92. Является ; А = (: 1 

(� 
2 

J А = -3 
о 

3.95. Не является . 

о 

1 
3.94. Является ; А = (� -2 

3.97. с = (-�� - �� 
- 1  о 

3 

-�) 3.93. Является; 

-:) 
-37) 25 , 
-6 
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Сх = (22х 1 + 13х2 - 37х3 , -39х1 - 16х2 + 25хз , -х1 - 6хз ) . 3.98. С = 

(- l� 2� =:) , Сх = ( - 15х1 + 2Зх2 -7хз , 2х1 + 8х2 -4хз , -7х1 + 

-7 1 7 

+ х2 + 7х3 ) . 3.99. С О, Сх О . 3.100. С (� � =:) , 
5 о -2 

Сх (2х, + Зх, - 2х, , х , - 4х, , 5х, - 2х, ) . 3.102. (� � �) . 
3. 103. (Е1 , Е2 , Ез ) , где Е1 = ( cos a (cos ,В c::

s
: � cos 1 sin <p) ) , 

cos а ( cos ,В sin <р + cos ')' cos <р) ( cos a (cos ,В cos <p - cos 1 sin <p) ) 
cos2 ,в cos2 <р + cos2 1 sin2 <р 

cos2 ,в - cos2 1 . 
2 Slll 2<р + COS ,8 COS ')' COS 2<р 

' 

cos2 ,в - cos2 1 ( 
cos а ( cos ,В sin <р + cos 1 cos <р) 

) 
Ез = 2 sin 2<р + cos ,в cos 1 cos 2<р , 

( cos ,в sin <р + cos 1 cos <р )2 

е = cos ai + cos ,Вj + cos 1k. 

3.104. ( а
О

; 
а,

1 

шs' <р : а, юn' <р � (а, _ :, ) sin 2<р ) . 
l 2 (а, - а, ) sш 2<р а, sin' <р + а, cos' <р 

3 .105 .  � 
(

2 '°' "'

: 

''" ' 

l 2 sin <р - cos <р 
-(2 sin <p + cos <p) 

1 . 2 - 2 Slll 2<р 

1 + cos2 <р 

2 cos <р - sin <р
) - ( 1 + sin2 <р) • 

2 + � sin 2<р 
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1 о 2 1 -2 о 1 о 

2 3 5 1 1 -4 -8 -7 
3. 106. а) А' = 

3 - 1 о 2 
б) А' =  

1 4 6 4 
1 1 2 3 1 3 4 7 

(: 
2 

-:} ( 44 44

) 3.107. А" = - 1 3. 108. [А + В] \В"  = 
-29,5 -25 

-3 

3.109. (р(А)] = 3А2 - 2А + 5Е = ( -
6 
-22 

22)
. 

49 
о 1 

о 1 
о 2 

о 1 
о 3 о 

3.1 10. а ) б) о 1 о 

о о n - 1 
о о 1 

о 

1 /2 1/3 1/4 1/5 1 h h2 hз 

1 1/2 1/3 1/4 о 1 2h 3h2 
3. 1 1 1 .  3 .112 .  

о о о о о о 1 3h 
о о о о о о о 1 

3.1 14. Оператор обратим в том и тольио в том случае, иогда ,\ f:- О ;  
1 А -1х = Лх. 3 . 115 .  а ) Оператор проеитированин на ось ,  заданную веито-

ром е, не имеет обратного ; б) оператор не имеет обратного . 3 .1 16 .  а) Опе­
ратор проеитированин на плосиость , перпендииулнрную веитору е, не 
имеет обратного; б) оператор зериального отражения в плосиости, пер­
пендииулнрной веитору е , обратим, причем А - 1 = А. У R а з  а н  и е. По­
следнее следует из равенства А 2 = Е, иоторое геометричесии очевидно,  
но может быть и проверено следующим образом: 

А2х = А(х - 2 (х, е)е) = х - 2(х, е)е - 2(х, е)Ае = 

= х - 2(х, е)е - 2(х, е) (е - 2е) = х = Ех, х Е V3 . 



262 Ответы и указания 

3. 1 1 7. л- 1х = (-х + 2у - z) i + (-х - Зу - 2z;)j + (2х - Зу + 2z)k . 
3 .118 .  Оператор не имеет обратного . 3 . 119 .  u-1 (e , 'Р) = U(e , -'Р) = 
= U(-e , 'Р) · 3 .120 .  А - t  = А. 3 .121 .  Оператор не имеет обратного. 

- 1 1 ) 3 .122 .  А х = 9 (х1 + 2х2 + 2хз , 2х1 + х2 - 2хз , 2х1 - 2х2 + хз . 
3.123.  а) Nл - двумерное подпространство всех векторов, ортогональ­
ных вектору е , Тл - одномерное подпространство всех векторов, :кол­
линеарных вектору е; б ) Nл - одномерное подпространство всех веито­
ров ,  :коллинеарных а, Тл - двумерное подпространство всех векторов, 
ортогональных а. 3 .124. Nv = Ро = IR, Tv = Pn- 1 · 3 .126. rл = 2 , 
базис Тл :  е1 = (2 , 1 , 1) , е2 = (- 1 , -2 , 1) ; пл = 1 , базис Nл : е = 
= ( 1 ,  1 , 1) . 3 .127. r л = 1 , базис Тл :  е = ( 1 , 1 , 1 ) ; пл = 2 , базис Nл :  

е1 = ( 1 , - 1 , О) , е2 = ( 1 , О ,  -1 ) . 3 .129. Л = а, х(.Х) - любой ненулевой 
вектор . 3 . 130 .  Л1 = 1 , x<.X i ) = xi , х -:f. О; Л2 = О, х<А2 )  = yj + zk, 
х<.Х2 ) -:f. О .  3 .131 .  Л = О ,  х(.Х)  = xi , х -:f. О .  3 .132 .  При 'Р = 27Гl , l = 
= О ,  ± 1 , . . .  , оператор U(e , 'Р) совпадает с единичным. Поэтому в этом 
случае Л = 1 , а х<.Х)  - любой ненулевой веюор . При 'Р = (2l + 1)7Г , l = 
= О, ±1 , . . .  , Л1 = 1 , x<.X i ) = ае, а -:f. О, Л2 = - 1 , х<.Х2 ) - любой нену­
левой вектор , перпендииулнрный вектору е. При 'Р -:f. 1Гl , l = О, ±1 , . . .  , 
оператор имеет единственное собственное число Л = 1 , а х(.Х) = ае, 
а -:f. О .  3 .133. Л1 = 1 , x(.X i ) - любой ненулевой вектор , :компланар�ый 
плоскости отраженин, Л2 = - 1 , х<А2 ) = ае, а -:f. О. 3.134. Л = - 1 , 

хщ = а (
_

:} а #  О 3.135. Л = 2 , x<>J = а, Ш + а, (�} а,  и 

а, нс равны одновременно нулю. 3 .136. л, = 1 , x<» J = а  (:) ; 

л, = О ,  x<> , J  = а (�} а #  О. 3.137. Л = 1 , x <>J = а (:} а #  О .  

3 .138.  л, = 3 ,  x<»J  = а (�} л, = - 1 , х<>, )  = а ш '  а # о .  
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3 .139. Л 1 1 , х<» )  = а{) + а{�} а" а, не раuны одно-

uременно нулю; >., - 1 , х<л, ) = а (:) ' а " о .  3 . 140- л,  2 ,  

x < » J  = а ш ;  >., = 1 , х<>, ) = а ( _:) ; а " о .  3 .141 .  л - 1 ,  

x<> J  = а, ш + а, (-�) ; а 1  + a J  " о . 3.142. >.,  = - 1 , x < » J = 

= {} >., = 2 ,  x <»J = а (;} >., = - 2 ,  x<>• J = а (:} а fo о .  

3.143. >. = 2 , x <>J = а (-:) , а fo О . 3.145. При любых <р fo О , п 

оператор А имеет два собственных числа >.1 ( <р) = cos <р + i sin <р = ei'P ,  
>.2 ( <р) = cos <р - i sin <р = e- i<p .  Соответствующие им собственные вен-

торы: Х(>. 1 ) (1.р) = а  ( _�) и Х(>.2 ) (1.р) = (3 С) , где а и (3 - произволь­

ные отличные от нуля номпленсные числа . При <р = О и <р = 7Г оператор 
А имеет по одному собственному числу : Л(<р = О) = 1 , Л(<р = 1Г) = 
= - 1 . В обоих случанх собственным ве1пором нвлнетсн любой ненуле­
вой вентор из номпленсного пространства [2 . 3 .146. У н  а з  а н и е . Н ра­
венству (А - ЛЕ)Х(>. ) = О  применить операцию 1юмпле11сного сопрнже-(1) (3 - 3i) НИR .  3 .147. >-1 = 1 , Х(Лl ) = Q � j >-2 = 2 + Зi , Х(>.2 ) = Q 5 � 3i j 
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Л, 2 - Зi , Х(Л о )  а (: : ::) ; а Е С, а f О .  У ш а н и е . Вос-

пользоваться результатом задачи 3 . 146. 3. 149. б) Ал - '  = 1 /  Ал . 

3 . 1 5 1 .  (_� -�) · 

( 1 7 13 
3 . 153 .  - 1 1  с;2 - 8 

- 1 1  с: - 8 

с� 
1 

�} о 

- 1 - 1 

гз 3 . 1 52 .  107 
14 

-59 
83 
10 

-45) 67 . 
3 

13 ) г/2 
с: - 8 . 3 . 154. D = 1/2 
с;2 - 8 1/2  

(� 
1 

�} 3 . 155 .  D о D* = 
о 

-2 - 1/2) о - 1/2 , D*  = 
2 3/2 

(� 
2/3 

+} о 

4/3 
3.156. Поворот на угол а воr,руг начала координат по часовой стрелке . 

3 . 157 .  ( l О) . 3 . 1 58. 2 
l 

Ь2 (Ь2 - а2 -2аЬ ) , если аЬ =/; О ; 
Ь/а О а + -2аЬ а2 - Ь2 

( l О) при а =  О ;  (- l О) при Ь = О. 3 . 159 .  <1 Пусть a i , . . .  , ап Е 
о - 1  о 1 

Е JRn соответствуют вектор-столбцам матрицы А. По теореме Кронекера­
Капелли система совместна тогда и тольно тогда , когда rang А = rang А, 
т . е .  вентор Ь ,  соответствующий вектор-столбцу В, принадлежит линей­
ной оболоч1>е венторов а1 , . . . , an , которые соответствуют также вектор­
строкам сопряженной матрицы А* (рассматривается действительный 
случай) . Арифметический вектор х является решением сопряженной 
системы по определению тогда и только тогда , когда (а; , х) = О , i = 
= 1 , 2 ,  . . .  , п , а значит, и (Ь, х)-= О . Теорема доказана . В комшпексном 
случае странами матрицы А* являются не векторы а1 , • . •  , an ,  а их 
комплексно-сопряженные, но доказательство проводится аналогично. [> 
3 . 160 .  Совместна ;  общее решение сопрнженн�й системы се , е = (- 1 ,  - 1 ,  2) . 
3 . 161 .  Несовместна ; общее решение сопряженной системы с1 е 1 + с2 е2 , 

е1 = ( - 1 , 1 , О) , е2 = (- 1 ,  О , 1 ) . 3 .162 .  Совместна ; сопряженная система 
имеет только тривиальное решение. 3 . 163 .  Совместна ; общее решение 
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сопрRженной системы нан в задаче 3 . 161 . 3. 164. У н  а з  а н  и е .  Восполь­
зоватьсR теоремой Фредгольма . 3 .165 .  Толыю система из задачи 3 . 162 .  

1 о 1 1 
о 2 1 о 

3 . 172 .  Е1 , Е2 ' Ез ' Е,.. , А 
о -1  о 2 
о о о - 1  

1 о о о 1 1 1 
о 1 о о 1 - 1  2 

3 . 173 .  Е1 , Е2 ' Ез 
о о 2 о 1 1 4 

о о о 2 1 - 1  8 

1 1 о о о (:) ' Е, = 
-3 о - 1  о о 

Е4 , А  3 . 174. Е1 
9 о о 2 о 

-27 о о о - 3  

и} Е, = ( J , А = ( � � J 3 . 175 .  Диасонали"ромто 

нел»зо . 3 . 176 .  Е, = U} Е, = (J , Ез = (�} А = (� � �} 
3 . 1 77. Е, (_�} Е, = (�} Ет = (J А = (� � J 
3 . 178. Е1 

1 
1 
о 

о 

1 
о 

1 
о 

Ез 

1 
о 

о 

1 

1 
- 1  
- 1  
- 1  
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А = 
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1 о о 

о 1 - 1  
2 о о о 

о 2 о о 

о о 2 о 

о о о 2 

. 3 . 1 79. Е1 == , Е2 = ' Ез = 

- 1  

о 

о 

1 

А = 

1 о о 

о 1 о 

о о - 1 

о 

1 
о 

о 

о 

о о о - 1  

1 1 
о о 

3 . 180 .  а)  (� 
2m - 1} 

2m 

б) ( � �) при rn четном , (2 - l) при т нечетном . У r\ а з а н и е . 
3 -2  

Исполь зовать ф ормулу л m  = т- 1 DrnT.  3 . 181 .  . (3 197  - 1 266) 
7385 -2922 

3 . 182 .  (��� �:� = �::) . 3. 183. Е1 = (:��) , Е2 = (-���) , Е3 = 

252 252 -25 1 1 /3 2/3 

= (-���) , D = (� -� :) . 3 . 184. Е1 = ( � ��) , Е2 = (- ��� , 
2/3 о о 1 8 о -4/�) 

Ез = (-:��) , D = (� � :) . 3 . 185 .  Е1 = ( -�:� , Е2 = 

2/3 о о 27 о у "') 
= (:;� , Е, = (�} D = (� � :) З . 186. Е, = (- :�4 , 
Е2 = ( : ��) ' Е:з = ( : ��) ' D =  (: :  :) . 3 .187 . И = 

- 1 /v'З 2/Vб о о 6 

= ( l�i l�i ) , D = (� -�) . 3. 188. И = � (2 � i 
v'б v'б 

- 1 ) 
2 + i ' 
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1 
../2 ../2 

(� �) . D 3. 189. и 1 
../2 ../2 

3.190. и = 

3 .191 .  и = 

3.203. А = 

(
2/3 -2/З 
2/3 1/3 
1/3 2/3 

2 2 
J5 3VS 

1 4 
- J5 3VS 

5 
о зvs 

о 

о о 
- 1/З) 

( ! 2/3 , D = О 

-2/3 о 
1 -
3 

(� 2 - , D = 3 
2 - -з 

(_� 6 2 . 
-4) 

3.204. А = 

2 6 

3 - 1  - 1  - 1  

о 

о 

1 
о 

4 
о 

о 

1 
о 

(� 

, D (� 
�) 
�) 10 

1 

�) 1 
2 

3.205 .  А' = 
1 -3 
1 1 

1 1 
1 -3 

3.206. А' = (2 2) 
. 

2 -2  
-1  - 1  3 - 1  

3 212  , 2 , 2 , 2 . . х 1 + х 2 - х 3 , 
1 1 1 Х1 = 2Х1 + Х2 , 

Х2 = х� + х; , 

Х3 = - х� + х; . 

3 211  , 2 , 2 , 2 . . х 1 - х 2 - х 3 , { х1 = х� - х� - х; , 
1 1 1 Х2 = Х1 + Х2 - Х3 , 

Х3 = х; . 

267 

о 

�) -3 
о 
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3.216. 9x'i + 18х' ; + 18х'; , 
1 / 2 / 2 / 

Х1 = 3х1 - 3х2 + 3хз , 

2 / 1 / 2 / х2 = 3х1 - 3х2 - 3хз , 

2 / 2 / 1 / хз = 31; 1 + 3х2 + 3х3 . 

3.218 .  Положительно определенная. 3.219. Отрицательно определенная. 
3.220. Общего вида . 3.221 .  Отрицательно определенная. 3.222. По­
ложительно определенная. 3.223. Общего вида . 3.224. Положительно , 2  х 2 определенная. 3.226. Эллипс 2 + у' = 1 , О' (-4/5 , 2/5) , е1 = 

= ( 1 /,/5, 2/,/5) , е2 = (- 2/,/5, 1/,/5) . 3.227. Парабола у' 2 = 4./2х' , 
0' (2 , 1 ) , е1 = ( 1 /./2, 1/./2) , е2 = (- 1 /./2, 1/./2) . 3.228. Гипербола 

, 2  , 2  х
4 
- У9 = 1 , 0' ( 1 , 1 ) , е1 = (3/J!З, 2/JlЗ) , е2 = ( -2/JlЗ, 3/v1i3) . 

3.229. Параллельные прямые х' = ± ,/5/2, О' (-3/5 , -3/ 10) , е 1 = 
= ( -2/,/5, 1/,/5) , е2 = ( 1/,/5, 2/,/5) , или, в старых переменных, 

, 2  , 2  х у 2х - у + 1 = О , 2х - у - 4 = О .  3.230. Эллипс 
3516 + 35136 = 1 , 

0' (7 /6, 1/3) , е1 = (2/,/5, -1/,/5) , е2 = ( 1 /,/5, 2/,/5) . 3.231 . Парабола 
у' 2 = )sx' , 0' (3 , 2) , е1 = ( -2/,/5, -1/VS) , е2 = ( 1 /,/5, -2/VS) . 

3.232. а )  При ,\ Е ( - оо , - 1) - гипербола (х - ,\) 2 + ,\ (у - �) 2 
л3 + 1 -,\- ,  при ,\ = - 1 - две пересенающиесн прнмые х - у = О , 

х + У +  2 = О , при ,\ Е ( - 1 ,  О) - гипербола (х - ,\) 2 + ,\ (у - �) 2 
,\3 + 1 = -,\- , при ,\ =  О -- парабола х2 = 2у , при ,\ Е (О , + оо ) - эллипс 



Ответы и указания 269 

( 1 ) 2 >.3 + 1 (х - >.)2 + >. у - )." = ->.-; б) при >. Е ( - оо , - 1 ) - гипербола 

(1 - >.)х' 2 + (1 + >.)у' 2 = 1 , О' (О , О) , ei = (- 1 /./2, 1/./2) , е2 = 
= (- 1 /./2, - 1/./2) , при >. = - 1 - две параллельные прнмые х- у± 1 = 
= О, при >. Е ( - 1 , О) - эллипс (1 - Л)х' 2 + (1 + Л)у'2 = 1 , О' (О , О) , 
е 1 = (- 1/./2, 1/./2) , е2 = (- 1/./2, -1/.../2) , при >. = О - окружность 

2 2 - 2 2 х + у = 1 , при >. Е (О , 1 ) - эллипс (1 - >.)х' + (1 + >.)у' = 1 , 
О' (О , О) , е 1 = (- 1/.../2, 1/.../2) , е2 = (- 1/.../2, -1/.../2) , при >. = 1 - две 
параллельные прнмые х + у ±  1 = О, при >. Е ( 1 , + оо ) - гипербола 
(1 - >.)х' 2 + (1 + >.)у' 2 = 1 , О' (О , О) , ei = (- 1/.../2, 1/./2) , е 2 = ( 1 1 ) ,2 ,2 , 2  

= - Гri '  - Гri . 3.233. Эллипсоид � + '!!._ + !.___
/ 
= 1 , 0' ( 1 , 2 , -1 ) , 

v 2 v 2 2 1 2 3 
е 1 = (1/3 , 2/3, 2/3) , е2 = (2/3, 1/3 , -2/3) , е3 = (2/3 , -2/3 , 1/3) . 

, 2  , 2  х у 3.234. Гиперболический параболоид 2 - l = - 2z' , 0' ( 1 , 2, 3) , 
е 1 = (-2/3 , 1/3 , 2/3) , е2 = (1/3 , -2/3 , 2/3) , ез = (2/3 , 2/3 , 1/3) . 

, 2  , 2  , 2  х у z 3.235 . Двуполостный гиперболоид 4/5 
+ 
4115
-
4125
= - 1 , О' (О , 1 , -2/5) , 

ei = (1 /./2, - 1/.../2, О) , е2 = (1/.../2, 1/.../2, О) , ез = (О , О , 1) . 3.236. Эл-
1 2 , 2  х у липтический параболоид--;;:;:-- + Гri = 2z' , О' (- 1 /40, - 19/40, 1/2) , 5v 2/4 v 2/2 

е 1 = (1 /./6, 1/./6, -2/./6) , е2 = (1/JЗ, 1/JЗ, 1/v'З) , е3 = (1 /./2, 
Гri 2 4 -1/v .c. , О) . 3.237. Параболический цилиндр у' = 3х1 , 0' (2 , 1 , -1 ) , 

е 1 = (2/3 , 2/3 , 1/3) , е2 = (2/3 , -1/3 , -2/3) , е3 = (1 /3 , -2/3 , 2/3) . 
, 2  , 2  х у 

/ (;:; 3.238. Эллиптический цилиндр 2 + l = 1 , О' (О , 1 , О) , е 1 = (1 v3, 

1/JЗ, - 1/v'З) , е2 = (1/./6, -2/./6, -1/./6) , е3 = (1/./2, О , 1/./2) . 
, 2  , 2  , 2  ( 1 2 2) 3.239. Однополостный гиперболоид �
/3 
+ �
/6 -
;12 = 1 , О' - 3 ,  - 3 , 3 ' 

е 1 = (1 /VЗ, -1/VЗ, 1/V3) , е2 = (1/./6, 2/./6, 1/./6) , ез = 
, 2  , 2  

= (1/.../2, О, - 1/./2) . 3.240. Гиперболический цилиндр �/3 
- �/3 

= 1 , 

0' ( 1 /6 , 1/3 , -5/6) , е 1 = (1/./2, О, -1/.../2) , ez = (1/VЗ, - 1/VЗ, 1/V3) , 
ез = (1/./6, 2/./6, 1/./6) . 



270 Ответы и указания 

3.243 Тензор типа (3 ,  О) . 3.244. - . 3.245. А' = 1 ( 41 1 1  1 1 1  - 1 1 1  ) 
8 -3 7 7 5 

= s- 1 A(S- 1 ) т . 3.246. nP+q , где п = dim L.  3.247. а (х) . 3.248. ( i ,  j ) ,  
( i ,  k) , ( i ,  l ) . 3 .249. Да . 3.251 .  В(х , у )  = o:(x)j3(y) . 3.252. Bij = xiyJ . 
3.253. Матрицы тензоров AiJ , Cij остаютсн симметричес1шми, а тензора 
В) - необнзательно. 3.254. В = (6 О - 1 ) ,  С = ( 1 1 - 7) . 3.255. l l CJ l l  = 

= ( � � ��) , l l D} J J = (: 1: �:) . 3.256. У н а з а н и е . Исполь-

- 1 6 7 3 7 5 
зовать формулы А' = sт AS, А' = s- 1 AS, А' = s- 1 А(Sт) - 1 . 3.257. а) 1 ; 

ij - 1 ij ij [ij k] - 1 ijk 6) 2 . 3.258. rang A :;,::; 1 . 3.259. A ( kl ) - 2 (Akl + A1k ) , В1 - 5В1 -
1 ( ikj j ik jki kij kji ) - 1 

( 
. с с 

) - 6 В1 - В1 + В1 + В1 - В1 , C( ijk ) - 6 C;1k + ikJ + J ik + 

I J Alt B;1 J I  = ( �2 

- 1/2  

3.261 .  

B;j k j = 1 j = 2  
i = 1 2 3/2 
i = 2 - 1  9/2 
i = 3  6 -9/2 

k = 1  

C;j k j = 1 j = 2  
i = 1 о о 

i = 2  о о 

i = 3  о - 1  
k = 1  

3.260. I J Sym AiJ I J  = (�� 3�2 

5�2) , 

2 5/2 -3 
2 

о 

5/2 

1 /2 ) 
-�2 . 

j = 3  j = 1 
2 3/2 

1/2  9/2 
5/2 -9/2 

j = 3  j = l 
о о 

1 о 

о 1 

j = 2  
3 
о 

4 

k = 2  

j = 2  
- 1  

о 

о 

k = 2  

j = 3 j = l j = 2  j = 3 
- 1  2 - 1  2 
2 1/2  2 5 
о 5/2 о 3 

k = 3 

j = 3  j = 1 j = 2  j = 3 
о о 1 о 

о о о о 

о о о о 

k = 3  
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D;1 k j = 1 j = 2 j = 3 j = 1 j = 2 j = 3 j = 1 j = 2 

i = 1 2 2/3 1 0/3 2 4 - 5/3 1 0/3 - 5/3 

i = 2  2/3 4 -5/3 6 о 8/3 -5/3 8/3 

i = 3 1 0/3 - 5/3 7/3 -5/3 8/3 5/3 7/3 5/3 

k = l  k = 2  k = 3 

3.262. ТЮ � � (х) . 3.263. Т(х,  у, �) � � (А(х ,  у) ) .  3 .264. { � 
1 3 7 

о 

о 

о 

271 

j = 3 

7/3 

5/3 

3 

3.265. е2 = - 6е 1 - 2е2 + 2ез , 
! е� = 4е 1 + е2 - 2ез , 

3.266. -94 . 3.267. - 1 .  3.268. - 12 .  
1 1 1 

е3 = е1 + 2е2 - 2ез . 

3.269. fNз = - 168, f]J\ = 6 . 
Глава 4 

4 . 1 .  М1 х М2 { (- 1 ,  а) , (- 1 ,  Ь) , (- 1 , с) , (2 ,  а) , (2 ,  Ь) , (2 ,  с) } . 
4.2 .  М1 х М2 х 1\13 = { ( 1 ,  5, а) , ( 1 ,  6, а) , ( 1 ,  7, а) , (3 ,  5 ,  а ) , (3 , 6, а ) , 

(3 , 7 , а) } .  4.3. Симметрично. 4.4. Транзитивно , антисимметрично. 
4.5 .  Антисимметрично . 4.6. Транзитивно , антисимметрично . 4.7 .  Ре­
фленсивно , транзитивно , антисимметрично. 4.8. При k = О рефле1>­
сивно , транзитивно, симметрично , антисимметрично ; при k =/; О анти­
симметрично . 4.9. Рефленсивно, транзитивно , симметрично. 4 .10 .  а ) На 
главной диагонали матрицы отношения стоят 1 ;  б) матрица отноше­
ния симметрическая ; в) из двух элементов матрицы отношения, симме­
тричных относительно главной диагонали, не более чем один равен 1 .  
4 . 1 1 .  У к а з  а н  и е .  Для доказательства достаточно привести примеры, по­
казывающие независимость друг от друга свойств бинарного отношениFI . 
Например , на множестве А = {а, Ь, с} отношение и1 = { (а , а) , ( Ь, Ь) } -
симметрично , транзитивно, иррефлексивно ; 0"2 = { (а , а ) , (Ь , Ь) , (с, с) , 
(с, Ь) } -- рефлексивно, транзитивно , асимметрично, и3 = { (а , а) , (Ь ,  Ь) , 
(с, с) , (а , Ь) , (Ь ,  а) , (Ь , с) , (с, Ь) } - рефлексивно, симметрично, интран­
зитивно. 4 . 12 .  и6 (при k = О) , и7 - отношения энвивалентности ; 
и5 , и6 (при k = О) - отношения порядка . 4 .13 .  и1 - отношение по­
рядна . 4.14 .  и2 - отношение эквивалентности . 4 . 15 .  0"3 не является 
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ни эквивалентностью, ни порядком. 4.16. а4 не являетс11 ни эквива­
лентностью, ни порядком. 4.17. Z/a = {А0 , А1 , . . .  , An - 1 } , где Ak = 
= k + nZ , k = О , 1 ,  . . .  , п - 1 ;  в качестве множества представителей 
можно взнть {О , 1 , . . .  , п - 1 } .  4.18. Пусть а - отношение э:квива­
лентности на А. Для каждого а Е А пусть К(а) = {х 1 хаа} . Так 
кан а рефленсивно, то а Е К(а) для иаждого а Е А. Доиажем, что 
нлассы К(а) либо не пересеиаются, либо совпадают . Действительно, 
е сли с Е К(а) n К(Ь) и х Е К(а) , то хаа; ироме того, саа и саЬ; из 
симметричности и транзитивности отношения а следует , что хаЬ, т. е .  
х Е К(Ь) . Следовательно, К(а) � К(Ь) . Аналогично по:казывается, что 
К(Ь) � К(а) ·. Эти рассужденин поиазывают , что А является объеди­
нением непересенающихся илассов : А = {К ( аа ) 1 а Е I} .  Наоборот , 
е сли А = { Аа 1 а Е I} - разбиение множества А на непересенающиеся 
подмножества , то отношение а = U { Аа х Аа 1 а Е /} е сть отноше­
ние э:квивалентности . 4.19. а ) А х А; б) 0; в) наибольшее отноше­
ние энвивалентности - А х А, наименьшее - д = { (а , а) 1 а Е А} (отношение равенства ) ; отношение А х А имеет один нласс А, у отно­
шения д все нлассы одноэлементны; г) да ; д; д) наибольшего (при 
IA I > 1) нет ; е) да , линейные порядии. 4.20. Классы энвивалентно­
сти имеют вид а + Z, а Е �- 4.22. На множестве А = {а , Ь , с} 
отношение а = { (а , а) , (Ь , Ь) , (с, с) , (а , Ь) , (а , с) } определпет порядон , 
относительно которого Ь и с - маисимальные элементы, ни один из 
ноторых не явл11етс11 наибольшим. 4.23. Есть тольио минимальные эле­
менты - простые числа . 4.24. Граф отношени11 изображен на рис. 40 . 
Маисимальные элементы - 6 ,  7 ,  8 ,  9 , 10 ; минимальный (он же наи-

7 

Рис. 40 Рис . 4 1  

меньший ) - 1 ;  наибольшего нет . 4.25 .  Граф отношенин изображен 
на рис. 41 . 4 .26 .  У 11 а з  а н  и е. Пусть а -· отношение порндка на А 
и элементы а , Ь несравнимы, т .  е. (а, Ь) '1. а и (Ь , а) '1. а . Тогда 
т = а U { (а , х) 1 (Ь ,  х ) Е а } U { (х ,  Ь) 1 (х , а) Е а } - отношение по­
рндна и т 2 а. Утверждение справедливо и длн бес11онечного множества . 
4.30. Граф отношенин из задачи 4 .27 см . на рис. 42а ; из задачи 4 .28 -
на рис . 426. 4.32 .  а ) а 2 д :  б) а- 1 = а ; в) а2 � а ;  г ) а n а- 1 � д. 
4.33. а ) Да ; б) не обнзательно; в) да ; г) не обязательно ; д) в общем слу­
чае ответ «нет» ; ответ «да» тогда и тольио тогда , ногда ат = та ; с) да . 
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4.35. <J Пусть (а, Ь) Е (ра)т.  Тогда (а, х) Е ра , (х , Ь) Е т длн неното­
рого х Е А. Отсюда следует , что (а,  у) Е р, (у , х) Е а длн некоторого 
у Е А. Следовательно ,  (у , Ь) Е ат. TaR 1шн (а , у) Е р и (у ,  Ь) Е ат, 
то (а , Ь) Е р(ат) . Значит , (ра)т � р(ат) . Аналогично доказываетсн, 

(с, и) 

а 

(с, v) 
(с, и) 
(Ь, v) 
(Ь, и) 

(а, v) (а, v) 
(а, и) 

6 
Рис . 42 

что (ра)т 2 р(ат) . [> 4.37. У к а з а н и е. Если р = А х А,  а = {а}  х А ,  
т = {Ь}  х А и а =/:- Ь,  то р(а n т) =/:- ра n рт .  4.39. xaty ,  если х < у .  
4.40. xaty ,  е сли у делитсн н а  х . 4.41 .  Все, кроме J_ · J_ = 1 1 · 4.42. Графы 
изображены на рис. 43 . 4.43. а) Петли (d, d) , (е , е) ; б) дуги (е , с) , (Ь, а) , 

Рис . 43 

(d, е ) , (d, Ь) ; в) дуги (с, d) , (е ,  е) , (а, d) , (с, Ь) , (е , Ь) . 4.48. Классы от­
ношенин аnт - попарные пересеченин классов а и т ; классы отношенин 
(aUт) t  получаютсн с.Тiедующим образом : надо взнть класс А1 отношенин 
(]', затем объединение А2 всех классов т, пересекающихсн с А1 , затем 
объединение А3 всех классов (]', пересекающихсн с А2 и т . д . ;  классом 

00 
отношенин (]' =/:- т будет 1шлнтьсн U (]'; . 4.49. См. рис . 44 . 4.50. а ) 2п2 ; 

i = 1 
v /"'-. 1 .  

а 6 в г д е ж 

Рис . 44 

б) 2п2 -п ; в) 2п(п + l ) /2 ; г) 2п · 3n(n- l ) /2 ; д) n! ; е) 19 ;  ж) 5 .  4.51 .  а ) nn2 ; 
б) пп(п + l ) /2 . 4.53. а, Ь, с, d - левые нули; а, Ь, с, d - правые единицы. 
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Таблицу В:эли см . на рис. 45а . 4.54. 3 - двусторонннн единица ; нулей 
нет . Таблицу В:эли см. на рис. 456. 4.55. Операцин :коммутативна , если 

а 
ь 
с 
с/ 

а Ь с с/ 
а а а {/ 
ь ь ь ь 
с с с с 
с! с! с/ с/ 

{/ 

1 2 3 
4 

�· 3 
4 1 2 
2 3 4 + о о 4 1 2 о 1 2 3 1 1 2 3 4 2 2 3 4 1 3 3 б 

Рис. 45 

1 2 3 о 
2 3 2 3 3 о о 1 1 2 

в 

о 1 2 3 
о о о о 

2 3 о о о 1 2 3 2 о 2 3 2 1 
г 

таблица симметрична относительно главной диагонали. 4.57. а)  Опе­
рацин обратима слева , если в :каждом столбце содержатсн все элементы 
множества ; б) сократима слева, если в :каждой строке все элементы раз-х + у  личны. 4.58. а)  х * у = -2- ; б) умножение матриц; в) х * у = х; 
г) х * у = у .  4.59. Операцин неассоциативна , не:коммутативна ;  О -
праван единица . 4.60. Операцин неассоциативна, неноммутативна ;  1 -
левый нуль . 4.6 1 .  Операцин ассоциативна, :коммутативна ;  1 - двусто­
ронний нуль . 4.62. Операцин ассоциативна , :коммутативна ;  1 - двусто­
ронннн единица . 4.63. Операцин ассоциативна ,  :коммутативна ;  О -
двусторонюш единица . 4.64. Операцин ассоциативна ,  не:коммутативна; 
( 1 , О) - двусторонннн единица . 4.65. Операцин ассоциативна ,  не:комму­
тативна ;  тождественное отображение с: (х) = х нвлнетсн единицей; ото­
браженин ЧJа (х) = а - левые нули, правых нулей при IX I > 1 нет . 
4.66. Операцин ассоциативна , :коммутативна ;  О - двусторонннн единица . 
4.67. О - двусторонннн единица; нулей нет . Таблицу В:эли см . на рис. 45в . 
4.68. О - двусторонний нуль ; 1 - двусторонннн единица ; нулей нет . 
Таблицу В:эли см. на рис. 452. 4. 70. а) идемnотент О; нильпотентных эле­
ментов нет ; б) идемпотенты: О, 1 ;  нильпотентные элементы: О , 2, 4 , 6 .  
4 .7 1 .  Изоморфны множества из  задач 4 .54 и 4 . 67 .  4.72. Да ,  отображе­
ние <р(х) = а + Ь - х - изоморфизм. 4.75. Нет . 4.76. а) Если наждое 
(А; , • )  :коммутативно ; б) если :каждое (А; , • )  ассоциативно . 4.77. а)  Ле­
вые (правые) единицы - элементы вида (е 1 ,  е2 ,  . . .  , е11 ) , где е; - леван 
(праван) единица в А; при i = 1 , 2, . . .  , п ;  б) левые (правые) нули -· 

� +  � ·  R +  R ·  ;.2 3 4 : 
4 -
5 -

2 3 4 5 2 4 5 1 0 2 4 5 10 
; w1тm : 1т 1 = 1 = 1 : ;тш 4 - - - - 5 - - - - 5 10 - - -
5 - - - - 10 - - - - 10 - - - -

Рис. 46 

элементы вида (01 , 02 , . . .  , 011 ) , где В; - левый (правый) нуль в А; при 
i = 1, 2, . . .  , п . 4.78. Нет . 4.79. Нет . 4.80. См. рис. 46. 4.81 .  Да . 
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4.82. Да. 4.83. Нет . 4.84. Да . 4.85. Нет . 4.86. {2, 3 ,  6} , { 1 ,  3 ,  6 } ,  
{ 1 ,  2 , 6 } ,  { 1 , 2 , 3 ,  6} . 4.87. Единица - д = { (х , х) 1 х Е Х}  (двусто­
ронннн) ; нуль - QJ (двусторонний) .  4.88. Единица - тождественное 
отображение: Е (х) = х для любого х; левые нули - та:кие отображения 
f, что f(x) = а  Е Х для любого х, правых нулей нет . Тх можно считать 
подподгруппой Вх , если в Тх или в Вх произведения элементов брать 
в обратном поряд:ке. 4.89. 5 . 4.91 .  У :к а з  а н  и е. Пусть S - нонечная 
полугруппа и а Е S. Тогда ai + m = ai при не:которых m, i > О, а зна­
чит, ai + j = ai при j ;;::: i. До:кажите, что (aNm )2 = aNm при достаточно 
большом N. 4.97. У :к а з а н и е. Обе части равенства аЬаЬ = е умножить 
слева на а и справа на Ь. 4.98. х = а- 1 ь, у =  ьа- 1 • 4.99. х = а- 1 сь- 1 . 
4.100. х = а-1 ь- 1 . 4.101 .  х = Ьс1а. 4.102. У :к а з а н и е. Пусть а Е S.  
Тогда существует и Е S та:кое ,  что аи = 
= а. Та:к :ка:к уравнение уа = Ь имеет 1 
решение, то Ьи = Ь при всех Ь Е S.  Сле- _ 1 
довательно, и - правая единица. По:ка-
жите, что и является та:кже левой еди­
ницей. Наличие обратного элемента сле­
дует из разрешимости уравнений ха = 
= и, ау = и и совпадения их реше­
ний. 4.108. У :к а з  а н  и е. Отображение 

с + х  х --+ р ln -- (р "=1 О) осуществляет 
с - х  

-i 
j 
-j 
k 

-k 

1 
- 1  
i 

-i 
i 

-i 
k 

-k 

- i 
- 1  i 
1 -i 

-i - \ 
i 1 

-i -k 
; k 

-k ; 
k -i 

-i j -j k k -
-i i -j k -k 
i -j i -k k 
1 k -k -j j 

- 1  -k k j -j 
k - 1  1 i -i 

-k 1 - 1  -i i 
-i -i i - \  1 
; i -i 1 - 1  

Рис. 4 7  

изоморфизм этой группы и группы JR. 4.109. Нет. 4 . 1 10 .  См .  рис. 47. 
4.1 13. У :к а з  а н  и е. <р(а) = <р(ае) = <р(а)<р(е) , от:куда <р(е) = е1 • 4.1 14. Об­
щий вид гомоморфизма: <р(х) = kx, k Е Z. 4 .115 .  Отображение <р: х t-+ 
t-+ ха является изоморфизмом. 4 .1 16. У :к а  з а н и е. Если Х = {х1 ,  . . . , xn } 
и А � Х, то отображение <р(А) = (€ 1 , . . .  , En) Е; = 1 {:} х; Е А является 
изоморфизмом (Р(х) , д) с Z2 х . . . х Z2 . 4 . 1 17. а) У и а з а н и е. Отобра-� n раз 
жение х --+ е"' есть изоморфизм (JR,  +) и (IR+ , · ) ;  б) У :к а з  а н  и е .  Если 
бы (IQ, +) была изоморфна (IQ+ , · ) , то в (IQ+ , · ) было бы разрешимо лю­
бое уравнение вида xn = а, что неверно. 4 .119 .  У н  а з  а н  и е .  Пусть Н -
подгруппа группы Z и п - наименьшее положительное число , принад­
лежащее Н. До:кажите в:ключения Н � nZ и nZ � Н. 4 .121 .  Нет . 
4.122. У :к а з а н и е. Отображение z --+  ( J z l , ei arg z ) - изоморфизм G на 
А х В. 4.123 .  а )  Н = (3) = {О ,  3 ,  6,  9}; б) Н = (4 ,  9) = Z12 . 4 .124. 1 ,  
3 ,  7 ,  9 . 4.125 .  1 ,  5 ,  7 ,  1 1 .  4.126. 1 ,  3 ,  5 , 9 ,  1 1 ,  13 .  4.127. 1 ,  5 , 7 ,  11 ,  
1 3 ,  1 7 .  4 .128. wk = ехр ( 2:k ) .  4.131 .  w1 , UJ5 , UJ7 , UJ1 1 - 4.132.  При 

НОД(m,  п) = 1 .  4.136.  У :к а з а н и е. Уравнения xn = 1, п Е N в этой 
группе могут иметь толь:ко два решения: 1 и - 1 .  Поэтому о(а) = оо 

для всех а, :кроме а = 1 и а = - 1 .  Очевидно, o( l )  = 1 и о(- 1 )  = 
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= 2 . 4.137. У н а з а н и е . Если аЬ = Ьа, то о(аЬ) = НО:К (о(а) ,  о(Ь) ) ; 
в нашем случае о(аЬ) = о(а)о(Ь) . 4.138. Таи 1ши аЬ = Ьа, то о(аЬ) = 

l + i - l + i = НО:К( 4, 10) = 20 . 4.139. 6 , 18 , 30, 42 . 4.140. Z1 = V2 ' Z2 = V2 ' 

zз = 
-� i и z4 = 

l�i · 4.141 . z1 = ехр (�i ) ,  z2 = ехр ( 3;i ) ,  zз = 

= exp ( 7;i ) и z4 =  exp ( 9;i ) · 4.142. У н а з а н и е. Нсно, что в группе 

Zn порядон элемента а равен п в том и тольно том случае, е сли а -
образующий элемент, а образующими являются тание а ,  для ноторых 
НОД (а ,  п) = 1 . 4.143. 12 . У н  а з  а н и е. Используйте мультиплинатив­
ность фуннции Эйлера ,  т. е. 'Р(тп) = 'P(m)'P(n) , если НОд (m ,  п) = 1 . 
4. 144. 16 . 4.145.  40 . 4.146.  1 , 10, 5 , 10 , 5 , 2 , 5 , 10 , 5 , 10 . 4.147. 1 , 
2 , 2 , 2 . 4.148. o( l )  = 1 , о(- 1) = 2 , о(а) = 4 для остальных эле-

n 
ментов . 4 . 149. НОД(n, а)

. 4.150. 6 . 4. 151 .  12 . 4.152 .  1 при а = 

= О ,  р°' - р°' - 1 при О < а :=:; (3 и О при а > (3. 4.153. 'P(m) , если 
т 1 n , О в остальных случаях . 4 .154. У н  а з  а н  и е. Рассмотреть отобра­
жение : Zmn --t Zm х Zn , т. е. х --t (х mod m, х mod n) . Второй спо­
соб : доназать , что элемент ( 1 , 1) группы Zm х Zn имеет порядон тп. 
4.156. У н  а з  а н  и е .  Воспользоваться тем, что ти + nv = 1 при неното-

рых и, v Е Z .  4.157. а ) (1 2 3 4 5 
3 4 5 2 1 

4 .158. а) (1 2 3 4 5) ; б) 
(1 2 3 

4 3 1 2 5 3 2 4 

г
) (1 2 3 4 5) ; д) 

(1 2 3 4 

4 3 1 2 5 3 5 1 4 

; б) 
6) (1 2 
6 6 1 
4 5) (1 
5 1 

; в
) 4 

�} е) с 

3 4 5 
3 2 4 

2 3 4 

1 3 5 
2 3 4 

4 5 3 
5
5
) . 4.159. а) ( 1 53) (247) ; б) ( 1362) (47) ; в) ( 1472365) . 

4.160. а ) (
3
1 2 3 4 5 6 7) (

4

1 2 3 4 5 6 7) ; 
4 5 6 1 7 2 

' б
) 3 5 7 6 2 1 

в) С � � : : :) . 4 . 161 .  а ) ( 1542736) ; б) ( 15647) . 4.162.  а) 2 . 
У н  а з  а н  и е .  Является произведением независимых цинлов длины 2 ; 
б) 12 ; в) 2 . 4.163. а) ( 13) (35) (27) (67) ; б) ( 16) (62) (27) (78) (35) . 4.164. 53 = 
= { е = а3 = Ь2 , а , а2 , Ь, аЬ, а2 Ь} ; о(а) = о(а2 ) = 3 , о (е) = 1 , о(Ь) = 
= о(аЬ) = о(а2 Ь) = 2 . Таблицу :Кэли группы S3 см. на рис . 48. 4 .165 . Один 
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элемент порядка 1, девять порядка 2 ,  восемь порядка 3 и шесть по­
рядка 4. 4. 166. а) 6; б) 4; в) 5. 4.167. Меняется на противоположную. 

n! 
4.168. I An l = 2 (n ;::::: 2) . А4 = { е , ( 123) , ( 132) , ( 134) , ( 143) , ( 1 24) , ( 142) , 
(234) , (243) , ( 12) (34) , ( 13) (24) , ( 14) (23) } . 
4.169. У к а з а н и е. Пусть G = {91 , • • •  , 9n } · е а а2 Ь аЬ а2Ь 
Каждому 9 Е G поставим в соответствие е 

подстановку CJ (9) = 
( 91 92 9n ) . :2 
919 929 9п9 Ь 

аЬ 
Отображение 9 -+ CJ (9) является вложением а2Ь 
G в Sn . 4 . 170. О -+ е, 1 -+ (123) , 2 -+ 

е 
а 
al 
ь 

аЬ 
а2Ь 

а 
al 
е 

а2Ь 
ь 

аЬ 

(/2 ь 
е аЬ 
а а2Ь 
аЬ е 
а2Ь а 
ь а2 

-+ ( 132) . 4 . 171 .  (О ,  О) -+ е, (О, 1 ) -+ (12 ) , Рис. 48 
( 1 ,  О) -+ (34) , ( 1 ,  1 ) -+ (12 ) (34) . 4 .172. i -+  

аЬ а2Ь 
а2Ь ь 
ь аЬ 
а2 а 
е а2 
а е 

-+ (1324) (5768) , j -+  ( 1 526) (3847) . 4 .173. У к а з а н и е. Каждой подста-

новке CJ = ( � � � ) поставим в соответствие матрицу п х п ,  
Z 1  Z2 Zn 

у которой (k ,  ik )-e элементы равны 1 ,  а остальные элементы равны О .  
4.1 74. Очевидно, существуют ровно три движения 1-го рода , переводящие 
правильный треугольник АБС в себя: это е - тождественное отображе­
ние, а - поворот на угол в 120° вокруг центра треугольника , а2 - пово­
рот на угол в 240° . Кроме того , имеются три движения 2-го рода - это 
симметрии относительно высот треугольника . Если одну из этих сим­
метрий обозначить через Ь, то другие будут равняться аЬ и а2Ь. Таким 
образом, G(Ф) = {е ,  а ,  а2 , Ь, аЬ, а2Ь} . Ясно; что G(Ф) S'! S3 , и изомор­
физм определяется соответствиями а 1-t ( 123) ,  Ь 1-t ( 12 ) . 4 . 175 .  G(Ф) = 

= { е ,  а, а2 , а3 , Ь, аЬ, а2 Ь, а3Ь } , где а - поворот квадрата на 90° во­
круг его центра ,  Ь - симметрия относительно одной из диагоналей. 
Представление подстановками: а t-t ( 1234) , Ь t-t (24). 4. 1 76. G(Ф) = 

= {е ,  а, Ь, аЬ} , где а2 = Ь2 = е, аЬ = Ьа. G(Ф) � Z2 х Z2 . Представление 
подстановками: a t-t ( 12) , b t-t (34) . 4.177. G(Ф) = {е ,  а, а2 , . . . , ап- 1 , Ь , 
аЬ, . . .  , ап- 1 ь} , an = Ь2 = е ,  Ьа = а- 1 ь. Представление подстановками: 
а t-t ( 123 . . .  п) , Ь t-t (2n - 1 ) (3n - 2) . . .  (kn - k) ,  где k = Ш·J . 4 .178. JGI = 

= 48, G = (а, Ь, CJ) , причем а4 = Ь4 = CJ2 = е, Ьа2 = а2 Ь3 , Ь2а = 

= а3 Ь2 , аЬа = ЬаЬ, CJa = a3CJ, СJЬ = bCJ. 4 .179. G S'! S4 . 4.180. G � Sз . 
4.181 .  <J Пусть а - движение плоскости и о(а) = п .  Если а - движение 
2-го рода , то а = Ьс, где Ь - симметрия относительно некоторой прямой 
l , а с - параллельный перенос вдоль этой прямой. Так как an = е, то с =  
= е ,  а значит, а - симметрия относительно прямой. Если а -- движение 
1-го рода , то либо а - параллельный перенос ,  либо а - поворот вокруг 
некоторой точки. Параллельный перенос а при а -:/:- е не может быть 
элементом конечного порядка . Следовательно, а - поворот. Пусть угол 
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поворота равен <р. Таи иаи о(а) = п, то <р = 27Г- ,  где m ,  п Е Z.  Таиим . п 
образом , элементами ионечного порядна в группе движений плосиости 
являются: а ) симметрии относительно прямых (в этом случае о(а) = 2) ; 

т 
б) повороты воируг точен на углы <р = 27Г- ,  где m ,  п Е Z (здесь о(а) = 

п 
= п ,  если (m ,  п) = 1 ) .1:> 4.182. <J Очевидно, доиазательство достаточно 
провести лишь для левых смежных илассов. Пусть аН n ЬН о/- !О .  Тогда 
существует элемент с Е аН n ЬН.  Имеем: с = ah1 = bh2 при неиоторых 
h1 , h2 Е Н. Если х - любой элемент из аН, то х = ah3 , где h3 Е Н. 
Поэтому х = аhз = ch1 1 hз = bh2li1 1 hз Е ЬН. Ввиду произвольности 
элемента х Е аН мы получаем: аН � ЬН. Аналогично доиазывается, что 
ЬН � аН. Следовательно, аН = ЬН.1:>  4.183. У и а з  а н  и е. Воспользо­
ваться результатом предыдущей задачи. 4.185. О, 2Z10 , 4Z10 , 5Z10 , Z 10 .  
4.186.  {е} , {е , а} , {е , Ь} , {е , с} , {е , а ,  Ь , с} , если Z2 х Z2 = {е , а , Ь , с} . 
4.187. dZn , где d 1 п . 4. 188. 8 .  4.189. Одна - порядна 1 ,  одна - порядна 
р2 ; р + 1 - порядна р. 4.190. По одной подгруппе порядна рт (т � п) . 

(2n 1 ) (2n- l  1 )  
4.191 .  

3 . 4.193. <J Пусть а - любой элемент из G ,  от-
личный от е .  Порядои элемента а является делителем простого числа 
р, поэтому о(а) = р (равенство о(а) = 1 невозможно, таи иаи а о/- 1 ) .  
Отсюда следует , что элементы е , а ,  а2 , • . •  , аР- 1 различны. Поэтому G = 
= { е , а, а2 , . . .  , аР- 1 } � Zp .I:>  4.197. <J Таи иаи группа Z иоммутативна, 
то правое и левое разложения совпадают. В группе Z операцией явля­
ется сложение, поэтому смежные илассы имеют вид а + Н. Смежные 
илассы О + пZ,  1 + пZ, . . .  , (п - 1) + пZ различны, таи иаи числа 
О, 1, . . .  , п - 1 попарно не сравнимы по модулю п . Оиазывается, что 
других смежных ил ассов нет . Действительно, пусть а + пZ - смежный 
иласс. Разделим а на п с остатиом: а = пи + r, где О � r � п - 1 . 
Отсюда получаем: а + пZ = пи + r + пZ = r + пZ. Тогда разло­
жение группы Z по подгруппе пZ имеет вид Z = (О + пZ) U ( 1 + пZ) U . . .  
. . . U ( (п - 1 )  + пZ) .1:>  4.198.  а) 27 + 40Z; б) !О .  4.199. Разложения 
по подгруппе Н: левое: 53 = { е , ( 1 2) } U { ( 1 23) , (23) } U { ( 132) , ( 13) } ;  
правое :  53 = { е , ( 1 2 ) } U { ( 1 23) , (13) } U { ( 132) , (23) } .  Разложение по 
подгруппе Н1 (левое, правое) S3 = { е , ( 1 23) , ( 132) } u { ( 12 ) , (23) , ( 13) } .  
4.200. У и а з а  н и  е .  Рассмотреть отображение А х В --+ АВ, (а ,  Ь) i-+ аЬ. 
4.202. По подгруппе О : Z10 = {O} u { l } U . . .  U{9} ; по подгруппе 2Z1o : Z1o = 
= 2Z10 U { 1  + 2Z10 } ;  по подгруппе 5Z10 : Z10 = {О ,  5 }  U { 1 ,  6} U {2 ,  7} U 
U {3 ,  8}  U {4 ,  9 } ;  разложение по подгруппе Z1o содержит один иласс Z10 · 
4.203. А4 = { е , ( 1 23) , ( 132) } u { ( 134) , (234) , ( 12 ) (34) } u { ( 1 24) , ( 13) (24) , 
(243) } U { ( 142) , ( 143) , ( 14) (23) } .  4.204. У и а з  а н  и е. Рассуждать таи же, 
иаи в задаче 4 . 182 . 4.206. а) (234) · Н, где Н = { е , ( 1 4) } ;  б) не явля­
ется ; в) не явл11ется; г) является подгруппой Н = еН = Не; д) не явля-
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етсн. У к а з а н и е. Использовать результат задачи 4 . 195 .  4.209. {е} , { е , ( 1 23) , ( 132) } , Sз . 4.210. { е } ,  { е , ( 12 )  (34) , ( 13) (24) ,  ( 14) (23) } , Аз , 
S4 • 4.2 1 1 .  Все подгруппы. 4.212 .  {е} , {е , а , а2 , аз } , {е , а2 , Ь , а2 Ь} , 
{е , а2аЬ , аз Ь} , С , если С = (а, Ь) , где а4 = е = Ь2 , Ьа = аз ь . 
4.213. У к а з  а н  и е. Воспользоватьсн результатами задачи 4 . 208. 
4.214. Неочевидным нвлRетсR лишь утверждение о том , что параллель­
ные переносы образуют нормальную подгруппу . Докажем это длн п-мер­
ного пространства. Пусть а : х t-t х + а - параллельный перенос ,  а 
(3 : х t-t Ах + Ь - произвольное движение (здесь А - невырожден­
нан п х п матрица) . Тогда (3- 1 а(3 : х t-t А-1 (А(х - Ь + а) +  Ь) , т . е . 
(3-i 1 af3 : х t-t х - ь + а + А- 1 ь - параллельный перенос. 4.215. У к а­
з а н и е. С = {е , а , а2 , аз , Ь, аЬ, а2Ь, аз Ь} - группа движений квадрата , 
А = {е , а2 } , В = {е , а2 , Ь , а2Ь} .  4.216. <J Пусть х ,  у Е АВ. Тогда 
х = аЬ, у = а' Ь' , где а, а' Е А, Ь, Ь' Е В. Отсюда ху = аЬа'Ь' = 
= а · Ьа'ь- 1 · ЬЬ' Е АВ, так как Ьа'ь- 1 Е А. :Кроме того, х- 1 = (аЬ) - 1 = 
= ь-1 а- 1 = ь- 1 а- 1 Ь · Ь' Е АВ. Значит, АВ - подгруппа . Пусть теперь 
А, В < С и g Е G. Тогда gAB = AgB = ABg, поэтому АВ < G.r> 
4 .217 .  а) Если Н - группа кватернионов , Н1 = { 1 ,  - 1 ,  i , -i } , Н2 = 
= { 1 , - 1 ,  j, -j } ,  Нз = { 1 ,  - 1 ,  k, -k} , Н4 = { 1 } , Н5 = Н,  На = 
= { 1 ,  - 1 }  (все подгруппы нормальны) ; б) Н / { 1 } � Н, Н / Hi � Z2 х Z2 
(i = 1 ,  2 ,  3) ; Н/Н � { 1 } , Н/{ 1 , - 1 } � Z4 . 4.218. У к а з а н и е. G/G1 
изоморфна группе движений, оставлнющих фиксированную точку непо­
движной. 4 .219. Zn/dZn � Zd . 4.220. Изоморфизм <р: JR/Z ----+ Т опре­
делнетсн формулой <р(х + Z) = e2" ix . 4.221 .  У к а з  а н  и е. Рассмотреть 
отображение аЬА ----+ Ь( А n В) .  4.222. У к а з  а н  и е. Изоморфизмом групп 
G1 х . . .  x Gn/A1 х . . .  x An и (G1 /A1 ) х . . . х (Gn/An) нвлнетсн отображение 
g(A1 х . . .  х Ап) t-t (gA1 , . .  " gАп) , где g = (91 , . .  " 9п) Е G1 х . . .  х Сп . 
ВзаимнаR однозначность и сохранение операции здесь проверRЮТСfI не­
посредственно . 4.225. <J Пусть а Е Sn и kj (a) - количество ·циклов 
длины j в разложении а в произведение независимых циклов . Подста­
новки а и r сопрнжены тогда и только тогда , когда kj (a) = kj (r) длн 
всех j . r>  4.229. а) <J 24 = 2з · 3, поэтому в группе Z24 будут две примар­
ные компоненты: одна длн р = 2, друган длн р = 3 .  А(2) - множество 
элементов порндка 2\ т. е .  А(2) = {О , 3, 6, 9, 1 2 ,  1 5 ,  18 ,  21 } .  А(3) -
множество элементов порндка 3k , т. е. А(3) = {О , 8, 16} .  Z24 = А(2) Е1Э 
Е1Э А(3) ; б) А(2)  = {О , 1 5 } ;  А(3) = {О , 10 ,  20} ; А(5) = {О, 6 ,  1 2 ,  18 ,  24} ; 
в) А(101 )  = Z101 .r> 4.230. а) <J g = (а, Ь , с) -- общий вид элемента 
этой группы. Тогда Ь , с - любые, не равные нулю одновременно , по­
рндка 5 в Z5 Е1Э Z5 ; а = 4 - единственный элемент порRдка 2 в Z8 . 
Поэтому число элементов порндка 10 в Z8 Е1Э Z5 Е1Э Z5 равно 2 · (25 - 1 )  = 
= 48; б) (2з - 1 ) (32 - 31 ) = 42 .r>  4.231 .  (О ,  2 ,  1 ) ,  (О , 2 ,  2 ) ,  ( 1 ,  О , 1 ) ,  
( 1 ,  О , 2) , ( 1 ,  2 ,  1 ) , ( 1 ,  2 ,  2) . 4.232. а) <р(х) = О для всех х ;  б) гомо-
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морфизм ер :  Zm -+ Zn имеет вид ср(х ) = kx ,  где km = О (rnod п) . 
4.233. а )  У к а з  а н  и е .  Так как 36 = 22 · 32 , то имеетсн ровно 4 не­
изоморфные абелевы группы порндка 36. Это Z4 EfJ Z9 , Z2 EfJ Z2 EfJ Z9 , 
Z4 EfJ Zз EfJ Zз , Z2 EfJ Z2 EfJ Zз EfJ Zз ; б) А1 = Zs EfJ Z25 , А2 = Zs EfJ Z5 EfJ Z5 , 
Аз = Z2 EfJ Z4 EfJ Z25 , А4 = Z2 EfJ Z4 EfJ Z5 EfJ Z5 , АБ = Z2 EfJ Z2 EfJ Z2 EfJ Z25 , 
Аб = Z2 EfJ Z2 EfJ Z2 EfJ Z5 EfJ Z5 ; в) А1 = Zз2 EfJ Zз , А2 = Z16 EfJ Z2 EfJ Zз , 
Аз = Zs EfJ Z4 EfJ Zз , А4 = Z2 EfJ Z4 EfJ Z4 EfJ Zз , АБ = Z2 EfJ Z2 EfJ Z4 EfJ Z4 EfJ Zз , 
АБ = Z2 EfJ Z2 EfJ Z2 EfJ Z2 EfJ Z4 EfJ Zз , Аб = Z2 EfJ Z2 EfJ Z2 EfJ Z2 EfJ Z2 EfJ Zз . 
4.236. а) Horn(Z18 ,  Z20 ) <::::' Z2 . Все гомоморфизмы из Z18 в Z20 имеют 
вид х -+ kx ,  где k = О или 9; б) Hom(Z, Z) <::::' Z. Здесь ср(х) = 
= kx ,  k - любое целое ;  в) Horn(Zm , Zп) <::::' Zd , где d = НОД (m, п) ; 
г) Horn(Z ,  А) <::::' А;  ср(п) = па. 4.238. б) Таблицы Кэли групп Z8 и 
Zi0 см. на рис. 49; в) Zi0 <::::' Z4 , Z8 <::::' Z2 х Z2 . 4.239. а)  pi - pi- l ;  

z• 8 
1 
3 
5 
7 

1 
3 
5 
7 

3 5 7 Z7o 
2 5 
1 7 
7 1 
5 3 

7 
5 
3 
1 

1 
3 
7 
9 

Рис . 49 

3 7 9 
1 3 7 9 
3 9 1 7 
7 1 9 3 
9 7 3 1 

б) р2 - р; в) р3 - р2 . 4.243. Не нвлнетсн . 4.244. Явлнетсн. 4.245. Явлн­
етсн . 4.246. Не нвлнетсн. У к а з  а н  и е. Произведение sin kx · sin lx = 

1 
= 2 (cos (k - l )x - cos (k + l )x) не нвлнетсн суммой синусов . 4.247. Явлн-
етсн . 4.248. Не нвлнетсн . У к а з  а н  и е. Проверить выполнение а!\си­
омы (1\3) . 4.249. При п > 1 не нвлнетсн . 4.250. Явлнетсн . 4.251 .  Явлн­
етсн . 4 .252. Не нвлнетсн. У к а з  а н  и е. Проверить выполнение а!\сиомы 
дистрибутивности . 4.253. а) Явлнетсн ; в) е = 3. 4.254. О . 4 .255. 18 .  
4.256 .  27 .  4.257 .  7 .  4.258. 8 .  4.259. р2 - р + 1 .  4.262. У к а з  а н  и е .  

( 1 ) -2 
В кольце Zp элементы 1 -2 , 2-2 , " " р ; совпадают (с точно-

стью до перестанов!\и) с элементами 12 , 22 , • .  " ( р ;  1 ) 2 . 4.263. У и а­

з а н  и е .  Воспользоватьсн равенством k- 1 + (р - k) - 1 = k (p 
� k) в 

кольце ZP2 . Далее ,  использун результат задачи 4 .262 ,  доназать , что 
� 1 в L., = О в 1>ольце Zp · 4.264. У к а з  а н  и е. оспользоватьсн pa-

k k (k - p) 

венством (2= �) 2 = L .� + 2 L � в 1\Ольце Zp и результатами за-� i i<j lJ 
дач 4 . 260 и 4 . 263 . 4.265. 1 ,  3, 5 ,  9 ,  1 1 ,  13 .  4.266. 1 ,  3, 7, 9 ,  1 1 , 13 , 
17 . 4.267. Функции, не обращающиесн в О на [а , Ь] .  4.268. р3 - р2 . 
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4.269. Решений нет . 4.270. 1 1 . 4.271 . 2 ,  6 .  4.272. 3, 4. 4.273. Ре­
шений нет . 4 .274. 9, 15 ,  19 ,  25 . 4.275. Например , 1юльцо 2Z всех 
четных чисел. 4.276.  <] Этот пример можно строить многими спосо­
бами. Например , таи. Рассмотрим двумерное линейное пространство 
L над IR. Пусть а, Ь - базис L над JR. Элементы из L имеют вид 
аа + /3Ь, где а, .В Е JR. На множестве L уже есть операция сложе­
ния, введем операцию умножения. Положим для базисных элементов , 
например , а2 = Ь, аЬ = Ьа = О, Ь2 = а. Зная произведение ба­
зисных элементов , из аисиомы дистрибутивности получим произведение 
любых элементов из L: (аа + /3Ь} (1а + дЬ} = а1а2 + /31Ьа + адаЬ + 
+ /3дЬ2 = а1Ь + /3да. Это иольцо неассоциативно, таи иаи (аа}Ь = 

= а2Ь = Ь2 = а и а(аЬ} = а · О = O .t> 4.277. У и а з а н и е. Пусть 
х + х = 1 и у + у = 1 . Умножьте первое равенство справа на у, а 
второе слева на х . 4.278. Для иольца , состоящего из одного элемента О . 
4.282. Да . 4.283. <p(n} = О  для всех п Е Z. 4.284. <р1 (п) = п , <р2 (п) = 
= О для всех п Е 2Z. 4.286. У и а з  а н  и е. Проверить , что отображение 
k f--7 (k mod т , k mod п) является изоморфизмом иолец Zmn --+ Zm EIЭ Zn .  
4.287. <] Если мы доиажем изоморфизм (Р(Х} , д, n) и Z2  Е1Э . . .  Е1Э Z2 , 

� 
n раз 

то провериа аисиом иольца для Р(Х) не потребуется. Построим ото­
бражение следующим образом. Будем считать , что Х = { 1 ,  2 ,  . . .  , п}  
(это предположение не ограничивает общности) . Для А � Х положим 
<р(А} = (101 , 102 , . . .  , 10n) , где lOi = 1 при i Е А и 10; = О при i � А. То 
есть иаждому подмножеству мы ставим в соответствие -строчиу из О и 1 ; 
в частности, <р(0} = (О ,  О, . . .  , О} , <р(Х) = ( 1 ,  1 ,  . . .  , 1 } , <ti ( { l ,  3} ) = 
= ( 1 ,  О, 1 ,  О ,  . . .  , О} . Ясно, что <р - взаимно однозначное отображе­
ние. Проверим, что <р - изоморфизм. Пусть А, В Е Р(Х) и <р(А) = 
= (101 , 102 , . . .  , 10n} , <р(В} = (Т/1 , '1/2 , . . .  , '1/n } , <р(АЛВ} = ((1 , (2 , . . .  , (n } · 
Если i Е А и i Е В, то i � АдВ, и мы имеем: 10; = Т/i = 1 ,  (i = О. 
В этом случае (; = 10; + Т]; , таи иаи 1 + 1 = О в Z2 • Аналогично рассма­
триваются другие случаи: i Е А и i Е В и т. д . ,  и в этих случаях мы 
таиже получаем (; = 10; + Т/i · Следовательно, <р(АдВ) = ((1 , . . .  , (n} = 
= (101 , . . .  , 10n )  + (Т/1 , . . .  , '1/n ) = <р(А) + <р(В) .  Аналогично доиазыва­
ется, что <р(А n В) = <р(А) · <р(В) .  4.298. Нет . 4.299. Да . 4.300. Нет. 
4.301 .  Да . 4.302. Поле получится, если п не является ивадратом в Zp. 
4.303. 1 .  4.304. 5 . 4.305. 10 .  4.306. о. 4.307. 9 .  4.308. 13 .  4.309. 1 ; 4 .  
4.310. Решений нет . 4.31 1 .  4. 4.312. 4. 4.313. 2 ,  8 ,  9 ,  1 5 . 4.314. х = 7, 

у = 8 . 4.315. х = 9 ,  у = 5 . 4.316. а) 

1 1 1 1 

1 

1 

1 

о о 1 

о 1 о 

1 о 1 
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4.31 7. а) 3 ;  б) 2 .  4.318. <J Та:к на:к z; = { 1 ,  2 ,  . . .  , р - 1 }  - группа 
по умножению и 1 z; 1  = р - 1 ,  то aP- l  = 1 ДЛfI всех а Е z; . Значит , 
аР = а при а Е Zp , а -:/:- О .  1\роме того, QP = О. Поэтому аР = а 

p + l 
длн всех а Е Zp . C>  4.319. -2- . У н  а з  а н  и е. Воспользуйтесь тем, что 

p + l 
х2 = ( -х ) 2 . 4.320. -

2
- .  У н  а з  а н  и е .  Воспользуйтесь результатом 

предыдущей задачи . 4.321 .  У н  а з  а н  и е .  Воспользуйтесь результатом 
задачи 4 . 133 а) . 4.322. Нет . 4.323. <J Пусть F и F1 - полн и R = F GЭ F' .  
Положим а = ( 1 ,  О) , Ь = (О , 1 ) .  Нетрудно видеть , что а -:/:- О , Ь -:/:- О. 
Вместе с тем , аЬ = О . Следовательно, R - не поле .С>  4.325. <J ра = 

= а +  . . .  + а = а · ( 1 + . . . + 1 )  = а · О = О .С>  4.327. <J Пусть 1 - еди-
'---v-----' . � 

р раз р раз 
ница полн F1 . Тогда элемент 1 нвлнетсн та:кже единицей полн F2 . Если 
n · 1 = О в F1 , то n · 1 = О  в F2 и наоборот. Поэтому хара:ктеристи:ки полей 
F1 и F2 равны.С>  4.329. <J По формуле бинома Ньютона (а + Ь)Р = аР + 
+ С� аР- 1 Ь + с;аР-2 Ь2 + . . .  + ЬР . Рассмотрим ноэффициент с; ,  где 

. • . р(р - 1 )  . . .  (р - i + 1 )  1 � i � р - 1 .  Та:к нан р - простое, т о  С� = . 1 
-

i .  
целое .  Та:к :ка:к НОд (i ! ,  р )  = 1 ,  т о  (р - 1 ) . . . (р - i + 1 ) делитсн на 
i ! ,  следовательно, с; делитсн на р. Та:к нан char F = р, то с; = О 
в поле F, а значит , (а + Ь)Р = аР + ЬР . Далее применим индун-

цию ПО n :  (а + b)Pn = ( (a + b)Pn - t ) P 
= (aPn - 1 + ьРn - 1 ) Р 

= aPn + 
+ ЬРn . С>  4.330. а20 + а1 6 Ь4 + а4Ь1 6 + ь20 . 4.331 .  Нет . 4.332. J F I = 25 , 

char F = 5 , F0 = { (� �) J a Е Z5 } · 4.333. q(x) = х2 + 4х - 4; 

r (x) = - 10х + 19 .  4.334. q(x) = х2 ; r (x) = х2 - 1. 4.335. q(x) = 

= 4х + 1 ;  r (x) = х2 + 4. 4.336. q (x) = х2 ; r (x) = х2 + х + 1 :  
10 1 

4.337. r(x) = 3х - 3 "  У н а з а н и е. f (x) = q(x) (x - l ) (x + 2) + 
+ r (x) , где r (x) = ах + Ь. 4.338. q(x) = х3 - х2 + 3х - 3 ;  r (x) = 

= 5 . 4.339. q(x) = 2х4 - 6х3 + 13х2 - 39х + 109 ;  r (x) = - 327. 
4.340. q (x) = 3х4 + 7х3 + 14х2 + 9х + 5 ; r (x) = О. 4.341 .  <J Из по­
следней строни алгоритма Ев:клида следует , что rk (x) J rk- i (x) .  Подии� 
мансь на одну строну вверх , получим: rk (x) J rk-2 (x) = rk- i (x)qk (x) + 
+ rk (x) . Рассуждан аналогично и поднимансь вверх , будем получать ! 
rk (x) J rk- з (x) , rk-4 (x) , . . .  , r1 (х) , g (x) , J (x) . Таним образом, rk (x) __: 
общий делитель многочленов J(x) и g(x) . Пусть d1 (x) - наной-либо 
общий делитель многочленов J (x) и g (x) . Тан нан di (x) 1 J (x) , g (x) , т9 
d1 (х) J r1 (х) = J (х) - g(x)q1 (х) . Двигансь вниз по странам алгоритма 
Ешшида , будем получать : d1 (x) J r2 (x) , di (x) J rз (x) , . . .  , di (x) J rk (x) � 
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ИтаR, rk (x) делится на любой общий делитель многочленов f (x) и g (x) , 
значит, rk (x) = (f(x) , g(x) ) . 1>  4.342. а) <J ДоRажем вначале данное 
утверждение для двух многочленов. Пусть d(x) , d1 (х) - многочлены, 
Rаждый из Rоторых удовлетворяет определению наибольшего общего де­
лителя многочленов f (x) и g(x) , а rk (x) - наибольший общий делитель 
этих многочленов, полученный с помощью алгоритма ЕвRлида . Тогда 
d1 (x) 1 rk (x) (см. задачу 4.341 ) . TaR RaR rk и d1 одной степени, то d1 (x) = 
= µrk (x) при неRотором µ Е F, µ f О. Аналогично d(x) = vrk (x) , где 
v Е F, v f О. Отсюда следует , что d(x) = (vµ- 1 )d1 (x) . Для п многочле­
нов доRазательство проводится индуRцией по п .  Пусть даны п многочле­
нов fi (x) , . . .  , fп (х) и d, d1 - их наибольшие общие делители. Тогда 
d(x) = (u (x) , fп (х) ) , d1 (x) = (и1 (х) , fп (х) ) , где и(х) , и1 (х) - наиболь­
шие общие делители многочленов fi (х) , . . .  , fn- l (х) . По предположению 
индуRции и =  /Зи� , где /3 Е F, /3 f О. Значит, d(x) и d1 (x) - наиболь­
ший общий делитель многочленов и(х) и fп (х) . Отсюда d(x) = Лdi (x) 
при неRотором Л Е F, Л f О. б) У R а з  а н  и е .  ДоRазать сначала , что 
d(x) = f (x)u(x) + g(x)v(x) , где d(x) = (f (x) , g(x) ) , двигаясь . по строч­
Rам алгоритма ЕвRлида снизу вверх ; затем рассуждать по индуRции. 1> 
4.343. а) <J Пусть (f (x) , g(x)) = d(x) . Тогда f (x) = fi (x)d(x) , g (x) = 
= g1 (x)d(x) , где (/1 (х) , g1 (x) ) = 1 .  Положим М(х) = fi (x)g1 (x)d(x) . 
Ясно, что М(х) - общее Rратное многочленов f (x) и g(x) . ДоRажем, 
что и(х) 1 М(х) для любого и(х) общего Rратного многочленов f (x) и 
g(x) . TaR RaR и (х) 1 f (x) , то и (х) 1 d(x) , следовательно, и(х) = и1 (x)d(x) . 
TaR RaR u(x) 1 f(x) , то и� (х) 1 fi (x) , поэтому и� (х) = fi (x)v (x) . Тiш RaR 
щ (х) 1 /2 (х) , то fi (x)v(x) 1 /2 (х) ; учитывая, что (/1 (х ) ,  f2 (x) ) , получаем: 
v (x) 1 /2 (х) . Значит , v(x) = w(x)f2 (x) . ТаRим образом, М(х) 1 и (х) = 
= щ (х)d(х) = fi (x)v (x)d(x) = fi (x)w(x)f2 (x)d(x) , т . е .  М(х) - наи­
меньшее общее Rратное многочленов f ( х) и g( х ) .  б) У R а з а н и е .  Сохра­
няя обозначения пунюа а) , получим: M(x)d(x) = fi (x)g1 (x)d(x)d(x) = 
= /1 (x)d(x)g1 (x)d(x) = f (x)g(x) . Для другого наименьшего общего 
Rратного т(х) имеем: т(х) = ЛМ(х) (Л Е F, Л f О) , а значит , 
f (x)g (x) = ЛМ(х)d(х) . 1>  4.344. <J х3 - 2х2 - х - 6 ,= 1 · (х3 + х - 2) + 
+ (-2х2 - 2х - 4) , х3 + х - 2 = (-О ,5х + О ,5) (-2х2 - 2х - 4) . TaR 
RaR -2х2 - 2х - 4 = - 2(х2 + х + 2) , то х2 + х + 2 - наибольший 
общий делитель многочленов . [>  4.345. х2 + х + 1. 4.346. х2 + 2х + 3 . 
4.347. х + 2 .  4.348. xd - 1 ,  где d = НОд(m,  п) . 4.349. d(x) = х2 - 2 ,  
и(х) = - х - 1 ; v (x) = х + 2 .  У R а з а н и е. Для нахождения многочле­
нов и(х) и v (x) двигаться по стро1>ам алгоритма ЕвRлида снизу вверх . 
4.350. d(x) = х3 + 1 ,  и(х) = - 1 , v (x) = х + 1 .  4.351 .  d(x) = х2 + 2х + 
+ 3 ,  и(х) = 3х + 2 ,  v (x) = 2х + 4. 4.352. 4х4 - 27х3 + 66х2 - 65х + 24 . 
4.353. а) 3 ;  - 1 ;  б) ±iJ2, ±2iJ3. 4.354. Да . 4.355. При нечетных п .  
4.356. а = О , Ь = 1 .  4.357. а = 1 ,  Ь = 4. 4.358. (х2 + х + 1 )  х 
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х (х - 2) (х + 3 ) .  4.359. х5 + х2 + х + 1 . 4.365. (х + l ) (x + 2) х 
х (х - 5) . 4.366. (х - 2) (х + 3) (х2 - х + 1 )  над JR, (х - 2) (х + 3) х 

х 
(

х -
l -;JЗ) (х + 

l -;JЗ) 
над С. 

4.367. 
)]10 (х - е 2:k i ) над 

С; над JR при нечетных п (х - 1 ) fi (х2 - 2х cos 
21Гk 

+ 1) , где т = 
k = 1 п 

= 
п -

2 
1

, и при четных п (х - 1) (х + 1 )  fi (х2 - 2х cos 
21Гk 

+ 1) , где 
k = l  п 

т = % · 4.368. (х2 + l ) (x + 3) (х -1 2) над JR, (х + i ) (x - i) (x + 3) (х - 2) 
над С. 4.369. (х + 3) (х + 2) (х2 + х + 1) .  4.370. (х + l ) (x + 3)2 . 
4.371 .  (х + 2 ) 2 • 4.372. (х + 4) (х + 5) (х2 + 1 ) .  4.373. (х2 - 2х + 2) х 
х (х2 + 2х + 2 ) .  4.374. (х + 1 ) 5 • 4.375. (х2 + 3) (х2 - 3х + 3) х 

р - 1 
х (х2 + 3х + 3) . 4.376. П (х - j ) .  4.377. х4 + 4х2 + 1 . 4.378. 2х3 + 

j = 1 
+ 2х + 2 . 4.379. Да. 4.380. Да . 4.381 .  Нет , х = 1 - иорень . 4.382. Да . 
4.383. Да . 4.384. Да. 4.386. <] Рассуждаем аналогично тому , иаи Евилид 
доиазывал бесионечность множества простых чисел. Если р1 (х) , р2 (х) , 
. . .  , Pn (x) - все неприводимые многочлены, то многочлен р1 (х) •р2 (х) " . .  
. . "Pn ( х) + 1 имеет неприводимый множитель , отличный от Р1 ( х) , Р2 ( х) , 
. . .  , Pn (x) , - противоречие. [> 4.387. У и а з а н и е. Рассуждать «методом 
от противного» . 4.388. У R а з  а н  и е. Воспользоваться результатом пре­
дыдуЩей задачи. 4.389. У R а з  а н  и е. Воспользоваться результатом пре­
дыдущей задачи. 4.390. У R а з  а н  и е .  Воспользоваться иритерием Эй­
зенштейна . 4.395. х3 + х + 1, х3 + х2 + 1. 4.396. fi = х3 + 2х + 1 , 
!2 = х3 + 2х + 2 , fз = х3 + х2 + 2 , f4 = х3 + х2 + х + 2 , 
2fi , 2f2 , 2fз , 2f4 . 4.397. х4 + х + 1 , х4 + х3 + 1 ,  х4 + х3 + 
+ х2 + х + 1 .  4.398. 2 . 4.399. Таиих а нет . 4.400. 2 , 3 .  4.401 .  О .  
4.402. Например , х6 + х5 + 1 (всего таиих многочленов 9) . 4.404. У и а­
з а н и е. Пусть f (x) = хР - х + а = fi (x) . . .  fm (x) , где fi (x) - не­
приводимы. Убедиться в том, что fi (x + а) = fi (x) при неиоторых 
i и а, и воспользоваться результатом предыдущей задачи. 4.405. F. 
4.406. Q. 4.407. {а + bi 1 а, Ь Е Q, i2 = - 1 } .  4.408. Нет . 4.409. Нет . 

2 - 1 lx + 8 х2 + 4х 
4.410. Да. 4.4 1 1 .  х - 2х + 5 + 2 2 1

. 4.412 .  4х + 3 3 4 
1 ( 1 1 i 

х +
i 

х)- i ( x
l 

+ х +  
4.413. - -- - -- + --. - --. . 4.414. - - + 

4 х - 1  x + l  x - i  x + i  4 x - ( l + i ) /,/2 
1 1 1 ) 1 

+ "' - "' + "' . 4 .415. - х 
x - ( - l + i) /v 2 x - ( - 1 - i) /v 2 x - ( 1 - i ) /v 2 1 2  ( 1 16  27  ) 1 ( х х 

х 
х - 1 

-
х + 2 

+ 
х + 3 · 4.4l6. 16 (х - 1 )2 

+• (х + 1 ) 2 
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х х 3 3 3 3 ) 1 - (х - i) 2 - (х + i) 2 - х - 2 - х + 1 + х - i + х + i · 4.4l 7. 3 х 

х (-1- - х + 2 ) 
4 418 � (-1- + _1_ - �) 

х - 1 х2 + х + 1 · · · 4 х - 1 х + 1 х2 + 1 · 
4.419. - -- --- + + + -- + . 1 (  3 3 1 1 4 4 ) 

16 х + 1 х - 1 (х - 1 ) 2 (х + 1 ) 2 х2 + 1 (х2 + 1) 2 
1 (  1 х - 1  2(х + 1 ) )  1 1 1 

4·420· 4 - х + 1 + х2 + 1 + (х2 + 1 ) 2 · 4'421 ' ;  + х + 1 + (х + 1 )2 + 
1 1 х 1 x + l  + (х + l ) З · 4'422 ' х2 + х2 + х + 1 + х + 1 · 4.423· х3 + х + 1 

+ 

х 1 1 2 2х + 2 p- l 1 + 2 . 4.424. - + -- + -- + -2-
- . 4.425. - L: --k. х + x + l  х x + l  х + 2  х + 1  k = o x -

p- 1 k2 1 n- 1 l.Vk ( 27Гki ) 
4.426. - L: --k. 4.427. а) - L: -- , где l.Vk = ехр -- над 

k = 1 х - п k = о х - l.Vk п 
1 1 2 (n- l } /2 x cos (21Гk/n) - 1  С; б) при нечетном п: --- + - L: 2 2 ( k/ ) над п х - 1 п k = 1 х - х cos 27Г п + 1 

ffi. 1 1 1 1 2 n/fl x cos (21Гk/n) - 1  
; при четном п : � х - 1 - � х + 1 + � k = 1 х2 - 2х cos (21Гk/п) + 1 

· 
1 n- 1 i.V� ( (7Г + 27Гk) i ) · 'Р' (х) 4.428. -- L: -- , где l.Vk = ехр . 4.429. -

( 
-) . п k = о х - l.Vk п 'Р х 

'Р' (х) 'Р'2 (х) - 'Р(Х)'Р" (х) 4.430. х 
'Р(х) 

- п. 4.431 .  
'Р2 (х) 

. 4.432 . Например , поле 

Z2 (x) рациональных фующий над полем Z2 бес1юнечно и имеет хараR­
теристиRу 2. 4.435. 3 .  4.436. О .  4.437. х = - 1  - Rорень Rратности 4 . 
4.438. х = 2 - двуRратный норень . 4.439. У R а з  а н  и е. ДоRазать , 
что f и !' взаимно просты. 4.440. � 3 . 4.441 .  3125Ь2 + 108а5 = о , 
а f:. О. 4.442. а) ±2 ; б) 3. 4.443. -5 . 4.444. <J Пусть F - поле, I < F 
и I f:. О .  Возьмем элемент а Е I, а f:. О. По аRсиоме (П9) существует 
элемент а- 1 • TaR RaR а Е I и 1 = а- 1 · а , то 1 Е I. Если r - произ­
вольный элемент из R, то r = r · 1 Е rl � I. Следовательно , R = I. [> 
4.447. Например , А =  {J (x2 ) 1 f(x) Е F[x] } ,  В =  { J (x3 ) 1 f (x) Е F[x] } ;  
таR RaR х2х3 f:. f (x2 ) + g(x3 ) , то А + В не является подRольцом. 
4.448. Да . 4.449. О ,  2Z20 ,  4Z20 , 5Z20 , lOZ20 , Z20 . 4.451 .  а) <J ДоRажем, 
что mZ + nZ = dZ , где d = НОД (m, п) . Действительно , таR RaR d 1 m, 
то  mZ � dZ . Аналогично nZ � dZ . TaR RaR d - наибольший общий де­
литель , то при неRоторых ;r, у Е Z имеет место равенство d = mx + пу . 
Следовательно, d Е mZ + nZ, а значит , dZ � mZ + nZ. ТаRим образом, 
mZ + nZ = dZ ; б) mZ n nZ = tZ, где t = HOR (m, п) ; в) mZ · nZ = 

= mnZ. [> 4.452. 2Z. 4.453. Z . 4.454. 20Z. 4.455. 24Z. 4.456. О Е1Э О ,  
Z2 Е1Э О ,  О Е1Э Z2 , Z2 Е1Э Z2 . 4.4.57. <J Если l = О ,  то l = f (x)F[x] для 
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f(x) = О .  Пусть теперь I f О. Выберем в I ненулевой многочлен f(x) 
наименьшей степени. Так как f(x) Е I и I - идеал, то все многочлены 
f(x)'g(x) при g(x) Е F[x] лежат в /, т. е. f(x)F[x] � !. Осталось пока­
зать , что I � f(x)F[x] . Возьмем любой элемент h(x) Е /. Разделим h(x) 
на f (x) с о статком: h(x) = f (х)и(х) + r(x) , где deg r(x) < deg f(x) . Так 
как r(x) = h(x) - f (х)и(х) и h(x) , f (x) Е / , то r (x) Е /. Так как f(x) -
многочлен наименьшей степени из !\ {О} , то r(x) = О .  Значит, h(x) = 
= f (х)и(х) Е f (x)F[x] . Ввиду произвольности элемента h(x) Е I полу­
чаем: I � f(x)F[x] . Таким образом, I = f (x)F[x] . t> 4.459. При п > 1 
А не явш:�ется правым идеалом. 4.460. <] Пусть I - идеал кольU:а Z. 
Тогда I является подгруппой группы (Z, + ) . Ранее было доказано, что 
всякая подгруппа группы Z имеет вид пZ (см. задачу 4 . 1 19) , где п Е Z. 
Следовательно, I = пZ. t> 4.461 .  <] Если I - идеал кольца Zn, то по сло­
жению I является подгруппой группы Zn. Подгруппы группы Zn имеют 
вид aZn, где а 1 п (см. задачу 4 . 187) . Значит , в кольце Zn все идеалы 
главные. t> 4.469. Z24 = 9Z24 ЕВ l6Z24 , здесь 92 = 9, 162 = 16 ,  9 · 16 = 
= О; 9Z24 � Zв ,  l6Z24 � Zз . 4.470. if.45 = lO/Z45 ЕВ З6/Z45 ; lO/Z45 � if.9 , 
З6/Z45 � if.5 . 4.471 . ах2 + /Зх + 'У + I, где а, /3, 'У Е IR, I = (х3 - 2х2 + 
+ 4)IR[x] . 4.473. <] Всякий идеал кольца Z имеет вид пZ, где п Е Z.  
Элементы фактор-кольца Z/пZ имеют вид а +  пZ,  где а Е Z.  Проверим, 
что имеется ровно п смежных классов: О + пZ, 1 + пZ, .' . .  , (п - 1 )  + 
+ пZ. Действительно, пусть а + пZ - смежный класс; разделим а на п 
с остатком: а =  пи + r, О :::;; r < п; теперь а +  пZ = (пи + r) + пZ = 
= r + (пи + пZ) = r + пZ. Сложение смежных классов осуществляется 
по правилу (r1 + пZ) + (r2 + пZ) = r + пZ, где r = (r1 + r2 ) mod п .  
Аналогично для умножения: (r1 + пZ) (r2 + пZ) = r' + пZ, где r' = 
= ( r1 r2 ) mod п. Очевидно, смежные классы можно поставить во вза­
имно однозначное соответствие элементам кольца вычетов Zn: k Е Zn -t 
-t k + пZ. При этом сложению смежных классов будет соответствовать 
сложение по модулю п в кольце вычетов, а умножению - умножение 
по модулю п. Следовательно, имеет место изоморфизм Z/пZ � Zn .  t> 
4.474. О +  4Zв , 1 + 4Zв , 2 + 4Zв , 3 + 4Z8 • 4.475 . а) Z2 ; б} Z6 . 4.476. О ,  
Q[x] / (x3 - l)Q[x] , (x- l)Q[x] / (x3 - l )Q[x] , (х2 + х + l )Q[x] / (x3 - l)Q[x] . 
4.477. piR/pnR (i = О, 1 ,  . . .  , п) . 4.479. Необязательно. 4.480. <] Опре-
делим отображение r.p: R1 ЕВ . . .  ЕВ Rn -t (R1 / /1 ) ЕВ . . .  ЕВ (Rn/ In ) по фор-
муле r.p(r1 ,  . . .  , rn ) = (r1 + /1 , . . . , rn + In ) · Непосредственно проверя­
ется, что <р - гомоморфизм и ker r.p = I 1 ЕВ . . . ЕВ I n. Так как Im r.p = 
= (R1 /11 ) ЕВ . . .  ЕВ (Rn/ In ) , то по теореме об изоморфизме мы получаем 
требуемое. t> 4.481 .  <J Построим отображение r.p: R -t R/ aR ЕВ R/ЬR, по­
лагая r.p(r) = (r + aR, r + ЬR) . Нсно, что r.p - гомоморфизм. Найдем его 
ядро .  Если r.p(r) = О, то r Е aR и r Е ЬR, т. е. r = ах =  Ьу при некоторых 
х, у Е R. Таи иаи R = aR + ЬR, то 1 = аи + bv при неиоторых и, v Е R. 
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Отсюда получаем: х = ахи + bxv = ru + bxv = Ьуи + bxv Е ЬR , 
а значит, r = ах Е abR. Мы доиазали , что ker (f? � abR. Ясно , что 
abR � kег 'Р ·  Следовательно, abR = ker 'Р · По теореме об изоморфизме 
получаем исномый изоморфизм. [>  4.482. <J Разложим многочлен х3 - 1 
на неприводимые над полем IR множители: х3 - 1  = (х - l) (x2 + х + 1 ) .  
Многочлены х - 1 и х2 + х + 1 взаимно просты, поэтому запишем 
IR[x] / (x3 - l )IR[x] :::' IR[x] / (x - l )IR[x] Е!Э IR[x] / (x2 + х + l )IR[x] . Из при­
мера 27 этого параграфа следует, что IR[x] / (x2 + х + l ) IR[x] :::' IR[8] , 

где 8 - иорень многочлена х2 + х + 1 (любой из двух ,  например , 

8 = - l +
2 А) . Таи иаи 8 Е IR[i] и i Е IR[8] , то IR[8] = IR[i] = <С. 

Следовательно, IR[x] / (x3 - l )IR[x] :::' IR Е!Э <С. [> 4.483. <С. 4.484. Q Е!Э Q [(] , 
- 1  + i.JЗ где ( = 2 . 4.485. IR Е!Э IR Е!Э <С. 4.486. <С Е!Э <С. 4.487. Z5 Е!Э Z5 . 

4.489. а ) х = 39 (mod 60) ; б) х = 187 (mod 2 10) . 4.490. 26х2 + х - 3 .  
4.492. 3 .  4.493. 1 .  4.494. 2 .  4.495. 2 .  4.496. 2 .  4.497. Нет . 4.498. Да . 
4.499. Да . 4.505. 82 + 28. 4.506. 8 + 2 .  4.507. 482 + 28 . 4.508. ± (8 + 2) .  
4.509. ±28 . 4 .510 .  83 + 82 ' 82 + 8 ,  83 + 82 + 1 , 82 + 8 + 1 .  4.5 1 1 .  2 .  
4 .512 .  1 .  4.513 .  3 .  4.514.  а ) F0 :::' Z2 (простое подполе) и само поле 
F; б) F0 :::' Z2 (простое подполе) , F1 (поле из 4 элементов) и само поле 
F. 4.5 15 .  � (  Vl8 + 2J2 - 4V'2) .  4.516 .  3

1
1 (-383 + 582 + 28 + 7) , 

где 8 = if=З. 4 .517 .  1�6 (-5  - 9.у5 + 19 -У25) . 4.519 .  а ) Да ; б) нет ; 
в) да ; г) да . 4.520. Например , 8 . 4.521 .  Например , 82 + 1 .  4.522 .  Да. 

1 2 4.523. Нет . 4.525 .  6. 4.526. 9. 4.527. 18 .  4.528. 48. 4.529. 2 (р - р) . 
4.530. 240. 4.531 .  60. 4.532. Например , х2 + 8 . 4.533 . Например , х4 + 
+ 8х + 1 ,  где 82 = 8 + 1 .  4.534. dimF F = 1 .  4.535. diщ� <С = 2 ; базис: 
1, i . 4.537. diшF Fn = n2 • 4.541 . <J Если а Е А, а -:/= О , то а не явля­
ется делителем нуля, поэтому отображение А ---+ А, х r-+ ха, является 
вложением. Ввиду того, что dim А < оо , мы получаем, что Аа = А.  
Аналогично доиазывается, что аА = А. Значит, иа = а при неиотором 
и Е А. Отсюда следует , что хиа = ха, а потому хи = х при всех х Е А. 
Та�шм образом, и - правая единица . Далее ,  хиу = ху при всех у ,  сле­
довательно, иу = у ,  т. е. и - левая единица . Равенство Аа = аА = А 
поиазывает , что nсяиий элемент а -:/= О имеет обратный. Это означает , 
что А -- тело. [> 4.542. Tai> иаи (аа)а = (а +  Ь)а = а2 + Ьа = 2а + Ь 
и а(аа) = а(а + Ь) = а2 + аЬ = а + Ь, то алгебра А неассоциативна . [> 

1 + а +  а2 
4.543. <J Положим и = 3 

. Нетрудно проверить , что ug = gu = и 
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для всех g Е G, а значит, их = хи для всех х Е IRG. Кроме того , и2 = и . 
Значит,  IRG = IRGu ЕJЭ !RG( l  - и) . Идеал IRGu - одномерная алгебра ,  
изоморфная полю IR. Идеал IRG( l - и) двумерный , его базис - v ,  w ,  где 
v = 1 - и , w = a ( l - и) . При этом v2 = v ,  vw = wv = w (т . е. v ·­
единица алгебры IRG( l - и) ) , w2 = а2 ( 1  - и) = (Зи - 1 - a) ( l  - и) = 
= О - ( 1  - и) - a ( l - и) = - v - w.  Таблица умножения этой алгебры 
ВЫГЛЯДИТ так : 

v w 

v v w 

w w - v - w 

Элемент w удовлетворяет уравнению w2 = - v - w ,  т .  е. w - корень 
многочлена х2 + х + 1. Значит, IRG(l - и) S:' IR [w] 3:! С. Итак, IRG = 
= IRGu ЕJЭ IRG( l - и) S:' IR ЕJЭ С. Отсюда следует , что групповая алге­
бра IRG имеет ровно 4 идеала : О , IRG, IRGu, IRG( l - и) . [> 4.544. Да . 
У к а з а н и е. Достаточно проверить ассоциативность (xy) z = x (yz) для 
х , у, z Е {а , Ь} .  4.545. и = а - Ь - единица алгебры А. 4.547. См. 
таблицу : 

1 а а 2  

1 1 а а 2  

а а а 2  о 
а 2  а2 о о 

4.548. а ) Нет ; б) да . 4.549. р - q - r .  4.550. О , FG, FGu и FG(l - и) , 
l + g где и = -
2
- . 4.553. а + Ь - с. 4.552. а = 1 ,  f3 = О, / = О, д = 1 .  

4.556. а ) - 1  + 2 i + 4j + 3k ; б) -4 - 4i + 2j ;  в) - 5 12 ( 1  + i + j + k) ;  
г ) 114 ( 3  - 2i + j ) .  4.558. а ) Нет решений ; б) х = 

� ( 1 + j) k � ( l - i )  = 

= � ( 1  + i - j + k) ;  в) х = (Зi + 1j + bk , где (32 + 12 + J2 = 1 . 4 
4.559. х = � (2 - 2i + j ) ,  у = 

� (i - j + 2k) . 4.560. Нельзя, так нан 

ij f: ji. 4.56 1 .  IR. 








