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ПРЕДИСЛОВИЕ

Этот сборник задач по микроэкономике предназначен 
для продвинутых студентов. Под продвинутым уровнем мы пони­
маем уровень преподавания, выходящий за пределы вводного кур­
са микроэкономики. В России этот уровень называется микроэко­
номикой 2 и 3, на Западе — микроэкономикой промежуточного 
уровня (intermediate microeconomics) и микроэкономикой продвину­
того уровня {advanced microeconomics). Такие продвинутые курсы 
обычно преподаются на уровне бакалавриата, магистратуры и ас­
пирантуры экономических факультетов университетов и экономи­
ческих вузов.

Различие между микроэкономикой трех уровней весьма суще­
ственно.

На вводном уровне обычно рассматривается ограниченный на­
бор тем, связанных в основном с поведением рационального по­
требителя и производителя и различными формами рыночных 
структур, провалов рынка и экстерналий. Материал подается пре­
имущественно в описательной форме, с большим количеством 
примеров из жизни и графическими иллюстрациями. Задачи по 
микроэкономике вводного уровня обычно сводятся к числовым 
упражнениям на основе изученных моделей. Задача учащегося за­
ключается в применении известных из учебника формул, подста­
новке в них числовых данных для получения искомого результата. 
Элементы микроэкономики вводного уровня всегда включены в 
курсы основ экономической теории.

На промежуточном уровне темы обычно выходят за пределы по­
ведения потребителя, производителя и рыночных структур и вклю­
чают теорию общего равновесия, благосостояния и информации. 
Изложение ведется с большим применением математического ап­
парата. Обычно предполагается, что конкретные формы функций 
спроса и предложения известны. Количество благ (товаров), между 
которыми выбирает потребитель, и количество факторов произ­
водства, которые может использовать производитель, обычно со­
ставляет не более двух. Это позволяет выводить основные теоремы 
и изображать их графики в двухмерном пространстве. Знания ос­
нов математического анализа и теории игр в целом достаточно, 
чтобы понять экономические модели этого уровня и решать соот­
ветствующие задачи. Это примерно тот уровень, с которого начи­
нается изложение материала в данном пособии.



Наконец, на продвинутом уровне набор тем значительно расши­
ряется; сюда включены обычно все темы вводного и промежуточно­
го уровней, а также асимметричная информация, поведение в усло­
виях неопределенности, нерациональность поведения, риск и др. 
Далее микроэкономика делится на подпредметы, такие как теории 
отраслевых рынков, фирмы, принятия решений, контрактов, меха­
низмов и пр. Математический аппарат, требуемый для понимания 
моделей и решения задач на этом уровне, становится значительно 
сложнее и включает, помимо математического анализа и теории иф, 
также и матричное исчисление, элементы линейного и выпуклого 
профаммирования. На продвинутом уровне обычно предполагает­
ся, что количество товаров и факторов производства не офаничено, 
а вид функций спроса и предложения неизвестен. Соответственно, 
задачи решаются в общем виде, и фафическая иллюстрация в боль­
шинстве случаев невозможна.

Одна из задач этого пособия — перебросить «мостик» от ввод­
ного курса микроэкономики к продвинутому. В учебной литерату­
ре в России и на Западе весьма заметен резкий переход от вводно­
го, преимущественно описательного курса микроэкономики к 
продвинутому, преимущественно аналитическому уровню. Отчасти 
это объясняется отсутствием развернутых курсов промежуточной 
микроэкономики, отчасти — разной базовой подготовкой препо­
давателей. В результате возникает существенный разрыв как в 
сложности, так и в методах подачи материала между микроэконо­
микой вводного и продвинутого уровней. Первую можно рассмат­
ривать как позитивную науку (отвечающую на вопрос «что есть?»), 
имеющую прямое отношение к решению задач производства, рас­
пределения и потребления товаров и услуг, изучению поведения 
потребителей и фирм. Вторая является в основном нормативной 
наукой (отвечающей на вопрос «что должно быть?»), которая пока­
зывает с использованием математического аппарата, как должна 
функционировать некоторая экономическая модель, и зачастую не 
имеет прямой связи с экономической реальностью. Разумеется, 
позитивные и нормативные аспекты присутствуют в микроэконо­
мике как на вводном, так и на продвинутом уровне.

Может создаться ощущение, что микроэкономика на продви­
нутом уровне — раздел математики. Это не так. Микроэкономика 
продолжает оставаться частью экономики — фундаментальной на­
уки об оптимальном использовании офаниченных ресурсов в про­
цессе производства, распределения, обмена и потребления товаров 
и услуг. Математика — наука формальная — выступает не более 
чем одним из инструментов изучения микроэкономики. Это важ­



ный инструмент, но далеко не единственный. В числе других — 
логика, история, география, лингвистика, философия и, самое 
главное, экономический способ мышления.

Роль математики в экономике подчиненная. Экономисты ак­
тивно используют математику (например, метод Лагранжа, теорему 
Эйлера, теорему об огибающей), но не развивают ее. Если суще­
ствующую проблему (например, рациональное максимизирующее 
поведение) можно описать и решить с помощью математики, ее 
применяют. Если же то или иное экономическое явление (напри­
мер, нерациональное поведение потребителей и производителей) 
удовлетворительно описать математически не удается, математика 
просто не используется.

Задача модели в экономике — дать возможность, с использова­
нием математических методов, получить принципиально новые 
для экономистов результаты. Поэтому неверно представлять неко­
торые методы, разработанные математиками (например, анализ 
функции), как часть экономической теории. Математические ме­
тоды полезны в экономике постольку, поскольку они дают воз­
можность взглянуть на ее проблемы под новым углом, чаще всего 
через некоторую функциональную зависимость. Иногда функции 
четко ухватывают суть процесса, и результаты можно использовать 
при принятии конкретных потребительских, производственных и 
государственных решений. Однако зачастую математическая мо­
дель дает лишь некоторое идеализированное представление о ре­
альности, но вовсе не совпадает с ней, и может быть использована 
для понимания только того, что, как нам кажется, должно быть в 
принципе, а не того, что есть на самом деле.

Микроэкономика оперирует функциями (полезности, спроса, 
предложения, расходов и пр.), которые призваны показать только 
то, что некоторая переменная, например спрос на товар, зависит 
от некоторых других переменных, например уровня дохода потре­
бителя, цены товара, цен на товары-заменители и пр. Чтобы про­
иллюстрировать это математически, необходимо, чтобы функция 
полезности отвечала некоторым свойствам — была монотонной, 
выпуклой, непрерывной, однородной и пр. Всё это понятия из ма­
тематики, не имеющие к экономике прямого отношения. Однако 
для того, чтобы вывести экономические функции, эти условия 
должны соблюдаться, поэтому требуется проверять рассматрива­
емую функцию на соответствие этим условиям.

Значительная часть задач, включенных в пособие, посвящена 
анализу свойств экономических функций. Экономисты не раз ис­
пользовали достижения теории функций, и знание приемов анали­



за функций нужно каждому экономисту. Однако теоретическая 
микроэкономика пока еще развита весьма слабо по сравнению, на­
пример, с теоретической физикой и не позволяет применять более 
сложную математику. Например, для математика, занимающегося 
теорией функций, анализ функций потребления, приводимый в 
данном пособии, покажется по меньшей мере неполным. Матема­
тикам известно, что даже у элементарных функций существует 
множество свойств, которые необходимо подтвердить перед тем, 
как можно будет утверждать, что та или иная функция имеет опре­
деленную форму. Экономисты пропускают большую часть из них и 
концентрируются только на важных для них свойствах, достаточ­
ных, чтобы проиллюстрировать идею примером или составить ма­
тематическую модель некоторого экономического процесса.

Важная задача этого пособия — помочь студентам освоиться с 
основными приемами микроэкономического анализа. Такие приемы 
используются при решении прикладных экономических задач — 
от моделирования спроса потребителей, что абсолютно необходи­
мо в любых маркетинговых исследованиях, до моделирования 
оптимального поведения производителей в определенной рыноч­
ной ситуации, что требуется любой фирме. Знание вариантов по­
ведения в условиях неопределенности и риска нужно всем — 
и потребителям, и производителям, и государству. Таким образом, 
проблемы, которые рассматриваются в данном пособии, можно в 
той или иной форме встретить везде — начиная от семейных сове­
тов и заканчивая заседаниями советов директоров крупных фирм 
и встречами глав государств и правительств.

Основное внимание в пособии уделено поведению рациональ­
ного экономического агента, максимизирующего полезность и ми­
нимизирующего издержки, — подходу, который доминирует в на­
стоящее время в главном экономическом течении. Важно пони­
мать, что этот подход далеко не единственный в экономической 
науке. Его широкое использование объясняется в основном тем, 
что рациональное поведение поддается сравнительно простому 
описанию математическими методами. Создается иллюзия воз­
можности просчитать поведение экономических агентов. Частич­
но это действительно так — люди работают для того, чтобы жить и 
потреблять, фирмы создаются с целью извлечения прибыли и обо­
гащения владельцев. Государства нужны для того, что исправлять 
провалы рынка и производить за счет собираемых налогов нужные 
всем общественные блага вроде услуг милиции, начального обра­
зования или пожарной команды, которые никто на коммерческой 
основе иначе производить не будет. Все эти действия поддаются
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некоторой количественной оценке при допущении о рациональ­
ности поведения каждого экономического агента.

Однако, и микроэкономика это признает, поведение экономи­
ческих агентов зачастую иррационально и не основано на простой 
дихотомии максимума прибыли или полезности путем минималь­
ных издержек или затрат. Экономические агенты действуют в усло­
виях неопределенности, недостатка или асимметричности инфор­
мации, вынуждены стратегически отвечать на действия или без­
действие других экономических агентов и зачастую ведут себя со­
вершенно иррационально.

В пособие включены задачи и их решения только из некоторых 
областей микроэкономики продвинутого уровня, которые требуют 
применения количественных методов анализа. Материал ограничи­
вается преимущественно рациональным поведением потребителя и 
фирмы с небольшими дополнениями из области общего экономи­
ческого равновесия, неопределенности и риска, стратегического по­
ведения и теории информации. Однако того, что представлено в 
этом пособии, должно быть достаточно, чтобы перекинуть «мостик» 
от конкретных проблем потребления, производства и благосостоя­
ния, с которыми сталкивается каждый из нас и которые изучаются 
в микроэкономике на вводном уровне, к более абстрактному и фор­
мализованному моделированию экономических проблем на продви­
нутом (третьем) уровне.

Мы представили задачи, которые по степени сложности условно 
можно разбить на две основные группы. В задачах промежуточного 
уровня функциональная форма полагается известной и предполага­
ется существование не более двух благ или факторов производства. 
Большинство задач этого уровня направлено на отработку операций 
с наиболее традиционными функциями, которые используются в 
теоретической микроэкономике. В задачах продвинутого уровня 
проблема решается в общем, и количество благ и факторов произ­
водства может быть любым. В большинстве задач читателю предла­
гается изучить обобщенную модель того или иного экономического 
явления, содержащую некоторые параметры. Учащиеся должны 
проанализировать модель и выяснить, при каких значениях пара­
метров или их комбинации модель имеет те или иные свойства.

Университетские курсы микроэкономики продвинутого уровня 
могут охватывать очень широкий круг тем, поскольку основаны на 
последних исследовательских достижениях и опираются на мате­
риалы опубликованных научных статей в этой области. Практичес­
ки всегда набор тем отражает предпочтения ведущего профессора. 
В этот сборник мы сознательно включили только те темы, которые



в подавляющем большинстве случаев изучаются на продвинутом 
уровне микроэкономики в университетах.

При подготовке пособия мы ориентировались на уровень изло­
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1. ПРЕДПОЧТЕНИЯ И ПОЛЕЗНОСТЬ

1.1. ПРЕДПОЧТЕНИЯ ПОТРЕБИТЕЛЕЙ

•  Задача 1.1. Докажите, что если предпочтения (>) отве­
чают аксиомам рациональности, то:

а) строгие предпочтения (;^) нерефлексивны для любого 
потребительского набора А, т.е. А у  А невозможно;

б ) строгие предпочтения (>-) транзитивны, т.е. если 
А у В и В у  С, то А У С.

Решение.
Напомним основные аксиомы рационального потребления:

• полнота: для двух потребительских наборов А п В
А У  В или В У А;

• рефлексивность: для любого потребительского набора спра­
ведливо, что 
АУА-,

• транзитивность: для трех потребительских наборов А, В ц С,
если А У В  и В У С, то А У С.

А. По определению строгих предпочтений (^ ) из двух потре­
бительских наборов А и В

Л у  В тогда и только тогда, когда А У В ,  но В ^  А. 
Доказательство от противного: допустим, что для некоторо­

го набора А соблюдается А у  А. Тогда по определению строгих 
предпочтений А у  А тогда и только тогда, когда А У А, но 
А '^А .  Однако условие А )^А противоречит аксиоме рефлек­
сивности, по которому А У А. Следовательно, А у  А невоз­
можно.

Б. Допустим обратное: существуют потребительские набо­
ры А, В н С, такие, что А у  В и В у  С, но А С. По акси­
оме полноты предпочтений, если существуют два потребитель­
ских набора и 5, то либо А У В ,  либо В У А. Если предпоч­
тения полные, то А)/-С  эквивалентно С У А. Из определения 
строгих предпочтений А у  В следует, что это возможно тогда и 
только тогда, когда А У В ,  но В '^А. По аксиоме транзитив­



ности предпочтений С у А  и  А у  В, следовательно, С У В. Но 
это противоречит начальной гипотезе о том, что В у  С. Следо­
вательно, строгие предпочтения (у )  транзитивны.

♦  Задача 1.2. Докажите, что если предпочтения (У) отвеча­
ют аксиомам рациональности, то в случае безразличия 
предпочтений (~):

а) для любого потребительского набора/4 всегда А ~ А;
б) если А ~В,  то В~А;
в) если А ~  В и В~С,  то А ~ С.

Решение.
A.  По определению безразличия предпочтений (~) из двух 

потребительских наборов А и В
А ~ В тогда и только тогда, когда АУ В и В У А.
Заменив набор В на А, получаем, что А ~ А  тогда и только 

тогда, когда А У А. Но А У А  — это аксиома рефлексивности 
предпочтений, которая всегда справедлива. Следовательно, 
рефлексивность безразличия предпочтений А ~ А также спра­
ведлива.

Б . По определению безразличия предпочтений (~) А ~ В 
тогда и только тогда, когда А У В и В У А. Следовательно, 
В у А и А У В, откуда В~А,  т.е. безразличия предпочтений 
симметричны.

B. По определению безразличия предпочтений (~): 
если А~ В, то А У В  и ВУА;
если В~С,  то В у С и СУ В.

Если А У В и В У С ,  то по аксиоме транзитивности АУС.  
Если В У А  и СУ В, то по аксиоме транзитивности СУ А.

Откуда, если А У С  и СУ А, получается определение без­
различия предпочтений. Следовательно, если предпочтения 
транзитивны, то и безразличия также транзитивны, т.е. А~С.

♦  Задача 1.3. Докажите, что если множество состоит
из потребительских наборов, которые не хуже А, и:

а) предпочтения У слабо выпуклые, то множество S^{A) 
выпуклое;

б) множество выпуклое, то предпочтения У слабо 
выпуклые.
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Решение.
А. Допустим, предпочтения Ь слабо выпуклые. Рассмот­

рим любой потребительский набор А и выберем два других 
потребительских набора 5 и С на множестве По аксиоме
полноты либо В У С, либо С у В. Пусть В У С. По определению 
слабой выпуклости предпочтений

Х В +( 1 - ' к ) СУ С  для всех Х,е [О, 1].
Поскольку Се (/4), то СУ А. По условиям задачи множество 
5”̂(/4) состоит из“потребительских наборов, которые не хуже А. 
Тогда + (1 -  Х)Се те. множество выпуклое.

Б. Это обратная задача. Допустим, что множество 5'^(/4) 
выпуклое для любого потребительского набора А. Рассмотрим 
наборы А W В, где В У А. Поскольку по условию множество 

выпуклое, оно должно содержать выпуклую комбина­
цию 5 и /4, те. (1-Я.)/4е По определению — 
выпуклое множество, если выпуклая комбинация любых двух 
входящих в него наборов также принадлежит этому множеству: 

если А, В е S^(A),  то Я.А + (1 
для любых Хе  [О, 1].

Следовательно, ХВ + { \ - Х ) А У А ,  т.е. предпочтения ^  слабо 
выпуклые.

♦  Задача 1.4. Докажите, что строгая монотонность предпоч­
тений означает их ненасыщаемость.

Решение.
По аксиоме о локальной ненасыщаемости для любого потре­

бительского набора А существует набор В в е-окрестности А, 
который строго предпочтителен А, т.е.

в окружности N^{A) с центром в у4 и радиусом е 
существует В у  А.
Необходимо показать, что при строгой монотонности пред­

почтений можно найти набор В у А в окружности N^{A).
По аксиоме строгой монотонности для любых наборов А и В, 
если количество всех благ в наборе В не меньше, 
а хотя бы одного блага больше, чем в наборе А, 
то В у  А.
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Заметим, что поскольку радиус е  > О, для любого значе­
ния е можно составить набор В так, чтобы он находился в 
окружности NJ^A), немного увеличив количество одного из 
благ в наборе А. Отсюда можно сделать вывод, что из монотон­
ности предпочтений следует их ненасыщаемость, поскольку в 
е-окрестности А обязательно есть набор В, который строго 
предпочтителен А (рис. 1.1).

Y

Рис. 1.1

1.2. ФУНКЦИЯ ПОЛЕЗНОСТИ
♦  Задача 1.5. Для следующих функций полезности:

а) и{х , у )=ху \
б) {/(х, у) = х^у ,̂ где а  > О, р > О,

выведите уравнение кривой безразличия как функцию у 
от X ,  найдите предельную полезность благ Х и  Y, опре­
делите, монотонны ли предпочтения, MRS, наклон и 
выпуклость функции.

Решение.
А. Для С/(х,у) =ху
Уравнение кривой безразличия’, поскольку полезность вдоль 

кривой безразличия постоянна, U{x,y) = xy= K , отсюда у = —.
X

гт л лг St/ диПредельная полезность: U  ̂ = у н U = —— = х — это
* Эх У ду

первые частные производные функции полезности.
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Монотонность: поскольку первые частные производные 
неотрицательны ([/^ = у > 0  и Uy = x>0) ,  предпочтения стро­
го монотонны.

MRS {предельная норма замещения) функции полезности (отно­
шение предельных полезностей каждого из благ, взятое с отрица­
тельным знаком, и одновременно наклон этой функции): полно­
стью дифференцируя функцию, получаем dU= U^dx + U^dy = dK. 
На кривой безразличия dU=0.  Также dK=0.  Следовательно, 
U^dx + Uydy = О, поэтому U^dx = -U^dy. Откуда MRS^y =

dx
и  у

------ -̂ = -  —, т.е. наклон функции полезности отри-
и . .  XdU=0

цательный.
К  ауНаклон: альтернативно U{x, у) = ху = К, у = — , —  = 

О х - А Г !  К X dx
= ------- ------ = — 7 < 0 ; поскольку первая производная отри-

X X
цательная, наклон функции полезности отрицательный.

Q-x^ + К- 2хВыпуклость: d^y 2Кх 2К
dx^ {х^Ў X X-

ку вторая производная положительна, функция полезности вы­
пукла к началу координат.

Б. Для U{x, у) = x “j;P
Уравнение кривой безразличия: xV'^ = Af, откуда у -  (Ах““ )Р.

> О; посколь-

Предельная полезность: U t/ = ^ ^  = |ixV
dU

дх ду

Монотонность: U = ^  = ax^-^y^>Q, = - ^  = рх“/ “‘>0,dU
дх

предпочтения строго монотонны.
dyMRS функции полезности: MRSyy -  —
dx

ду

оос«-'/

dU=0 £/.

Наклон: — = 
dx

Выпуклость:

а
■р

dx^

IP

рх“/ " ‘ ■ 

< О, наклон отрицательный.

> 0 , функция
/  \ а

✓ ч i  - f “ +2' 
К ^ х ^ ^  ^ > 0 ,

I p J .р J
выпукла к началу координат.

13



♦  Задача 1.6. Проверьте на строгую вогнутость и квазиво­
гнутость следующие функции полезности:

а) t/(x, у) = Inx + 1пу;
б) и{х, у) = ху.

Решение.
Напомним условие строгой вогнутости:
и  < О, и  <0 и и  и  -  > ОXX  ’  у у  XX у у  х у

и условие строгой квазивогнутости:

и  U^ - 2 U и  и  + и  £/̂  < 0.XX у  х у  X  у  у у  X

А.  Для U(x, у) = 1пх + 1пу
Рассчитаем первые и вторые производные, а также вторую 

перекрестную производную:

и  = - ,  и  и  =— и  =— и  = 0 .
 ̂  ̂ у ’ ^  У ’ ^

Вогнутость: U ̂  = - Д г < 0 ,  U — ^ < 0 ,  
х  ̂ УУ

и  и  -Ш  Ў =XX у у  ^  х у ' - 0  = - з ^ > 0 .
X  уУ

Поскольку все три условия соблюдаются, функция полезности 
строго вогнутая.

Квазивогнутость: — -  О---- < 0. Условие соблю-
X  у  у х

дается, следовательно, функция квазивогнутая.

В. Для U{x , y ) =xy

^х= У ' ^у = ^' = Uyy-0,  U ^ = l .

Вогнутость: и не меньще нуля, -  =
= О • О -  (1)  ̂ < О, условия строгой вогнутости не соблюдаются, 
следовательно, функция невогнутая.

Квазивогнутость: О • х^ -  2 • 1 • ух + О • < 0. Поскольку 
количество благ X п Y положительно, -2ух < О, условие 
соблюдается, и функция полезности квазивогнутая.
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ф  Задача 1.7. Покажите, что;
а) следующие трансформации Ғ., / = 1 , 2 ,  3,4 функции 

полезности U{x, у) = ҳу представляют те же предпочте­
ния, что и U{x,y)\
• Ғ,(х,у) = Қ{и(х,  у))

• Ғ2(х,у) = F2[U{x,y))=x^y^;

• /'з(х, у) = F^{U(x, у)) = 1пх + 1пу;

• Ғ,{х,у) = F,(U{x,y))=e^-,
б) каждая из перечисленных выше трансформаций функ­

ции полезности U{x, у) ведет к строгой монотонности 
предпочтений;

в) каждая из указанных трансформаций функции полез­
ности U(x,y) имеет одинаковую MRS;

г) каждая из перечисленных трансформаций функции по­
лезности U{x,y) квазивогнута.

Решение.
А. Трансформации функции полезности U{x,y) представ­

ляют те же предпочтения, что и U{x,y), только если они явля­
ются монотонными. По определению функция У(х, у) является 
монотонной трансформацией функции U{x, у), если У(х, у) = 
= Ғ{и(х,у))  и Ғ'{Ц) > О, т.е. функция монотонно возрастает. 

Для каждой Ғ. имеем г =  U{x, у) = ху. Следовательно,
dF 1

Fy{z)=\fz, для Z>0;  
dz 2ylz 

F2iz) = z^, ^ = 2 z > 0  для Z>0;  
 ̂ dz

dF 1
/ ’з ( г ) = 1пг, - ^ = - > 0  для г > 0 ; 

dz Z

p4U ) = e ^  ^ = e ^ > 0  для <;>0 . 
dz

Поскольку все трансформации Ғ. монотонны, они представ­
ляют те же предпочтения, что и U{x, у).
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Б. Строгая монотонность предпочтений: для исходной 
функции Щх,у)=ху,  и^ = у > 0 ,  = х > О для всех х, у  > О, 
т.е. предпочтения строго монотонны. Для доказательства того, 
что предпочтения монотонных трансформаций исходной функ­
ции также строго монотонны, находим их первые частные про­
изводные, они должны быть положительны для всех х, у > 0 . 
Это действительно так:

Эх ^ > 0 ;
У

дК
дх

1  == 2ху^ > О,
дК
ду

^  = 2х^у>0;

dx X
^ = ■ > 0 ; 
ду у

дх
= уе"^ > О,

ду
= х е^>  0 .

В. MRS (ее наклон): MRSуу=—
dx

и .
и..

Для исходной

функции U(x,y)==xy, и  == у, и = х  и и  V M R S ^  = - j f -  = - l
Uy X

У монотонных трансформаций этой функции MRS та же. Это 
действительно так:

MRS, = -

M R S r = - ~ ,  M R S p = -

Г. Для F,(x, у) = F,(U(x, y))=

2xV
e ^ _
e ^ x “

_ y" 9
X

,y
x'

д_Қ
dx

d^F,

I
2V dy 2V

dy 4
d^F,I
d^dy 4 y l^ '
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Условие квазивогнутости U V l  -  2 U U ^ U  + U U l  =
X X  у  х у  X  у  у у  X

= ------— < 0  соблюдается, следовательно, монотонно транс-

формированная функция исходной функции полезности также 
квазивогнута.

Аналогично для р 2 {х, у) = р 2 {и(х, у)) = х^у^

^  = - ^  = 2х у ,

Ъх̂  ду^ дхду 

U J J l - U J J l  = - \ 6 x V <  0 .

Для / ’з(х, j') = F^{U{x, у)) = Inx + \ny

ЭҒз _ 1 ЭҒз_ 1
Эх х ’ Эу у ’

Э'Ғз 1 Э' Ғз__
Эх' х^’ Эд'̂

UJ j ] - 2 UJ J ^ Uy

1  ^  =  0- 
у2 ’ ЭхЭ;' ’

x V '

Наконец, для Ғ^{х, у) = F^{U(x, ><)) = е'-^

х у  д Ғ ,  „
=  ^  =  х е ^ .

Эх Э>>

^  ^  = х^е"^, = е"-̂  + хуе^ ';
Эх̂  Эу̂  Эх^

= - 2ҳуе^^ < 0 .

Следовательно, монотонные трансформации Ғ , ,  Fj, Ғ ^  и Ғ ^  

квазивогнуты.
&ЪЧОСс1л1
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♦  Задача 1.8. Для следующих функций полезности выведите 
уравнение кривой безразличия как функцию у  от х, 
покажите, что она имеет отрицательный наклон и 
выпукла, и докажите строгую монотонность и строгую 
выпуклость предпочтений:

а) U{x, у) = (х -  а)°-(у -  Ьў, где а , р > О и х> а, у>Ь\
б) U{x, у) -  а х ^ \ п у ,  где а, р > 0;

в) £/(х, у) = ^ х ® + г д е  0 < о < 1 .

Решение.
А. Для и{х,у) = { х - а ) ‘̂ ( у -Ь ў
Прежде всего заметим, что U(x, у) = (х -  а)® (у -  6)  ̂— это 

стандартная функция полезности Стоуна — Гири (Stone-Geary).
Уравнение кривой безразличия: возьмем логарифмическую 

трансформацию
У(х, у) = lnf/(x, у) = aln(x  - а )  + р1п(> -  Ь), 

приравняем к константе: а  1п(х -  й) + pinO -  >̂) = А'. Отсюда

pln(y-Z>) = A :-aIn(x-fl), =

, [АГ-a ln (x -o )]  , fA '-a ln (x -a )>--̂ > = ехр- -̂-------у = Ь+ехр‘  ̂ ’

II dy а  Г/Г-а1п(х-а)1 -Наклон: — = -  —------- ехр  ̂}■ < О, кривая без-dx Р (х-а) [ р j
различия имеет отрицательный наклон.

_ d^y а (а  + Р) f А"-a ln (x -f l) . . Выпуклость: —^  = -г------^ехр -^ ---------------- ^^>0, кри-
dx^ Р '(х-й)2 1 Р I 

вая безразличия выпукла к началу координат.
Монотонность: используя логарифмическую трансфор­

мацию К= lnf/(x, у) = a ln (x  -  о) + pinCv -  6), получаем

V = ■ >0, Қ, = —L  > О, следовательно, предпочтения стро- 
 ̂ х - а  У у -Ь

го монотонны.
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Квазивогнутость: V = -
( x - a f

< 0, ғ „ = -
{у~ьу

■<0,К„=0 ;

V -2 V  V V + V Г  <0,
X X  у  ху  X  у  уу X  ’

о + + - +
следовательно, предпочтения квазивогнуты и, значит, строго 
выпуклы.

Б. Для f/(x, 3 )̂ = ах  + рЬд'
Уравнение кривой безразличия: приравняем к константе
, 01 1 К -  ахах+р1п>’ = /Г, откуда Inj» =

у = ехр ах

II dy аНаклон: — = —  ехр 
dx р

К -  ах

имеет отрицательный наклон.

к-Выпуклость:
dx̂

а а \К -а х а
Р Г р . Р . .P j

< О, кривая безразличия

expi— — ^>0,

кривая безразличия выпукла к началу координат.

Монотонность: U = a > Q  и U =  — >Q, следовательно,
X  у

предпочтения строго монотонны.
У

Квазивогнутость: U = О, U = ~ > U = 0;
УУ у 1 ^

и U^-2U и и  + и < о,^  х х ^  у  ^  х у  х ^  у  ^  W  ^

о + о + + - + 
следовательно, предпочтения квазивогнуты и, значит, строго 
выпуклы.

В. Для f/(x, у) = (х"^+

Заметим прежде всего, что U(х, у) = х̂® + >'" j'’. — это стан­
дартная CES-функция (функция полезности с постоянной элас­
тичностью замещения).
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Уравнение кривой безразличия: возьмем монотонную транс­
формацию, возведя в степень а ,

У{х, у) = {Щх, y )Y  =  + у '’. ^
Приравняем к константе; х ‘̂ +у® = А'. Откуда у  = { К -х '^ у .

d  1 - - IНаклон: —  = —(А'-х®)'^ (-а)х '^“' < О, кривая безразли- 
dx о

+ + - + 
чия имеет отрицательный наклон. 

d^yВыпуклость: — ^ > О, кривая безразличия выпукла к началу 
координат. ^

Монотонность: =  а х ''“ ' > 0 , У̂  = > О, следователь­
но, предпочтения строго монотонны.

Квазивогнутость: У^ = а ( а -  1)х' “̂  ̂< О, У = а(а-1)у'^~^ < О, 
^^ = 0 ;

- + о + + - + 
следовательно, предпочтения квазивогнуты и, значит, строго 
выпуклы.

♦  Задача 1.9. Для следующих функций полезности опреде­
лите степень их монотонности (сильная или слабая) и 
выпуклости (сильная или слабая), нарисуйте соответству­
ющие кривые безразличия:

а) Щ х , у ) = х ;  г) U(x, у) = у  -  х'^\
б) Щ х , у ) = х  + у\  д) i/(x, у) = min{x, у}.
в) U { x , y ) = x ^  + у^\

Решение.
А. Для U(x, у) = X
Заметим прежде всего, что X  — нейтральное благо по отно­

шению к благу Y, поскольку потребитель не извлекает никакой 
полезности из потребления блага У.

Монотонность: Û  = \ > О, Û  -  О, следовательно, предпоч­
тения слабо монотонны.

Выпуклость (проверим ее по условию квазивогнутости): усло­
вие квазивогнутости не соблюдается, так как

= 0 - 0  + 0 . 1̂  = 0 .
0 0 0 + 0 о +

Следовательно, предпочтения слабо выпуклые.
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Уравнение кривой безразличия: х = К (рис. 1.2).
Y

Рис. 1.2

Б. Для U(x,y)=x + y
Заметим, что блага X н Y — совершенные субституты.
Монотонность: t/, = 1 > О, = 1 > О =» предпочтения 

строго монотонны (при фиксированном X  и растущем У полез­
ность возрастает, следовательно, потребитель строго предпочи­
тает большее количество блага меньшему).

Выпуклость (проверим ее по условию квазивогнутости):
и = 0 ,уу ’

о + о + + о +
Условие соблюдается =» функция полезности слабо квазиво­
гнутая кривая безразличия слабо выпукла.

Уравнение кривой безразличия: х+ у = К  => у = К -х  (рис. 1.3).
Y

Рис. 1.3
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в. Для U(x, у) =х^ + у^
Заметим, что X w Y — блага, вызывающие привыкание

(addictive goods).
Монотонность: Û  = 2х > О, Uy = 2у > О предпочтения 

строго монотонны.
Выпуклость (проверим ее по условию квазивогнутости):

Uyy=2, и^=0-

U x x U l - 2U^U^Uy- ,  UyyUl = 2 . V -  О + 2 -4x2 > о.
+ + о + + + +

Следовательно, функция полезности не квазивогнутая => кри­
вая безразличия и предпочтения невыпуклы.

Уравнение кривой безразличия: х^ + у^ = К. Следовательно,
У = ̂ К - х ^ :

____ ;

тельный наклон;

~ Т  ---------~~ГЧ1Т < О кривая безразличия вогнута (рис. 1.4).
dx^ (К-х^У'^

< 0  => кривая безразличия имеет отрица-

Рис. 1.4

Г. Для U(x, у)= у - х ^
Заметим, что X — «плохое* благо {inferior good), поскольку 

рост его потребления снижает полезность.
Монотонность: = -2х <0, = 1 > О => предпочтения 

слабо монотонны.
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Выпуклость (проверим ее по условию квазивогнутости);
и ^  = - 2. и ^  = о.

2U^U^Uy+ UyyUl = - 2 1 ' -  О + 0-4х' < 0.
- + о - + о +

кривыеСледовательно, функция полезности квазивогнутая 
безразличия и предпочтения строго выпуклы.

Уравнение кривой безразличия-, у -  = К. Следовательно, 
у  = К  + х^\

± ^ 2 х > 0dx 
наклон;

d^y
dx^

= 2 > 0

кривая безразличия имеет положительный 

кривая безразличия выпукла (рис. 1.5).

Рис. 1.5

Д. Для U{x,y)=-mm{x,y)
Заметим, что X  и Y — блага-комплементы (блага Леонтьева). 

Функция недифференцируема, поэтому традиционные методы 
проверки монотонности и выпуклости предпочтений, а также 
наклона кривой безразличия использовать нельзя.

График'. min{x, >»} = К. Пусть х = у = К — это точка А. 
Теперь допустим, что х > К (это горизонтальная ветвь на кри­
вой безразличия), а у > К (вертикальная ветвь) (рис. 1.6).

Предпочтения слабо монотонны, поскольку в потребитель­
ском наборе В блага У больше, чем в наборе А, а в наборе С 
блага X  больше, чем в наборе А. Но оба набора (В и С) без­
различны к набору А, поскольку находятся на одной с ним 
кривой безразличия.
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Рис. 1.6

Кривая безразличия слабо выпукла, поскольку, с одной сто­
роны, выпукла комбинация благ А и В, а с  другой стороны, 
блага А н С находятся на самой кривой безразличия, а не 
выше ее.
♦  Задача 1.10. Проверьте следующие функции полезности 

на строгую вогнутость, а не строго вогнутые из этих 
функций проверьте на строгую квазивогнутость:

а) U(x,y)=xy + y;
б) t/(x, у) = + уР, где а > 1  и р>1;
в) f/(x, у) = xiny;

г) f/(x, у ) = -  + - .
X у

Решение.
А. Для U{x,y)=xy + y

= у, -  Q (условие U^< О не соблюдается), 
следовательно, функция не строго вогнута. Дальнейшие вычис­
ления для проверки строгой вогнутости не нужны;

= х +  1, ^/^ = 0,

2U^U^Uy+UyyUl = - 2у{х + 1)< О (условие соблю-
0 + 1 >> х+1 о + 

дается), функция строго квазивогнута.
Б. Для f/(x, у) = X® + уР
f/̂  = a x ““ ', = а (а -1 )х ““2 > О (условие не соблюдается), 

функция не строго вогнута;
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u u l  -  2U и  и  + и  и] >Q (условие не соблюдается),
X X  у  х у  X  у  у у  л

+ + о + + + + 
функция не строго квазивогнутая.

В. Для U(x, у) = х  1пу
= In 3̂ , = 0 (условие не соблюдается), 

функция не строго вогнута;
Y  V  1

и  и  = - —  и  =--•
у '  ^ У У  у 2 ’  - у  у ’

+ U JJl = 0 - 2 U n y ^ - A ^ ( \ n y f < Q  (усло­

вие соблюдается), функция строго квазивогнута.

Г. Для f / ( x , j ; ) = i  + -  
X у

= -х~^, = ~{-2х~^) > О (условие не соблюдается), 
функция не строго вогнута;

Uy = Uyy = -{-2у-^) > 0 , = О;

u u l  -  2 U U U ^  + U U l > Q  (условие не соблюдается),
XX у  х у  л  у  уу  ^
+ + о - - + + 

функция не строго квазивогнутая.

♦  Задача 1.11. Проверьте, однородны ли следующие функ­
ции полезности, и определите, являются ли неоднород­
ные функции гомотетичными:

а) U { x , y ) ^ - ^ \  г) U(x, у) =
yjxy

б) U(x, з') = ҳу + х; д) U(x, у) = 1пх + 1пу;
в) U{x, >;) = х“ + е) U(x, у) = х + In;;. 

Решение.
Напомним, что функция считается однородной, если 
и(Кх, Ху) = X^U{x, у), 

где а — порядок однородности.
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A. Для и  (х, у) = ■ I— 
у]ху

и  (he, Ху) =
\XxXy

функция однородная порядка - 1 .
Б . Для U{x, у) = ҳу + X 
U{Xx, Ху) = Я.хАу + Я,х = А,(Хху + х) ть X^U{x, у), 

функция неоднородна. Поскольку не существует монотонной 
трансформации однородной функции, которая равна U(x, у), 
функция негомотетична.

B. Для U{x, у) =х^ + у'^
U(Xx, Ху) = Г х ' '  + = X^ (̂x  ̂+ у ^), 

функция однородная порядка а.

Г. Для U(x, у) = е ' ^

и  (he, Ху) = е ' ^  = е ^ ^ >  = 
функция неоднородна. Однако

^jx + у = yjhc + Ху = yfXyJx + у = X^-Jx + у

является однородной функцией порядка I ,  следовательно, 

исходная функция U(х, у) = е ''^ ^  гомотетична.

Д. Для U(x, у) = Inx + Iny
U(Xx, Ху) = InXx + 1пА,у = InA. + Inx + InA, + Iny =

= 2\nX + Inx + Iny, 
функция неоднородна. Однако монотонная трансформация 
этой функции У(х, у) = ҳу 

У(Хх, Ху) = А,хА,у = }}ху 
является однородной функцией второго порядка. Следователь­
но, исходная функция t/(x, у) = Inx + 1пу гомотетична.

Е. Для U(x, у) = X + 1пу 
U{Xx, Ху) = Я.Х + 1пЯу = А,х + 1пЯ + 1пу, 

функция неоднородна и негомотетична.
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♦  Задача 1 .12 . Покажите, что если функция полезности
U{x,y) однородная порядка р, то частные производные 
первого порядка однородны порядка р - 1.

Решение.
По определению однородности 1/(Хх, Ху)=Х<̂ С/(х, у). Продиф-

91/ д(?ис) ^
ференцировав по х, получаем • Заметим,

3(Xx) . _ с Э(Ал:) .что —— - = К. Разделив обе стороны равенства на —-—  = Л, 
дх Эд:

получаем — —  = —— . Следовательно, частная производ- 
Э(Ад:) Эх

ная первого порядка однородна степени р -  1. Решение для 
частной производной по у аналогично.

1.3. МАКСИМИЗАЦИЯ ПОЛЕЗНОСТИ
♦  Задача 1 .13. Проверьте следующие функции полезности

на возможность углового решения:
а) U(x, у) = х°-у^, где а, Р > 0; ^

б) i/(x, >») = 1пх + Inj;; г) t/(x, 3;) = X +

в) £/(х, y) = yfx + у/ў; д) U(x, у) = ху + у^. 

Решение.
Напомним, что в теории максимизации полезности неотри­

цательность количества потребляемых благ X  и Y  описывается 
условием Куна — Таккера. Задача потребителя заключается 
в максимизации полезности при существующем бюджетном 
ограничении:

max и (х, у) при хР + уР < М,
х ^ 0 , у > 0  У

где Р,, Ру — цены благ XviY\  М — доход потребителя. 
Лагранжиан для этой задачи имеет вид 
1(х, з;, X) = t/(x, 3̂ ) + Х[М -  хР, -  уРу\.
Условие %на — Таккера для х* может быть записано так: 
L ^ { x \ y \ X )  = U^ { x \ y ' ) - XP^ <0 ,  
x 4 ^ = x ’{U^{x\y ' ) -XP^] = Q, 
х * > 0 .
Аналогично для у*.
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Один из способов проверки на неотрицательность функции 
полезности заключается в следующем: последовательно прини­
маются допущения, что ^ = 0  и ^ > 0 ,  а затем, что Л' > О и 
У = О, и проверяется справедливость равенств U(x, у) = О и 
U(x, у) = - о о .  Если они справедливы, углового рещения быть не 
может и применять условие Куна — Таккера не требуется. Если 
равенства соблюдаются только для одного из благ, то требуется 
использовать условие Куна — Таккера только для этого блага.

A. Для U(x, у) = по условию Куна — Таккера:
• если X = О и у > О, возможно ли, что U(x, у) = О? Да. По­

скольку U{x, у) = = 0, то Л' должен быть положитель­
ным, и условие Куна — Таккера не используется для Х\

• если у = О и X > О, справедливо ли, что U(x, у) = О? Да.
Поскольку U(x, у) = х“0Р = О, то У должен быть положи­
тельным, и условие Куна — Таккера не используется для У. 
Угловых решений не существует.

B. Для U{x, у) = 1пх + 1пу:
•если х = 0 и у > О, возможно ли, что U(x, у) = -ооЧ Да. По­

скольку U(x, у) = InO + Iny = - о о  + Iny = - о о ,  то X  должен 
быть положительным, и условие Куна — Таккера не исполь­
зуется для X;

• если у = О и X > О, справедливо ли, что U(x, у) = - о о ?  Да.
Поскольку U ( X ,  у )  =  1ПХ +  1пО =  1ПХ +  ( - о о )  =  - о о ,  то У 
должен быть положительным, и условие Куна — Таккера не 
используется для У.
Угловых решений не существует.

В. Для U{x, у) = ^[х + ^ :
•если х = 0 и у > О, справедливо ли, что U(x, у) = 07 Нет 

Поскольку U(x, у) = у/о + у[ў > О, то X  может равняться 
нулю, и условие Куна — Таккера должно использоваться 
для Х\

• если у = О и X > О, справедливо ли, что Щх, у) = О? Нет.
Поскольку U(x, у) = \[х + \fo > О, то У может равняться 
нулю, и условие Куна — Таккера должно использоваться 
для у.
Угловые решения существуют.
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г. Для U{x, у) = X  + у^:
• если JC = О и >> > О, возможно ли, что U{x, >>) = О? Нет. По-

j_
скольку f/(x, >;) = о + >'3 > о, то vV может равняться нулю, 
и условие Куна — Таккера должно использоваться для X',

• если X = О и у > О, возможно ли, что U(x, у) = -« ?  Нет.

Поскольку t/(x, у) = о + уЗ > о, то X  может равняться 
нулю, и условие Куна — Таккера должно использоваться 
для Х\

• если у = О и л: > О, справедливо ли, что U(x, у) = О? Нет.
I

Поскольку i/(jc, у) = X + 0  ̂ о, то Y может равняться 
нулю, и условие Куна — Таккера должно использоваться 
для У;

•если у = 0 и X > О, справедливо ли, что U{x,y) = - ^ 1  Да.

Поскольку [/(х, у) = X + 0  ̂ 5̂  -°о , то у  не может равняться 
нулю, и условие Куна — Таккера не должно использоваться 
для У.
Угловые решения невозможны.
Д. Для U{x,y)= ху + у^\

•если х = 0 и у > О, возможно ли, что U(x,y) = 0? Нет. По­
скольку U(x, у) = О ■ у + у^ > О, то X  может равняться нулю, 
и условие Куна — Таккера должно использоваться для Х-,

• если у = О и X > О, справедливо ли, что U{x, у) = О? Да.
Поскольку f/(x, у) = х  • О + о '= О, то У не может равнять­
ся нулю, и условие Куна — Таккера не должно использо­
ваться для У.
Угловых решений не существует.

•  З а д а ч а  1 .1 4 . Рассчитайте величину маршаллианского
спроса, максимизирующую полезность потребления при 
бюджетном ограничении хР^ + уР^ < М:

а) U{x,y)=xy-
б) U(x, у) = х“уР, где а, Р > О и а  + Р < I;
в) U{x, у) = 1пх + 1пу;
г) U{x,y) = yf^-,

д) U{x, у) = ] л п х + ] л п у .
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Решение.
Напомним, что маршаллианская функция спроса является 

решением задачи максимизации полезности потребителя при 
условии, что расходы не превышают доход потребителя, т.е. 

шах и (х, у) при условии хР^ + уР < М.д:20,>>0  ̂ У

А. Для U{x,y)==xy
Шаг 1. Проверить монотонность предпочтений, рассчитав 

первые частные производные функции полезности (если пред­
почтения монотонны, бюджетное ограничение может быть запи­
сано как равенство, т.е. потребитель израсходует весь свой доход):

= Uy = x > 0 .
Следовательно, предпочтения строго монотонны и бюджетное 
ограничение можно переписать как хР^ + уР^ = М.X у

Шаг 2. Составить лагранжиан и вывести условия первого 
порядка (это позволит превратить исходную задачу условной 
оптимизации выбора потребителя в задачу безусловной опти­
мизации):

Ц х, у , Х ) = х у  + Х[М-хР^  -  уРу];

f  = = (2)

^ ^ М - х Р ^ - у Р , ^ 0 .  (3)

Шаг 3. Проверить условие второго порядка через проверку 
функции полезности на строгую квазивогнутость, что эквива­
лентно выпуклости кривой безразличия (это позволит подтвер­
дить, что условия первого порядка указывают именно на макси­
мум функции полезности. Вспомним, что строго квазивогнутые 
функции также строго вогнуты):

и^ = у,  =

-  lU^U^Uy + UyyUl = -2yx < 0 .
Условие выполняется.
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Шаг 4. Решить задачу максимизации полезности:
(i) из (1) и (2) выразить х и у и исключить X,:

у  = ХР^, х ^ Х Р , .

(ii) выразить одну из переменных через другую:
хР  ̂ уРу

у X
(iii) подставить уравнения из (ii) в бюджетное офаничение или 

уравнение (3):
хР, + уРу = М;

хР^ + ^ Р ^  = М, 2хР = М, откуда х'" =X р  ̂ у 2Р^

^ Р х  + УРу=М, 2уРу=М,  откуда Г  = ^ -
у

Здесь х™ и у'" — размеры маршаллианского спроса, т.е. разме­
ры потребления товаров X  н Y, которые максимизируют по­
лезность потребления.

Б. Для U(x , y )=x^y^
Шаг 1. Проверить монотонность предпочтений: 
и  = а х “-'у'^ > 0 , рх“уР-‘ > 0 .

X  у

Следовательно, предпочтения строго монотонны, и бюджетное 
Офаничение можно переписать как равенство: хР^ + уР^ = М.

Шаг 2. Составить лафанжиан и вывести условия первого 
порядка:

L{x, у, X) = х“у^ + X,[М-  хР, -  уРу];

^  = ах“- ' / - > . Р  = 0 , (1)
дх

^ = Рх“/ - ‘ - Ч  = 0’ (2)

| ^  = Л /-х Р ,-у Р ^  = 0. (3)
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Шаг 3. Проверить условие второго порядка:
>0, { /„= а(а-1 )д :“"2уР<0, если О < а  < 1, 

f/^=pjc“yP-' >0, £ / ^ = P ( P - l ) x V ^ < 0 ,  если О < р < 1,

ху
^хх^уу ~ ^1у ^ ® выполняется, если а  + Р < 1. Следователь­

но, функция полезности строго вогнута и имеет одну точку 
максимума для а , Р > 0  и а  + Р <1 .

Шаг 4. Решить задачу максимизации полезности:
(i) из (1) и (2) исключить А,:

ах°~'уР _ ^
Рх“ / - ‘ “  Рх

(ii) выразить одну из переменных через другую:

X  =
У О - Р у  

рр ’ У  =

х ^
О.Р

(iii) подставить уравнения из (ii) в бюджетное ограничение или 
уравнение (3):

уР.

1 + 1
а

I P

= Л/;

= М.

Откуда х"' =
а  + р Ру

В . Для U{x, у) = Inx + Iny
Шаг 1. Проверить монотонность предпочтений:

Следовательно, задача заключается в следующем:

шах U(x, у) = Inx + In у при условии, что хР + уР = М.Jc20,yS0 •*'
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Шаг 2. Составить лагранжиан и вывести условия первого 
порядка:

L(x, у, X) = 1пл: + 1пу + Х[ М-  хР^ -  уР̂ У,

= (.)

^ ^ М - х Р ^ - у Р у  = 0. (3)

Шаг 3. Проверить условие второго порядка:

" ‘ - I -  ^ - - 7 ’

и = ~ ,  Uyy = - \ ,
у  у  УУ ў -

UxxUl-lU^U^Uy+UyyUl = -  O . i  1  -  0 .

Условие квазивогнутости выполняется, следовательно, усло­
вия первого порядка указывают на максимум функции полез­
ности.

Шаг 4. Решить задачу максимизации полезности:
(i) из (1) и (2) исключить А,:

^  = ^  = ХРу, ^  =
X  ^  у  У ^  Р у

(ii) выразить одну из переменных через другую:

хР  ̂ уРу
у  =  -----X  =  —

Р у  Р .

(iii) подставить уравнения из (ii) в бюджетное ограничение или 
уравнение (3):
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хР, + уРу = Л/;

2хР = М, откуда х"'= ^^  . у ---- - 2Р '
X

—  Л, + УР. = л/, 2уР^ = М, откуда у" = ~р  X ■' у  * > - - f  у  ’  “  2 Р  '
X  у

Заметим, что х ” и у'” эквивалентны спросу, полученному 
в п. А, поскольку исходные функции полезности — монотон­
ные трансформации друг друга.

Г. Для и ( х , у )  = у [ ^

Шаг 1. Проверить монотонность предпочтений:

Предпочтения монотонны. Следовательно, задача заключается 
в следующем:

max и (х, у) = J w  при условии, что хР + уР = М.

Шаг 2. Проверить необходимость использования условия 
Куна — Таккера.

Если X  =  О, то U(x, у) =  yj0 y  = 0 , следовательно, условие 
Куна — Таккера не используется для X.

Если у = О, то U(x, y ) = y j x 0  =0, следовательно, условие 
Куна — Таккера не используется для У.

Шаг 3. Составить лафанжиан и вывести условия первого по­
рядка:

Д х, y , k )  = s l ^  + Ц М  -  хР  ̂-  уР^];

дх

^ = - ^ - Х Р  =0,  (2 )
Эу 2у]ху ^

^  = М - х Р ^ - у Р ^  = 0. (3)
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Шаг 4. Проверить условие второго порядка
и  U^ - 2 U и  и  + и  <0.

XX у  х у  X  у  у у  X

Для этого можно взять монотонную трансформацию исход­
ной функции полезности;

-  -  1 1
V= \nU{x, у) = = Inx^y'^ = 2 + 2

V = —  V =
/N > '  X X2 х ’ -  2х ^ ’
1К = —  V = ----—% 2у '  '̂ УУ 2/ ’

^^.= 0 -
Условие строгой квазивогнутости монотонной трансформа­

ции исходной функции полезности

у  y'^-2V V V + V  ---- -̂--- О — --------- -̂--- < 0
XX у ху X у уу X 2 х ^  4 у ^  2 х  2 у  2 у ^  4 х ^

выполняется. Следовательно, исходная функция тоже строго 
квазивогнута и, как результат, строго выпукла, и условия перво­
го порядка указывают на максимум функции полезности.

Шаг 5. Решить задачу максимизации полезности:
(i) из (1) и (2) исключить А,:

У _ ”!/> X _ л и  у  — ^ х  .
275: '■ 2^  '■ X - Р /

(ii) выразить одну из переменных через другую:

хР. УР,
У =

Р у ' Рх
(iii) подставить уравнения из (ii) в бюджетное ограничение или 

уравнение (3): 
хРх + уРу = Л/;

хР^ + ^ Р у  = М, 2хР^=М,  откуда
У X

^ Р ^ + у Р у ^ М ,  2уРу=М,  откуда У” =
^ х  У
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Заметим, что дс'” и у"* эквивалентны спросу, полученному 
в п. А, поскольку исходные функции полезности — монотон­
ные трансформации друг друга.

Д. Для U{x,y)  = l \ n x  + 1\пу.

Шаг 1. Проверить монотонность предпочтений:

^ 2х  ̂ 2у
Предпочтения монотонны. Следовательно, бюджетное ограни­
чение можно переписать как равенство и задача будет заклю­
чаться в следующем:

max £/(д:, у) = —1пх + —1пу при условии, что хР +уР = М.
х > 0,>->0 2  2  X у

Шаг 2. Проверить необходимость использования условия 
Куна — Таккера.

Если л: = О и у > О, то f/(x, у) = ^ 1пО + =-«>, сле­

довательно, условие Куна — Таккера не используется для X.

Если у = О и X > О, то i/(x, у) = i l n x  + ilnO  = -оо, сле­

довательно, условие Куна — Таккера не используется для Y. 
Угловых решений не существует.
Шаг 3. Составить лагранжиан и вывести условия первого 

порядка:

Ш ,  J-Д ) = ^шдс + iln ^ . + Х[М -  хР^ -  уР̂ У.

f  = = <■>
га

^ = М - х Р ^ - у Р ^  = 0. (3)

Шаг 4. Проверить условие второго порядка. Так как условие 
и  и \  -  2U и  и  + и  и \  < О соблюдается (см. п. Г, шаг 4), ис-л л  у  х у  X у  у у  л
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ходная функция тоже строго квазивогнута и, как результат, 
строго выпукла. Условия первого порядка указывают на макси­
мум функции полезности.

Шаг 5. Решить задачу максимизации полезности:
(i) из (1) и (2) исключить X:

—  = ХР —  = ХР 
2х 2у У’ X Ру ’

(ii) выразить одну из переменных через другую:

хР, УР,
У =

(iii) подставить уравнения из (ii) в бюджетное ограничение или 
уравнение (3): 
хРх + уРу = М-

хР + = М, 2хР = М,  откуда х" '= ^
X

^ Р х  + уРу = 2уРу=М,  откуда

Заметим, что х"  и у"  эквивалентны спросу, полученному 
в п. А, поскольку исходные функции полезности — монотон­
ные трансформации друг друга.

♦  Задача 1 .15. Для следующих функций полезности рассчи­
тайте маршаллианский спрос, максимизирующий полез­
ность потребления при хР + уР^ < М:

X  у

а) U(x, у) -  alnx  + где а, Р > О и х<  к (при 
условии нормирования потребления блага X, которое 
не может превышать некоторого уровня к > 0);

б) U{x, у) = X + у. Нарисуйте кривые безразличия, соот­
ветствующие этой функции полезности;

в) U{x, ;;) =  ах  + In^», где а  > 0. Нарисуйте кривые без­
различия, соответствующие этой функции полезности;

г) U{x, у) = -{к  -  х)^ -  { к -  у ў , где (к, к) — уровни насы­
щения благами X  н Y. Нарисуйте кривые безразличия, 
соответствующие этой функции полезности.
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Решение.
А. Для U(x, у) = alnx + piny, где а, р > О, х > О, у > О 

и х<  к
Шаг 1. Проверить монотонность предпочтений;

и ,  = - > о ,  и = ^ > о .
X X У

Предпочтения монотонны. Заметим, что х  < к можно пере­
писать как А: -  X > 0. Если бы оба ограничения были неравенст­
вами, то ни одно из них нельзя было бы переписать как равенст­
во. Следовательно, задача заключается в следующем;

max [/(х, у) = a l n x  + pin;^
х̂ О, у̂ О
при условии, что хР^ + уРу = М  и к - х > 0 .
Шаг 2. Проверить необходимость использования условия 

Куна — Таккера. Заметим, что варианты х = О или у = О 
невозможны.

Если X = О, то 1/(х, у) = -оо.
Если у = О, то [/(х, у) = -оо.
Углового решения нет, использовать условие Куна — Такке­

ра для X и У не требуется. Однако его нужно применить для 
третьего ограничения в виде неравенства ( к - х >  0).

Шаг 3. Составить лагранжиан и вывести условия первого 
порядка;

Цх,  X, ц) = а  Inx + р 1пу + Х[М -  хР^ -  УP y ]  + ]i.[k- х];

О,

^  = М - х Р ^ - у Р у  = 0, (3)

^ = к - х > 0 ,  (4)
Эи

ц | ^ = ц [ А : _ х ] = 0 ,  (5)
Эц

ц > 0 .  (6)
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Шаг 4. Допустим, что А:-х = 0. Это означает, что;
• маршаллианский спрос на благо X  в этом случае х"  = к\
• подставив х"' = к в (3) и выразив у"', можно получить маршал­

лианский спрос на благо Y: М -  кР-уР^,  -  О, уР̂ , = М -  кР .
X  у  у  X

>' Р “ р  •
у у

• подставив полученное у"’ в (2 ), можно определить
,  Р ■

М- к Р^  ’
• подставив полученную X и х "  = к в (1), можно определить

ц = - -
к М - к Р /

учитывая, что по (6) [Д. > О, — -  ■ „ > 0. Следовательно,
к М -  кР̂

Офаничение на параметр М 
а  " в случае ж е с т к о г о  офаничения

Шаг 5. Допустим теперь, что к - х  > 0. Это означает, что;
• маршаллианский спрос на благо X  в этом случае х'” < к\
• из (5) следует, что ц = 0;

(XV Р• если из (1) и (2) исключить Х\ = — , выразить одну из
Ру

переменных через другую и подставить результат в уравне­
ние (3), получим маршаллианский спрос

а  + р Р /  а  + р Р /
, а  М

•  поскольку О ф аничение неж есткое, х  <к, --------- —  <к,  откуда
а  + р i ’

а
Офаничение на параметр М  

в случае н е ж е с т к о г о  офаничения

Шаг 6 . Выводы;
1. В случае ж е с т к о г о  офаничения х'” = к на потребле­

ние блага Х\
• спрос на благо X  составляет х'" = к;
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т  М  , Р ^  
спрос на благо Y составляет У = ——   ̂ ^ !

у у
доход потребителя должен быть больше определенной вели­

чины М > ^ ^ к Р ^ .  
а  ^

Следовательно, даже если потребитель имеет доход, превы­
шающий определенную выше величину, он не сможет покупать 
больше блага X, поскольку потребление этого блага нормиро­
вано.

2. В случае н е ж е с т к о г о  ограничения х'” < к на потреб­
ление блага X:
• спрос на благо X  составляет х = —^  ;

с  V  П) Р  ^• спрос на благо Y составляет у = —^  — :
а  + ^  Ру

• доход потребителя может быть меньше определенной вели-
а  + В , „ чины М < ------- кР .̂

а  ^
Следовательно, если доход потребителя меньше, чем опре­

деленная выше величина, потребление блага X  этого потреби­
теля можно не нормировать, поскольку он все равно не достиг­
нет уровня потребления к, у него просто нет на это денег.

В. Для U{x, у ) = х  + у
Заметим прежде всего, что блага X w У — совершенные суб­

ституты.
Шаг 1. Проверить монотонность предпочтений:

=  1 > О, =  1 > 0.
Предпочтения монотонны. Задача потребителя заключается в 
следующем:

max U{x, у) = х + у  при условии, что хР + уР̂  < М.

Шаг 2. Проверить необходимость использования условия 
Куна — Таккера.

Если X =  О, верно ли, что f/(x, у) = О? Нет.
Если у = О, верно ли, что U(x, у) -  О? Нет.
Если X = О, верно ли, что U{x, у) = -« ?  Нет.
Если у =  О, верно ли, что U(x, у) =  - о о ?  Нет.
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Следовательно, возможно, что х =  О или у =  О, угловые 
решения существуют и требуется использовать условие Куна — 
Таккера для X п Y.

Шаг 3. Составить лагранжиан и вывести условия первого по­
рядка:

L{x, у , Х ) = х + у  + Я.[М- хР̂  -  уРу]\ 
дЬ
дх

= 1 - к Р < 0 ,  (1)

х ^ =  x ( l - X P J = 0 ,  (2)

х > 0 ,  (3)

^ = 1 - Х Р < 0 ,  (4)

у ^ =  у { 1 - Х Р ) = 0 ,  (5)

У > 0 ,  (6 )

^  = М -х Р ^ -уР у  = 0. (7)

Шаг 4. Допустим, что х = 0 и у > О, т.е. потребитель тратит 
весь свой доход на благо У. В этом случае:

М
• маршаллианский спрос х'” = 0, у"" =

у
• из (I) следует, что 1 < ХР \̂

• из (5), поскольку у > О, следует, что 1 -  ХР̂  =  О, или 1 = ХР̂ ',

• разделив левые стороны полученных выражений из двух
1 ^предыдущих пунктов друг на друга, получим -  < —̂ . Сле-

р  1 ^^У
довательно, -^ > 1 ,  или Р > Р .р  X  у

у
Таким образом, потребитель истратит весь свой доход на 

благо У при условии, что оно дешевле блага X {Р  ̂> Р )̂. Графи­
чески это означает, что наклон кривых безразличия (£/.) круче 
наклона бюджетной линии (рис. 1.7).
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Рис. 1.7

Шаг 5. Допустим теперь, что х > 0  и >> = 0, т.е. потребитель 
тратит весь свой доход на благо X. В этом случае:

М• маршаллианский спрос х"" = — , у'" = О;
X

• из (4) следует, что 1 < ХР ,̂
• из (2), поскольку X > О, следует, что 1 -  ХР  ̂= О, или 1 = ХР ,̂
• разделив левые стороны полученных выражений из двух

1 ХР..
предыдущих пунктов друг на друга, получим -  < ■. Сле­

довательно, > 1, или Р„^Р^.

Таким образом, потребитель истратит весь свой доход на 
благо X  при условии, что оно дешевле блага Y (Р̂  > PJ.  Гра­
фически это означает, что наклон кривых безразличия круче 
наклона бюджетной линии (рис. 1.8).

Y

Рис. 1.8
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Шаг 6. Наконец, допустим, что х > О и >» > О, т.е. потреби­
тель тратит весь свой доход на оба блага. В этом случае:

М-У^Ру
• маршаллианский спрос х ” = ------------

Р.
• из (2), поскольку X > о, следует, что 1 -  ХР^ = О, или 1 = ХР ,̂
• из (5), поскольку у > О, следует, что l -XP^  = О, или 1 = ХР ,̂
• разделив результаты двух предыдущих вычислений друг

на друга, получим |  . Следовательно, ^  = \,  или
1 ХРу Ру

Р. = Ру
Таким образом, потребитель истратит свой доход в равных 

пропорциях на благо X  и благо Қ если цены их равны {Р  ̂= Р^. 
Графически это означает, что наклон кривых безразличия и бюд­
жетной линии совпадает (рис. 1.9).

Y

Шаг 7. Выводы:
• если Р, > Р„, маршаллианский спрос составляет

^  У

х'" = 0 , =
у

• если Р  ̂= Ру, маршаллианский спрос составляет
М
Р.

если Р^< Р„, маршаллианский спрос составляет
X  у  

^х
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в. Для U{x, у) = ах + 1пу
Шаг 1. Проверить монотонность предпочтений:

и^ = а>0,  6/ = -  > 0.
X У

Предпочтения монотонны. Задача потребителя заключается в 
следующем:

max U{x, у) = ах +1пу
x i 0, y >0
при условии, что хР^ + уРу < М и х>0,  у>0.
Шаг 2. Проверить необходимость использования условия 

Куна — Таккера.
Если X = О, верно ли, что Щх, у) -  О? Нет.
Если у = О, верно ли, что U(x, у) = О? Нет.
Если X = О, верно ли, что Щх, у) = Нет 
Если у = О, верно ли, что U{x, у) = -«>? Да. 
Следовательно, для X  угловое рещение возможно и требует­

ся применить условие Куна — Таккера, а для Y углового реше­
ния нет и использовать условие Куна — Таккера не требуется.

Шаг 3. Составить лагранжиан и вывести условия первого 
порядка:

Цх, у, X) = ах + 1пу + Х[М-  хР^ - уРу] при х^О,  у > 0; 

^ = a - W > , S O ,  (1)

x ~ = x ( a - X P J = 0 ,  (2)

Х>0,  (3)

^ = ^ - - К Р = 0 ,  (4)
ду у У

^  = М- хР^-уР^  = 0. (5)

Шаг 4. Допустим, что х > О и у = 0. Это невозможно, 
поскольку углового решения для У не существует.

Шаг 5. Допустим, что х = О и у > О, т.е. потребитель тратит 
весь свой доход на благо У (угловое решение).
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М• маршаллианский спрос х'” = О и у" =
У• из (1) следует, что а <

• из ( 4 )  следует, что — = ХР'
У ^

• разделив левые стороны двух предыдущих выражений друг на
Р Мдруга, получим а у<- ~ .  Однако у"'= — . Следователь- 

у у
М Р Рно, а — < — , или М < — , откуда Р > аЛ/.
Ру Ру «

Шаг 6. Наконец, допустим, что х > О и у > О, т.е. потреби­
тель тратит весь свой доход на оба блага (касательное решение). 

В этом случае:
М - у ' ”Р М - х '”Р̂

• маршаллианский спрос х = ------— - ,  у = ------—
“у

• из (2), поскольку л: > о, следует, что a-XP^ = Q, или а=ХР^,

• из ( 4 )  следует, что — = ХР„;
У ^

• разделив левые стороны двух предыдущих выражений друг на

друга, получим ^ . Следовательно,

в этом случае:

1/У "ХРу

у ’" (Р ,,Р ,,М )=
а Р /

Р
подставив это в (5), получим М  = хР^ +уР^ = хР^ + —^ Р у .

Р ^  ^
Откуда М — -  = хР^. Следовательно, 

а  ^

учитывая, что маршаллианский спрос всегда положителен, 

х"'{Р^, Ру, М ) = ^  -  — > О, получим ^  , или М  > — .
ОС ОС ОС
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Шаг 7. Выводы;

если М  > — , маршаллианский спрос составляет 
а

<  = ^  (рис. 1.10);
X  у

Рис. 1.10

если М й — , маршаллианский спрос составляет 

Мх"’ = 0, у'" = ~г  (рис. 1.11).

Рис. 1.11
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г. Для Щх,у) = - ( к - х ў - ( к - у ў

Шаг 1. Проверить монотонность предпочтений:
= 2{к -  х) > О, если х  < к',

Uy = 2{к - у )  > О, если у < к.
Поскольку предпочтения монотонны не для всех значений 

X, у > О, необходимо учитывать случай, когда потребитель не 
будет использовать весь свой доход на потребление благ. Задача 
потребителя заключается в следующем:

шах и (х, у) = - ( к  -  х ў  -  (к -  y f  при хЯ + уР^ < М.
л:г0,̂ 2̂0 * У

Шаг 2. Проверить необходимость использования условия 
Куна — Таккера.

Для X и У использовать условия Куна — Таккера не требу­
ется, но требуется для X, поскольку бюджетное ограничение 
нежесткое.

Шаг 3. Составить лагранжиан и вывести условия первого 
порядка:

1{х,у,Х) = - ( к - х ў - ( к - у ў +  Х [ М - х Р - у Р ]  при х ,у > 0 ;

^ = 2 { к - х ) - Х Р ^  = 0, (1)

^ = 2 { к - у ) - Х Р  =0,  (2) 
ду У

^  = М - х Р ^ - у Р у > 0 ,  (3)

Ж  
дХ

Х>0.  (5)

Х ^  = Х[М-хР^-уРу\  = 0,  (4)

Шаг 4. Допустим, что бюджетное ограничение ж е с т к о е ,  
т.е. хР^ + уРу < М.

Из (4) следует, что X = 0; из (1), поскольку X = О, следует, 
что х” = к\ из (2), поскольку X = О, следует, что у ’” = к. Опе­
ратор сужения равен х” = у” = к. Подставляя его в бюджетное
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ограничение, получаем кР^ + кР^ < М,  или к{Р^ + Р^) < М. 
При этом условии точка насыщения будет находиться ниже 
бюджетной линии, а потребительский набор — внутри бюджет­
ного ограничения (рис. 1.12). Потребитель будет потреблять 
каждое благо в размере к.

Рис. 1.12

Шаг 5. Допустим, что бюджетное ограничение ж е с т к о е ,  
но является р а в е н с т в о м ;

хР, + уРу = М.

Из (4) следует, что Я, > О, поскольку М -  хР^ -  уР^ = 0.
Если X = О, из (1) и (2) следует, что оператор сужения 

х"’ = у"" = к. Подставляя оператор сужения в бюджетное огра­
ничение, получаем кР^ + кР^ = М, или к{Р^ + Р^ -  М. Это 
ситуация, когда точка насыщения потребительского набора 
находится на границе бюджетного ограничения (рис. 1.13). 
Потребитель будет потреблять каждое благо в размере к.

Если \  > О, точка насыщения потребительского набора на­
ходится на границе бюджетного ограничения, так как из (4) 
следует, что М - х '”Р ^ - у ’”Ру = 0. В этой ситуации набор насы­
щения находится за пределами бюджетного ограничения; 
кР^ + кРу > М, поскольку из ( 1) и (2) следует, что {к -  х)Р^ + 
+ (^ - У)Ру = кР^ + к Р у - М > 0  (рис. 1.14).
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у Г П  =

Рис. 1.13

Рис. 1.14
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2. ПОТРЕБЛЕНИЕ И СПРОС

2.1. МАРШАЛЛИАНСКАЯ ФУНКЦИЯ СПРОСА

♦  З а д а ч а  2 .1 . Вычислите эластичность спроса по цене, пере­
крестную эластичность спроса и эластичность спроса по 
доходу для следующих функций полезности:

а) U{x, у) = при хР + уР^ < М  (предположить, что 
а  = р = 1);

б) U(x,y) = x + y.

Решение.

А. Для U{x,y)=x°-y^
Заметим, что U{x, у) -  — это функция Кобба — Дугласа. 

Для нее маршаллианские функции спроса составляют (см. зада­
чу 1.14, п. Б):

^  _ о ^  М „ ^ _ J _  М 
а  + р Р /  а  + р я /

Предположим, что а  = Р = 1. Тогда функции спроса упро­
щаются до

М „ МX = ---- , У" --
2Р  ̂ ’ ^ 2Ру'

Следовательно, для блага X  (для блага Y вычисления ана­
логичны):

дх'” Р, М 2Р  ̂ ^.  эластичность по цене г ^  = —  Р^=
^  X

т.е. маршаллианские функции спроса для функции полез­
ности Кобба — Дугласа имеют единичную эластичность по 
цене;

дх'” Р• перекрестная эластичность = -------^  = О, т.е. в функции
^  дРу х'”

полезности Кобба — Дугласа изменение цены одного блага 
не влияет на спрос на другое благо;
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л ax'" Л/ 1 2Р^• эластичность по доходу Т) ^ —  = — — -f- М = I,
о т  2 / ^  М

т.е. в функции полезности Кобба — Дугласа каждое из благ 
нормальное.
Б. Для С/(х, у) = х  + у
Заметим, что маршаллианские функции спроса составляют 

(см. задачу 1.15, п. Б):
м  м
К ’ '  р.

Следовательно, для блага X  (для блага Y вычисления ана­
логичны):

Рх Л/ _• эластичность по цене е^  = —-----^  = ---- =
х"‘ Рх

т.е. маршаллианские функции спроса имеют унитарную 
эластичность по цене;

Эх” Р• перекрестная эластичность = — ----^  = О, т.е. изменение
^  дРу х"*

цены одного блага не влияет на спрос на другое благо;

 ̂ ^  дх” М  1 Рх 1• эластичность по доходу Т] w = г:—  —  ^  спрос
аМ х"  Рх ^

на благо изменяется пропорционально изменению дохода.

•  Задача 2 .2 . Докажите следующие свойства маршаллиан-
ских функций спроса х'"(/’̂ , Р ,̂ М) и y^iP^, Ру, М):

а) они являются однородными функциями нулевого поряд­
ка по цене и доходу, т.е. изменение цен и дохода в оди­
наковой пропорции не влияет на бюджетное ограниче­
ние и на оптимальный выбор потребителя;

б) они соответствуют правилу эластичности

в) они соответствуют условию агрегирования Энгеля
^х^хМ + ^/ \уМ= 1-
т.е. сумма средневзвешенных эластичностей по доходу в 
маршаллианской функции спроса равна единице;

г) они соответствуют условию агрегирования К^но
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Решение.
A. Для вычисления маршаллианских функций спроса 

увеличим все компоненты лагранжиана в у раз, т.е. имеем 
уР^,уРу и у М. Пусть f/(x, у) — функция полезности. Составим 
лагранжиан:

Цх, у, X) = Щх, у) + Х[уМ-ухР^-ууРу].

Условия первого порядка для этого лафанжиана имеют вид

Следовательно, U J U =  Р /̂Р ,̂ и М- х Р ^ - у Р =0 .  Заметим,
х у л у  X  у

что эти уравнения не зависят от значения у. Условия первого 
порядка те же, что и в случае оптимизации полезности при 
параметрах Р ,̂ Р̂  и М. Следовательно, х"'{Р^, Р̂ , М) и 
у"'{Р^, Ру, М) также являются решениями задачи максимизации 
полезности при параметрах уР^, уР  ̂ и уМ.

B. По теореме Эйлера + ^ Р  + = 0.
дР̂   ̂ ЭР '  дМ

X  у

Разделим обе части равенства на х": 

дР̂  х'” дРу х"' ЭЛ/ х"'

Нетрудно заметить, что ^  А  = ^  i  = е^,
дх'” М X у

= Следовательно, = 0.

В. Продифференцируем по М  бюджетное ограничение 
х'"Р^ + у ’"Ру = М:

^дМ  У дМ

х'” л/ „ у'” М Умножив Р на — —  и на ^  — , получаем следующее 
 ̂ М х'” ^ М у " ’

уравнение:
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У"'Ру ду'^М 
М дМ х’" '^  м  дМ У>” ■

х"Р̂  у"'Ру
Обозначим ^  = V, и — = v„ доли расходов потре- 

М М У
бителя на блага X и Y соответственно. Заметим, что
ax'" м ду" м= и _  — = Следовательно, получаем

условие агрегирования Энгеля = 1.

Г. Продифференцируем по Р̂  бюджетное офаничение 
х”Р  ̂+ у'^Ру = М\

х'” + /1 ^  + Л - ^ =  0 .ар,  ̂ар.

aiM жт лан \ f
X" у"' P

Умножив P_ на — , P„ на —  и все выражение на , по­
лучаем

р .̂ "' , Р. х"'рЬх'” р, у'" ау- 
М М х" "'ЬР  ̂ М У>” У дР̂

или

м м  эр  ̂ X*" ар  ̂ у"*

р  х” Р у"  Эх'” Р 
Нетрудно заметить, что - j | ^ =  v^,

Рх Vгг-----£™, откуда получаем условие агрегирования Курноар  ̂ ,̂т ^

V l + e « )  + V ^  = ®-

♦  Задача 2.3. Покажите, что для маршаллианской функции 
спроса при существовании только двух благ, справедли­
вы следующие утверждения: 

а) оба блага не могут быть предметами роскоши и оба бла­
га не могут быть товарами низшей категории;
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б) если спрос на одно из благ имеет унитарную эластич­
ность, то спрос на это благо не зависит от изменения 
цены другого блага;

в) если спрос на одно из благ имеет эластичность, превы­
шающую — 1 , то блага являются комплементами;

г) если спрос на одно из благ имеет эластичность меньше 
чем —1 , то блага являются субститутами.

Решение.
A . По условию агрегирования Энгеля + '̂ у‘̂ ум ~  ̂’ 

т.е. сумма средневзвешенных эластичностей по доходу равна 
единице. Поскольку = 1, то либо 11 > 1 и 11 < 1, 
либо и т.е. спрос на один из товаров должен 
расти с ростом дохода (предмет роскоши), а на другой — падать 
(товар низшей категории).

B . Если = -1, по условию агрегирования Курно 
Vv(l + Ew) + = О имеем = О, т.е. спрос на одно благол лл у .г у
не зависит от изменения цены другого блага.

В. Если Едз, > -1 и спрос на благо X  неэластичный по 
цене, то < О по условию агрегирования Курно. Следова­
тельно, благо Y является дополняющим для блага X.

Г. Если < -1 и спрос на благо X  эластичный по цене, 
то > О по условию агрегирования Курно. Следовательно, 
Y является благом-заменителем для блага X.

2.2. КОСВЕННАЯ ФУНКЦИЯ ПОЛЕЗНОСТИ

♦  Задача 2.4. Для следующих функций полезности выведите 
косвенную функцию полезности и подтвердите ее одно­
родность нулевого порядка по ценам и по доходу, восста­
новите по полученной косвенной функции полезности 
маршаллианские функции спроса:

а) Щх, у) = ху, в) U{x, у) = лг + 1пу;
б) Щх, у) = г) U(x, у) = min{x, у}.

Решение.
Напомним, что косвенная функция полезности — функция от

цен благ и дохода потребителя — показывает максимальный
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уровень полезности, который может достичь потребитель при 
различных сочетаниях цен на блага и своего дохода, т.е.

Ру, М ),  Ў ” ( Р „  Ру, т )  =  V{P^, Ру, М ) .

А. Для U(x,y) =ху
Шаг 1. Вычислить маршаллианские функции спроса. 
Используя метод множителей Лагранжа (см. задачу 1.14, 

п. А), получим

1 R , ' 2 р ;

Шаг 2. Подставить маршаллианские функции спроса в це­
левую функцию полезности и получить косвенную функцию 
полезности:

V (P  Р  л/) = х'"у'" = —  —  =

Шаг 3. Подтвердить однородность нулевого порядка косвен­
ной функции полезности по ценам и доходу:

X у  ^ у

Шаг 4. Восстановить маршаллианские функции спроса по 
косвенной функции полезности.

Э К /Э Р  „  ЭК /Э Р  
Напомним том«гг«> Роя: X У

Для восстановления функции спроса на благо Х\
Л/^• рассчитываем частную производную = по Р̂ .

~^Рх 4 Р у "  4 Р > „ ’J  X у

• рассчитываем частную производную V по М:
дУ 2М  ̂ М  
дМ 4 Р̂ Ру 2Р^Ру ’
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делим (1) на (2) и добавляем знак «минус»:

ЭК/ЭЛ/
^Р.Ру М 

М  2Я

Аналогично для восстановления функции спроса на благо Y:

рассчитываем частную производную V{P^, Я , М ) = -~ ~ -
У 4Я/*

по Рў.
X у

ЭК 1 2
дРу 4Р^ У АР^рў (3)

• рассчитываем частную производную V по М: 
dV \ 2М М
ЪМ АР^Ру 1Р^Р; (4)

делим (3) на (4) и добавляем знак «минус»:

ЪУ/ЪМ
^Р.Ру М  

м  2Р.

Б. Для U(x, у) =
Шаг 1. Вычислить маршаллианские функции спроса 

(см. задачу 1.14, п. Б, шаг 1):
р М

а + р/>/ ^ а  + р Р /

Шаг 2. Подставить их в целевую функцию полезности и по­
лучить косвенную функцию полезности: 

У {Р ,,Р у ,М )^ (х "’П у '"Ў  =

Л/“ Р̂.Г а Л / ]
а

р
-1 “  1а

/ \ 
1

а
Г Р f

/ \ 
1

[ a  + P/> J U + p J Р .\ X / а + р

Заменяем константу: А = ( а ]а
Г Р )

U+pJ l«+pj
Шаг 3, Подтвердить однородность нулевого порядка косвен­

ной функции полезности по ценам и доходу:
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кРу, Ш )= А

= А

/ \ 
1

а X ч 
1

1 4  J
\а ' 1 ^

/
Л/“+Р=Ғ(Р,, />,Л /).

Шаг 4. Восстановить маршаллианские функции спроса по 
косвенной функции полезности.

Для восстановления функции спроса на благо X:
• рассчитываем частную производную V{P^, Р ,̂ М ) по Р̂ :

\ \ + а
дУ
ЭЯ

= - а _1_ (1)

рассчитываем частную производную У{Р^, Р̂ , М ) по М:
X  у

дУ
дМ = (а + р) ' 1 ' а

А

/ \ 
1

[p J
(2)

делим (1) на (2) и добавляем знак «минус»:
X

Р^М =
/ \ а ( \ )

дУ/ЪМ ® + р> [ p j
а М

а  + р Р, 
Аналогично для блага У:

 ̂ дУ/дМ а  +  ̂ Ру'

В. Для Щх, у) = л: + 1пу
Шаг 1. Вычислить маршаллианские функции спроса. 
Лагранжиан задан: L{x, у, X) = х + 1пу + Х[М  - хР  ̂- уР^]. 

Необходимо использовать условия Куна — Таккера только для 
блага X, поскольку возможно угловое решение. Имеем: 

dL
дх = 1 - Х Р < 0 ,

x ^ = x ( l- X P J  = 0, 

х > 0 ,

(1)

(2)

(3)
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by У У

^  = М - х Р ^ - уР у= 0 . (5)

Шаг 2. Найти угловое решение. Допустим, что х = О и 
у > 0. Тогда:
• маршаллианские функции спроса: х"” = О и, как следует из (5),

• подставляем у '” в ( 4 )  и выражаем X: ХР„ = —, откуда X = ---- ;
 ̂ У РуУ

• подставляем маршаллианский спрос: X = ^ — = — —  = — ;
РуУ РуМ М

Р  Р• подставляем Х в(1): откуда 1< — , или М < Р .
М  м  ^

Шаг 3. Найти касательное решение. Теперь допустим, что 
X > О и у > 0. Тогда:
• из (2) следует, что = 0 , а согласно ( 4 )  — -  А,/* = 0;

у  У

1 Р  Р
• из (2) и ( 4 )  следует, что -j- = откуда у” =

чУ  Ру
М• подставляем значение у” в (5) и выражаем х"*: х™=----- 1;
Рх

• поскольку х” > о, -  1 > о, или М  > Р .̂

Шаг 4. Сформулировать решение задачи максимизации по­
лезности потребителя при существующих ограничениях:

М• угловое решение х'" = О, у ”’ = —  при М  < Р^;
у

М  Р• касательное решение х” = -  1, у'” = -^  при М  > Р .̂
у ^у

(4)
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Шаг 5. Подставить маршаллианские функции спроса в целе­
вую функцию полезности, в результате чего получатся две кос­
венные функции полезности:
• для углового решения

Ру ,М ) = 0 + \ п ^  = \ п ^  = \пМ - \nPy-, 
у у

• для касательного решения

чк . W  = f  - 1 + -1 + 1пР,- 1пР,.

Шаг 6. Подтвердить однородность нулевого порядка косвен­
ной функции полезности по ценам и доходу:

\Р у ,  Х М ) = 1 п ^  = 1 п ^  = Ру, М)-
у у

УЛХР^, ХР̂ , ХМ) = ^ - \  + 1пХЛ -  InX/» =
i  X  у  X  у

= ^  -  1 + 1пЯ, + 1пЯ -  1пХ - 1 п Р  =р * у
^  X

= ^  _ 1 + 1п/>̂ - 1п/>̂ = V^iP,, Ру, М ) .

Шаг 7. Восстановить маршаллианские функции спроса по 
косвенной функции полезности для углового решения.

Для восстановления функции спроса на благо Х\
• рассчитываем частную производную V,{P^, Р^, М ) = \п М -  In Р^

по Р-.

'" ^  = 0; ,6,
X

рассчитываем частную производную V. по М\

^  = (7)ЪМ М '   ̂ ^
• делим (6) на (7) и добавляем знак «минус»:

т _ ----- ]!_--- 2 .^0 .
ЭК,/ЭМ
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Аналогично для восстановления функции спроса на благо Y:
• рассчитываем частную производную Ру, Л/) = In М-  1п Ру

по Ру.

^  = (8)
К  ғ /

• рассчитываем частную производную по М\

^  = (9)ЭЛ/ м ’
• делим (8) на (9) и добавляем знак «минус»:

ЭӃ/ЭР, М  
эӄ /эм  Ру •

Таким образом, восстановлены маршаллианские функции
Мспроса для углового решения х™ = О, у'" = — .

Шаг 8. Восстановить маршаллианские функции спроса по 
косвенной функции полезности для касательного решения.

Для восстановления функции спроса на благо X:
• рассчитываем частную производную ^  ~

= у - 1  + \пР^-1пРу по Р :̂

-
• рассчитываем частную производную по М:

• делим (10) на (11) и добавляем знак «минус»:

эк/эл/
_L

р} ^ Рг р.
Аналогично для восстановления функции спроса на благо У: 

рассчитываем частную производную г̂^Рх' Ру' ^  ~

+ по Р,:
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^ = - - L ;  (12)
>P, Р /

• рассчитываем частную производную У, по М:

^  = (13)Ш  Р /

• делим (12) на (13) и добавляем знак «минус»:

^ дУ^/дм Ру ■

Таким образом, восстановлены маршаллианские функции
М  Рспроса для касательного решения х"' = —  у'" =
Рх Ру

Г. Функция f/(x, у) = min{x, у} недифференцируема.
Шаг 1. Вычислить маршаллианские функции спроса. Исполь-

Мзуя условие х —у  при хР  ̂+ уР^ = М, имеем х"' = у "  = —— —.

Шаг 2. Подставить маршаллианские функции спроса в це­
левую функцию полезности и получить косвенную функцию 
полезности:

.1  М  М
П Р „ Р , .  >^У‘ '” ' " \ у Т р ' 7 Т р[■'х ^ ̂ у дг у
Поскольку функции одинаковы, любая из них может быть 

минимумом:

X у

Шаг 3. Подтвердить однородность нулевого порядка кос­
венной функции полезности по ценам и доходу:

Шаг 4. Восстановить маршаллианские функции спроса по 
косвенной функции полезности.
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Для восстановления функции спроса на благо X:

• рассчитываем частную производную У(Р^, Ру, М ) = ——— по Р :

к ’

• рассчитываем частную производную V по М:
d V  1
дМ Р^+Ру ’ (2)

делим ( 1 ) на (2 ) и добавляем знак «минус»:

М
дУ/дМ (Р .+ Р у У у

ЭК/ЭЯ м
Аналогично для блага К: у"' = ---- ^дУ/Ш  Р^+Ру 
Таким образом, восстановлены маршаллианские функции

спроса jc”  = у”  = ——— .
Р . + Ру

♦  Задача 2.5. Докажите следующие свойства косвенных 
функций полезности:

а) они являются однородными функциями нулевого поряд­
ка по ценам и доходу;

б) они убывают при росте цены каждого блага;
в) они растут при росте денежного дохода потребителя.

Решение.

А. По определению косвенной функции полезности
У(ХР^, ХРу, ХМ) = и {х ’"(ХР^, ХРу, ХМ), у'”{ХР ,̂ ХРу, ХМ)).
Вследствие однородности нулевого порядка маршаллиан- 

ских кривых спроса по ценам и доходу {̂"ХР ,̂ Х Р , ХМ) = 
= U ixyP^, Ру, М ), y'̂ iP^, Ру, М )).

По определению однородной функции У{ХР^, ХР , ХМ) = 
= У(Р^, Ру, М ).

Следовательно, косвенные функции полезности являются 
однородными функциями нулевого порядка по ценам и доходу.
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Б . По теореме об огибающей производная любой стоимо­
стной функции по параметру а  представляет собой производ­
ную лагранжиана по этому параметру в точке оптимального 
количества потребления благ, т.е.

дЬ
F ' W  =

Эа

В отношении Р :̂ L = U{x, у) + ^ [М - хР  ̂- уР^], 
ЭҒ(Р  , Р ,̂ М ) дЬ

ЭЛ ЭЛ
= -Хх  = - Ъ с " < 0 ,

 ̂ * У

поскольку X, > о из условия Куна — Таккера и л: > О, так как 
количество спроса не может быть отрицательным.

В отношении Р :̂ L  = U(x, у) + Х [М - хР^- уР^],

дУ(Рҳ, Ру, М ) дЬ
дР. др.

у У

поскольку X > о из условия Куна — Таккера и у  > О, так как 
количество спроса не может быть отрицательным.

Следовательно, косвенные функции полезности убывают 
при росте цены каждого блага.

В . В отношении М: L =  [/(х, у)  + Х[М  ~ х Р  -  у Р  ],

дУ(Р^, Ру, М ) Ъ1
дМ дМ X ,У

поскольку X, > о по причине строгой монотонности предпоч­
тений.

Следовательно, косвенные функции полезности растут при 
росте денежного дохода потребителя.

2.3. ХИКСИАНСКАЯ ФУНКЦИЯ СПРОСА

♦  Задача 2.6. Для следующих функций полезности выпиши­
те хиксианские функции спроса, проверьте их однород­
ность нулевого порядка по ценам, подтвердите условие 
симметричности, выведите функции расходов, проверьте 
их однородность первого порядка по ценам и вогнутость,
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восстановите хиксианские функции спроса из функций 
расходов:

а) г/(х, у)=ҳу;
б) U {x ,y )= x + \n y .

Решение.
Напомним, что хиксианская функция спроса является ре­

шением задачи минимизации расходов таким образом, чтобы 
полезность потребления осталась неизменной, т.е.

minxP + уР  при условии U{x, у) = и, где и = й  = const.
X  у

А . Для U{x, у)= ху
Шаг 1. Вывести хиксианские функции спроса.
Составить лагранжиан и выписать условия первого порядка:
L ^ x P ^  + yPy + U u-xy]-

= (1)
Ly = Py-X x  = Q, (2)
L .= u - x y  = Q. (3)

Из (1) и (2) следует, что у = -ўх. Поставляя значение у  в (3),

Г ц
имеем X -ў = и, или х = -ў и . Аналогично хиксианский

спрос у^  = Условие второго порядка соблюдается,
» у

поскольку функция полезности строго квазивогнута (см. зада­
чу 1.6, п. Б).

Шаг 2. Подтвердить однородность нулевого порядка по 
ценам:

лг^(ХР , ХЯ , и) =
ХР.
ХР,

■и = -ўи =х»(Р^,Ру,иУ,

у^(ХР^, ХРу, и) =
ХР..
ХР.

■и = f u = y » {P ^ ,P y ,u ) .
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Шаг 3. Подтвердить условие симметричности.
Напомним условие симметричности;

^Ру ЭЯ, •
Продифференцировав хиксианские функции спроса по цене 

другого блага, получаем

Эх'' и 1 1 и ду^ и I 1 и

^ P y ~ i Р х Р у  ’ ЭЯ, ^ Р  яу х

Симметричность подтверждается.

Шаг 4. Вывести функцию расходов, подставив хиксианские 
функции спроса в выражение расходов потребителя;

-и =

= л я. J P -и =

функция расходов имеет вид е{Р^, Ру,и) = l^P^P^u.

Шаг 5. Подтвердить однородность первого порядка функ­
ции расходов по ценам;

е(ХР^,ХРу, и) = 2^XP^XPyU = Х -2 ^ Р^ и  = Хе{Р^, Р ,̂ и).

Шаг 6. Подтвердить вогнутость по ценам.
Напомним условие слабой вогнутости функции полезности;

и  и  -  > 0.'̂ хх̂ у̂у -

Для е(Я ,̂ Ру, и) = 2^P^PyU имеем

. „ < 0 ,
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Эе
К '

Э'в 
ўр2 ’

де
ЭЯ/ V .  др2’

э ( де ] д̂ е д̂ е
К ^ Р у  ~ дРудР.

ер р < Q, вр р < О, р 

следовательно, косвенная функция полезности слабо вогнутая.
Шаг 7. Восстановить хиксианские функции спроса из функ­

ций расходов.
Напомним лемму Шепарда: производная функции расходов 

по цене каждого из благ дает хиксианскую функцию спроса

дР.
Имеем

М Р ,,Р у ,и )
ЭР, ■

дР.

дР.

“ 2 7 ^ '

, £ № 5 1 - , . 1 ^ -
дР. 2 J P .

-и .

Б . Для U(x, у) = л: + Iny
Шаг 1. Проверить возможность углового решения, соста­

вить лагранжиан и выписать условия первого порядка (нахо­
дим, что условие Куна — Таккера необходимо использовать для 
блага

L = x P + y P + X [ u - x -  Iny];л у
L x - P ^ - X > 0 , (1)
xLx =  x ( P ^ - X )  =  0, (2)
л:> 0, (3)
L y = P y - X / y  =  0, (4)
L^ =  и - X - \пу =  0. (5)
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Шаг 2. Найти угловое решение. Допустим, что х = О и 
у > 0.

Хиксианскую функцию спроса х ''= 0  подставить в уравне­
ние (5): 1пу = «. Следовательно, у^  = е“. Выписать ограни­
чения: подставить в (4) и выразить X. Подставить X в (1)

р
и выразить ограничение > е".

у
Шаг 3. Найти касательное решение. Допустим, что х > О и 

у  > 0.
Р

Из (2) Р  ̂= Х, подставить X в (4): ^  = 0. Следова-
У

р р 
тельно, у^^=-ў. Подставить у ^ в (5 ): = и - \п-ў. Преобра- 

у у
зовав х^ и использовав условие х '' > О, выписать ограничение: 

Шаг 4. Выписать полученные решения: 
р

• угловое решение: если -ў- > е", то х ’̂  = 0 , у^  = е";
у

Р  Р  Р
• касательное решение: если то х^^=и- \п-ў-, у^= -ў-.

у у у
Условие второго порядка соблюдается, поскольку функция 

полезности строго квазивогнута.

Шаг 5. Выписать функции расходов:
• для углового решения е(Я , /*,,, и) = Я е";л  у  у

• для касательного решения е(Р,, Р  , и) = PJju - InP, + \пРу) + Р  ̂=
= Я,(1 + « -  + InPp.

Шаг 6. Проверить однородность первого порядка по ценам:
• для углового решения е(ХР^, ХР^, и) = ХР ,̂е“ = Хе(Р^, Р ,̂ и),

функция однородна;
•для касательного решения е{ХР^, ХР^, и) = ХР^{1 +и-1пХР^ + 

+ \nXPy) Ф Хе(Р^, Ру, и), функция неоднородна.
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• —— = О, гг— = О, следовательно, симметричность подтверж-
дРу дР̂
дается для углового решения;

дх^ 1 ду^ I
• ~р~’ следовательно, симметричность под-

У У ^ у
тверждается для касательного решения.
Шаг 8. Восстановить хиксианские функции спроса из функ­

ций расходов:
• угловое решение

^  е -
<  ЭР, ’ ЬРу дР̂ . - ’

• касательное решение 
„  де э[/>,(1 + <,-1пҒ, + 1п/;,);

Шаг 7. Проверить симметричность:

X  =
э /> -  ЭР  = " - ' 4 '

yf^=
Р {̂\ + и-\пРх+1пР^)

♦  Задача 2.7. Для следующих функций полезности выпи­
шите хиксианские функции спроса и функции расходов:

а) U(x, у) = х^ + у'^, где 0 < а < 1 ;
б) U{x, у) = X + у.

Решение.
А . Для U(x, у) = х ° + у'^
Шаг 1. Вывести хиксианские функции спроса. Функция 

Лангранжа имеет вид
Цх, у, X) = хР^ + уР^ + Х[и - х^-у^].
По условию Куна — Таккера 
L^ = Р^-Хс1х^-'>0, (1)
хЬ^ = О, (2)
L y -  Ру-Хау'^-'^О , (3)
у Е у  = 0. (4)
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Шаг 2. Проверить возможность угловых решений. Допустим, 
что х = 0 и у > 0 . В этом случае из (1) L >0, а из (4) L  = 0.

Р  XИз (1) и (3) получаем >
0 - 1  1- а  р

УУ X
невозможно. Следовательно, вариант х = О и у > О отпадает. 
Аналогично можно показать, что вариант у = О и х > О также 
отпадает. Следовательно, х > 0  и у > 0 ,  и условия первого 
порядка можно записать в традиционной форме:

Z = Р -Хох<^-' = 0, (5)
I =

I ,  = ы - х ' ' - /  = 0.

(6)
(7)

Шаг 3. Выписать хиксианские функции спроса. Из (5) и (6)
I

^а-1 р  ^1-0
получаем -ў = .0-1 . Отсюда у = X . Подставляя в (7)

и упрошая, получаем хиксианские функции спроса

<5
1-0 l+ iP y/P r)

о
1-0

Шаг 4. Выписать функцию расходов, подставив хиксианские 
функции спроса в выражение расходов потребителя:

I 1

е(Рх,Ру^‘̂ )= Р.

^■^(Р./Ру)
о

1- а
1 +  ( Р у / Р . )

с
1- а

Б. Для U{x, у) = X + у 
Функция Лагранжа имеет вид 
Цх, у, X) = хР^ + уРу + Х [и - х -  у].

Поскольку возможны угловые решения, когда х = О или 
у = О (см. задачу 1.15, п. Б, шаг 2), используем условия Куна — 
Таккера:
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Lx = P^ - X > 0 ,  (1)
xL^ = 0, X > 0, (2)
Ly = P y - X > 0 ,  (3)
yLy = 0, у > 0, (4)
L^ = u -  x -  y  = 0. (5)

Случай 1. Предположим, что x = О и у > 0. Из (5) следует, 
что хиксианские функции спроса составляют х^  = 0 , у^  = и.

Ограничение на параметры составляет Р^> Р^, поскольку в 
этом случае (1) остается неравенством, а (3) превращается в ра­
венство.

Имеем функцию расходов е {Р .  Р , и) = Р и  = min{P . P Ju .X у у X у
Случай 2. Предположим, что х > О и у = 0. Из (5) следует, 

что хиксианские функции спроса составляют х^ = и, = 0.
Ограничение на параметры составляет Р^<Ру, поскольку в 

этом случае (1) превращается в равенство, а (3) остается нера­
венством.

Имеем функцию расходов е{Р^, Р ,̂ и) = Р^и = min{P,, Ру}и.

Случай 3. Предположим, что Р^ = Р  ̂= т т {Р ^ , Р^}. Следова­
тельно, хиксианские функции спроса составляют х^ = и - у^, 
у^> 0.

Имеем функцию расходов е{Р^, Р  , и) = Р  (и ~у^ ) + Р  у'^ = 
^Р^и = т т {Р ^ ,Р у }и .

♦  Задача 2 .8 . Подтвердите следующие свойства функций 
расходов:

а) они являются однородными функциями первого поряд­
ка по ценам;

б) они возрастают по ценам;
в) они строго возрастают по полезности.

Решение.
А. Из определения хиксианского спроса следует, что он 

минимизирует расходы потребителя при существующих ценах, 
оставляя полезность потребления неизменной. Следовательно, 

<хР  +>»Р при условии, что U(x,y) = u.Л у х у

Проверить однородность: х^ХР^ + у^ХР,, < хХР^ + уХР„.X у х у
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По определению функции расходов
еО.Р^, ХРу, и) = х^^ХР+у^ХРу = Х{х^^Р+у‘ Р̂у) = Хе(Р^, Ру, и).

Следовательно, функции расходов являются однородными 
функциями первого порядка по ценам.

де(Р^, Ру, и)
Б . По теореме об огибающей

ЭР эр.
дЬЛафанжиан L= xP + уР +Х[и - U(x, у )], откуда

У ЭР,

Следовательно,

Аналогично

Эе(Р .̂ Ру, и) ЭЬ
Щ  ЭР, 

Эе(Р,, Р,, и) dLX’ у' ' _

эр, эр,

= х^>0.
ч

= y'^>Q.
■у - у

Следовательно, функции расходов возрастают по ценам.

^  . . .  Эе(Р,, Р ,м) эх
В. По теореме об огибающеи ------ ---------= —

Эы Эм

дЬЛафанжиан L=xP^+уР^ + Х[и - U(x, у )], откуда — =Х. ̂ у ди

Р  Р
Из условий первого порядка минимизации ^ = j f '~  Если 

и  >0, и  > О, т.е. предпочтения строго монотонны, то X > 0.

Следовательно,
Эе(Р,, Ру, и) Э1

= Х> 0.
ди ди

Функции расходов строго возрастают по полезности.



3. ИЗМЕНЕНИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 
ПОТРЕБИТЕЛЯ

3.1. ЭФФЕКТЫ ЗАМЕЩЕНИЯ И ДОХОДА

♦ Задача 3.1. Определите графически эффекты дохода и за­
мещения по Хиксу и по Слуцкому в случае снижения 
цены блага X  с 2 до 0,5 тыс. руб. при том, что доход 
потребителя М  и цена Р  ̂ блага Y, равная 1 тыс. руб., 
неизменны;

а) U {x ,y)=  х + у,
б) U{x, у)  =  х^ +  у^-
в) Щх, у) = min{x, у}.

Решение.
Напомним, что эффекты дохода и замещения по Хиксу опре­

деляют изменение дохода потребителя, необходимое для того, 
чтобы его потребление осталось на прежнем уровне полезности 
при изменении относительных цен, тогда как эффекты дохода 
и замещения по Слуцкому определяют изменение дохода потре­
бителя, необходимое для того, чтобы он был в состоянии при­
обрести прежний потребительский набор при изменении отно­
сительных цен.

A. Для f/(x, у) = X + у (рис. 3.1)
B . Для U(x, у) = х̂  + (рис. 3.2)
В . Для U{x, у) = min{x, у} (рис. 3.3)

♦ Задача 3.2. Подтвердите следующие положения, исполь­
зуя уравнение Слуцкого;

а) если благо Y — чистый субститут блага X, то благо Y 
является также и валовым субститутом блага X, если это 
низщее благо;

б) благо Y может быть одновременно чистым субститутом 
и валовым комплементом блага X;

в) если благо Y — валовой комплемент блага X, то благо X 
также является валовым комплементом блага Y.
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а )
По Хиксу

------ -v-------
Эффект

замещения
Эффект
дохода

б)
По Слуцкому

Эффект
замещения

Эффект
дохода = О

Рис. 3.1
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а)
По Хиксу

Эффект
замещения

Эффект
дохода

б)
По Слуцкому

Эффект
замещения

Эффект
дохода = О

Рис. 3.2
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а)
По Хнксу

U-y_J
Эффект Эффект 
замеще- дохода 
ния = 0

б)
По Слуцкому

Эффект Эффект
замеще- дохода
ния = О

Рис. 3.3
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Решение.
Напомним, что если х"' — маршаллианский спрос на благо X, 

х^ — хиксианский спрос на благо X, а Р  ̂— цена блага X  и 
Ру — цена блага Y, то благо Y называется;

• валовым субститутом  блага X , если > О;
дРу

дх'"• валовым комплементом блага X, если -ц—  < О ;
дРу

dxff
• чистым субститутом  блага X, если —— > О;

дРу

дх^• валовым комплементом блага X, если < О.
дРу

В  обычных эластичностях уравнение Слуцкого может быть 
записано как

где е” '
цене; — обычная эластичность хиксианского спроса 
по цене; v, — доля расходов на благо Х\ — эластич­
ность спроса по доходу.

В  перекрестных эластичностях уравнение Слуцкого может 
быть записано как

A. Если благо Y — чистый субститут блага X, то благо Y 
является также и валовым субститутом блага X, если это низ­
шее благо.

Из уравнения Слуцкого в перекрестных эластичностях сле­
дует, что если > О (благо Y — чистый субститут блага X ) 
и < О (благо X  — низшее), то > О (благо Y является 
также и валовым субститутом блага Л .̂

B. Благо Y может быть одновременно чистым субститутом 
и валовым комплементом блага X.

Из уравнения Слуцкого в перекрестных эластичностях сле­
дует, что, если > О (благо Y  — чистый субститут блага АЭ,х у
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возможно также, что е™ < О, если эластичность по доходу 
маршаллианского спроса положительна и высока.

В. Если благо Y — валовой комплемент блага X, то благо X  
также является валовым комплементом блага У.

В перекрестных эластичностях уравнение Слуцкого может 
быть записано как « «ак е” =

Пусть благо X  будет предметом роскоши, а У — низшим 
благом. В экономике, состоящей из двух благ, они должны быть 
чистыми субститутами. Поэтому > О и e 'l > 0. Поскольку 
^хМ ^ о и является достаточно большим, а < О, то < О 
(благо У — валовой комплемент блага и > О (благо X  — 
валовой субститут блага У). Следовательно, благо У не может 
быть одновременно чистым субститутом и валовым комплемен­
том блага X.

3.2. ЭКВИВАЛЕНТНАЯ И КОМПЕНСИРУЮЩАЯ 
ВАРИАЦИИ

♦  Задача 3.3. Используя маршаллианскую и хиксианскую 
функции спроса, покажите графически, что для низшего 
блага X  соблюдается неравенство 
CV> C S>  EV.

Решение.
Обозначим функцию расходов е{Р^, Р ,̂ и), где и — дан­

ный уровень полезности. Продифференцировав равенство 
Ру, и) = х'"{Р^, Ру, е{Р^, Ру, и)) по и, получаем

дх^ _  Эх" де 
ди де ди

Из свойств функции расходов следует, что — > 0. Поэтому 
и ди

дх дх'"-----< О, если --— < О в случае низшего блага. Это значит, что
ди де

для низшего блага кривая хиксианского спроса, показывающая 
наиболее высокий уровень полезности, располагается слева на 
системе координат (рис. 3.4). Пусть уровень полезности й > и. 
Тогда кривая х^(Р^, Ру, й) расположена левее кривой х^{Р^, Ру, и). 
Для низшего блага маршаллианские кривые спроса менее элас­
тичны, чем хиксианские кривые спроса. Из чего следует, что 
для низшего блага CV>CS> EV.
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а )

б)

Излишек потребителя CS

О 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10 11 12 

Рис. 3.4 (см. также с. 79)

78



в)
Компенсирующая вариация CV

10 И 12

Рис. 3.4. Окончание

♦  Задача 3.4. Выпишите компенсирующую вариацию для 
следующих функций полезности:

а) Щ х ,у )= х  + у; б) С/(х, у) = min{x, у}.
Решение.

Напомним определение компенсирующей вариации:
C V = e {P l , P y ,u )- e {P l Ру, й ),

т.е. при изменении цены блага Л" с до Р^, CV  измеряет 
изменение реального дохода потребителя, который необходим, 
чтобы его потребление осталось на прежнем уровне полезности.

А. Для U{x, у) = X + у  функция расходов составляет 
е(Р^, Ру, и) = min{?^, Ру}и (см. задачу 2.7, п. Б). Следовательно, 
по определению компенсирующей вариации

CV=min{Pl,Py}u - m in {P l, Ру}й.

Б. Для U(x, у) = min{x, у} необходимо ввести функцию 
расходов. Зафиксировав полезность на уровне и, получаем, что 
х^ = поскольку потребитель всегда будет потреблять оди­
наковое количество каждого из товаров. Подставляя в ограни­
чение U(x, у) = и, получаем хиксианские функции спроса 
х^=у^=  min{x^, у^} = и. Откуда функция расходов е{Р^, Р^, и) = 
= {Р^ + Ру) и и по определению компенсирующей вариации

СУ-= Р[й  - Р



4. ПРОИЗВОДСТВО и РЫНКИ

4.1. ПРОИЗВОДСТВЕННАЯ ФУНКЦИЯ

•  Задача 4 .1 . Определите, какие из следующих функций
являются однородными и какова степень их однород­
ности:

а) / ( X , ,  X j )  = х“х§, где а, р > 0;

б) /(х ,, Xj) = -̂ 3xf + ;
в) /(х ,, Xj) = alnx, + pinxj, где а, Р > 0;
г) Дх,, Х2) = 3xf̂  ̂+ х̂ \̂

Определите отдачу от масштаба каждой функции. Про­
верьте, являются ли неоднородные /(х ,, Xj) гомотетичными, 
т.е. можно ли их представить в виде монотонной трансформа­
ции однородной функции.

Решение.
Умножим количество факторов производства на / > 0.
А. Для /(х ,, Xj) = х “хР

Д(х,, (х )̂ = (/х ,)« (/х / = /“х“ /РхР = г“"Рх“хР = /“"Р/(х„Х2).
Функция является однородной степени а  + р.

Теперь допустим, что / > 1:
• если а  + Р > 1, отдача от масштаба возрастающая;
• если а  + Р < 1, отдача от масштаба убывающая;
• если а  + Р = 1, отдача от масштаба постоянная.

Б . Для /(х ,, Xj) = yjsx, + Х2

/ ( fx , ,  tx^) = y j3 {tx ,f  + (/Xj)^ = yjt\3x^ + x^) =

= t^^^^3xf+x^ = t^^ f̂ix,, X2).

Функция является однородной степени 3/2.
Теперь допустим, что />  1. Так как 3/2 > 1, отдача от мас­

штаба возрастающая.
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в. Для f{x^, Xj) = alnx, + pinxj

/(Гх,, tx̂ ) = a l n ( / X | )  + p in ( r x 2 )  =
= a(ln? + Inx,) + P(ln? + Inxj) =
= (a + p )ln^+ /(x ,,x2).

Функция не является однородной, но она гомотетична, так как 
/(Х,,Х2) = 1п(х“хР),

где х“х^ — однородная функция.
Допустим, что t>\. Чтобы определить отдачу от масштаба, 

найдем сначала объем выпуска /  такой, что если Дх,, х^ < у*, 
то //(х,, Xj) </(?х,, rxj).

Известно, что /( /х ,,/Xj) = (а + р)1пГ+/(х,, х^). Подставляя 
это выражение в неравенство, получаем

//(х,, Xj) < (а  + р)1п/ +/(х,, Х2),
)/(х,, Х2) -/(х,, Х2) < (а + р)1п/,
/(х,, Х2) (/ - 1 ) < (а + р)1п/.

Следовательно, если объем выпуска:
• меньше у*, то //(х ,, Х2) < /(/х ,, /Xj) и отдача от масштаба

возрастающая;
• больше у*, то знаки неравенства меняются на противопо­

ложные, те. //(х ,, Xj) > /(/X ,,/Xj), и отдача от масштаба 
убывающая;

• равен у*, то //(х ,, Xj) = /(/х ,, tx )̂ и отдача от масштаба
постоянная.

Г. Для /(х ,, Х2) = Зх^  ̂+ х^^
Функция не является однородной, так как 
/(fx,, tx,) = 3t''x̂ /̂  + fx^l^ = /7"(Х,, Х2)

при любом г.
функция не является гомотетичной, так как ее невозможно 

представить в виде монотонной трансформации однородной 
функции.
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Допустим, что / > 1. Заметим, что //(дс,, Xj) > /(/х,, /Xj), 
так как

/■/(X,, X j) -/ (/X ,, tx )̂ = 3/xf/^ + /х'/^ -  (Зг^/з^г/з + =

Следовательно, существует убывающая отдача от масштаба.

♦  Задача 4.2. Выпишите эластичность замещения для сле­
дующих производственных функций:

а) Q = F {L ,K ) = rK ^ , где а, р > 0 ;

б) F {L , K ) = [aL^+ (\ - а )К ^ ]°, где 0<а<1, а<1. 

Решение.
Напомним, что эластичность замещения р — это отноше­

ние процентного изменения используемой технологии (соотно­
шения труда L и капитала К ) к процентному изменению 
MRTS, т.е.

d l n ( ^  л//гт’5  = - М ^  =
 ̂ d\n\MRTSy dQ/dK Ғ,̂

A . Для производственной функции Кобба — Дугласа 

2 = ATS имеем Д/А75 = откуда

\MRTS I = ^ . Преображая, находим -т" “  ~ \MRTS |.
1̂  ОС

+ Сле-
yu-j

d\n{K/L) , довательно, р = =

B . Производственная функция с постоянной эластичностью

замещения Q =[aL® + (1 - а)Л'‘’]" может быть записана после 
возведения обеих сторон в степень ст как Q  ̂= aL^ + ( 1  - а )К °. 
Продифференцировав обе стороны равенства по L и по К,

82

In = In гю
la j



получаем csQ̂  = ac lf  ̂ и =(1 - а)аЛГ°"'. Сле-
Ы

.-1Э 0 
дК

а-1Э0 a L ° ‘ Э0 1 - а )/ : довательно, -^ =  ̂ , , -rfr=-̂ --- - 7 -
3L е ° - ' эа: 0 ‘’- '

Имеем

Л/ЛГ5
/  г \<У-1

Э0 /ЭАГ 1 - а
ь Ҳ
к

\MRTS\ = а U ] 0-1 а ( К ]
1 - а U J ”  1 - а U J

1-а

Z,
1 - а

а
1-0

in 'к ; 1

1 - а
In Г 1 -а^ + InlM^r^l

1 « J

4.2. ИЗДЕРЖКИ ПРОИЗВОДСТВА

♦  Задача 4.3. Пусть L, К  — количество факторов произ­
водства, используемое фирмой. Предположите, что w — 
стоимость единицы L, а г — стоимость единицы К. 
Покажите, что при минимизации издержек предельные 
издержки равны мультипликатору Лагранжа.

Решение.
Задача минимизации издержек фирмы при существующем 

ограничении может быть записана как

min wZ- + гК при условии, что f (L , К ) = Q.
LfK

Лагранжиан для этой задачи имеет вид Н  — wL + гК + 
+ X[Q - F(L , /Г)]. Из условий первого порядка получаем функ­
ции условного спроса на факторы производства — L'(w , г, Q)
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и K'(w, г, Q). Если подставить их в функцию издержек, по­
лучаем

C(w,  г, Q) = wr(w , г, Q) + rK\w, г, Q).

Предельные издержки — это МС = •

Напомним теорему об огибающей; производная С по пара­
метру Q равна частной производной лагранжиана Н  по Q 
при условии, что к  и L зафиксированы на своем оптимальном 
уровне, те. К =  К ' и L = L'.

Применяя теорему об огибающей, получаем
^  ac (w , г, Q) ЭЯ

dQ dQ L\K'

Таким образом, при минимизации издержек предельные из­
держки равны мультипликатору Лагранжа.

♦  Задача 4.4. Некоторое благо производится с использо­
ванием производственной функции Кобба — Дугласа 
Ғ (1 , К ) = где а, Р — положительные параметры:

а) выведите функцию полных издержек в долгосрочной 
перспективе;

б) выясните, является ли функция издержек выпуклой, ли­
нейной или вогнутой по объему выпуска и как ее форма 
зависит от значения а + Р;

в) выясните, что означает величина а + р.
Решение.

Напомним, что функция издержек в теории производства 
выводится тем же способом, что и функция расходов в теории 
потребления. В долгосрочной перспективе оба фактора произ­
водства п е р е м е н н ы е .  Функция издержек C(w, г, Q) =  
= wL" + гК*, где /,* и К* — функции условного спроса на фак­
торы производства — труд и капитал соответственно. Задача 
производителя заключается в следующем:

minwL + гК при условии, что L!̂ K  ̂= Q.
L, К

А. Шаг 1. Проверить возможность углового решения. 
Угловые решения невозможны, поскольку если Z, = О, то 

F(L,  К)  = О, и если А" = О, то F{L,  К)  = 0.
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Шаг 2. Составить лагранжиан, вывести условия первого 
порядка и проверить условие второго порядка для минимума 
функции:

H = w L + rK + X {Q -

=  w -X a Z ,“ -'^ :P  =  0, 

ЯJ^ =  /•-Xp/rP-'L" =  0, 

H^ = Q -  =  0.

( 1)

(2)

(3)
Условие второго порядка для минимума (квазивогнутость) удов­
летворено. Функция Кобба — Дугласа квазивогнута (см. зада­
чу 1.14, п. Б, шаг 3).

Шаг 3. Вычислить функции условного спроса на факторы 
производства.

Выражаем из (1), 1“  из (2) и подставляем в (3). Пре­
ображая, получаем функции условного спроса на факторы про­
изводства:

j X ч р У Ч

г  = а а+р Г
Р

а+р К ' =
а  а

а+р а+р ga+p

Шаг 4. Вывести функцию издержек в долгосрочной пер­
спективе:

C{w, г, Q) = w C + гК'

✓ ч р 1 / л \ а / \

= w
а а+р г а+р W а+р g a+ p ^

а а+р
(w“r P 0 “+P

а

/• \ а а+р ГР^а+р

I p J (w“ rP 0 )“-̂ P .
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Заметим, что
✓ \ а а+р Г Р )
. p J 1«>

а+р

станта. Следовательно, функция издержек в долгосрочной пер­

спективе С (0  = .

Б. Чтобы выяснить, является ли функция издержек выпук­
лой, линейной или вогнутой по объему выпуска и как ее форма 
зависит от значения а + р, возьмем ее первую и вторую произ­
водные:

ЭС((2) А 
dQ а  + Р

a 'C (Q )

--I

1 - I
а  + р (а  + р 

Следовательно, если: 
Э'С((2)

л а+ р  А  1 ( а  +  Р) Qa+fi ^

^ сс + р а+р ^

• а + Р > 1 , то

• а + Р = 1 , то

• а + р < 1 , то

Э ^ С (0

Э ^ С (0

эе '

< о и функция издержек вогнутая;

= О и функция издержек линейная;

> О и функция издержек выпуклая.

В. Величина а + Р показывает отдачу от масштаба. Если:
• а + Р > 1 , отдача от масштаба возрастающая;
• а + р = 1 , отдача от масштаба постоянная;
• а + Р < 1 , отдача от масштаба снижающаяся.

•  Задача 4.5. Для производственной функции Кобба — Дуг­
ласа F (L , К ) = L^K^:

а) выведите функцию средних издержек в долгосрочной 
перспективе;
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б) объясните, как ее отдача от масштаба зависит от зна­
чения а + р.

Решение.
А. Напомним, что средние издержки — это LRAC =

Как известно из предыдущей задачи 4.4 (см. п. А, шаг 4),

C{Q) = AQ^^ .̂ Следовательно, функция средних издержек в

долгосрочной перспективе LRAC = .

Б . Чтобы объяснить, как отдача от масштаба функции за­
висит от значения а + р, продифференцируем LRAC по Q:

QO+P 1 ~  (ct+P) gg+P 
а+рdQ

— ----- 1
а+р

Если:
• а + Р > 1 , производственная функция характеризуется возрас-

^ Э/,Л4С ^тающей отдачей от масштаба, ——-— <0 , следовательно,
dQ

LRAC с о к р а щ а е т с я  по Q;
• а + Р = 1 , производственная функция характеризуется посто-

яннои отдачей от масштаба, —— — = О, следовательно,oQ
LRAC п о с т о я н н а  по Q\

• а + Р < 1 , производственная функция характеризуется снижа-
.  dLRAC ^ющеися отдачей от масштаба, —— — > О, следовательно,

oQ
LRAC во з р ас т ае т  по Q.
Интересно, что такая же логика применима и в обратном 

направлении:
• если LRAC снижается, производственная функция характе­

ризуется в о з р а с т а ю щ е й  отдачей от масштаба;
• если LRAC постоянна, производственная функция характе­

ризуется п о с т о я н н о й  отдачей от масштаба;
• если LRAC растет, производственная функция характеризует­

ся с н и ж а ю щ е й с я  отдачей от масштаба.
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♦  Задача 4.6. Для производственной функции Кобба — Дуг­
ласа F {L , К ) =

а) выведите функцию полных издержек в краткосрочной 
перспективе;

б) выясните, является ли функция издержек в краткосроч­
ной перспективе выпуклой, линейной или вогнутой по 
объему выпуска и как ее форма зависит от значения а;

в) выясните, что показывает величина а?

Решение.
Напомним, что в краткосрочной_перспективе величина 

капитала считается н е и з м е н н о й  (К ). Поэтому задача про­
изводителя в этом случае заключается в следующем:

xxnnwL + г К  при условии, что = Q.
L ,K

А. Шаг 1. Выписать условный спрос на труд напрямую из 
ограничения.

Поскольку К  — величина фиксированная, использование
метода множителей Лагранжа не требуется. Из ограничения
следует, что L'̂  = Q/K^, те. условный спрос на труд составляет 

1

Г  -
''а _  i

Q/K . Обозначим константу К  « = Z). Таким обра-
i

зом, Z* = /)0 “ .

Шаг 2. Выписать функцию издержек в краткосрочной пер­
спективе:

_  j_ _
С ^w L' + rK   ̂wDQ  ̂+ г К.

Б. Чтобы выяснить, является ли функция издержек в крат­
косрочной перспективе выпуклой, линейной или вогнутой по 
объему выпуска и как ее форма зависит от значения а, диффе­
ренцируем ее дважды:

IЭС vvZ)^--i Э"С wD
dQ а  ’ dQ^ 0L
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Заметим, что w > О, D > О и Q“ >0, следовательно, знак

второй производной зависит от знака Если:
а

• а > 1, — г < 0 , т.е. функция издержек в краткосрочной пер-

спективе вогнутая;

• а = 1, — 7  = 0 , т.е. функция издержек в краткосрочной пер-

спективе линейная;

• а < 1, -^-^>0 , те. функция издержек в краткосрочной пер-

спективе выпуклая.
В. Величина а характеризует предельный продукт труда. 
Если:

• а > 1 , предельный продукт труда возрастает;
• а = 1 , предельный продукт труда постоянный;
• а < 1 , предельный продукт труда сокращается.

Таким образом, форма функции издержек в краткосрочной 
перспективе зависит оттого, возрастает, сокращается или оста­
ется постоянным предельный продукт труда.

•  Задача 4.7. Объем выпуска фирмы задан функцией
у = (х -кП х 2 -1 )\
где д:,, ^ 2  — количество факторов производства, к,1>0 
и а, Р > 0. Фирма не производит товар, если х, < А: или 
X, < /:

а) преобразовав производственную функцию, минимизи­
руйте издержки фирмы и найдите функции условного 
спроса на факторы производства;

б) найдите функцию издержек фирмы;
в) вычислите МС и АС. Как изменятся эти величины при 

увеличении параметров к, I?
Решение.

А . Преобразованная функция ограничения имеет вид 
Iny = aln(x, - к) + pin(x2 - /).

~ - 2
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Задачу минимизации издержек можно решить, используя 
метод множителей Лагранжа. Из функции Лагранжа

L  = + ŵ x̂  + A,[lny -  aln(x, - к) - pin(x2-  /)]
получаем условия первого порядка;

dL Ха . = W,---------г = о ,
Эх X,-  к

дХ
= 1пу -  aln(x, - к) - pin(x2 -  /) = 0.

Выражаем х. и х, из первых двух уравнений;

Ха ,
X ,  = —  + к, 

W,

Условие dL/dX = О эквивалентно приравниванию функции 
ограничения к нулю.

Подставляем значения х, и Xj в функцию ограничения и 
находим значение X :

\пу -  aln Ха
W,

-p in

= Iny -  (а +Р)1пЯ. -  aln
✓ ч

а -  pin
/ ч 
h ] = 0 ,

V 1 /

а р
а+р 'W 2 ' а+р

U J I p J
X = v“^P

Подставляя найденное значение X в выражения х, и Х2, 
получаем функции условного спроса на факторы производства;

Р
X ,

- ^ - 1
а+р

аV / I p J
а+р

+ к.

— Рх, = у
/  ч

а+р

Р̂ J
а+рг-1

+ /.
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Б. Функция издержек показывает необходимые денежные 
затраты для достижения объема выпуска у  при данных ценах 
факторов производства:

Р

C=W,<+W2X* = >'“^P

а
у  ч

а+р

U J I p J
а+р

(а+Р) + + Iwj.

В. Чтобы найти МС, вычисляем частную производную С 
по у.

I , Р
ЭС . . ... ■ (а+р).а+р

/■ Ч

а+р-̂ I p j
Чтобы найти АС, делим С на у:

W,
1

^ С = -  = у“+Р
-1

а
а+р

I P J
Заметим, что МС  не зависит от параметров к, I. Увеличение 
значения одного или обоих параметров способствует росту АС, 
но не влияет на МС.

4.3. СОВЕРШЕННАЯ КОНКУРЕНЦИЯ 
И МОНОПОЛИЯ

♦  Задача 4.8. Объем выпуска фирмы, потребляющей п фак­
торов производства, задан функцией 

п-1

I ? -

где X. — количество /-го фактора производства и а. > 0:
а) найдите функции условного спроса на факторы произ­

водства и функцию издержек фирмы в долгосрочном 
периоде (все факторы производства переменны);

б) найдите функцию издержек фирмы в краткосрочном 
периоде (только т  из п факторов производства пере­
менны);

в) рассчитайте МС  и АС фирмы в краткосрочном периоде;
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г) известно, что МС  = АС = Р  при объеме выпуска у. 
Выведите функцию кривой предложения фирмы S {P ) 
в краткосрочном периоде, если дано, что фирма конку­
рентная и рыночная цена товара Р>  Р.

Решение.
А . Решим задачу минимизации издержек методом множи­

телей Лагранжа.
Преобразовав функцию офаничения, имеем

L= '^w .x . + X 
/ = |

1 ^ - -

Приравниваем к нулю все частные производные L, чтобы по­
лучить условия первого порядка:

ЪЬ Хо.̂  dL сс ■ 1

Из первого уравнения следует, что х, = . Подставляя
значение х. во второе уравнение, имеем

У=1

Подставляя значение VX обратно в уравнение х. = ^Xaj/w., по­
лучаем функции условного спроса на факторы производства

<  =
y=iV w.

где / = 1,..., «.

Следовательно, функция издержек фирмы в долгосрочном пе­
риоде

1=1 1=1 у=1

Б . Пусть фиксированные факторы производства будут 
обозначаться х.. В краткосрочном периоде функция Лафанжа 
имеет форму
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/=|

^ 1  ^  а,
где А = - ~  2^ -zr,

i=m+l

так как фирма может менять только количества х,, ..., х^, 
а количества х̂  фиксированны. Получаем условия
первого порядка:

Э1 Ха.
—  = w . ------------ ^  =  0 ,

Эх. дХ ^,х.

Заметим, что данное задание подобно предыдущему. Заме­
нив у из п. А на 1/Л, можно сразу написать функции услов­
ного спроса на факторы производства:

W..
где / = 1,..., т .

из которых следует функция издержек в краткосрочном периоде
т п J /п ш - п

с ='^w.x; + X  и 'л  = + X
/=1 / = т+ 1 (=т+1

Выражение ^  ŵ x, представляет собой постоянные из-
/=ш +1

держки фирмы, так как оно не зависит от объема выпуска у.
П

Обозначим ҒС = ^  w.x..
;=m+l

В. Для компактности в дальнейших расчетах обозначим

/=1;=1

Так как вычисление МС  и АС включает переменную у, 
выразим 1//4 через у.

У

i~ y ± ^
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функцию издержек фирмы в краткосрочном периоде можно 
написать в следующем виде:

ByС = + ғс.

/=т+1

Чтобы найти МС, вычисляем частную производную С по у: 
ЭС ВМС =
ду

/=«+1

2 •

Чтобы найти АС, делим С на у:

АС = -  = В ҒС

I -  у  Z .  -zr
/=т+1

Г. Кривая МС пересекает кривую АС в точке минимума 
средних издержек Р, т.е. при Р  = Р  равенство МС = АС 
соблюдается. Так как рыночная цена товара Р > Р, объем вы­
пуска фирмы положителен. Чтобы найти оптимальный объем 
выпуска у*, используем условие максимизации прибыли фир­
мы Р  = МС. Подставляя значение МС в уравнение, имеем

ВР  =

1 - у 1 ^
/= ttl

Выражая у, находим функцию кривой предложения фирмы:

2 •

/  = S {P ) =
а ,

Задача 4.9. Издержки единственной фирмы на рынке за­
даны функцией С = + Ғ, где у — объем выпуска; 
Ғ  — постоянные издержки; а  — положительный па­
раметр:
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а) найдите объем выпуска у и цену Р, минимизирующие 
средние издержки фирмы. Предполагая, что цена Р  
устанавливается рынком, выведите функцию кривой 
предложения фирмы S {P ) при условии, что Р>  Р- Вы­
ясните, каково предложение фирмы, если Р < Р ;

б) пусть D {P) — функция кривой спроса для рынка, обслу­
живаемого фирмой. Выпишите уравнение, характери­
зующее равновесную цену Р* на данном рынке. При 
каком условии существует равновесие? Чему равны зна­
чения цены и функции спроса в условиях равновесия, 
если рынок обслуживает большое количество фирм, 
имеющих такую же функцию издержек?

Решение.
А. Кривая МС пересекает кривую АС в точке у. Выпи­

щем уравнения АС и МС для данной функции издержек:

^ С = -  = у “- '  + - ,  М С = ^  = а у “- ‘. 
у у dy

Приравнивая АС и МС, получаем уравнение + Ғ/у = ау“ "'. 
Выражая у и используя условие Р  = МС, находим объем вы­
пуска и цену, минимизирующие АС\

У =

а-1

а -  1 а -  1V

Выражая у из уравнения Р  = МС - ау̂ ^~\ получаем функцию 
кривой предложения

1

/ = 5 (Р )  = (Р/а)“ ->.
В соответствии с этой функцией фирма производит, только 
если Р  > Р. Если Р  < Р, фирма не будет заниматься произ­
водством вообще. Если Р  — Р , фирме безразлично, произво­
дить ли на уровне у или не производить вообще.

Б . Равновесие характеризуется равенством спроса и пред­
ложения. Значение Р* такое, что при нем соблюдается равен- 

1

ство S (P ') = (Р ’/а)“ “ ' = D{P*). При цене Р -  Р* необходимо,
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чтобы спрос превышал объем выпуска, минимизирующий АС, 
иначе кривая спроса не пересечет кривую предложения. Следо­
вательно, равновесие существует, если D (P*) >у.

При наличии большого количества фирм в условиях со­
вершенной конкуренции прибыль каждой фирмы без учета 
постоянных издержек нулевая. В этом случае цена Р* = Р и 
спрос равен D (P ).

♦  Задача 4 .10 . Функция издержек монополиста, управ­
ляющего одним заводом, и обратная функция спроса 
заданы уравнениями

Ci = \ y i+ 2 y , + Fx, Р  = 20 -у,

где у у — объем выпуска завода; Р, — постоянные из­
держки; у  — объем спроса:

а) найдите объем выпуска у\ и цену Р ',  максимизиру­
ющие прибыль монополиста, рассчитайте прибыль л*;

б) у монополиста возникает возможность открыть второй 
завод, функция издержек при производстве на втором 
заводе имеет вид

с ,  = Рг, + Ғ,.
где у, — объем выпуска завода; Р — неизвестный па­
раметр, причем 2 < р < 8, и 12. Предполагая, что 
монополист может производить на двух заводах, найдите 
сочетание у*, у ,  и Р*, максимизирующее прибыль 
монополиста, рассчитайте новую прибыль п*;

в) выясните, при каких значениях Р монополисту выгодно 
открывать второй завод.

Решение.
А. Так как объем выпуска монополиста равен у ,, уравне­

ние Р  = 20-у , задает обратную функцию спроса. Рассчитаем 
МС, TR и MR:

TiC
МС = ^  = 2 + у „  

ду,
HTR

TR = Py,= (20 -  у,)у, = 20у, - у1, MR = ^  = 20- 2у,.

96



Оптимальный объем выпуска возникает при условии MR=MC. 
Приравнивая эти величины, имеем 20 -  2у, = 2 + у,, откуда 
следует, что у\ = (>.

Подставляя значение у\ в обратную функцию спроса, на­
ходим цену: Р* = 20 -  у* = 14.

Чтобы найти прибыль, вычитаем издержки из общей выруч­
ки монополиста:

тс* = ГЛ -  С = -  С = 54 -  Ғ,.

Б . Так как монополист производит на двух заводах, общий 
объем выпуска равен сумме объемов выпуска каждого завода. 
Обратная функция спроса имеет вид

Р = 2 0 - ( у ,  +У2).
Выведем уравнение прибыли монополиста:

п = Р{у, + у^) - (С, + С,) =

20 -  (у, + У2)](У1 +У2 ) - 1-у̂  + 2у, + Ғ, + ру2 + Ғ2

= 18ҳ - + (20 - Р)У2 -  У\ -  '^У\Уг -  ^  -  2̂ •

Напишем условия первого порядка:

| ^  = 18-Зу,-2у2 = 0, | ^  = 2 0 - р - 2 у , -2^2 = 0. 
ду, ду2

Решая систему уравнений, находим оптимальный объем вы­
пуска на каждом заводе:

у,*= р-2 , У 2 = 1 2 - |Р .

Подставляя найденные значения у\ к у\ ъ обратную функ­
цию спроса, получаем выражение цены:

/>* = 20 -  (у{ + у*) = 10 + ^р .

Подставляя значения у\, У*, и Р '  в уравнение прибыли 
монополиста, имеем
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ft* =  рЧу; + /2) -  ( С ,  +  с,) =

1 110 + -Р  10-^ р  

= |р ^ -1 2 р+ 1 0 2 -/ ;-/2 .

^ (р - 2 )Ч 2 (р - 2 )+ / ; + р 12- | р +ғ.

Используя условие = 12, получаем выражение для макси­
мально возможной прибыли монополиста;

л* = |р ^ - 1 2 р +90-/;.

В . Необходимо сравнить прибыль монополиста при произ­
водстве на двух заводах с прибылью при производстве только на 
первом заводе:

А* - л* = - Щ  + 36 = | (Р  - 12КР - 4).4 4
Из этого уравнения следует, что если р > 12 или Р < 4, то 

л* > п*. Учитывая заданные на Р ограничения (2 < Р < 8 ), 
отметим, что при 2 < Р < 4 монополисту выгодно открывать 
второй завод, так как при таких значениях Р прибыль моно­
полиста при производстве на двух заводах выше, чем прибыль 
при производстве только на первом заводе.
♦  Задача 4.11. Функция издержек монополиста, обслужи­

вающего один рынок, и функция спроса заданы следу­
ющими уравнениями:
с = ^ у ^  + ғ ,  =

где ŷ  — объем выпуска на данном рынке; Ғ  — посто­
янные издержки; а, и А, — положительные параметры; 
/*, — цена товара на данном рынке:

а) найдите максимально возможный уровень прибыли мо­
нополиста к*;

б) предположите теперь, что у монополиста есть доступ к 
п рынкам. Для рынка / функция спроса имеет вид

где а. и Ь. — положительные параметры; Р. — цена 
товара на /-м рынке. Найдите максимально возможный 
уровень прибыли монополиста к*;

в) сравните л* и л*.
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Решение.
А. Выражаем P̂  из функции спроса, чтобы получить об­

ратную функцию спроса:

Р  =

' ■

Прибыль равна разности общей выручки и издержек монопо­
листа. Подставляя обратную функцию спроса в уравнение при­
были, имеем

к  = Р^ у^ - С  = у ^ - ^ у , - Ғ  =

Задача заключается в максимизации прибыли по отношению 
к объему выпуска монополиста. Из условия первого порядка

rfv, i,

следует, что объем выпуска, максимизирующий прибыль.

Цену при таком объеме выпуска можно узнать, используя об­
ратную функцию спроса:

^  Д. -  У* ^

‘ А 2^1 ■

Подставляя найденные значения Р\ к у\ ъ уравнение прибы­
ли, получаем максимально возможный уровень прибыли моно­
полиста:

т С = Қ у \ - С  = - Р

= i  + ё!^ -  Ё2. -  
46, 4 2 ■
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Б . Функция издержек монополиста, обслуживающего 
п рынков, имеет вид

/=1

где у. — объем выпуска, предложенного рынку /, / = 1, ..., п. 
Решая эту задачу тем же методом, что и в п. А, получаем подоб­
ные результаты. Обратная функция спроса для рынка / имеет 
вид

■ ■ Oj-yj

Общая выручка монополиста равна сумме выручки со всех 
рынков. Следовательно, прибыль монополиста задана уравне­
нием;

/ =  1 /=1 1=1

п „  п л ]

/=1 /=1 /=1 "/■

Дифференцируя прибыль по каждому из у., получаем условия 
первого порядка:

У '  - Р = 0. гае / =ду. Ь.

откуда следует уравнение оптимального выпуска для рынка /:

Подставляя значение у* в обратную функцию спроса, на­
ходим цену товара на рынке /:

Р- = ~ У! ^ + Р̂ /
Ь, 2й, •

Используя найденные значения Р* и рассчитываем 
прибыль монополиста:
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*’ = S « - c - X
/•=1 /=1

PfL
4A, 4 2

В. Вычитаем прибыль монополиста, обслуживающего один 
рынок, из прибыли монополиста, обслуживающего п рынков:

п*- л* = £
/=2 4А, 4 2 

> 0 .

1=2 46.

Так как разность л* -  л* > О, делаем вывод, что прибыль 
при обслуживании п рынков не меньше, чем при обслужива­
нии одного рынка.



5. ОБЩЕЕ РАВНОВЕСИЕ

5.1. ЭКОНОМИКА ОБМЕНА

♦  Задача 5.1. В экономике обмена единственный произво­
дитель может выпускать два товара — X  и У, используя 
два фактора производства — труд L  и капитал К, по 
10 единиц каждого. Производственные функции для каж­
дого товара заданы формулами Х = 2 К +  L  и Y= К +2L. 
Предпочтения единственного потребителя заданы его 
функцией полезности U(x, у) = min{x, где л:, — 
количество потребляемых товаров X, Y. Выведите гра­
ницу производственных возможностей и определите 
равновесное количество товаров X  н Y. Предположите, 
что Я — цена товара X, а — цена товара У.■* У

Решение.
Заметим, что функция 1/(х, у) = min{x, у} недифференци­

руема. Вычислим маршаллианские функции спроса, используя
Мусловие х = у  при хР^ + уЯ = М. Имеем х"' = у"' = ---------.

Максимальное количество каждого из товаров, которое может 
произвести эта экономика, не выпуская другой товар, состав­
ляет 2 • 10 + 10 = 30 и Г =  10 + 2 • 10 = 30.

Граница производственных возможностей имеет наклон

M RT = i  при производстве до 20 единиц товара X  и наклон

М Я Т  = 2 при производстве от 20 до 30 единиц товара X  
(рис. 5.1). Уравнение линии бюджетного ограничения дано

У = - ^ Х  + 30 для 0 < .^< 2 0  и Г = -2 ^ + 6 0  для 20<Х <30.

Координата X  точки, максимизирующей полезность потре­

бителя, является решением уравнения - ^ Х  + 30 = - 2 Х  + 60,

т.е. X '  = 20. Следовательно, У* = -  ̂  ■ 20 + 30 = 20. Равновес­

ное количество производства каждого из товаров по Вальрасу 
составляют Л'* = 20 и У* — 20.
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Рис. 5.1

♦  Задача 5.2. В экономике обмена действуют три агента А, 
В  и С, которые производят три товара X, У, Z  и тор­
гуют ими. Функции полезности экономических агентов 
и их исходная обеспеченность каждым товаром сле­
дующие:

у, Z) = min{x, у}, = (1, О, 0);
и^(х, у, z) = min{>', z], со  ̂= (О, 1, 0);
и^{х, у, Z) = min{x, z}, = (О, О, 1).
Вычислите вальрасианские равновесные цены и коли­
чество товаров при обмене.

Решение.
Напомним закон Вальраса. В экономике обмена п товаров; 

если рынки товаров 1, ..., п -  1 находятся в равновесии, то и 
рынок товара п тоже должен находиться в равновесии. Следо­
вательно, если Е. — функция избыточного спроса на товар

П
/ = 1, ..., п и р. — рыночная цена товара /, то ^PjE^  = 0.

/=1

Шаг 1. Выписать маршаллианские функции спроса.
Агент А максимизирует свою полезность, когда = у' .̂ 

Пусть Р .  Р  ̂ и Р — цена товара X, Y н Z  соответственно.
X  у  Z
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Учитывая обеспеченность товарами этого агента, имеем 
х'̂ Р̂  + у̂ Р̂у + z'̂ P̂  = 1 • + О + О = М'*. Следовательно, спрос 
агента А задан уравнениями

х'* = ■ ^ = О

Таким же образом находим спрос агента В. Используя 
условия у^ = и х^Р  ̂+ у^Ру + ẑ P̂  = О + 1Ру + О = М^, 
получаем выражения

у В  =
р , * р ,  р , * р /  р , * р .

Спрос агента С имеет вид

Р , * Р г  ' I- .*  К

Шаг 2. Выписать функции избыточного спроса. По закону 
Вальраса достаточно рассмотреть два из трех рынков, допустим, 
рынки товаров X  и У. Приравняв спрос и предложение на 
каждом из этих рынков, имеем у'* + у^ = I и х'* + = I. 
Отсюда

Р  Р
" + - ; г - : ^  = 1. 0 )

Р .- ^ Ру  Р у ^ Р ,

Р  Рг
= (2)

Р . ^ Р у  Р . ^ Р ,

Использовав нормализацию, получим

Р . - ^ Р у + Р . =  -̂ О )

Р  Р  Р
Из (1) следует, что —^  = 1 -

X -S' у Z у г

Р Р  РИз (2) следует, что ^  = 1 - ^
Р.^Ру Рх+Р, Px+Pz
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Сравнив левую и правую сторону последнего уравнения, 
заметим, что = Р .̂ Если подставить это в (1), получим 

Р  1■ - - - = - , откуда Р  ̂= Я  . Следовательно, Р  ̂= Р  ̂= Р,,Р  Р  А ^ У  л у к .
 ̂У ^

т.е. цены всех товаров равны. Подставив этот результат в (3), по­
лучим вальрасианские равновесные цены Р'х~ ^у~  V3-

Шаг 3. Подставить равновесные цены в маршаллианские 
функции спроса.

Получаем вальрасианские равновесные количества товаров:

(х^ , у"", Z^) =

Задача 5.3. Рассмотрите экономику обмена с двумя това­
рами и двумя потребителями. Предпочтения потребите­
лей заданы функциями полезности
f/̂  = alnjcf + (l-a)lnx^, t/^=|31nxf + (l-P )inx f,
где x'l и xf для / = 1 , 2  — количество товара /, по­
требляемое участниками А и В  соответственно; а, Р — 
положительные параметры, причем а, Р < 1. Потреби-

= (/и, п) и 
О < л < Л.

тели владеют начальными запасами
сов .

а)

б)

в)

(R. - т , R^- я), где О < т  < R
со
и 2-

выведите уравнение кривой контрактов при условии, что 
общая сумма запасов равна (/?,, iJj); 
пусть р = р /̂р2> где p̂  — цена первого товара и Pj “  
цена второго товара. Полагая, что ^ найдите зна­
чение р, соответствующее равновесию рынков двух 
товаров;
предположите, что со"̂  = (1, «) и со̂  = (1, 2 - я). Госу­
дарство выбирает значение я, так что 1/2 < я < 3/2, 
с целью максимизации суммы доходов А и В. Найдите 
значение л, при котором цель государства достигается, 
вычислите наибольшую сумму доходов потребителей.
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Решение.
А. Кривая контрактов — это множество возможных эф­

фективных распределений двух товаров между двумя потреби­
телями. Уравнение кривой контрактов вычислим, приравнивая 
предельные нормы замещения двух потребителей:

дU'^/дx:  ̂ dU^/dxf
dU^/dxf ди^/дх^

Рассчитаем значения всех частных производных функций 
полезности U"* н U^:

Эх,'̂  x f '  дх  ̂ х^ ’ Ъх  ̂ x f '  дх? х^V, л, Л2 1/л, л, С-Л2 Л2

спользу
—  п
Используя условие, что при равновесии jc^ = Л, -  и 

^2 = /?2 “  -*̂2> подставляя значения частных производных 
функций полезности в уравнение MRS ([^ 2 = > имеем

1 -g  xf l - p
a x ^ ~  P R ^ - x ^ '

Выражая x'̂ , получаем уравнение кривой контрактов:

,А _
Я 2 а - х ^ (а - р ) ’ а

В. Начнем с задачи максимизации благосостояния потре­
бителя А. Так как начальные запасы А равны (т ,  п), доход 
потребителя А задан уравнением = р т  + п. Рещим задачу 
методом множителей Лагранжа. Функция Лагранжа для задачи 
потребителя А имеет вид

L'* = a ln x f  + ( l - a ) ln x ^  + Х [р т  + п - px'l - х'^].
Выпишем условия первого порядка:

dL  ̂ а , dL* \- а  . .
dxf ~ x f дх  ̂ ~ х^

дХ
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Решая систему трех уравнений, находим А, = (р т  + п)~ и по­
лучаем выражения спроса потребителя А на товары 1 и 2:

хГ = а р т + п = а пт  + — 
Р )

х̂  = (1- а )(р т  + «).

Теперь решим задачу максимизации благосостояния потре­
бителя В. Так как начальные запасы В  равны (Л, - т ,  R^- п), 
доход потребителя В  задан уравнением = p{R^-m) + {R^-n). 
Функция Лагранжа в этом случае имеет вид

= p inx f + (1 -Р )Inxj + ц[/> (Л ,-т) + {R^-n) - р х ^ -х \ ].
Выпишем условия первого порядка:

_  _Р_ _______ „  _  1 -  р
дх

= О,
дх!̂

- ц  = о,

= /7(Л, -m ) + {R ^ - n )-  рх^ - х^ = 0.

Из этих уравнений вытекает, что \i= \p{R^-m) + R^-n]"^. Сле­
довательно, уровень потребления товаров, максимизирующий 
благосостояние потребителя В , задан уравнениями

Л, -  /я +
R^-п

х^ = (1 -  р)[/>(/г, -  т )  + ^2 -  я].

В условиях равновесия общее потребление товара равно об­
щему запасу этого товара в экономике. Приравниваем функ­
цию избыточного спроса на первый товар к нулю:

E^(p) = x^ + x^-R^ = a ят  + — 
Р )

+ Р Л, -  m +
R^- я

- Л  =  0 .

Выражая р, находим цену, соответствующую равновесию рын­
ков двух товаров:

= я ( « - Р )  + Р ^
^ /я (Р -а )  + Л ,(1 -р ) ‘

Отметим, что это значение р является также корнем функции 
избыточного спроса на второй товар.
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в. Предполагая, что со'̂  = (1,л) и со̂  = (1 ,2 -« ), можно 
подставить значения /я= 1  vi R̂  = R.̂  = 1 в выражение цены р. 
Новое выражение примет вид

я(а  - Р) + 2Р 
^ 2 - а - р  ■
Задача государства — максимизировать (Л/̂  + М^) — общую 

сумму доходов потребителей, участвующих в экономике обме­
на. При данных условиях М'* =  р  +  п и =  р  +  2 -  п. Сле­
довательно,

2 - а - Р
Если:

• а > Р, то растет при увеличении значения п. Что­
бы достичь своей цели, государство должно выбрать наи­
большее значение п, т.е. п = 3/2. Тогда общая сумма до­
ходов

2 - а - р

• а < Р, то убывает при увеличении значения п.
В этом случае государство должно выбрать наименьшее 
значение п, т.е. п = 1/2. Общая сумма доходов задана урав­
нением

2 - а - р

• а = Р, то М'* + не зависит от значения п. Государство
может выбрать любое значение я из 1/2 < п < 3/2. Тогда 
общая сумма доходов

M'^+ = + 2 .
1-Р

•  Задача 5.4. Рассмотрите экономику обмена, состоящую
из двух потребителей и трех благ. Предпочтения потре­
бителей заданы функциями полезности

i  i  i  
U^={x('x^x^)~\ U^= {х^ў{х^х^)~\
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где и для / = 1, 2, 3 — количество блага /, по­
требляемое участниками А н В соответственно. На­
чальные запасы заданы векторами со'̂  = (1, О, 0) и 
со^=(0, 1, I):

а) вычислите равновесие данной экономики;
б) к экономике присоединяется третий потребитель, пред­

почтения которого заданы функцией полезности

где x'j и X j — количество потребляемых благ; а — 
положительный параметр, причем а < 1. Начальные 
запасы заданы вектором сйҒ = (О, О, R), где R — пере­
менная положительная величина. Вычислите равновесие 
новой экономики обмена, состоящей из трех потребите­
лей и трех благ;

в) выясните, как рост значения R влияет на распределение 
блага 2  при равновесии.

Решение.
А. Пусть /), и /?2 — цены благ 1 и 2, выраженные через 

цену блага 3, и пусть цена блага 3 равна единице; р^= I. Тогда 
доход потребителя А равен р,. Найдем сначала уровень по­
требления благ, максимизирующий благосостояние потребите­
ля А,  используя метод множителей Лагранжа. Функция Лаг­
ранжа имеет вид

= ■j(lnX|'̂  + Inx^ + Inx^) + X[p̂  - p^xf - P2 X2 - x^].

Отсюда следуют условия первого порядка;
dL^ I .  ̂ dL^ \ .
----- г  =  ----- 7 ~ Хр,= О, -------- =  ----- - -  =  О ,
Эх, Зх, bxj Зх^

3 L  _  \ 1 _  п ^  А А _  п

Решая систему этих четырех уравнений, находим X = 1/р, и по­
лучаем выражения, описывающие спрос потребителя А:

- i  - -А_ - А
~ 3 ’ 2 “  ЗР2̂   ̂ ~ 3 '
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Теперь таким же способом решим задачу максимизации 
благосостояния потребителя В. Так как начальный запас по­
требителя В  задан вектором (О, 1,1), его доход равен Pj 
Функция Лагранжа для задачи потребителя В  имеет вид

L^= + \пх^)+ ц [/>2 + 1 - p̂ x̂  - р̂ х̂  - Хз̂ ].

Из условий первого порядка

ах«

дх^

1
2х

4xi

-  = 0 ,

- ц  = 0 .
Эц

- Ц/»2 = О ,

^ p 2 + l ~ p ^ x ^ -  р ^ х ^  - х ^ =  О,

находим уравнения, характеризующие оптимальный спрос по­
требителя В

R _  Pl +  ̂
' 2р,

р ^  
 ̂ 4 л  ’1̂ -гу/2

при ц = 1 / (/ ?2  + !)•
Найдя уравнения спроса обоих потребителей, выпишем 

функции избыточного спроса. В условиях равновесия избыточ­
ный спрос на каждое благо равен нулю:

.^ -1  = ^ - 1  = 0 ,

E M ^ P i )  = 2̂ = + - 1 = 0 .3/>2 4/>2

Е з (р ^,Р2) = х^ + х^ -1 = -^ + - 1 = 0 .

Из i:’, = О следует, что p̂  = {Зр̂  + 3)/4. Подставляя значе­
ние р, в уравнение = О, узнаем, что в равновесии р̂  = 1 
и /?, = 3/2. Подставляя найденные значения р^н р̂  ъ уравне­
ния спроса потребителей А к В, получаем векторы распреде­
ления запасов при равновесии:

(х,"',х2̂ ,хз'‘) = i l l  
3’ 2’ 2 (х",х5 ,хЛ  = 1 1 1  

3’ 2’ 2
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в. Решим задачу максимизации благосостояния присоеди­
нившегося потребителя. При данных начальных запасах до­
ход потребителя С равен R. Выпишем функцию Лагранжа для 
потребителя С:

=  a l n x ^  +  (1 - a ) I n x 2  +  v[ /?  - p^x^].
Условия первого порядка заданы уравнениями

dL  ̂ а  ̂ 1-а

откуда следует, что при v = 1/7? функции спроса потребите­
ля С на блага 1 и 2 имеют вид

с  _ с  Л( 1 - а )
Xt — у X-J .

' л  Р2
Учитывая спрос потребителя С и увеличение в объеме запаса 
блага 3 на количество Я, напишем заново функции избыточ­
ного спроса и приравняем их к нулю:

E (̂P ,̂P2 ) = xf + xf + x f- l = + ^  - I  = О, 

E2(Pi,P2)-X2+X2 +Х2  ̂"  3 ^̂  + 4 ,̂̂  + ~ 

E M ’P2) = x f^ x^ - {l+ R ) = ^  + - ^ - ( l  + R) = 0.

Из уравнения £, = О следует, что Pj “  (4/3)р, - 1-2Ла. 
Подставляя значение pj в уравнение Е  ̂= О, находим цены 
благ при равновесии: р, = (3/4)(Л(а + 2) + 2) и Pj = Л(2 -а)+  1 . 
Замещая р, и Pj их значениями в каждой функции спроса 
потребителей, получаем следующее распределение запасов:

. Ж а  + 2) + 2 . R(a + 2) + 2
' “ 3’ ^~4R(2-a) + 4’ '  4
в 2R(2-a) + 4 д_  /?(2-а) + 2 д i?(2 -g ) + 2 

ЗЛ(а + 2) + 6 ’ 4Л (2-а) + 4’ 4
4Ra с Л(1 -  а)

3/?(а + 2) + 6 ’ / г (2 -а )  + Г
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в. Вычислим производные х ,̂ х\ и х̂  по R:

2̂ _dx^ За - 2
dR {2R(2-a) + 2f 

dx  ̂ д-2
dR (2Ri2-a) + 2f 

dx^_ l- a
dR Щ2 - а )  + 1 ў ’

Отсюда видно, что при увеличении R количество блага 2, 
потребляемое в условиях равновесия участником В, уменьша­
ется, так как dx\jdR < О, а его количество, потребляемое уча­
стником С, увеличивается, так как dx̂ '̂ ldR > 0. Если а  < 2/3, 
уровень потребления блага 2 участником А падает с ростом 
значения R, так как dx^/dR < 0. Если а  > 2/3, уровень 
потребления участника А растет, так как dx\fdR > 0. Если 
а  = 2/3, участник А в равновесии потребляет количество бла­
га 2, равное 1/2 при любом значении R.

5.2. ИЗБЫТОЧНЫЙ СПРОС

♦  Задача 5.5. Определите, какие из следующих функций мо­
гут быть функциями избыточного спроса для некоторой 
экономики:

Р\^Рг Р\ Р2 Р\ + Рг

= -----
Р, + Р2

б) £,(р) = — ?------^ (р )  = — ! _  + А ;
Р\ + Р2 Р\ Pi + P2 Рг

в) £,(р) = А  + ^ ,  £’2(Р ) = - 1. £з(р) = - ^ - ^ .
Р\ Р2 Р2 Рг
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Решение.
А. Функции избыточного спроса обладают свойством одно­

родности нулевой степени. Для t > О

£ „ р , = г  (р),
'(Pi + ft) Ч’х Л + Л 

£^„р) = ' I h l l A  -  = Д ± й  _ ^  = £^(р),
t?2 *̂ Р\ + Рг) Pi Р1 + Р2

£'з(/р) = - — ---- =--- ^ = £ з (р ) .
t{P i + P2 ) Р1 + Р2

Все три функции являются однородными нулевой степени.
Функции избыточного спроса также должны удовлетворять 

закону Вальраса. Имеем

Р\Е\ Рг г̂ Ръ̂ г ~

Р,*Рг Р,*Р7 P\*Pi
Следовательно, данные функции могут быть функциями избы­
точного спроса, так как они являются однородными нулевой 
степени и удовлетворяют закону Вальраса.

В. Пусть / > 0. Умножая цену каждого блага на t, имеем

EAtp) =

£'2(̂ Р) =

1_______^ 1+1
+ Ф2

1

УР\^Рг) Р\

1 IEl - I
Ч>\ + ̂ 2 2̂

1
+ ^ ; ^ £ 2(Р)- Pi\Рх + Р2)

Данные функции не могут быть функциями избыточного спро­
са, так как они не обладают свойством однородности нулевой 
степени.

В. Функции являются однородными нулевой степени, но 
они не могут быть функциями избыточного спроса, так как для 
них не выполняется закон Вальраса:

p^E^+ Р2 Е2 + Р:̂ Еу = Р2 + -  Р2~ -  Р 2 = - Р г  
Р2  Рг
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♦  Задача 5.6. В экономике с тремя благами функции избы­
точного спроса на блага 1 и 2 имеют вид

Р\ + Рг Р\ Рг
Найдите функцию избыточного спроса на благо 3. 

Решение.
Нужно найти однородную нулевой степени функцию 

при которой выполняется закон Вальраса. Выпишем условие 
закона Вальраса:

2
p̂ Ê  + р^Е  ̂+ Р:̂ Е̂  = — f----P2 + Pi~Ps + РгЕу = 0 .

Р\ + Ръ
Выражая Е^ из этого уравнения, имеем

Е  _ 1̂ + ^2 Р\ у ^  Р2^Р\ + Р г )  -  Р ]

 ̂ Pi Pi{P\ + Py) Pi P̂i + Pi)
Следовательно, функция избыточного спроса на благо 3 имеет 
вид

Рг Р] + Рз
Отметим, что все три функции обладают свойством одно­

родности нулевой степени. Для t > О

t(Pi + Pj) tPi Р\ + Рг Pi

E îtp) = -  2 = -  2 =£,(p),
 ̂ tp2 Pi

^  = -  - - ^  = ^з(Р)-Фъ t{P\ + P i) Рз Px + Pi



6. СТРАТЕГИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

6.1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ИГР
♦  Задача 6.1. Пусть а,, а ,̂ — стратегии игрока А и 

bj, by — стратегии игрока 5, а р и у — параметры, 
причем 2 < Р < 4  и 2 < у < 4 .  Рассмотрите следующие 
игры в нормальной форме:

а) табл. 6.1;
б) табл. 6 .2 ;
в) табл. 6.3.

Т а б л и ц а  6.1

' Игрок В  
Игрок А ь.

«1 ( 1; 1) (4; 2)

«2 (2; 4) (3; 3)

Т а б л и ц а  6.2

— Игрок В 
Игрок Л ' *2

«1 (8 -y; Y+1) (7-2; 3)

«2 (4; р-2) (Р: 6 -р)

Т а б л и ц а  6.3

__^_^^Ифок В 
Игрок А — h

(2; 6) ( 1; 2) (6; 3)

Н (1:3) (2; 1) (2; 2)

«3 (4; 3) (0; 2) (5; 4)

Для каждой из этих игр охарактеризуйте равновесия в 
чистых и смешанных стратегиях. Рассчитайте ожидаемый 
выигрыш {payoff) каждой стратегии при равновесии в сме­
шанных стратегиях.
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Решение.
А. В условиях равновесия при чистых стратегиях ни одному 

из игроков не выгодно отклоняться от равновесия. Наборы 
стратегий (а,;й,), (а̂ , bj) не могут быть равновесиями, так как 
в обоих случаях игрок В может увеличить свой выигрыш на 
одну единицу, выбрав альтернативную стратегию. Наборы стра­
тегий (а̂ ; Ь̂ ) и (й,; bj) характеризуют равновесие игры, так 
как при самостоятельном отклонении от этих стратегий выиг­
рыш любого игрока сократится на единицу.

Чтобы найти равновесие в смешанных стратегиях, вычислим 
ожидаемый выигрыш от каждой стратегии при условии, что иг­
рок А выбирает а, с вероятностью р и игрок В  выбирает 
с вероятностью q. Пусть — ожидаемый выигрыш игро­
ка А при выборе стратегии Cj и — ожидаемый выигрыш
игрока В при выборе стратегии bj, где j  = 1, 2. Имеем урав­
нения

E V , )  = 9 + 4(1-^ ), Е\а^) = 2q + 3 (1 -9),
E\b^)=p + 4 (1 -р ), Е ^ 2) = 2р + 3(1-р ).
В условиях равновесия при смешанных стратегиях игроки 

безразличны к своим стратегиям. Используя это условие и ре­
шая уравнение Е'̂ (а,) = и Е^(А,) = находим, что 
в условиях равновесия р = \/2 и q= 1/2. Следовательно, при 
вычисленных значениях р п q ожидаемый выигрыш от каждой 
стратегии равен 5/2, т.е.

Е\а{) = Е\а^) = 5/2, Е^й,) = Е^Ь^) = 5/2.

Б . Заметим, что при данных ограничениях на Р и у набо­
ры стратегий (а,; b̂ ) и {а̂ , Ь̂ ) характеризуют равновесия 
в чистых стратегиях. Так как 8 - у > 4  и у + 1 > 3 , н и  одно­
му из игроков не выгодно самостоятельно отклоняться от набо­
ра (<3,; Так как р > у - 2  и 6 - р > Р - 2 ,  ни одному из ифо- 
ков не выгодно самостоятельно отклоняться от набора {а̂ , Ь̂ ).

Чтобы найти равновесие в смешанных стратегиях, предполо­
жим, что игрок А выбирает а, с вероятностью р и ифок В 
выбирает А, с вероятностью q. Вычисляя ожидаемый выигрыш 
от каждой стратегии, получаем уравнения

Е > , )  =  ( 8 - 7 ) 9  +  ( y - 2 ) ( 1 - 9 ) ,  Е > 2 >  =  ^Я +  Р ( 1 - 9 ) ,

Е > ,)  = (Y + 1)р + (Р-2)(1 -р ), Е\Ь^) = 3р + (6-  Р)(1 -р).
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Используя условие, что при равновесии в смешанных стра­
тегиях игроки безразличны к своим стратегиям, получаем ра­
венства Е'̂ (й|) = и Ê (b )̂ = Ê (Z>2)- Решая их, находим 
значения вероятностей р н q при равновесии в смешанных 
стратегиях:

Р =
8 - 2р 2 + P - Y

6 + Y - 2P 6 + р - 2у

Подставляя значения р н q в уравнения Е'̂ (д,) и Е^(6,),
имеем

8(1 + P )-y (4  + P) 
6 + Р -  2y

4 (3-P ) + y (6 - P )
Е = Е (*2) ------- 6 + Г - 2Р ■

В. Данную игру можно упростить, устранив доминируемые 
стратегии. Стратегия является сильно доминируемой, так 
как при любой стратегии игрока А игроку В  более выгодно 
выбрать b̂  или by. Поэтому можно убрать колонку со стра­
тегией ij. Тогда игра имеет следующий вид (табл. 6.4).

Т а б л и ц а  6.4

Ифок В 
Ифок А — *3

(2 ; 6) (6 ; 3)

«2 (1;3) (2; 2)

«3 (4; 3) (5; 4)

При данном раскладе стратегия Oj является сильно доми­
нируемой, так как при любой стратегии игрока В  игроку А 
более выгодно выбрать о, или а̂ . Теперь можно убрать стро­
ку со стратегией а̂ . В конечном итоге иф а примет следующий 
вид (табл. 6.5).

Т а б л и ц а  6.5

Ифок В
Ифок А

(2 ; 6) (6 ; 3)
(4; 3) (5; 4)
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Равновесия в чистых стратегиях не существует, так как при 
любом наборе стратегий игроки могут получить дополнитель­
ный выигрыщ при самостоятельном использовании другой 
стратегии.

Чтобы найти равновесие в смешанных стратегиях, выпишем 
уравнения ожидаемого выигрыша каждой стратегии:

= 2q + 6(1- 9), = 49 + 5(1 -q),
= 6p + 3(1 -p), = 3p + 4(1 -p ).

Приравнивая E'̂ (a,) к a E^(A|) к получаем,
что при равновесии q= \/Ъ и р = 1/4. Подставляя значения 
р к q ъ уравнения ожидаемого выигрыша, находим, что при
равновесии Е'̂ (й,) = Е^(йГз) = 14/3 и E"(Z>,) = Е"(̂ >з) = 15/4.

♦  Задача 6.2. Два магазина выбирают стратегию продаж на 
праздничные дни. Магазин А выбирает между страте-

(объявить скидки), 
(ничего не делать).

гиями fl| (ничего не делать) и Oj 
магазин В — между стратегиями

(объявить скидки) и Л3 (запустить дополнительную 
рекламу). Игру между магазинами можно представить в 
нормальной форме (табл. 6.6), где у — параметр:

Т абли ца  6.6
_____Магазин В 

Магазин А Ьг by
(5; 3) (4; 6) {5-г, 3 + Y)

«2 (6; 2) (1; 0) (8-у; у)

а)

б)

предположите, что 2 < у < 3. Охарактеризуйте равнове­
сия в чистых и смешанных стратегиях для игры между 
магазинами. Определите: какой магазин получает боль­
ший ожидаемый выигрыш при равновесии в смешанных 
стратегиях;
пусть р — вероятность, что магазин А выбирает стра­
тегию Д|, и 9|, — вероятности, что магазин В  выби­
рает одну из стратегий А,, соответственно. Предпола­
гая, что О < у < 2, охарактеризуйте равновесия в чистых 
стратегиях. Покажите, что, если у=  6/5, существует зна­
чение р, при котором ожидаемый выигрыщ магазина В 
не зависит от значений q̂  и q̂ .
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•ешение.
А. Стратегия b̂  является сильно доминируемой. При лю- 

>ой стратегии магазина А стратегия приносит магазину В 
)олее высокий выигрыш. Поэтому можно убрать колонку со стра­
тегией b̂ . Тогда Ифа приобретает следующий вид (табл. 6.7).

Т а б л и ц а  6.7

— — _____^_^Магазин В 
Магазин А 2̂ *3

(4; 6) (5-y ; 3 + у)

«2 (1;0) (8-y; 7)

Равновесиями в чистых стратегиях являются сочетания 
(а,; i j)  и (а^; Ь̂ ), так как при этих сочетаниях ни одному из 
игроков не выгодно выбирать другую стратегию.

Выпишем уравнения ожидаемого выифыша от каждой стра­
тегии, если магазин А выбирает а, с вероятностью р, а мага­
зин В  выбирает Ь̂  с вероятностью q\

Е > ,)  = 4? +  ( 5 - y ) (1  ~q), E îa )̂ = q + ( 8 - у ) ( 1  -q),
E^by) = (3 + y)p + Y(1 -p).E\b^) = bp.

Используя условие, что в равновесии E' {̂a )̂ = E' îa )̂ и 
£*(/>2) == E (̂by), находим, что при равновесии в смешанных стра­
тегиях 9 = 1/2 и р = Y/3. Следовательно, получаем выражения 
ожидаемого выифыша от стратегий:

Е\а ,) = Е \ а 2 ) = '^ ,

E {̂b2) = E\b,) = 2y.

Ожидаемый выигрыш магазина В превышает ожидаемый 
выифыш магазина А при любом выборе стратегии, так как из 
уравнения Е® > Е^ следует, что у > 9/5, и известно, что 
Y > 2 > 9/5.

Б . Равновесия в чистых стратегиях заданы сочетаниями 
(flj; b̂ ) и (а,; ftj)- При первом сочетании выифыш магазина А 
сократится на единицу, если он склонится к стратегии â , а вы- 
Ифыш магазина В  сократится либо на 2 единицы, либо на 
2-у, если он склонится к одной из стратегий Ь̂ , 63.
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При сочетании (а,; Ь̂ ) выигрыш магазина А сократится 
на 3 единицы, если он решит следовать стратегии а̂ , а выиг­
рыш магазина В  сократится либо на 3 единицы, либо на З-у, 
если он решит перейти к одной из стратегий 6,, by

Чтобы показать, что существует значение р, при котором 
ожидаемый выигрыш магазина В не зависит от значений 
9, и q̂ , выпишем уравнение ожидаемого выигрыша магазина В\

Е ^ , ,  *2, *з) = [39, + 6^2+ (3 + y )(l-9 i-^ '2 )]^’ +

+ [29, + y(1 -9 ,-9 2 )](I-/> ).

Задача заключается в нахождении значения р, при котором 
Е^(6|,/>2» ^з) не зависит от 9,, q̂ , если у = 6/5. Определив 
частные производные Е®(А,, Ь̂ , Ь̂ ) по 9, и 92 и приравняв 
их к нулю, имеем уравнения

5 Е ! < М Л ) , 2 - 2 , - у  = 0,дq̂
ЭЕ "'(б,, 62, 63) ,-------'■ = 3/» -  у = 0.

Э92

Так как частные производные Е^(6,, Ь̂ , 63) не зависят от 
9| и 92, то, решая систему двух уравнений, находим те значе­
ния /7 и у, при которых Е®(6|, 62, 63) не зависит от 9, и q̂ . 
Получаем у = 6/5 и р = IjS. Действительно, если р = 2/5 
и у = 6 / 5 ,  то Е^(6|, *2, *3) = 12/5.

♦  Задача 6.3. Рассмотрите следующую игру между покупа­
телем (А) и онлайновым магазином (В), состоящую из 
четырех периодов. В периоде Т = 1 магазин называет 
покупателю стоимость s доставки товара. В периоде 
Т = 2 покупатель принимает или отвергает предложен­
ное ему значение s. Если он не согласен принять стои­
мость доставки, игра заканчивается, и выигрыш каждого 
ифока равен нулю. Если же покупатель принимает сто­
имость доставки, то в периоде Г = 3 магазин называет 
цену р единицы товара. В периоде Г = 4 покупатель 
заказывает количество товара 9 . Игра заканчивается,
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и выигрыши покупателя А и магазина В  заданы урав­
нениями
п (̂р, q, s) = 6q-q^-pq-s, 
n îp, q, s)= pq + s.
Эта Ифа может быть представлена в развернутой форме 

(рис. 6.1):

^ - (7 ) (Jt̂ ; ТС®)
Г=2 --  Г=3 --7= 1 

Отказ 

(0 ; 0)

Рис. 6.1

а) используя метод обратной индукции, найдите значение 
цены р*, количество товара q‘ и стоимость доставки s*, 
характеризующие совершенное в подыфах равновесие в 
данной игре. Вычислите выигрыш магазина и выифыш 
покупателя в условиях равновесия;

б) рассчитайте объем заказа q, при котором магазин и по­
купатель максимизируют совместный выифЫш. Покажи­
те, что q* не является Парето-эффективной величиной.

Решение.
А. В периоде Г = 4 покупатель выбирает значение q, 

максимизирующее его выигрыш. Определим и приравняем к 
нулю частную производную по q функции n'^(p,q,s):

dn' îp, q, s)
dq

= 6-2q - p = 0.

Решая это уравнение, определяем, что при любом совершен­
ном в подыграх равновесии покупатель заказывает количество 
9* = (6-р)/2.

В периоде Г = 3 магазин максимизирует свой выигрыш 
по р при условии q = q*. Подставляя значение q* в функцию 
выигрыша магазина, имеем

' 6 - р̂п {р, q\ s) = pq̂  + s = p +  5 ,
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откуда следует условие первого порядка Ьп (̂р, q*, s)/dp = 
= 3 - р = 0. При цене р* = 3 магазин максимизирует свой вы­
игрыш. Следовательно, при совершенном в подыграх равнове­
сии магазин назовет цену р = р* = 3. Подставляя найденное 
значение р в уравнение q* = (6 - p)f2, находим q* - 3/2.

В периоде Т = 2 покупатель согласится со стоимостью 
доставки товара, если при такой стоимости доставки его выиг­
рыш будет неотрицательным. Выигрыш покупателя задан урав­
нением

q% s) = 9 / 4 - 5 .
Покупатель согласится со стоимостью доставки, если она не 
больше 9/4.

В периоде Г = 1 функция выигрыша магазина имеет вид

п ^ ( р \  q\ s )  =9/2 + S .

Так как к (̂р*, q% s) растет по s, магазин назовет самую боль­
шую стоимость доставки, при которой выигрыш покупателя 
неотрицателен, т.е. при условиях совершенного в подыграх рав­
новесия J* = 9/4.

Подставляя найденные значения р*, q' и в функции 
выифыша покупателя и магазина, имеем

q\ S * )  =  О,

V *, •У*) = 27/4.
Отметим, что при совершенном в подыграх равновесии выиг­
рыш покупателя равен нулю.

Б . Задача заключается в максимизации суммы выифыша 
покупателя и магазина, т.е. необходимо вычислить максимум 
функции

q, s) + п (̂р, q, s) = 6q- q̂ .
Выпишем условие первого порядка:

д[п'*(р, q, s) + n^{p, q, 5)] ^ ^ _ jq  = 0 
dq

Функция q, s) + n îp, q, s) достигает своего максимума
при q = q = 3. Значение функции в этой точке равно 9. Так как

q, s) + k V ,  я , s ) =9>27/4 = я'̂ (р*, q’, s’) + 7 cV . s'),
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делаем вывод, что объем заказа д* не может являться Парето- 
эффективным.
♦  Задача 6.4. Рассмотрите следующую игру между агента­

м и /1  и В, состоящую из четырех периодов. Агенты 
должны поделить между собой 100 долл. В периоде 
Т = 1 агент А предлагает В  сумму а ,. В периоде 
Г = 2 агент В  может согласиться с предложением или 
отказаться от него. В случае согласия игра заканчивает­
ся: В получает а , долл., А получает 100 -  а , долл. 
В случае отказа В предлагает А сумму р. В периоде 
Т — Ъ агент А решает принять или отклонить предло­
жение В. Если А принимает предложение В, игра 
заканчивается: В  получает (100-Р )т  долл., А получа­
ет Рх долл., где О < X < 1. Если же А отклоняет пред­
ложение В, то А предлагает агенту В  сумму и игра 
переходит в период 7 = 4 .  Если В отказывается от 
второго предложения А, ифа заканчивается: оба агента 
получают по 50х^ долл. Если В  соглашается со вторым 
предложением А, то В получает долл., А полу­
чает (1 0 0 долл.
Эта игра может быть представлена в развернутой форме 

(рис. 6.2).
Используя метод обратной индукции, найдите сумму де­

нег, которая достанется А w В ъ условиях равновесия. Кому 
из агентов достанется большая часть?

(Э ~ Н 1 Н ^ -0  0
7’= 1 
Согласие

Т=2
Согласив

Т=3
Согласие

Отказ

Г=4

-(50x2; 50̂ 2)

(100-аг, а,) (Рт; (ЮО-Р)т) ((lOO-aj)!^; ajt^)

Рис. 6.2
Решение.

Начиная с периода Т = 4 находим условие, при котором В 
согласится со вторым предложением А. Если > 50х^ (или 
«2 > 50), выигрыш В  в случае согласия будет не меньше, чем 
его выифыш в случае отказа. Поэтому В  примет предложение А, 
если ttj ^ 50.
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в периоде Т=Ъ агент А, максимизируя свой потенциаль­
ный выигрыш, предлагает агенту В  сумму ttj ^ 50. При любом 
другом значении агент А может увеличить свой выифыш, 
уменьшив а^. Если ^ 50, независимо от последующего 
решения В, агенты Ан В  получают по 50т^ долл. Следователь­
но, для А будет выгодно принять предложенную агентом В 
сумму р, только если это принесет ему выигрыш не меньше 
50х^, т.е. если Рт > 50х^ (или Р > 50т).

В периоде Т = 2 агент В, максимизируя свой выигрыш, 
предложит агенту А самую маленькую сумму, которую тот го­
тов принять, т.е. Р = 50т. Предлагать Р < 50х агенту не выгод­
но, так как выигрыш при р = 50х равен (ЮО-Р)х = 50х(2-х), 
а выигрыш при Р < 50х равен 50х^, и 50х(2-х) > 50х .̂ 
Агент В  примет сумму а ,, предложенную агентом А, только 
если а ,>50х(2-х).

В периоде Т = I агенту А выгодно предложить В  сумму
а, = 50х(2-х): сумма больше 50х(2-х) принесет А меньший 
выигрыш, а сумму меньше 50х(2-х) агент В  просто не примет. 
Если А предлагает агенту В  сумму а , = 50х(2-х), то В  согла­
шается с предложением и А получает 100-а, = 100-50х(2-х) = 
= 50(2-2х-х^) долл. В противном случае В  отказался бы от 
предложения А и агент А получил бы Рх = 50х  ̂ долл., 
а 50х  ̂ < 50(2-2х-х^).

Следовательно, в условиях равновесия А предлагает В сумму
а, = 50х(2-х) в периоде Г =  1 и 5  в периоде Г = 2 соглаша­
ется с предложением А. Агент А получает 50(2-2х-х^) долл. 
и В  получает 50х(2-х) долл. Вычитая выигрыш агента В 
из выигрыша агента А, имеем

50(2-2х-х2) -  50х(2-х) = 100(т-1)2 > О,
откуда следует, что в условиях равновесия агенту А достается 
большая сумма.

6.2. ОЛИГОПОЛИЯ
♦  Задача 6.5. На некотором рынке существует олигополия, 

состоящая из п одинаковых фирм. Функция издержек 
для фирмы / = 1, ..., я имеет вид cq. - Ғ, где q. — объ­
ем выпуска /-Й фирмы; Ғ> О — постоянные издержки; 
с > О — предельные издержки. Обратная функция спроса
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для данного рынка задана уравнением р = А - '^Qj,
у=1

где А> с. Фирмы конкурируют между собой по модели 
Курно;

а) выпишите функцию прибыли фирмы /. Покажите, что 
если л -> оо, то прибыль каждой из фирм стремится 
к -Ғ. Определите, к какому значению стремится общийП
объем выпуска и рыночная цена р;

у=|
б) предполагая, что фирмы будут вступать в рынок до тех 

пор, пока их прибыль неотрицательна, вычислите мак­
симальное количество фирм на рынке, объем выпуска 
каждой фирмы и рыночную цену.

Решение.
А. Функция прибыли для фирмы / имеет вид

у=1
q-cq .-F .

Находим условие первого порядка: 

Эп,
= /1 “

7 = 1
Так как фирмы одинаковы, при равновесии они будут произво-П
дить одинаковое количество товара, т.е. ^ q j  = - Переписы-

У =1

вая условие первого порядка, имеем

^  = A -q (n  + l )- c  = О,
Э<7,-

откуда следует, что оптимальный объем выпуска каждой фирмы 
равен

9* = (Л -  с)/{п + 1), 
и общий объем выпуска задан уравнением

n + l “  1 + 1/и '
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Если я->оо, то ^ 9* — Подставляя значение ^ 9* 
j= \ м  ‘

в уравнение обратной функции спроса, находим рыночную цену
товара'.

* - А - ~ ^  -  И А ) + ^
 ̂ ~ п + 1 ~ п + 1 ~ l + 1/п '

Если я оо, то р* ^  с — рыночной цене товара при 
условиях совершенной конкуренции. Следовательно, прибыль 
фирмы / стремится к -Ғ, так как л. cq* - cq*. - Ғ= -Ғ.

В. Условие, что прибыль каждой фирмы неотрицательна, 
эквивалентно выражению

T̂i = Р*Ч* -cq*-F=q)ip*-c)-F>0.
Если на рынке присутствует максимальное количество фирм, 

прибыль каждой из них должна равняться нулю, т.е. = 0. 
Тогда, если дополнительная фирма вступит в рынок, ее при­
быль будет отрицательной. Подставляя значения р* и q] 
в функцию прибыли фирмы к. и приравнивая ее к нулю, 
имеем

А + ПСА - сл, = я + 1 п + 1
-  с -  Ғ  =  0 .

Выражая л, получаем максимальное количество фирм на рынке:
и* -  ^  ~  ̂ _ 1

-

Подставляя значение я* в уравнения (f. и р*, находим объем
выпуска фирмы / и рыночную цену:

, А - с г= , А + п* с гг
q, = ---- = VF, р* = ------ = у1Ғ + с .

я* + 1 я* + 1

♦  Задача 6.6. Две фирмы с предельными издержками, рав­
ными с, и с постоянными издержками, равными нулю, 
обслуживают один рынок, который характеризуется об­
ратной функцией спроса р = А - q̂  ̂ - q̂ , где А > с\ 
9, — объем товара, предложенный первой фирмой;

— объем товара, предложенный второй фирмой:
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а) пусть фирмы конкурируют по модели Курно. Вычисли1с 
прибыль первой фирмы и прибыль второй фирмы Jtj 
в условиях равновесия;

б) пусть фирмы конкурируют по модели Штакельберга и 
первая фирма делает первый ход. Вычислите прибыль 
первой фирмы rtf и прибыль второй фирмы nf в усло­
виях равновесия;

в) предположите, что первая фирма является монополис­
том. Вычислите монополистическую прибыль первой 
фирмы л р

г) сравните л р nf и л ^ а также л^ и nf.
Решение.

Напомним, что по модели дуополии ^рио конкурирующие 
фирмы одновременно рещают задачу максимизации прибыли и 
одновременно устанавливают оптимальные объемы выпуска. 
По модели дуополии Штакельберга первая фирма, являясь лиде­
ром, устанавливает свой объем выпуска раньше второй, а вто­
рая фирма в свою очередь наблюдает объем выпуска первой 
фирмы и последовательно принимает решение.

А. Функции прибыли первой и второй фирмы имеют вид
к^=pq^-cq  ̂= {A-g]-q2)Я^-cЧl,
2̂ "  РЬ ~ = И -  9 1 -

Условием первого порядка является равенство нулю част­
ных производных Эл,/Э9[ и dn̂ l'dq̂ . Выписывая равенства, 
имеем

Эл, . .  т _ Эл
dq, ’ dq.

Решая эту систему из двух уравнений, находим оптимальный 
объем выпуска каждой фирмы:

q\ = 4 {А - с)/5 , q\ = 2{А -  с)/5.
Подставляя значения q\ и q, в обратную функцию спроса, 
вычисляем рыночную цену

p - = A - {q \ )^ - q l = {2A + 3c)f5.
Подставляя значения q\, q, и р' в функции л, и Л2, находим 
прибыли фирм в условиях равновесия при конкуренции по мо­
дели Курно:
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с . .  . 2{А-СЎ'^ с . .  . 4{А-сў = p'q\-cq\=-  ̂ Tz\ = pq2-cq2 =---- -------.

В. Используя метод обратной индукции, первая фирма вы­
числяет, что вторая фирма определяет объем своего выпуска по 
формуле q̂  = {А - q\- с)/1, следующей из условия первого 
порядка для максимизации ее прибыли;

Первая фирма будет максимизировать свою прибыль, учитывая 
ограничение q̂  = {А - q\- с)/2 на объем выпуска второй фир­
мы. Подставляя выражение q̂  в функцию прибыли первой 
фирмы, получаем уравнение

-2 _ q^(A-c-q\)
9, -  cq, =

Чтобы найти максимум функции л ,, рассчитаем и приравняем 
к нулю частную производную

^1  -  Ч  -   ̂ Q 
2

Решением этого уравнения будет значение q\, максимизиру­
ющее прибыль фирмы. Выражая 9,, получаем q\ = -JiA - с)/3 
и, следовательно, = (А - - с)/2 = (А-с)/3. При таких 
объемах выпуска цена р* = A-(q\f-q 2  = (А + 2с)/3.

Подставляя значения q*, q\ и р*, находим прибыли фирм 
в условиях равновесия при конкуренции по модели Штакель- 
берга:

5 . , , {Л ~ сў!  ̂ S . . , {А - сў  ЛГ = Р9, -  eg, ^  -, K2 = pq2-cq2=--------- .

В. Если первая фирма — это единственная фирма, которая 
поставляет товары на рынок, то объем выпуска второй фир­
мы равен нулю. Прибыль монополиста задана уравнением 
Л[ = (А -q])q,-cq,, откуда вытекает условие первого порядка
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Эл,/Э9| = / 4 =  0. Выражая q,, получаем оптимальный 
монополистический объем выпуска q\ = yj(A - с )/3 . Исполь­
зуя обратную функцию спроса, находим р* = {1А + с)/Ъ. При­
быль первой фирмы в условиях монополии имеет вид

=
2(Л -  сў'^

ъТъ

Г. Сравнивая значения прибыли первой фирмы при разных 
условиях, делаем вывод, что > л р  так как

2{А - {А - сў'^ 2{А - сў'^
зТз ^ Зл/З ^ 5>/5 ■

Рассматривая значения прибыли второй фирмы при разных 
условиях, отмечаем, что л^ < л^, так как

{А - сў  ̂А{А - сў
25

♦  Задача 6.7. Две одинаковые фирмы конкурируют по мо­
дели дуополии Бертрана. Фирмы решают сотрудничать, 
чтобы получить положительную прибыль. Пусть л > О — 
совместная прибыль фирм в этом случае. Фирмы делят 
совместно полученную прибыль пополам, т.е. при со­
трудничестве каждая фирма получает прибыль л /2 . 
Пусть цена, установленная фирмами, р^ > МС, где 
МС — предельные издержки фирм. Рассмотрите следу­
ющую пусковую стратегию (trigger strategy), применяемую 
любой из сотрудничающих фирм:

• если в периоде Т = п одна из фирм устанавливает цену 
р^, то в периоде Г = я +1 другая фирма устанавливает 
цену р'̂ -,

• если в периоде Т = п одна из фирм устанавливает цену 
р < р^, то во всех периодах после Т = п другая фирма 
устанавливает цену, равную МС.
Покажите, что, если с каждым периодом, начиная со 

второго, прибыль фирм умножается на положительную ве­
личину X, 1/2 < т < 1, фирмы всегда будут сотрудничать.

9 -  3438 1 2 9



Решение.
Напомним, что модель дуополии Бертрана рассматривает 

повторяющуюся ифу между фирмами. В каждом периоде фир­
мы одновременно устанавливают ц е н ы  на свои товары с 
целью максимизации прибыли.

Проблема заключается в том, что при конкуренции по мо­
дели дуополии Бертрана кооперация невозможна, так как каж­
дой фирме выгодно немного снизить цену и тем самым захва­
тить весь рынок. Однако если учитывать, что прибыль со вре­
менем падает, при данной стратегии две фирмы все-таки могут 
сотрудничать в долгосрочной перспективе.

Пусть G — прибыль, полученная фирмой при условии, что 
она всегда устанавливает цену р^. Тогда имеем

_ 7 С  К 2 ^
2 " " 2 " "  2 " - = 2 , 5 ’ '

Назовем прибыль, получаемую фирмой при условии,
что она в периоде Т = п установила цену р < р' .̂ В этом пе­
риоде фирма полностью захватывает рынок и получает при­
быль, равную п . Во всех последующих периодах прибыль 
фирмы равна нулю, так как пусковая стратегия второй фирмы 
заставляет первую устанавливать цену, равную МС.

Например, Gj.  ̂ , = гс и Gj.^  ̂= тс/2 + хгс/2 + х^к. Вычис­
лим разность между , и G:

СР = - - - ў т '  = -  
2 2 ;“  ^ /=1

1-
1- х

1- 2х
1- х

Так же можно вычислить разность между Gj.^  ̂ и G:

г  г 1- 2х
1-х

Заметим, что разность между Gj.^  ̂ и G задана уравнением: 

7Cx'’- 4 i - 2 x '
1-х

Если Gj^ G < О, у фирмы не будет побуждающих мотивов 
устанавливать цену р < р^. Так как п > О и 0 < х < 1 ,  
то G < О, если 1 -  2х < О, т.е. если 1/2 < х < 1.



7. РИСК И ИНФОРМАЦИЯ

7.1. РЕШЕНИЯ В УСЛОВИЯХ РИСКА
♦  Задача 7 .1 . Функция полезности рационального пред­

принимателя w(w) = W, где W — его чистый доход после 
уплаты налогов. Он зарабатывает 100 тыс. руб. в месяц, 
налог составляет 20%. Предприниматель размышляет, 
надо ли платить налог вообще, поскольку вероятность 
того, что налоговые органы проведут проверку, он оце­
нивает в 50%, т.е. как р = 1/2. Определите:

а) если за неуплату налога нет штрафа и в случае проверки 
надо будет просто заплатить причитающуюся сумму на­
лога, будет ли предприниматель платить налог;

б) если в случае обнаружения неуплаты налога предприни­
мателю придется заплатить штраф в размере X, будет ли 
он платить налог;

в) каков должен быть минимальный размер штрафа, чтобы 
побудить рационального предпринимателя платить налог

Решение.
А. При налоге в 20% от 100 тыс. руб. чистый доход пред­

принимателя W составит 100-20 = 80 тыс. руб. Поскольку 
предприниматель рациональный, он стремится максимизиро­
вать свою полезность и будет сравнивать полезность, которую 
он может извлечь из своего дохода, до и после уплаты налогов. 
Варианты выбора, имеющиеся у предпринимателя в условиях 
риска, могут быть представлены в форме таблицы (табл. 7.1).

Т а б л и ц а  7.1

Действия 
налогового органа

Чистый доход, тыс. руб., 
при выборе предпринимателя

платить
налог

не платить 
налог

Проводить проверку Р~^ 80 80

и (̂  лНе проводить проверку 1-р = -
V  ̂у

80 100
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Ожидаемую полезность можно вычислить по принципу ло­
тереи:

Eu{v/)=pu{w,) + ( 1- / 7)ы(Н'2).
Следовательно, ожидаемая полезность от уплаты налога состав­
ляет

Еы* = i« (8 0 ) + i« (8 0 ) = i  ■ 80 + -  • 80 = 80.2 2 2 2
Аналогично ожидаемая полезность от неуплаты налога состав­
ляет

Еы*’ = ^и(80) + ^м(ЮО) = I  • 80 + i  • 100 = i(8 0  + 100) = 90.

Поскольку ожидаемая полезность от неуплаты налога больше, 
т.е. Ем** > Ей*, предприниматель не будет платить налог.

Б . При необходимости платить штраф в размере X  вари­
анты выбора, имеющиеся у предпринимателя в условиях риска, 
можно записать следующим образом (табл. 7.2).

Т а б л и ц а  7.2

Действия 
налогового органа

Чистый доход, тыс. руб., 
при выборе предпринимателя

платить налог не платить налог

1
Проводить проверку Р=~

\  ̂/
80 80-А'

Не проводить проверку 1 -  /> = 1 80 100

Ожидаемая полезность от уплаты налога составляет

Ем* = хм(80) + -ы (80) = i  • 80 + i  ■ 80 = 80.
2 2 2 2

Аналогично ожидаемая полезность от неуплаты налога состав­
ляет

Ем** = ^ м (8 0 -Х )  + ^и(100) =

= ^ ( 8 0 - Л + ^ 1 0 0  = i ( 1 8 0 - Л  = 9 0 - у .

132



Следовательно, предприниматель будет добровольно платить
X

налог, если 80 > 90 -

В. Минимальный размер штрафа должен удовлетворять 
следующему условию; ожидаемая полезность от уплаты налога 
должна быть равна ожидаемой полезности от его неуплаты.

Следовательно, 80 = 90 - у ,  откуда X  = 20, т.е. при штрафе 
не менее 20 тыс. руб. предприниматель будет платить налог.

♦  Задача 7.2. Полный доход предпринимателя составляет У, 
его доход после уплаты налогов, из которого он извле­
кает полезность в потреблении, составляет m(w) = w; 
Т — ставка налога в процентах от дохода; TY — размер 
налога; Ғ — ставка штрафа за неуплату налога в процен­
тах от дохода; FY  — размер штрафа за неуплату налога; 
вероятность налоговой проверки составляет р : 
рассчитайте аналитически ставку штрафа, которая побу­
дит предпринимателя платить налог; 
объясните интуитивно, что выгоднее — увеличить часто­
ту налоговых проверок или ставку штрафа, чтобы заста­
вить предпринимателя платить налоги.

Решение.
А. Варианты выбора, имеющиеся у предпринимателя в 

условиях риска, можно записать следующим образом (табл. 7.3).

Т а б л и ц а  7.3

а)

б)

Действия 
налогового органа

Чистый доход при выборе 
предпринимателя

платить налог не платить налог

Проводить проверку (р) Y- TY Y- TY-FY

Не проводить проверку (1 -  />) Y- TY Y

Приравняем ожидаемую полезность от уплаты налога к ожи­
даемой полезности от его неуплаты;

p (Y-  TY) + (1 -p ){Y-  TY) = p (Y-  TY- FY) + (1 - p)Y
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Выпишем Ғ  — ставку штрафа, которая заставит предпри­
нимателя платить налог:

Y- ТУ = pY-pTY-pFY+ Y-pY, 
откуда pFY=TY-pTY. Следовательно,

р - .Т - р Т _ Т  ^ 
р р 

* тБ . Из Ғ *=---- Т видно, что вероятность налоговой про-
Р

верки р находится в обратной зависимости от ставки штра­
фа Ғ. Поскольку издержки на увеличение количества проверок 
высоки (надо дополнительно нанимать инспекторов, нести 
транспортные и административные расходы), чтобы побудить 
предпринимателя платить налог, государству выгоднее просто 
увеличить ставку штрафа.
♦  Задача 7.3. Зимой автомобильная авария может произой­

ти с вероятностью р. Водитель может сократить вероят­
ность аварии, установив зимние шины, но они будут 
стоить ему С{р) = А{\-рў, где А>0. В случае аварии 
водитель, нейтральный к риску, понесет материальные 
потери в размере М > 0. Определите:

а) если у водителя нет автомобильной страховки, какая ве­
роятность аварии будет для него приемлемой;

б) если водитель купил, заплатив премию Q, страховку, 
которая возмещает потери М  в случае аварии, какая 
вероятность аварии будет приемлемой для него в этом 
случае;

в) какую премию должна установить страховая компания, 
чтобы не нести убытков (чтобы ее выплаты водителю в 
случае аварии хотя бы равнялись размерам премии);

г) выгодно ли водителю покупать страховку;
д) о наличии какого риска свидетельствуют результаты, по­

лученные в п. Б?
Решение.

А. Поскольку водитель нейтрален к риску, его задача за­
ключается в выборе вероятности риска р для минимизации
полных издержек С{р)+рМ, т.е. т\п А{\ - рў + рМ.

р
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Условия первого порядка составляют

^ Щ р \±рШ  = ^2Л{\ - р )  + М = 0, 
др

откуда приемлемая для водителя вероятность аварии будет
. , мравна р = 1 -

Условие второго порядка для задачи минимизации удовлет­
воряется:

Ъ\С{р)^рМ] = 2А>0.

Б . Если водитель купил страховку, заплатив премию Q, 
то он должен минимизировать уравнение C(p) + Q = А(1-рў + 0 
по р.

Условия первого порядка составляют 
d[C(p)+Q]

др = -2А(1- р) = -2А + 2Ар = 0,

откуда приемлемая для водителя вероятность аварии будет рав­
на в этом случае р* = I.

Условие второго порядка для задачи минимизации удовлет­
воряется:

Э ' [ О Д + б ] = 2А>0.

В. Ожидаемая прибыль страховой компании составляет 
p(Q-M) + il-p )Q .

Чтобы выплаты страховой компании водителю в случае ава­
рии хотя бы равнялись размерам премии, должно выполняться 
условие

p(Q-М) + ( I - p)Q = О, откуда Q = рМ.
Если водитель выбирает степень риска р - I, то страховая 

компания должна выбрать размер премии, который точно по­
крывает ее потенциальные выплаты водителю в случае аварии, 
т.е. Q - М.
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, Л/мым вероятность риска р = \ ------ , то его издержки составят2А

г . Если водитель не покупает страховку, выбирая тем са-

С{р) + рМ = А М
2А + 1 - К

2А М = М - — . (1)

Если водитель покупает страховку и выбирает тем самым веро­
ятность риска р = \, то его издержки составят

С{1) + М = М . (2)

Сравниваем (1) и (2): очевидно, что М -------< М . Следова-
4/4

тельно, водителю невыгодно покупать страховку.
Д. Результаты, полученные в п. Б, о том, что приемлемая 

для водителя вероятность аварии составляет р* = \ , свидетель­
ствуют о существовании проблемы морального риска. Водитель, 
купив страховку на полную сумму потенциального ущерба от 
аварии, ведет себя рискованно, поскольку любой его ущерб от 
аварии все равно будет покрыт страховкой. Поэтому страховые 
компании никогда не гарантируют возмещения ущерба в полном 
размере, предусматривая, что в случае аварии некоторая часть 
ущерба должна в любом случае приходится на долю водителя.

♦  Задача 7 .4 . Предпочтения агента описываются элемен­
тарной функцией полезности u(yv) = Inw, где w — его 
доход. Агенту предлагают участвовать в следующей игре. 
Называется вероятность выигрыша р — 1/л, где п — 
любое целое число, п>2. Агент выплачивает из своего 
дохода ставку х. В случае выигрыша он получает сумму, 
равную Р/7ДГ, где Р > 1 — известная фиксированная 
величина, а в случае проигрыша не получает ничего. 
Пусть начальное благосостояние агента равно К:

а) выпишите уравнение, описывающее доход агента в случа­
ях выифЫша и проифыша. Найдите значение гарантиро­
ванного эквивалента данной ифы. Определите, каково 
вознафаждение за риск и при каком условии над К  аген­
ту выгодно участвовать в ифе;

б) полагая, что агент принимает участие в игре, найдите 
выражение суммы х*, приносящей ему наибольший 
доход;
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в) выясните, как повышение в уровне начального благосо­
стояния агента влияет на х* и как на х* влияет увели­
чение значения п.

Решение.
А. Пусть W, — доход агента в случае выигрыша. Агент пла­

тит X за участие и получает Рях за выифыш. Следовательно, 
Wf = К - х  + Р ях . В случае проигрыша агент обладает доходом 
Wj = А '-х . Чтобы найти гарантированный эквивалент игры, 
выпишем функцию ожидаемой полезности агента:

Em(w) = pu(wj) + ( l- p M w j)  =

= - In (A '-  X  + Рях) + 
я

i - i
я

in (/:-x ) .

Гарантированным эквивалентом набора w называется до­
ход W*, при котором Еи(у/) = u{w*). Имеем

— InCA" -  X  + Рях) + 
я

1 - 1
я

l n ( ^ - x )  = Inw*. 

преобразуя это уравнение, узнаем, что
i  «-1 

уу* = ( /Г -х  + Рях)'’(А '-х ) " .

Вознаграждением за риск называется разность ожидаемого 
дохода агента и гарантированного эквивалента игры. 

Ожидаемый доход вычисляется следующим образом:

1Ew = - { К -  X + рях) + 
я я

(ЛГ-х) = ^ + х ( р -  1).

Уравнение вознаграждения за риск имеет вид

i  Hzl
Aw = Ew -  w* = ЛГ + x(P -  1) -  -  X  + Рях)" (A" -  x) " .

Участие в игре сравнимо с получением суммы w* ровно. 
Если агент не участвует в игре, его благосостояние равно К. 
Следовательно, агенту выгодно принимать участие в ифе, если 
сумма w* превосходит его начальное благосостояние, т.е. если 
W' > К.
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Б . Задача агента заключается в максимизации своей ожи­
даемой полезности. Условием первого порядка является при­
равнивание к нулю частной производной функции ожидаемой 
полезности по х:

3Ew(w) _ P« -  1 ^ 1 -  п _ Q 
Эх п{К - X + Р/гх) ^ п{К -  х)

Выражая х, находим значение ставки, приносящей агенту наи­
больший доход. Узнав п, агент должен назначить ставку

х* = ^ ( 1- Р ) / ( 1 -Р«).

В. Вычислим производную X* по К\
Эх* 1 -  р
дК 1-рл

> 0 ,

дх*/дК имеет положительное значение, так как Р > 1 и Рл > 2. 
Следовательно, ставка агента увеличивается с ростом начально­
го благосостояния.

Производная х* по « имеет вид

Эх* /ГР(1-Р) .Q 
Эи (1 -  р«)2

Так как Эх*/Эи < О, ставка агента уменьшается с падением 
вероятности выигрыша 1/и, несмотря на одновременный рост 
призовой суммы Рих.

♦  Задача 7.5. Рассмотрите следующие элементарные функ­
ции полезности, где а , Р — положительные параметры:

• ы(х) = ах  -  рх^, где х < а/(2Р);

• м(х) = - а х “Р;
• м(х) = а  -

• м(х) = а  + pinx.
а) вычислите меру абсолютной и относительной несклон­

ности к риску для каждой из функций. Охарактеризуйте 
меры несклонности к риску как возрастающие, убыва­
ющие или постоянные;
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б) для двух последних функций найдите значение гаранти­
рованного эквивалента и вознаграждения за риск, если 
всего п возможных исходов, каждый с вероятностью р., 
где / = 1, п.

Решение.
Напомним, что меры несклонности к риску позволяют 

охарактеризовать предпочтения агента, не любящего риск. 
Абсолютная несклонность к риску обозначается р(х) и рассчи­

тывается по формуле р(лг) = -  . где и (х) — элементарнаяи
функция полезности агента. Относительная несклонность к риску
обозначается г{х) и рассчитывается по формуле г(х) = хр(х).

А.
• Для ы(х) = а х - р х ^

Находим первую и вторую производную функции полез­
ности:

м'(х) = а - 2 Р х ,  «"(х) = -2 р .
Подставляя значения ы'(х) и ы"(х) в уравнение о5сол/отном 

несклонности к риску, имеем

и’\х) 2р 
^ ы'(х) а  -  2Рх ■

Чтобы охарактеризовать поведение функции р(х), вычислим 
ее производную:

2

> 0 .dx
2р

l , a - 2Pxj

Так как производная d^{x)/dx имеет положительное значение, 
делаем вывод, что м(х) обладает в о з р а с т а ю щ е й  мерой 
абсолютной несклонности к риску

Используя значение р(х), найденное выше, находим ошно- 
сительную несклонность к риску.

2Вх
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Так как производная г(х) имеет положительное значение: 
dr(x) 2ар

dx (а  -  2^ў
>0 ,

функция и(х) обладает в о з р а с т а ю щ е й  мерой относитель­
ной несклонности к риску.

• Для и(х) =
Вычисляем первую и вторую производную функции полез­

ности:
и'{х) = арх"Р" ',  и"(х) = a p ( - p - l ) x - P - ^

Следовательно, мера абсолютной несклонности к риску имеет 
вид

Вычисляя производную p(jc), имеем
^р(х) - Р - 1  

dx
откуда делаем вывод, что функция и (х) обладает убы ваю щ ей  
мерой абсолютной несклонности к риску.

Находим выражение меры относительной несклонности к 
риску:

г(х)=хр{х) = р + 1.
Заметим сразу, что р + 1 — константа, и относительная не­
склонность к риску при данной функции полезности имеет 
п о с т о я н н о е  значение.

• Для и{х) = а - е"Р*
Находим первую и вторую производную функции полез­

ности:
и'{х) = pe-P^ и"(х) = -  Р^е-Р\
Используя формулу для вычисления меры абсолютной 

несклонности к риску, обнаруживаем, что
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Отсюда ясно, что р(л:) не зависит от значения х. Мера абсо­
лютной несклонности к риску п о с т о я н н а я .

Отметим, что мера относительной несклонности к риску равна
г(х) =хр(х) = Рх.

Так как Р — положительный параметр, то г(х) увеличивается 
приросте X . Приходим к выводу, что функция полезности ы(х) 
обладает в о з р а с т а ю щ е й  мерой относительной несклон­
ности к риску.

• Для ы(х) = а  + pinx
Вычисляем первую и вторую производную данной функции 

полезности:

ы'(х) = ^ ,  и"{х) = - ^ .
X  Х^

Находим меру абсолютной несклонности к риску:

pW  = _ ! ^ 2 . i ,
« (х) X

Очевидно, что при увеличении х значение р(х) падает, 
т.е. функция полезности обладает у б ы в а ю щ е й  мерой абсо­
лютной несклонности к риску.

Мера относительной несклонности к риску равна единице, 
так как

/-(х) =хр(х) = 1.
Следовательно, функция полезности отражает п о с т о я н н у ю  
относительную несклонность к риску.

Б.
• Для м(х) = а  -  е“Р"'

Выпищем функцию ожидаемой полезности:

Еы(х) = ) -  ехрЬрх.}) =
/ = 1 ы \

п
= а-Хл-ехр{-Р^/}-

;=1

Гарантированный эквивалент х* находится при условии 
Ем(х) = м(х*).
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Приравнивая функцию ожидаемой полезности к значению 
элементарной функции полезности в точке jc*, получаем урав­
нение

П
а -Хл-ехрЬРх,} = а  - ехр{-рх*}.

/=1

Выражая х*, находим гарантированный эквивалент:

2 ) ;1,ехр(-Рл:,)
/=1

Вознаграждение за риск — это разность между ожидаемым 
доходом при данной функции полезности и гарантированным 
эквивалентом набора х. Ожидаемый доход — это математи­
ческое ожидание дохода.

Находим, что выражение вознаграждения за риск имеет вид

Ах = Ех -  X* = R
/ = 1  Р

Х лехрЬ Р х,}
/ = |

• Для M(x) = a  + pinx
Функция ожидаемой полезности имеет вид

п п п
Еи(х) = ^PiU(Xi) = + р Inx.) = а  + Р ^ Л  ■

(=1 /=1 /=1
Используя условие Ем(х) = м(х*), выписываем уравнение, ре­
шением которого является значение гарантированного эквива­
лента набора х:

/=1

Выражая х*, находим гарантированный эквивалент

/=1

Следовательно, вознаграждение за риск задано уравнением

Дх = Ех -  X* = Х лЛ - -  •
/ = |  1=1
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♦  Задача 7.6. Предположите, что и(х) и v(x) — возраста­
ющие, вогнутые функции полезности. Пусть к н I — 
фиксированные величины, а С, и Cj — произвольные 
константы;

а) пусть и(х) обладает свойством постоянной абсолютной 
несклонности к риску, т.е. известно, что р(х) = А:. По­
кажите, что функция полезности имеет вид

«М  = С г - ^ е - ‘>;

б) пусть v(x) обладает свойством постоянной относитель­
ной несклонности к риску, т.е. известно, что г{х) = /. 
Покажите, что функция полезности имеет вид

v(x) = Cj, если Ы 1 ;

v(x) = С, 1пх + Cj, если / = 1.

Решение,
А. Абсолютная несклонность к риску определяется уравне­

нием

и'{х)

Пусть /(х ) = 1пм'(х). Тогда
f ix )  = и'\х)/и\х) = -р(х) = -к.

Интегрируя f\x ) , имеем

/(х) = InM'W = -кх + Ср,
где Cq — некая константа. Преобразуя уравнение 1пм'(х) = 
= -кх + Cq , находим выражение первой производной функции 
полезности:

ы'(х) = С,е"*^
Интегрируя и'{х), получаем нужный результат;

к«(х) = С2- ^ е - * "
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Б. Относительная несклонность к риску определяется 
уравнением

Г(Х)  = - Х - ; У ^  = 1.v(x)
Действуя так же, как в п. А, обозначим Дх) = lnv'(jc). Тогда 

производная функции Дх) имеет значение
/'(X ) = v"(x)/v'{x) = -г(х)/х = -1/х.
Интегрируя f'{x), получаем выражение логарифма произ­

водной функции полезности;
Дх) = Inv'(x) = -/In x  + Ср,

где C(j — произвольная константа. Отсюда следует, что

v'(x) = С,х“'.
Интефируя v'(x), получаем нужный результат:

• если / ^  1, функция полезности имеет вид

v(x) = - j ^ x ' - '  + C2;

• если / = 1, функция полезности задана уравнением
v(x) = Cjlnx + Cj.

7.2. АСИММЕТРИЧНАЯ ИНФОРМАЦИЯ

•  Задача 7.7. Рассмотрите следующую проблему взаимоот­
ношений между владельцем фирмы {В) и рабочим {А). 
Рабочий выбирает уровень усилий s, где О < s < 1. 
Объем выпуска фирмы равен q, с вероятностью s и 

с  вероятностью 1 -s , где q^> q̂ . Владелец выпла­
чивает рабочему зарплату и>р если выпуск достигает 9,, 
и зарплату Wq, если выпуск достигает q̂ . Функции ожи­
даемой полезности рабочего и владельца имеют вид
М'* = + (1 -^)И'д- 5 ,̂

= ^(9, -»V,) + (1 -5)(9o-Wq),
где — ожидаемая полезность рабочего, а — ожи­
даемая полезность владельца:
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а) используя метод обратной индукции, охарактеризуйте 
равновесные значения w,, w ,̂ s, и'̂  и ы* при условии, 
что усилие S ненаблюдаемо;

б) вычислите значение s, максимизирующее совместную 
полезность рабочего и владельца;

в) сравните максимально возможную совместную полез­
ность рабочего и владельца с суммой значений и ы ,̂ 
найденных в п. А.

Решение.
А. В условиях равновесия рабочий выбирает значение s, 

максимизирующее его ожидаемую полезность. Дифференцируя
по J и приравнивая результат к нулю, имеем du'̂ /ds = 

= W, -  Wq- = 0. Функция ожидаемой полезности рабочего 
достигает максимального значения при уровне 5 = (w,-Wq)/2. 
При любых значениях w, и Wq рабочий выбирает уровень уси­
лий, следуя этому выражению.

Владелец максимизирует свою функцию ожидаемой полез­
ности, учитывая офаничение 5 = (W |-W q)/2. Так как значение 
м® уменьшается с ростом Wq, оптимальная зарплата Wp = 0 . 
Тогда функция ожидаемой полезности владельца задана уравне­
нием

W
= 5(9, -  W,) + (I -  S)(9o -  W*) = ^ (9 , -  W,) + %■

Условием первого порядка является равенство нулю частной 
производной по W,:

0.
8w, 2 '

Выражая w,, получаем, что при равновесии и», = vf*, = 
= 5 = 5* = Подставляя найденные
значения Wp Wq и s* в и'* ц и̂ , находим ожидаемую по­
лезность для рабочего и для владельца:

(и^)* = s'{q̂  - W,*) + (1 -  s*)ĝ  = ■ -  ~ + о̂-
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в. Вычислим сумму функций ожидаемой полезности 
и'̂  + и®:

и'̂  + = sq, + (1 -  ŝ .
Выпишем условие первого порядка;

ЭСм'* + и )̂
ds ■= 9| -  9о“ = 0.

Из этого уравнения вытекает значение s, максимизирующее 
совместную ожидаемую полезность рабочего и владельца. По­
лучаем J = 5* = (9| - 9о)/2. При 5 = 5*

(и̂  + и^У = s*q, + (1 -  s*)q̂  - {s*f = + q̂ .

В. Вычисляя сумму и'̂  = {и'̂ У и = {и^У, получаем 
выражение

Делаем вывод, что (м'̂  + ы̂ )* > (w'*)' + (« )̂*, так как

Следовательно, максимально возможная совместная ожидаемая 
полезность владельца и рабочего превышает сумму максималь­
но возможных ожидаемых полезностей владельца и рабочего 
раздельно.

♦  Задача 7.8. Наниматель предлагает рабочему следующий 
контракт; при производительности 9, рабочий получает 
зарплату w = w,, а при производительности q, — 
зарплату w = ŵ , где q, > ?2- Рабочий прикладывает 
усилие г = Kff, rĵ , где r̂ j > r̂ . Если г = производи­
тельность рабочего равна q, с вероятностью а если 
г = /•̂_, его производительность равна 9, с вероятностью 

где Pfj > Pî . Предпочтения рабочего заданы элемен­
тарной функцией полезности «(w, г) = 1п(и> + 1) -  г. 
Ожидаемая прибыль нанимателя при усилии рабочего 
rfj имеетвид = p„{q,-w{) + {\-pj )̂{q2 -W2 ), апрк
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усилии — соответственно 7t̂ _ = - w,) + (1 -pj) x 
X рабочий отказывается от работы, он из­
влекает нулевую полезность:

а) предполагая, что усилие рабочего наблюдаемо, вычислите 
оптимальные зарплаты v/̂  w ъ случаях, если рабочий 
прикладывает усилия r̂ j и соответственно. Найдите 
ожидаемую прибыль нанимателя при различных уровнях 
усилия рабочего. Определите, какой должна быть величи­
на q,-qi, чтобы усилие было оптимальным;

б) предполагая, что усилие рабочего ненаблюдаемо, вычис­
лите оптимальные зарплаты jv* и v/\. Найдите ожи­
даемую прибыль нанимателя при различных уровнях 
усилия рабочего. Определите, какой должна быть вели­
чина q,~ q̂ , чтобы усилие r̂ j было оптимальным.

Решение.
А. В случае п о л н о й  (симметричной) информации нани­

матель предложит рабочему с высоким уровнем усилий зарпла- 
ту зависящую от его итоговой производи­
тельности.

Пусть PCfj — уравнение ограничения, описывающего усло­
вие заинтересованности рабочего принять работу. Если полез­
ность, полученная от работы, не меньше нуля, рабочий согла­
сится с предложенной ему зарплатой. Условие согласия на вы­
полнение работы для рабочего, выбравшего уровень усилий 
описывается неравенством

PCfj=^p„\n{w, + 1) + { \ - р „ ) Ы у >2 + l ) - r „ > Q .

Прибыль нанимателя в этом случае имеет вид

Так как убывает при росте значений w, и Wj, нанимателю 
выгодно выплачивать по возможности самую низкую зарплату, 
т.е. зарплату, получаемую при приравнивании функции ожида­
емой полезности рабочего к нулю. Подставляя w, = Wj = 
и приравнивая к нулю, получаем

ln(̂ v̂ , + 1)- = О, 
откуда следует равновесная зарплата рабочего с усилием

Wfj = ехр{Г/̂ } -  1.
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Ожидаемая прибыль нанимателя в этом случае имеет вид 
Пн = Р„(Чх - V  + (1 -Рн)(Ь -  V  =

Подобным способом найдем равновесную зарплату рабоче­
го, выбравшего уровень усилий г̂ . Условием согласия на вы­
полнение работы для такого рабочего является неравенство

=/>iln(»v, + 1) + (1 -P[)\n{w2 + 1) > 0.
При наблюдении уровня усилий наниматель предложит ра­
бочему зарплату = »v, = w,. Задача максимизации прибыли 
нанимателя эквивалентна решению равенства РС^ = 0. 
Подставляя w, = Wj = в выражение РС ,̂ имеем

+ 1) -  = 0 .

Отсюда вытекает равновесная зарплата рабочего с усилием 
= exp{r̂ .} -  1.

Ожидаемая прибыль нанимателя в этом случае имеет вид

+ (1 -Pl )^92~^l ) =
= P i(9 i-9г) + 2̂ ~ + 1-

В условиях симметричной информации усилие Kfj является 
оптимальным тогда, когда > л̂ _, т.е. при условии

Рн̂ Ях - Яг) + Яг~ ехр{ Гц}-^1> Pĵ iqy - я,) + Яг~ ехр{ r j  + l.
Преображая это выражение, получаем условие для величины 
9, -  q̂ , при котором высокий уровень усилий будет оптималь­
ным:

exp{/v}-exp{r^}
q\~ qi> ;; ;; •Рн~ Pl

Б . В случае а с и м м е т р и ч н о й  информации нанима­
тель предложит рабочему зарплату, зависящую от его произво­
дительности: при итоговой производительности 9, наниматель 
в условиях равновесия выплатит рабочему зарплату w\, а при 
итоговой производительности q, — зарплату w*.

Так как усилие рабочего ненаблюдаемо, нанимателю нужно 
выбрать W* и так, чтобы у рабочего, выбравшего уровень
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усилий не было желания делать вид, что он предпринимает 
усилие Vfj. Представим это дополнительное условие в виде 
офаничения, подтверждающего, что ожидаемая полезность ра­
бочего выше, если он работает с усилием

p^^ln(w,+ 1) + (l-p/^)ln(W 2+ 1) >

> p^ l̂n(>V,+ 1) + (l-p^^)ln(W2+ 1)

Преображая, напишем это офаничение в следующем виде и на­
зовем его ICff-.

fCff = (Pff-P^^)[\n(wi + l ) - l n ( w2 +  \ ) ] - r „  +
Вспомним, что условие согласия на выполнение работы для 

рабочего, выбравшего уровень усилий имеет вид

PC jj =  Pff\n{w, +  1) +  Pjj)\n(w2 +  l ) - r ^ > 0 .

Задача нанимателя заключается в максимизации ожидаемой 
прибыли при наличии офаничений ICjj > О и PC ĵ > 0. Функция 
Лафанжа для этой задачи имеет вид Z, = 7Ĉ  ̂+ Х{РС̂ )̂ + |J.(/C^ )̂, 
где iZff = Ph(^i ~ w,) + (1 - РнМЯг-У^ )̂ и А., ц — множители 
Лафанжа. Вычисляя и приравнивая к нулю частные производ­
ные Z, по w, и Wj, имеем

= -Pff + X Рн
W, +  1 + Н = 0,

1 +  X f 1 -  /'я  1 Рн- Pl " =  0
+  1

V i  /
+  1V 2 /

Ы

Ы
dŵ
Проверим обязательность соблюдения офаничений ICff > О 

и PCfj > 0. Условиями Куна — Таккера являются неотрицатель­
ность множителей X, ц и равенство нулю выражений X(PCff) 
и [L(ICff).

Преображая уравнение Э1 /Эн>2 = О, имеем

Ml - Рн) - \̂ (Рн - P l)   ̂ 1 _
W2 + 1 Рн̂

1- Р я
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Следовательно, чтобы условие А,(РС^) = О удовлетворялось, 
необходимо, чтобы 0 .

Теперь предположим, что |х = 0. Из уравнений dL/dw, — О 
и BL/dWj = О следует, что w, = = А, -  1, но эти значения 
>v, и Wj не удовлетворяют условию /С^ > 0. Тогда > О, и 
условие Î(/C^ )̂ = О соблюдается, только если /С ^=  0.

Решая систему уравнений = О и /С^ = О, находим 
значения w* и w j, максимизирующие ожидаемую прибыль 
фирмы в условиях асимметричной информации;

W* = ехр{а}-1, »v*2 = ехр{р}-1,

Рн - Pl Рн ~ Pl
При этих зарплатах ожидаемая прибыль фирмы при усилии 

рабочего г" — имеет вид

-  w*|) + (1 -Р„){Я2 -  м'*2> =

=Рн(^\- «}) + (! -Рн)(Ь ~ Р}) + 1. 
а при усилии рабочего г = г̂ . она задана уравнением

=Pii4x - ехр{а}) + (1 -Р 1 )̂{Я2 - ехр{ р}) + 1.

В условиях асимметричной информации усилие являет­
ся оптимальным тогда, когда > jt̂ _, т.е. при условии

р,,(9,-ехр{а}) + (1-/>я)(^2“ ®^Р{Р})+ • >
> - ехр{а}) + (1 -Pi){q2 - ехр{Р}) + 1.

Преображая это неравенство, получаем
9,-92 > ехр{а} -ехр{р}.



ЗАДАЧИ 
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО 

РЕШЕНИЯ

Задача 1

Докажите, что если предпочтения удовлетворяют свойствам 
рефлексивности, полноты и транзитивности, то для любых на­
боров А п В, если кривая безразличия, которой принадлежит 
набор А, пересекается с кривой безразличия, которой принад­
лежит набор В, эти кривые безразличия совпадают.

Задача 2

Рассмотрите функции полезности в потреблении благ X  и Y, 
где X и — количество каждого из благ соответственно:
• £/(х, J )  = 1пх + у;
• U(x, у) = где а , Р > 0;
• U(x, у) = е^.

Для каждой из функций требуется выполнить следующее.
1. Определите, монотонна ли функция и является ли она ква- 

зивогнутой.
2. Запишите уравнение кривой безразличия и определите ее 

наклон. Является ли кривая безразличия выпуклой?
3. Определите, является ли функция полезности однородной.
4. Найдите маршаллианские функции спроса на блага X  и У.
5. Выведите косвенную функцию полезности.
6. Подтвердите справедливость равенства Роя.
7. Выведите хиксианские функции спроса на блага X  и У. 

Симметричны ли они?
8. Найдите функцию расходов и определите, является ли она 

вогнутой по ценам.
9. Подтвердите справедливость леммы Шепарда.
10. По функции расходов восстановите функцию косвенной 

полезности.
11. По функции косвенной полезности восстановите функцию 

расходов.
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Задача 3

Рассмотрите функцию полезности U{x, у) = min{x,
1. Изобразите графически кривые безразличия. Используя ри­

сунок, покажите, что предпочтения слабо монотонные.
2. Найдите маршаллианские функции спроса на блага X и Y.
3. По функции спроса объясните, увеличивается ли при общем 

росте дохода потребителя часть его расходов на благо X
х'”Р  

(-■  i f ) -
4. Выпишите функцию косвенной полезности.
5. Найдите функцию расходов.

Задача 4

Рассмотрите функцию полезности U(x, д') = ах  + Vy, где 
а  > 0.
1. Определите, является ли функция полезности однородной? 

Если да, то какого порядка? Если нет, является ли она гомо­
тетичной?

2. Выведите уравнение кривой безразличия. Имеет ли она от­
рицательный наклон и является ли выпуклой? Объясните.

3. Найдите маршаллианские функции спроса на блага X  ц Y.
4. Установите порядок однородности маршаллианских функ­

ций спроса. Как свойства эластичности функций спроса за­
висят от установленного порядка их однородности?

Задача 5

Рассмотрите функцию расходов е{Р ,̂ Р̂ , и) = 2^Р^Руехр{и).
1. Является ли функция расходов однородной по ценам? Если 

да, то какого порядка?
2. Является ли функция расходов вогнутой по ценам? Объяс­

ните.
3. Найдите хиксианские функции спроса для благ X  и У.
4. Выведите косвенную функцию полезности V, используя 

условие V{P^, Ру, е(Р ,̂ Р̂ , и)) = и.
5. Является ли косвенная функция полезности однородной по 

ценам?
6. Выведите маршаллианские функции спроса для благ X w У. 
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Задача 6

Предположите, что существуют два блага X  и У. Маршал- 
лианский спрос х" на благо X  не зависит от цены блага У

(т.е. ——  = О). Если спрос на благо X  эластичен по цене, ка-
укова его эластичность по доходу?

Задача 7

Полезность потребителя, который покупает только това­
ры G и услуги S, задана следующей функцией; U(G, S) = 
= aln((?-20) + ( l-a ) ln ( .S -1 0 ) ,  где О < а  < 1.
1. Выведите спрос потребителя на товары как функцию от 

цены Рд, цены услуг Р  ̂ и его дохода М.
2. Если цена единицы товара составляет 10 тыс. руб., а едини­

цы услуги — 20 тыс. руб., сколько единиц товаров может 
купить потребитель за год при доходе 1 млн руб. в год?

3. Если доход потребителя возрастет на некоторую величину, 
насколько увеличится его спрос на товары? Рассчитайте эф­
фект дохода.

4. Если цена единицы товара снизится на некоторую величину, 
насколько увеличится спрос потребителя на товары? Рас­
считайте эффект замещения.
Задача 8

Рассмотрите функцию полезности U(x, у) = 1пх + у. Задача 
максимизации полезности имеет касательное решение, в ре­
зультате чего при изменении цены блага X  с Р, до Р̂  эффект 
дохода отсутствует. Эквивалентная вариация EV  измеряется 
областью под хиксианской кривой спроса в интервале между Р, 
и 2̂ после изменения полезности потребления вследствие 
изменения цены. Компенсирующая вариация CV измеряется 
областью под хиксианской кривой спроса в интервале между /*, 
и /*2 изменения полезности потребления. Излишек потре­
бителя CS измеряется областью под маршаллианской кривой 
спроса в интервале между P̂  и Р̂ -
1. Выведите хиксианскую функцию спроса.
2. Выведите маршаллианскую функцию спроса.
3. Установите, зависят ли обе функции спроса от дохода.
4. Покажите, что в случае изменения цены блага X  справед­

ливо следующее равенство; E V — CV= CS.
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Задача 9

Рассмотрите производственные функции F{L, К ) и G{L, К), 
где труд L  и капитал К  — факторы производства. Известно, 
что G{L, К) является монотонной трансформацией F{L, К).
1. Покажите, что Ғ ц. G обладают одинаковой эластичностью 

замещения.
2. Покажите, что эластичность замещения труда капиталом 

равна эластичности замещения капитала трудом.
Задача 10

Средние издержки фирмы равны предельным издержкам при 
любом объеме выпуска. Покажите, что в этом случае функция 
издержек фирмы имеет вид С = ку, где к — константа.

Задача 11

Производственная функция фирмы задана уравнением

= /(х ,, Xj) = (ах,® + Рх®)о,

где X,, Xj — количество факторов производства; а , Р и ст — 
положительные параметры, притом что а  < 1.
1. Найдите функции условного спроса на факторы производ­

ства и выпишите функцию издержек фирмы. Покажите, что 
АС = МС при любом значении у.

2. Предположите, что фирма является единственной на рынке 
и рыночная цена равна Р. Опишите функцию предложения 
фирмы при разных значениях Р> 0.
Задача 12

Объясните, почему условием максимизации прибыли моно­
полиста является равенство предельной выручки и предельных 
издержек.

Задача 13

Монополист имеет функцию издержек С = ку^ + Ғ, где 
у — объем выпуска, Ғ — постоянные издержки, константа 
Л: > О и параметр р > 1. Уравнение Р  = к/у' ,̂ где О < а  < 1, 
описывает обратную функцию спроса для рынка, обслужива­
емого монополистом.
I. Вычислите цену Р*, максимизирующую прибыль монопо­

листа. Чему равна прибыль монополиста при этой цене?
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2. Предположите, что фирма не является монополистом. Най­
дите цену Р, которую установит фирма в условиях совер­
шенной конкуренции.

3. Государство дает монополисту фант размером Лу, где А — 
постоянная величина. Найдите значение А, при котором 
оптимальная цена, установленная монополистом, будет рав­
на Р.
Задача 14

Используя закон Вальраса, объясните, как можно вычис­
лить функцию избыточного спроса на благо п, если известны 
функции избыточного спроса на блага 1, ..., я - 1.

Задача 15

Экономика обмена состоит из двух потребителей и двух 
благ. Функции полезности потребителей имеют вид

= m in{a,xf, = min{P,x

где X; и x f ( / = 1, 2) — количество блага /, приобретаемое 
потребителями А и В  соответственно. Параметры а , , а̂ , 
Р| и Pj — положительные. Потребители владеют начальными 
запасами оУ* = (/J"̂ , /{j) и оэ* = (Лр R^)- Пусть Р — цена 
первого блага, выраженная через цену второго.
1. Найдите уравнение кривой предложения {offer curve) потре­

бителя А. Вычислите спрос потребителя А на блага 1 и 2. 
Как изменение значений a^, R'l, R 2  и Р  влияет на 
спрос?

2. Вычислите спрос потребителя В  на блага 1 и 2. Напишите 
уравнение, решением которого является равновесное значе­
ние параметра Р.
Задача 16

Рассмотрите экономику обмена, состоящую из двух потре­
бителей {А к В) тл двух товаров. Потребление второго товара 
потребителем В влияет на уровень полезности потребителя А. 
Предпочтения потребителей заданы функциями полезности

X," 2̂
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где Xg и Xf ( /=  1, 2) — количество блага /, потребляемое 
участниками А и В  соответственно; а , , t t j  и р — поло­
жительные параметры. Начальные запасы заданы векторами
со'̂  =  (О, 1) и со -  (1, 0).
1. Вычислите относительную цену Р, обеспечивающую равно­

весие рынков в данной экономике.
2. Пусть а , = a j = 1. Найдите равновесное количество това­

ров при обмене.

Задача 17

Рассмотрите следующую игру в нормальной форме:

Ифок В

(5;3) (0; 1)

( 1; 0) (3; 5)

2 .

3.

Охарактеризуйте равновесие в чистых и смешанных страте­
гиях.
Игрок В может добавить стратегию by Набор (а,; Ь̂ ) 
соответствует выигрышам (2; 4), а набор {а,, Ь̂ ) — выиг­
рышам (3; 1). Покажите, что если игрок В  добавит к своим 
стратегиям Ь̂ , то набор {а,, будет равновесием в чис­
тых стратегиях.
Пусть игроки выбирают стратегии последовательно. Пред­
ставьте игру в экстенсивной форме в случае, когда игрок А 
делает первый ход, и в случае, когда игрок В делает первый 
ход. Охарактеризуйте совершенное в подыграх равновесие в 
обоих случаях.

Задача 18

Две фирмы обслуживают один рынок. Обратная функция 
спроса задана уравнением Р  = А- q, - q,. Функции издержек 
имеют вид; С, = cq̂  w С, = cq,. Величина q. — объем выпус­
ка фирмы, i — 1 ,2. Параметр с — положительная величина, 
и А > с.
1. Вычислите совместную прибыль фирм, если они конкуриру­

ют по моделям Курно и Штакельберга. Какова была бы при­
быль первой фирмы, если бы она являлась монополистом?
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2. Объясните, какую цену устанавливают фирмы в долгосроч­
ном периоде, если они конкурируют по модели Бертрана.

3. Пусть — прибыль первой фирмы в том случае, если она 
является монополистом. Рассмотрите игру по модели Бертра­
на, состоящую из бесконечного количества периодов. В каж­
дом периоде фирмы делят монополистическую прибыль по­
полам при условии, что ни одна из них не назначает цену 
ниже монопольной. С каждым периодом, начиная со второ­
го, прибыль фирм умножается на положительную величину 
t  < I , т.е. после п периодов прибыль первой фирмы равна

— Найдите ограничение на т , при котором первая 
2 1=1

фирма не будет устанавливать цену меньше монопольной в 
каждом периоде.
Задача 19

Предпочтения агента заданы элементарной функцией по­
лезности u(w) = -w~ ,̂ где W — его доход и Р 0. Агент 
принимает участие в следующей игре: с вероятностью />, он 
получает сумму, равную Z ,, и с вероятностью (1 -  />[) — сумму, 
равную Zj.
1. Выпишите функцию ожидаемой полезности агента. Найди­

те значение гарантированного эквивалента и вознагражде­
ние за риск.

2. Предположите, что Zj = 0. Используя уравнение возна­
граждения за риск, определите, при каких значениях Р 
агент не склонен к риску.
Задача 20

Пусть и(х) — элементарная функция полезности. Покажи­
те, что и(х) и v(jc) = ки(х) + I, где к и I — константы, 
обладают одинаковой мерой абсолютной и относительной не­
склонности к риску.

Задача 21

Рассмотрите взаимоотношения между экономистом (А) и 
фирмой (В). Фирма нанимает экономиста, предлагая ему зар­
плату W = W,, Wj. В зависимости от опыта экономиста фирма 
получает прибыль 9 = ?2- Экономист может быть опытным
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(i =  1) или неопытным {s = 0 ) .  Если он опытный, фирма 
получает прибыль с вероятностью и прибыль д, с ве­
роятностью 1 - Pfj, а если неопытный, фирма получает при­
быль 9 , с вероятностью и прибыль q, с вероятностью 
1 - Pl- Элементарные функции полезности экономиста и фир­
мы имеют вид

=  1пи>-C(s), u^ = q-w,
где С(5) — везде дифференцируемая и возрастающая функция.
1. Предполагая, что степень опытности экономиста известна 

фирме, выпишите условие, при котором фирме выгоднее 
нанимать опытного экономиста. Какие зарплаты w, и w, 
будет предлагать фирма опытным и неопытным экономис­
там соответственно?

2. Предполагая, что степень опытности экономиста неизвест­
на фирме, найдите зарплату w ,, при которой экономист, 
который примет должность, будет опытным.
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