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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемое вниманию читателя учебное пособие 
составлено на основе опыта многолетнего преподавания 
авторами курса высшей математики в Белорусской поли
технической академии. Оно написано в соответствии с 
программой курса высшей математики в объеме 350—400 
часов для инженерно-технических специальностей вузов.

Для освоения курса высшей математики самостоятель
ная работа студентов является определяющей. При состав
лении настоящего пособия авторы стремились: во-первых, 
оказать помощь студентам в самостоятельном овладении 
методами решения задач по курсу высшей математики, 
во-вторых, дать достаточное число упражнений для выра
ботки навыков решения типовых задач, в-третьих, при
вести задачи, способствующие разъяснению основных 
математических понятий и их взаимосвязи. Это и опреде
лило структуру пособия. В начале каждого параграфа 
даются краткие теоретические сведения, необходимые 
для решения задач, затем приводятся типовые примеры 
с подробными решениями и задачи для самостоятельного 
решения с ответами. (В  данном пособии был использован 
ряд задач, взятых из известных сборников задач по выс
шей математике.)

У настоящего учебного пособия достаточно широ
кий адрес. Оно может быть использовано студентами 
инженерно-технических специальностей вузов всех форм 
обучения при подготовке к практическим занятиям, вы
полнении контрольных работ и индивидуальных заданий, 
а также преподавателями втузов при проведении практи
ческих занятий и организации самостоятельной работы
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студентов. Кроме того, пособие может быть полезно 
инженерам, а также тем, кто самостоятельно изучает 
высшую математику.

Пособие состоит из двух частей. В первую часть вклю
чены следующие разделы: элементы линейной алгебры 
и аналитической геометрии, введение в математический 
анализ, производная и ее приложения, неопределенный 
интеграл, определенный интеграл.

Авторы выражают глубокую благодарность рецен
зентам — коллективу кафедры высшей математики Бе
лорусского аграрно-технического университета (заведую
щий кафедрой — доктор физико-математических наук, 
профессор А. П. Рябушко) и коллективу кафедры высшей 
математики Минского радиотехнического института (за
ведующий кафедрой — доктор фнзнко-математических 
наук, профессор Л. А. Черкас) — за ценные замечания 
и советы, способствовавшие улучшению книги.

Все отзывы н пожелания просьба присылать по адресу: 
220048, Минск, проспект Машерова, 11, издательство 
«Вышэйшая школа».
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1. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 
И АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

1.1. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА
Комплексная плоскость. Алгебраическая форм* комплексного 

числа. Известно, что действительных чисел недостаточно для того, чтобы 
решить любое квадратное уравнение с действительными коэффициен
тами. Простейшим из квадратных уравнений, не имеющих корней среди 
действительных чисел, является

х2 + 1 = О,
Необходимо расширить множество действительных чисел до такого 

множества, в котором уравнение I =0 уже имеет корень. В каче
стве «материала», из которого будет строиться это множество комплекс
ных чисел, возьмем точки плоскости.

Пусть на плоскости выбрана прямоугольная система координат. 
Условимся обозначать точки плоскости строчными буквами греческого 
алфавита а, р. у, ... и записывать точку а с абсциссой а н ординатой Ь 
так: (а, ft), т. е. а =  (а, ft).

Суммой точек а =  (а, ft) и р =  (с, d) будем называть точку
ot -f- р = (й с, Ь -1- d).

Произведением точек а = (а, ft) и 0 = (с, d) называется точка 
ар = (а, Ь) (с, d) = (ас — bd, ad + be).

Эти две операции обладают всеми основными свойствами, прису
щими операциям в множестве действительных чисел: они коммутативны, 
ассоциативны, дистрибутивны и для них существуют обратные опера
ции: вычитание и деление (кроме деления на нуль).

Разностью а — fl точек а =  (а, 6) и р = (с, d) называется точка 
(дс, у), такая, что (с, d) -\- (.с, у) = (а, 6), (с + х, d + y) =  (a, ft). Отсюда 
с + х = a, d + у = Ь. Тогда х — а — с, y — b — d. Итак,

а — Р = (а, Ь) — (с, d) — (a — c, b — d).
Точка 0(0, 0) является нулевой. Точкой, противоположной а = 

= (о, Ь). будет точка —<*={—а, —Ь).
Частным ~  точек а =  (a, ft) u Р = (с, d) называется точкаР (с, d) v

(*. у), такая, что выполняется равенство — (х, у). Отсюда (а, Ь) =
= (с, d) (х, у) или (а, 6) = (сл — dy, dx +  су), т. е.

сх — dy = а, 1 
dx + cy = b.f
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Решая полученную систему, находим:
ас -+- bd be — ad
с2 +  d2 '  ̂ с2 + d2

Таким образом,
ас + bd be — ad \

р V с2 -f- d2 с* + d2 )-)
Положив р = а, получим

т. е. единицей при умножении служит точка (1, 0). 
При а = 1 имеем

т. е. точку, обратную точке (S = (с, d).
Таким образом, построено множество чисел, изображаемых тачка

ми плоскости, и определены операции над этими числами. Это множе
ство называется множеством комплексных чисел и обозначается С.

Рассмотрим точки, лежащие на оси абсцисс, т. е. точки вида (о, ОХ 
Ставя в соответствие точке (а, 0) действительное число а, получаем 
взаимно однозначное соответствие между указанным множеством точек 
и множеством всех действительных чисел. Применяя к точкам (а, 0) 
формулы сложения и умножения, имеем:

Таким образом, точки (а, 0) складываются и перемножаются друг 
с другом как действительные числа.

Покажем, что среди комплексных чисел содержится корень урав
нения ^ + 1  =  0, т. е. такое число, квадрат которого равен действи
тельному числу — I. Это точка (0, 1), лежащая на оси ординат. Дейст
вительно,

Условимся обозначать эту точку буквой i =  (0, I ), так что i2 =  — 1.

Комплексное число i называют мнимой единицей, число а — дейст
вительной частью числа а (обозначают а — Re а), а число ib — его 
мнимой частью (обозначают ib =  !m а ). Выражение a + ib называется 
алгебраической формой комплексного числа а. .

Плоскость, все точки которой отождествлены с комплексными 
числами, называется комплексной плоскостью. Ось абсцисс этой плоско
сти называется действительной осью, так как ее точки изображают 
-действительные числа, а ось ординат — мнимой осью.

(а, О) + (Ь, 0) =  (а + Ь, 0),
(а , 0 ) ( 6 , 0 ) =  (aft —  0 , о  • 0  +  0  - 6 ) =  (ab,  0 ).

(0, 1)(0, 1 > = (0 - 0 — 1 ■ I, 0 - 1  +  I - 0) =  (— 1, 0)=  - 1.

Используют также запись = i. Тогда:

(fr =  (0, 1)(Ь, 0) =  (0 - Ь -  I - О, 0 -0 -1- I -6) =  (0, Н
о = (а, Ь) =  (а, 0) + (0, 6) =  <1 4- ib.
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Число а — IЬ называется сопряженным к числу а = а -|- ib и обозна
чается а.

Приведем операции над комплексными числами в алгебраической 
форме:

1) (о + ib) + (с + id) — (а + с) + 1(6 4- dy,
2) (a + ib) — (c + id) =  (o - c )+ i(* - d ) ;
3) (а +  ib) (с + id) = (ас — bd) + i(bc + ad);

а -j- ib (a + ib) (c — id) ac + bd + i(bc — ad) _  ac + bd
’  * 1 ~  T" I • J4 / . ТТГ .2 I j 2 .2 . 7 ? I

+ i

c + id 
be — ad
e5 -(- rf2

(c +  irf) (c — id) cl +  <r

Тригонометрическая форма комплексного числа. Число r=~<Jx' + у2 
называется модулем комплексного числа z~x-\-iy и обозначается 
|2 ). Модуль числа г равен расстоянию от точки Л), изображающей это 
число, до начала координат (рис. 1.1).

Всякое решение ф системы уравнений
■ Ч> = x/^Jx2 + у\ )

~ чsin 4) = у/л/х2 + г
называется аргументом комплексного числа 
г = .* + iy. Все аргументы числа г различают
ся на целые, кратные 2л, н обозначаются 
единым символом Argz. Каждое значение 
аргумента совпадает с величиной <р некото
рого угла, на который следует повернуть ось 
Ох до совпадения ее с рад и усом-вектором
ОМ точки М (при этом <р >  0, если поворот 
совершается против хода часовой стрелки, 
и if <  0 в противном случае).

Значение Arg 2, удовлетворяющее условию 0 <  Arg 2 <  2л, назы
вается главным значением аргумента и обозначается arg 2. В некото
рых случаях главным значением аргумента называют значение Arg 2, 
удовлетворяющее условию — л < Arg г <  л.

Для всякого комплексного числа справедливо равенство
2 = |z| (cos ф + i  sin <р) = r(cos <f> + / sin >f),

где |z| = г; ц> = arg г Такая форма записи называется тригонометри
ческой формой комплексного числа г.

Операции над комплексными числами в тригонометрической форме 
имеют следующий вид:

1 ) 2 |22 =  Г I (cos <р| +  / Sin q>t)/"2(C0S <р2 +  i  s in  ЧР2) =  (соз(ф| + ф 2) +  
+  < ?in (qn  +  фтг));

. .  21 ГI (COS ф, + ( sin ф|) г, , , , , - ■ /2) —  = — у------р : :--   = — (cos (<pi — <рг) + 1 sm(<j>, — <рг));гг то (cos <j>2 + 1 Sin q>2) r2
3) г" =  (r(cos <j> i sin <p))” = г*(cos пц< i sin л<р)
Корнем п-й степени из комплексного числа г называется такое 

комплексное число г», п-я степень которого равна подкоренному числу. 
Справедлива формула

пГ  *Г ,---------------------------------------- г г ---; "Г /  ф+2л6 , . . <» + 2л6\2*=-уг = д/г(со$ ф + < sin у) = л]г1 cos—— ---- 1-‘ sin —— --- 1 , ( 1.1)



где У  г — арифметический корень степени п\ к = 0, п — I. Геометри
чески эти п значений корня г» представляют собой вершины правиль
ного «-угольника, вписанного в окружность радиусом \/7 с центром 
в точке 0(0, 0). Вершины я-угапьннка имеют полярные координаты
( у ? + ы « у  * _ г ^ п .

Примеры
1. Выполнить следующие действия:
а) (1 + 20(4-3/); б) (1
в) ± ± .3 + 2 (
Реш ение, а) (1 +  2t)(4 — 3() =  4 + Ы — 3/ — 6< — 

= |/2 =  — 11* =  10 + 5t.
б) Применим формулы сокращенного умножения;

(I -  О3 ~  (1 +  i f  =  ((I - 0  —{1 +»))«! -< ?+  ,
+  (1 - 0 ( 1  + 0  +  0  + 02) =  ( - 2 0 ( 1 - 2 < +  <2 + 1  -  1 +  

+  1 +  2/ +  /2) =  (- 2 0 (3  +  £2) =  |(2 =  -  11 =  - 4 t.
в) Умножив числитель и знаменатель дроби на выра

жение, сопряженное знаменателю, получим л
6 - «  _  (6-0 (3-21 ) _  18 — 3/ — 12. + 2f2_ =
3 + 2» (3 + 2t)(3-20 9 — 4(2

__ 16- 15( _  16 _  15 •
13 13 13 *

2. Найти корни квадратного уравнения:
а) х* +  4х+  13 = 0; б) 4*2- 2 х + 1 = 0 .
Реш ение, а) По формуле корней квадратной 

нення имеем: 
jc, г =  —2 ± -\/4 —-13 = — 2 ± 3i,

Х\ =  — 2 +- 3/, X i —  — 2  — 3i.
б) Имеем:

_  2 ±-\/4- 16 2 ± V - 12

2 ± 2л/з« _  I л/з . 
8 Т

* Здесь и далее при записи решений примеров все промежуткам 
выкладки мы будем заключать между вертикальными линиями.
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3. Найти действительные корни уравнения
(1 + 0* + ( — 2 + 5 % =  — 4 + 17г.

Реш ение. Выделим влевой части уравнения действи
тельную и мнимую части:

( j t - 2 i f )  +  i ( *  +  5 y ) - - 4 + 1 7 * \

Приравняв действительные н мнимые части, получим:
х — 2у=  —4л 
х+ Ьу= \7, )

откуда Ту = 21, у =  3, х =  17 — by =  2.
4. Представить в тригонометрической форме числа,

изображенные на рис. 1.2: a) zt =  1 +/; б) г2 = — -\fZ — i; 
в) Zs = 2i; г) 74= —5.

Реш ение, а) Имеем: \гЛ =  -\j 12-4- 12 = cos (pi = 
= l/-^2, sin <pi = 1/^2, ф|=л/4, argZi=n/4. Тогда

1 + г =-y^cos + < sin -^.

б) Число |г2| =  д/( —д/з)2 +  (— I)2 =^[а~2 , cos(рз =
= —V^/2» sin фг = — 1 /2; следовательно, точка Zi на
ходится в третьем квадранте. Тогда arg гг = 7л/6 или 
argz2= —5л/6, а



или
г2 = 2(cos( -  -*я) + i sin( -  « я )).

в) Имеем: (2з1 =-\/02 -f- 22 = 2, arg гз = л/2,

2з — 2̂  cos у  4- i sin .

г) Так как |г4| = У ( —5)2_-M)s == 5, a argz< =  ft, то 
получаем

z4 = 5{cos л + 1 sin л),

5. Вычислить ( —-\/3 — /)5;
Реш ение. Запишем в тригонометрической ффрме 

число ~ л [з  — i:
— /̂з — i = 2^cos -̂ -л -f-t sin -g-̂ -

Тогда
( — ̂ 3 —/)5 = 25̂  cos-g-зх + (sin -I-л̂  =  2*̂ cos-2r-n -f- 

-f- i sin ~  л̂  =  32(cos{бл — л/6) -f i sin{6л — л/6)) =

—- 32^cos — / sin ^  =  32(i/3/2 — i/2) =  I б{-\/з — i).

6. Найти -{/—8.
Реш ение. Запишем —8 в тригонометрической форме:

— 8 — 8(cos л +  / sin л).

Применив формулу (1.1), получим

д/8{соб л -f- i sin л) =-\/8 ĉos n 4- i sin Л +32fen̂ . 

где A = 0, 1, 2. Подставляя значения k, получаем:

Zo =  2^cos у  + 1 sin ^  =  2^1 + /  =  1 -f (д/з,

= 2(cos л + г sin л) =  2( — 1 -f-/ • Q) =  —2,

й  -  2(cos I  +  i sin I )  =  2 (i-  -  1 Щ  -  1 -  ф
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Точки zo, Z\, Zi располагаются на окружности радиу
сом 2 с центром в точке 0(0, 0) и делят ее на три равные 
части (рис. 1.3).

7. Найти д/1 + i.
Реш ение. Запишем число 1+ ( в тригонометриче

ской форме. Имеем |z| =  -\j 12 + 12 = -\J2. Так как cos<p = 
= sin ф = 1/^2, то arg z =  л/4 и

1 -j- cos ~  +  i sin i^ .

Применив формулу (1.1), получим

7 Г Й  = -^л/2( cos ^  +  i sin =

= -V2(cos V 4+-2fe* + tsin "Л  + а * " ) ,

=  ^ c o s ( ^  +  | . * n ) + i s i n ( i  +  j b i ) ) ,

где 6=0, 1, 2. Для конкретных значений k имеем: 

Z o ^ ^ ^ co s^  + /sin-i0, Z\ =  -̂ /2 (cos Щ -fisin

22 =  ̂ 2 ( cos ~  +  i sin

Точки zo, zi, z2 расположены на окружности радиусом
и делят ее на три равные части (рис. 1.4).

8. Решить уравнение z* +  1 =  0.
п



Реш ение. Так как г* — — 1 — cos л + i sin я, то корни 
уравнения

Zk = У  — 1 = 1 (cos л +  i sin л) —
= 7T(cos +  i sin Ji±2£L),

где £ =  0, 3. Для конкретных значений к получим:

го = VMfcos -Ь < sin =■ ^j- +

г, =  VT ( cos f  + i sin I )  -  -  2§- +

а  =  У Г ( с о 5 ^ + ^ ) _  

a _ V T (c o s ^  + i s in i )  = ^ - ^ i .

9. Определить множество точек, удовлетворяющих 
данному условию: a) Rez = 5; б) Imz = 1; в) |г — »| <3.

Реш ение, а) Условие лс = 5 задает прямую, парал
лельную оси Оу (рис. 1.5).

Рис. 1А Рис.  1£

б) Так как
z2 = (x + iy f = АГ + 2ixy — у- = X* — IJ- + 2ixy,

то Im г2 — 2ху, и по условию 2ху = 1 или у — ^  (гипер
бола) (рис. 1.6).
12



в) Имеем:
\х + iy — i\ <  3, \х + i(y — 1)1 <3,

^Jx2 + (y - l f< :3 ,  х2 + ( у - l)2<9.
^го внутренность круга с центром в точке (0, 1) ii ра
диусом, равным 3 (рис. 1.7).

Задачи для самостоятельного решения

1.1. Выполнить следующие действия:
1) (1 + 20 (2 -  0; 2) (2 +  30(2 -  30: 3) (4 -  5if- 
4) (1 +2/)3; 5) | ± i ;  .6)

(Ответ: 1) 3 + 3t; 2) 13; 3) -9 - 4 0 t; 4) -11 -2 t;
5) |  + 6)1+2/.)

1.2. Решить уравнение:
1) *2 +  9 = 0; 2) x2 -  2x -  8 = 0; 3) *2 +  6* -  16 =0.

(Ответ: 1) ±3i; 2) 1±3(; 3) —3± 5i.)
1.3. Найти действительные решения уравнения

(1 + 2i)x + (3 — 5 i)y =  1 — 3 i.
(Ответ: x = —4/11, у = 5/П.)

В задачах 1.4— 1.7 выполнить указанные действия.

| Ответ: I) — 1 2 ; 2) 1.̂

13



1.5. l) ( - i+ o 5; 2) (л/зч-О5; 3) - i i ± L
_  ( i — /'V3)6

(Ответ: 1) 4 {l- (); 2) 16 (-V3 + /); 3) — i/4.)
1.6. 1) (1 - i f ;  2) (V 3 - / )e; 3) (2 -|-/Vi2)5. 

(Ответ: 1) 8/; 2) —64; 3) 512(1 —
1.7. 1) (1+2/)6; 2) (1+20*- C l- 2 0 s;

3) (I + %)* — (! - i f
(3 + 2if — (2 + if  

(Ответ: 1) 117 + 44/; 2) -76/; 3) , ~^ 3+ 5''.)

1.8. Найти все значения д/7 и изобразить их точками
на комплексной плоскости. ( Ответ: cos ^  / sin

У О <Э

fc =  0,“ ~5^

1.9. Записать в тригонометрической форме следующие 
комплексные числа; 1) z = —4; 2) z = 3/; 3) г = —2;
4) г  =  2 -  2/; 5) 1 -j-h /З ; 6) г  =  2 —  1л[\2\ 7) г  =

= — д/2 + /д/2. (Ответ: 1) 4(cos л +  < sin л); 2) з(со$ +

4-i sin у^; 3) 2 (coSy 4-/sin у ) ;  4) 2V2(cos( — л/4)4-

+ /sin( —л/4)); 5) 2^cos у +/sin у^; 6) 4^cos(^^ +

+ /sm (^£ )); 7) 2^cos^ i+ /$ in^ ).)

1.10. Вычислить; 1) 2) Ц ~2 -{- 2/; 3) -\/— 1.

(Ответ: 1) —/, 2) 1 +г, -  1.36 + 0.365/, 0,365-

-1,36/; 3) ±/,
1.11. Выполнить указанные действия:
1 ) ~\j—  1 4 ~i\ 2 ) ~\j — 8 4 " 8"^3/"

(Ответ: 1) -\/̂ (cos <p + / sin <p), ф=45°; 165°; 285°;
2) ± (У З  + /), ± (1-V 3/).)

1.12. Решить уравнение: .
I)  г3 — 8 = 0; 2) z4 + 4 =  0.

14



(Ответ: I) 2; — 1 ±Уз<; 2) ± l± t.)
1.13. Решить уравнение:
1) z4 — 3z2 + 4 = 0; 2) г4 — ЗОг2 + 289 = О.

(Ответ: 1) ±^7/2 ±1/2; 2) ± 4± /.)
1.14. Изобразить множество точек, удовлетворяющих

неравенству: 1) |г|< 2 ; 2) \г— I — П <  1. (Ответ:
1) внутренность круга радиусом 2 с центром в начале ко
ординат; 2) внутренность круга радиусом 1 с центром в
точке (1 ,1 ).)

В задачах 1.15— 1.17 выполнить указанные действия.

1.15. 1) (1+0*6; 2) ( - Ц ^ ) 20; 3) ( i - ^ z i ) 24.

(Ответ: 1) 212(1+0; 2) 29(1 - л /Si); 3) (2 - л /з)1'2.)
1.16. 1) У 2-21; 2) л[—4; 3) У - 2 7 .(Ответ: 1) -1 + 

+  /, +  2 ) | + / ,  1 _ / ,

3) ф ,  - ф ;  ^ L ,

U7' ■» Щ г  2) V ^ 7; 3» (0т‘
вег: 1) * =  0— 5Г.

2) + к - ™ :
3) ( T̂ c o s i l ^ „  +  i s i „ ^ t - » ) .  * _ 0 Г Г )

1.2. МАТРИЦЫ И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ
Матрицей размеров m на п (m X  п) называется прямоугольная 

таблица, составленная из тл  элементов некоторого множества. Будем 
пользоваться следующими обозначениями матрицы:

"он а 12 .. а,п U|l (Х [2 - й\п
Й21 <222 Д2п НЛН АтХ„ = Л2( <12 п

Дт1 . Отя ат Ля,? . Аящ

Матрица, элементами которой являются числа, называется чис
ловой.
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Элементы a,i, а,г, .... о,, составляют «-ю строку, а элементы а |(> 
огу, .... Чт{— /-Й столбец матрицы.

Матрица, у которой число строк равно числу столбцов, называется 
квадратной. В квадратной матрице

ап а и . а ы~
021 Й22 • аг*

а„\ О» 2 Опя

элсмбнти Он» >*■» fl(u> составляют главную диагональ.
Нулевой называется матрица, все элементы которой равны нулю; 

ее обозначают буквой О.
Диагональной называется квадратная матрица, у которой все 

элементы, стоящие ке на главной диагонали, равны нулю. Диагональ
ная матрица, у которой каждый элемент главной диагонали равен 
единице, называется единичной и обозначается буквой Е.

Матрица, полученная из данной заменой каждой ее строки столб
цом с тем ж номером, называется транспонированной. Ее обозначают А1.

Операции сложения и вычитания вводятся только для матриц 
одинаковых размеров.

Суммой (разностью) матриц АтУ „ и В тХ„ называется такая матрица 
СтХ**= АтХя + Впхт что С;; = а ,;± 6ф )=  I, п, /= I. т.

Произведением матрицы Атх« число а. называется матрица 
Вт , такая, что bij =  аа,;, i =  !, m, /=  I, п. Произведение матрицы 
А на число а обозначается aA и л и  A a.

Произведение матрицы А на матрицу В  вводится только в том 
случае, когда число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В, 
т. е. если А — матрица размеров т  X  «, а В  — размеров п X  k.

Произведением А В матрицы А „ Хл на матрицу В,*» называется 
матрица С „, *, элементы которой ci; находятся по формуле

П
Сц = 2 j. i

Из определения следует, что элемент с,, равен сумме произведений 
элементов i-й строки матрицы А и соответствующих элементов /-го 
столбца матрицы В.

Если матрицу А можно умножить на матрицу В, то из этого,
вообще говоря, не следует, что В  можно умножить на А.

Справедливы следующие свойства операций сложения и умноже
ния матриц (при условии, что они имеют смысл):

1) А + В = В + Л, А + {В + С) = (/4 + В) +  С;
2) (« + $)А = аА  +  0/4, а{А +  В) =  ссА +  a Я, (а§)А = a  (fiA),

3) А В ^ В А ,  А(ВС) = (АВ)С\
4) А{В + С) =  АВ +АС, С {А + В) — СА + СВ.
Целой положительной степенью Ak(k I ) квадратной матрицы 

называется произведение k матриц, каждая из которых равна А. Нуле
вой степенью квадратной матрицы А называется единичная матрица Е  
того же порядка, что и А, т. е. А0 = £.

Выражение Р(А} =  a<>Ak + atA*~' + ... +  a*£ называется много
членом от матрицы А. Если Р(А) — нулевая матрица, то А называется 
корнем многочлена.
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При меры
1. Даны матрицы

' З  2 
2

in  л а  I рпц 1я

- [ ?  I  J ] -  -
- 3  О 
— 4 I

Найти 3/4 + 2В.
Реш ение. Матрица

ЗА +  2В = '9 6 0'
+

- 6  0 - 2 '
3 6 - 9 - 8  2 2

3
- 5

6
8

2. Найти матрицу X , удовлетворяющую условию 
ЗЛ -Ь 2Х = £, если

А =
1 —  2 6 
4 3 - 8
2 - 2  5

Реш ение. Выражая X из данного равенства, по
лучаем

- 2 6 — 18" -1 3
-12 -8 24 = - 6 -4
- 6 6 -14 - 3 3

3. Даны матрицы
'3  - ГА = 4 - 2

3 - 1
4- 2]

Выяснить, существуют ли произведения АВ  и ЯЛ, и, 
если они существуют, найти их.

Реш ение. Произведение АВ  существует, так как 
знсло столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В.

— А а><аД -Р
—  1 
- 2

3 - Г
4 2
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С и С \2 С 13 2 5 - 5 '
С и С22 С 23 2 4 -8

Здесь:
гп — 3 • 1 +  ( — 1)* i =  2, C12 =  3 • 3 +  (— 1) * 4 =  5,
с,з =  3( — l)+ (— !)• 2 =  —5, c2.=4-1 + (-2 )-  1 =  2,
C22 =  4 • 3 + (—2) *4 =  4, C23 = 4{— !) + (— 2)*2= —8.

Таким образом,
AB = \* 5 - 5 ]

[2 4 - 8 J ’
Произведение BA не существует, так как число столб

цов матрицы В  не равно числу строк матрицы А.
4. Даны матрицы

" —.1 2 3 - 5 " "2 — 3"
1 0 4 3 1 4

- 2 3 0 0 , В  = 5 - 2
1 -1 3 2 3 4

Выяснить, существуют ли произведения АВ  и ВА, и, если 
они существуют, найти их.

Реш ение. Произведение АВ существует, так как 
число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В. 
Тогда

Си Ct-j

^4X2 - A AXiB 4X2- С2]
С31

С22

£ 3 2

=

С41 С42

— 1 2 3 - 5 ' ~2 - 3 ' 0 - 1 5
1 0 4 3 1 4 31 1

- 2 3 0 0 5 - 2 —  1 18
I — 1 3 2 3 4 22 - 5

Здесь:
С ц = (— 1)*2 + 2-1+3*5 + ( —5)-3 = 0,
Ci2 =  (— 1){ — 3) + 2 - 4 +  3(—2) +  (— 5) • 4 = — 15, 
с21=«'1 .2 +  0-1+ 4.5 + 3-3 — 31,
£■22= l{ — з) +  о- 4 +  4( — 2) + 3- 4=  1,
Сц =г (— 2) • 2 +  3 • 1 + 0 * 5 +  0-3 = —~ I ,
Сз2 = ( —2)( — 3) +  3 • 4 + 0( — 2) + 0 • 4 =  18,

18



с«| = 1 -2 + (-1)- 1+3-5 + 2-3 = 22,
= 1( — 3) + (— 1) - 4 + 3(—2) + 2 • 4 =  —5.

Произведение ВА не существует, так как число столб
цов матрицы В не равно числу строк матрицы А.

5. Даны матрицы
' — I 0”

А = 2 3 , в  =
4 1

- 2
3

5
О

АВ  и ВА, и,Выяснить, существуют ли произведения 
если существуют, найти их.

Реш ение. Произведение АВ существует, так как 
число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В. 
Вычисляем:

" - I  0 “
2  3 
4 1

Сзхз — АзхЪ& 2хз =
- 2

3
5 1
0 - 1

(— 1)( — 2) +  0 - 3 (— 1) • 5 + 0 • 0 
2 •( —2) + 3 • 3 2 - 5 +  3 - О
4 • { —2)+ 1 - 3 4 * 5 +  1 * О

( —  О 1 1 + 0 - I
2  * 1 +  3 - ( — 1 ) 
4 • 1 + 1 • (— 1)

2 - 5 - 1  
5 1 0 - 1

— 5 20 3
Произведение ВА также существует, так как число 

столбцов матрицы В  равно числу строк матрицы А. На
ходим:

Р  2 X 2 —  В  2 X 3 ^ 3 X 2

- [
- 2

3

■ — 1 0'
2 3

- 4 1

_Г ( — 2)( — 1) +  5 ■ 2 + 1 - 4
[3  • (— I) +  0-2 + (— 1)-4

5 t  
0 - 1

(— 2) • 0 +  5 • 3 +  1 
3*0 + 0 * 3 +  (— 1)

16 16 
- 7  -1

в. Найти М ),  если А = f(x) =  jste* — 2х +  4.
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Реш ение. Матрица

f(A) =  3A2-2A  + 4£= 3

- С

3 о 
1 5

+  4 1 О
О 1

27 О 
24 75

о
10

Задачи для самостоятельного решения
1,18. Даны матрицы

П  - з
А =  3 -г4

2 - 5

, ( «Найти АВ. 1 Ответ:

1.19. Даны матрицы

Ч * -*]■ Ч
3 4 
2 5

Проверить, верно ли равенство (А + B)2 =  j424-2AS+ 
~\-В2. (Ответ: нет.)

1.20. Вычислить А3, если

А =  ! . з I I Отлет:

1.21. Вычислить А2, если

Ответ:

15 20 
20 35 ])

2 1 l l
А 3 1 0 .

0 1 2J
L22. Вычислить Лб —

2 1 °1
А = 1 1 2 *-1 2 •J
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( < w . . p  - i j )

1.24. Найти ,2/(Д) -  3Ф(Л), если: А =   ̂  ̂ * |, f(x)=

1.23. Доказать, что матрица

[
2 0  О
0 2 О

0 0 - 1

является корнем многочлена f(x) =  х3 — З*2 + 4.

*1 ,м =

—= х* — х1 -+■ Ъх +  4. fffxi^x1—2* + 1. ^Ответ: Г 

1.25. Найти АВ, если:
А -

- 2 4  - 4 8  О
— 40 — 80 О
- 3 2  - 6 4  О
- 7 2  - 8 0  О

"-18 
О

5 2 —  2 2 2 2"
6
А

4
О

— 3
о ,  в  = —  1 - 5 3

У 1 — о
16 24 87 6 4

Ответ:

1.26. Вычислить АВ, если:

(Ответ:
10
17
16

17
23
12

19 23 
27 35 
9 20 )

1.27. Найти f(A), если: 
1 - 2  3 ‘

А = 2 - 4
3 - 5

/ (* ):=  3 ^ - 2 * +  5.

40
62 )

'7 8 6 9"
2 — 1 3 — 4 5 7 4 5А = 3 - 2 4 - 3 . В  = 3 4 5 6
5 - 3 — 2 1 2 1 1 2

21



(Ответ:
21 — 23 15

-13 4 10
- 9  22 25 )

1.28. Даны матрицы:
’ \ 2 О Г 23 Г 1 2 Г

А = 0 1 2 , В -  - 1 1 0 , с  =* 0 1 2
3 1 и L 1 2 -1 3 1 1

Вычислить ABC. I Ответ:

1.29. Найти АВ, если:
(■

1 9 15
- 5  5 9
12 26 32 )

А =

Ответ:

'5 7 - 3 — 4 *1 2 3 4 ’
7 6 — 4 - 5 2 3 4 5
6 4 - 3 - 2 . в  — 1 3 5 7
8 5 - 6 -1 2 4 6 8
8 6 4 2~ \
5 0 - 5 — 10 1
7 7 7 7
10 9 8 7 /

1.30. Найти АВ, если:

А -=

Ответ:

0 -1 2 1 6 0 - 2 Г
- 2 3 0 0 В = 1 3 0 — 1

4 -1 1 1 -1 2 1 5
3 - 3 — 1 2 0 0 - 2 1

- 3 1 0 12
- 9 9 4 - 5
22 — 1 - 9 11
16 — 11 — 11 3

1.31. Доказать, что матрица
I - 2  0

А = ' О
—  I

3 О
4 2
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является корнем многочлена f(x) ~  х3 — 6x2 + 11 х — 6.
1 - 21.32. Дана матрица А =

( 0геет' [ 21 “ и ] ' )

3 - 4 Вычислить Л3.

1.33. Вычислить А5, если

A  =  [ i  '1  { ° т е т :

1.34. Вычислить АВ, если

304 -61
305 -62 ■)

А =
1 —  1 3

- 2 3 —  1
3 4 0

11 7 — 2 "

11 1 —  3
11 16 0 )

В -
1 4 0
2 1 0

-1 - 2 1
- 3 2 -1

1.3. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И ИХ СВОЙСТВА. 
ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ
Понятие определителя вводится только для квадратной матрицы.

Если А =1 4,11 а'2 I, то определителем второго порядка числовойI  й! | йгг J  
матрицы А называется число

d e U - |e" ° |г
| 021 022

Если

А =
ап
021
Й31

а |} ai3
<*22 Огз 
<*32 Дзз

то определителем третьего порядка числовой матрицы А называется 
число

det А =
a,i
Оз |

ОЗ]

ЧI3
Д22
Й32 ДЗЗ

+ "Ь O21O32O13 — Д13Л22Л31 0)2̂ 21̂ 33 ’■*“
— ЯзгЛгзО! |.
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Если
an tzi? ... Oi n

д _  Osi Лгг •• а2«

0 „ i  Оя2 ... Qtvt

то жределтель л-го порядка

ion, n = 1,
2 Oi,(— I)I+'S,|. rt> 1,

где Вц — определитель матрицы, полученной из матрицы А вычеркива
нием первой строки и /-го столбца.

Пусть дана квадратная матрица порядка п. Выберем в ней произ
вольно s строк и s столбцов (I <  s <  л). Элементы, стоящие на пере
сечении s строк и s столбцов, образуют матрицу порядка s. Определи
тель этой матрицы называется минором порядка s матрицы и обозна
чается М. Минором АГ, дополнительным к минору М, называется опре
делитель матрицы, полученной в результате вычеркивания тех s строк 
и £ столбцов данной матрицы, которые входят в минор М.

Алгебраическим дополнением минора М называется дополни
тельный к нему минор ЛГ, умноженный на (— 1)°, где о — сумма номеров 
тех строк и столбцов матрицы, которые входят в минор М.

Каждый элемент аг, матрицы n-го порядка является минором пер
вого порядка. Дополнительный минор является определителем порядка 
п — 1. Алгебраическим дополнением Ait элемента называется минор 
Мц, умноженный на (— IУ+ т. е, Ац =  ( — 1/+'Л^. Строки и столбцы 
матрицы называются ее рядами. Под двумя параллельными рядами 
будем понимать две строки или два столбца матрицы.

Теорема 1 (о разложении определителя по элементам ряда). Опре
делитель квадратной матрицы равен сумме произведений элементов 
некоторого ряда и алгебраических дополнений этих элементов.

Теорема 2 (Лапласа). Определитель матрицы порядка п равен 
сумме произведений всевозможных миноров k-го порядка (k <  л), 
которые можно составить из произвольно выбранных k параллельных 
рядов, и алгебраических дополнений этих миноров.

Приведем основные свойства определителей.
1. Величина определителя не изменится, если его строки заменить 

столбцами с теми же номерами.
2. Если поменять местами два столбца (две строки) определителя, 

то ои изменит знак на противоположный.
3. Если определитель содержит два одинаковых столбца (две 

одинаковые строки), то он равен нулю.
4. Умножение всех элементов одного ряда определителя ка число 

R равносильно умножению самого определителя на k.
5. Если асе элементы одного из рядов определителя равны нулю, 

то определитель равен нулю.
6. Если соответствующие элементы двух рядов определителя про

порциональны, то он равен нулю.
7. Если каждый элемент /-го ряда определителя представляет 

собой сумму двух слагаемых, то данный определитель может быть 
представлен в виде суммы двух определителей, одни из которых в /-м 
ряду содержит первые из упомянутых слагаемых, а другой — вторые; 
остальные элементы одинаковы.
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8. Если к элементам одного ряда определителя прибавить эле
менты другого его ряда, умноженные на число к g R, то величина опре
делителя не изменится.

Примеры
1. Дана матрица

~-2 3 О'
А =  1 - 1 5

4 2 7  
Вычислить det/4 различными способами.

Реш ение. / способ. Непосредственно находим
2  3 0 ,

' — 2(— 1). 7+  3-5-4 + 1 - 2-0 +I — 1 
4 2
+  1- 0- 4 — 1 *3-7 + 2- 2- 5 =  73

/7 способ. Применим теорему о разложении опреде
лителя по элементам ряда:

- 2 3 0 1 к
deti4 = 1 —  1 5 =  ( — 2 ) (  — 1)1 + |

— 1 о 
2 7

4 2 7

+ 3(-1 ) 1+2 1 5
4 7 =  ( — 2 ) (— 17) — 3 (— 13) =  73.

2. Используя теорему о разложении определителя по 
элементам ряда и свойства определителя, вычислить

D =

Реш ение. Применим теорему о разложении опреде
лителя ко второй его строке. Согласно свойству 8 опреде
лителей, на месте первого и второго элементов второй 
строки можно получить нули. Для этого прибавим к пер
вому столбцу третий, умноженный на 3, а ко второму 
столбцу — третий, умноженный на —2. Получим

2 3 -4 1
- 3 2 1 0
— 1 4 3 2

1 - 2 5 7
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D =
-10 11 — 4 1

0 0 1 0
8 - 2 3 2

16 -12 5 7
=  K — I f +  3

- 1 0  I I  1
8 -2  2 

16 — 12 7

Прибавим первую строку полученного определителя 
к последней:

—  1 0 11 1
8 — 2  2 
6 - 1 8

Прибавим ко второй строке последнего определителя 
первую, умноженную на —2, а к третьей строке — пер
вую, умноженную на —8. Получим

D =
- 1 0  П  1

28 —.24 0
86 -  89 0

Применив теорему 1 к третьему столбцу этого определи
теля, найдем

-10 11 1
D = 28 -24 0 =

86 -89 0

= - (- D 3+l
28
86

-24
-89 = —4 7 - 6  

86 -89 = 428.

3. Вычислить определитель
2 - 5 1 2
3 7 -1 4
5 - 9 2 7
4 - 6 1 2

Реш ение. Прибавим к первому столбцу третий, 
умноженный на —2, ко второму — третий, умноженный 
на 5, и к четвертому — третий, умноженный на —2. Имеем

0 0 1 0
1 2 — 1 6
1 1 2 3
2 - 1 1 0
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Разложим полученный определитель по элементам 
первой строки;

D =

^ ( _ 1  >.+»

0 0 1 0
-1 2 -1 6

1 1 2 3
2 -1 I 0

-1 2 6 — 1 2 6
1 1 3 = 1 1 3
2 --1 0 2 - 1 0

Прибавив к первой строке последнего определителя 
вторую, умноженную на —2, получим определитель

- 3  0 0
D =  1 1 3

2 - 1 0

Разложив его по элементам третьего столбца, имеем

= -9 .

4. Используя теорему Лапласа, вычислить определи
тель

D =

Реш ение. Применяя теорему Лапласа к первому 
и второму столбцам данного определителя, имеем

- 3 0 0
D = 1 1 3 = 3 (-1 )2+3 — 3 0 

2 — I2 -1 0

0 0 2 3
2 3 3 4
0 0 1 2
4 -1 - 2 5

0 0 2 3
2 3 3 4 2 3
0 0 1 2 4 — 1
4 - I — 2 5

( - 1)I+ 2 + 2 + 4 2  3 
1 2

= 14.

Задачи для самостоятельного решения
В задачах 1.35—1.54 вычислить определитель третьего 

порядка:
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1.35. 3 2 4 .36. 4 2 —  1
2 5 3 5 3 - 2

* 4 2 3 2 - 1

1.37.

1.39.

1.45.

1.47.

1.49.

{Ответ: —3.) 
3 4 - 5
8 7 - 2
2 - 1  8 
(Ответ: 0). 
4 - 3  5
3 - 2  8
I - 7  - 5
(Ответ: 100.)

(Ответ: 20.)

1.38.

1.46.

(Ответ: 1.)
I 4 6
2 - 1 - 7  
3 5 - 2
(Ответ: 47.) 
l i t  
1 2  3
1 3 6
(Ответ: 1.)

1.41. 1 1 1 1.42. 1 5 25
4 5 9 1 7 49

16 25 81 I 8 64
(Ответ: 6.)

1.43. 2 5 7 1.44. 2 1 0
2 8 5 1 0 3
8 7 3 0 5 -1
(Ответ: —202.)
-1  5 2 1.46.

0 8 4
2 3 8

(Ответ: —44.)
2 1 -1  1.48.
1 2  3

— 1 3  2
(Ответ: 20.)

I 17 —7
- I  13 I

1 7 1
(Ответ: 180.)

(Ответ: —29.)
6 3 0
4 1 - 3

- 2  - 3  2

(Ответ: —48.)
4 1 2 

- 1 2  3 
- 2  3 1 
(Ответ: —31.) 
1 2  3
3 I 2
2 3 1 
(Ответ: 18.)

ш . 1 2 3 1.52. а + х X X
4 5 6 X Ь + х X
7 8 9 X X С +  X

(Ответ: 0.) (Ответ: (ab +  be + са)х + abc.)
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1.53.

ХМ.

а +1 ab ас 
ab b2 +1 Ьс 
ас Ьс с2 +1 

(Ответ: 1 + о2 + Ь2 + с2.)
cos 2а cos2 a sin2 а 
cos2p cos2p sin2p 
cos 2^ cos2 v sin2 у 
(Ответ: 0.)

В задачах 1.55—1.64 вычислить определитель четвер
того порядка.

1.55.

1.57.

—  3
— 5 

4 
7

- 3

9 3 6
8 2 7

- 5  - 3  - 2  
—8 - 4  - 5  

(Ответ: 18.)
3 — 3 — 5 8

2 4 - 6
- 7  5

3 5 - 6  
(Ответ: 18.)

1.56.

2 - 5  
- 4

1.58.

2 - 5  4 3
3 - 4  7 5
4 - 9  8 5

- 3  2 - 5  3
(Ответ: 4.)

3 _ з  — 2 - 5
2 5 4 6
5 5 8 7
4 4 5 6

(Ответ: 20.)
1.59.

1.61.

1.63.

3 - 3  - 2 2 1.60. 3 - 5  2 - 4
- 4  7 4 4 - 3 4 - 5 3

4 - 9  - 3 7 !*• - 5 7 -7 5
2 —6 —3 2 8 - 8  5 - 6

(Ответ: 27.} (Ответ: 17.)

1 2  3 4 1.62. 2 2 3 4
2 3 4 1 - 2 1 -4 3
3 4 1 2 3 — 4 — 1 2
4 1 2  3 4 3 -2 -1
(Ответ: 160.) (Ответ: 900.)

‘3 1 1 1 М И . 1 1 1 1
1 3  1 1 1 2 3 4
1 1 3  1 1 3 6 10
1 1 1 3 1 4 10 20
(Ответ: 48.) (Ответ: 1.)
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1.4. ОБРАТНЫЕ МАТРИЦЫ. НЕВЫ РОЖ ДЕННЫ Е  
СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
Квадратная матрица А называется невырожденной, если ее опре

делитель отличен от нуля. .
Матрица А ~’ называется обратной квадратной невырожденной 

матрице А, если выполняется условие
АА-' = А ~ 'А  = Е.

Теорема. Для невырожденной матрицы А существует единственная 
обратная матрица А ~ ' .

Если

А =

то А 1 находят по формуле

Он 012 

4л1 &п2

в I п
&2п

Аи 2̂1 . А
А и А 22 . . А

_Аы Aia . А

где Дл = del A; Aij — алгебраические дополнения к элементам а,, матри
цы А.

Рассмотрим систему п линейных уравнений с п неизвестными:
в| iX\ + а 12̂ 2 +  ... + а\пхп — b 1,'

(1.2)й2[ 1̂ + Q22X2 -I- “Н а?пХп = 6г> 

ал,Х! + а„?х 2 +... + ал„хл — Ь, }
где aih b i(i— 1, n, / =  I, л) — действительные числа, причем для каждо
го / имеется хотя бы одно а,,, отличное от нуля.

Матрица

А =
ац а и 
Я21 Й22

Ая I Йя2

din
din

называется матрицей системы (1.2).
Если det А 0, то система (1.2) называется невырожденной. 
Систему уравнений (1.2) можно записать в матричном виде:

А Х ^ В ,
где X = [xt хч ... х„]т; В  — (fr, 6? ... bn).

Упорядоченная система чисел (c'i, с2.....  с„) называется решением
системы (1.2), если каждое из ее уравнений обращается в верное 
равенство после подстановки вместо xt, xt, .... лг„ чисел сi, с?, ..., с„ со
ответственно. Матрица, составленная из этих чисел, называется вектор- 
решением системы (1.2) и удовлетворяет матричному уравнению 
АХ = В.
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Невырожденная система п линейных уравнений с п неизвестными 
имеет единственное решение, которое может быть найдено по формулам 
Крамера:

где Д/ — определитель, полученный из определителя Д = det А заменой 
/-го столбца столбцом из свободных членов системы.

Решение системы (1.2) можно записать в матричном виде:

где А~ ' — матрица, обратная к матрице А.
Метод нахождения решения системы (1.2) с использованием фор

мулы X = А~ 'В  называется матричным.

Примеры
1. Дана матрица

ДЛ=  1 -0-3 — 2-5{— 1} +  4-2-3 — 3-0(— 1) +  
+ 2- 4- 3 — 5-2-1= 48. 

Так как Д^^О, то матрица Л -1 существует:

х, — Д//Д, /=  I. п.

X = А~'В,

1 - 2  3
А = 4 0 5

-1 2 3
Найти матрицу А 1, если она существует. 

Реш ение. Вычисляем

At\ А 21 А$\ 
А Г2 А 22 Аз2 
j4js A23 А 33

Находим алгебраические дополнения:
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^  23 —

Аз1 =

А з2 =

/4 зз — 

Следовательно

А-' — _L
48

2. Дана матрица 

А =

- l f + 3 

- l )3+1 

_  1)3 + 2 

_  1)3 +  3

1 — 2 
- 1  2  

- 2  3 
О ?

1 3
4 5 
I - 2  
4 О

'О,

=  Ю, 

— 7,

=  8 .

’ -10 12 - ю “ -5/24 1/4 -5/24'
-17 6 7 = — 17/48 1/8 7/48

8 0 8 1/6 0 1/6

1
- 3
- 2

- 3  
5 
2

4
6

10

Найти матрицу А если она существует.
Реш ение. Так как
Ал=\  - 5- 1 0 -3 -6 (-2 )-3 -2 -4 -4 -5 (-2 ) + 

+ 3(-3)* 10-1 -2-6 = 0,
то матрицы, обратной к А, не существует.

3. Дана система уравнений
2х\ —  х% "I- Хз — 0 , |
3*1 — 2x2 — х3 =  5, >
*1 + *2 + JC3 = 6. J

Решить ее: а) матричным методом; б) по формулам 
Крамера.

Реш ение, а) Запишем матрицы:

А =
2 -1 1 V
*3 - 2 — I , в = 5
1 1 I 6

Вычислим
Дд =  2 (- 2 ).1 + 3 .1 .1 + (- 1 ).1  +  1 

— 1( — 1)*2— 3( — 1) • 1 =  7.
2-1 -
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Найдем

Тогда

Л] | — - 1 )1+'

Л|2 = _|)'+ 2

А 13 = _ 1)'+з

Л 21 = - | )2+'

II - 1 )2 + 2

IItfiМ _ l f  + 8

Лз) = _  1)3+1

II<•> - 1 )3 + 2

V II — 1)3+3

- 2  - 1  
1 I 

3 - 1  
1 1

3 - 2  
1 1 

- 1  1 
1 I

2 1 
1 1

2 — 1
1 1 

- I  1 
- 2  - 1

2 1
3 - 1

2 - 1  
3 - 2

= - 1, 

=  - 4 ,

=  5, "

= 2,

1 ,

=  - 3,

= 3, 

- 5 ,

- 1  2  3
- 4  1 5

5 - 3 - 1
" — 1 2 з ’ 0

Х =  Л - ' В = 1 - 4  1 5 5/ 5 - 3 - 1 6

-1 • 0 + 2 • 5 + 3 • 6
— 4 * 0 +  1 *5 -j- 5 * 6

5-0 — 3*5 — 1 -6
28 4 *i 4
35 — 5 , т. е. Х2 = 5

— 21 - 3 Хз '3
Отсюда х{ = 4, jc2 —  5, х3 =  — 3.

б) Вычислим:
2-1699



Ai —

Д2 =

Дз =

1
= 6 + 5 +  12 + 5 = 28,

0 - 1
5 - 2  -
6 1

2  О 1
3 5 - 1
1 6 1

2 - 1 0
3 - 2  5
1 1 6

Тогда по формулам Крамера:
= Д |/Д = 28/7 = 4, jc2 — Дг/Д =  35/7 =  5,

=  10+ 18-5+ 12 = 35,

— —24 — 5 — 10+18= —21.

хъ =  Д3/Д = -21/7=  -3 .
4. Дана система уравнений

Х\ +  Хг —  2хз =
2х\ +  3x2 — 7х$-- 
5jti+2jf2+  хз-

Решить ее: а) матричным методом; б) по формулам 
Крамера.

Реш ение, а) Запишем матрицы А и В:

» =  6Л  
(=1б, \ 
»=I6.J

1 1 - 2 6
А = 2 3 - 7 , В = 16

5 2 1 16
Г

Д * = 3 — 35 — 8 + 30 — 2 + 14 = 2,

Л п — ( — i f  

A is =  (— 1 )4 

Ля  =  ( -  1)4| 

Л 3| = ( - 1)4

3 - 7  
2  1

2  3 
5 2
1 2  
5 1
1 - 2
3 - 7

= 17,

=  - 1 1 ,

= 11,

=  - 1 , Лз2 = ( - ) ) 5

A i2 =  (- \ ? 2 7 
5 1 
1 - 2  

t

1 - 2
2 - 7

= -37, 

=  -5 , 

=  3,

=  3,

Лзз =  ( - ! ) *
1 1

2  3
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Тогда
"Л,, Ац Лз1 в  1 17 - 5 -1
Л12 А 22 ^ 3 2 -37 11 3
Л 13 Лгз Лзз

♦ - И 3 1

X — А ~ В  =  *

т. е. х\ = 3, Хг — 1, Хз == — 1. 
б) Вычислим:

6 I - 2

17 - 5  - Г " б‘
-37 11 3 16
-11 3 1 16

102- 80- 16" б ' з '
-222+176 + 48 __ (

2 2 =5 1
-6 6 +  48+ 16 - 2 — 1

Л| =

д 2 =

Аз =

16 3 -7
16 2 
1 6

I

- 2  
16 - 7

5 16
! 1 6
2 3 16
5 2 16

1

= 18- 112 —64 + 96-16+ 84 = 6,

=  16-64-210+160-12+112 =  2,

=  48 +  80 + 24—90 — 32 — 32 = -2.

По формулам Крамера имеем:
Х[ =6/2 =3, Х2 = 2/2 = 1, Хз = —2/2— — 1.

5. С помощью формул Крамера решить невырожден
ную систему уравнений

2 jci +  3jcj +  11 лсэ +  5*4 — 2 ,
Х\ +  *2 +  5*3 +  2*4 =  1,

2xi + ■*'2+ Здсз +  2x4 = —3,
X | +  -*2 +  Зхз +  4х4 — — 3.

Реш ение. Вычислим:

А =

= ' : ]  , =  - з ,  f
, =  - 3  )

2 3 11 5 0 1 1 1
1 1 5 2 1 1 5 2
2 1 3 2 0 — 1 - 7 - 2
1 1 3 4 0 0 - 2 2
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Ai  =

=  K - 1 ) :,2+1
1 1 1

_ 1  _ 7  — 2

0 — 2 2 

= — (— 14 + 2 — 4 + 2)= 14

2 3 11 5 0 1 1 1
1 "1 5 2 1 1 5 2
3 1 3 2 0 4 18 8
3 I 3 4 0 4 18 10

1 1 1 1 1 1
4 18 8 = - 4 18 8 ^  -
4 18 10 0 0 2

Д2 =

Аз =

=  1 ( - 1)3

Д4 =

=  ( - l )3

2 2 11 5 0 0 1 1
I 1 5 2 1 1 5 2
2 - 3  3 2 0 - 5 -7 - 2
1 - 3  3 4 0 -4 -2 2

0 1 1
= l ( - l f -5 - 7  -2

-4 - 2  2
= - (8 + 1 0 ^ 28+10) = 0,

S 3 2 5 0 o 0 1
1 1 1 2 1 1 1 2
2 1 -3 2 0 - 1  --5 - 2
1 1 - 3 4 0 0 - -4 2

1 0 1
)3 -1 - 5 -2 = - (- 1 0  + 4 - 8 )

0 -4 2

2 3 11
1 1
2  I 
1 1

I
— 1 

0

5 1
3 -3
3 -3

1 0 
- 7  - 5  
- 2  -4

0 1 0
1 1 5  1
0 -1 - 7  - 5
0 0 - 2 - 4

= - (2 8 -  10-4 )=  -14.
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По формулам Крамера имеем:
х\ =  —28/14 = —2, * 2  = 0/14= 0, 

ле3 =  14/14 =  1, л-4= — 14/14= — 1.

Задачи для самостоятельного решения
В задачах 1.65— 1.71 найти обратную матрицу для

данной матрицы.
. 1  2 

1.65. А = '

1.66. А

Ответ:
- 2  7

1 — 2
0 I

Ответ:
’ 1 - 4  - 3 '

I - 5  - 3  
-1 6 4

1.68. А =

1.69. А =

1.70. А =

1
2
2

2
6
5

"з
2
2

-2
5 
3 

*—2

— 4 5 
- 3  I 
- 5  - 1

1/9
2/9
2/9

2/9 2/9
1/9 -2/9 

-2/9 1/9
1 - 1  1

-38 41 -34
37 -29 24

1
1

- 1  
—  1

I
—  1 

1
—  1 

1

Ответ:

1
—  1 

1

-8

- 5
29-11 
18 —7

- 3  1

1

Ответ: —

К71. А =

I - 1  -
1 - 1 I —

1 - 1  - 1

1 о о
2 0 0

1 3 4
— 1 2  3
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Ответ:
2

- 3
31

-23

- I
2

-1 9
14

О О
О О
3 -4

— 2  3 )
В задачах 1.72, 1.73 найти неизвестную матрицу X из 

данного уравнения.

~1 1 -1 [1 -1 з '
1.73. X 2 1 0 = 4 * 3 2

1 - I 1 ь - 2 5

(Ответ:
- 3
- 4
- 5

2
5
3

В задачах t.74—1.86 проверить, является ли система 
линейных уравнений невырожденной, и решить ее по фор
мулам Крамера и матричным методом.

1.74.

1.75.

(  2х\ + 
< * i +  
( . 3 * , -  

{
+ 3x2— *з = 4,

*2 + 3*3 = 5,
4*2 + * з  =  0.

(Ответ: [1 1 1]г.)
*1 — *2 — *3 =  о,
* 1  +  2 * 2  +  * 3  =  ]  ,

*2—-*3=  — 3.
(Ответ: [1 -1  2]г.)

{ *[ +  2*2 +  3*з =  1,
5*[ +  8*2 — *з =  7, 
2*i — 3*2 +  2*з =  9.
(Ответ: [3 — 1 0)г.)

{
*1 +  5*2 +  *з =  0 ,
2 *| — 4*2 — 3*з =  —  1 ,

3*i +  4*2 +  2*з =  8.
(Ответ: [2 -1  3]г.)

к
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f  * i  +  2 x j  +  х з =  8 ,
1.78. \ -2х, +  З х 2 -  Зх3 =  — 5, 

 ̂ 3xi — 4х 2 -f- 5х3 =  10.
(О т в е т : [I 2 3]г.)

{
3xi +  2x2 +  5дгз — — 10, 

X l +  Зх2 — 6*3 =  12,

2 x i -j- Ьх з — Здсз =  6-
(О т в е т : [О О ~ 2 } т.)

{
X I +  х2 +  х3 = — 2, 
2*1— Зх2— Хз =  — 6,

3xi +  4x2 +  Зхэ =  — 5.
(О т в е т :  (- 2  1 - 1 } т. )

(
2xt + 4х2 + хз =  4,
Зх) +  бхг -(- 2хз =  4,

4Х| — х2 — Зхз= 1.
(О т в е т : [ — 2 3 — 4}г.)(ЗХ| +  Х2 -{- Хз =  8,
2 x i  —  З х 2 +  2 х з  =  2 ,  

x i  +  2 х 2 —  х 3 =  2 .

(О твет- : [1 2  3 ] г . )

(
X) —  х 2 — З х 3 =  1 3 ,

2 x i  +  x j -  x j =  О,

3 x i  —  2 х г  +  4 х з  =  —  15 .

(О т в е т :  \—  1 — 2  — 4 ] г . )

{
X I  + 2 х 2 — 4 х э =  — 7 ,

2xi — Зхг +  5хз =11,

3 x i  —  х г  +  5 х з = 1 6 .

(О т в е т :  (1 2 З]7.)
Х| +  2 х 2 +  Хз =  1,4xi + 2хг — хз =  0.

(О т в е т : [1 -1  2]г.)

{
2xi — *г +  хз— х4 =  1,
2Х| — х2 — Зх< =F 2, 
3xi — Хз +  Х а =  — 3, 
2 х )  +  2 х 2 —  2 х з  +  5 x 4  =  —  6 .

( О т в е т :  [0 2 5/3 -4 /3 )Г.)
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1.5. РАНГ МАТРИЦЫ. ПРОИЗВОЛЬНЫЕ 
СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ.
ТЕОРЕМА КРО Н ЕКЕРА — КА ПЕЛ Л И 
ОДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ  
УРАВНЕНИЙ
Рангом матрицы А (обозначается гл) называется наибольший 

порядок г отличных от нуля мнноров матрицы А, а базисным минором — 
любой минор порядка г, отличный от нуля. Если в матрице А имеется 
отличный от нуля минор порядка к, а все миноры порядка k I равны 
нулю, то ранг матрицы А равен к.

Для нахождения ранга матрицы А применяют метод окаймляющих 
миноров. Пусть в матрице А найден минор М А-го порядка, отличный 
от нуля. Рассмотрим лишь те миноры (k I )-го порядка, которые 
содержат в себе (окаймляют) минор М. Если все они равны нулю, 
то ранг матрицы А равен к. В противном случае среди окаймляющнх 
миноров найдется ненулевой минор (к -f 1)-го порядка, и вся процедура 
повторяется.

Элементарными преобразованиями матрицы называются-.
1) умножение некоторого ряда матрицы на число, отличное от 

нуля;
2) прибавление к одному ряду матрицы другого, параллельного 

ему ряда, умноженного на произвольное число;
3) перестановка двух параллельных рядов матрицы.
Теорема 1. Ранг матрицы, полученной из данной элементарными 

преобразованиями, равен рангу данной матрицы.
Рассмотрим систему m уравнений с п неизвестными:

a 11 Jf| Хл =  6j, \
O il X) -(- O jj Хг +  ... +  X „  =  6 2, I 
...............................................  > (1.3)

+ am$xt + ...+ amaXt = bm. )
Матрица

aw #12

А = 2̂2 . Ct2n

Ctmrt

называется матрицей системы (1.3), а матрица
а и Й|2 . а,„ Ь, '

Д = Й21 022 ■ в2п Ьъ

a*i | а„|2 а„п ьт
полученная присоединением к А столбца свободных членов,— расши
ренной матрицей системы (1.3). Легко видеть, что ранг матрицы А 
либо равен рангу матрицы А, либо на единицу больше последнего. 
В матричной записи система (1.3) имеет вид

АХ = В ,
где _¥ = [*, х3 ... x„]T; B  = lbi b2 ... bm\T.
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Упорядоченная совокупность чисел (ci, с г......  с„) называется
решением системы (1.3), если каждое из уравнений системы (1.3) 
обращается в верное равенство после подстановки вместо jci, jt j , .... хл 
соответственно ct, с?, .... сл. Матрица С = [с, с2 ... с„\т называется 
вектор-решением данной системы.

Система (1.3) называется совместной, если существует хотя бы 
одно решение этой системы; в противном случае она называется не
совместной.

Совместная система называется определенной, если она имеет 
единственное решение. Система, имеющая более одного решения, назы
вается неопределенной.

Теорема 2 ( Крокскера — Калеллн). Для того чтобы система (1.3) 
была совместна, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы системы 
был равен рангу ее расширенной матрицы.

Базисными неизвестными совместной системы называют те неиз
вестные, коэффициенты при которых образуют базисный минор матрицы 
системы; остальные неизвестные называют свободными.

Решение системы линейных уравнений осуществляют следующим 
образом.

1. Находят ранг матрицы А и ранг расширенной матрицы а . 
Если rA гЛ, то система несовместна.

2. Если г4 = г % — г, выделяют базисный минор и базисные не
известные.

3. Данную систему заменяют равносильной, состоящей из тех г 
уравнений, в которые вошли элементы базисного минора.

4. Если г =  it, т. е. число базисных неизвестных равно числу 
неизвестных системы, то система имеет единственное решение, кото
рое можно найти по формулам Крамера.

5. Если г <  л, т. е. число базисных неизвестных меньше числа 
неизвестных системы,' то из системы, полученной в п. 3, находят вы
ражение базисных неизвестных через свободные, используя, например, 
формулы Крамера. Придавая свободным неизвестным произвольные 
значения, получают бесконечное множество решений исходной системы.

Система (1.3) при Ь, =  Ьч =  ...= bm = 0 называется однородной.
Однородная система всегда совместна, так как ранг ее матрицы 

равен рангу расширенной матрицы.
Набор чисел лг, = 0, i =  I , п, всегда является решением однородной 

системы., Такое решение называют тривиальным.
Однородная система имеет лишь тривиальное решение тогда и 

только тогда, когда ранг матрицы А равен числу неизвестных 
(г =  л). В частности, если число уравнений равно числу неизвестных 
(т  = п), то для того чтобы однородная система имела только нулевое 
решение, необходимо и достаточно, чтобы ее определитель был отличен от 
нуля.

Если ранг матрицы системы однородных линейных уравнений мень
ше числа неизвестных, то множество решений системы бесконечно.

Пусть Ci. С_>...... С *— вектор-решения системы однородных ли
нейных уравнений, а ои, <%э...... а* — некоторые числа. Тогда вектор
aiCi +  а2С2 +... +  называется линейной комбинацией вектор-
решений С|, С2, ..., С», a ai, a2, .... a* — коэффициентами этой ком
бинации.

Вектор-решения Ci, С2, .... С* называются линейно зависимыми. 
если хотя бы одно из них является линейной комбинацией остальных; 
в противном случае они называются линейно независимыми.

Фундаментальной системой решений системы однородных линейных 
уравнений называется совокупность максимальной числа линейно
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независимых вектор-решений. Фундаментальная система решений су
ществует тогда н только тогда, когда г< п, и содержит а —г решений.

Так как любое решение однородной системы при г <С п может 
быть представлено в виде линейной комбинации решений фундамен
тальной системы, то формула

С = а*С| -f* ссгСг +-• гСя_ г, 0-4)
где а,, а*, .... а.,-, произвольные числа, дает общее решение одно
родной системы. Каждое решение, подучаемое из формулы (1.4) при 
конкретных значениях ои, а», .... ап-г, называют частным решением 
однородной системы.

Фундаментальная система решений может быть найдена следующим 
образом.

Выделим базисный минор и базисные неизвестные. Не нарушая 
общности, можно считать базисными неизвестными ж3, .... х„ Вы
разив их через свободные неизвестные, получим:

*1 &*dnX/+\ +  ••• + d\ a-rXa,
Хг =  + 1 +... -f-rfj я—гЛя,

X , = d , l X r + % - \ - . . . +  d ,  * - г Хл.} (1.5)

Возьмем 
ких, что

(л — г) произвольных чисел Сц, i, / = I , я — г, та-

С |[ 
2̂1

С12 
С?2

C/i— t | С я—/ э

■ ■ ч £\ я—г
С$ д—л

Сщ—r я ^ г

Ф о. ( 1.6)

В равенствах (1.5) будем придавать свободным неизвестным зна
чения, равные соответственно элементам строк определителя. Получен
ная таким образом совокупность решений является фундаментальной 
системой решений. Отметим, что часто определитель (1.6) записы
вают в виде

1 0 ... 0 
0 1 ... 0
0 0 ... 1

В этом случае соответствующую фундаментальную систему назы
вают нормированной.

Примеры
1. Найти ранг матрицы

1 — 1 2 3 4
2 1 -1 2 0

—  1 2 1 1 3
1 5 - 8 - 5 -12
3 — 7 8 9 13
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Реш ение. С помощью элементарных преобразова
ний матрицы получим в первом столбце все нули, кроме 
первого элемента. Для этого первую строку умножим на
— 2 и прибавим ко второй, затем первую строку прибавим 
к третьей, после этого первую строку умножим на — 1 
и прибавим к четвертой. Наконец, первую строку умно
жим на —3 и прибавим к пятой:

i -1 2 3 4
0 3 - 5 —4 - 8
0 ! 3 4 7
0 6 -10 - 8 -16
0 —4 2 0 1

Поменяв местами вторую и третью строки полученной 
матрицы, имеем

1 -1 2 3 4
0 1 3 4 7
0 3 — 5 - 4 - 8
0 6 -10 - 8 -16
0 - 4 2 0 1

Умножив вторую строку на —3, затем на —6, а после 
на 4 и прибавив соответственно к третьей, четвертой и 
пятой строкам, получим

! -1 2 3 4
0 1 3 4 7
0 0 -14 -16 -29
0 0 -28 -32 -58
0 0 14 16 29

Умножив третью строку на — 2, затем на 1 и првбавнв 
соответственно к четвертой н пятой строкам, имеем

1 -1 2 3 4
0 1 3 4 7
0 0 --14 -16 -29
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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Минор
l - l  2 
О 1 3
О 0 - 1 4

=  - 1 4 ^ 0 .

Миноров четвертого порядка, отличных от нуля, нет. 
Следовательно, гА =3.

2. Найти ранг матрицы А методом окаймляющих мино
ров, если

А =
2 - 1  
4 - 2  
2  - 1

3.
5
I»

Реш ение. Вычисляем: 
2 -1
4 —2 = —4 + 4 = 0, —  1

—  2

- 2
1
8

3
5

Найден минор второго порядка, отличный от нуля. Вы
числим окаймляющие его миноры третьего порядка:

— 1 3 - 2
- 2 5 J =  — 40 — 3 + 4 — 10 +  1 + 4 8  =  0,
- 1 1 8
- 1 3 4
— 2 5 7 — - 1 0 - 2 1  - 8  +  2 0 +  12 +  7 =  0,
- 1 1 2

2 —  1 3
4 - 2 5 = —4 — 10— 12 + 12 + 4+  10 = 0.
2 -1 1

Так как не существует миноров третьего порядка, от
личных от нуля и окаймляющих минор второго порядка, 
отличный от нуля, то г А =2.

3. Решить систему уравнений
*1 — 2x2+  3*3—  * 4 =  2 , 'I

4*1 +  *2 — *3 +  2*4 =  —  3, }
5*1 +  8*2 — 1 1*з +  7*4 =  — 12 . J

Реш ение. Составим расширенную матрицу данной 
системы и найдем гА и г ̂  с помощью ее элементарных 
преобразований:
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А =
1 - 2  3 - 1  2
4 1 - 1  2 - 3
5 8 -11 7 — 12

Первую строку матрицы умножим на —4 и прибавим 
ко второй, затем умножим первую строку на —5 и приба
вим к третьей строке:

- 1  - 2  3 - 1  2
О 9 -13 6 -11
О 18 -26 12 -22

Затем вторую строку полученной матрицы умножим на
— 2 и прибавим к третьей:

1 _ 2  3 - 1  2
О 9 — 13 6 — 11
0 0 0 0 0

Минор = 9 Ф  0, отсюда г \ = г \ =■*= 2, т. е. си-J - 2
0 9

стема совместна..
Исходная система равносильна системе

х\ — 2x2 +  3*з — х4— 2,1
9̂ 2 — I Зхз + 6х4 = — 1 1 . J

В качестве базисных неизвестных возьмем Х|, Хч. Тогда 
хз, х4 — свободные неизвестные. Перенося их в правую 
часть, получаем:

Х| — 2хг = 2 — Зхз -f* х4, t
9x2 = — 11 —f— 13xj — 6x4. /'

Находим решение полученной системы по формулам 
Крамера:

2  — У х з- е  Х4 — 2
— 11 + 1 Зхз — 6х4 9 = -i- ( - 2 2  + 26x3-

— 12x4 +18 — 27 Хз + 9x4) — — (— Хз — 3x4 4),

=  -5- I- I I+  13хз-6х4).

Пусть Хз =  С(, х4 = с2, где с [у с2 6 R- Тогда решение
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имеет вид £--( — с, — 3с2 — 4) у ( — 11 +  13с( — 6с2) С\

с21 , Сь с26 R.
J Таким образом, исходная система имеет бесконечное 

множество решений.
4. Решить систему уравнений

*i — 2хг -f Зд:з — — 4,
X i —  Х3 +  Xi =

Xi “Ь Зхз —  3jc4
— 7x 2 4- Здсз -Ь д̂4 =  — i

4, \ 
I =  — 3, I 
, «  1 . | 
.«= - з . )

Реш ение. Исследуем данную систему на совмест
ность:

А  =

Минор

"2 - 2 3 - 4 4
0 1 - 1 1 - 3
1 3 0 - 3 1
0 - 7 3 1 - 3 _

'1 - 2 3 - 4 4"
0 1 - 1 1 - 3
0 5 - 3 I - 3

- 7 3 I - 3

1 - 2 3 -- 4 4
0 1 - 1 1 — 3
0 0 2 --4 12
0 0 - 4 8 - 2 4

' l - 2 3 — 4 4~
0 1 - 1 1 - 3
0 0 2 - 4 12
0 0 0 0 0

1 — 2 3
0 1 -1 = 2 ^ 0 .
0 0 2

но. Га  — гд = 3. Выберем
за базисный. Исходная система равносильна следующей 
системе:
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Xi — 2X2 +  3*з — 4*4 = 
* 2  — Хз +  Xi

2хз — 4лс<
= -з.) 
=  1 2 . J

Тогда xi, х2, *з — базисные неизвестные, *4 — свободное 
неизвестное. Перенесем слагаемые с *4 в правую часть 
уравнения:

*i — 2*2 +  3*э =  4 +  4*4,
*2

! +  3*э =  4 +  4*4, \
!— *3 = — 3 — *4, /

2*3= 12 +4*4. J
Тогда *з =  6 + 2*4, а по формулам Крамера:

1 4 +  4*4 3
О - 3 -  * 4  - 1 1  =

О 12 +  4*« 2
х 2 2

=  i- (- 6 - 2 * 4 +  12 +  4*4) =  3 +  *4,

х' =  т
4+4*4 — 2 3

- 3 -  * 4 1 - 1
12 +  4*4 0 2

- 3 6 - 1 2 *4 - 1 2 - 4 *4 )=  - 8 .

=  i- (8+  8*4 +  24 +  8*4-

Полагая * 4 = с (с 6 R), получаем: * ( =  —8, * 2  =  3 +  с, 
*з =  6 +  2с, т. е. исходная система имеет бесконечное 
множество решений: [—8 3 +  с 6 + 2с с]т, c6R*

5. Найти фундаментальную систему решений сле
дующей системы:

*  | +  3*2 +  *3 +  *4 =  1 
7*i +  5*2 —  *3 +  2*4 =  <
3*1 +  *2 — *3 +  2*4 
5*1 +  7*г +  * 3  +  4*4 = 1

и  =  0 ,Л  
С4 =  0, I
С4=0,  | 
Г4 =  0. )

Реш ение. Находим ранг данной системы:

А  =

1 3 1 1 1 3 1 1
7 5 -1 5 0 -16 -8 - 2
3 1 -1 2 0 - 8 -4 -1
5 7 1 4 0 — 8 — 4 -1

"| 3 1 Г
0 -16 -8 - 2
0 0 0 0 ♦

0 0 0 0



т. е. гА~  2. Возьмем минор 1 = — 16 Ф  0 в ка-0 -16
честве базисного». Тогда исходная система равносильна
системе

откуда

Х\ +  3*2 = — Хз — *4, )
—  8 x 2 =  4x j - | - x 4, J

*2=  — -̂ -(4хз +  х4),

— Х3 —  Х4 3
4хз -j- х4 — 8 =  —  - i ( — 4 * з +  5*4).

Положив вначале хз = 1, х4 = О, а затем хз = 0, х4 = 1, 
получим решения [1/2 — 1/2 I 0]ти [— 5/8 1/8 О 1]г, 
которые и образуют нормированную фундаментальную 
систему решений.

Общее решение системы имеет вид

_  i-C i +  —  С г  с, C2J, с,, Сг е R.

Задачи для самостоятельного решения

В задачах 1.87—1.92 вычислить ранг матриц^: 
1.87.

1 .8*.

2 1 3 --1 1.88. 2 1 11 2
3 - 1  2 0 1 0 -  1
1 3 4 --2 11 4 56 5
4 - 3  1 1 2 - 1 5 -6

(Ответ: 2.) (Ответ: 2.

0 4 10 1 I.M . 2 1 1 1 "
4 8 18 7 1 3 1 1

10 18 40 17 1 I 4 I
1 7 17 3 1 1 1 5

(Ответ: 2.) 1 2 3 4
1 1 1 1
(Ответ: 4.)
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1 0 0 1 4
0 1 0 2 5
0 0 1 3 6
1 2 3 14 32
4 5 6 32 77

(Ответ: 3.)
[ -1 2 3 4
2 1 - 1 2 0
-1 2 1 1 3
1 5 - 8 - 5  - -12
3 — 7 8 8 13

(О твет: 3.
В задачах 1.93— 1.104 выяснить, совместна ли система 

уравнений, и, если она совместна, решить ее.

(
Х\ -f- 3*2 +  2*з ™  0,

2 * i — *а +  3*1 =  О,

3* , -  5* 2+  4*3 =  0 .
* j +  l 7*2 +  4*3 =  0 .

^Ответ: [ — уС  — у  с cj , c6R*^

! 3* i +  4*2 — 5*з +  7*4 =  О,
2* i — 3 * 2 +  3* з — 2 * 4 = 0 ,

4*i +  11*2 — 13*3 +  16*4 =  О,
7* i —  2* i  +  *з +  3*4 =  0 .

(Ответ: [i£ L jL !*L  с, а ] Г, с ,  c ,£R .)

(*| +  *2 — 3 * 4 —  *5 =  0,
*1 — *2 +  2*3 — *4 = 0 ,

4* , -  2*2 +  6*3 +  3*4 -  4*8 =  О,
2*1 +  4* j  — 2*з +  4*4 — 7*5 =  0 .

(07w r:[ — £| +7с2/6 £|+5с2/6 С| С2/З , ci, c*gR.)
( * i — 2*2 +  *з — *4 +  *5 =  О,

2*| +  *2 —  *3 +  2*4 —  3*5 =  О,

3*1— 2*2 — * 3 +  * 4  — 2*5 =  0,
2 *1  —  5 * 2  +  * з  —  2 * 4  +  2 * 5  =  0 .

(Ответ: [ ~ 4с'+ 7с* ~ 4Г|в+5сг 4с'~ 5сг Ci с2] с,. c2£R.)
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(
2лг| —  3 * 2  +  * з  —  5 ,

Xl + 4 * J —  *3 =  1,

5*i — 2*2+  *з =  7.
(Ответ: система несовместна.)

* 1 — 2 * 2 +  * з +  ** '—  * 6 = 0 ,
2 * |  +  *2  —  —  *4 +  *5  =  0 ,

X] +  7*2 —  5*з — 5*4 +  5*6 =  0,
3*1 —  *2 —  2*3 +  *4 —  * 5  =  0.
{Ответ: [О О 0 с с\т, с £ R.)

г  * i +  *2 +  х з —  6,
I  4 * i  +  *2 +  3*з  =  15,

1.90. < 3 *f + 2 * 2 —  *э=  4,
I  2 * i—  * 2 +  *3®= 3,
V  7*1 +  5*2—  * з = 1 4 .

(Ответ: [ 1 2 3]г.)
2 *1 +  *2 —  *3 —  х * +  * 5 = 1 .
*1 —  *2 +  *3 +  *4 — 2*5 =  0,

3*1 +  3*2 —  3*3 —  3*4 +  4*5 =  2,
4*1 +  5*2 —  5*з —  5*4 +  7*s =  3.

(Ответ: [i± S-  С( С2 Сз]\  Си Cit C3g R^

{ *1 +  3*2 +  5*3 —  4*4 • =  I ,
* | +  3*2 +  2*3 —  2*4 +  *5 =  —  1,

*1 —  2*2 +  *3 —  *4 —  *5 =  3,
* |  —  4*2  +  *3 +  *4 —  *5  =  3,
*  1 +  2*2 +  *3 —  * 4  +  *5 =  —  1.

(Ответ: [ — с/2 — 1 — гг/2 0 -  I -  с/2 с\т. с£ R.)
*  * i +  2*г +  3*з —  *4 =  I ,
I  3*1 +  2 * г  +  *3  —  *4 =  1,

U 0 2 . J  2 * i  +  3 * 2  +  * з  +  * 4 = 1 .
I  2 * ! + 2 * 2  +  2 * з  — * 4  =  1,
^  5*1 +  5*2 +  2*з =  2.

( Ответ: [ !± * .  - Ц П  i + t  с]', c£R .)

2 * |  +  *2 —  *3  +  *4 =  1,
3 * i  —  2 * 2  +  2 * 3  —  3 * 4  =  2 ,
5 *1 +  *2 —  *3 +  2 * 4 = — !,
2*1—  *2 +  *3 —  3 *4 =  4.
(Ответ: система несовместна.)
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{2*1+ 3дг2— *з +  5х< — О,
3*|— *2 +  2*з — 7*4 =  О,

4*1+ *2 -  З*3 + 6*4 =  О,
*i — 2*2 +  4*3 — 7*4 =  0.

(Ответ: [ О О О  0]г.) 
В задачах J.I05—1.107 найти фундаментальную си

стему решений и общее решение однородной системы 
уравнений.

1 шч / 2х> +  Х2~  *з =  0, iWS>' 1 9 * ,+ 2*2-3 *з =  0.
(Ответ: С =  [1 3 5)г; [а За 5а]г, a€ R .)

{3*, — 6 * 2  +  4 *з+  2 * 4  =  0,
2*i — 4 * 2  +  5*з +  3 * 4  =  0 ,

4*i — 8*2+  17*з+ 11*4 =  0.
(Ответ: С\ =[1 0 -5/2 7/2]г,С 2 = [0 1 5 - 7 ]7; 
|a i а2 — y a j+ 5 a 2 - ~ а ,  — 7a2j , ai, а26 R.)

С  3*1 +  2*2 +  *3 +  3*4 +  5*5 =  0,
I |П7 I  +  4-̂2 +  3*з -j- 5*4 + 7*5 = 0,

9*| +  6*2 +  5*3 +  7*4 +  9*5 SB 0,
I .  3*! +  2*2 +  4*4 +  8*5 =  0.

(Ответ: C i= [l 0 0 -9/4 3/4]г, С2 = [0 1 0 -3/2
1/2]', Сз = [0 0 1 - 2  1]г; [а, 02 а3 ~ { a t-

— -|-*2 — 2аз ai + у  as Ц-аз| , ai, аг, as^R.)
1.6. ВЕКТОРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ R3. ЛИ НЕЙ НЫ Е  
ОПЕРАЦИИ НАД ВЕКТОРАМИ. РАЗЛОЖ ЕНИЕ  
ВЕКТОРА ПО БАЗИСУ.
СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ
Величины, которые полностью определяются заданием их числовых 

значений (например, длина, площадь, объем, масса и т. д.), называются 
скалярными.

Величины, для определения которых, кроме числового значения, 
необходимо знать еще и направление (например, сила, скорость, уско
рение и т. д.), называются векторными.

Вектором называется направленный отрезок в пространстве или 
упорядоченная пара точек. Вектор изображается отрезком прямой, на
котором указано его направление, и обозначается АВ или а.
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Вектор, у которого начало и конец совпадают, называется нуле
вым и обозначается 0.

Длнна отрезка, изображающего вектор, называется длиной (моду
лем) вектора и обозначается так: \АВ I, I а I или АВ, а.

Векторы, параллельные одной прямой или лежащие на одной пря
мой, называются коллинеарными.

Два вектора называются равными, если один из них может быть 
получен из другого путем параллельного переноса.

Векторы, расположенные в одной плоскости нлн параллельные 
одной и той же плоскости, называются компланарными.

Произведением вектора а на число R называется вектор аХ = Ха, 
длина которого \Ха\ равна произведению А| и |а|, т. е. |Ха| = 
= [XI I а I , а направление совпадает с направлением вектора а, если X >  О, 
и противоположно ему, если Я. <  0.

Перечислим свойства операции умножения вектора на число:
1) для любого вектора а и чисел а, 06 R справедливо равен

ство а (pa) — (ар) а;
2) если лфО, то для любого вектора Ь, кодлинеарного а, сущест

вует единственное число Я., удовлетворяющее равенству о = Яа.
Вектор, длина которого равна единице, называется единичным 

вектором или ортом. Для любого вектора а справедливо равенство 
а = |а|а«, где а0 — единичный вектор.

Суммой двух векторов ОА = а и ОВ = Ь, началом каждого из 
которых является точка О, называется вектор ОС диагонали парал
лелограмма О АС В , построенного на векторах О А = а и О В = Ь 
(рис. 1.8).

Чтобы найти сумму векторов а,, а2, ..., а„, нужно конец вектора 
ai совместить с началом вектора а2, конец вектора а2 — с началом 
вектора а3, конец вектора а3 — с началом а4 и т. д., пока не дойдем до 
вектора а„. Тогда суммой а( + аи + .  + а„ будет вектор, идущий из 
начала вектора а> в конец вектора ап-

Приведем свойства операции сложения векторов:
1) а +  b = b -f а;
2) (а +  Ь) +  с = а + (Ь + с);
3) Х(а + Ь) = Ха -Ь Xb, R;
4) (а + Р)а = аа + Ра, а, 0 £ R.
Разностью двух векторов а и Ь называется такой вектор с, кото

рый нужно сложить с вектором Ь, чтобы получить вектор а, т. е. а — Ь = с, 
если Ь 4- с = а.

Вектор а — Ь совпадает с вектором В А диагонали параллелограмма 
ОАСВ, построенного на векторах ОА — а и OB = b (рис. 1.9).
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Проекцией вектора АВ на oct> I называется длинам отрезка CD этой 
оси, заключенного между проекциями на ось I точек А и В, взятая 
со знаком « + », если направление отрезка CD совпадает с направлением 
оси I, и со знаком «—», если эти направления противоположны.
Обозначается это так: CD = np<AB. Проекция вектора на ось равна 
длине вектора, умноженной на косинус угла между ним и осью:

up /АВ =  \АВ I cos а.
Вектор вида а,Л\ + «гаг + ■••+ а„а„, где а, € R. *= 1 . «. называ

ется линейной комбинацией векторов а(, аг, а* Если вектор пред
ставлен как линейная комбинация некоторых векторов, то говорят, что 
он разложен по этим векторам.

Векторы ai, а г, а„ называются линейно эовисилмли, если 
существуют числа Xi, Яг, .... К  £ R, одновременно не равные нулю, 
такие, что выполняется равенство

Я1Я1 + Лгаз -{-.г, -{- = О»
В противном случае векторы ai, а2, а* называются линейно не
зависимыми.

Приведем теоремы, устанавливающие условия линейной зависимости 
векторов на плоскости и в пространстве.

Теорема 1. Любые два коллинеарных вектора линейно зависимы, 
а два некол линеарных вектора линейно независимы.

Теорема 2. Три компланарных вектора линейно зависимы, а три не- 
компланарных вектора линейно независимы.

Базисом на плоскости (в R?) называют два неколлинеарных 
вектора этой плоскости, взятых в определенном порядке. Если на 
плоскости выбран базис в|, ег, то любой вектор а этой плоскости можно 
разложить по векторам ег, и такое разложение единственно.

Базисом в пространстве (в R3) называют три некомпланарных 
вектора, взятых в определенном порядке. Если в пространстве R3 
выбран базис ei, ег, ез, то любой вектор а можно разложить по век
торам ei, ег, ез, и такое разложение единственно.

Если е,. еа, ез— базис в R3 и вектор а = a.|«i +  агег + <хз«з, то 
числа ai, aj, аз называют координатами вектора а в базисе е,, е2, е, и за
писывают: a = (ai; иг, а 3).

При умножении вектора а = (on, а?, аз) на число X £ R все его коорди
наты умножаются на это число:

Я,а = (Я/Х|, Ха_\ Хаз).
При сложении (вычитании) векторов a = (cti, а2, аз) и b = (ai, р2, 

ftj) складываются (вычитаются) их соответствующие координаты:
а ± b = (ai ± Pi, ссг + 02, йз ± Рз),

Декартовой системой координат в пространстве называется сово
купность фиксированной точки О и базиса ei, ej, ез- Точка О называется 
началом координат, а прямые, проходящие через начало координат 
в направлении базисных векторов,— осями координат. Прямая Ох назы
вается осью абсцисс, прямая Оу — осью ординат, прямая Ог — осью 
аппликат. Плоскости, проходящие через оси координат, называют 
координатными плоскостями.

Вектор ОМ называется радиусом-вектором точки М. Координаты 
радиуса-вектора точки М по отношению к точке О называются коорди-
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нотами тонки М в дайной системе координат. Первая координата 
называется абсциссой, вторая — ординатой, третья — аппликатой.

Базис называется ортонормированным, если базисные векторы по* 
парно ортогональны н длина каждого из них равна единице.

Декартова система координат с ортонормированным базисом
i = (1. О, 0), J = (0, I, 0), к =  (0. 0, 1) называется прямоугольной 
системой координат, а векторы i, j. k — ортами координатных осей.

Любой вектор а = (at, а„, а,) можно разложить по базису I, j, k 
единственным образом, т. е. а =  аЛ 4- a,j +  ark.

Разложение радиуса-вектора ОМ точки М(х, у, г) по ортам I, к име
ет вид ОМ =  jA -+- у| +  zk.

Если в прямоугольной системе координат даны две точки 
А(х 1, yi, 2 |) и В (Х 2, 1/2, 2-г), то:

АВ =»(дсг — Х|, у2 — у\, гг~ г ,),
|Л В| =  У (л 2 — XiY +  (yn— y i f  +  (z3 — Zi f .

Направление вектора а = (e „ а„, at) определяется углами а, 0, у, 
образованными вектором а с положительными направлениями осей 
Ох, Оу и Oz соответственно. Косинусы этик углов называются
направляющими косинусами вектора а н определяются по формулам:

г, г,,, п ***cos a = ---= —; cos р == -г- = —
а + <4 + а% °  V 0?+ «# + «»

а, агcos у =
а

Направляющие косинусы связаны соотношением
cos2 a  +  cos2 0 + cos2 у =  1.

Скалярным произведением двух, векторов я и Ъ называется число, 
равное произведению длин этих векторов на косинус угла <р между ними:

(а, Ъ) = | а 11Ы cos <р.
Перечислим основные свойства скалярного произведения векторов:
1) (а, а) =«= 1а|2 = а2, отсюда |а| = У (а , а);
2) (а, Ь) =  О, если а = 0, либо Ь =* 0, либо а J .  Ь:
3) (а. Ь) =  (Ь, а);
4) (Аа, Ь) =  (а, АЬ) =  Л (а, Ь), А £ R;
5) (а, b + с) = (а, Ь) +  (а, с); . „
6) (а, Ь) =  |а|ир,Ь = |Ылр»а, следовательно, пр»а = - . '-г .lot
Если в прямоугольной системе координат векторы а н Ь заданы 

своими координатами: а *= (a*, а „ аД b = (Ьх, Ьг), то
(а, Ь) = ах6, + ОцЬ, +

Из определения скалярного произведения следует, что
(а, Ъ) ахЬ, 4- а̂ Ьу -J- а,Ь,COS ip = v / = у_1-J—_L. —
^  ^  "V°« 4- al +  0& +  Ьг

С помощью последней формулы можно найти угол, который обра
зуют векторы а и Ь.
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Примеры
I. Точки К и L являются серединами сторон ВС  и CD 

параллелограмма ABCD. Полагая АК. = к и AL =  I, вы
разить через к и I векторы ВС  и DC (рис. 1. 10).

Реш ени е . Из треугольника АКМ  получаем:
к + Ш  = ДлГ=21, /СМ = 21-к,
В К  =  i -КМ = ±{21 -  к )_  * ^ 1 ,

в с  =  2ВК ~  2(21 ~ к) =  ii-~  2\ ,3 3

Из треугольника ADL имеем:

AD + 1>L =  I, ~DL =  I — ~AD —

DC = 2DL, ~DC в  2(2k3~ l) — 4k ~ 21.

2. Угол между векторами а и b равен 60°, |a| =  5P 
|b| = 8. Найти |a +  b| и |a - b |.

Реш ение. Построим параллелограмм на векторах а 
и b (рис. 1.11). Воспользуемся свойствами скалярного 
произведения векторов. Имеем:
|a +  b|2 = (a+b, a+ b) =  (a, а)+*(а, Ь) +  {Ь, а) + (Ь, Ь) = 
= 1 a i2Н-2(a, b) + 1bi2 =  [ai2 +  21a||b|cos60° +  |b|2 = 

=  25 + 2-5.8 - 1/2 +  64= 129,

откуда |а +  Ь(=-\/^9;
|а— Ы 2 =  (а —b, a —b) =  (a, a) — (b, а) —(а, Ь) +  (Ь, Ь) = 

=  |а|2 —2(а, b) +  I b |2 =  52 — 2*5.8 cos 60° + 82 = 49,
откуда [а — Ь| — 7.
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а
Рис.  1.11

3. Даны вершины четырехугольника ABCD: /4(1, —2,
2), 5(1, 4, 0), С( — 4, 1, 1), £>{ — 5, —5, 3). Доказать, что 
его диагонали взаимно перпендикулярны.

Реш ение. Найдем координаты векторов АС и BD:
АС = ( - 5, 3, -1), BD = (— 6, -9 , 3).

Вычислим скалярное произведение векторов А С и BD:
(AC, ~BD) = ( —5)( —6) -|- 3( —9) + ( — 1) • 3 = 0.

Отсюда следует, что AC _L BD.
4. Даны векторы: а =  3i — 6j — k, b =  i + 4j — 5k, 

c = 3i — 4j+  12k. Найти проекцию вектора a+-b на век
тор с.

Реш ение. Требуемая проекция

Имеем: а = (3, -6 , -1), Ь =  (1, 4, -5 ), с =  (3, -4 , 12). 
а + Ь = (4, —2, —6). Тогда

5. Вектор х, перпендикулярный к векторам а =  (4, —2,
— 3) и b = (0, 1, 3), образует с осью Оу тупой угол. 
Зная, что |х| =26, найти координаты вектора х.

Реш ение. Обозначим координаты вектора х через 
xi, д-2, л-3: х — (jci, х2, хз). Так как xJ_a, x_Lb, то (х, а) = 0, 
(х, Ь) = 0. Переходя к координатам векторов х, а и Ь, по
лучаем систему уравнений

решив которую, имеем: х2 =  —Зх3, = 2*а +  Зх» ■*
56

прс(а +  Ь)=  (а + с)

с ' l /з" + (- 4 )2 + 122
= -52/13 = -4 .

4xi■ — 2x2 — Зжз =  О 
Х2 +  З* 3 —  О

0, 1
о./



=  — 3jc3. х, — — (3/4)*з. Следовательно, х = ( — (3/4)*3,
— 3*з, *з). Так как |х| =26, то

V  (9/16)*§ +  9*3 +  *! =  26.
Тогда ±*з-13/4=26, * з= ± 8 .

Так как по условию cos р <  0, т. е. угол 0 — тупой, то 
cos р =  *г/26 = — 3*з/26 <  0. Отсюда имеем: — 3*з<0, 
*з> 0, *з = 8. Тогда х = ( — 6, —24, 8).

6. Даны векторы: а = 2i — j +  3k, b =  i — 3j + 2k, с = 
= 3i + 2j — 4k. Найти вектор x, удовлетворяющий сле
дующим условиям: (х, а)=  —5, (х, b)=  — И, (х, с) — 20.

Реш ение. Обозначим координаты вектора х через 
* 1, *2, *з- Тогда

( х .

(х
(х

, а )=  - Г ,Л  
, Ь ) = - 1 |, \ 
, с )=  20 )

2*i— *г +  3*з= —5, 
или *| — 3*2 + 2*3 = — 11 

3*i + 2*2 — 4*з = 20.

Найдем решение полученной системы по формулам 
Крамера:

2 - 1  3 ,
' = 24 — 6 + 6 + 27 — 4 — 8 = 39,Д = 1 - 3  2

3 2 — 4

- 5 - 1  3
Д ,=  - I I  - 3  2

20 2 — 4

= —60 — 40 — 66 + 180 + 44 + 20 = 78,
2 - 5  3

Д2= I _ п  2 = 88-30 + 60 + 99-20-80=  107,
3 20 -4

2 - 1  - 5
Д з =  1 - 3  - I I

3 2 20
= -120 + 33— 10 — 45 + 20 + 44 =  78.

Тогда *, = Д,/Д = 78/39 = 2, *2 =  Д2/Д = 107/30 = 3, 
*з = Дз/Д = 78/39 = 2, т. е. х =  (2, 3, 2).

7. Даны векторы: а = (5, — 1, 10), Ь= (3, 6, 4), с = 
= (6, 0, 11), d= (2, —7, 6). Показать, что векторы а, Ь, с 
образуют базис, и найти координаты вектора d в этом 
базисе.
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Реш ение. Как известно, базнсом в пространстве 
R3 является любая упорядоченная система из трех линейно 
независимых векторов. Покажем, что векторы а, b и с ли*, 
нейно независимы, т. е. выполняется равенство

ос | a -f- а 2Ь -|- азе =  О
при условии, что все числа а), а2, аз одновременно 
равны нулю. Подставляя в это равенство координаты 
векторов а, Ь, с, получаем:
at(5«i —е2 -J- 10ез) a2(3ej -(- 6е2 + 4ез) -)- а$(6в| -|- 11еэ) = 0 
или

(5а | +  3a2 + 6as)ej -f- (— ct ■ -f- 6a2)e2 -j~(10ai -Ь 4a2 -J- 
-+• i 1«з)ез =  0.

Для того чтобы вектор, разложенный по базису 
ei, е2, е3, был равен нулевому вектору, его координаты 
должны равняться нулю, т. е.

5ai+ 3aa+  6аз =  1
—  a i  +  баг 
lO a i +  4аг +  1 i<*3 =  I

. =  0 ,
—  0 , } , = 0. J

Получим однородную систему трех линейных уравне
ний с тремя неизвестными at, аз, аз. Такая система имеет 
нулевое решение (ai =0, a2 = 0, аз=0), если ее опреде
литель не равен нулю. Поскольку

5 3 6
- 1 6  0 
10 4 11

- - 2 1 * 0 ,

то векторы а, Ь, с линейно независимы. Следовательно, 
они образуют базис и вектор d является линейной комби
нацией векторов а, Ь, с: d =  fra +  РгЬ -(- рзс. Числа р(,
02, Рз будут координатами вектора d в базисе а, Ь, с  Най
дем их.

Воспользовавшись разложением а, Ь, с, d в базисе 
ei, е2, е3, имеем:

2*1 — 7е2 ~|~ без — Pi (5ei — е2 + 10ез) -(- p2(3ei + 6е2 
+ 4е3)+рз(6е. +  11ез)

или
2ci — 7е2 + без =  (5pi 4* Зр2 + 6p«)ei +  (— pi + 6р2)е2 + 

+ (10р,+4р2 + Нрз)ез.
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Из равенства векторов следует равенство ил коорди
нат, поэтому получаем систему:

5 p i -|- 302 Ч- 6 р3 =
—  Pi + 6 Р 2 
10р| +  4 р 2 +  П 0 э  = ;}

Решая ее по формулам Крамера р, =  Д(/Д, t=  1, 2, 3, на
ходим:

21,
2 3 6 5 2 6

At = _ 7 6 0 II 1 to ? II - 1 - 7 0
6 4 11 10 6 11

Дз =
5 3 2

- 1 6 - 7  
10 4 6

=  0.

Следовательно, р| =  — 21/ — 21 =  1, Рг =  21/ — 21 =  
=  - 1 , Эз =  0/ — 21 = 0, т. е. d =  (1, — 1; 0).

8. Даны вершины треугольника ABC: Л(3, 2, — 3), 
В(5, 1, — 1), С(1, —2, 1). Вычислить его внешний угол 
при вершине А (рис. 1.12).

Реш ение. Внешний угол при вершине А — это угол 
между векторами АВ н С А. Так как АВ =  (2, — 1, 2), 
СА=(2, 4, -4 ), то

-  -
cos (АВ, СА) = ^  =

\АВ\\СА\
=  2-2-К — 1)-4 + 2*(—4) =  _ 4/д

V2, + { - l )2 +  2i V (- 2 )2 +  (-4f-(-42

Следовательно, (АВ, СА) =  arccos( — 4/9) «116°25'.
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Задачи для самостоятельного решения

1.108. Даны векторы О А= л  и ОВ =Ь. Вектор ОС = 
=  с — медиана треугольника ОАВ. Разложить аналити
чески и геометрически вектор с по векторам а и Ь, а век
тор а — по векторам b и с. (Ответ: с =  (а +  Ь)/2, а = 
=  2с - Ь .)

1.109. На сторонах О А и ОВ прямоугольника ОАСВ 
отложены единичные векторы i и j. Точка М — середина 
стороны ВС, N — середина стороны АС. Выразить через
i и j векторы ОАу АС, ВО, ОС, ОМ, ON, МN , если 
1041 =3, \ОВ\ =4. (Ответ: ОА =  31, ЛС = 4jt В О = -4 j,
ОС=  3i +  4j, ОМ =  (3/2)i + 4j, 0/V = 3i + 2j, MN = 
= (3/2)i-2j.)

1.110. Даны радиусы-векторы n, га, r3 трех последова
тельных вершин А, В, С параллелограмма ABCD. Найти 
радиус-вектор четвертой вершины D. (Ответ: Г| + Гз — 
— г*.)

1.111. В равнобедренной трапеции ОАСВ угол ВОА =  
= 60°, ОВ — ВС = СА = 2, точки М и N — середины сто-
рон ВС  и АС. Выразить векторы АС, ОМ, ON и MN
через единичные векторы ш и п  направлений ОА и ОВ.
(Ответ: АС = 2(п — т ), ОМ =  2л + т , ON = З т  + п,
MN = 2т — п.)

1.112. Даны три последовательные вершины паралле
лограмма: Л(1, —2, 3), В(3, 2, 1), С(6, 4, 4). Найти его 
четвертую вершину D. (Ответ: D(4, 0, б).)-

1.113. Вычислить Jа — Ь|, если |а| = 2т/2, 1Ы=4 и
А  ,—(а, Ь) = 135°. ( Ответ: 2 y i0 .)

1.114. Вычислить длины диагоналей параллелограмма, 
построенного на векторах а = 2т  + п и Ь =  т  — 2п, где

г—  .
т , п — единичные векторы, (т , п) = 60°. (Ответ: -\/7,
у ж .)

1.115. Дан вектор а = 2т — п, где т , п — единичные 
векторы, (пОп)=120°. Найти cos ( С ы )  и cos ( А ) :
(Ответ: 5/(2V7), - 2/У ?.)

1.116. Даны три последовательные вершины параллело
грамма: Л (- 3, -2 , 0), В{3, -3 , 1), С(5, 0, 2). Найти его
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четвертую вершину D и угол между векторами АС и
BD. {Ответ: D (~  1, 1, 1), <р=120°.)

1.117. Найти угол между векторами а = 2т 4  4п и b =
— т  — п, если т , п — единичные векторы, (m/n)= 120°. 
(Ответ: 120°.)

1.118. Найти угол между векторами а и Ь, если вектор 
а 4- 2Ь перпендикулярен к вектору 5а — 4Ь и |а| = Jbf =  I. 
(Ответ: 60°.)

1.119. Даны векторы a — i4j-j-2k и b = i — j 4  4k. 
Найти npi>a, праЬ и cos (а, Ь). (Ответ: прьа = 4д/2/3,
пр.Ь = 4-\/б/3, cos (af'i») =4/(3-\/3).)

1.120. На плоскости даны два вектора р = (2, —3), q = 
= (1, 2). Найти разложение вектора а =  (9, 4) по базису 
р, q. (Ответ: а =  2р 4  5q.)

1.121. Даны векторы ai =(3, 1, 2), аг=(2, 1, 2), а3 = 
= ( — I, 2, 5), d=(5, 0, — 1) в некотором базисе. Показать, 
что векторы at, аг, аз образуют базис, и вычислить коорди
наты вектора d в этом базисе. (Ответ: d = 2аг — аз.)

1.122. Даны три вектора: а = (3, — I), Ь= (1, —2), 
с = (“— 1, 7). Найти разложение вектора р = а 4 Ь 4 с  
по базису а, Ь. (Ответ: р = 2а — ЗЬ.)

1.123. Даны векторы: а> =(3, —2, I), ая = (— 1, I, —2), 
аз = (2, 1, —3). Найти разложение вектора а = (П , —6, 5) 
по базису ai, а2, а3. (Ответ: а =  2aj — Заг 4  а3.)

1.124. Векторы а и b образуют угол <р = 120°. Зная, что 
j а | = 3, 1Ы = 4, вычислить: 1) (а, Ь); 2 ) |а|г; 3) |а4 Ы 2;
4) {За — 2Ь, а +  2Ь); 5) 1а — Ы 2; 6) |За 4  2Ь|г. (Ответ:
1) - 6; 2) 9; 3) 13; 4) -61; 5) 37; 6) 73.)

1.125. Векторы а и b взаимно перпендикулярны, вектор 
с образует с ними углы, равные л/3. Зная, что |а| =  3, 
jb| = 5, |с| =  8, вычислить (За — 2b, Ь 4  Зс), |а4  2Ь —
— Зс|2. (Ответ: — 72, 373.)

1.126. Даны радиусы-векторы вершин треугольника
ABC: ОЛ = i -f 2j 4  3k, OB =  3i +  2j 4  k, ОС = i +  4j -f k. 
Показать, что треугольник ABC — равносторонний.

1.127. Найти вектор х, коллинеарный вектору a =  i —
— 2j — 2k, образующий с ортом j острый угол и имеющий 
длину |х| =  15. (Ответ: х = — 5i 4- 10j 4  10k.)

1.128. Радиус-вектор точки М составляет с осью
Оу угол 60°, а с осью Ог — угол 45°, |OM j= 8. Найти
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координаты точки М, если ее абсцисса отрицательна.
(Ответ: М( — 4, 4, 4-^2).)

1.129. Даны вершины треугольника ABC: А ( I, 2, I). 
В(3, — 1, 7), С(7, 4, —2). Вычислив внутренние углы 
треугольника, убедиться, что этот треугольник — равно
бедренный.

1.130. Даны два вектора: а( =(3, — 1, 5) и аг =  { 1, 2,
— 3). Найти координаты вектора х, перпендикулярного 
к оси Ог и удовлетворяющего следующим условиям: 
(х, ai) =  9, (х, а2) =  —4. (Ответ: х = (2, —3, 0).)

1.131. Даны три вектора: а =={2, — 3, 1), Ь =  (—3, 1,2),
с =  (1, 2, 3). Вычислить прь+са. (Ответ: -8/V 3& )

1.7. ВЕКТОРНОЕ И СМЕШАННОЕ 
ПРОИЗВЕДЕНИЯ ВЕКТОРОВ
Упорядоченная тройка некомпланарных векторов ж, Ь, с называ

ется правой, если наблюдателю, находящемуся внутри телесного угла, 
образованного этими векторами, кратчайшие повороты от а к b и от 
b к с кажутся происходящими против хода часовой стрелки. В против
ном случае данная тройка называется левой.

Векторным произведением векторов а и Ь называется вектор, обо
значаемый с = [а, Ь) или с = а X  Ь н удовлетворяющий следующим 
трем условиям:

I)  длина вектора [а, Ь] равна площади параллелограмма, по
строенного на векторах а н Ь, т. е.

Л ):|[а, Ь)| =  |а| !Ь| sin (а.
2) вектор {а, Ь] перпендикулярен к плоскости векторов а и Ь;
3) упорядоченная тройка а, Ь, [а, Ь] — правая.
Из определения векторного произведения следует, что если a Kb, 

то {а, Ь] = 0.
Перечислим основные свойства векторного произведения векторов:
1) [a, b] = — Ib, а);
2) [U , Ь) =  Х|а, Ь), X i  R;
3) [а + Ь, с] <= [а, с] + [Ь, 4
Если а = (а,, а„. а,), b = (!>*, Ь,, 6.), то вектор Ja, bj я нмдатят» 

НОЙ форме записывают так:
I J к

[а, Ь| = ах <2  ̂ Я)
bx b9

+ (b*a, — aj>t) j + (a,b,, — b,a*) k.

=  (a^b, — b„a,) I +

Смешанным произведением векторов a, b, с называется число, 
обозначаемое (а, Ь, с) и определяемое как скалярное произведение 
вектора [а, Ь,| и вектора с:
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Приведем геометрические свойства смешанного произведения век
торов:

1) если V — объем параллелепипеда, построенного на векторах 
а, Ь, с, то

(а Ь г) =/ если ТР0®*3 * ' с — правая,V > • >  ̂_  у, если тройка а, Ь, с — левая.
2) для того чтобы векторы а, Ь, с были компланарны, необходимо 

и достаточно выполнение условия (а, Ь, с) = 0.
Перечислим алгебраические свойства смешанного произведения век

торов:
1) (а, Ь, с) = (Ь, с, а) = (с, а, Ь);
2) (Ь, а, с) = —(а, Ь, с), (с, Ь, а)=» — (а, Ь, с), (а, с, Ь )=  — (а, Ь, с);
3) (mai +  азвг, Ь, с)=  а,(а*, Ьас) +  аг(аг, Ь, с), a,, аа€ R;
4) (J, J, k )*0 .
Если а = (а „ а„, аг), Ь = (6*, Ь „ 6г). с =  (с „ ся, £Г). то

(а, Ь, с)
Лх Лу Лг
Ъж by bg .

Сх Су Сг

Примеры

1. Доказать, что |[а +  Ь, а — Ь]| =  2|[Ь, а]|. Выяснить 
геометрический смысл этого равенства.

Реш ение. Воспользуемся свойствами векторного про
изведения:

[а + Ь, а — Ь] = [а + Ь, а! — [а + Ь, Ь] =
= [а, aj + [b, a] — [a, b] — [b, bj.

Так как [а, а]=  |а|2 sin 0° =0, [b, Ь] =  0, [а, Ь] = 
=  — [Ь, а], имеем

[а + b, а — Ь] =  2[Ь, а), |[а + Ь, а — Ь]1 — 2 ЦЬ, а]|.
Поскольку |[Ь, а]| равен площади параллелограмма, 

построенного на векторах а и b (рис. 1.13), приведенных 
к общему началу, а ([а +  Ь, а — Ь]| — площади парал
лелограмма, построенного на векторах а -f-b, а — Ь, то 
из доказанного равенства следует, что площадь второго 
параллелограмма в два раза больше площади первого.

2. Даны вершины треугольника Л(1, — 1, 2), А(5, —6,
2), С0, 3, — 1). Определить длину высоты, опущенной 
из В  на сторону АС, и площадь треугольника А ВС 
(рис. 1.14).

Реш ение. Требуемую площадь вычислим по формуле 

5длвс=  -j \[АВ, АС\\.
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Найдем координаты векторов А В и А С и длину век
тора АС. Имеем:

АВ = (4, -5 , 0), АС =  (0, 4, -3),
\АС\ = д/16 + 9 = 5;

S a^ c=  i- 1̂ ’ ^ ]| = T mod

= i- 115i + I2j + 16k | = i-д/225 + 144 + 256 =
= Щ. = 12,5.

Здесь mod|/4|— модуль определителя матрицы А. Но
так как S лЛВС= \BD\ \АС\/2, то \BD\ = 2S/\AC\ =  
= 25/5 = 5.

3. Найти вектор х, если известно, что он перпендику
лярен к векторам ai = (2, —3, 1), а2 =  ( 1 , —2, 3) и удов
летворяет условию (х, i + 2j — 7k) — 10.

Реш ение. Так как вектор х перпендикулярен к плос*
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кости векторов ai и аг, а вектор [аь аг] также перпендику
лярен к плоскости этих векторов по определению, то 
отсюда следует, что x||[ai, а2|. Имеем

[а,, а2] =
i j k
2 - 3  1
1 - ?  3

= — 7i — 5j — k =  ( —7, -5 , -  I).

Так как x|J[ai, аг], то координаты этих векторов пропор
циональны, т. е. х =  (— 7К, —5А,, —Я), Обозначим
d = (l, 2, —7). По условию, (х, d) =  10, откуда —7к —
-  ЮЛ+ 71— 10, -10Л= 10, А = -1 . Тогда х = (7, 5, 1).

4. В пространстве даны четыре точки: Л (1, 1 , 1), 
В(4, 4, 4), С(3, 5, 5), D(2, 4, 7). Найти объем тетраэдра 
ABCD.

Реш ение. Найдем координаты векторов АВ, АС,
JD : АВ = (3, 3, 3), АС = (2, 4, 4), л 5  = (1, 3, 6).

Объем тетраэдра, построенного на векторах АВ, АС,
AD, составляет 1/6 часть объема параллелепипеда, по
строенного на тех же векторах:

У=  >](ЛВ, AC, AD)\= i-mod
О О

3 3 3 
2 4 4 
1 3 6

= -1  • 18 = 3.

5. Доказать, что четыре точки А( 1, 2, — I), В(0, 1, 5), 
С (— 1,2, 1), D(2, 1, 3) лежат в одной плоскости.

Реш ение. Достаточно взять три вектора АВ, АС,
AD {рис. 1.15) и доказать, что они компланарны, т. е.
(АВ, AC, AD) =  0. Так как АВ =  {- 1 , -1 , 6), АС =
= (- 2 , 0, 2), =  -1 , 4), то

(а£, AC, AD) =
-1 - 1  6
-2 0 2
1 — 1 4

= 0 - 2 + 1 2  — 2 — 8 = 0.

6, Найти длину высоты пирамиды, опушенной на грань 
BCD, если известно, что ее вершинами являются точки 
/4(0, 0. 1), В(2, 3, 5), С<6, 2, 3), Z>(3. 7, 2) (рис. 1.16) .
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Рис. 1.16 D

Реш ение. Так как V =  4-SaBciM0, то 40  = 3l//S.
О

Имеем

V =  ' |(АВч АС, А0)1 = 4-mod
О о

2 3 4 
6 2 2
3 7 1

= -1 . 120 =  20,

S * BCD= y l[S C . Я 0 ]|=  Y mod
I j к
4 — 1 —2
1 4 - 3

= i- |lli+ I0 j+ 1 7 k | =  ■ iV 121 +  1°0 +  289=  4-л/510Г2
Тогда

л п _  зк  _  3 - 20 - 2 4 л [ш

Задачи для самостоятельного решения
Л

1.132. Дано: |а| =  |Ы = 5, (а, Ь) =  л/4. Вычислить 
площадь треугольника, построенного на векторах а — 2Ь
и За +  2Ь. ( О т в е т : 50-^2.)

1.133. Векторы а и b образуют угол <р = 60°. Зная, что 
|а| =  3, |Ь| ~ 5, вычислить |[а, Ь]|, |[а +  Ь, а — Ь]|, |[3а +
+ Ь, а — ЗЬ]|. ( О т в е т : 15^/2, 15^3, 75- $ . )

1.134. Даны точки А(2, -1 , 2), В<1 , 2, -1). С(3, 2, 1).
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Найти [АВ, ВС), [В С -204 , СВ). {Ответ: (6, -4 , - 6), 
( - 12, 8, 12).)

1.135. Вычислить синус угла, образованного векто
рами а =  (2, —2,1), b = (2, 3,6). (Ответ: sin ф=5-^17/21.)

1.136. Вектор Ь, перпендикулярный к оси Oz и к вектору 
а = (8, — 15, 3), образует острый угол с осью Ох. Зная, 
что | b | — 51, найти его координаты. (Ответ: b = (45,24, 0).)

1.137. Сила F = (3, 4, —2) приложена к точке С(2, — I,
— 2). Определить величину и направляющие косинусы 
момента этой силы относительно начала координат. 
(Ответ: 15, cos а — 2/3, co sP = —2/15, cos у=  11/15.)

1.138. Найти вектор с =■ [а, Ь], построить его и вычис
лить площадь параллелограмма, построенного на векторах 
а и Ь, если: I ) а =  3i, b = 2k; 2) а =  i +  j, b =  i — j; 
3) a = 2i +  3j, b =  3j +  2k. (Ответ: 1) - 6 j,6 ;2 ) -2k, 2;
3) 6Г — 4JH-6k, 2^22.)

1.139. Вычислить площадь треугольника с вершинами 
/4(7, 3, 4), В {I, 0, 6), С(4, 5, 2). (Ответ: 24,5.)

1.140. Вычислить площадь параллелограмма, построен
ного на векторах а =  р + 2q н b = 2р + q, где р, q — еди
ничные векторы, образующие угол, равный 30°. (От
вет: 1,5.)

1.141. Дан^ вершины тетраэдра /4(> Ач, /43, Л4. Вычис
лить cos (;4 |<4г, /4Из), площадь треугольника А 1А2А3, объ
ем тетраэдра и сделать чертеж, если: 1) А,(2, 4, 3), 
А2(7, 6, 3), А3(4, 9, 3), А4(3, 6, 7\ 2 ) /4,(3, 5, 4), А,(5, 8, 3), 
/43(1, 9, 9), Л4(6, 4, 8); 3) /1,(3, 3. 9), /42(6, 9, 1), А3( I. 7, 3), 
/4<(8, 5, 8). (Ответ: 1) cos <р = 20/29, 5=10,5, У =14;
2) cos <р = 1/70, S =  -Jm /2, V =  -1|L; 3) cos Ф =

= 33/(Vi4Vl09). S = V 437, V =  4.)
1.142. Даны векторы a =  31 — j — 2k, b =  i + 2j — k. 

Найти (2a — b, a + 2Ь]. (Ответ: 25i +  5j — 35k.)
1.143. Показать, что векторы a = —J + 3j-|-2k, b = 

= 2i — 3j — 4k, c=  — 3i-f- 12j + 6k компланарны, и раз
ложить вектор с по векторам а и Ь. (Ответ: с = 5а + Ь.)

1.144. Показать, что точки /4(2, — 1, 2), В(1, 2, 3), 
С(2, 3, 0), D(5, 0, —6) лежат в одной плоскости.

1.145. Построить параллелепипед на векторах а = 
= 3i +  4j, b = —3j-J-k, c = 2j + 5k и вычислить его 
объем. Выяснить, правой или левой будет тройка векторов
а, Ь, с. (Ответ: У =51; левая.)
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1.146. Дан тетраэдр с вершинами в точках А х{2, 0, 0), 
Л2(0, 3, 0), Лз(0, 0, 6), Л*{2, 3, 8). Вычислить его объем и 
высоту, опущенную на грань Л 1Л2Л3. (Ответ: V = 14,
Н = ̂ [\Т.)

1.147. Дан тетраэдр с вершинами в точках 0(0, 0, 0), 
А (5, 2, 0), В (2, 5, 0), С(1, 2. 4). Найти площадь грани 
ABC, объем тетраэдра и его высоту, опущенную из точки
О на грань ABC. ( Ответ: S =  бд/з, V — 14, И = 7д/з/Э.)

1.148. Вычислить длины диагоналей н площадь парал
лелограмма, построенного на векторах а = — j -J- к и
b = i +  j +  k. (Ответ: |а + Ь| = |а — Ы =-\/б, S = д/б.)

1.149. Вычислить площадь параллелограмма, диагона
лями которого служат векторы 2 т — п, 4т — 5п, где т
и п — единичные векторы; (т , п) — я/4. ^Ответ: у У 2 )

1.150. Векторы а и b образуют угол 30°, |а| = 6, |Ь| =  3. 
Вектор с перпендикулярен к векторам а и Ь. Зная, что |с | — 
= 3, вычислить (а, Ь, с). (Ответ: ±27.)

1.151. Проверить,компланарны ли векторы а, Ь, с, если:
1) а = (2, 3, 2), Ь = (— 1, 1, -4 ), с =(2, 5, 3);
2) а =  {2, 3, 4), Ь =  (1, —2, 1), с =(5, -3 , 7);
3) а =  (1, 1, -1), b =  (3, -3 , 2), с =(3, -3 . 1).

(Ответ: 1) нет; 2) да; 3) нет.)

1.8. Л И Н ЕЙ Н Ы Е ПРОСТРАНСТВА

Непустое множество L  называется линейным пространством, 
если выполнены следующие два условия.

I. В L введена операция сложения элементов, т. е. для любых х, 
у £ L определено отображение

О , У) ^ г  = х + L, 
обладающее свойствами (иногда их называют аксиомами):

1) х + у = у + х\
2) {х + у) + г = х + (у +  г);
3) в множестве L существует нулевой элемент (будем обозначать 

его через 0), такой, что дг + 0 = х для любого х £ L,
4) для каждого х £ L существует элемент, который будем назы

вать противоположным элементу х и обозначать — дг, такой, что х +
+ (—х) — 0.

II. В множестве L введена операция умножения элементов на 
действительные (комплексные) числа, т. е. для любых X £ R (X £ С) и 
д:£ L определено отображение (А., х) ->-у £ L, где у — Кх. Отображение 
(X, *)-»-</££ обладает свойствами:
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5) I • х = х\
6) *()»*)=(ад*.
Операции сложения элементов н умножения их на числа удовлетво

ряют законам дистрибутивности:
7 }  l ( x  +  !f) =  l x  +  X!r.
8) (X + ц)х = Ях+ рх.
Элементы х, у, г, ... линейного пространства называются векто

рами и обозначаются х, у, г, ... Пространство L называется действи
тельным, если в нем операция умножения вектора ка число определена 
только для действительных чисел, н комплексным, если эта операция 
определена только для комплексных чисел.

Система векторов (Х|, х-̂ , х,) t L называется линейно зависимой,
если найдутся числа оц, а?, .... а, £ R, одновременно не равные нулю, 
такие, что

wixi + азХг + .+  а,х, =  0;
в противном случае система векторов Х|, х-......  х, называется линейно
независимой.

Пусть в линейном пространстве L выполняются следующие 
условия:

а) существует п линейно независимых векторов;
б) любая система п + I векторов линейно зависима.

Тогда число п называют размерностью пространства и обозначают 
dim L.

Линейное пространство L размерности п будем называть 
п-мерным.

Базисом п-мерного пространства называется любая упорядоченная 
система п линейно независимых векторов.

Если «|, ег, .... е„ — базис линейного пространства L, то для
любого х L существует единственная система чисел oci, аг, ..., а„, та
ких, что

х = ctiei + агвг + *-■+ а,ел. (1-7)
Выражение (1.7) называется разложением вектора х по базису 

ей t2, ..., е„, а числа а, — координатами вектора х в базисе «■, ег, .... е„.

Примеры
1. Является ли множество Z всех целых чисел линей

ным пространством?
Реш ение. Для любых х, у£ Z Jс + у € Z; однако 

для любых х £ Z и любого X £ R Хх не всегда принадлежит 
множеству целых чисел. Например, для * =  3 и X =1/5 
Хх =  (1/5) • 3 = 3/5 — не целое число. Поэтому множество 
Z не является линейным пространством.

2. Образуют ли линейное пространство векторы плос
кости, каждый из которых лежит на одной из осей коорди
нат: Ох или Оу?

Реш ение. Если вектор а принадлежит оси Ох, а век
тор Ь — оси Оу, то а + Ь не принадлежит ни Ох, ни Оу 
(рис. 1.17). Следовательно, множество данных векторов
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не образует линейного простран
ства.

3. Является ли множество всех 
действительных чисел R линейным 
пространством ?

Реш ение. Проверим, удов
летворяют ли действительные чис
ла определению линейного прост
ранства.

I. Для любых y f;R  *4- 
+ i/£R, причем для действитель
ных чисел эта операция удовлет
воряет условиям:

1) х + у =  у +  х;
2) (.к + у) + г =  х +  (у +  г );
3 ) х + 0 =  х;
4) х +  (— х) =  0.
II. Для любых А £ R, х 6 R Ajc£R, причем:
5) I * х =  х;
6) A(jax) =  (A.jjl)jct A,, |a€R;
7) Х(х -(- у) = Xjc +  Х,(/;
8) (Я +  ц)* =  Хх -V
Следовательно, R является линейным пространством.
4. Образуют ли линейное пространство: а) многочлены 

степени п; б) многочлены степени не выше п?
Реш ение, а) Обозначим множество многочленов п-й 

степени через L. Рассмотрим многочлены:
Р \(*) =  Оох" -f OiJ^- ' +  о2х"^2 +... +  а„_ ,х +  а„, 
Р 2(х)=Ьохл + Ь1ха^] + Ь2хп~2+ ... + Ьп-\х + Ьп.

Тогда
М  "Ь Р%{х) = (ао bo)xn -f- (fli -J- bi)xa 1 -j- 

+ (□2 + 62)^  2+... + (a«_i bn-\)x-\-an -\~bn-

Если bo= — ао, to (P\(x) + Pi{x ))i L. Следовательно, 
множество многочленов л-й степени не является линей
ным пространством.

б) Обозначим множество многочленов степени не выше
п через L'. Тогда при любых a,, bls i = 0, п, (Р\(х) + Р 2(х)) 6 
£ L', причем:

1) P i(x) +  T>i (x )= P 2(x )+ P l(xy,
2) (Р,(х) +  Р 2(х)) +  Р3(х) =  />, (х) + (Р2(х) + Рз(х))\
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3) />,(*) + О = />,(*);
4) Л (х) +  ( —Pi(x)) = 0, где - Р Л х )= - а 0хя -

— ai*rt~ 1 — a2x" ~ 2 — ... — an.
Для любого A.£ R и P\(x)£L'

XP, (x) =  Xaox" + Xa\xn~ 1 + +  Xan, XPi(x) 6 V,
т. e. определена операция умножения многочлена на число, 
удовлетворяющая условиям:

5) I • Р\(х) =  Pi(x)\
6) я(}аЯ|(лг))={а.Ц')/, |(*), К  ц 6 R;
7) Х(Р, (х) + р,(х)) =  1Р\ (х) +  ХР2(х);
8) (Х +  ,л)Р(х) = ХР(х)+цР(х).
Итак, множество L ' многочленов степени не выше п 

образует линейное пространство.
5. Образуют ли линейное пространство все векторы 

трехмерного пространства, координатами которых явля
ются целые числа?

• Реш ение. Обозначим множество таких геометриче
ских векторов через L. Проверим, удовлетворяют ли эле
менты множества L определению линейного пространства.

I. Для любых х, у 6 ^ х + у 6 £.
II. Для A,£R А,х не всегда принадлежит L. Так, 

например, если X —дробное число, то Лх £ L.
Следовательно, L не образует линейное пространство.
6. Образуют ли линейное пространство все векторы 

плоскости, лежащие на данной прямой?
Реш ение. Да, образуют, так как сумма таких век

торов всегда является вектором, лежащим на данной пря
мой, а умножив данный вектор на любое число R, 
получим вектор, лежащий на этой прямой. Обе операции 
удовлетворяют свойствам 1—8.

7. Образует ли линейное пространство множество 
квадратных матриц порядка п, элементами которых явля
ются действительные числа?

Реш ение. Рассмотрим множество L квадратных’ мат
риц второго порядка. Проверим, удовлетворяют ли элемен
ты множества L определению линейного пространства.

At -(- А2 — |

_  г a 2 pi 1
L Y2 f1* J

ОС | +  0С2 Pi +  02 1
Yi +  ?2 М-1 “h М.2 J]
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т. е. сумма двух квадратных матриц также является 
квадратной матрицей. Операция сложения удовлетворяет 
свойствам I—4, так как элементами матриц являются 
действительные числа, для которых справедливы пере
местительный и сочетательный законы. Роль нулевого
элемента играет матрица 0  =  ̂  о ) ’ а пРотивополож‘
ного — матрица, элементами которой являются числа, 
противоположные элементам исходной матрицы.

II. Для любого A f R

iS:R
причем данная операция удовлетворяет следующим 
свойствам:

5) 1 ‘ А\ =А\ (здесь роль единичного элемента играет 
единичная матрица Е );

6 )  X { \ i A \ ) ^ ( X \ i ) A l £  L ,  X ,  n £ R ;

7) К(А \ -\- А%) ̂  -КА i -|- ХА 2, X £ Rj
8) (Я -(- |а)>4 | = ХА] цА |, X, |Х f  R.

л
Следовательно, множество L квадратных матриц вто

рого порядка образует линейное пространство, базисом 
которого являются матрицы:

З а м е ч а н и е .  Можно доказать, что множество квадратных мат
риц любого порядка является линейным пространством.

8. Показать, что векторы а =  — i +  3j +  2k, b = 2i —
— 3j — 4k и с =  —3i -J- 12j + 6k линейно зависимы.

Реш ение. Если векторы а, Ь, с линейно зависимы, то 
равенство оца + а2Ь + а3с = 0 выполняется в том случае,
когда не все at, / = 1, 2 , 3, одновременно равны нулю.
Имеем
а ,(- 1 , 3, 2) +  а2(2, -3 , — 4)+ а3( —3, 12, 6} =  (О, О, 0), 
т. е.

(— И] -(- 2<хг — Заз, 3ai — За2 -J- 12а3,
2а | — 4а2 +  6а3) =  {0, 0, 0).

Отсюда получаем систему уравнений
— a i+ 2a2— За3 =  0, ^
3ai — За2 + 12а3 = 0, > (1)
2ai — 4а2 + 6а3 = О, J
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матрица которой
2 - 3

3 - 3  12
2 - 4  6

Найдем ранг матрицы А с помощью элементарных 
преобразований. Умножим первую строку на 3 и прибавим 
ко второй, затем первую строку умножим на 2 к прибавим 
к третьей:

‘ — 1 2 - з " - 1 2 - з '
3 - 3 12 -V 0 - 3 3
2 - 4 6 0 0 0

Так как - 1
0

2
- 3 — з, то Г А ~  2.

Система (1) эквивалентна следующей системе: 
— а  | 4- 2а? — Заз =  0.

Зсхг 4  Заз == 0,)

1 «I =  — 5а3,1 
J &2~  — а3. J

откуда имеем:
— a i4 2 aa— За3 =  0, 

а? — — а3,
Полйгая аз =  /, получаем, что система (1) имеет бес

конечное множество решений (— 5/, —Л /), где / £ R. 
Если положить, например, аз=  — 1, то ai = 5, a.2~ U  и 
зависимость между векторами а, Ь, с имеет вид 5а 4  Ь —
— с = 0.

9. Убедиться в том, что совокупность линейных комби
наций векторов a i= (l, 0, 0, — 1), а2 = (2, 1, 1, 0), а3 — 
= 0, 1, I, 1)- »« = (!, 2, 3, 4), as = (0, 1, 2, 3) образует 
линейное пространство; найти базис и размерность этого 
пространства.

Реш ение. Совокупность линейных комбинаций дан
ных векторов образует линейное пространство, так как 
она замкнута относительно операций сложения и умноже
ния на R.

Среди векторов ai, а2, а3, а4) as находим те. которые 
являются линейно независимыми.

Исследуем на линейную зависимость векторы ai, аг. 
Они являются линейно независимыми, если равенство

a a i4 pa2 =  0 (I)
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выполняется только в том случае, когда а =  0, 0 =  0. Под
ставляя в равенство ( 1 ) координаты векторов at, аг, имеем:

Очевидно, что а = 0, р =  0 — единственное решение 
этой системы. Следовательно, аи а2 — линейно незави
симые векторы.

Исследуем на линейную зависимость векторы ai, а2, 
аз. Они являются линейно независимыми, если равенство

выполняется только при а =0, р = 0, у = 0. В координат
ной форме равенство (2 ) имеет вид

(cc +  2p + Y> P +  Y, P + Y, - o  +  v) =  (0, 0, 0, 0).

определитель которой равен нулю. Следовательно, данная 
система имеет ненулевые решения. Находим их:

Полагая у =  t € R. получаем решение системы (/, t, t), 
где / £ R. Например, а  = 1 ,  0 = 1 ,  7 = 1  — одно из таких 
решений. Следовательно, векторы ai, а2, аз линейно за
висимы и эта зависимость имеет вид ai — а2 + аз = 0.

Исследуем на линейную зависимость векторы а.\, а2, 
а4. Они являются линейно независимыми, если равенство

выполняется только при а =  0, р = 0, у — 0. В коорди
натной форме равенство (3) имеет вид

а (1, 0, 0, — 1) + 0(2 , 1 , 1 . 0) =  (0, 0, 0, 0)
или

(а +  2р, р, р, — а) = (0, 0, 0, 0). 
Отсюда получаем систему уравнений 

а +  2р = 0, р =  0, —а = 0.

(2)

о (1, 0, 0, - 1)+ р (2, 1 , 1 , 0) + v (l, 1, 1, 0) = 
= (0, 0, 0, 0)

или

Отсюда получаем систему уравнений
а  + 2р + у =  0, р + у =  0, — а +  Y — O,

aai 4- 0a> + ya4 = 0 (3)

а(1, 0. 0, -1)4-0(2, 1, 1, 0 )+ Т(1, 2. 3, 4) = 
= (0, 0, 0, 0)
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или
(а +  2р +  Т) P +  2y , Р +  Зу, - а  +  4у) =  (0. 0, 0, 0). 

Отсюда получаем систему уравнений
a +  2p+ y - О Л

р +  2у =  0, 1 
Р +  37 =  0, f

— a 4-4y =  0, J
которая эквивалентна системе

a + 2p + T =  0, ^
- а  +  4у =  0, > 

v =  o. J
Определитель этой системы Д = 2 ^ 0, поэтому она имеет 
только нулевые решения: a = 0, р = 0, у = 0. Следова
тельно, векторы ai, аг, а* линейно независимы.

Исследуем на линейную зависимость векторы ai, aj, 
а<, as. Они являются линейно независимыми, если ра
венство

aai +  ра2 + Y&4 + оаБ = 0 (4)
выполняется только при а =  0, Р =  0, Y — 0, а = 0. В коор
динатной форме равенство (4) имеет вид

а(1, 0, 0, - 1 ) +  р(2, I, 1, 0) + y (1, 2, 3, 4) +
+ а{0, \,Л, 3) = (0, 0, 0, 0)

или
{ a  +  2 p  +  Y . Р  +  2 у  +  а ,

Р + Зу + 2а, —а + 4у + За) =  (0, 0, 0, 0).
Отсюда получаем систему уравнений

а +  2р +  у  =  0 Л  
р +  2? + а  =  0, I
р +  3у +  2о =  0, I 
a  -j- 4у ■+■ 3a =  0, )

определитель которой равен нулю. Следовательно, эта си
стема имеет ненулевые решения, а векторы аь аг, а*, 
а5 линейно зависимы.

Таким образом, наибольшее число линейно независи
мых векторов рассматриваемого линейного пространства 
равно 3, а это означает, что и размерность данного 
пространства равна 3. В качестве базиса можно взять 
систему векторов ai, аг, а4-

75



10. Найти базис и размерность линейного пространства 
полиномов степени не выше п.

Реш ение. Пусть L' — линейное пространство поли
номов Р(х) = аохп +  а\хп~ 1 + а?х" ~ 2 +... +  а„- ix а„ сте
пени не выше п. Равенство

си • 1 + а2* +  *3*̂  ~Ь ••• "Ь (XnX‘t 1 -1-а'л + 1̂  "О , oti £ R»
i —  11 n +  1,

выполняется лишь в том случае, когда все а, = О,
i =  l, га+ 1, а любой вектор пространства U  (в нашем 
случае — полином степени не выше п) линейно выражает
ся через векторы 1, х, х2, ..., хп. Следовательно, эти 
векторы образуют базис пространства U , размерность 
которого равна л+ 1. Числа aj, аг, <xn+i являются 
координатами вектора Р(х) в данном базисе.

Задачи для самостоятельного решения
В задачах 1.152—1.155 выяснить, образует ли данное 

множество линейное пространство.
1.152. Векторы плоскости, концы которых лежат во 

втором квадранте. (Ответ: нет.)
1.153. Векторы пространства R3, у которых первая и 

последняя координаты равны между собой. (Ответ: да.)
1.154. Векторы пространства R3, координаты которых 

удовлетворяют уравнению х\ -\- *2 + хз = 0. (Ответ: да.)
1.155. Множество Л̂ (Л) решений системы линейных 

однородных уравнений АХ=*0. (Ответ: да.)
1.156. Даны векторы a = 2ei — е2, Ь = е ( +3е2, где е(, 

еа — базис. Доказать, что векторы а, b образуют базис, 
и найти координаты вектора с = 3ei — 2е2 в этом базисе. 
(Ответ: с = (11/7, — 1/7).)

1.157. В некотором базисе даны векторы а* =(2, I) и 
аг =  (4, 2). Найти все значения X, при которых вектор 
b = (1, X) в том же базисе линейно выражается через 
векторы ai и аг. (Ответ: Х=  1/2.)

1.158. Показать, что векторы, заданные в указанном 
базисе, являются линейно независимыми:

1) а, =(2, 1, — 1), а2 = (-6 ,2 ,0 ), а3 =  (2, -4 , 1);
2) а, =(2,1.0), аг — (4, 3, —3), *  =  (-6 ,5 ,7 );
3) а, =(1,2, -3), а2 = (— 1, 3, 4), а3 =  (2, 1 ,-1);
4) ar= (-2 ,3 ,0 ), а2 = (1, — 1,5), а3 = (4,2,7);
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5) а, ={2,3, 1), аг — (3, —2, — 1), аз =  (— 1,4, 0);
6) а, =  (1, — 1,2), а2 =  (3,5,0), а3 = (- 2 ,- 3 , 1);
7) ai = {— 1, 1, 1), а2 =  (3,0, 1), а3 = {2 ,-3 ,2 );
8) ai = (2,4, 2), а2 =  (3, 4, — 1), а3 = (1 ,-5 .2 );
9) а, =  (1, 1. 1), а2 =  (1,2,3), аз =  (1,3,6).
В задачах 1.159—1.163 доказать, что векторы а, Ь, с 

образуют базис, и найти координаты вектора d в этом 
базисе.

1.159. а = в |+ е 2, b =  2ei— е2 +  е3, c = e2 — е3, d = 
= ei +  8е2 — 5е3. {Ответ: d= (3, — 1,4).)

1.160. а =  4с| -|- 5е2 -(- Зе3, b =  2ej Зе2 -}- 2е3, с = 
= — ej — 2е2— е3, d =  ej. {Ответ: d =(1, — 1, 1).)

1.161. а =  е | -{- 4е2 -|- 2е3, b =  2е i -)- 9е2 -|- 6е3, с = 3® i —
— e2-j-e3, d = ei+ 3 e2. {Ответ: d= {3, — 1, 0).)

1.162. а =  3ei + е2 +  е3, b =  4е, -j- е2 +  2е3, с =  —5ei + 
+ е2 + 2е3, d =  2e,+3e2 +  5e3. {Ответ: d =  (l, 1, 1).)

1.163. а = е2 + 7е3, b = 2ei+9e3, c = e i— 2е2 — Зе3,
d=  — 3ei+ e2. {Ответ: d = {3, —2, 1).)

В задачах 1.164, 1.165 показать, что векторы ei, е2, 
е3, е4 образуют базис, и найти координаты вектора а в этом 
базисе

1.164. в! = (1, 1, 1, 1), е2 =  (1, 1, -1 , — 1), е3 = ( I , -1 ,
1, -1), е4={1, -1 , -1 , 1), а = (1, 2, 1, 1). {Ответ: 
а = {5/4, 1/4, — 1 /4, -1/4).) •

1.165. е,= (1, 1, 0, 1), е2 =  (2, 1, 3, 1), е3 = (1, I, 0, 0),
е« — (0, 1 , — 1 , — 1), а =  (0, 0, 0, 1). (Ответ: а = ( i , 0, — 1, 
0).)

1.9. ЕВКЛИДОВЫ  ПРОСТРАНСТВА
Действительное линейное пространство V называется евклидовым 

пространством, если каждой паре векторов к н у из V поставлено 
в соответствие действительное число (х, у), называемое скалярным про
изведением векторов х и у, к выполнены следующие условия:

1) (X, у) =  (у, х);
2) (х, + X i ,  у) =  (х,, у) +  (*2. у);
3) (Ях, у) = Ш , у), R;
4) (х, х )>0  и (х, х) =  0-«>х = 0.
Длиной или модулем вектора х называется число lx! =  V (*" *)■ 

Вектор х, длина которого равна единице, называется нормированным.
Имеют место следующие соотношения:
1) |х| — 0 тогда и только тогда, когда х = 0;
2) |А.х| =  |А.| |х|, Хб»;
3) 1(х, у)| <  |х| |у| (неравенство Коши — Буняковского);
4) I* + у! !*1 + 1у1 (неравенство треугольника).
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СО59 = 1 Т О Г (0<ф<2п)’
называется углом между векторами % и у.

Система векторов Xi, х?, .... х* называется ортонормированной 
в случае, когда выполняется условие

, ч f 0, если IФ  . . т——
’ * ')—{ I, если « = /, *’ 1~  *' ” •

Базис л-мерного евклидова пространства называется ортонормиро
ванием, если базисные векторы составляют ортонорм нрованную систему. 
Во всякой л-мерном (п >  2) евклидовом пространстве существует орто- 
нормированный базис.

Процесс построения ортонорм и рова иного базиса по данному на
зывается ортогонализацией данного базнса. Этот процесс можно описать 
следующим образом.

1. По данному базису g,, g2.....  находим ортогональный базис
Ii, Ь ..... \п, используя соотношения:

f i  =  g i ,  f i  =  g* +  ^ ** fi +  Л г *^ Ь + ...  +

где \\k)= j=  f, A - I .
2. Нормируем каждый из полученных векторов f,, f2.....f„, т. e. нахо

дим векторы ei=fi/lf i| ,  e2 = f2/|f2i.....  ел = fn/IU , которые и обра
зуют ортонорм и ров а ни ый базис.

Если векторы заданы координатами в ортонормированием базисе, 
то их скалярное произведение равно сумме произведений одноименных 
координат.

Угол <р, для которого

Примеры
1. Привести примеры евклидовых пространств. 
Реш ение. I. Множества геометрических векторов

на плоскости и в пространстве. Их базисы соответст- 
ьенно имеют вид: (1, 0), (0, 1); (1, 0, 0), (0, 1 , 0), (0, 0, 1).

2. Множество непрерывных функций на отрезке 
[а; Ь\ в случае, когда их скалярное произведение задано

ъ
формулой (f, <р)= 5 f(t)y(t)dt.

а
2. Доказать следующее утверждение: если вектор х 

евклидова пространства ортогонален каждому из векторов 
ai, аг, ..., ая, то он ортогонален и любому вектору г ли
нейного пространства, являющемуся линейной комбина
цией векторов ai, аг, ..., at.

Реш ение. Пусть z = aiai +  агаг -+■ ... 4-о.пйп. Пока
жем, что x_Lz, т. е. (х, z) = 0. Находим
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(x, z)=*=(x, а|Э| + агЭг + ••• + сСпЯд) =
= (х, а,а,) +  (х, а2а2)+  ... +  (х? а„а„) =

= ai(x, a i )+ a 2(x, а2) +... + а„(х, а*) = О,
так как по условию (х, af) =0, i = I, п.

3. Доказать, что сумма квадратов диагоналей парал
лелограмма равна сумме квадратов его сторон (рис. 1.18). 

Реш ение. Имеем
|х +  у|2+|х — y|2 = (x-fy, х +  у) + (х — у. X — у) =
= Ы, х) + (у, х) + (х, у) + (у, у) +  (х, х) — (у, х) —

— (х> у) + (у> у) =2|х|2 +  2|у|2.

Рис.  1.18 Рис. (.19

4. Пользуясь скалярным умножением векторов, дока
зать, что квадрат стороны треугольника равен сумме 
квадратов двух других его сторон без удвоенного произ
ведения этих сторон на косинус угла между ними.

Реш ение. Из рис. 1.19 следует:
|х — у |2 =  (х — у, х — у) =  (х, х) — (у, х) — (X, у) +

+ {у> y) = !x|2 +  |yl2 — 2 |х| |у|cos ф,
т. е.

|х— у|2= |х|2-Н у |2 — 2 |х I |у I cos
5. В пространстве R3 с базисом i, j, к даны три 

линейно независимых вектора: ai =*{3, —2, 1), а2 =  (2, 
1,2), аз =  (3, — 1, —2). Считая векторы аь а2, а3 некоторым 
базисом в R3, построить по ним ортонормированный 
базис.

Реш ение. Положим ei =  ai, е2 =  а2 +  Яе|, ез =  аз + 
+ Aiei-f Аге2. Тогда et=(3, —2, 1).

Должно выполняться равенство
{е2, е() =  (а2 4- Яе|, е() = (а2, е,) + Я(в|, ei) =0, 

из которого следует:
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Я — — (а2, et)/(ejT е,) = — 1 , е2 — а2 — уй | =

= (2, I. 2 )- 1 (3 , -2 , 1) =  (5/7, 13/7, 11/7).

Найдем ез, воспользовавшись условием: (ез, ei) = 0, 
(е3, е2)= 0 , т. е. ез-Lei, е31 е 2. Но

(сз, ei) = (аз + A,iei -j-Ягег, ei) =  (аз, ei)+A.i(et, €t) +
4- М е2. ei) =  (a3, ei)-f-^i(e[, e2)= 0 .

Отсюда Xi =  — (a3, ei)/(ei, ei)=  —9/14.
Кроме того,

(ез, eg) =  (аз -j- A.| e« 4- A,# 2, e2) =  (аз, ег) +
+ Xi(ei, ез) 4 ' Л2(ег, ea) =  (аз, «г) -f- 2̂(̂ 2, *2) = 0:

Отсюда \г=  — (а3> еа)/(е2, е2) =  4/9. Тогда

ез =  аз -+■ Xi«i + Х-гвг =  аз — le t  4~ -4-е2 =)4 э

V 18 ’ 9 * 18А

Построена ортогональная система векторов. Пронор
мируем ее векторы. Найдем их длины:

Введем следующие обозначения: е? =  еi/1 е11, е? =
— еа/|е2J. е§ = еэ/ |е31. Тогда:

е? =  (3 /У н , - 2 / V m , 1/УЙ), е2 =  (5/т/з15, 
13/^315, П/д/зТб), еэ = (i/lO/б, 2-ifl0/l5, -7i/i0/30).

в. Доказать, что квадрат диагонали л-мерного прямо
угольного параллелепипеда равен сумме квадратов его 
ребер, выходящих из одной вершины (я-мерное обобщение 
теоремы Пифагора).

Реш ение. Пусть ребра параллелепипеда заданы век

|e i| = y 3 2 +  ( - 2 ) 2 + i 2 =  y i4 .

I« » I= Y 252 + 20- + (>35>: 
182

5-\/1о
“ 6
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торами ai, а2, .... а„ по аналогии с трехмерным парал
лелепипедом, диагональ которого соответствует вектору 
ai + а2 +... + а„, а ее длина

lai + а 2 + ...+ a„|2 =  (ai + а 2 + ... +  ая, a, -f а2 +  ...+
+ а„) =  (ai, ai) -f- (а2, а2) (artT ап),

так как а< J_ a;r i Ф  /.
7. Пользуясь неравенством Коши — Буняковского, по

казать, что для любых действительных чисел имеет место 
следующее неравенство:

(  2  O ibi) <  2  o f  2  Ь}.
V /»1 / I = t ' = '

л
Р е ш е н и е .  Рассмотрим векторы х =  2 а&  и у «

г = Iп
= 2  fr/е», где е, — ортонормированный базис; о«, Ь, — ко- 

ординаты векторов х, у в базисе er, i=  1, п. Тогда:

I х I =л/(х, х) = Л/ 2  а?, 1у 1=У(у» у)=  д/ 2
i-1

л
(х, у) =  2  аД-.

i=i
Подставив полученные выражения в неравенство 

Коши — Буняковского, получим

(  2  в,бЛ’ <  2  а? 2  Ь1
\  *=  1 /  i i — i

Задачи для самостоятельного решения
1.166. Пронормировать вектор с = (3, 1,2, 1). (Ответ:

с = (з/уП Г 1/лА^ 2/ V i^  1/ V is ).)
1.167. Найти единичный вектор, ортогональный век

торам а =  (1, I, 1, 1), Ь =  ( I , — 1, — 1, 1), с = (2, 1, 1, 3).
(Ответ: е =  (0, 1/^2, - \ / ф ,  0).)

1.168. Даны векторы х — ei — 2е2 + Зез и у =  —4ei + 
+ е2, где ei, е2, ез — ортонормированный базис. Найти
угол между векторами х и у. (Ответ: arccos( — 6/д/238).)
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1.169. Найти векторы, дополняющие до ортонормнро- 
ванного базиса следующие системы векторов: 1) (2/3, 1/3, 
2/3), (1/3, 2/3, -2/3); 2 ) (1/2, 1/2, 1/2, 1/2), ( 1/2, 1/2,
— 1/2, — 1/2). {Ответ: 1) (2/3, -2/3, — 1/3) или ( — 2/3, 
2/3, 1/3); 2) (1/2, -1/2, 1/2, -1/2) или (1/2, -1/2, 
- 1/2, 1/2).)

1.170. Выяснить, является ли ортогональной в евкли
довом пространстве Е3 система векторов: х=(1, I, 2), 
у = (— 1, — I, 1), z =  (2, 2, —2). (Ответ: нет.)

В задачах 1.171, 1.172 по данному базису fi, f2, f3 в 
евклидовом пространстве Е3 построить ортонормирован- 
ный базис.

1.171. f ,= ( l ,  0, 0), f2 =  (0, 1, -1), f3- ( l .  1, 1).
(Ответ: (I, 0, 0), (0, 1/У2, (0,1 /^2, 1/л/2).)

1.172. f ,= ( l ,  -2 , 2), f2 = (— 1, 0, -1), f3 = (5, -3 . 
-7). (Ответ: (-2/3, -2/3, -1/3), (1/3, -2/3, 2/3), 
(2/3, -1/3, -2/3).)

1.173. Определить угол между векторами х и у, если:
I) х = (1, 2, 2, 3), у = (3, i,5, 1); 2) х =  (2, 2, 2, 3), у =(2,0,
-2 , 1). (Ответ: 1) 45°; 2) соз<р=1/У2Г)

1.10. ЛИНЕЙНЫ Е ОПЕРАТОРЫ.
МАТРИЦА ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА
Пусть V, W — два линейных пространства. Оператором /. дейст

вующим из V в П7, называется отображение вида f: V-+W, ставящее 
в соответствие каждому вектору * пространства V некоторый вектор у 
пространства UP: у = /(х). При этом вектор у называют образом век
тора х.

Оператор / называется линейным, если выполняются следующие 
два условия:

1) /(xi + х 2) =/(xi) +f (* 2) для любых xi, V;
2) /(Хх) =  Я/{х) для любого * g V и любого А £ R.
Если V = UP = L, то линейный оператор, действующий в этом 

случае из L в L, называется линейным преобразованием пространства L. 
В дальнейшем будем рассматривать только случай V = W = L.

Пусть f — линейный оператор в конечномерном пространстве L,,
а е„ / =  1, гг, — некоторый базис пространства Ln Разложим векторы 
f(et) по этому базису. Получим

/{**)= ai*ei -|- -)-... + a„rf„, k =  I , л.
Тогда матрица

Q\\ я
А = Я22 •

Qfi\ • &лп
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называется матрицей оператора / в базисе е,, i = !, п.
Если задана матрица оператора f, то он определяется однозначно, 

а именно: если y«=f(x), то Y = AX, где X и Y — столбцы координат 
векторов х и у соответственно; А — матрица оператора f в базнсе е,, 
i = 1, п.

Если А и А' — матрицы оператора I  в базисах е„ 1, я, н
е/, 1 = 1, п, соответственно, а Г — матрица перехода от базиса е,, 
1 = 1, п, к базису «!, 1 =  1, п, то формула преобразования матрицы 
оператора при преобразовании базиса имеет внд

А' = Т~'АТ.
Суммой ft -f- fs, произведением f,j2 двух линейных преобразований 

/i и /г и произведением числа X и линейного преобразования f 
пространства L„ называются преобразования, определяемые соответст
венно равенствами:

(/i +  W  (х) '=■ U (х) + /г(х), Ш  (*) -  h (Ы*)\
Ц(х) =  Щх)

для любого вектора х пространства L„. Преобразования ft + f-i, /if2. 
Xf являются линейными. Если A i. As, А — матрицы преобразований
11, f?. f пространства L„ в некотором базнсе, то матрицами преобразований 
f I + f2. { 1/2, f пространства L„ в том же базисе будут соответственно мат
рицы *41 -|- /12, A ХАl

Примеры
1. Доказать, что поворот плоскости на угол а вокруг 

начала координат является линейным преобразованием, 
и найти матрицу этого преобразования в любом ортонор- 
мированном базисе, если положительное направление 
отсчета углов совпадает с направлением кратчайшего 
поворота, переводящего первый базисный вектор во второй 
(рис. 1 .20).

Решение. Поворот плоскости на угол а переводит 
всякий вектор плоскости в вектор этой же плоскости, сумму 
векторов — в сумму векторов, сохраняя линейные отноше-

83



ния между векторами. Следовательно, это — линейное 
преобразование. Найдем его матрицу в базисе i, j. При по
вороте на угол а векторы i, j перейдут в векторы

i„ = cos ai + sin aj, ja =  —sin ai + cos aj. 
Матрица данного преобразования имеет вид

2. Преобразование f переводит вектор x = (xi, х2, х3) в 
вектор /(х) =  (х2 + х3, 2х[ + хз, 3jci — х2 + х3). Доказать, 
что это преобразование линейное, и найти его матрицу.

Решен не. Покажем, что /(х 4-у) = /(х)4-/(у), /(Ах) = 
= А/(х). Имеем:

/(х + У) = (х2-\-Уъ + хз + уз, 2х 1 -j- 2у\ + х3 + Уз,
3xi +  3t/i — Х2 — i/г + Хз у3), 

f (Х) =  (Х2 +  Хз, 2X1 +  Х3, 3X1 — *2 4- Х3), 
f(У) =  (Уг + Уз, 2у\ + уз, 3yi — уг + Уз),

/ (х) 4- /(у) =  (-*2 + У2 + Хз 4~ Уз, 2дгI + 2у< + дгз + Уз,
3*1 + Зу] — Х2 — уг +  Хз 4* уз).

Отсюда /(х + у) = /(х) + /(у). Кроме того,
/(Ах) =  (Цхз + хз), %(2х\ +  х3), ЦЗх, — х2 + х3)),

А/(х) =  А(х2 +  хз, 2xi + хз, Зх\ — х2 + х3) = (А(х2 + х3), 
A(2xi -j- х3), A(3xi — Х2 4 " хз)).

Следовательно, преобразование / является линейным. 
Найдем его матрицу. Для этого запишем векторы /(ei), 
/(«г), /(ез) в том же базисе:

/(«О =  0 * е, 4- е2 + ез, /(ез) =  2ei 4- 0 * е2 4- I • е3, 
/(ез) — Зе, — е24-е3.

3. Будет ли преобразование / лилейным, если оно 
переводит вектор х в вектор /(х) =  (xi, х2+Т, *з 4- 2)? 

Решение. Найдем:
Дх +  у) =  (-«I +  У̂> *24-Уг4- 1, Хз4-Уз4*2),

/(х) =  (х,, дгг4-1, *з4 - 2 ), /(у) =  (yt, У2 4-1, Уз 4-2).

cos a sm a 
— sin a cos a ]•

Тогда
0 1 1

A =  2 0 1
3 - 1  1
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Тогда
/(x) +  /(y) =  (*i+yi. *2 +  У2 + 2, Хз4-«/з +  4).

Очевидно, что /(х +  у) Ф  /(х) -f- f(у), следовательно, 
преобразование не является линейным.

4. Будет ли линейным преобразование f, переводящее 
вектор х = (дс|, х2, дс3) в вектор /(х) =  (2jti +  х2, *i +  Яз, хз)?

Решение. Так как

/(х + у) = (2-̂ 1 + 2i/i 4- х2 + Уг. х\ + t/i -f- *з Ч-Уз, (*з +  Уз)2), 
Ду) = (2yi + У2, i/i + Уз. Уз).

Дх) +  /(У) = (2 î + 2yL + *2 + Уг.
* i  +  У )  +  х 3 +  у з .  * з  +  У з ) ,

то fix +  у) Ф  /(х) + /(у) и преобразование не является 
линейным.

5. Будет ли линейным преобразование f, переводящее 
вектор х — (лг|, х-2, хз) в вектор /{х) =  (дг1 — х2 + хз, хз, *2)? 
Найти матрицу преобразования f.

Решение. Имеем: 
f(x + у) = (Л-, + У] — *2 — У2 + *3 + Уз, Хз 4- Уз, *2 + Уг), 

ДУ) =  (У1 —  У2 +  У З , Уз, Уг),
Дх) + /(у) = (ДС| 4; У| — лтг — Уг + х3 +  Уз, *з + Уз, х2 + у2),
т. е. Дх + у) =  Дх) + Ду). Так как

/(Ах) = (А(д'| — лт2 + *з), Ххз, АхД
А/(х) =  (А(*| — х-2 + х3), Ххз, кх-2),

то /(Ах) = А/(х).
Преобразование является линейным. Найдем его 

матрицу:
/(ei) — 1 • ei — *2 + Сз, Де2) = 0 • в] -|- 0 * вг + 1 • вз,

/{е3) = 0 • в] +  I • е2 +  0 ■ еа,
отсюда

О - 1  1
О 0 1
О 1 О

6. Найти матрицу линейного преобразования, пере
водящего векторы ai =(2, 3, 5), в2 = (0, i, 2), аз =  {1, 0, 0) 
в векторы bI =  (1 , 1, 1), Ь2 =  {1, I, — l)t Ьз =  (2, 1, 2).
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Решение. Пусть А — искомая матрица.

В  =

Решаем матричное уравнение:
АВ =  С, А ВВ ~ 1 =  СВ~\ А = СВ~1. 

Имеем Ав =  6 — 5 = 1,

~2 0 1 1 I 2
3 1 0 С = 1 1 I
5 2 0 1 - 1 2

В =
0 2 - 1
0 - 5  3
1 - 4  2

Тогда
1 1 2 0 2 — Г

II 8 1 1
 г 1 1 1 0 - 5  3

1 - 1  2 1 - 4  2
‘ 2 —11 б"

= 1 - 7 4
2 - 1 0

7. Даны два базиса в|, е2 и ef, линейного простран
ства и матрица А линейного преобразования в базисе 
еь е2. Найти матрицу этого преобразования в базисе el, е2,

Г 2 4"еслие{ =  е2— 2ei, е2 =* 2ei — 4е2, А =  _  ̂ 3

Решение. Матрица Т перехода от базиса ei, е2 к ба
зису е(, е2 имеет вид

- [
- 2  2

1 —4 Дт- — 8 — 2 = 6.

Тогда
r - . _ 4 - l l  ±Г - 4  — 11 Г —2/3 -

А |_—2 —2 J  6 |_ —2 — 2 J  [- 1 / 3  -
- 1/6 

1/3
Матрица линейного преобразования f в базисе е{, «2

- 2  2
1 -4
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— 3/2 
- 3

11
10

8. Даны два базиса е,. е2> е3 и е\, е2, е| линейного 
пространства и матрица А линейного преобразования f 
в базисе в|, е2, ез. Найти матрицу этого преобразования 
в базисе е(, е2, е|, если ej =  Зе, +  е2 + 2е3, е2 =  2в| + 
+ е2 + 2сз, ез == — ei -j- 2е2 +  5ез,

А =
О —2 1
3 I О
2 - 1  1

Решение. Матрица Т перехода от базиса ei, е2, ез к 
базису с и е2> ез имеет вид

Т =
3 2 - 1
1 1 2
2 2 5

Находим обратную ей матрицу Т

J'- I _ I

-к

Тм Г2| п Г 1 - 1 2 5'
Ту 2 Tl2 Т  32 = — 1 17 — 7
Т\з Т 23 Т  зз 0 - 2 1

Здесь 4 =  15 + 8 - 2  + 2 - 1 0 - 1 2 =  1.
Матрица линейного преобразования f в базисе е{, 

е2, ез
" 1 - 1 2  5~ 0 -2 Г *3 2 -  Г

А' = Т~[АТ = — 1 17 —7 3 1 0 1 1 2
0 -2 1 2 -1 1 2 2 5

-26 -19 6 3 2 - 1 -85 -59 18
= 37 26 - 8 1 1 2 = 121 84 -25

— 4 —3 1 2 2 5 -13 - 9  3

Задачи для самостоятельного решения
В задачах 1.174— 1.179 выяснить, является ли линей

ным преобразование f, переводящее любой вектор х = 
=  (ot|, а 2, а3) в вектор у, заданный координатами в том же 
базисе, что и вектор х,

1.174. у =  (3<xl — 2а2 + 5а3, а ( — а3, сс2). (Ответ: да.)
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1.175. y =  (5cti — 1, a 2 +  2a3> a2). [Ответ: нет.)
1.176. у (a2 + Заз, 5a u 2аз — 3ai). [Ответ: да.)
1.177. y =  (ai-j-2a2, a2— <*?. а з + 2). (Ответ: нет.)
1.178. y = (a ia 2, 2ai — 3a2, a3 + ai). {Ответ: нет.)
1.179. y =  (4ai—a 2, ai-t-3a2— a3) 3 a i— 2a2). (От

вет: да.)
В задачах 1.180—1.182 найти матрицу линейного пре

образования, переводящего векторы аь а2, а3 в векторы 
bi, Ь2. Ьз соответственно.

1.180. а, ={2, 0, 3), а2 =  (4. 1, 5), а3 =  (3, 1, 2), Ь, = 
=  (1, 2, - 1), Ь>-(4, 5, - 2), b3 =  (l, - I ,  I).

(Ответ: -j

1.181. а, =  (3, 4, 5), аг =  {2, 1, 2), а3 = (-4, -2 , 
-3). Ь] = (4, 5, 3), Ь2 = (2, 3, 2), b3 =  ( - l ,  -2, - I ) .

(
(

Ответ: — — 5

10 -15 
15 -
12

-151\ 
-20 ) 
- 1 5 ] /

1.182. a i= (I, 1, 1), аг =  {1, 2, 3), аз =  (1, 3, б}, Ь» =  
.(0, 1, I), ь* =  {1 , 0, 1), Ь3 = (1, 1, 0).

Ответ:
- 2  3 — I

4 - 5  2
0 2 - 1 ])

1.183. Найти матрицу линейного преобразован!! f, 
переводящего вектор х в вектор у = (х, а] в ортояормМро 
ванном базисе I, j, к, если а = 21 +  3j — к.

0 - 1  -3
1 0 2 
3 - 2  0 )

1.184. Матрица линейного преобразования f в базисе 
et, «г, ез имеет внд

А =
15 — 11 5
20 -15 8

8 - 7 6

Найти матрицу данного преобразования в базисе g i= 
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= 2е, -f Зе2 + е3, g2 =  Зе( + 4е2 + е3, g3 =  ei +  2е3 +  2е3.
1 О о'
0 2 0
0 0 3 )

1.185. Линейное преобразование / в базисе ai = 
= (8, - 6, 7), а2 =  (— 16. 7, -13), аэ =  (9, -3 , 7) имеет 
матрицу

/1 =
1 -18 15

-1 -22 20
1 —25 22

Найти матрицу данного преобразования в базисе Ь |—
= (1, -2 , 1), Ь2 = (3, -1 , 2), Ьз = (2, 1, 2).

^Ответ:

1.186. Показать, что дифференцирование является ли
нейным преобразованием пространства всех многочленов 
степени не выше п от одного неизвестного с действитель
ными коэффициентами. Найти матрицу этого преобразо
вания в базисе 1 , х, х2, лс*.

Ответ:

0 1 0  0
0 0 2 0

0 0 0 0 
0 0 . . . .

а2 =  (2, 3) имеет матрицу

1.187. Пусть преобразование fi в базисе a i= ( l ,  2),

4 3 > а преобразование / 2

в базисе b]=(3, 1), Ь2 = (4, 2)— матрицу^ ^j. Най
ти матрицу преобразования / | + / 2 в базисе bi, Ьг-

44 44
-59/2 -25 )

1.188. Преобразование f\ в базисе ai==( — 3, 7), »2 =
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= (1, —2) имеет матрицу „ , а преобразование 
<5

f2 в базисе b i= (6, —7), bz =  ( — 5, 6) — матрицу

1.11. СОБСТВЕННЫЕ ЧИСЛА И СОБСТВЕННЫЕ 
ВЕКТОРЫ ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА
Пусть число X н вектор x£L,  х ^  0, таковы, что f(x) — Xx. Тогда 

число X называется собственным числом линейного оператора /, а вектор 
х — собственным вектором этого оператора, соответствующим собствен
ному числу X.

В конечномерном пространстве векторное равенство Цх) = Хх экви
валентно матричному равенству

где А — матрица оператора /; X= [jti ... ж„|, Х ф  0. Отсюда сле
дует, что X является собственным числом оператора / в том и только в 
том случае, когда система (1.8) имеет ненулевые решения, т. е. det(.4 —
— А£) = 0. Тогда X — корень многочлена

Многочлен Р(Х) называют характеристическим многочленом опе
ратора {, а уравнение р(А) =  0 — характеристическим уравнением.

Собственными числами оператора могут быть только корни его 
характеристического уравнения, но не всякий корень характеристиче
ского уравнения является собственным числом линейного преобразо
вания действительного линейного пространства. Например, комплексное 
характеристическое число не может быть собственным числом линей
ного преобразования действительного линейного пространства.

Собственное число называется m-кратным, если оно является 
т-кратным корнем характеристического уравнения, и простым, если 
оно является простым корнем характеристического уравнения.

Собственные векторы линейного преобразования действительного 
линейного пространства можно найти следующим образом.

1. Выбирают в данном пространстве некоторый баэнс.
2. Находят матрицу А данного преобразования в выбранном ба

зисе.
3. Определяют характеристические числа линейного преобразова

ния /, т. е. корни уравнения det (Л — ХЕ) = 0. Выделяют из них только те
которые являются собственными числами данного линейного преоб

разования, т. е. для действительного линейного пространства — только 
действительные корни характеристического уравнения. Если характери
стических чисел нет, то не существует и собственных векторов.

4. Записывают систему (1.8) в координатной форме:

2 у\- Найти матрицу преобразования fi/2 в том ба

зисе, в котором даны координаты всех векторов. ( Ответ:
109
34

(А — ХЕ) X = О, ( 1.8)

Р(Х) =  det (А — ХЕ) =  0.
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(a,I — Л)*, -)- в|г*? + ... + аых„ =0,
Д2|*| “I” [d‘11 — X)*2 -J- ... -j" Q'lr.Xn - - 0,

Onî i -H a„2*г + ... + (a„a — X)x„ =  0.
Затем полагают X равным одному из собственных чисел А* данного 
преобразования и находят ненулевое решение а\'\ аУ}, aii1 этой систе
мы. Таким образом, вектор Xw = (а(1\ а ,1, .... а*,0) является собственным 
вектором данного оператора { с собственным числом h. Так как при 

К  система (1.9) имеет бесконечное множество решений, то для 
указанного оператора существует бесконечное множество собственных 
векторов с данным собственным числом.

некотором базисе матрицей А =

det(/4 — А,£) = = 0,

Примеры
1. Найти собственные векторы линейного оператора 

действительного линейного пространства, заданного в
2 4"

— 1 —3
Решение. Составим характеристическое уравнение:

2 - А  4
— 1 —3 — А

—6 + ЗА — 2А + А2 +  4 =  0, Аг + А - 2  = 0,
отсюда А| =  1, А2= — 2.

Для определения координат собственных векторов 
получаем две системы линейных уравнений:

(2 — А|)дС| 4- 4х2 — 0,1
— -*1 -J-  ( — 3  — А[)*2 — 0 J

(2 — Аг)дС| -)~ 4x2 ~  0,1
— ■*! +  (— 3 — А2)*2 — 0./

Поскольку Х| =* 1, то первая из систем имеет вид
XI + 4х2 — 0,1 

— Х\ —  4х 2 =  0/
Таким образом, значения х\ и х« должны удовлетворять 
уравнению Xt =  — 4х2. Следовательно, решение этой систе
мы имеет вид х\ =t, х2 =  —4/, R. Итак, собственному 
числу А = 1 соответствуют собственные векторы Х(,) =
= ((, -40, (Ф а ,  *€R.

Значение Х2=  — 2 приводит к системе уравнений
4*| + 4*2 = 0л4xt + 4*2

— *1 — JC2 =  0,)
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решая которую, имеем: x2 =  t, *1 =  —/, ^£R, Следова
тельно, собственными векторами данного оператора, со
ответствующими собственному числу А2 =  — 2, являются 

=  -/), 1Ф 0, t£R.
2. Найти собственные векторы линейного оператора, 

заданного матрицей

А =
2 О
4 - 2

- 2  5
Решение. Составим характеристическое уравнение:

det (у4 — АЕ) =  0,
3 - Х  2 О

2 4 — А. - 2
О - 2  5 - Я

=  0,

(12 -  7А + А2)(5 -  X) -  4(3 — X) — 4(5 — X) = 0,
A3— 12A'-f 39А — 28 = 0.

Так как целые корни многочлена с целыми коэффи
циентами — делители свободного члена, то, подставляя 
всевозможные делители в последнее уравнение, убеждаем
ся, что корнями уравнения являются числа 1, 4, 7. Следо
вательно, А,[ =  1, А* =  4, Х з  = 7 — собственные числа.

Для определения собственных векторов записываем 
систему уравнений:

(3 — A)jci -+- 2x2 =  0, ^
2х, +  (4 -  А)*2 -  2*з = 0, \ (I)

— 2*2 -f- (5 — Х)хз = 0. s
Подставляя в систему (1) Х \  = I , получаем систему:

2*i -|- 2*2 —  0, "i 
2*i +  3*2 — 2*з =  0, >

— 2*2 + 4х3 = 0, J
которая эквивалентна следующей системе:

* 2 =  2*з,|
* i =  — 2*з./

Решая последнюю систему, находим: *| =  —2/, *2 = 21, 
16 R- Таким образом, собственными векторами, соответ
ствующими собственному числу А) — 1, являются Х(|) =
= (— 2/, 2/, 0. 0, /6 R-

Подставив в систему (1) Аг =  4, имеем систему:
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— Xt + 2*2 = О, 1 
2х, -- 2х3 = О, }

— 2x2 Хз = О, J
откуда

Хз = 2*2,1 
*1 =2*2./

Полагая Х2 =- /, получаем, что *: — 2#, * 2 =  t, хз =  2/. 
f 6 R.— решение последней системы. Следовательно, Х(2) = 
= (21, t, 2t), t ф  0, f £ R ,— собственные векторы, соответ
ствующие собственному числу Хг = 4.

Подставив в ( 1) Хз =  7, получим систему:
— 4*| -(- 2*2 =0, ^

2*| — 3*2 —  2*з =  0, >
— 2*2 — 2*з = О, J

эквивалентную системе
Х2 =  —  * 3 ,

х, =  ±хэ. j

Решение этой системы имеет вид х\ =  -i-1, *2 — — t, хз — t,
I £ R. Таким образом, собственными векторами данного 
оператора, соответствующими собственному числу Хз = 7,
являются Х(3) = ̂ у , — (, ^=^0, R.

3. Найти собственные векторы линейного оператора /, 
заданного матрицей

2 — 1 2
Л.= 5 - 3 3

— 1 0 — 2

det(/1 — ХЕ) = 0,

Решение. Составим и решим характеристическое 
уравнение:

2 - Х  -1  2
5 - 3 - Я  3 =0,

— I 0 — 2 — Я
( _ 4 + Х 2) ( - 3 - Х )  +  3 +  2 ( - 3 - Я )  +  5 ( - 2 - Я )  =  0,

Л3 +  ЗЯ2 +  ЗЯ+ 1 =0, (Л.+ 1)3 = 0,
откуда Х\ =  Я2 =  Хз = — 1 ■
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Таким образом, оператор / имеет одно собственное 
число X = — | кратности 3.

Найдем собственные векторы, соответствующие собст
венному числу Х =  — 1.

Подставив X = — 1 в систему

Из последнего уравнения имеем х{ = — *3. Тогда

Полагая *з =  — t> t £ R, находим, что *i =  — t, дr2 = — f, 
Xs = (, ^ R , — решение системы ( I ) .  Тогда \ = ( — (,
— t, t), t Ф  0, / 6 Rt— собственные векторы, соответствую
щие собственному числу X =  — I.

4. Найти собственные векторы линейного преобразо
вания линейного пространства V, заданного матрицей

в некотором базисе, если: а) V — действительное; б) V — 
комплексное.

Решение. Составим характеристическое уравнение:

Число А.| =  I —— единственный целый корень данного 
уравнения. Так как Х=1 является корнем многочлена 
X — 5Х2 +  I7X — 13, то данный многочлен делится без 
остатка на X— I. Следовательно,

^  -  5Х2 +  17Х — 13 = (X - 1)(Х2 ~  4Х +  13) = 0, 
, X2 — 4Х+13 = 0,

откуда Х2 =  2 Зг, Х3 =  2 — 3/.
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(2 — Х)*| — *г +
5 * i - | -  { — 3  — Х)*г ~h

—  Х\

*2 +  2х3 =  0,
Х2 "Ь 3*3 =  0,

+  ( — 2 —  Х ) * з  =  0 , )
получим

0)

— 3*1 -|- 2*3 —  — 3 * з  -|- 2* з  =  — * 3.

4 - 5  7 
А = 1 —4 9

- 4  0 5

4 — X —5 7
det (Л — Х£) = 0, 1 - 4 - Х  9 =0,

- 4  0 5 - Х
X3 — 5Х2 + 17Х — 13 =  0.



а) Если V — действительное пространство, то опера
тор f имеет только одно собственное число Я =  I. Найдем 
собственные векторы, соответствующие Я=1. Подставив 
это значение в систему

(4 — Я)*, — Ьх2 +  7дс3 =  0,1
xi + ( - 4 - Я ) * г +  9*3 =  0, >

-4*, +  (5 -- Я)*3 = 0, J
имеем

3*1 —  5*2 +  7*з ^  0, ^
Х\ —  5 * 2 +  9 * з  =  0 ,  f

— 4х, -(-4*3= 0. )
Из последнего уравнения полученной системы находим 

л, = *3. Тогда 5*2 = х\ + 9*з = 10*з, х2 = 2*з. Если *3 — t, 
то *2 = 2/, *i =  /. Векторы Х(1) =  (/, 2t, - f), 1Ф  0, / 6 R- 
соответствуют собственному числу Я = 1.

б) Если V — комплексное линейное пространство, то 
оператор имеет три собственных числа: Я| =  I, Яг — 2 + 3«, 
Яз = 2 — 3/. Для Я| уже найдены собственные векторы 
Х11) = (/, 2/, (). Найдем собственные векторы, соответст
вующие собственному числу Я2 = 2 + 3/. Составим систему 
уравнений:

(2 —  3/)*i —  5*2 + 7 * з  = 0, 'I
'  * + (- 6 - 3 0 * 2 +  9*3 = 0, }

- 4 * i  + (— 3 — 3i)x3 =*Q. )
Из последнего уравнения этой системы имеем х\ = 
= П /4)(3 — З(')*3. Тогда

5 * 2 = (2 -  3 i ) * j  + 7 * з  = у  (2 -  3 0 ( 3  -  3 0 * з  + 7 * 3 = 

=  ± ( 6 - 1 5 /  +  9/2) * з  +  7 * з  =  25 ~ Ш  * з ,

Положим *з =  41. Отсюда Х(2) = (3 — Зг, 5 — 3/, 4)/, 
(Ф О , t^C.

Для определения собственных векторов, соответст
вующих собственному числу Я3 =  2 — 3/, составим систему 
линейных уравнений:

(2 + 30*i — 5*2+ 7*з =  0, ^
*, + ( - 6  + 30*г+ 9*з = 0, *

— 4*| + (3 + 30*з =  О, J
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из последнего уравнения которой имеем .х,==*^-{3 +  
3()л'з. Тогда

5хг = (2 3<)jfi -j- 7Xi =  -j- (2 -f- 30(3 “Ь 3t)x.i -{- 7хз =4

=  - J- (1 5 t-  3 ) * з +  7 jc3 =  25 +  l5‘

откуда х2=  5 3' д'3. Положив = 4t, имеем Х(3)=  
=  (3 + 3/, 5 + 3/, 4)/, г Ф  0, / 6 С.

Задачи для самостоятельного решения
В задачах 1.189—1.198 найти собственные значения 

и собственные векторы линейного преобразования, задан
ного в некотором базисе матрицей А.

.189. А =  |~2 I
1 2 . (Ответ: А.| =  I , Х2 = 3; Х(|) = (/, 

- t \  Xm = (t, t), tф0.)

1.190- /4 = ^  j J .  (Ответ: X, =  7, Х2 =  -2 ; Х(|) = (/,

0, Х(2) = (4/, -50, /#0.) 

1.191. А =
4 - 5  2
5 - 7  3
6 - 9  4

(Oreer: X] =  1, Х2 =  Хз = 0; Х{|) =  (/, t, /), Х(2)=  (2/, /, —3/), 
/¥=0.)

1.192. Л  =
3 1

- 4  — 1
4 — 8

{Ответ: X, =  —  2, Х2 = Х3= 1 ; Х(|> =  (0 , 0, а  Х№ =  (3/, 
- 6 /,  200 . * = * 0 .)

7 0 0
10 -19 10
12 —24 13

(Ответ: Х| =  1, Х2 =  7, Х3 = —7; X(i) =  (0, 2/, /}. Х (2) = 
= (7/, 5/, 6/), Х(3) = (0, 5/, 60, I ф  0.)
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I - 3  3
1.194. A =  —2 —6 13

-1 - 4  8
(Ответ: Л.| =  Л.2 — Хз =  1; X = (3/, t, t), t Ф  0.)

0 1 o'
1.195. A = —3 4 0

—  2 1 2_

[Ответ: Я[ =  1, Я2 =  2, л3 =  3; Х(1) = (/, t, t\ \ m =  (0, 0. /),
x(3) =  (/, 3t, t), t ф 0.)

"l - 3  4
1.196. A =  4 —7 8

6 - 7  7_
(Ответ: Я, =3, Аг = Л3= - 1 ;  X(i) =  (t, 2t, 2t\ X(J) =  
= (/, 2/, /)» *¥=0.)

’ 7 - 1 2  6 '
1.197. A = 10 — 19 10

12 -24 13
(Ответ: Я ,=  -1, \ 2 =  Я3=1'; ХС1) = (3/, 5/, 1фО\ 
Х(2) = {2, ], 0)/| + (1, 0, — \)t2, где /г, t2 не равны нулю 
одновременно.)

1.198. А =
О 1 О

- 4  4 0
- 2  1 2

(Ответ: Я| = Я3 = А.3 = 2; X = {!. 2, 0)*j +  (О, 0, 1}^, где 
Zi, U не равны нулю одноврем^но-}

1.12. КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ. ПРИВЕДЕНИЕ 
КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ К КАНОНИЧЕСКОМУ 
ВИДУ
Квадратичной формой действительных переменных хи х?, х„ 

называется однородный многочлен второй степени относительно этих 
переменных, т. е. многочлен, не содержащий свободного члена и членов 
первой степени.

Квадратичная форма имеет вид
Л л

L{x |, х?. .■ ■, Хп) ■— 2  2  OifXiXfy
1=)I-I
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где Oij — некоторые числа, называемые коэффициентами квадратичной 
формы.

Если L(x|, хj .....*„) — квадратичная форма от переменных *|, х3......
х„, а X £ R, то

L{X*], kx2, .... Xjt„) *= k2L(x,, Хг..... x„).
Если я = 2, то

Ц х |, дс2) = аи-П +  2а,гх,х2 + a^xi-
Для п =  3

L{x|, хг, х3) =  о, î d +  а*»4 + о33*3 + 2oisXi*2.+ 2flijXiXj +  2a2iXjXj.
Квадратичную форму можно записать в таком виде, что коэффи

циенты при XiXj и XjXi, i Ф  /, будут равны между собой.
Так как х,iXj = x,xi, то

OijXiXj +  ацХ)Х, н* -i- (<и; + a^xtxj +  у  (a,, +  ац)их,.

Без ограничения общности будем считать, что я,у = allt ац f  R. 
Симметричную матрицу

Он а,г . *
А** ои ац . • 02(1

ai» в2п ■

составленную из коэффициентов квадратичной формы, называют матри
цей квадратичной формы.

Квадратичная форма может быть записана в виде
Цх I, х̂ ..... х „)= Х тАХ,

где А =  (ai;); Xr = (it,, *3, ..., х„).
Выражение ХТАХ называют матричной записью квадратичной 

формы.
Квадратичная форма называется действительной, если все ее 

коэффициенты — действительные числа и, кроме того, линейное прост
ранство является действительным.

Рангом квадратичной формы называется ранг ее матрицы. Квадра
тичная форма называется невырожденной, если ее матрица — невы
рожденная. Ранг невырожденной квадратичной формы равен числу 
переменных этой формы.

Матрица U называется ортогональной (унитарной), если выпол
няется условие U~* =  UT.

Будем рассматривать квадратичную форму в евклидовом прост
ранстве ft*.- Так как матрица А =  (а^) симметрична, то она может 
быть представлена в виде А = UTDU. где D — диагональная матрица, 
на диагонали которой стоят собственные числа матрицы А.

Столбцы матрицы U являются координатами некоторого орто- 
нор мирова иного базиса В ' =  ( е ei, .... е„), в котором матрица А имеет 
диагональный вид, а квадратичная форма — искомый канонический вид. 
Соответствующее преобразование координат определяется соотношением 
X = UX ' и называется ортогональным.
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Если Xj, i =  l, п,— собственные числа матрицы А, то квадратич
ная форма имеет канонический вид:

L[y I, уг, ..., у«) =  2  Х.У?.

Примеры
1. Записать матрицу для данной квадратичной формы:

а) Цхи *2) =  -f 2*i — * 1*2;
б) Ц х [, хг, х3) =  3xt +  4*2 — 4x1 + 5дг(дс2 — Здг|дг3 —

— х2х3;
в) Цх I, Хг, Хз, JC4) =  2х\ — 2дГ|Хч -f- х2дг3.
Решение, а) Для Ц х i, jr2)s=j:f — -|-*i*2 — у *2*1 +

+ 2*2 имеем: ои =  |, а22= 2, а 12 =  a2i =  — 1/2. Тогда

б) Для L(x\, Х2, х-t) получаем: ац=3, а22 =  4, а3з =
— 4, й|2 — o2i =  5/2, 0[з =  й(з1 =  —3/2, д2з — O32 “
= — 1/2. Таким образом.

в) Для Цхи * 2 , *з, *4) имеем: аи =0, а22 =  0, азз =  0, 
044 — 2, 0(2 — Й21 =0, С|3 = &3\ =  О, 0.\А =  =  — 1, 024 —
= а« =  0, а3А = а̂ з =  0. Тогда

2. Записать в матричном виде квадратичную форму 
Цх I, х>, дез) =  4х? — 2 * 1  +  3*з +  2 xix2 — 3 * i*3-

Решение. Так как ац =  4, ац — — 2, азз = 3, а 12 = 
= a2, =  I, а,3 = а3, = —3/2, а23 = aJ2 =  0, то:

3 5/2 -3/2
5/2 4 -1/2

-3/2 -1/2 - 4

0 0 0 -1
0 0 1/2  О
0 1 / 2 0  О

- 1 0  0 2

4 1 —3/2
А = 1 —2 0 , А'7' — [*1 *2 *з].

-3/2 0 3
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Тогда
*i 4 1 - 3/2

Цх  и лг2, х3) — ХтАХ = хг 1 — 2 0 [ * 1  * 2  *з].
хз —3/2 0 3

3. Записать квадратичную форму по заданной
матрице:

О 1 1 2 3
а) А — 3 — 1 

- 1 2
; б) Л = 2

3
0
5

5
1

Решение, а) Имеем: ац=3, а22 = 2, ап — Оц =  
=  — I. Тогда

Цх t, х2) = Зд;? +  2x‘j — 2дг1*2.
б) Так как аи =  — 1, а22 = 0, а33=1, а |2 = а2|=2, 

а»з = а3, =  3, а2з = а32 =  5, то
L {X ) ,  Х-2 , ДГз) =  — Х\ Х3 2XiX2  1 Л'л ЪХ2Хз.

4. Привести к каноническому виду квадратичную 
форму L(xu х%) =  х\ + к\ + 4xi,x<i.

Решение. Имеем: ом =  1, а22=1, <212 = Я21 = 2. 
Тогда матрица квадратичной формы

А = 1 2
2 1

Характеристическое уравнение имеет вид _dei64 —
— Л£) = 0, т. е.

‘ I 1 t i x = » .  ^  2Х — 3 =  0.
Отсюда собственными значениями матрицы А являются 
А.| =  — 1, Х2 = 3. Значит, канонический вид квадратичной 
формы Цу,, у2) = —y] + 3yl

Определяем собственные векторы. При Х\ =  — I по
лучаем систему уравнений

2<X| -j- 2а2 =  0,)
2at 2СС2 = 0,]

откуда а2 =  — аь Следовательно, a f = /, a2 — t, 16 Н,— 

ее решение. Таким образом, вектор-столбцы Х (|,= *
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t Ф  0, R, являются собственными векторами матрицы Л, 
соответствующими собственному числу к} =  — I . Про

нормировав Х(1), получим Х(|)* = 1/V2 
- ‘/V 2

Координаты рь р2 собственных вектор-столбцов, 
соответствующих собственному числу Яг =  3, находим из 
следующей системы уравнений:

~ 2Pt + 2^2 =  0,1 
20. - 2fc =  0,| 

откуда 02 = 0|. Следовательно, =  (, $2 = t, t 6 R< - ее

решение. Вектор-столбцы Х12)
- н

, t Ф 0 , /6  являют

ся собственными векторами матрицы А, соответствую
щими собственному числу Лг =  3. Пронормировав Х(2),

получим Х(2)* = 1/V 2

I/V 2 .
Ортогональное преобразование, приводящее квадра

тичную форму к каноническому виду, имеет вид
- --Wyi + -у=-У%,

V  2 у2

Х-2— ---------- 7=̂  1/1 Н--------W i/2 -
У2 1/2 }

Матрица этого ортогонального преобразования

1/V 2 1/д/2~|
- 1/лД 1Л/2 |‘

5. Привести к каноническому виду квадратичную 
ф о р м у  L (X j ,  Хг, Хз) = 4*? + *2 +  9*1 — 4*|*2 — 6*2*3 + 
+ 12*|*з.

Решение. Так как ам =  4, <а2г = 1, Язз=9, й12 = 
= а2| =  —2, 0|з=Озг=6, 023= 032= —3, то матрица 
квадратичной формы

4 - 2  6
- 2  I - 3  

6 - 3  9
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Характеристическое уравнение имеет вид det (Л —
— Х£) = 0. Тогда

4 — X — 2 6
- 2  1 - Х  - 3

6 - 3  9 - Х
= 0, X3-  14Х2 =  0,

откуда X] = 14, X? =  Хз =  0.
Следовательно, квадратичная форма имеет канониче

ский вид
Щ \, Уг, «/з)= 14у?.

При X— 14 для определения собственных векторов 
имеем следующую систему уравнений:

— 10<Х|— 2а2 +  6« з :
— 2а | — 13а2 — Заз =  <

6ai — За2 — 5аз =  I
эквивалентную системе

2ai +  13a2 + Заз —
— 42аг — 14аз = 

63а2 + 21аз =

пл.

- 0, 1 
= 0. > 

1 = 0 , )

0 .1
о, \ 
о, J

откуда ai =  — 2a2,l 
аз=  — Заг/

Следовательно, ai =  —2t, a 2 =  —21, t £ R, — ее решение. 
Тогда вектор-столбцы

Х<’> =
- 2 1 

t
— 3/

, t Ф  0, t £ R,

являются собственными векторами матрицы А, соответ
ствующими собственному числу Х=14. Пронормировав 
Х(Ч получим

Х<‘>* =
- 2/V 1T

i/ V r r
3/V14

При Х =  0 имеем систему
4р,-2р2 +  6р3 =  0,'

— 2pi + р2 — З з̂ = 0, 
601 —  Зрг +  9рз —  0, J
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которая сводится к одному уравнению 20t — ф  + ЗРэ —О 
или рг =  201 4- Зрз. Решение этой системы можно записать 
в виде 02 =  2а + 36, где =  о; Рз =  Ь. В  результате по
лучим семейство собственных векторов X =  aei+(2o + 
-j- 36)е2 + bt3, зависящее от двух параметров а и Ь. Из 
него выделим два каких-либо ортогональных вектора. 
Положив а = О, b =  1, получим собственный вектор Х(2) = 
= Зег 4* *з.

Подберем параметры а и Ь так, чтобы выполнялось 
равенство (Х( 1 >, Х<2)) =  0. И меем: (2а + ЗЬ) • 3 4- Ь = О, 
6а 4- 106 =  0, За -j- 5& =  0. Теперь возьмем а =  —5, Ь =  3. 
Получим другой собственный вектор рассмотренного се
мейства =  — 5ei — ег 4- Зез.

Пронормировав векторы Х(г| и Х(3), найдем:

0 -5 /V 3 5

х<2>* = з/УТсГ ,  x w - -1 /V 3 5

1лД о 3/V35

Ортогональное преобразование, приводящее исходную 
квадратичную форму к каноническому виду, имеет вид

Х\ :
л/м~

У\ л/35 
3

У з .

*2 =  —=У\ + ^ = У 2 ' 
У|4 "уЮ

х3 = -У) -~т-

I
УзГ

з

Уз,

Уз-
УП"1"  ' УнГ^ ' л/зз”

Матрица этого ортогонального преобразования

■-2/VTT о -5/V3T
U =  1 / - ф л  З/л/То" -1/V35 

-3/VIT 1/VTo 3/V35
6. Привести к каноническому виду квадратичную

форму L{jfi, jc2, x%) =  2дг? +  4-Здсз — 4-\/2х2*з-
Решение. Имеем: йц — 2, a22— l, язз = 3, ai2 =

= a2i = 0, a3i = a ,3 = 0, a23 — an — —2^ 2, тогда матрица 
квадратичной формы
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л = о
2 0 0

0 1 - 2V 2 .

0 —2-^2 3
Характеристическое уравнение имеет вид det (Л —

— ХЕ) =  0, т. е.

(2 — Я)(1 — Я)(3 — Д.) — 8(2 — Я) = О, <2 — ЗЯ +
_|_ ^2)(3 — X -16 + 8Я) =  0, Я3- 6Я2 +  ЗЯ + 10 = 0.
Целые корни многочлена с целыми коэффициентами 

являются делителями свободного члена. Используя это 
утверждение, получаем: Х>=2, Яг = 5, Я з = — 1. Тогда 
канонический вид квадратичной формы

Определим собственные векторы. При Я = 2 имеем 
систему уравнений

2 - Я  0 0
0 I - Я  -2д/2 =0,
0 —2-fi 3 - Я

откуда

Ц у\- У2, Уз) = 2у\ +  Ьу1 — у\

Поскольку

- 2-V2 I t 0.
-1 - 2У 2

При Я = 5 получим систему уравнений

2р3 =  0, )
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Полагая 02 =  /, имеем Рз =  —^2/. Тогда: 

Х(2)* =
0 1 0
/ , /^=0, /6 R, Х(г),= 1/л/з

_ - л /2/ 1 д/2/д/з
При к=  — I получим систему уравнений

3yi = О,
2уг — 2^273 = 0, 

-~2^ 2у2 -j- (4уз=0,
из которой находим:

Yi = 0,
2^2 V2" ,

Тз = 2 V2= — V2-

Полагая у? = t. имеем у3

п е т

}
}

Тогда:

0 0
х « - 2/ , *ев, х<3)* = д/2л/з

V2* 1/л/з
Ортогональное преобразование, приводящее квадра

тичную форму к каноническому виду, имеет вид
*1 ~у\,

х* =  ^ 2 + л / т Уз’

1
* 3

V T

= _ V f y2' Уз-

Задачи для самостоятельного решения

1.199. Записать матрицу данной квадратичной формы:
1) Ч- 2*| .to + 2x1 ■+■ 4х2х3 -f- 5x1;
2) X? —  4х|х2+2х|х3 +  4х| +  х|;
3 )  x f  —  2 х |Х'2 - j -  2 Х ]Х 3 —  2X |X 4 x i  -| - 2 х гхз  —  4х?х^ -|-

+ — 2x1
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(Ответ: 1) '! 1 о" 2) I - 2 \ 3) 1 - i  1 -  Г
1 2 2 t - 2 4 0 ; - 1 1 l — 2
0 2 5 i 0. 1 1 I 1 0

- 1 — 2 0 - 2 )
1.200. Записать квадратичную форму по заданной 

матрице:

1) 8 2 1 2) ’ 2 - 3  O" 3) ' 2 - 1 5 "
2 0 - 2 * - 3  I 4 i - 1 —3 6
1 - 2  - 3 0 4 - 5 5 6 0

(Ответ: 1) 8*? + 4*1*2 + 2хг*3 — 4*г*з — 3*з; 2) 2х\ —
— 6 * i * 2  +  *5 +  8 x2x3 — 5*з; 3) 2х? — 2 * 1 * 2  +  10 *|*з — 3*2+  
+ 12*2*3-)

1.201. С помощью ортогонального преобразования 
привести квадратичную форму к каноническому виду и 
записать вид этого ортогонального преобразования:

1) Z,(x 1, *2) = 5х? + 8* 1*2 +  5*1;
2) L{xt, х2)=  13*? — 48*!*г +  27*1:
3) L(x|, *2)=»5*? +  4-\/б*]*2+ 7л̂ ;
4) L(x|, *s) =  5*f +  2-^3*[*2 +3*^;
5) L(x], *2, *з) =  *? + 2*2 + 3*1 — 4*i*2 — 4*2*з;
6) L(xI, *2, X3) =  7X? +  5*? +  3*3 — 8* 1*2 +  8*2*3;
7) L(x 1, *2, *3) =  $  — 2x\ — 2*з — 4*i*2 +  4*|*з+ 8*2*з;
8 )  Л { * | , * 2, * 3) —  3 * f  +  6 *3  +  3 * з  —  4 * i* 2  —  8 * 1* ?  —

—  4* 2* 3;
9 ) L(x 1 ,  * 2 , * 3) =  2x\ +  5 * 1  +  5 *з  +  4 * 1*2 — 4 * i * 3  —

—  8 * 2X 3.

(  Ответ: 1) 9*f + *?; *, =  i- (*f — *£), *2 = - ^ {* f + *2);

2) 45*Г — 5*2; * 1 — (— 3*f +  4*2), *2 = (4*( + 3*2);

3) 1 lx{! + Xi ; x, =  -^L*f + -p*2, *2— —-—t *1 +  ^—*2;
л/s л/ь

v _  i v' VS"
2 T  ’ — T ~  2*

4) 6д?Г +2x2 ; j t ,= - ^ x f  +  lx $ ;

5) 2xf* —хг’ + 5хзг; x't = у  xi — у  *2 — ■|'лгз. *2 =  ~ * i +
(Об



+  ~  Х2 +  у  Хз, X i  =  у  X i — у  *2 +  у * з ;  6 ) I U f  +  5 *2  ~

(.13. ПЛОСКОСТЬ. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ 
ПЛОСКОСТЕЙ
Положение плоскости в пространстве относительно прямоугольной 

системы координат определяется точкой Ма(*о. у», Zo), принадлежащей 
этой плоскости, и ненулевым вектором п = (А, В, С) (А2 +  В 2 + С1 Ф  0), 
перпендикулярным к ней. Вектор п = (/4, В, С) называется нормаль
ным вектором плоскости.

Если М (х, у, г) — произвольная точка плоскости, то векторы 
МцМ и п взаимно перпендикулярны, поэтому их скалярное произве
дение равно нулю, т. е. (Af̂ A), п) =  0. Выражая скалярное произведение
через координаты векторов п и МлМ, получаем уравнение плоскости, 
заданной точкой Мо(ха, y<s, 20) и нормальным вектором п = (/1, В, С):

\А (х — лг0) + В (у — уо) +  С (г — z„) = 0j
Раскрывая в этом уравнении скобки и обозначая число ~Ахо — Вуо ~-
— Сгс через D, получаем уравнение

которое называется общим уравнением плоскости.
Пусть г =  xi + у\ +  zk — радиус-вектор текущей точки плоскости 

М (х, у, г), п = cos ai -f cos ftj + cos ?k — единичный вектор, имеющий 
направление перпендикуляра, опущенного на плоскость из начала 
координат, а, р, у — углы, образованные этим перпендикуляром с осями

— Х ? \  х'х =  -£ X, — L  JC2 — -L хз, х'2 =  Х х +  -L Х 2 +  у  *3,

x j-  ' x. +  l j c s - l x s ;  7) - 7 * f +  2x? +  2 jf; х\ =■* 6 3

— -g— I --- 1 — xi -)- ——  Xz\ 9) 1OjcI* +  x2 -)- -*э"; x't =

Ax + By -f Cz + D =  0,
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координат Ох, Оу, Oz соответственно, р — длина этого перпеидмкуляр*. 
Запишем уравнение плоскости в векторной форме: (г, п) = р. При пе
реходе к координатной записи это уравнение примет внд

х cos а + у cos р + 2 cos у — р = 0.
Его называют нормальны/ уравнением плоскости. Для приведения 
общего уравнения плоскости к нормальному виду все члены уравнения 
надо умножить ка нормирующий множитель

ц=±1/1п| = +1/УЛг + В г + С2.
где знак перед радикалом противоположен знаку свободного члена D 
в общем уравнении плоскости.

Можно выделить следующие частные случаи расположения пло
скости и записать соответствующие им уравнения:

By + Cz + D =  0 — плоскость параллельна оси Ох;
Ах 4- Сг + D =  0 — плоскость параллельна осн Оу;
Ах + By + D =  0 — плоскость параллельна оси Ог;
Ах + By  -|- Сг = 0 — плоскость проходит через точку 0{0, 0, 0);
Сг +  D =  0 — плоскость параллельна плоскости Оху:
By + D = 0 — плоскость параллельна плоскости Охг;
Ах -j- D — 0 — плоскость параллельна плоскости Оуг\
By + Cz — 0 — плоскость проходит через ось Ох:
Ах 4- By =  0 — плоскость проходит через ось Ог;
Ах ■+■ С г = 0 — плоскость проходит через ось Оу: 
г = 0 — уравнение плоскости Оху: 
у = 0 — уравнение плоскости Охг: 
х = 0 — уравнение плоскости Oyz.
Уравнение

х/а + у/Ь + г/с = I

называют уравнением плоскости в отрезках, так как а, Ь, с — абсцисса, 
ордината и аппликата точек пересечения плоскости с осями Ох, Оу, Oz 
соответственно.

Уравнение плоскости, проходящей через три точки Mi(xi, у |, г i), 
Л1г(*г, у2, 2з), Мз(*э. Уз, г5), имеет вид

(ЛМЛ, ЛМ*2, M^Mi) = О

или в координатной форме
X — JCI У —  У1 2 — 7!
*2— X, y i — y, 22 — Zi =0.
Х з — Х, У з — У 1 Z i —  Zi

Угол <p между плоскостями А<х +  B ty +  Ctz + D t = 0 и A tX  + 
-j- Вгу -f- Су2 + D = 0  определяется по формуле

_ (п,, (I?) А |/42 -f- В]В$ Ci Сг
C0S<P_ I " ' !1"»! ~ ^tf + Bl + ci-jAi + Bl + t T '

Условием параллельности плоскостей является nt || и 2, nt =  '
илн в координатной форме

А | / А$ В]/В? = С\/С% — X.
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Условием перпендикулярности двух плоскостей будет iti А, Пг, т. е. 
(Hi, Пг) — 0 или в координатной форме AiA? ■+- B iS j  +  С|Сг *= 0.

Расстояние от точки Afo(*o. уо. го) до плоскости Ах + By + Cz + 
+ D =  0 находится по формуле

\Ах$ -l- Вуа -j- Czq -f- D Id =
л/а 2 + e2+ с2

П p имеры

1 . Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точку Мо{ — 2, 7, 3) параллельно плоскости х-Ау-\-Ъг — 
- 1 = 0. - •

Решение. Воспользуемся уравнением плоскости, 
проходящей через данную точку:

А{х — x0) + B(t/ — г/0)+ С (г  — го) =  0 или /4(дг + 2) +
+ B {y - 7 )+ C (z ~ 3 ) = 0.

Так как п, {А, В , С)[|п(1, -4, 5), то А/l = В / (- 4 )  =
— С/5 = k. Следовательно, А = k, В — —4k. С — 5k, 
k £ R. Подставляя найденные значения А, В, С в уравнение 
плоскости, получаем

k(x + 2)— 4k(y — 7) -f 5£(z — 3)== 0,
что равносильно.уравнению

jc +  2 - 4 ( j f - 7 )  +  5 ( z - 3 ) ~ 0
или

х — 4у +  Ьг+  15 = 0.
2. Составить уравнение плоскости, проходящей через 

точку 0 (0, 0, 0) перпендикулярно к двум плоскостям 
2х — г/ + 5г-|-3 = 0и . г  + Зу — г — 7 =  0 (рис. 1.21)

Решение. Воспользуемся уравнением Ах + By + 
-|- Cz =  0 плоскости, проходящей через начало координат, 
где п{/4, В, С) — нормальный вектор этой плоскости. 

Нормальные векторы данных плоскостей л ! =  (2,
— 1, 5), пг = (1, 3, — 1). Если плоскости перпендикулярны,
то их нормальные векторы ортогональны, т. е. n_i_ni, 
п ± п 2. Следовательно, п коллинеарен вектору [iti, п2], 
т. е. n =  X[ni, Пг], Найдем

i j k
[п,, n2]=  2 — 1 5

1 3 - 1
Отсюда n — (— 14А,, 7Я, 7Я), X 6 R-

e  _ | 4i + 7j + 7k=-(-14,7,7).
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Рис .  1.2»

Подставляя координаты вектора п =  (— 14Я, 73Ц 7Я.) 
в уравнение плоскости, получаем

— НХх 4- 7Ху + 7%г = 0 или 2х — у — z = 0.
3. Составить уравнение плоскости, проходящей через 

точки /С(0, О, 1) и N(3, 0, 0) и образующей с плоскостью 
Оху угол, равный 60°.

Решение. Воспользуемся уравнением плоскости, 
проходящей через данную точку:

Поскольку плоскость проходит через точку N(3, 0, 0), 
то координаты точки К  удовлетворяют уравнению пло
скости:

/4(3 — 0) + 5 • 0 +  С(0 — I ) =  0, 3А - С = 0 ,  С =  ЗА.
Подставив С — 3j4 в уравнение искомой плоскости, 

имеем:
Ах -}- By -f- 3j4 (z — 1) = 0 или А х + By  4- 3Az — 3/1 = 0,

следовательно, ее нормальный вектор т=(/4, В, ЗА).
Воспользуемся тем, что плоскость образует угол, рав

ный 60°, с плоскостью Оху. Уравнение плоскости Оху 2 = 0, 
следовательно, п* =  (0, 0, 1). Тогда по формуле косинуса 
угла между плоскостями имеем:

А(х -  0) + В(у -  0) + C(z -  1) = 0.

1 _  А  - О + Й - О + З Л  • I

Ул2-М2 + 9/1! - 1
1/2 = ЗЛ/Уя2+ \0А2, л/вГ+ \0А2 = 6А,
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В 2 +  ЮЛ2 =  36Л2, В 2— 26А2, В= ± А ^126.
Подставляя это выражение в уравнение искомой плоско
сти, получаем:

Ах ± Ал/26у + 3Az — ЗА =  О
или

х i  д/26 у -(■ 3г 3 =  0.

4. Найти расстояние от точки Мо(3, I , — 1) до плоско
сти 22х-\-4у — 20г — 45 = 0.

Решение. Нормальный вектор данной плоскости п = 
= (22, 4, —20). Тогда

\Аъ + Ву» + С?, + Р\ __ 122-3 + 4- I - 2 0 ( - 1 ) - 4 5 |  _  
У/1* + Вг + С2 V224- 42 + ( —20^

5. Записать уравнения плоскостей, делящих пополам 
двугранные углы, образованные плоскостями:

(Pi): *-3{/ +  2 z - 5 ~ 0 ,  (Рг): Зх — 2у -  г + 3 = 0.
Решение. Пусть точка М(Х, У) принадлежит иско

мой плоскости (Р). Поскольку расстояния от любой точки, 
принадлежащей искомой плоскости (/*), до плоскостей 
(Pi) и (Рг) равны, то, воспользовавшись формулой расстоя
ния от точки до плоскости, получим d(pt) ~  т. е.

|Л --ЗУ +  2 г - 5 | _  1 3 Л - 2 У - 2  +  31

V l + 9  + 4 -у/Г+_9 + 4
ИЛИ

| Х - З К + 2 г - 5 |  ^ | 3 X - 2 r - Z  + 3|. 
Возможны два случая:
1) х — 3у + 2г — 5 — Зх — 2у — г -f 3 или 2х +  у —

—  Зг - | -  8 =  0;
2) — (дс — Зу -j- 2z — 5) =  3* — 2у — z -j- 3 или 4х —

— 5у + г — 2 = 0.
Итак, уравнения искомых плоскостей:

2х +  у — Зг +  8 =  0, 4x-5y + z — 2=0.
6. Записать уравнение плоскости, проходящей через

I I !



точки Л}|(1, 2, 0), ЛЬ(2, 1, I) параллельно вектору а = 
=  (3, 0, 1) (рис. 1.22).

Решение. Пусть п — нормальный вектор искомой
плоскости, тогда л ±М|ЛТ2, п -L а, т. е. вектор п коллн-
неарен вектору [а, М|М2]. Следовательно, п = Х[а, М\М2].
Имеем: М,М2 =  (2~1, 1-2, 1 - 0 )  =  (I. - I ,  1),

___„ 1 ) к
[a, Af|Af2J— 3 0 1 =cl — 2j — Зк.

1 — 1 1

Таким образом, п = (Я, — 2Я, —ЗХ), Я £ R. 
Воспользовавшись уравнением плоскости, проходящей 

через данную точку, имеем:
Х{х -  1) -  2Цу -  2) -  Щ г  -  0) =  0,

т. е. х —2у —3z + 3 = 0.

Р н с. t .23

7, Записать уравнение плоскости, проходящей через 
точку Mi параллельно векторам ai, а2, если Aft(l, 1, 1), 
а, =(0, 1, 2), а2 = (— 1, 0, 1) (рис. 1.23).

Решение. Пусть п = (А, В, С) — нормальный вектор 
плоскости. По условию n-Lai, п а2. Тогда nj|[ai, а2(. 
Следовательно, п=Я[а(, а2],

i j к
[а,, аг]=  0 1 2

— I 0 I
Отсюда п = (Х, ~2Х, X), X£R.

Воспользовавшись уоавнением плоскости, проходящей 
через данную точку, получим

Я(дт— 1) — 2Цу — 1) + Цг — 1) = 0
или х — 2у + г =  0.
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Задачи для самостоятельного решения
1.202. Составить уравнение плоскости, проходящей 

через точку Мо параллельно плоскости (Р), если:
1) Мо(2, 1, -1), (Р): л--2«/ + Зг-Ъ5=0;
2) М0(3, 0, 2), (Р): 4х -  у -  2г +  I =  0.

[Ответ: 1) х — 2у + Зг + 3 = 0; 2) 4х — у — 2г — 8 =  0.)
1.203. Составить уравнение плоскости, проходящей 

через данные три точки:
1) Л Ч - 2 , 0, 4), Мг(4, - 8, ~4), М»(1, -4 , 6);
2) Ai, (1. 3, 6), Afs(2, 2, I), M3( - l ,  0, 1).

(Ответ: 1) 4*-J-Зу-J- 8 = 0; 2) 2х— Зу + г -f I =0.)
1.204. Составить уравнение плоскости, проходящей 

через точку М(3, 5, — 7) и отсекающей на осях координат 
равные отрезки. (Ответ: х у +  z — 1 =0.)

1.205. Определить объем тетраэдра, ограниченного 
координатными плоскостями и плоскостью 2x 4-3у + 
-j-бг — 18 = 0. (Ответ: 27.)

1.206. Составить уравнение плоскости, проходящей 
через точку Л10 параллельно двум векторам П| и яг, 
если:

1) ЛЦЗ, 7, 2), щ=(4, 1, 2), щ = (5, 3, I);
2) Af0(2, -3 , 1), m = (  —3, 2, -1), п2 =  (1, 2, 3);
3) М0(3, 4, -5), П| = (3, 1, -1), п2~ (1 . -2 , 1). 

(Ответ: 1) 5х — 6у — 7z + 41 = 0; 2) x + y — z + 2 = 0;
3) x + 4y + 7z+ 16 = 0.)

1.207. Составить уравнение плоскости, проходящей 
через две точки Atfi, Мг перпендикулярно к плоскости 
(Р), если:

1) Mi(2, 3, -1), Afa(I, 5. 3), (Р): 3 * - y - f  3z + 15=0;
2) — 1, —2), Мг(3, 1, 1), (Р): х -  2у -f- Зг -  5 =  0;
3) M i(2, -15, 1), Л<2(3, 1, 2), (Р): Зх — г/ — 4-г =  0. 

(Ответ: 1) 2х + Зу — z — 14 =  0; 2) 4х — у ~  2z— 9 =  0;
3) 9х- у -(-72 — 40 = 0.)

1.208. Определить двугранный угол, образованный 
данными плоскостями:

1 ) 6х + Зу -  2г = 0, х +  2у + 6г -  12 = 0;
2) x +  2y-\-2z — 3 =  0, 16х+ 12у— 15г— 1 =0. 

(Ответ: I) л/2; 2) arccos(2/!5).)
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1.209. Найти уравнение плоскости, проходящей через 
точку Мо перпендикулярно к плоскостям (Pi) и (Рг), если:

1) Мо(2, 2, -2), (Pi): Зх — 2у — г +  1 =  0, (Р2): х -  
~ у  — г =  0;

2) Мо(2, -3, 5), (Р,): 2х +  у - 2 г + 1=0 , (Р2): х + 
+  *, +  * - 5  = 0;

3) Afe(2; - 1, 1), (Pi): 2х — г +  t =0, (/>*): у - 0. 
(Ответ: 1) * + 2«/ — г — 8 =  0; 2) 3* —4у + 2 — 23 = 0;
3) * +  2г — 4 = 0.)

1.210. Записать уравнения плоскостей, делящих по
полам двугранные углы между данными плоскостями:

1) 7* +  у - 6  =  0, 3 *+ 5 if-4z  + I =0;
2) 5х — 5у — 2г — 3 — 0, д: + 7у — 2г +  1 =  0;
3) 2х — у + 5г +  3 =  0, 2х~~ 10у +  4г — 2 = 0.

(Ответ: 1) 4х — 4у+ 42 — 7 = 0, 10* +  6у — 4г — 5 = 0;
2) х — Зу — 1=0, 3* +  y - 2 z -  1 =0; 3) 3 *-6 у  + 
+ 7г +  2 = 0, *  +  4y + 3z + 4 =  0.)

1.211. Даны две точки М|(3, —2, 1), М2(б, 0, 5). 
Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
М 2 и перпендикулярной к прямой MiM-̂ . (Ответ: Зх + 
-f- 2у 4г — 38 = 0.)

1 .212. Через начало координат провести плоскость, 
перпендикулярную к плоскости 5* — 2у + 5г — 10 = 0 и 
образующую с плоскостью х — 4у — 82 + 12 = 0 угол 45°. 
(Ответ: х +  20у +  1г =  0, х — z =  0.)

1.213. Через ось Ог провести плоскость, образующую
с плоскостью 2х -\- у — -yjbz — 7= 0 угол л/3. (Ответ: 
х +  Зу =  0, Зх — у =  0.)

1.214. Составить уравнение плоскости, проходящей:
1) через точку Alj(l, —2, 4) параллельно плоско

сти Oxz;
2) через точку Ма( — 2, 3, 5) параллельно плоско

сти Оху;
3) через точку М3( — 3, 2, — 1) параллельно плоско

сти Оуг.
(Ответ: 1) у + 2 = 0; 2) 2 — 5 =  0; 3) *+ 3  = 0.)

1.215. Составить уравнение плоскости, проходящей:
1) через ось Ох и точку M i(— I, 2, I);
2) через ось Оу и точку Л*2(1, 3, —4);
3) через ось Oz и точку М3(2, —2, 5).
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(Ответ: 1) у — 2z = 0; 2) 4* +  z=0; 3) * + у =  0.)
1.216. Вычислить угол между плоскостями, проходя

щими через точку М i ( I , — 1, I ), одна из которых содержит 
ось Ох, а другая — ось Ог. (Ответ: 60°.)

1.217. Записать уравнение плоскости, проходящей 
через точку Мо(2, — 1, 4) и отсекающей на оси Ог отрезок, 
вдвое больший, чем на осях Ох и Оу. (Ответ: 2* +  2у + 
-f- 2 — 6 =  0.)

1.218. Найти расстояния от точек Afi(3, 5, 1), Mi{7,
— 1, 2), Л1з(2, 0, 4) до плоскости *+  2у — 2z + 5 =  0. 
(Ответ: 16/3, 2, 1/3.)

1.219. Найти расстояние d от точки М (— 1, 1, — 2) до 
плоскости, проходящей через три точки Afi(l, — 1, I), 
Л Ы -2 , 1, 3), M3(4, -5 , -2). (Ответ: 4.)

1.220. Найти уравнения плоскостей, параллельных 
плоскости 2х — 2у — г — 3 =  0 и отстоящих от нее на 
расстоянии d = b. (Ответ: 2х — 2у — г — 18 = 0, 2х —
— 2у — z -j- 1 2 = 0.)

1.221. Составить уравнение плоскости, параллельной 
плоскости 2х-\-у — 4z +  5 = 0 и отстоящей от точки
Мо{ 1, 2, 0) на расстоянии -\/21L (Ответ: 2x + y — 4z +  
+ 17 =  0, 2х + у — 4г — 25=0.) '

1.222. Определить, где лежит начало координат: внут
ри острого или тупого угла, образованного двумя плоско
стями X — 2у -f* Зг — 5 = 0 и 2х — у — 2 +  3 — 0. (Ответ: 
внутри острого угла.)

1.14. ПРЯМАЯ НА ПЛОСКОСТИ
Положение прямой на плоскости относительно прямоугольной систе

мы координат определяется точкой Мо(хп, уо), принадлежащей этой 
прямой, н ненулевым вектором п = (/4, В) ( А + В г Ф  0), перпендику
лярным к прямой. Вектор п называется нормальным вектором прямой.
Если М(х, у) — произвольная точка этой прямой, то векторы МцМ н п 
взаимно перпендикулярны, поэтому их скалярное произведение равно
нулю, т. е. {М(,М, п) =  0. Выражая скалярное произведение через 
координаты векторов п и М<>М, получаем уравнение прямой, заданной 
точкой ЛЦ;ео, t/o) и нормальным вектором п =  (Л, В)-.

А (х — дг0) + В(у  — уа) = 0.
Раскрывая в этом уравнении скобки и обозначая число — Л*»— Вуп 
через С, получаем уравнение

Ах + By + С — 0,
которое называют общим уравнением прямой.
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Перечислим следующие частные случаи расположения прямой на 
плоскости и запишем соответствующие уравнения:

Ах + By =  0 — прямая проходит через точку 0(0, 0);
Ах + С =  0 — прямая параллельна оси Оу;
By + С = 0 — прямая параллельна оси Ох, 
х = 0 — уравнение оси Оу;
(/ = 0 — уравнение осн Ох.
Положение прямой на плоскости определяется также точкой 

Мо{х<>, i/o) этой прямой и ненулевым вектором s = (i, m), параллельным 
данной прямой, который называется направляющим вектором прямой. 
Для любой точки Л)(.с, у), принадлежащей данной прямой, векторы
М<,М и в кодлинеарны, следовательно, МлМ — Is, где t — действитель
ный параметр. Если г = {х, у )— радиус-вектор точки М(х, у), а г« =
= (*о, уо) — радиус-вектор точки А1о(*о, '/о), то МоМ =  г — го и урав
нение МцМ = примет вид

Его называют векторно-параметрическим уравнением прямой. 
Уравнение г = Го + si равносильно уравнениям

которые называются параметрическими уравнениями прямой на пло
скости.

Исключив из параметрических уравнений параметр t, получим 
уравнение прямой, проходящей через точку Мо(*о. уо) параллельно 
направляющему вектору $(/, т ):

которое называется каноническим уравнением прямой. 
Уравнение

называется уравнением прямой в отрезках. Здесь а и -т имячияы 
направленных отрезков, отсекаемых прямой на коордомтяых осях 
Ох и Оу (о Ф  О, Ь Ф  0).

Нормальное уравнение прямой записывают в виде

где cos a, cos р — направляющие косинусы нормального вектора п, 
направленного из начала координат в сторону прямой; р — расстояние 
от начала координат до прямой.

Общее уравнение прямой приводится к нормальному виду умноже
нием на нормирующий множитель

ц= ±1/У-42-Ьв2
Знак здесь выбирают противоположным знаку свободного числа С.

Расстояние от точки М0(х0, уй) до прямой Ах + By + С =  0 нахо
дится по формуле

г = гс + s/.

; + ° °  )■ j

х/а + у/Ь = \

х cos а + у cos р — р =  О,

(16



j [Axd -f- Вуп +.C|d  ----- = = = —  или d = \Хй cos a + yt> cos 0 — pi.
Y4  2 + В г

Уравнение прямой с угловым коэффициентом имеет вид у =  kx + Ь, 
где k — tg а — угловой коэффициент прямой; а — угол наклона прямой 
к положительному направлению оси Ох; 6 — величина отрезка, отсе
каемого на оси Оу.

Если в уравнении Ах + By  +  С — О В  Ф  0, то:
А С и А <. С

у^ ~  ~вх~~в'  Т ’ Т :
Угол между прямыми можно найти по следующим формулам:
14 ~ (S'> Ŝ )1) cos if =  j j ^   ̂ . где si, s?— направляющие векторы прямых. 

Если Si =(/(, mi), s2 = (/г. /Иг), то
I1I2 +cos <p= -

(°i. пг)l )  cos у  дь-— , где ni, пг — нормальные векторы данных 
прямых. ЁСДВ Hi =(Ai, Si), n? = (.42, В г), то

*4 iv4? + B'iBzCOS !}) г=
V^I "I- в* Ĵa\ -f- Bj

3) tg 0 = I - —-I- J, где k\, fei — угловые коэффициенты прямых
I I -{- K|«2 (У = ft|X + Ь,, у = *2Х + 6г.

Уравнение прямой с угловым коэффициентом к, проходящей через 
точку Мо(хп, t/о), имеет вид

у  —  i/o =  k ( x  —  Л'о).

Условие параллельности прямых записывается в виде

.м . т 'S| II S;, — =1 -- ,/ 2 m-i

или П| || па, - Ф *  =  "т г - ^  "W " *  или02 2̂
Угловые перпендикулярности пря-иых можно записать в виде

(Si, S2)=0, /1/2 +  /П|/»2 = О,
или (ni, П2) =  0, /1|/4г + S |fi2 = 0, или ktk2 = — I . 

Примеры
I. Треугольник ЛВС задан координатами своих вер

шин: /1(1, 2), В{2, —2), С(6, 1). Требуется:
а) записать уравнение стороны Л В;
б) записать уравнение высоты CD и вычислить ее

длину А=  |С£>|;
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в) найти угол <р между высотой CD и медианой ВМ;
г) записать уравнения биссектрис L t и L2 внутреннего 

и внешнего углов при вершине А.
Решение, а) Для того чтобы найти уравнение прямой 

АВ, воспользуемся каноническим уравнением. Вычислим
координаты вектора АВ, который можно считать направ
ляющим вектором этой прямой. Таким образом, ŝ e =  
= (/, т )  =  (1, —4). В качестве точки на прямой можно 
взять любую из точек А или В. Выбрав точку А и подста
вив координаты вектора sAB в исходное уравнение, имеем

= *= 2- или 4* + у — 6 = 0.1 —4 3
Это и есть уравнение прямой АВ.
б) Запишем уравнение высоты CD. Воспользуемся 

уравнением прямой А(х — х0) +  В(у — г/о) =  0, где п = 
= {А, В) — нормальный вектор прямой; Л4о(*о, г/о)—
фиксированная точка на прямой. Вектор Лб = (1, —4) 
можно считать нормальным вектором по отношению к пря
мой CD. В  качестве фиксированной точки на прямой берем 
точку С. Искомое уравнение имеет вид

1 • (х — 6) — 4(у — 1) =  0 или х — 4 г/ — 2 =  0.
Вычислим длину высоты CD. Она равна расстоянию 

от точки С до прямой АВ. Воспользуемся формулой

he = \Ахо + Вуо +  С\/^А* + В\
где дс0, уо — координаты точки С. Заменив А, В, С их зна
чениями из уравнения прямой АВ, получим

Лс =  14*о +  Уо -  61/V l7  =  14 • 6 +  1 -  61/VT7 =  19/VT7.
в) Запишем уравнение медианы ВМ. Найдем коорди

наты точки М по формулам деления отрезка пополам;
х м  = ( х а  хс)/2 = 7/2, У м  = ( у a У с ) / %  —  3/2,

т. е. М (7/2, 3/2), ВМ  — (3/2, 7/2). Без ограничения общно
сти, $8М =  ВМ =  (3/2, 7/2).

Воспользовавшись каноническим уравнением прямой, 
имеем (*-2 )/1 ,5= (у + 2)/3,5. Преобразовав полученное 
уравнение, найдем уравнение медианы ВМ: 7х — 3и —
-  20 =  0.

Таким образом, пвм = (7, —3), псо= ( 1, —4).
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Найдем угол ф между высотой CD и медианой ВМ  по 
формуле

COS ф =  =  -L.I .r J < T .3.L -  =
'°вм' ,псо1 У |г + 4* V7’ + Зг

_  19
л/ГГУяГ

г) Биссектрисы углов, образованных двумя прямыми 
АВ  и АС, представляют собой множества точек, рав
ноудаленных от этих прямых. Если уравнения задан
ных прямых А,х + В\у -f С] =  0 и А&  + В2у +  Са =  0, то 
для любой точки М(х, у), лежащей ка одной из биссектрис, 
используя формулу для определения расстояния от точки 
до прямой, имеем

\А\х -)- Biy + Ci I __ \АгХ + В;у CgI
л!а ! +  в? л Д Г + ё Г

Поскольку М(х, у) — произвольная точка биссектрисы, 
то, учитывая, что выражения, стоящие в последнем равен
стве под знаком модуля, могут иметь разные знаки, по
лучаем для одной из биссектрис уравнение

Atx  -|- Bjy  -(- Ci   А гх -j-B iy  +  Cj

~\fA$ + Bf ~^A$ + B\

а для другой
Л i-t -f- B\y -f- C\  Aix -|- B%y 4 ^*2

д/jlf -f- Вf "\'.4 2 -f- Bj
Найдем уравнения биссектрис угла А. Уравнение сто

роны АВ имеет вид 4х+ у ~  б WO. Воспользовавшись 
каноническим уравнением прямой ( 1 .10) и тем, что вектор
АС = (5, — I) можно считать направляющим вектором 
стороны АС, получим ее каноническое уравнение

.£zJ_=  JL z l или х -f- Ъу — I I  =*= О,v — I
Тогда из уравнения ( I )  имеем

х ->г 5{/ —  1.1 _  4х +  у ~  6

у ^ 1 у?7 ’
т. е.
(V*7 “  4У26)* + (5Vl7 -  л/2б)у -  i I +  6^26 =  0.
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Это и есть уравнение одной из биссектрис. Из уравнения 
(2) получим уравнение другой биссектрисы:

х +  5у — 11   —Ах — у — 6
Vii" ”  л/ГГ ’

т. е.
{л[й +  4^/26)* +  (5-VT7 +  л/2б)0 ~  11 -  6л/5б =  0.

2. Через точку М(1, 2) провести прямую так, чтобы 
она прошла на одинаковом расстоянии от точек Л(3, 3) и 
В  (5, 2).

Реш ение. Таких прямых две. Одна из них (L\) прой
дет через точку М параллельно прямой АВ (рис. 1.24),

а другая (Li) — через точку М и середину отрезка АВ. 
Воспользовавшись уравнением (1.10) и тем, что вектор
А В ~ (2, — 1) можно взять в качестве направляющего 
вектора stl прямой (Ц), получим уравнение (i.f):

или х + 2у — 5 = 0.

Координаты точки Р  находим по формулам:
„  _  *А+ХВ
Х Р --------------j ------- Ур =_  Уа +  Ув

Тогда Р(4; 2,5), М Р(3; 0,5). Воспользовавшись уравнением 
(1.10) и тем, что sLi = М Р, найдем уравнение прямой (Z.2):
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iy !-  = или x — 6f/+ 11 =0.

3. Даны две вершины Л(3, I), В (5, 7) треугольника 
ABC и точка N(4, — 1) пересечения его высот. Записать 
уравнения сторон треугольника (рис. 1.25).

Реш ение. Воспользовавшись уравнением (1.10) и 
тем, что направляющим вектором стороны АВ можно счи
тать вектор АВ =  (2, 6), получим уравнение стороны АВ:

1^zJL=JLZ-L или 3jc — у — 8 = 0.2 6 я

Так как ЛМ = (— 1, 2), NB = ( 1, 8), AM Х С В , Ш  ±АС, 
то запишем уравнения сторон АС и ВС  в виде А(х — ха) +

В (у — у о )  = 0, где n = (j4, В ) — нормальный вектор к 
прямой, a (jc0> уо) — фиксированная точка на ней. Тогда 
получим;

1 (х — 3) +  8(у — 1) = 0, Х  + Ъу— 11 =0 (АСУ,
— I (;е — 5) + 2(у — 7) =  0, х-\-2у- 9 =  0 (ВС).

4. Записать уравнения катетов прямоугольного равно
бедренного треугольника, зная уравнение гипотенузы 
у =  3* +  5  и координаты вершнны прямого угла М (4, — 1) 
(рис. 1.26).

Реш ение. С помощью формулы tg0 = (*2 — £i)/(l + 
+ kik2), где k\ — угловой коэффициент той прямой, ко
торую поворачивают против хода часовой стрелки на
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угол 0 до ее совпадения с другой прямой, угловой коэф
фициент которой k-2, находим угловой коэффициент ка
тета ВМ. Имеем

^ 45° =  т т з Й г '
откуда 1 +  3ftем = ks/л — 3, квм =  — 2.

Воспользовавшись условием перпендикулярности пря
мых через угловые коэффициенты й, =  — 1, найдем
угловой коэффициент катета AM: kAMkBM = — 1, откуда 
Аам =  — 1 /к8м =  1/2. Запишем уравнение катета AM в 
виде у — уо — k(x — дсо). где (хо, Уо) — фиксированная точка 
прямой. Имеем:

У + I = - j(x ~  4) или {/= -~х — 3,

т. е. х — 2у — 6 = 0.
5. Даны уравнения двух смежных сторон АВ и AD 

параллелограмма н точка 0\ пересечения его диагоналей 
(рис. 1.27). Найти уравнения двух других сторон, если
0,(3, 3).

х + у -  1 = 0 (А В), З х - у + 4 = 0 (.AD).
Реш ение. Решив систему уравнений

х + у — \=0,\
Зх — у +  4 =  0,)
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найдем координаты точки пересечения А( — 3/4, 7/4), а 
затем, воспользовавшись формулами деления отрезка 
пополам,— координаты точки С. Имеем:

откуда хс =  27/4, ус =17/4, т. е. C(27/4t 17/4).
Так как пЛВ =  (1, 1), n «,= (3 , — 1) и nco||n<a, n^ ||n flC, 

то без ограничения общности можно считать, что псо — 
= (1, I), пвс — {3, - I) .

Запишем уравнения сторон ВС  и CD в виде А (х~  Ло) + 
+ В(у — Уо) = 0. Имеем:

3(х — 27/4)— 1(у — 17/4) = 0, Зд: — у  — i6 =  О (ВС),
1(дс — 27/4)+ 1(у— 17/4) =  0, *  +  у - 1 1 = 0  (CD).

б. Даны уравнения сторон, прямоугольника ABCD 
Зх —2у — 5 = 0, 2л + Зу +  7 =  0 и одна из его вершин 
А( — 2, 1). Вычислить площадь этого прямоугольника 
(ряс. 1.28).

Реш ение. Уравнения сторон прямоугольника Зх —
— 2у — 5 = 0 (ВС), 2х +  Зу +  7 =  0 (CD), а его площадь 
Sabcd =  АВ ‘ AD.

Длина стороны АВ — это расстояние от точки А до 
прямой ВС:

А В =  |3( —2) — 2 * I -51/79 + 4"= 13/л[\3,
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а длина стороны AD — расстояние от точки А до нря- 
мой CD:

Тогда
AD -  12(—2) + 3 • I + 71 /У4 + 9 = 6/УГз!

sabcd = AB<AD =  J ^ - j= = 6 .
Vi3 V 13

7. Составить уравнения прямых, проходящих через 
точку М{2, 7) и образующих с прямой АВ углы по 45° 
(рис. 1.29), если А (— 1, 7), В{8, —2).

Реш ение. Найдем угловой коэффициент прямой АВ:
и  -  y t  —  y i  _  - 2 - 7  _  ,

8+1 '■

Воспользовавшись формулой tg 8 =  j (, где
k | =  = — 1, a k2 = fc — угловой коэффициент искомой
прямой, имеем

JTD 1 I 6 + I



Решаем полученное уравнение относительно к. Воз
можны два случая:

1) 1 — -рту ’ откуда 1 — к =  1 +  к, к = 0, т. е. 0 = 0°;

^  * = ""I ’ откУда  ̂— £ = — 1 — к, следователь
но, k не существует, т. е. 0 =  90°.

Таким образом, искомых прямых две, а их уравнения 
у =  7 и х = 2.

Задачи для самостоятельного решення
1.223. Записать уравнение прямой, заданной точкой 

Мо(*о, Уо) и нормальным вектором п=(/4, В), если: 
1) Щ 2 , 3), п = (— 1, 2); 2) М0(1, 2), п = (3, -4 ); 3) М0(1,
— I), п =(2, —3). (Ответ: 1) х — 2у + 4 = 0; 2) 3jc — 4у + 
+ 5 = 0; 3) 2х — Зу — 5 = 0.)

1.224. Записать уравнение прямой, заданной точкой 
/Ио(*о, уо) и направляющим вектором s = {/, m), если:
1) М0(-1 , 2), $ =  (2, 3); 2) М0(-2 , 2), s = (— 1, I); 
3) Мо( — 1, 4), s= (2, 1). (Ответ: 1) Зл: — 2у + 7 = 0;
2) х + у = 0; 3) х ~  2у +  9  = 0.)

1.225. Записать уравнение прямой, заданной двумя 
точками Af |(лг|, у|) и Мг(х2, уг), если: I ) M i(2, 3), Мг(— 1, 6);
2) ЛЦЗ, -1 ), М2(2, 5); 3) М,{4, 0), М2( - I ,  2). (Ответ:
I) л- + у — 5 = 0; 2) 6* + у — 17 = 0; 3) 2* + 5у — 8 = 0.)

1.226. Дана прямая 2* + Зу +  4=0. Составить урав
нение прямой, проходящей через точку Мо(2, 1): I) парал
лельно данной прямой; 2) перпендикулярно к данной 
прямой; 3) под углом 45° к данной прямой. (Ответ:
1) 2х + Зу — 7 = 0; 2) 3* — 2у — 4 = 0; 3) х — 5у +  3 = 0, 
5х + у — 11 =0.)

1.2271 Составить уравнение прямой, проходящей че
рез точку М( —4, 10) и отсекающей равные отрезки на 
осях координат. (Ответ: х +  у — 6 = 0.)

1.228. Составить уравнение прямой, проходящей че
рез точку М(4, —3) и образующей с осями координат 
треугольник, Ьлощадь которого равна 3. (Ответ: Зх + 
+ 2 у- 6  = 0, 3* + 8у + 12 = 0.)

1.229. Даны вершины треугольника ABC: /1(4, 4), 
В( — 6, 1— 1), С( — 2, —4). Записать уравнения биссектрисы 
внутреннего угла треугольника при вершине С и медианы, 
проведенной из этой вершины. (Ответ: 7х + у +  18 = 0, 
Их — 2 у + 14=0.)
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1.230. Через точку пересечения прямых Зх — у = 0, 
х + 4у — 2 =  0 провести прямую, перпендикулярную к 
прямой 2х +  7у = 0. (Ответ: 91 х — 26у — 2 = 0.)

1.231. Даны вершины треугольника ABC: А(2, 1), 
В (— 1, — 1), С(3, 2). Записать уравнения его высот. (От
вет: 4л- + Зу -  11 = 0, дг + у + 2 = 0, Зх + 2у— 13 = 0.)

1.232. Найти проекцию точки А ( — 8, 12) на прямую, 
проходящую через точки М\(2, —3) и Af2(—5, 1). (Ответ: 
(-12, 5).)

1.233. Зная уравнения двух сторон параллелограмма 
х—3у=0 и 2х + 5у-{-6=0 и одну из его вершин С(4, — 1), 
составить уравнения двух других сторон параллелограм
ма. (Ответ: х — Зу — 7 = 0, 2х +  5у — 3 = 0.)

1.234. Через точку А(2, 5) провести прямые, равноуда
ленные от точек M i( — 1, 2) и Мг(5, 4). (Ответ; х — 2 = 0,
*  — 30 4.13=0.)

1.235. Даны две вершины треугольника At( — 6, 2), 
А2(2, —2) и точка /V(l, 2) пересечения его высот. Найти 
координаты третьей вершины Аз- (Ответ: Аз (2, 4).)

1.236. Найти координаты точки, симметричной точке 
М( — 2, I) относительно прямой 2х — Зу + 4 = 0. (Ответ: 
(-14/13, -5/13).)

1.237. Через точку Л (3, 1) провести прямые, наклонен
ные к прямой 2лс + 3у— 1=0 под углом 45°. (Ответ: 
5* + у — 16 = 0, х — 5у +  2 = 0.)

1.238. Даны уравнения двух сторон прямоугольника 
3* — 4у +  5 =  0, 4х +  Зу — 7 = 0 и одна из его вершин 
А (—2, 1). Записать уравнения двух других сторон прямо
угольника. (Ответ: Зх — 4у +  10 =  0, 4х + Зу +  5 = 0.)

1.239. Вычислить угол между данными прямыми:
1) х +  5у — 3 = 0, 2х — Зу + 4 = 0;
2) х +  2у — 3 = 0, 2jc + 4у +  5 = 0;
3) 3* +  5у+ 1= 0, 5л: — Зу — 2=0.

(Ответ: 1) 45°; 2) 0°; 3) 90°.)
1.240. Найти расстояние d от точки до прямой в 

каждом из следующих случаев:
1) А ,(2, - I) ,  4лг +  3у +  10 = 0;
2) Л2(0, — 3), 5х— 12у — 23 = 0;
3) Л3(1, -2), х — 2у — 5 = 0.

(Ответ: 1)3; 2) 1; 3) 0 (точка Аз лежит на прямой).)
1.241. Даны уравнения двух сторон прямоугольника 

3* — 2у — 5 =  0, 2х + Зу + 7 = 0 и одна из его вершин 
А (—2, 1). Вычислить площадь этого прямоугольника. 
(Ответ: 6.)
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1.242. Составить уравнения биссектрис углов между 
указанными прямыми:

1) Зх — 4у +  2 = О, 5х + 12у — 3 = 0;
2) Зх— у + 5 =  0, Зх +  у — 4 =  0.

{Ответ: 1) 64*+ 8у+ I I  = 0, 14*— 112i/+41 =0; 2) 6* + 
+ 1 =  0, 2 у- 9  = 0.)

1.243. Две стороны квадрата лежат на прямых 5* —
— \2у — 65 = 0 и 5* — \2у +  26 — 0. Вычислить его пло
щадь. {Ответ: 49.)

1.244. Составить уравнения прямых, параллельных 
прямой 3* — 4у — 10 = 0 и отстоящих от нее на расстоя
нии d = 3. {Ответ: Зх — 4у — 25 = 0, Зх — 4у +  5 — 0.)

1.245. Составить уравнение прямой, проходящей через 
точку пересечения прямых 11х + Зу — 7 = 0 и 12х +  у —
— 19 = 0 и равноудаленной от точек А (3. —2) и В ( — 1, 6). 
(Отвёт: 7х + у — 9 =0, 2х +  у +  1 =  0.)

1.24В. Составить уравнение прямой, симметричной 
прямой Зх — 2у+ I =  0 относительно точки М(5, I). (От
вет: Зх — 2у — 27 = 0.)

1.247. Составить уравнения сторон квадрата, если в 
прямоугольной системе координат даны одна из его вер
шин у4(2, —4) и точка пересечения его диагоналей К(Ь, 2). 
{Ответ: х — Зу +  16 = 0, х — 3у — 14 = 0, Зх + у — 32 = 0, 
Зх +  у - 2 = 0.)

1.248. Зная уравнение прямой Зх — 2у 4- 6 =  0, являю
щейся одной из сторон угла, и уравнение его биссектрисы
* — Зу + 5 = 0, составить уравнение другой стороны угла. 
(Ответ: 6х -j- 17у — 15 = 0.)

у 1.249. Даны уравнения боковых сторон равнобедрен
ного треугольника 7х — у — 9 = 0, х +  у — 5 = 0 и точка 
Af(3, —8), лежащая на его основании. Записать уравне
ние основания треугольника. (Ответ: Зх +  у — 1=0, 
х — Зу — 27 = 0.)

1.250: Даны уравнение катета у =  2х и середина ги
потенузы — точка /((4, 2) — прямоугольного равнобедрен
ного треугольника. Найти уравнения двух других его сто
рон. (Ответ; Зх +  у — 14 =  0, х +  2г/~2 = 0; х — Зу + 
+ 2 = 0, х +  2 у-  14=0.)

1.251, Составить уравнение прямой, параллельной
0прямой у =  — х + 1 и проходящей на расстоянии d — 41 и

от точки А1(6, —2). (Ответ: у =
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1.252. Составить уравнение сторон треугольника, зная 
одну из его вершин А(3, —4) и уравнения двух его высот 
7jc — 2t/ — I =0, 2х — 7у — б =  0. (Ответ: 2х +  7у + 22 = 
= 0, 7х +  2у~  13=0, х - у  +  2= 0.)

1.253. Доказать, что прямые Здс —4t/+ 10 = 0 и 6х —
— 84/ + 15 = 0 параллельны, и найти расстояние между 
ними. (Ответ: 1/2.)

1.254. Составить уравнения прямых, проходящих через 
начало координат и отстоящих на расстоянии, равном 3,
от точки М (2-̂ 2, 5л/2). (Ответ: у ~х ,  у =  — 41лг.)

1.15. ПРЯМАЯ В ПРОСТРАНСТВЕ. ВЗАИМНОЕ
РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ
Прямую в пространстве можно представить как пересечение двух 

плоскостей (P i) к (Рг\ поэтому аналитически ее можно задать системой 
двух линейных уравнений вида

A i* + В\у + Ciz +  £>i = 0,1 /■
■ Ог = 0.J

Система (1.12) определяет прямую только в том случае, когда 
коэффициенты Аи В i, С> не пропорциональны коэффициентам Аг, В г, Сг, 
и называется общими уравнениями прямой.

Канонические уравнения прямой

JL Z *L  - =  1 ^ 2 .  =  1 = *L  ( i . 1 3 )I m p
определяют прямую, проходящую через точку А4о(*о. i/0, zo) параллельно 
вектору s = (!, m, р), который называется направляющим вектором 
прямой.

Параметрические уравнения прямой имеют вид
х — Хо -|- И, 
y = yo + mt, 
г = z0 +  pi, }

Условие параллельности двух прямых (Li) и (Ц): 
х - х , У~У\ 2 — z, „  4 х - х г у — уг ** — гг i t \

~ (Ы  “ Т Г
(рис. 1.30) можно записать в виде

S] || Sj ИЛИ h / h =  « ,/ / » ,=  pl/p2-

Условие перпендикулярности двух прямых (L,) и (L2) (рис. 1.31) 
записывают в виде

Si X  s?, т. е. (si, S2) = 0, tit? tnitriz -{- pip? = Q.
Угол между прямыми (Li) и (Li) (рис. 1.32) можно найти по формуле 

cos <р = cos(s< \ )  = ,(S|; ,S?), =  tih + m,m2 +  p,p2

Sl *2 V ' l  +  ff*? +  P? +  mi  +  pi

128



(L<)

(L,)

Пряные называются компланарными, если они лежат в одной 
плоскости (рис. 1.33).

Необходимое и достаточное условие компланарности двух прямых, 
заданных каноническими уравнениями, записывают в виде

(Ai|AJ2. S i, s j ) =  0  и л и

Xi — X, 1/i — 1/1 Z2 — ZI
l\ mi pi =0.
h m2 pi

Рассмотрим плоскость и прямую в R3.
„  , . jc — jco у — уо г — го ...Угол между прямой — -—  = = ------  (L ) и плоскостью

Ах -j- By + Cz -{- D = О (Р) (рис. 1.34) находится по формуле

sin <р = l(n, s)l \Al + Bm + Cp I
1*1 l«l v ^  + вчс* V«s+ <* + / ’

где n = (А, В , С); s = {/, от, р).
Условие параллельности прямой (L) и плоскости (Р) означает, что 

n ± s (рис. 1.35). т. е.
(n, s) =  0 или At +  В т  + Ср = 0.
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Условие перпендикулярности прямой (L) и плоскости (Я) означает, 
что п || s (рис. 1.36), т. е.

Л В С , , n =  Xs или —  = —  = —  = \, )tg R, i m p
Условие того, что прямая (L) лежит в плоскости (Р ) означает, что 

точка Мо£\Р), т. е. n 1  s (рис. 1.37), откуда имеем:
А*г> +  Вуь Czn D *= 0,1 
At + В т  -f Ср =  0. /

Для определения точки пересечения прямой 
г — zo

х — Ха у — У а
I m

с плоскостью Ах +  By -f- Сг + D =  0 надо совместно решитьУ
их уравнения, для чего следует воспользоваться параметрическими 
уравнениями прямой х = х0 + li, y = yo + mt, z = zo + pt. При этом 
возможны следующие случаи.

I. Если At +  В т  +  Ср Ф  0, то прямая пересекает плоскость'. В этом 
случае из уравнения Л(*о + lt) + В(у„ + mt) + C(za -|-/>0 = 0 находим 
значение параметра

i i =  -
Ахо -f- By» -Ь Czp + D 

A I + В т  +  Ср

Ри с. 1.36
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соответствующее точке пересечения, и, подставляя его в параметри
ческие уравнения прямой, получаем координаты точки /И|(*|, у,, г,) 
пересечения прямой и плоскости х, =  х0 +  tti, =  у» + ml,, г, = Zo+ph.

2. Если Ai + В т  +  Ср =  0 н <4хо + Вуа +  Czo + D =£ 0, то прямая 
параллельна плоскости.

3. Если А1 + В т  +  Ср = 0 и Ах„ +  Вуо +  Сгц + 0 = 0, то прямая 
лежит в плоскости.

Расстояние от тонки Mi до прямой (L ) (рис. 1.38) находится по 
формуле

d =  ЦАМЬ, s )l/ ls l, L.

Ри с. 1.38 Ри с. 1.39

Расстояние между скрещивающимися прямыми (рис. 1.39)

d(Lu Ц )= \ (ATM*, a,. 8г)|/|($,. s2)l.

Примеры
1. Через точку М(2, 3, 1) провести прямую перпенди

кулярно к прямой У __ 2 — 2 
-1 3 (рнс. 1.40).

Реш ение. Так как si = (2, — 1,3) — направляющий 
вектор данной прямой, то, обозначая направляющий 
вектор искомой прямой через s2 = (/, m, р) и учитывая, 
что S |X s 2, имеем (si, s2) =  0 или 21 — m -f- Zp ~  0.

Поскольку векторы M qM , s i, s2 лежат в одной плоско
сти, то их смешанное произведение равно нулю, т. е.

S u s2) =  0. Учитывая, что М0М = (3, 3, — 1), имеем
3 3 - 1

2 - 1  3 = 0 или 8/ — 11 m —9р = 0.
/ m  р
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Таким образом, для определения координат вектора 
si получаем систему уравнений

21 — т  + Зр = ОД 
81 — П т  — 9р = 0,}

эквивалентную системе
21 — т  +  3 р = 0,1

— 7т — 21 р = 0,/
откуда т  =  — 'ip, I — — Зр. Подставляя выражения для

л — 2 __ у — 3 __I и т  в канонические уравнения прямой /
г — I , получаем
а -  2 _  у — з _  г — I
— Зр —Зр р или х — 2

2. Записать уравнение прямой, проходящей через
X — 1 У - 2 =  

-6точку М{2, —5, 3) параллельно прямой-
__ z -f- 3

9 *
Реш ение. Направляющий вектор данной прямой 

si =(4, —6, 9), а направляющий вектор искомой прямой s 
в силу ее параллельности исходной прямой имеет в*ид 
s =  A,si. Следовательно, s=(4k, — 6К 9А.).

Воспользуемся каноническими уравнениями прямой 
(1.13), где в качестве (х0, г/о, го) возьмем координаты 
точки М, Получим уравнение искомой прямой:

х — 2 __ V + 5 __г — З
4 ^ 6  ~ 9 ‘
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3. Привести к каноническому виду уравнения прямой
дг — 2  у -  

Здс + 2 у-
х — 2у + Эг ~  4 =  0,1 . 

г —  э= — 4 = 0./
Реш ение. Найдем направляющий вектор s = (/, т ,  р) 

искомой прямой. Так как он должен быть перпендикулярен 
к нормальным векторам n( ~ ( l ,  —2, 3) и пг =  (3, 2, —5) 
заданных плоскостей (рис. 1.41), то s ||[rtt, п2], т. е. s =  
= Mni> "г], X6R. Тогда имеем

П|, п2 =
i j k
1 - 2  3
3 2 - 5

= 4i+ 14j+ 8k = (4, 14,8),

a s = (4b, 14X., 8k).
В качестве точки Мо(*о, у о, 20), через которую проходит 

искомая прямая, возьмем точку ее пересечения с какой-

либо из координатных плоскостей, например с плоскостью 
Оху, уравнение которой г = 0. Координаты у0 и г0 этой 
точки определим из системы уравнений заданных плоско
стей, положив 2 =  0:

дсо — 2уо =  4 Л 
Здс0 + 2уо = 4./

Решая эту систему, находим: хо = 2, у о = — 1. Таким 
образом, канонические уравнения данной прямой имеют 
вид

х-2 _  у Л- i _  £.
2 7 4 1

4. Найти расстояние между двумя параллельными
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х — 2 У+ l __ 
4прямыми (Z.|) и (L2) (рис. 1.42), если 

= (£.,) и JL f .  _  1= ±  =  i z £  (/л).
Реш ение. Расстояние между параллельными пря

мыми можно найти по формуле расстояния от точки до 
прямой. Здесь s=*(3, 4, 2), М\(7, I, 3), М$(2, — 1, 0),
A M fi= (5 , 2, 3). Тогда

к |
' =  _ 8 i _ j  +  l4 k = X - ^ - l. 14).[М2М I, s] = 

Имеем

4 =

■ J
5 2 3 
3 4 2

1И^|, »)1
ы

-  У и + ь и у
V 9 +  16 + 4

5. Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точкуЛ10(4, —3, 1) параллельно прямым-̂ - = у  = (£i)

*  +  1 ___ у  —  3 ___  г  — 4
( Ь ) .5 4 2

Реш ение. Запишем уравнение плоскости, проходя
щей через данную точку Мо'-

А (х -  4) + В (у +  3) +  С(г -  1) -  0.
Так как нормальный вектор п этой плоскости перпенди

кулярен к направляющим векторам Si =(6, 2, —3) и $2 =
— (5, 4, 2) заданных прямых (рис. 1.43), то n||[si, s2], т. е. 
п — A.fsi, s2], к 6 R. Тогда имеем
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[Si, s2] =
i  к 
2 - 3  
4 2

= 16I-27J +  14* =  (16, -27, 14),

a n =  (I6A,, — 27Я, 14X). Подставляя координаты вектора 
n в уравнение плоскости, получаем

1 6 * (х - 4 )- 2 7 А .(у  +  3 )+  14 ^ (z-  1) =  0 

2 7 у+  I4 z -  159 =  0.
или окончательно 

16*
в. Найти проекцию точки Л1(3, 1, — 1) на плоскость 

3х + у + z — 20 = 0 и точку, симметричную точке М отно
сительно этой плоскости.

Реш ение. Нормальный вектор данной плоскости 
n = (3, 1, 1). Уравнение перпендикуляра, опущенного из
точки М на плоскость, имеет вид = - ~ -1- = —<5 J I
(рис. 1.44). Перейдя к пара
метрическим уравнениям 
прямой, получим * =  3/ +  3, 
y = t+  1, г — t — 1. Решая 
совместно уравнения пло
скости и прямой, имеем:

3(3/ +  3) + / + 1 + / —
-  1 -20 = 0, 11/ — 11 = 0,

откуда (s* 1. Подставляя 
найденное 'значение i в па
раметрические уравнения 
прямой, находим проекцию Q 
точки М на плоскость: xq =6, Рис. 1.44
Уо =  2, z<j=0, т. е. Q(6, 2, 0).

Координаты точки JV, симметричной точке М относи
тельно плоскости (Р), определяем из формул:

X Q = (*М + *«)/2, Уо =  {Ум +  y N ) / 2. ZQ — (гм +  zN)/2
или

6 = (3 +  дг#)/2, 2 = (1 +  у ы)/2, 0 = (-1  +  г м)/2,

откуда xN =  9, уы =  3, — 1, т. е. N (9, 3, 1).
7. Записать уравнение плоскости, проходящей через

точку Af0(3, 1, —2) и прямую = ~-
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Реш ение. Запишем уравнение плоскости, проходя
щей через точку Мо-.

Л (*- 3 ) + В (у - 1 )+ С (г  +  2)~0.
Нормальный вектор п = {А, В, С) этой плоскости 

перпендикулярен к направляющему вектору s = (5, 2, I) 
данной прямой (рис. 1.45). Так как точка М\(А, —3, 0)

принадлежит данной прямой, то вектор Л10М| =(1, —4, 2) 
также перпендикулярен к вектору п. Следовательно,
n||[s, AfoAfi], т. е, п = Я[$, МаМ\). Имеем:

i j k
5 2 1[s, AfoM,] =
1

J
2

- 4  2
= 8i -  9j -  22k.

Тогда п={8Л, —9 A ,  —22X). Подставляя координаты 
вектора п в уравнение искомой плоскости, получаем

8Х(х -  3) -  Щ у  -  I ) -  22Х(г + 2) =  0,
т. е.

8х — 9у — 2 2г — 59 = 0.
8. Записать канонические уравнения прямой, прохо

дящей через точку Мо(3, —2, 4) параллельно плоскости
Зх — 2у — Зг — 7 = 0 и пересекающей прямую х~  2 =
= У + 4 _  ■г~ 1

—  2 2

Реш ение. Нормальный вектор п *  (3, —2, 3) данной 
плоскости перпендикулярен к направляющему вектору 
s = (/, т , р) искомой прямой. Отсюда (n, s) =  0, т. е. 3/—
— 2т — Зр = 0. Направляющий вектор данной прямой 
Si= (3, —2, 2); точка М )(2, —4, 1) принадлежит этой
136



прямой. Так как данная и искомая прямые пересекаются, 
то векторы s, St, М0М ( — (— 1, —2, 5) компланарны (рис. 
1.46). Следовательно, (М^М\. Si, s) =  0( т. е.

-I
3
7

- 2  5 
- 2  2 
т  р

= 0 или 6/ + 17т + 8р =  0.

М,

V

Таким образом, для определения координат вектора s 
получаем систему уравнений

3 1 —  2 т —
6/ -j- 17m + 8р =  0,1

эквивалентную системе
3/ — 2т — 3р ~  0,1 

21m+l4p =  0,J

откуда находим; т =  — -|р, / — у  р. Тогда s Р.
2 \— у Р , р\ или s= (5, —6, 9). Подставляя координаты 

направляющего вектора в формулу (1.13), получаем
jt — 3 _  у + 2 _  г +  4 

5 - 6  9

9. Доказать, что прямые х + 7 __ у + 4 г + 3
3 4 — 2

и ^ ~ 21- = = z~ 2 (£2) скрещиваются, и найти6 —4 — 1
расстояние между ними (см. рис. 1.39).
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Реш ение. Расстояние между скрещивающимися пря
мыми находим по формуле

d=  \ (М Л . Si, S2)I/I[S|, s2J|, 
где Sj — (3, 4, —2); sz = (6, —4, — 1); Mi =  ( — 7, —4, —3); 
Мг =  (21, —5, 2); MiM2==(28, -1 , 5). Имеем

28 - t  5
3 -4 —2 as -5 0 7 #  0,
6 - 4 - 1

(Mi/M2, St, s2) =

т. e. векторы MiM2, si, s2 некомпланарны, и поэтому прямые 
скрещиваются. Вычисляем:

[si, s2] =
i j k
3 4 - 2
6 —4 — 1 
= —3 (4! +  3j + 12k),

=  -  121 — 9j — 36k —

Тогда
|[$i, Ssjl =  У з 2{ 16 +  9 +  144) =  39.

A_ Si. $2)1 __ 507 __ IQ
i[s„ s,]| 39

Задачи для самостоятельного решения
1.255. Составить канонические уравнения прямой, 

"Приходящей через точку М\( — 2, 1, 5) параллельно:
1) вектору а =  ( I , —3, 4); 2) прямой —

г + 3"l v /— ; 3) оси Оде; 4) оси Оу. ( Ответ: 1)
г — 5 . <>\ *-И   у — I   г —5.

4 ’ '  - I  2

- I
* + ! _ » - !  __ 

I -3
х + 2 _  у ~  1 __

5 =3> .
г - 5 ■ Л\ * +  2 _  У — I _  г —5 \

0 ’ 0 I 0 /
1.256. Составить канонические уравнения прямой, 

проходящей через две данные точки: 1) М](1, 5, 1), 
М2(4, 6, 9);. 2) AI,(2, 3, 1), М*(5, -4 . 4); 3) Af,(0, -2 , 3),



1.257. Составить канонические уравнения прямой, 
заданной общими уравнениями:

П /3*— у +  2г — 7 = 0, / х -J- у — Зг — 1 = 0,
\ х + Зу — 2z — 3 = 0; l )  \2х — у — 92 — 2 = 0;
/ *  — 2у + 3z + 1 =  0,
\2х +  у — 4г — 8 = 0.

(Ответ: 1) ± z ± = y - ^  =  2) х~ ' =  =
V 7 —2 4 5 —4 1 — I •

£ —2 _  У — г+ I \
I 2 I /

1.258. Составить канонические уравнения прямой, про
ходящей через точку М|(2, 3, —5) параллельно прямой

Зх — у + 2г — 7=0,\
* +  Зу — 2г + 3 *« 0.1

1.259. Доказать параллельность прямых
* — 5 _ у — 2 _ 2 + 7 * +  Зу + г +  2 = 0,1

t .  —1 1 х'~  у — Зг — 2 = 0.)
1.260. Доказать перпендикулярность прямых

X- 1 _  У + 2 _  г-1 2х +  у — 4z + 2 = 0,1
2 3 —6 4* — у — 52 -j- 4 =0.)

1.261. Найти угол между указанными прямыми:
х — 3 __ у + 2 __ г дг + 2 __ у — 3 __ 2 +  5 .

'  “  31 V2 ’ ' 1 “  ’
0v j3x — 4у — 22 =0, /4х + у — 6г — 2 =0,
•■Ч2х+ у - 2 г + 1=0, I у — 32-2 = 0.

(Ответ-: ]) <р = 60°; 2) coscp = 98/195, ф = 59°48/.)

1.262. Доказать, что прямые * и

-* р 1- — у 11 — Z~|~~  пересекаются. Найти их точку 
пересечения. {Ответ: (3, —3, —2).)

1.263. Найти проекцию точки А (5, 2, — 1) на плоскость 
2х — у +  Зг +  23 = 0. {Ответ: (1,4, -7 ).)
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* — I1.264. Вычислить угол между прямой —-— —
г — I и плоскостью 6х — Зу + 2z = 0. ( Ответ: \J> =-3 V

I®
9 1

= arcsinl? w 1 Г2 Г.)

1.265. Показать, что прямая =~-^- = ■■ 3 4
лежит в плоскости дг +  2у — 4 г +  1 =0.

1.266. Составить уравнение плоскости, проходящей
через точку Мо(4, —3, 2) и прямую у  = .
(Ответ: 9х +  8у — 6z =  0.)

1.267. Записать уравнение плоскости, проходящей
X Iчерез точку М i(l, 2, —3) параллельно прямым —-— =

= 1~ -  =  = £:~ -  (Ответ: 9jc +
+ П у ± 5 г ~  16 = 0.)

1.26$. Доказать, что прямые ~ 1 = у + 2 = ~ т ~  и
а  —  о  4

х _  7 м — 2 ? _  |— v — лежат в одной плоскости, и со-3 2 ~2
ставить уравнение этой плоскости. (Ответ: 2х — 16у —
-  132 + 31 =0.)

1.269. Провести плоскость через пару параллельных
прямых ^ 1  = |  =  l ± l ,  Л± 1 = = JL. (Ответ:
Зх — 2 у — 3 = 0.)

1.270. Записать уравнения проекции прямой 3 =

= у ~ 1 =  -г на плоскость Oyz. (Ответ: у — Зг + 
+ 5 = 0, х = 0.)

1.271. Найти проекцию точки М(4, 3, 10) на прямую
^  = ^  =  (Огвег; (3, 6, 8).)

1.272. Проверить, пересекаются ли прямые -i-=

= у ~ 2 =  и =  -L. Записать урав
нение плоскости, в которой они лежат. (Ответ: г +  6у + 
+ Зг -  9 =  0.)

1.273. Составить уравнение плоскости, проходящей
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через точку М0(2, О, I) и прямую ------ =» г + ‘. ,
(Ответ: 5х — Зу — z — 9 = 0.)

1.274. Найти точку, симметричную точке М(2, 7, I) 
относительно плоскости х — 4</ + г +  7 = 0. (Ответ: (4, 
-1 ,3 ).)

1.275. Найти точку, симметричную точке Р(4, 3, 10) 
относительно прямой х =  1 + 21, у =  2 +  4f, 2 =  3 +  5/. 
(Ответ: (2, 9, 6).)

1.276. Найти уравнение перпендикуляра, опушенного 
из точки Мо(3, —2, 4) на плоскость 5х + 3у — 7z + 1 =0.
(0геет:^ = » ± 1  =  ^ ± . )

1.277. Через начало координат провести плоскость,
перпендикулярную к прямой х~̂ 2 = у~ 3 = ■
(Ответ: Ах +  Ьу — 2г = 0.)

1.278. Найти расстояние от точки ЛЦ1, 2, 5) до указан
ной прямой:

1) х = t, у ~  1 — 2/, 2 = 3 + /;
ov / * + y — 2 + 2 =  0,

\4х - 3 г  +  3 = 0.
(Ответ: I)  -^35/6; 2) 8д/3/26)

1.279. Найти расстояние между двумя параллельными 
прямыми:

i \  *  —  3  ___ у  —  1 _  г  —  2 х  ___  У  —  2 ___  г ,
’ I -1 2 * 1 - 1 2 '

/Ах + 2у + 3z + 1 = 0, (Зх + у +  72 — 2=0,
19дс + by + 2 z + 9 = 0, 1 х +  у — 42 +3 = 0.

(Ответ: I)  л/10/3; 2) А-у/Ё/(Qnjb).)
1.280. Найти канонические уравнения проекции пря

мой ~  = у ~ 4 = на плоскость х — г/ +  Зг +  8 =  0.
( O reer; * ~ ° -8 =  J L - 1 A  =  2 +1 . 4  ^

1.281. Найти уравнение плоскости, проходящей через 
прямую ■ = у~|~2 =  у  параллельно прямой =

= . (Огвгг. — 7* + 8у +  2г +  23 = 0.)о —5
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1.282. Составить канонические уравнения перпендику
ляра, опущенного из точки Мо(хо, Уо. Zo) на данную пря
мую (L), если:

1) М0(5, 3, 1), (L): - =  у !

2) 0(0, 0, 0), (L)\

(О т в е т  11 х — Ъ —  У~~3. — 2) — s s —M.____ =  — Луитвет. 1) з 0 - I ’ ’ 33 -  26 27 )
1.283. Найти проекцию точки Л4(3, —4, —2) на пло

скость, проходящую через параллельные прямые * ~ 5 =

= =  1 . (Ответ: (2,
-3 , - 5 ).)

1.16. КРИ ВЫ Е ВТОРОГО ПОРЯДКА
Говорят, что кривая (Г ) в системе координат Оху имеет уравнение 

f ( х, у) =  0, если выполнено следующее условие: точка М(х, у) принадле
жит кривой (Г ) в том и только в том случае, когда ее координаты х и у 
удовлетворяют соотношению F{x, у) =  0. Если F(x, у) =  f(x) — у, то 
уравнение F(x, у) =  0 может быть записано в виде у = f(x). Кривая 
в этом случае совпадает с графиком функции у** }(х).

Алгебраической кривой второго порядка называется кривая (Г ), 
уравнение которой в декартовой системе координат имеет вид

Ax2 +  2Bxy+ Cy2 +  Dx + Ey+ F= *0 , ( 1 . 1 4 )

причем не все коэффициенты А, 8, С одновременно равны нулю (в про
тивном случае (Г ) — прямая, т. е. алгебраическая кривая первого 
порядка).

В общем случае может оказаться, что уравнение (1.14) определяет 
еырождекш/ю кривую (пустое множество, точку, прямую, пару прямых).

Если же кривая (Г ) — невырожденная, то для нее найдется такая 
прямоугольная система координат, в которой каноническое уравнение 
этой кривой имеет один из следующих грех ендов:

x>/a* + y2/b2=  1 (эллипс; а ^  Ь > 0), (1.15)
х*/а* — tf/b* = 1 (гипербола; а, b >  0), (1.16)
у1 = 2рх (парабола). (117)

Система координат, в которой уравнение кривой (Г ) имеет вид 
(1.15), (1.16) или (1.17), называется канонической системой координат.

Изучим основные кривые второго порядка.
Окружностью называется множество точек плоскости, равноуда

ленных от данной точки, называемой центром. Если R — радиус окруж- 
ности, а точка С(а, Ь) — ее центр, то уравнение окружности имеет вид

(дс —  д )2 +  ( 1/ —  6 )2 =  Я 2.
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Если центр окружности совпадает с точкой 0(0, 0), то ее уравнение 
записывается в виде

** + у2 = R3
Эллипсом называется множество точек плоскости, сумма расстоя

ний от которых до двух данных точек той же плоскости, называемых 
фокусами, есть величина постоянная (ее обозначают через 2а), боль
шая, чем расстояние между фокусами.

Если оси координат расположены так, что ось Од; проходит через 
фокусы Fi{c, 0) и F t(—c, 0), а точка 0(0, 0) совпадает с серединой 
отрезка F iF i (рис. 1.47), то нэ равенства F\M + F^M = 2а получаем 
простейшее (каноническое) уравнение эллипса

\х*/а2 +  у‘/Ь2 =1 = о2 — с!)„
Точки At(a, 0), А 2(—а, 0), S i(0, b), Bi(0, —b) называются верши

нами эллипса. Центр симметрии 0(0, 0) называется центром эллипса.

Параметры а н 6 называются соответственно большой и малой полу
осями эллипса, векторы F\M и FiM  — фокальными радиусами-векторами
точки М, принадлежащей эллипсу, а числа г, -= |F,Af| и r3 =  \FaM) — 
фоксиьньши радиусами точки М.

Форма эллипса (мера его сжатия)*характеризуется его эксцентри
ситетом е = с/а =  ~\Ja2 — Ь-/а (так как с <  а, то е <; I ). При е ~ 0 , 
т. е. а = 6 , эллипс является окружностью.

Прямые (Di): * = а/е и (£>2): х — —а/е, перпендикулярные к боль
шой оси эллипса и проходящие ка расстоянии а/е от его центра, назы
ваются директрисами эллипса (см. рис. 1.47).

Для эллнпса справедливы равенства:
r t/di = е, г i/d) = е.
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где d | и di — расстояния от точки М(х, у), принадлежащей эллипсу, 
до директрис, ближайших к фокусам Fi и F?, соответственно.

Гиперболой называется множество точек плоскости, абсолютная 
величина разности расстояний от которых до двух данных точек 
той же плоскости, называемых фокусами, есть величина постоянная 
(ее обозначают через 2а), меньшая, чем расстояние между фокусами.

Если ось Ох проходит через фокусы Fi(c, 0) и F2( — с, 0), а точка 
0(0, 0) — середина отрезка F\F2 (рис. 1.48), то из равенств IFjM  —
— F[M\ = 2а, гг — г, = ±2а получаем каноническое уравнение гипер
болы

*7о! -у7<.2=1 (Ь* = с2 -  аг).
Параметры а, Ь — называются полуосями гиперболы, точки 

А\(а, 0), Аг(—а, 0 )— ее вершинами, оси Ох, О у — действительной 
и мнимой осями, а центр симметрии О — центром гиперболы. Векторы
F\M, F2M — фокальные радиусы-векторы точки М, принадлежащей 
гиперболе, а числа г,, г2 — фокальные радиусы точки М.

Прямая называется асимптотой гиперболы, если расстояние от 
точки М  (*, у) гиперболы до этой прямой стремится к нулю при х~* +  во 
или х — оо. Гипербола имеет две асимптоты, уравнения которых
у ~  ± — х. Число

е = с/а = -\ja* +  Ь'/а >  I
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называется эксцентриситетом гиперболы и характеризует ее форму. 
Если а = Ь, то гипербола называется равносторонней.

Прямые (0|): дг = а/е н (£>2): х=  —а/е, перпендикулярные к дейст
вительной оси гиперболы и проходящие на расстоянии а/е от ее центра, 
называются директрисами гиперболы (см. рис. 1.48).

Директрисы гиперболы обладают следующий свойством: отношение 
расстояния от любой точки гиперболы до какого-либо фокуса к рас
стоянию от той же точки до соответствующей этому фокусу директрисы 
есть величина постоянная, равная эксцентриситету, т. е.

rt/d, =  е. i =  1, 2.
Параболой называется множество точек плоскости, равноотстоя

щих от дайной точки этой плоскости, называемой фокусом, и дайной 
прямой той же плоскости, называемой директрисой. Если директрисой 
параболы является прямая х — —р/2 , а фокусом — точка f (р/2, 0) 
(рис. 1.49), то имеем каноническое уравнение параболы

У* =  2 рх.
Парабола, заданная таким уравнением, расположена симметрично 

относительно оси абсцисс. Число р >  0 называется параметром парабо
лы, точка О — ее вершиной, вектор FM  — фокальным радиусом-вектором 
точки М параболы, а число г =  \FM\ — фокальным радиусом точки М.

Если осы» cmmerpm параболы служит ось ординат, то уравнение 
параболы кисет П и

х2 = 2ру.
Длина фокального ради ус а-вектор а параболы у* = 2рх определя

ется по формуле г = х -f- р/2.^Прямаа(Ь): х =  —р/2 является директри
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сой параболы у* = 2рх, а прямая (D '): у = —р/2 — директрисой па
раболы х2 = 2ру. Для параболы r — d, где d — расстояние от точки 
М(х, у\ принадлежащей параболе, до соответствующей директрисы.

Примеры
I. Записать уравнение окружности, имеющей центр 

в точке 0'(6, 7) и касающейся прямой 5х— \2у — 24 = 0 
(рис. 1.50).

Реш ение. Радиус R окружности найдем как расстоя
ние от центра 0'(б, 7) окружности до данной прямой:

R =  1 5 - 6 -  12-7 - 2 4 I / V 5 2 +  12г =  б.

Воспользовавшись каноническим уравнением окруж
ности, получим

(х — 6)2 + (у — 7)2 — 62.

2- Записать уравнение окружности, если точки М i (3, 2), 
М2(— 1, 6)— концы диаметра окружности (рис. 1.51).

Реш ение. Найдем координаты центра окружности 
по формулам деления отрезка пополам:

Х0 = ^ ,± > ,  ^  3+ ^-1) =  1, У о = у_̂  + ум, = 1 + L  =  4.

Определим радиус окружности. Имеем ОМ\ —(2, —2), 
тогда

/?= 10М<1 = V 22 + (- 2 )2 = 2V2.
Уравнение окружности примет вид 

(х -1 )2 +  (у - 4 )2 = 8.
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3. Расстояния от одного из фокусов эллипса до концов 
большой оси равны 7 и 1. Составить уравнение ~элл”ипса.

Реш ение. По условию AFi =  I , BF\ = 7 (рис. 1.52). 
Тогда 2а = AFi +  F\B =  1 + 7 — 8, а =  4, с — OF i =  4 —
— 1=3. Так как для эллипса с2 = а2 — Ь , Ь2 =  а2 — с2 —
= 42 — З2 = 7, b =  т/7, то, подставляя найденные значе
ния о и Ь в каноническое уравнение эллипса, получаем

*742 + i/2/(V7)2= l.

4. Прямые jt= ± J} служат директрисами эллипса, 
малая ось которого равна 8. Найти уравнение этого эл
липса.

Реш ение. По условию 2Ь =  8. Уравнения директрис 
х= dzafe. Отсюда ±а/е=  ±8, а/е =  8, е = с/а. Тогда 
а2/с =  8, а2 =  8г. Так как для эллипса с2 = а2 — Ь2 = 
= о2 — 16 нлн а2 — с1 + 16, то, подставляя выражение для
о2 в равенство а2 = 8с, получаем:

8с =  с2 +16, с2- 8 с +16 = 0, (с — 4)2 = 0, с = 4.

Тогда ог =  32, откуда 32 и уравнение эллипса при
мет вид

*2/32 + у2/16 — 1.
5. Составить уравнение гиперболы, проходящей через 

точку vW(9, 8), если уравнения асимптот гиперболы у =

— ± х. Найти эксцентриситет и уравнения директрис.

Реш ение. Из уравнений асимптот находим =
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*= или b = а. Подставив в каноническое ура в-3 3
ненне гиперболы полученное выражение для Ь, имеем

х1 _  — j
а2 8а2

Так как точка М(9, 8) принадлежит гиперболе, то ее 
координаты удовлетворяют уравнению гиперболы. Отсю-

Тогда

Искомое уравнение гиперболы имеет вид
•*2/9 — у2/8 = 1.

Найдем эксцентриситет:

е = с/а = У  a2 + b2/a -  -̂ 9 +  8/3 = УТУ/3. 
Уравнения директрис имеют вид

б. Уравнение эллипса имеет вид л:2/49 + у2/24 = 1. 
Составить уравнение софокусной гиперболы (т. е. такой, 
фокусы которой совпадают с фокусами данного эллипса) 
при условии, что ее эксцентриситет е=  1,25. Найти урав
нения асимптот и директрис гиперболы (рис. 1.53).
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Реш ение. Для эллипса а2 = 49, Ь2 = 24, с! = а2 —
— Ь2 =  49 — 24 = 25, с =  5. Фокусы эллипса совпадают 
с фокусами гиперболы. Отсюда имеем: Fi{5, 0), F2( — 5, 0). 
Обозначим через Я| н Ь\ полуоси гиперболы. Так как 
для искомой гиперболы по условию с, =  с = 5 и 1,25, 
то имеем: а\ =  с\/е — 5/1,25 = 4, Ы =  с? — а2 =  25 — 16 = 
= 9, Ь| =3. Тогда уравнение гиперболы, фокусы которой 
совпадают с фокусами эллипса, имеет вид

х 2/42 — у'2/32 — 1.

Уравнения асимптот гиперболы

а уравнения ее директрис
*=  ±а/е=  ±4/1,25= ±16/5.

7. Парабола с вершиной в точке 0(0, 0) проходит через 
точку Л (—2, —3) и симметрична относительно оси Ох 
(рис. 1.54). Записать ее уравнение, найти фокус и уравне
ние директрисы.

Решение. Так как точка А ( — 2, —3) принадлежит 
параболе, то ее координаты удовлетворяют уравнению 
параболы у2=2рх, откуда имеем 9= —4р или р = —9/4. 
Следовательно, уравнение искомой параболы имеет вид9
у2= — -jx; F( — 9/8, 0) — ее фокус. Уравнение директ
рисы х = —р/2 = 9/8.

8. На параболе у2 = 8х найти точку, фокальный ра
диус-вектор которой равен 20.

Решение. Из условия имеем: 2р =  8, р = 4. Тогда 
F(2, 0) — фокус данной параболы. Пусть М{х, ^ — про
извольная точка параболы. По определению параболы 
NM =  FM  или х + р/2 =*= х + 2 (рис. 1.55). По условию 
х -f- 2 =  20, откуда х =  Г8. Из уравнения параболы имеем: 
у2 = 8- 18= 144, ±12.

Таким образом, искомые точки — М|(18, 12) и М2(18, 
- 12).

9. Составить уравнение параболы, если известно, что:
а) фокус параболы F(5, 0), а ее директрисой является 

ось ординат;
б) парабола симметрична относителБно оси Оу и про

ходит через точки 0(0, 0) и М(6, —2).
Реш ение, а) Так как по условию р = 5 и вершина
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параболы имеет координаты (2,5; 0), то, воспользовавшись 
уравнением у2 =  2р(х — *0), получим

Ю(х~2,5)=10х-25.
б) Запишем уравнение параболы в общем виде: х2 = 

= 2ру. Точка Af(6, —2) удовлетворяет уравнению пара
болы, т. е. 36 = 2р*( —2)= —4р, р =  —9. Тогда искомое 
уравнение х2 = — 18у.

Задачи для самостоятельного решения
1.284. Записать уравнение окружности, если концы 

одного из ее диаметров имеют координаты (3, 9) и (7, 3). 
(Ответ: {х — 5) -f (у — 6)2 =  13.)

1.285. Записать уравнение окружности, проходящей 
через три данные точки:

1) /И,(9, 3), Afs(-3 , 3), М3(П , 1);
2) М,(4, 5), Л12(- 4 , -1), Мз(0, 1);
3) М,(1, 4), М2( - 7, 4), Мз(2, -5).

(Ответ: 1) (дс — З)2 +  (у + 5)2 = 100; 2) (ж+ 9f  + {y —
-  I4)2 =  250; 3) (x +  3/+ {t/+  1)* — 41.)

1.286. Составить уравнение окружности, имеющей 
центр в точке 0(2, 3) и касающейся прямой х — 2у +  1 = 0. 
(Ответ: (х -  2)2 + (у — 3/ = 9/5.)

1.287. Составить уравнение окружности, касающейся
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прямой х— 7у +10 = 0 в точке N(4, 2), если известно, что 
ее центр лежит на прямой 2х-\-у =  0. (Ответ: (х — 6)2 + 
+  (У +  12)2 = 200.)

1.288. Найти точки пересечения прямой у =  х +  2 и 
окружности х2 + у2 — 4х — 12 = 0. (Ответ: (2, 4), ( — 2, 0).)

1.289. Привести к каноническому виду уравнение 
окружности:

1) х* + у2 — 2* +  4у =  0;
2) 3*2 + Зу2- 2 *  + 7у +  1 =0.

(Ответ: I) (x - \ f+ (y  +  2f =  5; 2) ( * -  1 /З)2 +  (у + 
+ 7/6)* — 41/36.)

1.290. Составить каноническое уравнение эллипса, 
зная, что:

1) большая ось равна 10,-а расстояние между фоку
сами 2с =8;

2) малая полуось равна 6, эксцентриситет е = 0,8;
3) расстояние между фокусами 2с =  6, эксцентриси

тет е =  3/5;
4) сумма полуосей равна 10, расстояние между фоку

сами равно 4 д/б.
(Ответ: 1) *?/25 + у79= 1; 2) х2/100 + у2/36 = I ;
3) х2/100 + у2/64 = 1; 4) *736 + y7 l6  =  I.)

1.291. Дан эллипс 9х2 + 25у2 = 225. Найти: 1) его 
полуоси; 2) фокусы; 3) эксцентриситет; 4) уравнения 
директрис. (Ответ: I) а =  5, 6= 3; 2) F |(4, 0), F2( — 4, 0);
3) <? =  4/5; 4) *=  ±25/4.)

1.292. Определить эксцентриситет эллипса, если рас
стояние между его фокусами равно расстоянию между
вершинами большой и малой полуосей. (Ответ: е = -у/ОЛ.)

1.293. Определить эксцентриситет эллипса, если извест
но, что:

1) его большая ось втрое больше малой;
2) его оси относятся как 5:3. (Ответ: 1) 

2) 0,8.)

1.294. Составить уравнение эллипса, фокусы которого 
лежат на оси ординат симметрично относительно начала 
координат, если:

1) большая ось равна 10, а расстояние между фоку
сами 2с =  8;

2) малая ось равна 16, а эксцентриситет е =  3/5. 
(Ответ: 1) х2/9 + у2/25 = 1; 2) х2/25 + у2/ 16 — 1.)
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1.295. Оси эллипса совпадают с осями координат. 
Эллипс проходит через точки M t(2, 2), ЛЬ(3, 1). Составить 
уравнение эллипса. (Ответ: Зх2 +  5tf =  32.)

1.296. Эллипс касается оси абсцисс в точке (8, 0) и оси
ординат в точке (0, —5). Записать уравнение эллипса, 
если известно, что его оси параллельны осям координат. 
(Ответ: (х — 8)2/64 {у + 5)2/25 = 1.)

1.297. Эллипс пересекает ось абсцисс в точках (5, 0)
и (И , 0) и касается оси ординат в точке (0, 5). Составить 
уравнение эллипса, если его оси параллельны осям ко
ординат. (  Ответ: =  1

1.298. Составить уравнение эллипса, фокусы которого 
расположены на оси абсцисс симметрично относительно 
начала координат, если даны:

1) точка М\{2, —2) эллипса и его большая полуось 
о = 4;

2) точки Л]|(4, —-\/з) и М2{2л]2, 3) эллипса;
3) точка M i( — -yjb, 2) эллипса н расстояние между 

его директрисами, равное 10.
(Ответ: 1) *716-1-0716/3= 1; 2) jc*/20 + у2/ 1 б -= 1;
3) х2/15+ У/6= 1.)

1.299. Составить каноническое уравнение гиперболы, 
фокусы коФорой расположены на оси абсцисс симметрич
но'относительно начала координат, если:

1) расстояние между фокусами 2с = 14 и ось 2а =  12;
2) расстояние между фокусами 2с = 6 и эксцентри

ситет е =  3/2;
3) расстояние между фокусами 2с =20 и уравнения

4хасимптот у =  ±  -у;
4) расстояние между директрисами равно 32/5 и ось 

2Ь = 6.
(Ответ: 1) *7 36 -t/7 l3 = l; 2) хг/4~у2/5= 1; 3) *736-
— у2/64=1; 4) *716 — 079=1.)

1.300. Составить каноническое уравнение гиперболы, 
если:

1) действительная ось равна 48 и эксцентриситет 
е = 13/12;

2) действительная ось равна 16 и угол ф между асимп
тотой и осью абсцисс удовлетворяет условию tg ф = 3/4. 
(Ответ: 1) *7576 — у2/ 100 = I; 2) *2/64 -  //36 = 1 -)

1.301. Составить уравнение гиперболы, проходящей
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через точку /И(24, 5), если уравнения ее асимптот г/=х 
± ±х. (Ответ: **/432-^/75 = I.)
1.302. Составить уравнение гиперболы, если:
1) гипербола проходит через точку М(10, — Зд/З), 

асимптоты заданы уравнениями ± D
2) расстояние между фокусами равно 10, асимптоты 

заданы уравнениями ± ~х.
(Ответ: I ) к2/2Ь — у2/9 =  I ; 2) х2/20 — у'/Ъ — 1.)

1.303. Составить уравнение гиперболы, фокусы кото
рой лежат на оси абсцисс, если даны:

1) точки М ]( —8, 2д/2) и Л*2(6, — 1) гиперболы; .
2) точки М | (9/2, — 1) гиперболы и уравнения асимптот

3) точка Afг{— 3, 5/2) гиперболы и уравнения директ
рис х = ±4/3.
/ Ответ: 1) = ] ■ 2) —  — -̂ 1 = I ; 3) ---
Г  32 8 ’ '  18 8 7 61/9

=  1 или S L - J L .  =  l \
305/16 4 5 /
1.304. Фокусы гиперболы совпадают с фокусами эллип

са дг2/25 -Ь у1/9 =  1. Составить уравнение гиперболы, если 
ее эксцентриситет е =  2. (Ответ: х~/А — у2 /\2 =  I .)

1.305. Составить уравнение гиперболы, фокусы кото
рой лежат в вершинах эллипса х*/100 + у2/64 = 1, 
а директрисы проходят через фокусы этого эллипса. 
(Ответ: л -/60 — у2/40= 1.)

1.306. Составить уравнение параболы, вершина кото
рой находится в начале координат, зная, что:

1) парабола симметрично расположена относительно 
оси Ох и проходит через точку А( — 2, 4);

2) парабола симметрично расположена относительно 
оси Otf и проходит через точку в(3, —9). (Ответ: 1) у2 = 
= —8х; 2) у — ~ х 2.)

1.307. На параболе у1 =  16* найти точки, фокальный 
радиус-вектор которых равен 13. (Ответ: (9, 12), (9, — 12).)

1.308. Арка моста имеет форму параболы. Определить 
параметр этой параболы, зная, что пролет арки равен 
24 м, а высота 6 м. (Ответ: 12.)

1.309. Составить уравнение параболы, если даны ее
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фокус F(7, 0) и уравнение директрисы х — 7 = 0. {Ответ: 
у2 =  — 28лс.)

1.310. Составить уравнение параболы, если известно, 
что:

1) координаты фокуса (3, 0), директриса служит осью 
ординат, а ось симметрии — осью абсцисс;

2) координаты фокуса (0, 4), директриса служит осью 
абсцисс, а ось симметрии — осью ординат.
(Ответ: 1) у2 =  6* — 9; 2) х'* =  8у — 16.)

1.311. Привести к каноническому виду уравнение па
раболы:

1) у =  4*2-8х  + 7; 2) х =  2у2 -  \2у + 14.
(Ответ: 1) (* - 1 )2= | (у - 3 ) ;  2) (у -  З)2 =  ± (х + 4).)

1.17. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КООРДИНАТ. 
ПРИВЕДЕНИЕ К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ 
ОБЩИХ УРАВНЕНИЙ КРИВЫ Х  
ВТОРОГО ПОРЯДКА
Если перейти от системы координат Оху к новой системе О'х'у', 

приняв за начало координат точку О'(а, Ь) (рис, 1.56) и сохранив преж
нее направление осей координат, то связь между старыми и новыми 
координатами выразится формулами:

Такое преобразование координат называется параллельным пере
носом.

При повороте осей координат на угол а. (начало координат — преж
нее, причем угол а отсчитывается против хода часовой стрелки) (рис. 1.57)

х = х 
У = У

х' =  х — а, 
уГ’шу-Ь.}

У У мм(м(к',>/))
м м ( м ( ' : 4

о а х

Рис. 1.56 Ри с. 1.57
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зависимость между старыми координатами х, у и новыми х', у’ опреде
ляется следующими формулами:

х = х’ cos а — у’ sin а, 1 х' =  х cos а-+ у sin а, >
у = х' sin a у' cos a ,j #' = —дг sin а + у cos а. j

Уравнение вида
Ах? + Су3 +  2D* + 2Еу + F  =  0, (1.18)

не содержащее члена ху с произведением координат, называется пяти
членным уравнением кривой второго порядка. Это уравнение определяет 
на плоскости эллипс, окружность, гиперболу или параболу (с возмож
ными случаями распада и вырождения эткх кривых) с осями симметрии, 
параллельными осям координат, в зависимости от знака произведения 
коэффициентов А и С. Рассмотрим следующие случаи.

1. Пусть /1C 5» 0. Тогда уравнение (1.18) определяет эллипс (дейст
вительный, мнимый или выродившийся в точку); при А =  С имеем 
окружность.

2. Пусть А С < 0. В этом случае уравнение (1.18) определяет ги
перболу, которая может выродиться в две пересекающиеся прямые, 
если левая часть уравнения распадается на произведение двух линейных 
множителей.

3. Пусть АС = 0 (т, е, либо ,4 = 0, С=^0, либо С =  0, ,4=^0). 
Тогда уравнение (1.18) определяет параболу, которая может вырождать
ся в две параллельные прямые (различные, совпадающие между собой 
или мнимые), если левая часть уравнения не содержит либо д\ либо у, 
т. е. уравнение имеет вид

Ах2 +  2Dx +  F  =  0 нлн Су1 + 2Еу +  F  = 0.
Записав пятичленное уравнение в форме

А(х -  дс0)2 + C {g ~  уо? =  /,
можно определить вид кривой и расположение ее на плоскости. 

Уравнение
Ах1 + 2Вху + Су2 +  2Dx + 2Еу + F  =  0 (В Ф  0) (1.19)

называется общим уравнением кривой второго порядка.
Применив к уравнению (1.19) формулы поворота осей координат:

х = х' cos а  — у’ sin аД 
у — х' sin а + у’ cos а,/

при надлежащем выборе а можно освободиться в уравнении от члена 
с произведением координат. (Дальнейшие преобразования рассмотрены 
выше.)

Примеры
1. Установить, какая кривая определяется данным 

Уравнением:
а) 16х2-(-25г/2~32лг+50«/-359 = 0;
б) х2 — у2 — 6х -f 10 =s 0.

155



Решение, а) I  способ. Применив формулы парал
лельного переноса х =  х' +  а, у =  у' + Ь, преобразуем 
левую часть исходного уравнения:

16(ЛГ'.+ a f  +  25Q/' + bf -  32 (дс' +  а) +
+ 50(у' +  ft) — 359 = О,

16*'s + 25у'2 +  *432а -  32) +  y'(50ft +  50) ~
-  359 + 25ft2 + 16а2 -  32а + 50ft =  0.

Приравнивая нулю коэффициенты при х' и у', получаем:
32а — 32 = 0. а = 1; 50ft +  50 = 0, ft = — I .

Следовательно, 0 '( 1, — 1) — начало новой системы 
координат. С помощью параллельного переноса х = х' + I , 
у =  у' — 1 приведем исходное уравнение к каноническому 
виду

16*'’ +  25у'2 -  359 + 25 + 16 -  32 -  50 = 0
или 16лг'2 +  25у'! =  400.

Окончательно, разделив на 400 обе части полученного 
уравнения, имеем

*"/25 + У'2/16 = 1 
или в старой системе координат

(х — 1 )2/52 + (у + 1 )2/42 = I .
Таким образом, получили уравнение эллипса с центром 

в точке 0'(1, — 1), большая полуось которого а = 5, а 
малая полуось 6= 4 (рис. 1.58).

// способ. Дополнив члены, содержащие х, и члены, 
содержащие у, до полных квадратов, получим

16((лса-2х  + 1 )-  l) + 25((y2 + 2y + I) -  I ) = 359
или

16(лс— I)2-  16 + 25(0+ I)2- 25 =359,
откуда

Щ х ~  I)2 + 25(у + I)2 =  400.
Разделив на 400 обе части последнего уравнения, по

лучим каноническое уравнение эллипса
(х — lf/52 + (у + 1)2/42 = 1.

б) Применив метод выделения полного квадрата, 
имеем:

(х -  З)2 -  9 -  у2 + 10 = 0, (х -  З)2 - у 2 = -1
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Р и с. 1.59

или у2 — (x — 3f =\. Это уравнение гиперболы с центром 
в точке 0 '(3, 0) (рис. 1.59).

2. Привести к каноническому виду уравнение линии 
4Х2 + 4х + 2у — 1 = 0 и построить ее.

Ре ш е н и е. Применив формулы параллельного пере
носа х = х' + а, у=^у'-\-Ь, имеем:

4(х' +  a f +  4{x' +  а )+ 2 {у '+ Ь )-  I «=0,
4х'* + х'(8а +  4} + 2у'* +  26 — 1 -+ 4а +  4а2 =  0.

Найдем такие значения а и Ь, при которых коэффициент 
при х' и свободный член обратятся в нуль. Получим си
стему

8а + 4 =  0, )
2Ь — 1 +  4а + 4а2 =  0 J

эквивалентную системе
а =  — i/2, )
2b— 1 —2 + I =0,/

откуда о = — 1/2, 6=1. Таким образом, 0 '{— 1/2, I) — 
начало новой системы координат, в которой уравнение 
кривой примет вид 4х'‘ + 2у' =  0. Отсюда у ' = — 2х'’ или, 
в старой системе координат,

у — 1 = —2{х-\- \/2f.
Это уравнение параболы с вершиной в точке 0 '( — 1/2, 0).

3. Привести к каноническому виду уравнение х + 
+ Ь*У +  У2 +  6* + 2у — 1 — 0.
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Решение. Выразив х и у из формул поворота осей 
координат и подставив их в данное уравнение, имеем

(.х' cos а —у' sin а)2 +  6(х' cos а — у' sin а) [х’ sin а +
-j- у' cos а) +  (х' sin а + у' cos а)2 + 6(*' cos а —

— у' sin ос) 4- 2(х’ sin а +  у' cos а) — 1 = О,
откуда

(cos2 а 4- 6 cos а sin а +  sin2 а )* '1 +
+ (sin2 а — б sin а cos а -j- cos2 a)iС  +

-|- (— 2 cos а sin а — б sin2 а -j- б cos2 а +
+ 2 sin a cos а)х'у' + дг'(2 sin а + 6 cos а) +

-f- у' (2 cos а — 6 sin а) — 1 =0.
Приравнивая нулю коэффициент при х'у', получаем 

уравнение cos2 а — sin2 а =  0, cos 2а — 0, откуда а = 45°, 
и уравнение преобразуется к виду

( , + 6 .  i . )  , ' • + ( ! - 6 .  ^ у  + ^ - Л ,  , ' - 1 = 0

или
4*'! - 2 у 'г +  J - x '  -  * у '  -  I = 0.

\2 у2
Применив далее метод выделения полного квадрата, 

получаем:

4((х' +  1 /д/2)2 -  1 /2) -  2((у' +  1Д/2)2 -  1 /2) -  1 = 0, 
4(х'+1/д/2)2- 2 - 2 (уГ+ 1 /д £ )2+ 1 - |  =0,

4(х' +  I /л/2)2-  2(у' +  1 /д/2)2 =  2,

(* '+ 1 л £ >  _  (у '+  1/л^>
1/2 I

Приняв за начало новой системы координат точку
0'(-1/д/2, -1/д/2), с помощью формул параллельного
переноса х" =  дс' -(- I/д/2, у" =  у ' +  I /д/2 получим урав
нение гиперболы

- X L  = x 
(1/V2г 1?

которая изображена на рис. 1.60.
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Рис, 1.60

4. Привести к каноническому виду уравнение кривой 
х2 -j- 2ху-{- г/2 — 8jc +  4 =  0.

Решение. Преобразуем данное уравнение, восполь
зовавшись формулами поворота осей координат. Имеем

(х’ cos а — у' sin а)2 +  2(х' cos а — у ' sin о) (х‘ sin а +
4- у' cos а) ■+- (х' sin а +  у' cos a f  —

— 8(*' cos а — у' sin а) -}- 4 =  0,

*"(cos2 а -j- 2 cos a sin а +  sin2 a) -f- x'y'(2 cosJ «  —
— 2 sin2 a) -j- у "0 — 2 sin a cos a) —

— 8дс' cos a + 8y‘ sin a + 4 =  0.
Приравнивая нулю коэффициент при х'у\ получаем 

cos2 a — sin2 a — 0, cos 2a =* 0, откуда a = л/4, и уравне
ние принимает вид

Применяем метод выделения полного квадрата:

откуда

2*'’ -  * + J L  ~j- 4 =  0.
У ? V2
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K ( x' - j ; ) ' - 2) + ^ y' + 4 ' ‘ 0-
2(x' - ^ 2 f  +  J - y '  = 0, -  J - y '  =  {х' — f t ) 2.
4 Уг V2

Произведя параллельный перенос осей координат с 
помощью формул — л/2, у "= у \  получим уравне
ние параболы —2л[2у" =  х"\ которая изображена на 
рис. 1.61.

5. Привести к каноническому виду уравнение кривой 
13дс2 — 48ху + 27у2 = 45 и найти формулы преобразования 
координат.

Решение. Решим эту задачу с помощью квадратич
ных форм (см. § 1.12). Введем обозначение Цх, у) = 
=  13jc2 — 48.*# + 27у2. Тогда матрица данной квадратич
ной формы

А = 13 -24
-24 27]

Найдем собственные значения этой матрицы. Ее характе
ристическое уравнение имеет вид

- г /  2Г - 1
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откуда A,i=45, к2 — —5. Тогда квадратичная форма 
имеет следующий канонический вид: L'(x', у') =  А5х'*—
— 5у'\ Переходя к исходному уравнению, получаем 
45х': — 5у'! = 45, т. е. имеем гиперболу

х'г/ 1 - у 'У 9 = \ .
Чтобы указать преобразование, с помощью которого 

уравнение кривой можно привести к каноническому виду, 
найдем собственные векторы. Для Л| = 45 получаем 
систему уравнений

— 32а | — 24аг = 0,1 
4ai Заг =0,/

откуда а] =  — у а2. Тогда собственные векторы X(il) = 
= (3/, -4/), t¥=0, /eR.

Для А,2 = —5 имеем систему уравнений
18ai — 24аг =  0,1 
За] — 4аг = 0 J

откуда aj =  -|-a2. Тогда X(W = (4/, 3/), /^0 ,  /£R. Если
пронормировать собственные векторы Х(>л) и Х,м , то по
лучим: Х^р) = ( —3/5, 4/5), Х^, =  (4/5, 3/5).

Таким образом, преобразование, приводящее уравне
ние кривой к каноническому виду, имеет вид

X =  -L< - з х '  +  4у'), у =  ±  (Ах' +  Зу')-

6. Привести к каноническому виду уравнение кривой 
5дг2 -|- 4ху + 8у2 + 8дс+14у + 5 = 0 и найти формулы пре
образования координат.

Решение. Обозначим L(x, у) =  5л:2 Аху + 8у2.

Матрица этой квадратичной формы имеет вид

Составим характеристическое уравнение матрицы: 
5 — К 2

5 2
2 8

8 — I = Я' — I ЗА. 36 = 0,

откуда А,1 = 4, А.2 = 9.
Найдем собственные векторы. Для kt=A имеем си

стему уравнений
ai +  2a2 — 0,

2а | + 4аг:
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т  =

откуда ai =  —2аг- Тогда Х(Х|) =  (2/Т —/), 1Ф0, 
Нормируя полученные векторы, находим Х(*.,> =  (2/-\/5,
— 1/^5).

Для А,п =  9 получаем систему
— 4ai -|- 2а? = 0,)

2а | — а -2 =  0 j
откуда а2 = 2а,. Следовательно, \ а}) =  ((, 2/), ( ф  0, t£ R.
Нормируя полученные векторы, имеем Jfci.) =(1д/5, 2Д/б). 

Таким образом, матрица преобразования координат

2/Уб 1 /У Г
— I/Vs 2/V5j

а формулы преобразования осей координат имеют вид:

х™-2=х' + - W .  y = - - ^ r X ’ +  J ~ y ’.
уЪ V5 Vs

Найденное преобразование является поворотом осей
координат на угол а, для которого cos а  = 2/-\/5, sin а  =
= -*Л/5.

Подставив в уравнение данной кривой выражения для 
л и у из формул поворота осей координат:

+ l4 ( - i * ' + ^ ' ) + 5 = ° '  
после несложных преобразований получим

4х"  + 9у'! +  + J®  у ' +5 = 0.
Л/5 V5

Затем, применив метод выделения полного квадрата, 
имеем:
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С помощью формул параллельного переноса х' =
— х" ----у’ =  у”  -------- получаем

4 у 5  V 5

4x" , + ^ '  = T ^ S  + m ~ L
Это уравнение эллипса с полуосями а =1/2, 6 =  3/4.

Задачи для самостоятельного решения
В задачах 1.312— 1.323 с помощью метода выделения 

полного квадрата и параллельного переноса осей коорди
нат упростить уравнение линии, определить ее тип и рас
положение на плоскости.

1.312. 4х2 + 9и2 — 40х + 36у + 100 = 0. (Ответ: {х —
— 5)2/9 + (и -j- 2Y/4 =  1 — эллипс.)

1.313. зг— 4у*-\-8х— 24у~  24. (Ответ: (х-\-4)г/4 —
— {У +  З)2/! =  1 — гипербола.)

1.314. 16х2 — 9у2 — 64jc — 18у + 199 = 0. (Ответ: — (х —
— 2)2/9 -{-(у 4- 1 )2/16 = 1 —~ гипербола.)

1.315. х — 2(/г4-121/— 14=0. (Ответ: 2(у— 3)2=**4- 
+ 4 — парабола.)

1.316. 5х2 4~9j/2 ~  ЗОдг 4" 18у 4* 9 =  0. (Ответ: (х —
— 3)2/9 4- (у 4-1) /5 = I — эллипс.)

1.317. 2дс2 — 8-г 4- у2 — 6</ 4- 1 =0. (Ответ: (х — 2)2/8 4- 
4- (у — 3)г/16=1 — эллипс.)

1.318. у2 — 6у — jc2 4- 2х = 0. (Ответ: (у— Sf/8—(х —
— 1)2/8= 1 — гипербола.)

1.319. Зх2 — 4t/2 — 12л 4-24 =  0. (Ответ: y2/Z — (x —
— 2)2/4 = 1 — гипербола.)

1.320. 9х24-4«2 — 54х  — 32у + 109 = 0. (Ответ: (х —
— 3)г/4 4~(У — 4 г/9 =  1 — эллипс.)

1.321. х 4- б.г 4- 5 = 2у. (Ответ: (х +  З)2 =  2(у 4- 2) — 
парабола.)

1.322. у2 4- 2у + 4х — 11 =  0. (Ответ: (у 4- 1 f  =
= —4(х — 3) — парабола.)
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1.323. у2 4- 8y — 2x +  12 = 0. (Ответ: (у +  4)2 ~2(x-\- 
4-2) — парабола.)

В задачах 1.324— 1.326 привести к каноническому виду 
данное уравнение кривой, определить ее тип и расположе
ние на плоскости. Записать формулы преобразования 
осей координат.

1.324. 4х2 + 24ху -f 11у2 — 20 = 0.̂  Ответ: £_ + -*£- =

— 1; х = ± (З х ' +  4у'), у = | (4 * '- 3 у ').)
1.325. Ъх1 + 4ху +  Ну- — 36 = 0. {Ответ: х'1 /4 + у '2/9= 

= [; х = (х '- 2 y')/-^b, y = (2x'+y')/^/5.)

В задачах 1.327—1.329 привести к каноническому виду 
уравнение кривой, упрощая соответствующую квадратич
ную форму и применяя метод выделения полного квадрата.

1.327. 14л:2 + 24ху + 21у2 — 4х + 18у — 139 = 0. (От
вет: х'*/30 +  у’2/Ь =  \.)

\ .328. 4ху + Зу2 + 16х + 12у — 36 = 0. (Ответ: ж'!/9 — 
-^ 7 3 6  = 1.)

1.329. 9х2 — 24*у + 16у2 — 20х+ ПОу — 50 = 0. (От
вет: у '! =  — 2х'.)

1.18. ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА
Говорят, что поверхность (а) в системе координат Охуг имеет урав

нение F{x, у, г) = 0, если выполнено условие: точка М(х, у, z) принад
лежит поверхности (о) в том и только в том случае, когда ее коорди
наты удовлетворяют соотношению F(x, у, г) = 0. Если F(x, у, z) = 
= /(д\ у) — г, то уравнение может быть записано в виде z = f<x, у).

Если лежащая в плоскости Оху кривая Fix, у) = 0 вращается 
вокруг оси Ох, то уравнение образуемой при этом поверхности имеет вид
F(x, ± \У2 + - )̂ = 0 Уравнение F{±_ лДг + z2, у) =  0 определяет по
верхность, образованную вращением той же кривой вокруг оси Оу.

Алгебраической поверхностью второго порядка называется поверх
ность (а), уравнение которой в декартовой прямоугольной системе ко
ординат имеет вид

1.326. 6ху 4- 8у2 — 12х — 26у 4-11=0.^ Ответ: —

Ах2 + By2 + Сг2 + 2 Dxy + 2 Exz + '2Fyz + 2 Gx + 
-\-2Hy + 2Lz + K  = Q- (1.20)



В этом уравнении не все коэффициенты при членах второго порядка 
одновременно равны нулю, так как иначе поверхность (а) была бы пло
скостью. Уравнение (1.20) называют общим уравнением поверхности 
второго порядка.

В общем случае может оказаться, что уравнение (1.20) опреде
ляет вырожденную поверхность (пустое множество, точку, плоскость, 
пару плоскостей, прямую). Если же поверхность (1.20) — невырожден
ная, то с помощью преобразования декартовой системы координат 
(параллельного переноса и поворота осей координат в пространстве) 
и теории квадратичных форм ее уравнение может быть приведено к 
одному из указанных ниже видов, называемых каноническими и опре
деляющих тип поверхности:

*7а2 + у2/Ь2 + г1/с2 =  1 (эллипсоид (рис. 1.62); при а = Ь = с  
имеем сферу х2 + у2 +  г2 = а2), 

х1 /а1 + у2/Ь2 — г!/с2 = I (однопояостный гиперболоид (рис. 1.63)), 
jci/aL-^y2/b2—zyc2— — \ (двуполостный гиперболоид (рис. 1.64)), 
г = х1 /а2 -j- У2/Ь (эллиптический параболоид (рис. 1.65)),
V* /„2 L ..г /аЗ _  /..2 _  и (конус второго порядка (рис. 1.66)),

(гиперболический параболоид (рис. 
1.67)),
(эллиптический цилиндр (рис. 1.68)), 
(гиперболический цилиндр (рис. (.69)), 
(параболический цилиндр (рис. 1.70)).

лг/а2 + Ч2/ЬЧ -  г21 с2 = 0 
г = хг/а — у2/Ь'‘

х2/а2 + yJ/b2 = I 
xi/а2 — if/b 7 =  1 
у7 = 2 рх
При £> = 0, £ = 0, F  =■ 0 общее уравнение поверхности (1.20) 

принимает вид
Ахг Н- By2 + Cz2 + 2Gx + 2Ну -f 2Lz + К  = 0.

В этом случае приведение общего уравнения к каноническому виду 
достигается с помощью метода выделения полных квадратов и парал
лельного переноса осей координат.

Основным методом исследования формы поверхностей второго по
рядка является метод параллельных сечений, который состоит в том, 
что поверхности пересекаются координатными плоскостями и плоскостя
ми, параллельными им, а затем на основании вида полученных в сече
ниях линий делается вывод о форме исходной поверхности.

Рис .  1.62







Примеры

1. Записать уравнение шаровой поверхности, имеющей
центр в точке О (1, 4, —7) и касающейся плоскости 6*4- 
-J- — 7z -J- 42 = 0.

Решение. Воспользовавшись уравнением сферы, 
имеем

(ж — I )2 + Q/ — 4)2 + (г +  7)2 = R2.
Радиус R найдем по формуле расстояния от точки до 

плоскости:
п  \AX0 +  Btf0 +  C z 0 +  D l  _  1 6 - 1 + 6 - 4 - 7 { ~ 7 )  +  4 2 1  =  , , 

V 4 2 + S 5 + C2 У36 + 36 + 49

Окончательно получаем
(*- 1 )2 + ( у-4 )2 + (г + 7)г = П 2.

2. Записать уравнение поверхности, полученной при 
вращении эллипса хг/4 + у2/9 =  I: а) вокруг оси Ох; 
б) вокруг оси Оу.

Решение, а) На основании правила, приведенного 
в начале данного параграфа, в уравнении эллипса заме
няем у на ±  л[у2 +  г2 и получаем уравнение поверхности 
вращения

х 2/4  + (у2 + г2)/9 = 1 или х 2/4  + у2/9 + z2/9 = 1.
Это уравнение определяет эллипсоид вращения с полу
осями о = 2, Ь = с =  3.

б) Согласно тому же правилу, в уравнении эллипса
заменяем х на и получаем уравнение эллип
соида вращения:

(х2 + z2)/4 + у2/9 =1 или х 2/4 + у2/9 + г2/4 = I
с полуосями а =  с =  2, 6 =  3.

3. Записать уравнение поверхности, полученной при 
вращении гиперболы у2/16 — дс2/25 = 1: а) вокруг оси Ох; 
б) вокруг оси Оу.

Решение, а) Для получения уравнения поверхности, 
образованной вращением гиперболы t/2/16 — лг/25 = 1
вокруг оси Ох, заменяем в ее уравнении у на dr д/у2 + г2. 
Таким образом, имеем

22/ 16 -+■ У2/ 16 —  ж2/25 =  I.
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Полученная поверхность является однополосткым гипер
болоидом вращения (рис. 1.71).

б) При вращении данной гиперболы вокруг оси Оу
необходимо в ее уравнении заменить х на ± д/д̂  + г2. 
Тогда имеем уравнение двуполостного гиперболоида 
вращения

jf2/25 + г2/25 — г/2/16 = -1 , 
изображенного на рис. 1.72.

Рис.  1.72

4. Привести уравнение данной поверхности к кано* 
ннческому виду и определить ее тип:

а) 4Х2 у2 — г2 — 24* — 4у + 2г + 35 = 0;
б) г2 + 6г — = в) 2у2 + г2 — 1 — х
Решение, а) Приведем уравнение к каноническому 

виду, выделив полные квадраты при переменных:
4(*2 -  6jc) + (у* -  4*) -  (22 -  2г) + 35 = О,
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4(дс — З)2 +  (у — 2)2 — (г — 1 )2 =  4.
Разделив на 4 все слагаемые последнего уравнения, 

получим
(х -  З)2/1+ (у -  2)2/4 + (г -  1 )2/4 = 1.

Это уравнение однополостного гиперболоида. Если про
извести параллельный перенос осей координат по форму
лам: х' = х — 3, у' =  у — 2, z' =* z — 1, то точка 0'(3, 2, 1) 
будет началом новой системы координат, а уравнение 
поверхности примет канонический вид

х'/\ + 1 / 7 4 - г '7 4 = 1 ,
где а =  1, 6 =  2, с ~  2.

б) Выделив полный квадрат в уравнении г2 -{- б£ —
— х = 0 при переменной г, имеем

(z З)2 — 9 —дс = 0 или (z + З)2 = х + 9.

Данная поверхность является параболическим ци
линдром. Произведя параллельный перенос осей коорди
нат по формулам: х* = х  + 9, у' ~  у, г' = z + 3, получим 
каноническое уравнение поверхности г'* = х'\ точка 
0'(3, 2, — 1) служит началом новой системы координат.

в) Переписав исходное уравнение в виде

-f e  +  n----- (* “ *)'
получим уравнение эллиптического параболоида с верши
ной в точке О'О. О, 0). Совершив параллельный перенос 
осей координат по формулам: х' — х — 1, у' =  у, z' = z, 
имеем

I г
1- + —  = —х'1/2 I

5. Составить уравнение проекций линии пересечения 
сферы х2 -j- у2 +  z = а2 с конусом х? + у2 — г2 =  0 на 
координатные плоскости: а) Оху; б) Охг\ в) Oyz (рис.
1.73).

Решение, а) Найдем уравнение линии пересечения 
сферы дс2 у2 -j- z2 = а2 с конусом х2 +  у2 — г2 = 0. Под
ставив x? + y2 =  z2 в уравнение сферы, получим 2г2 = а2



z

или z=  ±о/д/2. Затем, подставив наеденное значение г 
в уравнение конуса, имеем

х* + У2 =  (а/д/2)2,
т. е. уравнение окружности. Это и есть уравнение проек
ции линии пересечения данной сферы с конусом на пло
скость Оху.

б) Уравнение плоскости Охг имеет вид у =  0. Подста
вив у =  0 в уравнения сферы и конуса, получим:

jc2 -f 22 = а2, х2 — z2 = 0, 2 =  ±х.
Это пара пересекающихся прямых (см. рис. 1.73). Здесь
— а/-̂ 2 ̂  х ̂  а/л!%-

в) Так как лс =  0 — уравнение плоскости Оуг, то, 
подставив jc =  0 в уравнения сферы и конуса, получим:

у2 + г2 =  а\ у1 -  г- = 0, у=  ± 2,
-й/^2 <о/л/2-

Это также пара пересекающихся прямых (см. рис. 1.73).
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6. Какую поверхность определяет уравнение г — 
=  л-2/4 — у2/9?

Решение. Установим форму поверхности с помощью 
метода параллельных сечений. Пересечем поверхность 
плоскостью i/ =  0, в результате чего имеем:

г =  *2/4 — у2/§, у = 0,

откуда х2 = 42. Это уравнение параболы в плоскости 
0*2. Сечением данной поверхности плоскостью х =  О 
является парабола

у2 = — 9г, х =  0.

В результате пересечения поверхности плоскостью 
г =  0 подучаем пару пересекающихся прямых:

у=»±-§-*, г = 0.
Сечения поверхности плоскостями дг =  Л дают пара

болы, расположенные в плоскости x ~ h :
z ~  Ай/4 — у V9, x =  h, 

а сечения плоскостями z = h — гиперболы:
v2 ri2

причем при Л >  0 действительная ось гиперболы парал
лельна оси Ох, а при h <  0 — оси Оу. По виду полученных 
сечений заключаем, что исходная поверхность — гипербо
лический параболоид (см. рис. 1,67).

7. Построить тело, ограниченное поверхностями: z =  
= 9 — у2, 2 =  0, х =  0, у — 0, Зх + 4у = 12.

Решение. Уравнение 2 =  9 — у2 задает параболи
ческий цилиндр. Его направляющая — парабола, распо
ложенная в плоскости Ozy с вершиной в точке (0, 9). 
Парабола пересекает ось Оу в точках у =  ±3, ее ветви 
направлены вниз.

Уравнение Здс + 4у= 12 определяет плоскость, парал
лельную оси Oz и отсекающую на оси Ох отрезок, величина 
которого равна 4, а на оси О у — отрезок, величина кото
рого равна 3. Уравнения 2 =  0, х = 0, у =  0 задают ко
ординатные плоскости.

Таким образом, получаем тело, которое расположено 
в первом октанте и изображено на рис. 1.74.
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8. Построить тело, ограниченное поверхностями: 2 = 
= х- + у\ х + у= 1, х =  0, у =  0, 2 =  0.

Решение. Уравнение г =  х2-\-у2 задает параболоид 
вращения, дг -j- у = 1 — плоскость, параллельную оси Ог, 
а дг = 0, у =  0, 2 = 0 — координатные плоскости. Тело, 
ограниченное этими поверхностями, изображено на 
рис. 1.75.

9. Построить тело, ограниченное поверхностями:
-I- у2 -  Z2 = 0 (2 >  0), 2 = 6 -  JC2 -  у2.

Решение. Так как уравнение x2-\-y2 = z2 задает 
конус второго порядка, а г =  6 —х2 — у2 — параболоид 
вращения с вершиной в точке (0, 0, 6), то получаем тело, 
изображенное на рис. 1.76.

10. Построить тело, ограниченное поверхностями:
2 = 4 — у2, у =  Х 2/ 2 ,  2 = 0.

Решение. Уравнения 2 =  4 —у2 и y =  x2j1  опреде
ляют параболические цилиндры, г — 0 — уравнение пло
скости Оху. Параболический цилиндр 2 = 4 — у2 и пло
скость 2 =  0 пересекаются по прямой у = 2. Полученное 
тело изображено на рис. 1.77.

X2 211. Найти точки пересечения поверхности —  + у —

- - £ - - 1  «прямой =
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Рис.  1.76 Рис.  1.77

Решение, Уравнение ^/4 -f- у2 — г2/9 =  — 1 задает 
двуполостный гиперболоид. Перейдем к параметрическим 
уравнениям прямой: x =  t +  3, y =  t-\- I , г =  3/ 6. Под
ставляя выражения *(/), y(t), z(t) в уравнение двуполост
ного гиперболоида, имеем

(/ +3)^/4+ ( / + l f - (3 /  +  6)2/9= - I .
Решив это уравнение, получим / =  1. Подставив найден
ное значение t в параметрические уравнения прямой, 
имеем: *=4, у = 2, 2 =  9, т. е. искомая точка — М(4, 2, 9).

Задачи для самостоятельного решения
1.330. НаЙтн точки пересечения поверхности и прямой:
1) *781+1/736+ 2 2/ 9  = 1 и (х—3)/3 = (г/ — 4)/( — б) = 

=  (г +  2)/4;
2) *2/16+ «2/9-274= 1  их/4 = у/(-3) = (г +  2)/4;
3) дс /9 —  У /4 —  2 и х/3 = (у-2 )/ (-2 ) =  (г +  1)/2.

(Ответ: 1) (3, 4, ~2), (6, —2, 2); 2) (4, —3, 2), т. е. пря
мая касается поверхности; 3) прямая лежит на поверх
ности.)

1.331. Найти кривую, определяемую уравнениями
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дг2/4—y2/3 = 2z, х — 2у + 2 = 0. (Ответ: парабола (у —
— З)2 =б(г +1).)

1.332. Определить тип указанной поверхности и по
строить ее:

1) z = 2 -j- х2 -j- у2; 2) х* +  у* = 2х;
3) у2 = х + z \ 4) дг2 — у2 — г2 — 4 = 0; 5) л:2 =  4г.

(Ответ: 1) параболоид вращения; 2) круговой цилиндр;
3) конус; 4) двуполостный гиперболоид; 5) параболиче
ский цилиндр.)

В задачах 1.333—1.342 определить тип указанной 
поверхности, приведя ее уравнение к каноническому виду. 
Построить данную поверхность.

1.333. *2 + 2у2 + Зг2 + 6х -  4и -  12г -  I =  0. (Ответ: 
(х + 3)2/24 -{- (у — I)2/ 12 + (z — 2) /8 = 1 — эллипсоид.)

1.334. jc2 + Зу2 + I2z — 24 = 0. (Ответ: х2 + 3у2 = 
= — 12(г — 2) — эллиптический параболоид.)

1.335. 9х2 — 16у2+ 144г2 +  96у — 576г + 144 = 0. (От
вет-: х2/32 — (у — 3)2/18 + (г — 2)2/2 = 1 — однополостный 
гиперболоид )̂

1.336. 2а2 +  х2 — 4лг — 4z2 + 4=0. (Ответ: 2у2 + (х —
— 2)2 = МР- — конус.)

1.337. 4z2 = ж2 + 2у2 + 2х + 3. (  Ответ: +

+ -у- — = — 1 — однополостный гиперболоид^

1.338. jc2 +  3(/2 — z2 + 2z = 0. (Ответ: x2 + - ^ — (z —

— I )2 =  — 1 — двуполостный гиперболоид^

1.339. 2г> + у2 + 2г2 — 4х + 4у +  4z +  7 = 0. (  Ответ: 

(ДГ~21)2 + (у + 2 f  +  (г^2')? =  1 — эллипсоид)

1.340. jc2 — 6у2 + 3z2 + 8де + 12у +  1 =0^ Ответ:(̂ 1 -

—  ̂ + -|- — 1 — однополостный гиперболоид.)
1.341. х2 +  и2 + 2х — 2у — 2г — 2 = 0. (Ответ: (х + 

+ 1)2 + ((/— 1) =2(z + 2 )— параболоид вращения.)
1.342. 2у2 + z2 = I — х. (Ответ: 2у2 + z2 = — (* — 1) — 

эллиптический параболоид.)
В задачах 1.343—1.357 построить тело, ограниченное 

указанными поверхностями.
1.343. * +  t/ + z = 3, *2+-у2 =  1, 2 = 0.

17л



1.344. х2 + у'г =  аг, z = tnx (m >  0), 2 — 0.
1.345. az = x2 — у2, z — 0, x = a (a>  0).
1.346. x2 + у2 = a2, x2-\-z2 = a2 (x ̂  0, у >  0, 2 :> 0).
1.347. 2 = 4 -  у2, z = y2 + 2. x =  -  I, x =  2.
1.348. ys=-Wx, у — 2д/х, 2 =  0, * +  2 =  6.
1.349. 2 = o — x, у2 = ax (a>0), 2 = 0.
1.350. az =  a2 — jr  — y2, 2 = 0.
1.351. г2 =  2ax, x2-j-y* =  ax(a> 0).
1.352. x2 +  y2 -f 2Z = 4<r\ x2 + y2 = a2.
1.353. 4г=  16 — x2 —y2, x2 -{-у2 = 4, г=»0.
1.354. 2 =  x2 -1- у2, у — x2, у =  1, г =  0.
1.355. x2 + y2 + 2 = a 2, x2 -f- y2 ± ax =  0.
1.356. y2 4" 22 = 4ax, y2 — ax, x — 3a (a>0).
1.357. az =  x2 + y2, x2 + y2 ±  ax = 0, 2 =  0.

1.19. ЛИНИИ, ЗАДАННЫЕ УРАВНЕНИЯМИ  
В ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТАХ 
И ПАРАМЕТРИЧЕСКИМИ УРАВНЕНИЯМИ
Говорят, что на плоскости введена полярная система координат 

< 0 , и> , если заданы: точка О, называемая полюсом-, некоторый 
луч и, исходящий из точки О н называемый полярной осью; масштаб 
для измерения длин. Положение точки М на плоскости можно определить
двумя числами: г(Л1)= |ОМ| > 0, выражающим расстояние ог точки М 
до полюса, и q)(AJ)— величиной угла, на который следует повернуть 
ось и для того, чтобы ее направление совпало с направлением ректора
ОМ (при этом ф(Л4) >  0, если поворот осуществляется против хода 
часовой стрелки, н *p(Af)<0 в противном случае). Числа г н <j> назы
ваются полярными координатами точки М.

Полярный угол <р(/И) имеет бесконечно много возможных значений 
(отличающихся друг от друга на величину 2яп, п£ Z). Значение поляр
ного угла, удовлетворяющее условию 0 f  <  2л или — я<<рг$я, 
называется главным. Для полюса г = 0, ф — произвольное.

Пусть на плоскости выбраны правая декартова прямоугольная 
система координат Оху (т. е. такая, что кратчайший поворот от оси Ох 

к оси Оу происходит против хода часовой 
стрелки) и полярная система координат 
< 0 , и> , причем полярная ось совпадает 
с положительной полуосью абсцисс (рис. 1.78). 
Тогда декартовы н полярные координаты про
извольной точки М связаны формулами:

х — г cos <j,| tg Ф = у/х, |
у =  г sin J т = У *2 + у-.}

Из этих формул следует:

Р и с. 1.78 cos ф = дс/У*2 + у', sin <р = y/V** +  f*.
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При нахождении полярного угла <р нужно учитывать, в каком квадранте 
расположена точка, и выбирать соответствующее значение <р.

Уравнение кривой в полярных координатах имеет вид F(r, <р) = О 
или г = f (<р). Оно может быть получено либо непосредственно, исходя 
из геометрических свойств кривой, либо переходом к полярным коорди
натам в уравнении этой кривой, заданной в декартовых прямоугольных 
координатах с помощью записанных выше формул.

Обобщенными полярными координатами точки М называют ее 
полярные координаты г н <у, такие, что — оо <  г <  оо, — оо ■< <р <С со.

Чтобы построить точку М{г, ф) в обобщенной полярной системе 
координат, необходимо провести луч, образующий с полярной осью и 
угол q>, затем отложить на нем отрезок ОМ длиной |г|, если г >  0, и на 
его продолжении, если г <0. В дальнейшем под г и <р (если специально 
не оговорено) будем понимать полярные координаты точки.

Мы уже изучили параметрические уравнения прямой. Иногда удобно 
рассматривать параметрические уравнения линии. Пусть заданы функ
ции и непрерывные на некотором промежутке X числовой оси. 
Уравнения х — ц>(/), у =  $(0, t £ Л’, называются параметрическими 
уравнениями кривой (Г ) в декартовой прямоугольной системе координат, 
если выполнено следующее условие: для любого значения параметра 
/ f  X точка Af(<j>(f), ij>(/)) принадлежит кривой (Г ) и, наоборот, для 
любой точки М(х, у) кривой (Г ) существует такое значение параметра 
<£ Л, при котором ее координаты определяются нз уравнений х = <р(0. 
y = Исключение параметра t нз уравнений * = <р(/), (если
оно возможно) приводит к уравнению, связывающему д; и у, т. е. к обыч
ному уравнению линии вида F(x, у) =  0, Всякую функцию, заданную 
явно (y = f(x)), можно задать параметрически. Действительно,

Всякое уравнение линии в полярных координатах (г = г(<р)) можно 
записать в параметрическом виде:

Примеры
1. Составить таблицу значений функции r =  aq> для 

0 ̂  ф ̂  2л и построить с помощью этой таблицы график 
функции л =  а<р.

Решение. Составляем таблицу значений функции 
при а = I (табл. 1.1) и строим график. Полученная кривая 
называется спиралью Архимеда (рис. 1.79, а).

Спираль Архимеда, соответствующая положительным 
значениям ф, раскручивается против хода часовой стрелки 
(рис. 1.79, б), а для отрицательных значений ф — по ходу

y = f(x) или y =  f\fy <€

х = г cos <р = f (<р)cos <f, y ~ r  sin <р = /(<p)sin <p.
Считая q> — t, имеем

f(t) COS t,\
fit) sin t.f
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Таблица 1.1

ч> г
1 *

г
1 • ' 1 * '  1 Ч> г

0 0 д/3 1,04 Зл/4 2,34 7я/6 3,68 5л/3 5,13
л/12 0,26 я/2 1,57 5л/6 2,60 5л/4 3,92 7л/4 5,48
л/6 0,52 7я/12 1,83 л 3,14 4л/3 4.18 2л 6,28
я/4 0,78 2я/3 2,08 13л/12 3,4 Зл/2 4,61

часовой стрелки. При а >  1 длина полярного радиуса г 
для точек спирали увеличивается в о раз, при а <  1 — 
уменьшается в а раз.

2. Составить таблицу значений функции r =  a( 1 —
— cos <р) для 0 ̂  <р ̂  2л и с ее помощью построить график 
данной функции.

Решение. Положив о=1, составим таблицу значе
ний функции (табл. 1.2) и построим ее график.

Полученная кривая называется кардиоидой (рис. 1.80).
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Таблица 1.2

ф г <Р г Ч> г <Р г г

0
л/6
я/3

0
0,134
0,500

л/2 
2л/3 
5л/6

1
1,500
1,866

л
7л/6
4я/3

2
1.866
1,500

Зл/2
5л/3

Ия/6

1
0,500
0,134

2л 0

Для 2л ̂  ф <1 4л полярный ра
диус г принимает те же значе
ния, что и ДЛЯ 0 ̂  ф ̂  2л, т. е. 
получается тот же самый гра
фик, и т. д.

3. Доказать, что уравнение 
г = a sin ф задает окружность.

Решение. Совместим на
чало декартовой прямоугольной 
системы координат 0(0, 0) с 
полюсом, а полярную ось — с 
положительным направлением 
оси Ох. Тогда:

г = +  у2, sin ф — у/г =  у/У*2 + у*.
Подставив эти выражения в уравнение r = asin<p, по
лучим:

у * 2 + уг =  ay/-\jx2 +  у\ х2 + у2 = ау
или

X- + {y~ a/2 f =  а2/А.
Это уравнение окружности с центром в точке 0(0, а/2) 
радиусом а/2.

З а м е ч а н и е .  Аналогично можно доказать, что уравнение г — 
=  a cos if задает окружность (дг — а/2)2 + у1 =  аг/4.

4. Составить таблицу значений функции г =  азшЗф 
и построить ее график.

Решение. Положим а =  1. Угол ф может изменяться 
только в тех пределах, для которых sin Зф ̂  0, т. е. при 
ф£(0; л/3] I J12 л/3; л]у[4л/3; 5л/3] (для ф£(л/3; 2л/3)и 
U(л; 4n/3)(J (5л/3; 2л) графика не существует).

Составим таблицу значений функции для фб[0; л/3 
(табл. 1.3) и построим ее график, который для ф6[0; л/3 
представляет собой кривую, похожую на «лепесток розы» 
(рис. 1.81), симметричный относительно луча ф=л/6. 
В силу периодичности функции втЗф для ф£[2л/3; л]и

Рис. 1.80

179



Таблица 1.3

<р 0 я / 18 я/9 л/6 2я/9 5я/18 я/3

г 0 0,500 0,866 1 0,866 0,500 0

Щ4л/3; 5л/3] получаем такие же лепестки, симметричные 
относительно лучей ф = 5л/6 и ф = Зл/2 соответственно. 
Таким образом, графиком функции является кривая, на
зываемая трехлепестковой розой (см. рис. 1.81). Все «ле
пестки розы» располагаются внутри окружности ра
диусом а.

З а м е ч а н и я .  1. Графиком функции г = а cos 3<р также является 
трехлепесткован роза, которая получается из розы г = a sin 3<р поворотом 
ее на угол л/6 по ходу часовой стрелки.

2. Кривые, определяемые уравнениями г = a sin кц> или г = a cos 
(а > 0, k >  0), называются розами. Так как г <; а, то все розы распо
лагаются внутри круга с центром в полюсе и радиусом а. Если k = 
= 2п — i , п £ N, то роза состоит из к лепестков, а если к = 2л, п С N, — 
из 2k лепестков. При этом все лепестки симметричны относительно 
наибольших радиусов, каждый из которых равен а.

5. Составить таблицу значений функции г2 = 
= 2а2 c o s  2ф (а >  0) и построить ее график.

Решение. Положим а = 1. Так как левая часть урав
нения неотрицательна, то угол (р может изменяться только 
в тех пределах, при которых cos 2ф^ 0, т. е. для ф6[ — л/4; 
л/4]11[Зл/4; 5л/4] (для ф£(л/4; Зл/4)11{5л/4; 2л) графи
ка не существует). Имеем г ~  a-yj2 cos 2ф. Составим табли
цу значений функции для ф £ [0; л/4] (табл. 1.4). Построим 
ее график для этих значений ф (рис. 1.82). Затем, восполь* 
зовавшись периодичностью и четностью функции cos 2ф, 
построим график функции для ф £ [~  л/4; 0](_|[Зл/4; 5л/4]. 
В результате получим кривую, которая называется лемни
скатой Бернулли (см. рис. 1.82). Найдем ее уравнение в 
декартовой прямоугольной системе координат. Имеем
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Таблица t.4

<р 0 д/12 л/8 л/6 л/4

г 1,414 1.314 1,189 1 0

г2 = 2а2 cos 2ф = 2a2(cos2 ф — sin2 ф). 
Применив формулы:

Г =  д/г-’ +  i f ,  cos ф =  х/г =  Л '/д / .Г  4- У 2, 

sin ф =  у/т =  у/л/х2 +  у2,
получим

^ + г
Тогда искомое уравнение имеет вид

(*2 + у2)2 = 2а2(*2- у 2).

Р и с. 1.82

6. Записать уравнение заданной кривой в декартовых 
прямоугольных координатах и построить эту кривую:

а) г = -— ^----; б) г =  -—  --- .
5 —  4 cos 1 —  cos у

Решение, а) Из данного уравнения получим Ъг = 
= 9 + 4г cos ф. Подставив в последнее уравнение г =
= -\jx2 + у2, х = г cos ф, имеем 5-\/х2 У1 = 9 4- 4лг, откуда

25(де2 + у2) = 81 + 72*4- 16*2
или

9л2 —  72л: +  25у2 =  81.
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Выделив полный квадрат при переменной х, приведем 
последнее уравнение к каноническому виду:

9{{х — 4)2— 16) + 25у2 = 81, 9(дс — 4)2 + 25у2 = 225, 
(х-4?/25 +  у2/9=\.

Это уравнение эллипса с центром в точке 0 '(4, 0) и полу
осями а = 5, Ь =  3 (рис. 1.83).

б.) Преобразуем уравнение к виду г =  3 + г cos <р.
Подставив в это уравнение г =  д/дг у2, x = r cos<p, по
лучим

-\jx2 + у2 = 3 + х или х2 -j- у2 =  9 + бх + д:2,
откуда у2 =  6(х + *.5). Это уравнение параболы с верши
ной в точке 0 '( — 1,5; 0) (рис. 1.84).

У

7. Записать уравнение линии в декартовых прямо
угольных координатах и построить ее график: а) г = а;
б) rcostp =  2.

Решение, а) Подставив в дан
ное уравнение г =  У-г +  у2, получим 
х2 + у2 = а2. Это уравнение окруж
ности с центром в точке 0(0, 0) и 
радиусом а.

-----^  б) Подставляя * =  rcos<p в дан
ное уравнение линии, получаем х — 2. 
Это уравнение прямой, параллельной 
оси Оу (рис. 1.85).

8. Показать, что параметричес
кие уравнения х =  о cos /, у =  о sin t 

Рис. 1.86 определяют окружность. Записать
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ее уравнение в декартовых прямоугольных координатах.
Решение. Так как х2 = сг cos2 у2 «= a2 sin21, то х2 -(- 

+ у2 = а2. Это уравнение окружности с центром в точке 
0(0, 0) и радиусом а.

З а м е ч а н и е .  Легко показать, что уравнения х =  a cos (, у =  
= Ь sin I определяют эллипс х2/а2 + У2/Ь2 = 1 •

9, Функция задана параметрическими уравнениями 
х = a cos3 t, у =  а sin31. Построить график данной функ
ции н записать ее уравнение в декартовых прямоугольных 
координатах.

Решение. Положим а=  I и составим таблицу зна
чений х и у для ?£[0; л/2] (табл. 1.5).

Таблица 1.5

t 0 я/6 п/4 я/3 л/2

X 1 0,125 Зд/5/8 0

У 0 3^3/8 л£/4 0,125 1

Соединив найденные точки плавной линией, получим 
график для /£[0; л/2] (рис. 1.86). В случае /£(л/2; 2л] 
используем симметричность графика относительно осей 
координат. Полученная кривая называется астроидой 
(см. рис. 1.86) и является траекторией точки, лежащей

Рис. 1.86
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на окружности радиусом а/4, которая катится по внутрен
ней стороне неподвижной окружности радиусом а. Ха
рактеристическое свойство астроиды состоит в следующем: 
всякая точка М этой кривой есть основание перпендику
ляра РМ  к отрезку АВ постоянной длины а, движущемуся 
так, что концы его все время находятся на координатных 
осях.

Найдем уравнение астроиды в декартовых прямоуголь
ных координатах. Так как х2/3 = а2/3 cos2 /, у2/3 =  a2/*sin2/, 
то имеем х2/3 + у2/3 — а2/3.

10. Построить график функции, заданной параметри
ческими уравнениями х — a{t — sin /), у = a(l — cos t).

Решение. Положим a=  1 и составим таблицу зна
чений х и у для <рб[0; 2л] (табл. 1.6).

Соединим найденные точки плавной линией. Получен
ная кривая называется циклоидой (рис. 1.87). Приведем

характеристическое свойство циклоиды: эта кривая совпа
дает с траекторией точки М окружности радиусом а, 
которая катится без скольжения по оси Ох (в начальный 
момент точка М находится в начале координат). При 
/£(— оо; -j- оо) получаем бесконечное множество дуг, 
называемых арками (см. рис. 1.87); каждая дуга соответ
ствует полному обороту катящейся окружности.

Задачи для самостоятельного решения
1.358. Построить кривую, заданную указанным урав

нением:
1) r =  acos3(p; 2) r =  acos2cp; 3) г =  2 — cos(р;
4) г =  3 — 2 sin 2<р; 5) г = 2 — sin3<p.
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Таблица 1.6

t X У t . дс У X У t X У

0 0 0 я/3 0,174 0,500 л 3,14 2 7л/4 6,127 6.280

л/6 0,020 0,134 я/2 0,570 1 5я/4 4,627 1,707 2я 0,293 0

n/4 0,081 0,293 Зл/4 1,631 1,707 Зя/2 5,610 1



В задачах 1.359—1.372 линия задана уравнением 
г =  г(ф) в полярной системе координат. Требуется: 1) по
строить эту линию по точкам от ср = 0 до ф = 2л, придавая 
ф значения с шагом л/8; 2 ) найти уравнение данной 
линии в прямоугольной декартовой системе координат, 
у которой начало совпадает с полюсом, а положительная 
полуось абсцисс — с полярной осью; 3) по полученному 
уравнению определить тип этой линии; 4) записать урав
нение линии в прямоугольных координатах.

1.359. г =  6/(1 — cos ф). (Ответ: уг =  12(* +  3) — па
рабола.)

1.360. г =  12/(2 — cos ф). (Ответ: (х — 4)2/64 -+- у2/48 — 
= 1 — эллипс.)

1.361. r =  5/( 1 -  1созф) . (  Ог«*г; + £  =

=  1 — эллипс.)

1.362. г =  10/jf I — —соэфУ (Ответ: ^ + — У— —
2 V  I  (вЛ/в> ^

= 1  — гипербола.)

1.363. г = -— !-- . (Ответ: х ~  — (1 — у2) — пара-1 + cos ф V, 2
бола.)

1.364. г = ---!---. (  Ответ: (*+|/5  +  =
2 + С05Ф \ (2/3) О/Уз)*

= 1 — эллипс)

1.365. г = ---1---. / Ответ: (дг + 12{5)' -  — €—  =
г-Зсовф  V (8/5 f  (4/л/б)2

= 1 — гипербола.)
1.366. г =  8/(3 — cos ф). (Ответ: (х— 1 )2/32+ у2/(2д/2)2=

= 1 — ЭЛЛИПС.)
1.367. г =  —-—!--- -. (  Ответ: 9у2 =  б (х +  \ — па-3(1 - cos ф) V 9 \ ' 6/

рабола.)

1.368. г =  —— ^---. (  Ответ: х2 = — у — — па-
I +Sin Ф V \ 2 J

рабола.)
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1.369. г = ---!2---. ( Ответ: {х+  10/3)2 + , »*- =
2 +  cos <jp \  (20/3) (Ю /л/З)2

=  1 —  ЭЛЛИПС.^

1.370. г =  3/(1 -2cos<p). (Ответ: (х + 2)2/ 1 - у 2/3 = 
=  1 — гипербола.)

1.371. г =  — | ---. (Огаст: + + ж
cos ф V Ло/л/з)2 (100/(6V3>

=  1 —  Э Л Л И П С .^

1.372. г =  21 /(5 — 2 cos <р). (Ответ: (x — 2f/b2 -f
4- y2/ (V 2Г)2 =  I — эллипс.)

В задачах 1.373—1.379 записать уравнение кривой 
в полярной системе координат.

1.373. х2 + у2=16. {Ответ: г =  4.)
1.374. х2 -|- у2 = 4х. (Ответ: r =  4cos<p.)
1.375. х2 — у2 = 9. (Oreer: r2cos2® = 9.)
1.376. (х2 + у2)2 =  a (4jc2 -+- у2), (Ответ: г2 = а2( 1 -+- 

+ 3cos2 ф).)
1.377. (х2 -{- у2)2 =  а2(2х2 + Зу2). (Ответ: г2 = а\ 2 + 

+ sin2<p).)
1.378. дг2 + у2 = 6у. (Ответ: r =  &sin<p.)
1.379. у =  х. (Ответ: <р = л/4.)
1.380. Построить линию, заданную уравнением в по

лярных координатах, записать ее уравнение в декарто
вых прямоугольных координатах, если:

1) r = ----- i----- ; 2) r2sin2tp =  2a2.
~\j2 cos(n/4 q>) ,

(Ответ: 1) x — у — 1=0; 2) xy =  a2.)
В задачах 1.381 —1.390, исключив параметр t из дан

ных параметрических уравнений линии, записать ее урав
нение в виде у =  }(х) или F(x, у) =  0. Построить данную 
линию.

1.381. x =  2-j-5cos/, у = —3 + 5sin/. (Ответ: (х—
— 2)2 +  (у +  З)2 =  52 — окружность.)

1.382. л = 2е‘, д = е~‘. (Ответ: у = 2/х— гипербола.)
1.383. х =  3/, y = 6t — t2. (Ответ: у — 2х — х2/9 — 

парабола.)
1.384. x = t2 — 2/ + 1, y = t — 1. (Ответ: х =  у2 — 

парабола.)
1.385. x = sin/, у — cos 2/. (Ответ: у =  1— 2лс2 — па

рабола.)
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1.386. x = t2 — 2t, y = t2 + 2t. (Ответ: y = (y — x)2/lb + 
+ (y- x )/2.)

1.387. x ~ ( t  + \ )/t, y — (t — I)//. (Ответ: y =  '2 — x — 
прямая.)

1.388. x ~  — 1 -f It, у = 2 — (. (Ответ: у =  (3 — jc)/2 — 
прямая.)

1.389. x — I +  2 sec t, у = — I + tg t. (Ответ: (x —
— I f  / 4 — (y +  1 )2 = I — гипербола.)

1.390. x = sect, y = 2tgt. (Ответ: x2/\— y2/4=\ — 
гипербола.)



2. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 
АНАЛИЗ

2.1. ФУНКЦИЯ И ЧИСЛОВАЯ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ. ПРЕДЕЛ ЧИСЛОВОЙ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ

Пусть даны два непусты* множества X н У. Если каждому элементу 
X по определенному правилу f поставлен в соответствие один и только 

один элемент у£ У, то говорят, что на множестве X задана функция 
у = f(x). Символически функцию можно записать в виде /: Л' -«- V. Если 
X, Y 6 R, то функцию называют числовой. Множество X называют 
областью определения функции f и обозначают D(f\ а множество У — 
множеством значений функции f н обозначают £(}).

Аналитический способ задания функции является наиболее распро
страненным. При этом область определения функции обычно не указы
вают, понимая под нею то множество значений аргумента #, для которого 
данная функция имеет смысл (естественная область определения 
функции).

Пусть функция Х^-У такова, что для любых *i, *26 X из условия 
х ,Ф х ?  следует /(*,) Ф  f(x%), В этом случае любому элементу у£ Y 
может быть поставлен в соответствие единственный элемент х 6 X, 
такой, что f(x) = y; тем самым определена новая функция Y-+X, 
называемая обратной заданной функции f.

Если ij>: X-+U, F\ U-*-Y, где .Y, Y, f/^R, то функция у = F(<p(;t)) 
называется сложной функцией, или суперпозицией функции <р и F, или 
композицией функций у и F.

Степенная, показательная, логарифмическая, тригонометрические, 
обратные тригонометрические функции называются основными элемен
тарными функциями. Все функции, которые можно задать одним анали
тическим выражением, составленным из основных элементарных функ
ций с помощью конечного числа арифметических операций и компози
ций, образуют к4 асс элементарных функций.

Функция, областью определения которой является множество N 
натуральных чисел, называется функцией натурального аргумента или 
последовательностью н обозначается u„ = f(n).

Число а называется пределом последовательности {Цл\, и 6 N, если 
для любого е >  0 существует номер N (г), такой, что при n > N (e )
I ы ,— <э| с  е. Последовательность, имеющая конечный предел, назы
вается сходящейся, в противном случае — расходящейся.

Число а называется пределом функции у = fix) при х^гх0, если 
для любого е > 0  существует такое число 6(e), что для любого д;££>(/) 
из неравенства 0 < к  — *о1<б следует неравенство \f(x)~a\ < г  
(рис. 2.1). Это записывают так: Hmf(jr) =  a.Х-*-.Хп

Число а называется пределом функции y = f(x) при х-»-± оо, если 
для любого е >  О существует такое число Af(e), что из неравенства
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Ри с. 2.1

Ul >  М следует неравенство J/(jc) — of < е  (рис. 2.2). В данном случае 
принята следующая запись: lim f(x) =  a.Оо

Функция у = f(x) называется бесконечно большой при х-+ха, если 
для любого N >  0 существует такое число &{N), что из неравенства

0 <  \х — л>] < &  следует неравенство |/(*)| >  Л? (рис. 2.3). Это запи
сывают так: lim /(*) =  + оо (— оо).

V .  I  г

Функция y = f(x) называется бесконечно большой при х—» ± оо, 
если для любого Af > 0  существует такое число N(M), что,из неравен
ства |*| >  /И следует неравенство lf(x)l >  А/ (рис. 2.4). Это записывают 
в виде

lim f{x )= + oo  ( lim /(*)= — оо).
х-~ ± <» оо

Функция !/==/(дг) называется бесконечно малой при x~*-xD, если 
для любого е >  0 существует 6(c) >0, такое, что из неравенства 
0<  [* — jc0|< 6  следует неравенство |/(д)| <  s. Принята следующая 
запись: lim f(x) = 0.

X — Jtt,

190



Если х с  дсо и x->-Xtj, то пишут: — 0; аналогично если к >  x<s
и х->-хо, то это записывают так: + 0.

Числа
}(хо — 0)= lim /(*) и /(дс0 + 0)= lim f(x)

0 л-—jto+0

называются соответственно пределом слева функции f(x) в точке хо и 
пределом справа функции f(x) в точке х0, если эти пределы существуют. 
Пределы слева и справа называются односторонними. Для существо
вания предела функции f(x) в точке хп необходимо и достаточно, чтобы 
оба односторонних предела в точке .to существовали и были равны, т. е. 
/(*0-0) =/(*о + 0).

Практическое вычисление пределов основывается на теоремах о 
пределах алгебраической суммы, произведения и частного двух функций. 

Теорема. Если существуют lim f(x) и Нш g{x), то:
X-*-Xq

1) lim (Д*) ± g{x)) =  lim f(x) ±  lim g{jc);
Х-*-Яо Х-+ Хй X-*X<t

2) lim f(x)g (де) =  lim f(x) • lim g(x);
X - *X t, Х-*-Кц

I imfW
3) H m - ta l-  Г ' *  , (lim g(x) ф  0).

jc—►.to g(x) hm g(x)
X -- 1л

Если условия этих теорем не выполнены, то могут возникнуть
0 оо ,неопределенности л вида оо — оо, которые в простейших

случаях раскрываются с помощью алгебраических преобразований дан
ного выражения. Кроме того, будем пользоваться тем фактом, что для 
всех основных элементарных функций в любой точке их области опре
деления имеет место равенство

lim /(*) =  /( lim *) =  /(*o).
Л-»- JT9
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Укажем следующие простейшие случаи, которые встречаются при 
вычислении пределов различных выражений (а ':> 0):

I )  lim —  —  —  оо; 2) lim —  = + о о ;  3) lim — — 0;
х-+ —0 X  X  j:-^±co X

л\ lirr. п‘ / 0. если 0 <  a <  1,
4) = | + о о ,  если в >1;

Пп, °> если о >  1,
* х~-*, ~ { + °°- если 0 < a < 1;

, (  +  о °. «ели а >  1,
6) J-m ■<*-*“ {  - о о ,  если 0 < в < 1 ;

.. , „  f — оо, если а >  ] ,
7) \ т _ \ ч > х - \  + о о  еслн о <  а <  I.

Примеры

1. Найти область определения функции:

а) У =  lg (5 x  — х * — 6); б) y  =

Решение, а) Имеем: 5х — х2—6> 0, дг2 — 5д: +  6 <
<  0, откуда (х — 2)(дг — 3) <  0. С помощью метода интер
валов находим, что х £ {2; 3).

б) Имеем систему
8 + 2дс — х2 ̂  0, ’j х2 — 2х ~  8 ^  О,

2дг— 1 > 0, Гили дг>1/2,
2х — 1 Ф  1, J  х ф  I,

откуда
( *  +  2 ) ( х - 4 ) < 0 ,  \
дг6(1/2; l)U (l; +  <»)J

С помощью метода интервалов получаем
*6 (- 2 ; 4), 1
л?е<1/2; 1)U(1; +  «>)./

Окончательно имеем дг£(1/2; I) (J( I ; 4].
2. Доказать, что выражение ия — стремится к

] при л—>-оо. Начиная с какого п абсолютная величина 
разности между и„ и 1 не превосходит 10~4?

Решение. При л-»-оо имеем неопределенность вида
Чтобы раскрыть ее, разделим числитель и знаменатель
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дроби, стоящей под знаком предела, на п. Тогда получим 

lim ип == lim 1 ~ i/n = — = 1.Л-»*оо П--+ со I + 1 /ft [
Подставив в неравенство \и„ — а| < е  вместо ип, а н 

е их значения, имеем

|- — 11 <  10“ 4,|/»-Н

<  Ю -\ т. е. JL ± i  >  10000, я >  19999.откуда - +1 2_

3. Показать, что lim (2х — 1) = 5. Найти 6(e), если
t~*3

в = 0,01.
Решение. Подставив в формулу у = 2х — 1 предель

ное значение аргумента х, имеем
Пт (2х — 1) =  2 - 3 — 1=5.
х->-3

Затем подставим в неравенство |/(дг) — а| <Ге данные 
из условия задачи. Получим \2х ~  61 <  (УД)Г; откуда \х-~
— 3| <0,005. Следовательно, 6 =  0,005.

4. При х-*- ±  оо функция у =  —-—  стремится к нулю: ̂ JT -f- I
lim —-—  = 0. Каково должно быть М, чтобы нз не-

х X ^ 1
равенства Ul >  Мследовало |/(д:)| <е,еслие = 1/10001?

Решение. Подставив в неравенство J f(x) — а \ <  е 
/■(*)-= 1/{х2 +  1), а — 0, е=  1/10001, имеем

| -- I
жг +  1 10 001

или х2 + 1 >  10001. Отсюда получаем U I >  100. Таким 
образом, М =  100.

5. Функция у =  1 /{х— I)2 неограниченно возрастает 
при х-*- \. Каково должно быть б, чтобы нз неравенства 
)х ~  1| < 6 следовало неравенство |f(x)| >  104?

Решение. Так как \/{х — I)2 >  104, то (х— 1)2< 
< Ю _ \ Отсюда \х— 1| <0,01, следовательно, 6 = 0,01.

6. При jr-^-j-оо функция у =  Igx неограниченно воз
растает. Каково должно быть М, чтобы из неравенства 
х >  М следовало неравенство у >  100?

Решение. Так как lgjr> 100, то дг>10100. Следо
вательно, М =  Ю100.

7. Найти предел:
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Решение. Непосредственная подстановка в данные 
выражения предельных значений аргумента приводит во
всех случаях к неопределенности вида Преобразуем
исходные выражения, разложив на множители многочле
ны, входящие в них, а затем вычислим их пределы.

а) lim х\+л~ 2- = Пт > ~ 1>-<лг + 2>.. =
’ Чх? — х — 1 х—► I (*- 1 )(х  + 1/2)*2

=  = 1.
x^i 2х+ \  3

б) lim х-.~4х± 4. = lim— ---=
х^-2 х3 — 4х х~2 . х(х — 2) (дг + 2)

=  lim = _2 _ ss 0.
jt-i-2 х(х + 2) 2-4

в) Многочлен х3 — бдг2 -j- 11х — 6 при х =  1 обращает
ся в нуль, следовательно, согласно теореме Безу, делится 
без остатка на л: — 1. Тогда

х3 — бдс2 +  11 х — 6 =  (х — 1) (д:2 — 5лг -j- 6),
н, следовательно, имеем:

у.т  х3 - 6х2 + Ч х - 6  =  ltm (х— I ) (х2 — 5х +  6)

Л  S - 3 X  +  2 Д |  (л- -  1) (л- -  2)

=  l i m  ^ - - 5* + А  =  » Г 5 +  6 =  _ 2 .1—1 х — 2 1 — 2

8. Вычислить предел, содержащий иррациональность:
X . л/v + 2 - 2a) lim----  : б) lim У  - ----;

2 — -ух + 4____  *~2 ф х+ 5-3
в) У т ^ ± Ь Ж Е 1 .

X

Решение. Непосредственная подстановка в исходные 
выражения предельных значений аргумента приводит во
всех случаях к неопределенности вида -jj-.

а) Переведем иррациональность из знаменателя в

*-»( x* — 3x +  2
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числитель, умножив числитель и знаменатель на 2 +
+ У ^ Т 4 :

П т--- % =  = lim- «<г + ̂ >  _
2  -  У * +  4 *-*« (2  -  У * + 7 )  (2  +  У Г + 7 )

=  l i m  Л'( 2 +  У *  +  4 ) _  | i m (  — 2  — У д с  +  4 ) =  — 4 .
x-f(t 4 — л - 4  v '

б) Умножив и числитель, и знаменатель исходного 
выражения на (V^ + 2 + 2) (V2x + 5 + 3), имеем:

| jm y^+2~-2 _ |jm ( У н Г ? - 2 ) ( У Т + Т + 2 ) ( ^ + 5  + 3) _
ф х + Ь ^ З  * * 2 (У2а- + 5 - 3 ) (У2х + 5 + 3 )(Уа+  2 4-2)

= lim (̂  + 2~4)(У2дс+5 + з) = j _ |jm У2Х+Т+3 = £
(2х + 5 — 9) (У.с + 2 + 2) 2 *~г У *  + 2 + 2 4 ’

в) Умножаем и числитель, н знаменатель на такой 
множитель, чтобы получить в числителе разность кубов, 
т. е.

(У  1 + х)3 — (У  I — x f  =1 -+- х — 1 -f- х = 2х.
Так как а3 — 63 = (а — Ь)(а2 + аЬ +  &2), то, приняв выра
жение (■?/! + х — л/1 ~ *) за разность оснований, заме
чаем, что его необходимо умножить на неполный квадрат 
суммы, т. е. на

( У (  1 + х)2 + V o T ^ T ^ j  + У (  1 — xf).

На этот же множитель надо умножить и знаменатель. 
Тогда имеем

lim

_  цт  (У1 + * - 'У | - дг)(Ус + *f + У(~>+*)(<-*) +У(< - *■?)
*(У(1 +  x f +  \ j { \ + x ) ( \ - x )  +  У(1 - х)г)

=  l i m  2 *

=  l i m

^  х(Уа+ху+ У(1 +х)(1 -,о + У I  - <>)
2 2

~° У(1 + х)2 + У(1 + л)(1 -дг) + 3
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9. Вычислить предел:
i ; ~  * 3 +  х  и _  З х *  —  * - М  .a) lim —-— -Ц---; б) lim ——=— -1— ;

л — оо х  — - З х  -}- I *-*- оо 5jc^  -|- 2 х

ч ,•  х А —  5 х  Л . .  У * 2 +  I  +в) lim—------ ; г) пт * —
.с— оо X 2 —  З х - Н  х— ОО 4 / д.З ^  х  _ _  х

Решение. Во всех случаях имеем отношение беско
нечно больших величин, т. е. неопределенности вида ОО

00
оо 

— оо
или--- , для раскрытия которых необходимо разделить

—■ оо
числители и знаменатели данных дробей на старшую 
степень х.

а) Разделив числитель н знаменатель исходного вы
ражения на х4, получим

lim / \ *  =  lim ■A+'Z*3 4 = — = 0.
Х ' - Ъ к 2 +  I 1 —  3 / * 2 +  l / x *  I

б) Разделив числитель и знаменатель данного выра
жения на х2, имеем

lim *LfJS±L _  lim = !=2±«._ 3/5.
х-*. 5 jc  “ f- 2 х  со 5 - t - 2 / J f  5  Ц- О

в) Разделив числитель и знаменатель дроби на х*, 
находим:

lim = lim , ^оо-
1 * 0 0  З х - f - l  * — оо I / . Г 2 —  3 / х  +  1/ X

г) Так как старшая степень х в данном выражении 
равна дс', то, разделив его числитель и знаменатель на

П т у ^ п + у г  =
х3 + X — X

.. V ^ T / V ^ + V ^ 7= lim ——-— -—-—-—- v - —
■tyx3 +  X / \ [ х *  - 1

- lim  V ' + '/ ^ + V v ^ -  ■+<> _  _ j
\jl/x  - fl/ *3 -  1 0 -  1

196



10. Вычислить jim ( т ~ "  — y ~ x ) 'i
Л f

Решение. Имеем неопределенность вида оо — оо, для 
раскрытия которой приведем выражение в скобках к обще
му знаменателю:

/ i з \ х + х2 — зl im --- — -— -т )=  im —;---3— .дг—I \  I*— X  1 — X3 )  х^\ 1 — лг

Получим неопределенность вида которая легко
раскрывается путем разложения на множители числителя 
и знаменателя:

lim --5± / ~ 3 = [ini - (* - 0 (* + 2) ... =
1 — хъ 1-~\ {I — дг)(I +лг-|-дгг)

= lim - {х + 21 =
х-+\ I -f- х ~{- 3

Задачи для самостоятельного решения
2.1. Доказать, что предел последовательности хп = 

= n/(Zn— 1) при п~*<х> равен 1/3. При каких значениях 
n > N  будет выполнено неравенство | х„ — 1 /31 <  е? 
{Ответ: п >  1 /3 + 1 /(9е).)

2.2. Доказать, что предел последовательности х„ =
j _ о-?

— ---- —равен — 1/2. При каких значениях п >  N будет2 + 6л
выполнено неравенство +  1/2| <  е?  ̂Ответ: я >

2.3. Пусть у = х~ • Показать, что

Ит ^ - 5* + 6 = |
х->-3> X — 3

Каково должно быть б, чтобы из неравенства \х — 3| <
С 6 следовало неравенство \у — II < е? (Ответ: е =  6.)

2.4. Пусть у = 2* ~t 21 • Показать, чтоJ  v 2х + 7



Каково должно быть 6, чтобы из неравенства | х + 7/21 <
<  б следовало неравенство |у +  1/21 <  г? (Ответ: г =  б.) 

В задачах 2.5—2.16 найти предел.
2.5. lim |000х + 3*2 . (Ответ: 3.)

X1 — 16
2.6. lim 5 + в*-5*1  (Ответ: 0.)

2.7. lim х . (Ответ: оо.)
Ух2+ 9

2.8. lim (2 ,+ yia ,-2 i; (0тает: ?2 )
ДГ +  5

2.9. l i m— ~ 1 ̂ ( Ответ: —Л2*3-f 3jc+ 1 V 2 /

2.10. lim • (Ответ: 1.)
* * *  у.х1 + 5

А/х2 +  х2.П. lim —----- . (Ответ: 0.)х̂*- по X -j- I

2.12. lim У* (  Ответ: —Л
VI6V+1 ' 2 '

2.13. lim (* + ^ - {*- 0 *  , (Ответ: 3.)ж—  (*+!)• + ( * - I)* ' '
2.14. lim Зжг-2дг + 4_ (0твет. з j 

Л~“  Удг4-5
2.15. lim----— (Ответ: оо.)

—* lO + ̂ V*

2.16. lim — . (Ответ: I.)

В задачах 2.17—2.51 вычислить предел отношения 
бесконечно малых.

2.17. lim + ( Ответ: -J-Лх-2 *2 —12* + 20 V 8 /
2.18. lim *2~ ш  + 28. (Ответ; - I . )

х̂ 4 х2 -5 х  + 4 ’



2.20. lim — -— —. ( Ответ: —
э ̂ 4 - 4 *  +  3 \  2 /

2.21. lim * ~ 2*-~ 8 . (Ответ: —6.)
*-- 2 ** + 5* + 6

2.22. lim . ^ Г 4*— . (Ответ: 1.) x~t x* + Ax — 12
2.23. lim -■ Л— -2°  . (  Ответ: -|-Л

jr-*-—6 х? + Ьх \ 5 /

2.24. lim + + (  Ответ: -  i-.)
*^_з хг— 4x — 21 \ 5 /

2.25. lim ** + 2x-35_ / 0твет; 6 \
*— 7 jc2 — 49 \ 7 J

,___ *2 +  3 * - 1 8  /л  9 \
2-26' ^  + 5х - б { ° ТвеГ: Г  )

2.27. lim x[+ 6* ~ 27 . (Ответ: 3.)
л — 2jc — 3

2.28. lim * J 9* - 22 . (  Ответ: —
л - н  ж2 — 121 \  2 2 /

2.29. lim 'x*-~ 2x— . (Ответ: + <».)*+2+0 x2 — 4дг + 4

2.30. lim 2j\+ 2f  + ̂ - + 3 . ( Ответ: i -Л---| ^ + Jt2 + X+ 1 V 2 /

2.31. lim / Ответ: —  A
jt-^э л2 — 3* V 12 7

2.32. lim V* + 6- 2_ ( Ответ:--
ж - - г  +  2jc V 8 )

2.33. lim 11 ( Ответ: — -ЛJC2 + * V з /

2.34. lim^pt-^-——. (Ответ: —  А
» -.! /  +  х - 2  \  1 2 /

2.35. lim-V--+ i — (О тве т :---—Л
х-о х2 -  5* \ 20 )

2.36. lim ~ 1 . (  Ответ: —Л
х->-й +  7х V 7 )
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2.37. lim-— ~̂-л . (  Ответ: — -i-Л
] _  ̂ Ъ — х ' 3 '

2.38. lim * ~ 8 . [Ответ: 12.)
Ух -2

2.39. lim V* + 1̂ - 2V* + 2 / __ JL \
*-*-2 дг — 4 ч 32 /

2.40. lim ~̂2дс + 7— 1. / Ответ: -̂ -Л
*-'э '  5 >

2.41. U m ^ + 2 E f l^ ± L , (  Ответ: — — Л
*-з х‘ — 9 V 16 /

2.42. lim ̂ V~ -——. f Ответ: — Л
jr—4 ^  —  16  \  4 8  /

2.43. lim (Ответ: —.)
лг-1 л L— 1 V 8 /

2.44. lim^~L—L  ( Ответ: —Л—  , V 2 )

2.45. lim . (Ответ: 3.)
Ух- I

2.46. lim . ( Ответ: — Л
i -ю  х2 — 10* \ 80 /

2.47. lim ^L——. (Ответ: 3.)

2-48* i"§ 2  ■ ( о т в е т :

2.49. J , ^ ' . (Ответ: -

25 °- (^ в в г : - у . )

2-51- ^ . ( i ^ - i d r + r ) -  (0мвГ; +



2.2. ПЕРВЫЙ И ВТОРОЙ ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ 
ПРЕДЕЛЫ
При вычислениях часто используются следующие два предела:
1) lim Sln~ — ■ = I (первый замечательный предел); л—о х
2) Tim (1 -f- \/xf = е или lim (! 4- а )|/в = е (второй замечатель- 

ный предел.)
Число е — иррациональное. Позднее будет указан метод его вы

числения с любой степенью точности. Приведем его значение с пят
надцатью верными знаками после запятой:

е « 2 ,  718 281 828 459 045 ...
Логарифм числа х по основанию е называется натуральным лога

рифмом и обозначается In х.
При нахождении пределов вида lim необходимо иметь

X-+XQ
в виду, что если:

1) существуют конечные "пределы lim ((ы(*)) = а (а >  0) и
lim v(x) = Ь, то lim((u(x))l’w = а*;Х-+Х$ X-̂ Xt)

2) lim u(*) = а ;> 1, lim а(х) = + °o , то lim u (jr)”w = + оо;Х-+Хъ X-+*C Х~*-Хй
3) lim u(x) =  a (0 <  a <  1). lim t>{*) = + оо, to lim (и(дг))"<х’ — 0;

4) lim u (jc) = й >■ 1, lim ч(дс) = — оо, то lim (u(jf))“<** = 0;
X-*-Xb X X:, » — Л<

5) lim u(x) =  a (0 <  a <  I), limti(jc)=— оо, t o  lim (u(x))°<x) =
X  -Д, ' — -b X - * X »= + oo;

6) lim u(x}=  I и lim v(x) = оо, то д ля  вычисления пределов вида
ДГ̂-Хо X-*Xt

lim и(х)*'(,> используют второй замечательный предел в виде lim(l-(-
х~*х9 *-*■ оо
4- ]/хУ = е или lim(l + а)1''" =  е. При этом функцию н (>•)"*'] преобра-

а-»-0
зуют так, чтобы можно было применить второй замечательный предел

lim « (^ w =  lim (1 + (UW - 1 ) ) ^ Tx-+xfy x-̂ xo
1

= lim ({1 + (« (* )— l))“W-‘X-*Xo
lim («{*) — I)y(x)

—  ex~*u
В последнем случае можно также использовать метод введения новой 
переменной, при этом полагают у — и(х)— 1, где i/(x)-*-0 при х-+х0.

Примеры
1. Найти предел:
a) б) в)

х-гО х х-*о х л—О sin 5х
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г) Нш Z arcsinx . д) {}m 1-foe^..
Jt-̂O Зх I-+0 ЗГ

e) Нш ̂ S iz ^ L L ; ж ) lim (  i  -  * W  ж; x — а х->я/2 \ 2 /

, )  lim “ i ;  ») lim •*g- y ;+ c“ ' .sm 2x jc-*o sirr x
Решение, а) В  данном случае имеем неопределен

ность вида Используя первый замечательный предел, 
получаем

П т  —  l im  — п—  =  l i m i H L i - . l i m - L - =  1 • 1 -  1.
X -+Q X. J t -Н -О  X  COS X  j c - * 0  X  * - й )  C O S  X

б) Так как при дс-»-0 Зх также стремится к нулю, то, 
умножая и числитель, и знаменатель на 3 и используя
первый замечательный предел lim -|п — =» 1, имеем

jc- * - 0  Зх

lim =  lim I sHL̂ L =  3 lim ^ 3 - 1 = 3 .*-*o x дг-и) Зх x-A) 3x
в) Имеем

lim  Je jf-  =  lim  —
jt-и) sm 5* *-*o cos 2x • sm ax

Преобразуем числитель и знаменатель последнего вы
ражения:

sin  2х 
lim 2х 2х 1

5х sin Ъх cos 2х 
5*

l i m - ^ - l ,  l i m ^ . - l U - | - .
х-*-0 2х х-*4) 5* ' *

г) Полагая у =  arcsin х, имеем x =  sini/. Тогда 

Нш а *£ Ё ±  -  П т \ l im — 1—  =
х-*Ъ ЗХ у-*0 3 sin У 3 j/—о (sin у)/у 3

д) Раскрывая неопределенность вида с помощью 
первого замечательного предела, имеем

i ; „ ,  1 — c o s *  _ u m  2 s in2(х/2) _ | i m  s in (x /2 )- s in (х/2) _  

£ 3 “ x* x2 *-*0 (x/2) (x/2) • 2
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е) Применив формулу ctgx — ctg a = на
ходим

lim = lim---sin(a-x)---= _ j__  x
x-*a x — a j —+q sin x sin о • («г — о) sin a

x  lim sin( ° - * )  — I Hm sin(o — ж) —  —
x-*-o — (o —  x )s in  x  I x~~a a —  x  I

_  1 I___  _  1
sin a sin a sin2 a

ж) Так как в этом случае имеет место неопределен
ность вида 0* оо, то, преобразовав данное выражение
к неопределенности вида ~  и применив первый замеча
тельный предел, получим

lim ( ( JL  -  х)  tg х) =  lim Сл/2 ~ *>si™ . =
•4-*л/2\Л 2 / / 1-*л/2 COS X

= , l irn  (2 / * г х№ пх-  =  l i m ________ ^ _=
л—л/2 sin (я/2 — х) j —л/2 sin (п/2 — дг)

(я/2 — х)

=  1 |im =s l| =  -L =  1.
Jr-.ii/2 Jl/2 — X I 1

з) Произведем замену переменной х = л -J- у, у =  
= л —х. Тогда имеем

lim sinS* — lim sin3fr + y) =  lim sin(3jt + 3̂  — 
n sin 2x sr—о sin 2(л + у) y-o sin(2n +  2y)

= lim ~ sinJy .=  - lim — ŝ -3̂ — =
sin  2y  st-»o Sln *У  . 2у

= h im - ^ - = l,  l i m ^ - =  l[=  -  A.
1 s—о 3f/ u-»o 2(/ t 2

и) Умножая и числитель, и знаменатель исходного 
выражения на -\/2-f--\J\ +cosx, преобразуем его к виду

lim  У * +  cos-r _  lim  (л/2 —V 1 +CQS х) Ы 2  +  л/l +cos х)
дг—о sin2JC -Г—О sin2 +j/T+ cos^c)

I (x / 2 ) I 2
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= lim----.2—I —cos* _ = lim ---- 1 ^  x
ж"*° s fc iM "\^ + V l +cosx) x- °  V 2 +Л/1+c°8 x

2  sinJ ~
x  =  > l i m ^ A  =

jt+O sin -с 2 л/ 2  Sln x

= „ i_ | im — —i- lim — !—  =  —!
2V2 ^ °4sin J y-cos5y  4V2 ^°cos2| . 4У2

2. Вычислить предел:

a) lim /^ i-V ; 6) в)jr—ОО \ 2x - I / *-юо \ Jf I / r-̂ oo V x -|- I /

Решение, а) Разделив числитель и знаменатель 
основания степени на лг, имеем

lim f^ ± iy = lim f  + '{* )*.
х-*- ■» \ Их I / х—г оо \ 2 4~ ! у v /

Так как при х-*<х> данная функция представляет 
собой степень, предел основания которой равен 1/2, а 
показатель стремится к бесконечности, то имеем

lim f 1 + 1/* У  = 0,
*-»оо V 2 + 1/х /

б) Имеем

*-* оо V * + I / х—» \ 1 + 1/JC /

Так как lim 3 ~ =  3, а показатель степени стре-х-*ос J -f- I /х
мится к бесконечности, то получаем

W
х-*- 00 \

1 ^ 1 )  = о о .
1 + 1/ДС )

в) Преобразуем исходное выражение:
nm(ilz ± \ ~ 2x= lim r5 - 3 A 4 ^
г— со \ X +  I / Л—ОО \ 1 +  1/д: /

Так как lim 5~ 3/х = 5, а показатель степени ст»е-
х—оо I -j- I /X

мится к — оо, то имеем
цт /5 — 3Л ч - ^  =  о 
х-»со\ I +  1/х )
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3. Применяя второй замечательный предел, вычислить:

Р ешеи и е. а) / способ. В данном случае предел осно
вания степени равен 1 {в этом легко убедиться, разделив 
числитель и знаменатель на дс), а показатель стремится 
к бесконечности; следовательно, имеем неопределенность 
вида I® . Преобразуя функцию так, чтобы использовать 
второй замечательный предел, получаем

// способ. Вычислим предел исходного выражения с 
помощью метода введения новой переменной. Положим 
5/(дг — I ) =  1 /у. Тогда х =  Ъу + 1 и при х-*-<х> у-+оо. 
Следовательно,

б) Делением числителя дроби на знаменатель выделим 
целую часть в основании степени:

д) iim-£-=l

6л — 3



Так как при лг-*-оо исходное выражение представляет 
собой неопределенность вида 1 *, то, используя второй 
замечательный предел, имеем

H m f4 ± ii± iV  = limfl + - ^ - 3- У  =
.Г—ао \  х2 —2дс +  6 /  Ж— <*Л — 2х +  6 /

хг-2л +  6 л(6х-3)

- М ( ‘ + - ? = 5 Т « )  Г ^ =
*‘-2.г+6 6-ЗА

=  lim (Yl +  , 6х~ 3 е )  6с3 '- гл+6/г' =  Л« \ V **■ — 2х -f- 6 / /
в) При х-»-оо данная функция представляет собой 

степень, основание которой стремится к единице, а пока
затель — к бесконечности. Тогда, используя второй заме
чательный предел, получаем

lim (l+ tg 2V^)^ = l im (l+ tg2V ^ ) ^  2* =Ж-*0 Т '  jt— О '

I tgV* IgVjr’
= ( lim(l +  tgz-̂ /xT)te!V^ 2VJ-/? =

= I lim ~  1 j = ew2 = л[ё.

г) Исходное выражение при x-»-0 представляет собой 
неопределенность вида iL. Применяя второй замечатель
ный предел, имеем

lim |ое°(‘ +*) =г lim — loga(l -f jc)=lim log<(l + *)IA =
X  x-*0 a—►O

= log0(lim(l + x)l/j:)=  I lim(l + x)x/t = e\ = \ogae.i-«n t-ro

(Здесь mî  воспользовались тем, что для логарифмической 
функции в любой точке ее области определения имеет ме
сто равенство Шп logflx = logajco.)

Если а =  е, то имеем
lim ln(|+ *> = 1.
x-*Q X

д) При х->-0 имеем неопределенность вида По
ложим а* — 1 =  у, откуда а“ =  1 + у, х=  Iog4(I +  у). Так 
как при х-»-0 у-*-0 то имеем
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а‘ -  Ilim*-*■0 х = lim - JL--- -- lim l

=  jlim log0li- iii-  = log0e
l»-o У

Если a =  e, то lim ^ 1
*—0 X

y-0 ]ogc(I +  y) y~ 0  log„(l -f y)
У

>1
logo e

— In a.

= In e = 1.

З а м е ч а н и е .  В дальнейшем при решении примеров полезно 
иметь в виду следующие равенства, полученные при решении примера 3:

lim 1qfr0+ *) =  logag, lim ln(l +x) =  1,
X x-»Q X

lim ■a'~~  1 =  In a, lim  ̂~ \ = 1.
x-rO X

4. Вычислить предел:
A-*-0

\ I • ecx — ebia ) lim----—
jf—0 X

In x —  I

6) lim -inii±M;
x-i-0

в) lim
x^e x — e

Решение, а) При jc-^0 исходное выражение пред
ставляет собой неопределенность вида Преобразовав 
исходное выражение, получим

х-*0

=  — (о — f»)limх(а — Ь) х^о х(а — Ь)д г- р- О

= (a — b)' 1 = a  — b.

б) Умножая на k числитель и знаменатель данного 
выражения, получаем
l im - K j+ fe*) _  ]im * ln Q + ** ) _  k П т  \n(l+ kx) ^ k . x =  k.
д г -* -0  X  * — О  l lX  * -► < >  k x

в) Данное выражение представляет собой неопреде
ленность вида -Ц-. Выполнив простейшие преобразования, 
получаем

•iro „  „х-*е х — е
im

I хIn —  е
х-+е X — е х-*е х — е
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Задачи для самостоятельного решения
В задачах 2.52—2.69, используя первый замечатель

ный предел, вычислить данный предел.

2.52. lim i ~-cos3.-t . ( Ответ: А Л
*--о sin2 7х \ 98 /

2.53. lim « * * * - « *  Р*. (Ответ:
ДГ V 2 )

2.54. lim (Ответ: ' )
x—n/i cos 2х \ -̂ 2 /

2.55. lim ■1..~-с0>*^я . (Ответ: -1Л 
•г-0 \бх* V 8 /

2.56. Iim(l — jc)tg-y-. (Ответ: —

• 2.57. lim sin̂ ~ sr ,p . (  Ответ: Л Е И .)
а - p  а 2 -  Р г \  2р /

2.58. lim 1 — О̂гвет\* —Л
х sin д; \ 4 /

2.59. lim 1+cos3jc. /Ответ: ~ Л
sin 7х \ 98 /

2.60. lim ---*~-050 . (Ответ: - s in а.)
г—а X — а '

2.61. lim 1~ 51п2лд'. (Ответ: -!_Л
1~*л/4 (я — 4xf \ 8 /

2.62. lim (Ответ: л.)
' - 1 1— -\jx

2.63. lim . (Ответ: л.)
sin 2х

2.64. lim sin-(a t i j~ lin<a ~ , (Ответ: cos*e.)
1 - 0  tg(a + x) — tg(a ~  x)



2.66. lim -8"1 * , . (Ответ: -2-Л
л—л 1 —  Х ?/ п  \ 2  /

2.67. lim 2xsin* . (Ответ: 4.)
ж+о sec х — ]

2.68. lim 1 -«»2* + tg**  ̂ (Ответ: 3.)
х-*-о х sin х

2.69. )im (Ответ: 1.)
<+о tg л

В задачах 2.70—2.85, применяя второй замечательный 
предел, вычислить данный предел.

2.70. JimA£±2Y. (Ответ: е\)
х—эс \ X /

2.71. • [Ответ: е2.)

2.72. lim^-p1-’ у "  {Ответ: е6.)

2.73. lim (—д Здг У  2- (Ответ: е2/г.)

2.74. l im f '^ ^ y 1” 6. (Ответ: е\)
X-*- ос \ X —  1 /

/ Чг-|_<>Ч(лг+1)/22.75. lim/-g± i \ . (Огсгсг: е.)
х -j- 4

2.76. l i m + 1 . {Ответ: е.)

2.77. Um (± ± ZX~S. (Ответ: е9.)х—+ ос \ X — 7 /
2.78. lim fl± ^ V . (Ответ: е~1.)*- Д з  + */
2.79. I im (^ + 4 У '~ 5. (Ответ: е'5.)

*-►«0V ДГ — 1 /

2.80. и т ( - ~ т )  . (Ответ: е3.)Л-,00 \ X + I /
2.81. Jim (cos х)',х. (Ответ: 1.)
2.82. l im / ^ iV .  (Ответ: е4.) 

дг-*оо \ X — 5 /

2.83. |im(i-±i-)2*. (Ответ: е\)

2.84. (Ответ: I.)1-* 00 V JT — ( /
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2.85. lim/ f ~ 2x V, (Ответ: e1.) 
x2 -4 x  + 2 J

В задачах 2.86—2.96 найти предел, используя следую
щие равенства:

lim ^ = loggg, lim ln(l+x) = I,
x-*0 x *-»0 X

[im ° x ~~ 1 =  In a, lim -- — - = t.
x-~0 X x—О X

2.86. lim ~~ b • (  Ответ: — (In a +  In 6)Л
л-о 2x \  2 /

2.87. lim 1 ~-e— . (Ответ: 1.)
»—о sin x

2.88. lim <f~ a— . (Ответ: — 1паЛ
x-*-0 sin 3x 3 /

2.89. lim |п(| ~ 2x] \ ( Ответ: — —Лsin я(х + 4) \ л /

2.90. lim ln- +ЛХ\. (Ответ: 4/ln5.)x-*o 5х — J
2.91. lim y .~ 3 . (Ответ: 3 In 3.)

X-* I In*

2.92. l i m . (Ответ: oo.)
e* — l

2.93. lim s-i. / Ответ: i -Л
x2 \ 2 /

2.94. lim e . (Ответ: 5.)
x

2.95. lim -!2g i^L. / Ответ: — L - Л
*^з 2r — 8 \ 16 In2 2 )

2.96. lim —~ e-. (Ответ: e.)
*-*l In X

2.3. СРАВНЕНИЕ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ
Бесконечно малые a(x) и называются сравнимыми, если суще-

С I- (Н*) I- «(■*)ствует хотя бы один из пределов н т ——- иди lim —— .
X— Х0 а ( х )  1-гх„ р(А ')

Пусть а(х), р(дг) — сравнимые бесконечно малые при X-+XQ и  пусть,
Ctf-f)для определенности, существует iim - ■. — с Тогда:

x-*xt р (* )
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1) если сф  0, то бесконечно малые <х(х) и fi(x) называют беско
нечно малыми одного порядка. Если же с =  1, то бесконечно малые
л(х) и p(.t) называют эквивалентными н пишут: а(*) ~  0(jc);

2) если с = 0, то а{*) называют бесконечно ралой более высокого
порядка, чем Р(х), и пишут: а(х} = о((5(*));

ОС 1'̂ ') в {3) если lim —j— ■-= оо, то это означает, что lim ——  =0. Та-
x-t-xt) |}(*) х-*х* Gt (jf)

ким образом, ft(.v) является бесконечно малой высшего порядка по 
сравнению с а(х), т. е. (j(.v) = о(<х(л:)).

Если lim aj X  ̂ =  с. где с Ф 0 , с Ф  оо, то сс(а ) называют беско-
Jf— (х)

нечно малой порядка k относительно р(л‘).
Отметим следующие свойства бесконечно малых:
1) произведение двух бесконечно малых есть бесконечно малая 

высшего порядка по сравнению с сомножителями, т. е. если ct(а)р(л) — 
= ?(*), ТО у{х) =  о{а{х)) и vW  = о(Р(л));

2) бесконечно малые a U) и р(А) эквивалентны тогда и только тогда, 
когда их разность f (* )=  oc(jc) — £{*) является бесконечно малой высшего 
порядка по сравнению с « (х) и р(х), т. е, у(х) =  о(я(х)), у(х) =  о(р(х});

3) если отношение двух бесконечно малых имеет предел, то этот
предел не изменится при замене каждой из бесконечно малых эквива
лентной ей бесконечно малой, т. е, если lim =- с, а(х )~а\(х),Х^Хо$(х)

Ос { ^P(-*)~PiW  при х-+хй, то lim = с.*-*■*(, р | (х)
Приведем примеры эквивалентных бесконечно малых при л — 0:

sinj(~jc, arcsin х ~  х, arctg jc — jc.I .
1п(1 + х ) ~ х ,  -  1 ~ х . \  U  U

Подобно тому, как это сделано выше для бесконечно малых, вводится 
понятие сравнимых бесконечно больших и их классификация.

Примеры
I . Сравнить бесконечно малые а(х) =  х2 sin2 х и р{лг) =

— Л' tg А' при *->-0.
Р е ш е н и е. Так как предел отношения двух бесконечно 

малых не изменится, если эти бесконечно малые заменить 
равносильными им величинами, то имеем

lim-2^v-*0 р(л) •xtg*
sin X 
tgjf-

= lim—j- = Iimjc2 = 0.
x-~ 0 X  x—0

Отсюда следует, что a(x) = o(P(x)).
2. Сравнить бесконечно малые а(х)— 1 — л/х и р(дг): 

=  1 —-фс при х-*1.
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Решение. Находим

lim ^ I =  lim - L ^ i =
г — I р ( х )  л— 1 ] _

_  ]jm (1 - Щ  +л/х + Ух*)Ь + V*) _
{l —Ух)(| + л/* + л/̂ ")0 + V*)

= lim (' - * l(l +^>. = lim - L+ iI _ = -|.
[) - х ) ( )  + л [х + ^ i? )  х~ ' l + V ^ + V ^

Отсюда следует, что а(х) и fi(x) одного порядка малости.
3. Сравнить бесконечно малые <х(х)= 1— cos* и

Р(*) =  ПРИ X~*Q-

Решение. Имеем 
|jm «00 = !im е-со^хиз-дг) = Ит(3 _  х). Ит =
I -М) р ( х )  х— -О ДГ J - о  * - * 0  X s

— ЗНт 2&т<1(х/2) — 31im 2 SLn(*/2)-sm(*/2) —
i-0

X X
=  s iny ~  - j  ПРИ -s-^0 = 3 l m i ^ i = o o .x~0 X3

Отсюда следует, что р(дс) =  o{a(*)).
4. Определить порядок малости бесконечно малой 

£*(*) =  х* + ЮООх2 относительно P(jc) = x при х~+0.
Решение. Вычисляем

lim - £ &  =  lim * ?+ '* *> *  =  Н т / (х+1000) =
х-*о (t (х) л-»о х *-»о х*

= lim(Jc+ ЮОО)* lim x2“ * = 1000 lim x2~k =  1000,
л— 0 г — 0 х-гО

если к — 2. Следовательно, а(^) является бесконечно ма
лой порядка к = 2 по сравнению с бесконечно малой р(х) 
при де->-0.

5. Определить порядок малости бесконечно малой
а(дс)= 1п(1 д/jesinjc )  относительно P(jc) =  ;e  при х->-0. 

Решение. Найдем:

«М  i;_ ln(l + Y *s inx )  , . Л|nm —±-L — |im —----\---- = sm x ~  x при *-»-0 =
x- 0  |5*(x) X-O x* P



= Iim J£iL+±l= |[n(l + Щ ~ х  при jt+OI =Jr—О л J
— lim-i- =  lim * ’" *=  1,x̂-0 дГ x—О

если k = \. Отсюда следует, что а(х) и p(.v) эквивалентны 
при *->-0.

6. Определить порядок малости бесконечно малой 
a(x) = e'J*— 1 относительно р(х) = х при х-*-0.

Решение. Имеем
= lim е̂ ‘ ~ 1 = 1 ^ — 1 ~  V * при дг-̂ 01 =■/-0 р(х) 1 v F 1

— lim ^^ = lim *172-* = 1,
i —IJ XT x-1-0

если k — 1/2. Следовательно, a(jc) является бесконечно 
малой порядка k =  1/2 по сравнению с бесконечно малой 
р(х) при *->-0.

7. Определить порядок малости а(л) = |п([ +  х3) —
— 2Ц(е* — 1 )3 относительно |}(*) = jr при jf-^0.

Решение. Имеем
a W  In(l + *“)- 2lim --f-f- =  lim — -— '— :— ——---- — --о p w *--o jt̂

11 n (1 +JC3)~JC3> n | x3 —2 MjF= Lr 1 ПРИ x-*-v =  lim---- r-1— =\e — i ~  x v | *,o **
=  lim ^ v ; - 2) =- lim(x5/3 -  2) • lim x4/3“ ‘ *=

x-+0 XГ x-*-0 л—►О

-- —2 lim х4/3~*=  —2,А-̂0
если k = 4/3. Отсюда следует, что а(дг) является беско
нечно малой порядка fe — 4/3 по сравнению с бесконечно 
малой fi(x) при

8. Вычислить:

а) lim ■-«»** ; б) lim. arct̂ 2
-о 2 sin х + х tg7x х—о arcsin ix  ■ sin х/2

Решение, а) Имеем неопределенность вида для
раскрытия которой воспользуемся свойствами бесконечно 
малых величин и соотношениями (2.1). Находим

lim 1 Г  c° s 4* =  lim ---- ---------- --
*-*0 2 s in х + х ig 7х д̂-«-0 2 sin х + х tg 7х
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sin 2x ~  2x, 
tg7x~7x, при x-*~0 
s inx~x

=  lim 2 • (2xf _  8

6) lim arefg x2 __
*-*o arcsin3x-smJt/2

= lim ■

о 2x2 + X • 7x 9 
2  ̂ „2arctg x ~  x , 

arcsin Зх ~  Эх, при x-*0 
sin (*/2) ~  x/2
2 2

x—о 3* • (jr/2) 3

Задачи для самостоятельного решения
В задачах 2.97—2.103 сравнить бесконечно малые.
2.97. а (х )~  3̂ +~ 4, Р(д:) = дг3 при дг—►О. {Ответ: р(*)— 

высшего порядка малости.)
2.98. а(к) — е2х — е*, р{х)= sin2* при х-»-0. (Ответ: 

р(дс) — высшего порядка малости.)
2.99. а(х) =  1 ~ х , p ( j t )= l— Ĵx при je-И . (Ответ:

* " Г  х
a(jf), Р(х) — эквивалентные бесконечно малые.)

2.100. a ( x ) = l—cos 2х, p(x) =  xz/2 при *-»0. (От
вет: р(лс) — высшего порядка малости.)

2.101. а (х )= —-—, 8(д:)=—-— при лг-*-0. (Ответ:1 — л 1 + **
а(х), P(jc) — эквивалентные бесконечно малые.)

2.102. а(х) =  ̂ /х* + 2х3, р(*) =  1п(1+ 3*) при х^0.
(Ответ: а(х), p(jc) — эквивалентные бесконечно малые.)

2.103. a(^) = ̂ /sin2 лг-j-JC3, $(x) = exl— 1 при *-*0.
(Ответ: р(х) — высшего порядка малости.)

В задачах 2.104—2.115 определить порядок малости 
а(х) относительно х при *-к0.

2.104. а(лг) = 1 n( 1 -j-̂ Jx*). (Ответ: k = 5/4.)
2.105. а{дг) = sinful + х— 0- (Ответ: k =  \.)
2.106. a{*) = <?s,nxJ- I. (Ответ: k = 3.)
2.107. а(х) ~  I)-. (Ответ: * =  2/3.)
2.108. a ( j r )= l— cos32jf. (Ответ: k =  2.)
2.109. <х(х) = (Ответ: k=  1.)

1 + V*
5 /~3~__3 Г

2.110. а(х) = * + • (Ответ: k= l/3 .)
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2.111. a(x) =  -\/T+j?tgnx/2. {Ответ: A = l. )
2.112. а{х) — 1п2(1 + 2х). (Ответ: k =  2.)
2.113. a(jc) =  3sin2-c — х4. (Ответ: k = 2.)
2.114. а(х) = ]n( 1 -(-д/дс sin *®). (Ответ: 6 = 7/2.)
2.115. а(х) — In(I + 2х) + ^е*г — Г. (Ответ: k =  2/3.)

2.4. НЕПРЕРЫВНОСТЬ И ТОЧКИ РАЗРЫВА 
ФУНКЦИЙ
Рассмотрим функцию f(x), заданную на множестве Л', состоящем 

из одного или нескольких промежутков.
/. Функция y=^f{х) называется непрерывной в точке дг0, если:
1) Ц х ) определена в точке х0 и ее окрестности;
2) существует конечный предел функции }(х) в точке х0;
3) этот предел совпадает со значением функции в точке х0, т. е,

lim /(*) =  /(-го).
Х-*-Х9

На практике часто используют другое определение непрерывности 
функции в точке.

П. Функция у = f(x) называется непрерывной в точке лг0. если 
выполняются условия:

1) ((х) определена в точке х0 и ее окрестности;
2) существуют конечные односторонние пределы

lim Цх) = f(xa — 0} и lim f(x) =  f(x<, + 0);дг-v-tc —0 *-**0+0
3) эти пределы равны между собой и равны значению функции 

в точке
Существует и эквивалентное данному определение непрерывности 

функции у = f{x) в точке ха-
II I  Функция y = f(x) называется непрерывной в точке Хп, если 

она определена в этой точке и ее окрестности и бесконечно малому при
ращению аргумента соответствует бесконечно малое приращение функ
ции, т. е.

lim Ay = lim iflx0 + Ах) — ]Uo)) =0.Дл—о
Точка дг = *о называется точкой разрыва, если нарушено хотя бы 

одно из четырех усиливающихся требований:
1) односторонние пределы /(дг0 —- 0), Цха +  0) существуют;
2) /(Лп — 0), /{.<о + 0) конечны;
3) f{xa- 0 ) = f(xa + 0y,
4) f(xa -  0) =  f(jr„ + 0) =  /(*,).
Если нарушены условия 1, 2 определения, то точка ха называется 

точкой разрыва второго рода, а если нарушены условия 3, 4 — точкой 
разрыва первого рода. При нарушении условия 1 точка ха называется 
точкой неопределенности, при нарушении условия 2 — точкой бесконеч
ного скачка, при нарушении условия 3 — точкой конечного скачка, а при 
нарушении условия 4 — точкой устранимого разрыва.
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Часто приходится рассматривать непрерывность функции в точке 
хц справа или слева (т. е. одностороннюю непрерывность). Пусть функ
ция у =  j(x) определена в точке х(1. Если lim f(x) =  f(xo), то говорят,
что функция y = f(x) непрерывна в точке х<, справа-, если lim Цх) =х-*■*« — о
= f(xо), то функция называется непрерывной в точке х„ слева.

Функция у = Цх) называется непрерывной на отрезке [а, 6], если 
она непрерывна во внутренних точках отрезка, непрерывна справа на 
левом конце интервала н непрерывна слева на правом конце интервала.

Укажем основные свойства непрерывных функций.
1. Простейшие элементарные функции непрерывны во всех точках, 

где они определены.
2. Если функции /(дг) и g(x) непрерывны в точке то и функции 

f(x) ± £(.<■), f(x)g(x) непрерывны в точке л.7>, Если, кроме того, £(дг0) Ф  0. 
то функция f(x)/g(x) также непрерывна в точке До.

3. Суперпозиция непрерывных функций есть функция непрерывная: 
если u = tp(*) непрерывна в точке х$, a y = f{u) непрерывна в точке 
и» = ф(лго), то сложная функция у = f (‘р(Л’)) непрерывна в точке *0.

4. Если функция у = Цх) непрерывна на отрезке (а; 6] н возра
стает (или убывает) на этом отрезке, то обратная функция * = / (</)
на соответствующем отрезке оси Оу существует и является также не
прерывной возрастающей (убывающей) функцией.

Примеры
1. Доказать, что функция у =  4х2 + 3х— 5 будет 

всюду непрерывной.
Решение. Областью определения дайной функции 

является вся числовая ось. 
Придадим аргументу х приращение Ах и найдем Ду:

by = f(x + Ах) — f{x) =  4(х + Ах)2 + 3(х-f Дх) -  5 -
— {Ах2 + 3* — 5) =  4л:2 + 8хДх + 4(Дх)2 +- Зх -+- ЗА* — 5 —

— 4х2 — Зх -f 5 = A(Axf 4- 8хДх + ЗДх.
Тогда 

lim Ay — Гнп(4(Дх)2 +  8хДх + ЗДх) = 0.Д*-*0 Дх-Щ
Так как lim Ay — 0 при любом значении х, то, согласно 

определению непрерывности, функция будет непрерывна 
при любом значении х, т. е. во всей своей области опреде
ления.

2. Функция у =  j не определена при х=  — I.
Каким должно быть значение f( — J), чтобы доопределен
ная им функция стала непрерывной? 

Решение. Функция не определена в точке х = — 1. 
Вычисляем:
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lim f{x)=  lim JL± *L = lim. (1 +Jf)(1 ~ x + &  =
I-* — t - o  x— - i - o  l + x  * — - i - o  1 +  x

= lim ( I — x + x2) =  3, 

lim 'f{x)=  lim ==j:——1+0 I +0 \ + X
= lim {1 — x +  дг2) = 3.*—-1+0

Так как f( ~  1 — 0) =  /(— 1 -f- 0), а при x=  — I f(x) не 
определена, то x =  — 1 является точкой разрыва первого 
рода (устранимый разрыв).

В чем различие графиков функций у = { 1 -f- дг3)/(1 + -*) 
и у =  1 — х + х2? Г рафик функции у =  1 — х + jc2 пред
ставляет собой параболу (рис. 2.5) с вершиной в точке 
А (1/2, 3/4). Точка (— 1,3) не принадлежит графику функ
ции у — (I + г*)/(1 + х); следовательно, он представляет 
собой параболу (рис. 2.6), на которой «выколота» точка 
В (- 1 ,  3).

Положив

/(*)= {

Р и с 2 6

1(1 +  х3)/0 +х), если х ф ~  1,
если х =  — 1,

разрыв можно устранить, и функция становится непре
рывной, так как выполняются равенства f (— 1+0) = 
=  / ( - 1  - 0) =  / ( - 1).

3. Найти точки разрыва функции f(x) = \х— 3|/(х — 3), 
определить их характер и построить схематичный график 
функции.
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Решение. Точка х — 3 — точка разрыва, так как 
функция определена в любой ее окрестности, за исключе* 
нием самой этой точки.

Поскольку
х — 3, если x ^ Z ,

если дс <  3,
то
f(3 — 0) = Mm /(*) =  lim lx 31 =  lim {x = -1 ,

x-r3 -o 3-o x — 3 3-o x — 3

/(3 + 0)= Mm /(*)=  lim |лс~ э| =  lim -̂— 1  = 1.
x-*-3 +  0 * —3 + 0 X  —  3  «-1.3 + 0 x - 3

Таким образом, в точке х =  3 функция имеет конечный 
скачок, и эта точка является точкой разрыва первого 
рода (рис. 2.1).

и

0 -1 т
3 X

Рис. 2.7

4. Определить точки разрыва функции f(x) =  31/* н их 
характер. Построить схематичный график функции.

Решение. Функция f(x) определена на всем множе
стве R, за исключением точки х = 0. Следовательно, точка
* = 0 является точкой разрыва данной функции. Выясним 
характер точки разрыва, для чего найдем односторонние 
пределы в этой точке.

Так как lim — = — оо, то
Л ч ~  0  X

lim f(x)=  lim 3|/д: = 0.-г-* — 0 х— — 0

Поскольку lim — = + оо, тоХ-» + 0 X
lim /{*)=  lim 3l/jr — +  оо.

-г— + 0 х-г + о

Следовательно, в точке х =  0 данная функция имеет 
точку разрыва второго рода (бесконечный скачок). Для
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схематичного построения графика функции у = 31/* най
дем lim f(x). Так как lim — =0, тоX-'-zk оо с© X

lim f(x)=  lim 31Л = 3° =  I.
X —*- i  <x> дг-v ± 0 0

Схематичный график функции изображен на рис. 2.8.

Р  н с. 2.9

5. Дана функция
*2> если "  } (2дс+ 1, если *> 3 .

Является ли она непрерывной? Если нет, определить точки 
ее разрыва и их характер.

Решение. Данная функция непрерывна для *£ (— оо;
3)U (3; + оо), так как на каждом из этих интервалов фор
мулы, задающие функцию, определяют элементарные 
непрерывные функции. Точкой разрыва может быть лишь 
точка х =  3, в которой меняется аналитическое выражение 
функции /(*). Найдем односторонние пределы:

/(3-0) = Д т /  = 9, f(3 +  0) =  Н т0(2* +  I) =  7.

Так как /(3 — 0), /(3 -+- 0) конечны и f(3 — 0) Ф  /(3 -j- 0), 
то в точке х =■ 3 исходная функция имеет точку разрыва 
первого рода (конечный скачок) (рис. 2.9).

6. Определить точки разрыва функции у=  l/lg|x|, 
их характер и построить ее схематичный график.
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Решение. Точка jr =  0 — точка разрыва, так как 
функция не определена при х = 0. Так как Ig I дг| = 0 при 
х =  ±  1, то точки х =  1, — 1 также являются точками
разрыва. Исследуем каждую из этих точек. При 
имеем:

lim /(*)=  lim — !---=0, lim f(x)— lim —!— =0.
x ^ + o  i g U I  x-»—о * - - o  I g U t

Таким образом, Д + 0) =  /( — 0) = 0, т. e. x — точка 
разрыва первого рода (устранимый разрыв).

Найдем односторонние пределы при Так как
lim IgUI =  — 0, то

lim — !—  =  —  о о .
ДГ— i - о  i g U I

Поскольку lim |g|jc| =  4-0, то+о

lim — !—  = + 00 •
*- 1 + 0  ig  |х|

Следовательно, в точке х=  1 функция имеет разрыв 
второго рода (бесконечный скачок). Данная функция 
четная, поэтому при х = — I также имеем бесконечный 
скачок.

Разрыв в точке дс =  0 можно устранить, доопределив 
функцию следующим образом:

f если хфО,
1УХ>~{ 0 , если * = 0.

Для построения графика функции находим 

lim f(x )~  lim —!—  = 0.Jt̂ ±00 ]g 1 xl
На рис. 2.10 изображен схематичный график данной 

функции.
7. Найти точки разрыва функции у =  arctg—, опре

делить их характер и построить схематичный график 
данной функции.

Решение. Функция не определена при х ~0 , т. е. 
jc =  0 — точка разрыва.

Найдем левосторонний и правосторонний пределы 
функции при je-»-0:
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lim arctg— = arctg(+<x> )==-£-,*-*+0 x 2

,ii?^arctB T  =arctg (-oo)=  -  y .
Следовательно, при x =  0 функция имеет разрыв перво

го рода (конечный скачок) (рис. 2.11). Найдем величину 
скачка (г:

Л= lim /(j:) — lim /(jf) = /(-|-0) — /(— 0) =J»-+0 ж-» —о

Для ностроения схематичного графика найдем: 

lim arctg— = arctg(-(-0) =  0,+ оо X
lim arctg— = arctg( — 0) = 0.

X - ~  —  ОО X

Схематичный график данной функции изображен на 
рис. 2.11.
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Рис. 2.11

8. Какого рода разрывы имеют функции у = sin х/х 
и у = cos*/* при * =  0? Исследовать характер графиков 
этих функций в окрестности точки jc=0.

Решение. Функция f(x) = $inx/x не определена при 
х = 0, следовательно, х = 0 — точка разрыва. Так как

и точка х = 0 не принадлежит области определения функ
ции, то при jc = 0 функция имеет точку разрыва первого 
рода (устранимый разрыв). Учитывая четность функции 
и то, что амплитуда колебаний падает по мере удаления 
от точки 0(0, 0), строим схематичный график данной 
функции (рис. 2.12).

Если функцию доопределить в точке *==0
следующим образом: х

/(4-0)= lim аа= : 1, Д - 0 )=  lim т и .  = 1

X
1, если х — О,

Рис. 2 12
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то f(x) будет непрерывной в точке х = 0 для всех х £ R.
Рассмотрим функцию у =  Здесь также дс = 0 —

точка разрыва. Исследуем характер разрыва, для чего 
найдем левосторонний и правосторонний пределы этой 
функции:

lim +оо, l im - 2 ^ - = - » .
X - + + Q  X  *-*- — О X

Следовательно, при х = 0 имеем точку разрыва второго 
рода (бесконечный скачок). Учитывая нечетность данной 
функции и то, чтс̂  амплитуда колебаний уменьшается по 
мере удаления от точки 0(0, 0), строим схематичный гра
фик данной функции (рис. 2.13).

9. Определить точки разрыва функции у =  sin ̂  и ис
следовать их характер.

Решение. Очевидно, что х =  0 — точка разрыва. 
Пусть х£ ( — 2/л; 0)U(0; 2/л). Функция нечетная, так как 
f( — х)=  — f(x).

Рассмотрим последовательность убывающих до О
значений х: /—1, л б N, или(пя/



2 I 2
{2 n — 1)я ’ пл (2л -+- 1)л

Им отвечают возрастающие до оо значения 1/х, состав
ляющие последовательность | у  J, п £ N;

Л „  3,1 7л (2л — 1)л (2п + 1)л
~2~’ ' ~2' ' ~2~' ~2~’ 2 ’ 2---’
В промежутках между указанными значениями (при
убывании х) функция у — sin попеременно убывает от
1 до 0 и от 0 до — 1, затем возрастает от — I до 0 и от О 
до 1 и т. д.

Таким образом, функция y = sin— совершает беско
нечное множество колебаний подобно функции y = sirut, 
но в то время, как для функции у =  sin х эти колебания 
распределяются на бесконечном промежутке, здесь все 
они умещаются в конечном промежутке, сгущаясь к 
нулю {рис. 2.14). График изображен не полностью (беско
нечное число колебаний воспроизвести невозможно).

Таким образом, lim sin— не существует, и в точке
х-г±0 X

х = 0 функция имеет разрыв второго рода (точка неопре
деленности).
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Задачи для самостоятельного решения
В задачах 2.116—2.136 определить точки разрыва 

функции, их характер и построить схематичный график 
функции.

(х  +  2, если — 1,
2.116. у =  j х2 1, если — 1 < * <  I,

^3 — х, если х >  1.
(Ответ: х=  — 1 — точка разрыва первого рода.)

2.117. у — \/\х — 2|, (Ответ: х — 2 — точка разрыва 
второго рода.)

2.118. у = е'/1х + ]\ [Ответ: х = — \ — точка разрыва 
второго'рода.)

2.119. у = arctg^-— . (Ответ: *= 3  — точка разрыва
первого рода.)

2.120. у =  3,/(|~Ч [Ответ: х =  1— точка разрыва 
второго рода.)

2.121. у =  2[/*\ (Ответ: * =  0 — точка разрыва второ
го рода.)

2.122. у=   ̂+.± ,_ г-. (Ответ: х = 2 — точка разрыва
первого рода.)

0 194 — I, если дг<0,
1Л16. г/ t -V + 2, если *> 0 .

(Ответ: х = 0 — точка разрыва первого родаД
(  —х, если х <  О,

2.124. У = \ х2, если 0 <*<12,
I*  + 1, если .*•;> 2.

(Ответ: х =  2 — точка разрыва первого рода.)
(  е*, если *< 0 ,

2.125. у =  < i — х, если 0 <  х ̂  I ,
и/(лг— I), если *> 1 .

(Ответ: х=  1 — точка разрыва второго рода.)
2.126. у = 4/(х — 3f. (Ответ: х =  3 — точка разрыва 

второго рода.)
2.127. у = 2 — \х\/х. (Ответ: дс — 0 — точка разрыва 

первого рода.)
(  —х, если х ̂  О,

2.128. у=1 siruc, если 0 <  х <  л,
(  х — 2, если х >  л.
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(Ответ: х =  л — точка разрыва первого рода.)
2.129. у — Ig I х — I (. (Ответ: х =  I — точка разрыва 

второго рода.)
О, если дг<0, 
х, если 1,

4дг — 2, если 
4 — х, если д- ^  3.

(Ответ: точек разрыва нет.)
2.131. у =  3| L ~ '-- (Ответ: * =  0 — точка разрыва3 J Ч- 1

первого рода.)
2.132. у=  \/{х2 — 9). (Ответ: * = ± 3  — точки раз

рыва второго рода.)
•>1чч / 2 — jc, если jc> 0,2.133. y - ( 2 i/c* + »t еслн х < 0

(Ответ: х=  — 1 — точка разрыва второго рода.)
2 104 и_Г 3*, если х ̂  1 ,глм . +  если л < _1 .

(Ответ: х = —4 — точка разрыва второго рода, х =  
~  — 1 — точка разрыва первого рода.)

2.135. у — 1/log,/2|jc|. (Ответ: j c = ± I — точки раз
рыва второго рода, j: = 0 — точка разрыва первого рода, 
устранимый разрыв.)

Oise ( Зх — 2 , если х> 2,
2 .1 3 6 .  у = ( 5 1/(* +  ц вед,, х < 2 .

(Ответ: х— — 2 — точка разрыва второго рода, лг = 2 — 
точка разрыва первого рода.)

2.137. Функция у = (*3 S)/(x +  2) не определена
при дс=— 2. Каким должно быть /{ — 2), чтобы доопре
деленная этим значением функция стала непрерывной? 
(Ответ: 12.)

2.130. у = - х 2 +



3. ПРОИЗВОДНАЯ И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

3.1. ПРОИЗВОДНАЯ. ОСНОВНЫЕ ПРАВИЛА 
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ
Пусть функция у — fix) определена в промежутке X. Исходя из 

некоторого значения х = хо аргумента х, придадим ему приращение Ах, 
такое, что и новое значение х + ix  принадлежит промежутку X Тогда 
функция y = f(x) получит е точке дг0 прнращенне A/j =  f(x,> -f- Ах) — 
~ } ( х  о).

Производной функции у =  f(x) в течке ха называется предел отно
шения приращения Ду в этой точке к приращению аргумента Ах (при 
условии, что этот предел существует), когда 4х произвольным образом 
стремится к нулю. Производная функции у =  j (х) в точке ха обозначается 
у'(хо) или {'(х„). Таким образом, по определению имеем

/'(*о)= lim * L  =  ,im fUo + A ^ )-/U o)
о Ах Ах

Если для некоторого значения дго выполняется условие

!im Ау , / ,, Ау \—2- =s 4- со [ или lim —— = — оо 1, 
Лх \ Лл-»о Ах /

то говорят, что в точке дг0 функция имеет бесконечную производную. 
В отличие от бесконечной производной определенную выше производ
ную функции иногда называют конечной производной. Если функция 
у = f (дг) имеет конечную производную в каждой точке х £ X, то произ
водную /'{х) можно рассматривать как функцию от х, также определенную 
на X. Наряду с обозначением /'(х) для производной функции употреб
ляются другие обозначения, например: у', у'(х), у'х, dx 1 dx

Операция нахождения производной называется дифференциро
ванием.

Геометрический смысл производной: производная функции у = 
= ! { Х )  в  гичке .1,;, равна угловому коэффициенту касательной к графику 

функции y = f(x) в точке М(дсо, К*о)) (Рис- 3.1).
Механический смысл ипооз «одной: если функция s = s(l) описывает 

закон прямолинейного движения материальной точки, то производная 
•$'(/) есть ее скорость в момент времени t.

Непрерывность функции есть необходимое, но ие достаточное усло
вие дифференцируемости функции.
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х„ х„*-дх

Рис. 3.1

X

Перечислим основные правила дифференцирования. Пусть с — 
постоянная, и = и(х), v =  v{x)— функции, имеющие производные. Тогда 
справедливы следующие формулы;

1) с' = О, 2) (и ±г v)' — и' ± v
3) (си)' = си'; 4) (uv)'*= u-'v + uv',

Приведем таблицу производных основных элементарных функций, 
составленную на основании определения производной и правил диффе
ренцирования:

1) (**)'=» я*--;. 2) (V 0 '= > — ; 3) f  J - V  ------у ,
2-Jx '  * }  x

4) ((?)’ =  ar.ln a (a >  0), 5) (<*)' =  <?,
6) (log«Jc)' = — г-— (о >  0, а ф  1), 7) (In *)' = — ,\ 5. Jt In О X
8) (sin x)' = cos x, 9) lco s i)'=  -sm x,
Ю) (igx)'= —i —, 11) (ctg x)' =-L-;

cos д: sm x

12) (arcsin*)' = — * ■ • 13) (arccos x)' — — ■ '
У I ~  x2 л/1 — .

14) (arctgx)' = -- !— 15) (arcctg*)' =  — *
I +  x2 -■ ”  ' 1 -f- x

Если у — f(u), и =  u{x), т. e. у — j(u(x)), где функции /(«), u(x) имеют 
производные, то

у', = y'uul
Эту формулу называют правилом, дифференцирования сложной функ
ции.

Если для функции у = Цх) существует обратная функция х = 
= <р(у), которая в рассматриваемой точке у имеет производную <р'(у). 
отличную от нуля, то в соответствующей точке х функция у =  /(дг) имеет
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у'(х) =  - или {/£ = -7- (*; Ф  0). ф (У) *ч

Примеры
1. Найти производную функции y =  xi , пользуясь 

формулой (3.1) и таблицей производных. Сравнить ре
зультаты.

Решение. По определению производной имеем:

У' ^  lim *L  =  lim =
4*—О &Ж 4*—О Дх

_  | j m  {л +  Ад(f - х3 _  j j m  x3 +  3 .r'Ax +  Здг(Ах)-' +  (Axf — Xs __

Лх—ft &X Дд'̂ 0 Ддг
= Мш(3лгг -j- ЗхДд: (Дх)2) =  Здт2.

Дх—-О

С другой стороны, на основании формулы 1 из таблицы 
производных при п — 3 получаем у' =  (jr)' =  Зх2.

2. Найти угловой коэффициент касательной к пара
боле у — х2 в точках 0(0, 0) и М(3, 9). В какой точке каса
тельная к параболе у = х2 образует с осью Ох угол в 45°?

Решение. Согласно формуле 1 из таблицы произ
водных, имеем у'=2х. Так как угловой коэффициент 
касательной к кривой в точке A k(A) = f(x о), где хо— 
абсцисса точки А, то /t(0) =  2-0=0, k(M) =  2-3 = 6. 
Поскольку &(Л) = 2*о = tg 45° =  1, то х0=1/2, у0 = 
= ( I /2)2 =1/4.

Итак, касательная к параболе у =  * образует угол 
в 45° с осью Ох в точке N(1/2, 1/4) (рис. 3.2).

3. Точка движется по прямой согласно закону s(/) = 
= 312 -+- 21, где / — время; 5 — путь. Найти скорость точки 
в моменты времени / =  3 и t =  4.

Решение. Так как s'(t) = 6/ + 2, то v(t) = 6/ + 2. 
Тогда у(3) =  6-3 +  2 = 20, и(4) = 6 • 4 +  2 =  26.

4. Найти угол между двумя кривыми у =  2х2 и </ = 
= л’3 -J- 2х2 — 1 в точке их пересечения.

Р е ш е н и е.̂ Угол между кривыми y =  f\(x) и у~ (ч(х ) 
в их обшей точке Мо(*о, У о) определяется как угол между 
двумя касательными к этим кривым в точке Мо (рис. 3.3) 
и вычисляется по формуле

W  -
1 -\-fi(xo)fi(x<>)

производную ГМ . равную ]/<р'(у), т. е. справедлива формула
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Найдем точку пересечения данных кривых. Решив 
систему уравнений

у = 2х\ 1
y = x* + 2x2— l j

т. е.
х3- 1  =0,1 
у =  2х- }

получим: х = 1, у =  2.
Итак, Л4о(1, 2) — точка пересечения данных кривых. 

Найдем угловые коэффициенты касательных к кривым 
при х=  1. Имеем: у' — 4х, у'(\) — 4, k\ =4; у' =  Ъх* + 4х,

у'( 1) =  7, *2 =  7. По формуле <Р = -тт-гт- находимI X  Я | ftj

т. е. g>«5°54'.
5. Найти производную функции у =  З-t2 — Ъх -j- 1. 
Решение. Применяя правила дифференцирования,

с помощью таблицы производных получаем у' = 6* — 5.
6. Найти производную данной функции:

а) у _  х+  1 ■
X- 1 ’ б) у = е*со$х;

г) у =  -^? — х-{[х.
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Решение, а) Применяя формулы {u/v)'~ (u 'v —
— uv')/v2 и х' = 1, с' = 0, получаем

_ /  * +  1 V  _  ( j+  1)' (дг — 1) — (х+  1)(д— 1)' _
у U - i )  ( *-п2

_  I -(х — 1) — (де -|- 1). 1 _  - 2
( x - l f  (х — I )2

б) Применяя формулы (о у )' = u'v +  uv\ (*")' — пх” ~ 
находим

у' = (e*)'cos х + e*(cos х)' = e*cos х + е*(— sin х) =
= e*(cos х — sin де).

в) Используя формулы (к/у)' ={u'v — uv')/v2, (а*)' = 
=  а* In о, (ху = 1, получаем

/ __/ х \ ' __  (х )'■ 4х — х(4сУ m  4Д — х • 4' In 4 __
-

  4̂ (1 — дс In 4)   1— дс1п4
4й ¥  ‘

г) Имеем

у =  Щ ? - х  \ Р ^ х 2̂ ~ ^ А.
Тогда

и' — — г-'/ъ— Л х 1/43 4
7. Найти производную функции: 

а) 6) у — £ = £ ± : •) и=  si" 'е* + In х 1 +со$дг
Решение. Применяя правила дифференцирования 

н используя таблицу производных, находим:
а) У' =  (tg х • log3 х)’ = (tg ж)' log3 х +  tg х • (log3 х)' =

_  \Og3 X _tgx_ .
COS2 X х In 3

б)  и '  / £* — '  (е< — ln-t)'(g* + lnx) — (е* — In х)(^ + In х )' 
l<?‘-M n ;J (*4 - in * )2

_  (<?* — i/x)(ex+ In х) — (ес — In x)(e‘ + l/x ) _
(S  + In x f

__ e?‘ — e'/x -b-e' \n x — In x/x — e2'  +  In x • g* — g'/ж + In x/x __
_  • (e' + ln*)2 “
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  2g* In x — 2e*/x __ 2gjr(ln x — \ /x) .
(e’ -f In xf (e‘ + In xf

, __f  sin x N ' __ (sin x)'(i + cos дг) — sin jc(I -(- cos x)'
\ 1 -f cos x )  ( I + cos x)*

__ cos x ■ (1 + c°s ■»•) -f- sin x sin x __ 1 cos x __
(l- fco sx f (I + cosxf I-|-cos л:

8. Найти производную данной функции:
а) у = 52*-3; б) j/ =  lnsinx;
в) у =  sin2*; г) у ~  arctgV*.
Решение, а) Введем обозначение 2х — 3 =  ы. Тогда 

у — 5й, и, применив формулу для производной сложной 
функции, получим:
У ' =  ( 5 7  =  5 “ !п 5  - и ' =  5 2 i- 3  In 5 • (2х  —  3 ) '  => 5 2* “ 31п5 • 2.

б) Пусть и = sin х , тогда у = 1п и. Имеем:
у' = (In и)' = — и' = ~ — (sin ху =  = ctg л:.

4 I t  С 1п Г  V С I n  Y  ®a sin дг ' sin х
*2в) Если и =  sin х, то у =  и и

уf = (и2)' =  2ии' =  2 sin * - {sin х)' =  2 sin xcos * =  sin 2x.

г) Если « = -\fx, то у =  arctg w и

у' =  (arctg ы)' = — ■ и' «ш 1 + иг

■ b P )'— A r r - ^  = -1+Ы*)2 1+* 2л[х 2ijx(l + х)
9. Найти производную данной функции:

а) у = In tg Sjf4+ 1 ; б) у = log2(log3(iog5 *));
в) у — Г) ]Ql —sin1 Зде.
д) у =  arcsin2(ln(a3 + *3)).

Решение, а) Пусть и = tg 2 х 1 , тогда у — \пи и4
___L..,  1 2* + I V  1 i

у « и — 2дс + 1 V S 4 / ~  , 2*+ I , 2* + 1 'tg—т-- 4 • '  tg ---  cos2 ^
X IW- . 2х + 1 2х + 1 2 . 2* +sin- ---cos —-— sin —4 4 2
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б) Запишем данную функцию в виде y — \og2u, где 
и=  log3(log5*). Тогда

O' =  - Л Г У ■ “  log ,(log !,).In 2  <loe»<loe>* » ' =

1 1 (logs*)'-log3(log5 дг) • In 2 logs х • In 3
I I

log3(log5 x) • In 2 logs x • In 3 x in 5 *

в) Записав данную функцию в виде у =  е“, где
и = -д/1п(шс2 + Ьх + с), имеем

у ' =  еии ' » .  +  Ьх +  с ))' =

_  ет/щ<и'+*дг+с)—  1 (\п(ах2 -+- Ьх -(- с))' =
2-\/|п{адс2 + Ьх + с)

---- 1 .(а** +  Ьх + с)' =

-{2ах + Ь) =

2̂ j\n(ax? + bx +  <г) <*х* + Ьх + с
еУ\п{ах?+Ьх-± с) |

2-0п(а** + ** + с) №г + Ьх + с)
__ ^йГ(«ч»*+г) (2 ах + Ь)

2 Vln(<w2 -f- Ьх +  с)(ая2 + Ьх 4- <?)

г) Пусть и =  1 — sm4 3jc, тогда у =  10“ и
у '=  10“ In 10*ы' = 101- ,,n';iMn 10-(1 — sin4 3jc)' =

= 10,- "n,**ln 10 • (—4 sin33*)(sin 3x)' =
_  ю'-яп’з* |n io . ( —4 sin33x)cos 3x • 3 =

= — 12 In 10- 10'-5,n,3*sin33Jr:cos3Jt.
д) Если и =  arcsin ln(6 + г3), то у =  w2 и
у' j» 2иы' = 2 arcsin ln(6 +  дс3) • (arcsin ln(6 + jk3))' =
= 2 arcsin(ln(jc3 + 6)) • ■ 1 (ln(6 +  jc3))' =

V i -  ln2<6 + X*)

= 2arcsin(ln(jc3 + 6))* — 1 ---  . 1 (6 + -r3)' =
Vi — ln2(6 + ̂ ) 6 + x̂

= 2a,csi„(ln(x» + e». i/i-rTsljR 7 f T & -
6jc5 a resin (In (x3 + 6))

~  (6+^)^! -ln2(6 + AJ )'
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Задачи для самостоятельного решения
3.1. Пользуясь определением (см. формулу (3.1)), 

найти производную данной функции: 1) у =  х ; 2) у = 
=  1/х; 3) y = tgx. (Ответ: 1) 4х3; 2) — I/лс2; 3) 1/cos х.)

3.2. Найти /'(0), ГО), Г (2), если f(x) =  x(x — \f(x~2y. 
(Ответ. ПО) = -8 , /'(1) =  0, Г<2) = 0.)

3.3. Найти угловой коэффициент касательной к кривой 
у =  sinх в точке (л, 0). (Ответ: — 1.)

3.4. Чему равны угловые коэффициенты касательных 
к кривым i/ =  \/х и у = х2 в точке их пересечения? Найти 
угол между этими касательными. (Ответ: — 1; 2; tg® = 3, 
Ф«71°3 4'.)

В задачах 3.5—3.12 найти производную указанной 
функции.

3.6. У =  ( х -  2)/(х +  2). ( Ответ: у ' =  4/(х +  2)2.)
3.7. у = (x*— Зх-|-5}/х. (Ответ: у ' =  (дг— 5)/х .)
3.8. t/ = x lnx— х, (Ответ: у' = \пх.)
3.9. f/ =  (l + x2)arctgx. (Ответ: у' =  I +  2xarctgx.)
3.10. (Ответ: у '^  \

у х  '  2хл]х cos2 х

_ arccos х / ~ , 2х arccos х — л/l — \З.П. S - - T 3 J - .  (О гм г: ( , ------ JJ— ^ ----- .)

3.12. I / =  3 *  arcsin х. (  О т в е т :  у ' =  — 3 .. -{-ЗМпЗУ
v У ' - * 2

X  arcsin jc.)

В задачах 3.13—3.38 найти производную сложной 
функции.

3.13. у =д/Зх3 — х2 — 5. (Ответ: у '=  — *<9* ~ 2> Л
'  2ф х* — хг-\-Ь *

3.14. у = (2х + Зх2)“ 3/4. ( Ответ: у' =
'  2У(2х + Зх2)7 '

3.15. у = -\fx-\fx. (  Ответ: у '=

3.16. у = Ц 2з^~  4^)*. (  Ответ: у' =  |6х(| Л
'  -2х) '
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3.17. iv =  — — 1 ---- . (  Ответ: y ' = — Л
v(* + — •) 2V<JC + 2f(-ca — I)3-7

-18- « = 4 i f  ( 0TeeT- » '— ~ 5(7 "  )5 + *  V (5 + x)2V 5 - r  /

(  Отвег. y '=  *г(3 + 2̂  Л
3 V i+ ^  V 3(i +  дгг)V i+ j 2̂ 7

>s4jc. (Oreer: y '=  —4cos3*sin.c.)

3.18

3.19. у
^  y * T A V V< f  •» ; у 1 a

3.20. у =  cos4 л. (Oreer: y ' =  — 4 cos3* sin д:.)
3.21. у =  4C0SJt. (Ответ: у' =  — 4C0SJ; In 4 • sin *.)
3.22. y =  arcsin—. ( Ответ: у' — ---- 1 ■ Л

x '  x̂ jx- — 1 '
3.23. у =  д/е\  ̂Ответ: у' =

3.24. г/ =  In sin jc Н— cos2 лт. / Ответ: у ' =  -- - А2 \ г sm лт )

3.25. y = \ n ^ L z L . (  Ответ: у ' =  2(6
*  х' \ *  )

3.26.

С

\

.26. у =  In д/jc2 +  У * 4 — 5.  ̂07в£г: у'
д-(лД' — 5 + л2) \

(ж2 4  У * ‘ - 5 ) У * - - 5  '

3.27. у — tg дс/̂  1 +  tg2 дт. {Огвгг: у '=  cos л:.)

3.28. 9 =  a r c t g - ^ | .  (О пит, -  ^ =  )

3.29. y =  -j-\/a2—x^+^arcsm—̂ .(Ответ: у'=л]а*—х*)

3.30. и = 1 п ^ х+ '~ 2̂ .  (  Ответ: у' -  ~ 2sec?jr -Л
V^tg Jt+ I + 2 V (g * - V*g^(4tgH-lr

3.31. y=lncosarctg-^-^—.  ̂Ответ: у ' =  e_ -~ ̂

3.32. у  =  ^arc)«Vi -ьin(2a + 31

„»гс!г V1 +in(2»+3>Ответ: у = -----------------  — \
(2ж +  3) (2  +  ln(2x +  3 ) ) V l  +  In ( 2 x 4  3 )/

3.33. у  = In sin-^arctg e^.
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(Ответ: у' = ctg(Varctg(e*;))- е*г \
(1 + e6jt) Д/arctgf2 е3* /

X
3.34. у
(sm х + х

3.35. у =  1п(х +  д/а2 -j- дг2). ( Ответ: у' =  1 /д/а2 + дс2.)

3.38. у = 1 - ^ “ ,а*со5*Зх.
(Ответ: у '= Зе5'"*3* sin 6*sin23.t)

В  задачах 3.39—3.47 найти производную данной 
функции.

3.40. у = arccos 1— 2х ^2х — Ах1. (Ответ: у ' —
=  У2/лг — 4.)

3.41. у = arctg ^  + |пу - ^ ± 1 . (Ответ: у'

3.42. у = arctg ~~ * . (Ответ: у '= ---

3.43. у = х arcctg — у  !п(х2 + а2). (Ответ; arcctg-i- ^

3.44. у =  In(sin х +  -y/l -f sin2 л)..

(Ответ; у' = cos л/д/l -(- sin2 х.)
3.45. у = д/4-у — х2 +  4 arcsin(У*/2). (Ответ: у ' —

= — У 4/* — 1.)

3.37. у=  In

3.36. y = y i ^ p

2 In2 sin ж + 3
2 In2 sin дг — 3

(Ответ: у' =*

(Ответ: у ' =
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3.46. у =  In —  х + 2 arctg-^sin jr. ( Ответ: у' =
I — \js\nx

COS к

3.47. у =~ х  In £±-j- + i .  In + у  arctg x. (Oreer;

3.2. ЛОГАРИФМИЧЕСКОЕ 
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ. 
ПРОИЗВОДНЫЕ ФУНКЦИЙ, ЗАДАННЫХ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКИМИ УРАВНЕНИЯМИ, 
Н ПРОИЗВОДНЫЕ НЕЯВНЫХ ФУНКЦИЙ  
ПРОИЗВОДНЫЕ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ
Дифференцирование многих функций значительно упрощается 

после их предварительного логарифмирования. Если требуется найти 
производную у’ функции у =  f (ж) с помощью логарифмического диффе
ренцирования. то необходимо выполнить следующие действия:

1) прологарифмировать обе части уравнения {по основанию е):

2) продифференцировать обе части полученного равенства, где In у 
есть сложная функция от ж:

3) заменить у его выражением через х и определить у':

Логарифмическое дифференцирование полезно применять, когда 
заданная функция содержит логарифмирующиеся операции (умноже
ние, деление, возведение в степень, извлечение корня) и, в частности, 
для нахождения производной от показательно-степей ной функции 
У =  и‘\ где ы, v — функции от х.

Найдем производную функции у = и", где u = f{x); v = ф(я). 
Прологарифмировав данную функцию по основанию е, имеем

I n y = in  fix)=<p(x):

—  y ' =  v'{x); 
if

y '~ y y 'tx ) = f(x)<t'(x).

Отсюда

In у =  v In и.
Продифференцируем обе. части полученного равенства:

У ' I * -—  = v in и 4- v —  и .
У и

у ' =  y (v ‘ In и у  и"/V  In и +  ~  “ Л  *
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= u“ In и • u' + vu*
Tmmu образом, получена формула для нахождения производной 

or сгтешю-показательной функции:
(и°у = и" In и • v ' + vu” ~1 и'. (3.2)

Пусть функция' у (дг) задана л ара метрическими уравнениями х — 
= <f(t), y — y(l), t g (а; р). Предположим, что функции х = ф(/), у = 
= +(<) имеют производные, причем ср'(0 ф  0 для 16 (а; р]. В этом случае 
для функции х = у (1) существует обратная функция t — Ф(л-), которая 
является однозначной. Согласно теореме о производной обратной функ
ции, функция Ф(х) имеет производную Ф'(дг)= ]/<р'{/), а по теореме
о производной сложной функции функция у = $(Ф(;с)) также имеет 
производную у'(х) =  у (Щ х ))Ф ’(х). Тогда

У’(х) =  (3.3)<Р (О
или

fy ’x = y i/ f! =  y’t/x!, (34)
(л = Ф(0-

Рассмотрим дифференцирование неявных функций. Пусть значе
ния двух переменных х и у связаны между собой уравнением F(x, у) = 0. 
Е с л и  функция y = f(х), определенная на интервале (а; Ь), такова, что 
для всех х £ (а; 6) Р(х, /(*)) =  0, то у = Цх) — неявная функция, опре
деленная уравнением F(x, у) = 0. Но не всякую неявно заданную функ
цию F (х, у) =  0 можно представить в виде y = f(x)

Чтобы найти производную неявной функции, надо обе части урав
нения F (х, (/) =  0 продифференцировать по х, считая у функцией от х, 
а затем полученное уравнение решить относительно у'; в результате 
найдем выражение производной от неявной функции в виде у ' = <р(х, у).

Рассмотрим производные высших порядков. Производная функции 
у ' называется второй производной функции у и обозначается у". '1 аким 
образом, у" =  (у'у. Аналогично у"' = (у")', У 1 = (i/n~1V.

Для того чтобы получить производную высшего порядка от данной 
функции, необходимо последовательно найти все ее производные н и з ш и х  

порядков.
В случае произведения двух функций производную п-го порядка 

можно найти, пользуясь формулой Лейбница:

(uvf“^= + /ш(л_ ’V  П'" —— u^'^zr" -f- ... +

+ я(ч- L)-(n-(fc- L)) %(k)+ +nu,vi*-»+uvw

Пусть функция задана параметрическими уравнениями дг = ф(<), 
у — ^(f) н существуют вторые производные функций <р(/) и ф(Л в не
которой точке I. Тогда можно вычислить вторую производную от функ
ции, заданной параметрически. Заметим, что функция у'{х), в свою 
очередь, задана параметрическими уравнениями </;=4> '(W (o= im o.
лг = ч>(0- Тогда по формуле у’х =  - т̂ттг! имеем<р (/)

У"(х) = ^  = (у'(х)У.= Щ ^ - \<р (г) |/=ф(»)
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Аналогично получаем:
_  (УА)г I _  ( j/,'1-  Л / I

х! |<-Ф<*»’ дг/
Пусть уравнение F{x, у) = 0 определяет у как неявную функцию 

от х и найдена первая производная этой функции у' =  <?(*, у). Вторую 
производную у" функции, заданной неявно, получаем, дифференцируя 
функцию ч>(дг, у) по переменной х н считая при этом у функцией от х:

•Г = (ф . У))' =  F, (х, у, у').
Заменяя здесь у' на (p(.v, у), получаем выражение второй производной 
через х к у  у " =  Ft (х, у, <р(х, у)) = Fa x , у).

Точно так же и все производные высших порядков от неявной 
функции можно выразить только через х к у. каждый раз. когда при 
дифференцировании появляется производная у', ее следует заменять
на <р(лг, у)-

Примеры
1. Найти у', если y =  (sinjc^OSJ1.
Решение .  I  способ. С помощью логарифмического 

дифференцирования имеем: 

In у =  COS Х‘ In sin X,
— у' =  — sin х* In sin jc +  cosjc* — cos*.
у sin X

откуда 
у' =(sin J t J :osx( — sinjc* In sin x +  cos2 x/svn * ) .

I I  способ. Применив формулу (3.2), получим

t/' =  cos jc * (sin 1 (sin дс)' + (sin л:):0S''ln(smJc)•(cosл:), =  
=  cos2x(sin jcjf08*-1 — (sin x f 6sr+l In sin x =  

=  (sin x]fos*(cos2Jc/sin x — sin x  • In (sin jc)).

2. Найти у', если у = \jx(x? -f- I )/(дг— I)2 
Решение .  Логарифмируя данную функцию, получаем

1п у =  у  Inx  +  y  1п(х2+  1) — - | l n (*2 — 1). 

Продифференцировав обе части последнего равенства, 
имеем



» ’  3* ' 3 (**+ l) 3 (^ - 1 ) '
Отсюда

_ 3 /< (^+  I) 1 / I I 2х_4х \ _
У V ( jc 2- l f  3 V * **+1 х2 — I /

Vjt(x“ I) х* — I -{- 2х* — 2** — — 4*3 __
(х2 — I f  Зж(х4-  I)

__ х*+6хг-Ц i lx(x* + \)
3 x {l- x ') \ (х 2- \  f ‘

3. Найти у', если y ~ d * c.
Решение. Прологарифмировав данную функцию, 

имеем In у — In х In х, т. е, 1п(/=1п2*. Продифференци
руем обе части полученного равенства:

—у' =  2 In х • — .Г  х
Отсюда

y '^ 2 ± ± {, =  2± ± x‘"* = 2 ln x ^ nt- t.

4. Найти у'х, если
x = e- ,sin/, i t l t г \l
y = * 'c o s / ,  + ° ° ) - j

Решение. Используя формулу (3.4), получаем:
г __ Jfl_  _  {е‘ cos /У   е? cos / — g* sin /______ 
* x't (e~‘ sin t)' — e~‘ sin t -\-e~' cos t

_  ^(cos t — sin <) __ g 1 

e- '(cos / — sm/)

Запишем искомую производную как функцию, задан
ную параметрически:

У'  =  */,2>. . <6 (-оо ;  +оо).\
х  =  е s in  t., v r

5. Найти ŷ , если
* = ln (l+ / 2),



Решение. Применив формулу (3.4), имеем

T + F  <г t + <г _  t
I + /2 21 2

1 +t2
Следовательно,

в. Найти угловой коэффициент касательной к эллипсу
x = 3cos/, г/= 4 sin/ в точке М(3-\/2/2, 2-^2) {рис. 3.4).

Р и с  3 4

Решение. По определению первой производной для , 
функции, заданной параметрически, имеем

Подставив координаты точки М в параметрическое 
уравнение эллипса, определим, какое значение параметра 
t соответствует точке М:

м [ ь п / г г ' п ]

X

3^2/2 = 3 cos /,
2-̂ 2 =  4sin<,

4_ 
3 ‘
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7. Найти производную у'х от неявной функции, задан
ной следующим уравнением:

а) х3 + у3 — Заху =  0; б) у =  I + хе*.
Решение, а) Продифференцируем обе части дан

ного равенства, считая у функцией от х:
Зх2 + 3у2у' — 3 ш/* — 3 аху' = 0.

Отсюда имеем
(у2 — ах)у’ =  ау — х2.

Следовательно,
у' =  (ау — х2)/{у2 — ах).

б) Дифференцируя обе части исходного равенства 
по х, имеем

у' — еэ +  х&у', 
откуда у'( \ — хеу) =  еу. Тогда

у' =  е*/( l-xe»).
Так как по условию хед =  у — 1, то окончательно по
лучаем

8. Чему равен угловой коэффициент касательной к 
окружности (х— I ) +  (у + 3)г =  17, проведенной в точке 
/И{2, 1)?

Решение. Продифференцируем обе части уравнения, 
считая у функцией от х:

2 (х-1) +  2(у + 3)у' =  0.
Отсюда

I ,,М ..  1 -  2 IУ у + |+ з 4 ■

Следовательно, kM =  — 1 /4.
9. Используя формулу Лейбница, найти t/24\ если 

у =  е*(х2— 1).
Решение. По формуле Лейбница имеем:

уш > = (e‘ f 41 {х2 -  i ) + 24(г*р> (*2 -  I )' +

+ — - H 2V - D " .
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Остальные слагаемые равны нулю, так как все высшие 
производные функции х? — 1 , начиная с третьей, тождест
венно равны нулю. Тогда

у<-24) = ех(х2— \) + 24ех-2х + 12-23^.2 =
= е*{х? + 48х + 551).

10. Найти у’х, уКх, если 
jc = In t,
xgZ ? - , ,  'е<°- +~>]

Реш ение. По определению первой производной для 
функции, заданной параметрически, получаем

Окончательно первую производную запишем как функ
цию, заданную параметрически:

1  =  \lni. + “ >}
Тогда

*  х; i/ i i/ t

Следовательно, вторая производная имеет вид
уЪ = 412л 
X =  In /. j

11. Найти Ух, (&, если
х =  arcsin /, iC <— i n t
ir— ln (i- n  ' ’j

Решение. Имеем:
у/ ffl_ =  -2//( l-t*) = _  2t

x‘ i/Vi - 1- y i- t 2
Тогда первую производную как функцию, заданную па
раметрически, запишем в виде:

<«-•= '>)
Теперь находим tfi*.

243



Окончательно получаем:
t / x x =  — 2 / ( \  — f ) ,  J \ 1
x =  arcsin t, 11 . Aj

12. Найти у', у", если у =  tg(x 4* у).
Решение. Продифференцируем обе части данного 

выражения, считая у функцией от х:

Отсюда
у'{ I — )/cos2{at + у)) = l/cos2(*-|-i/).

Тогда у '— — sin_2{jc + y)- Дифференцируя полученное 
равенство, имеем

У" =  ( — 1) ( — 2)s in ~ 3 {х +  у) • cos (JC +  у) (1 +  у ' ).
Подставив в последнее равенство вместо у' его выра

жение, получим:
„  _  2cos(;r+ ^ (s inV  + y )— I) _  _  2 cos3(л + у) _  

sins(x + if) sin4(* + у)
_    2cos~s(.r + y)

te*(*+«r)
Так как из условия tg(х-\-у) = у, a cos “  2{х у) =

— 1 +*g2(Jt' +  y)=  1 + У2, то окончательно имеем
У" =  — 2(1 +  У2)/У* ■

13. Найти у", если «/= I -̂ хе*.
Решение. Первая производная данной функции была 

найдена при решении примера 76:
У' =  & /(2  -  У)-

Продифференцировав обе части последнего равенства 
по х, имеем



Подставив в полученное равенство выражение для у', 
найдем вторую производную данной функции:

f,// _  g*(3 — у) _  е2*(3 - у )
2 - у  (2 — y f (2- у ?

Задачи для самостоятельного решения
В задачах 3.48—3.58 найти производную данной функ

ции, используя правило логарифмического дифференци
рования.

3.48. у = х2х. (Ответ: у' =  2х2х(\п х + 1).)
3.49. y = (sinjf)\ (Ответ: у' = (sin ̂ (ln s in x  +  xctg*)-)
3.50. y = f os\ /Ответ: y '= ^ os V _  sinx • lnx + ̂
3.51. y — (sin xj*x, | Ответ: у' = (s in ^ nj;(ln x- ctgx-f- 

+ J£ ^ L»

3.52. у =  (cos x)l/x. ( Ответ: у' = — -cos xj ' (In cos x -f- 
-f * tg x\\

3.53. y = x'\ (Ответ: у' =jc*‘+i(2 lnx+  1).)
3.54. y = ( i g Xy. (Ответ: y' = (tgxY(\ntgx+2x/sir\2x).)
3.55. y ^ {x +  \f*. (Ответ: у’ =  2{x+  1 -
ln(jf + I) \ \

J )

3.56. y ~
{x - b f  ‘

(Ответ: y '= -
V 3 ( x - 5 ) ’ y i x + i f  '

3.57. y = -----^  .
M(x + 2 f - ix  + 3f

(Ответ: у'  ------- У  + --- «- Л

(дс - f  1 f  -\jx — 2

\j(x — 'if

(Ответ- и'  =  57**~  302*+ 361 ( х + \ ? Ф = *  v 
(  • У 20(x — 2)(x — 3) )

245



В задачах 3.59—3.69 найти производные у'х и yfU дан
ной параметрической функции.

d но /* =  2cos/, ^
3-59- {у =  4sin2/.

° ™ - f = 27o4s Г ' Г Д 1 Й ] )

£ = а С л

Огее, Й ^ Г 2'»*})
F  =  lncos/,

3-61- jy =  !nsint.
Отйрт- У**" “ с1ё2Ч  У"* =  —2 cos2//sin4/,yv 

' jc= lnc0s/; } jc = In cos /. f)

3.62. g  =  ̂ 7'.

° ~ r :  Й Г , Г , Г - }  f  “ Г - Р " '} )

3.63. I х  =  cos= sin a/.

? = с « С0Г ' 1 £ “ оГа1(Л1л3‘Й’})

3.64. £  =  ; / - '•

о—  й г ,1/ ^ }  й / ^ '4 )
3.65. g = V . J .A

Ответ У'х =  1 /cos У?* *  _ t g3 '-V\U  -t =  1/sin /; ) * = 1 /sin /. j j
3.66. f  = acos33f'

Ц /  =  о  s i n  / .

Ответ У* =  {%1\  \ У"* =  —  ! / 3а cos< * sin
jc =  a c o s  / ; )  *  =  a c o s  / .  j j

Q 07 (* =  о/ c°s /,
3’67‘ t  = iI/sin/.

(>
t + tcost Л ~ _  2 + <2  ̂\

V t«, t — t sin / ’ / xx a (cos / — / sin i f ’ / J
x = at cos /; )  x = atcost. ) /
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3.68. fX 1п *’Iх =\y =  cos t.

< ° ™  f i 7 „ 7 ' (s in ,+ ' cos' )'})
3.«9. g  =  ^ , +  '•

(Oreer: ^ ” |;} * ■ # , _ } )

В задачах 3.70—3.75 найти производную у' Неявной 
функции.

3.70. х2 +  у2 — ху — 0. (Ответ: у' =  ^-^у ')

3.71. (? — е~х -j- ху =  0. (Ответ: у ' — — + У
3.72. e*s\ny— e_vcosx =  0.

(Ответ: у '= -  ' ^ у  + е-'ипх ч
 ̂ е" cos у + е 4 cos х }

3.73. ху=  arctg JL. (Ответ: JL != £ = £ .)

3.74. х* =  </“. /Ответ: =  _£>М=». А . \ ̂ V у In дг —■ х х J

3.75. — х2 + у3 =  0. / Ответ: у' =  2х ~ Ли I, у дсе̂* + Зу /
В задачах 3.76—3.80 найти первую и вторую произ

водные неявной функции.
3.76. х = у — arctg у. (Ответ: у '= у ~ 2 +  1, у" =

= - 2<у- 3 +  <г5).)
3.77. ё* =  х-\- у. (  Ответ: у' = — !—  = --- !--- , у" =

V — 1 if + if- 1  у
=  — \

(дс-Н/— I)3 /
3.78. arctg(x у) =  х. (Ответ: у' — (х + о)2, у" =

= 2(x + y)(\+ (x  +  yf).)
3.79. In у — — = С. (Ответ: у '=  —-— , у" =

У \ х + у  v
= ----i.—  \

(х +  У? )

3.80. In х+ <?-*"' =  С. (Ответ: у' =  ^  +  еу/х, у" =
___ (1 + v

*  7
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3.3. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ, ЕГО СВОЙСТВА 
И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ. 
ПРИБЛИЖ ЕННЫ Е ВЫЧИСЛЕНИЯ 
С ПОМОЩЬЮ ДИФФЕРЕНЦИАЛОВ
Функция у = f(x) называется дифференцируемой в точке *о, если 

ее приращение Дх) может быть представлено в виде
Д</(дсо» Дх) =  А&х + 0(Д*).

Главная лииейиая часть А&х приращения &у называется диффе
ренциалом этой функции в точке *о, соответствующим приращению 
Дх, н обозначается dy, т. е. dy = А&х.

Для того чтобы функция у = f(x) была дифференцируемой в точке .to, 
необходимо и достаточно, чтобы существовала конечная производная 
f'(*o). При этом выполняется равенство А =  f'(xo). Это утверждение 
позволяет называть дифференцируемой всякую функцию, имеющую 
производную.

Таким образом,
Ду = у£Ддг + 0(Дж).

Выражение для дифференциала иыеех вид 
dy = I'{x)&x.

Дифференциалом аргумента считается приращение аргумента 
dx— kx, при этом:

dy~ l'(x )dx , (3.5)
Ay = dtf+o(&x). (3.6)

Из формулы (3.6) следует, что если то при Д*-»-0 при
ращение функции Ду и ее дифференциал dy в фиксированной точке 
являются эквивалентными бесконечно малыми, поэтому Дy ~ d y  при 
Д*-»0.
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Геометрически дифференциал представляет собой приращение 
ординаты касательной к графику функции в точке Л4<](хо. уо) при при
ращении аргумента, равном Дх (рис. 3.5).

Перечислим основные свойства дифференциала:
1) d{c) =  0, с — const;
2) d(cu)=cdu\
3) rf(u± f) =  du±dc,
4) d(uv) = duv -j- udv,

j / u \ duv — udv , ,5) * ( “ ) “ ---$---( ^ 0):
6) dj\u) = f'(u}du.
Если приращение &x аргумента мало по абсолютной величине, 

то Ау »  dy и получаем формулу приближенных вычислений с помощью 
дифференциалов

Н хо  +  Дх) ж  /(-to) +  f'(xe)AJc. (3.7)
Дифференциалом второго порядка функции у = fix) называется 

дифференциал от дифференциала первого порядка, т. е. d2(t/)= d(dy). 
Аналогично определяется дифференциал третьего порядка d*y = 
=  d (d2y) Вообще,

d°y = d(da-'y\
Если y = f(x) и х — независимая переменная, то дифференциалы 

высших порядков вычисляются по формулам:
d‘!y= y "(d x f, d:iy = y/"(d x f..... d"y = tfn){dxf.

Примеры
1. Дана функция у =  х2 + 2х. Найти значения при

ращения и его главной линейной части, соответствующие 
изменению аргумента от х0 = 2 до х = 2,1.

Реш ение. Так как Ду =  f(xo +  Дх) — /(хо), то найдем 
сначала приращение данной функции при переходе аргу
мента от значения х0 = 2 к значению х0+Дх — 2,1 : 
Ду|*«=2 =  f ( 2,1) -  f ( 2) =  {2,1 f  +  2 • 2 ,1 -  (22+ 2 • 2) =  0,61.

| д с = 1).|

Учитывая, что dy = f'(xa)&x = (2х0 +  2)Дх, при задан
ных числовых значениях аргумента получаем

djfU-s =  (2 • 2 + 2) • 0,1 — 0,6.
| Д* =  0.1

2. Сторона квадрата равна 8 см. На сколько увели
чится его площадь, если каждую сторону увеличить на 
1 см? Найти главную линейную часть приращения площа
ди квадрата.

Решение. Пусть сторона квадрата равна х. Тогда 
его площадь S(x) =  x2. Из условия известно, что х<> = 8, 
Дх = 1. Следовательно,
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AS — S(A'o +  Ax) — S(jco), =  2*oA*,
а при переходе от значения аргумента *о — 8 к значению 
*о + Ах = 9, имеем:

4S L =8 =  5 (9) — 5(8) — 92 — 82 =  17 (см2),|Лх = I
dSL^e = 2 -8 -1  = 16 (см2).|а*=1

3. Ребра куба увеличены на 1 см. При этом диффе
ренциал dV объема V куба оказался равным 12 см3. Найти 
первоначальную длину ребер.

Решение. Пусть л-— ребро куба. Тогда V(х) =  лг3, 
Ах = 1 см, dV =  12. Необходимо найти *о. Так как

dV = V'(*,)Ax = 3JcfcU, 
то 12 = 3*0' 1, *о — 4, откуда *0 = 2.

4. Найти дифференциал функции t/ =  tg* в точке 
х0 = л/4, если А* = 0,5; 0,1; 0,01.

Решение. Так как

dy = /'(хо)Л*= — —̂ Ах,
COS Х0

то при х0 = л/4> Ах = 0,5 имеем

= ‘ - 1  =  I.
|Лл =  0,5 ( д ^ / 2 ) 2 2

Для Аде = 0,1 и А* =  0,01 соответственно получаем:
dy 1*0=л/4 =  2 - 0,1 =  0,2 ,|i*=0,l

dy L ="/4 = 2 -0,0 1= 0,02.[л̂ —o,oi
5. Найти дифференциал функции г/= * arctg* —

— In -^1 + х2 при произвольных значениях аргумента х 
и при произвольном его приращении Дx =  dx.

Решение. Так как

у '=  I .arctg* +  — --- - J =  = arctg*,
+ V l+*2 2 VI

a dy =  y'dx, то dy =  arctg xdx.
6. Вычислить приближенно cos 61°.
Реш ение. Применим формулу (3.7), Здесь /(*) = 

=  cos*, *о =  60°, А* = 1° =  я/180, / '(*)=  —sin*. Тогда:
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cos(x0 +  Дх) да cos Xq — sin х0Дх,
71cos (60° -}- Г ) «  cos 60° — sin 60° • -jjr =•

= ° ' 5 -  #  w  *  w  #  w  *  °-4868-
7. Вычислить приближенно tg44°.
Решение. Воспользовавшись формулой (3.7), где 

Дх) = tg х, jt0 =  45°, Дх = — 1° =  —л/180, Г (■*)=* 1 /cos2x, 
получим:

tg(x0 +  Дх)да tg х0----[—  Дх,COS *0

tg(45° — 1 °) ft; tg 45°---- i-----—  да
&  &  c o s 2 4 5 °  180

' + т ( - Т 5 о ) * ад657-

8. Вычислить приближенно -у5.
Реш ение. Воспользуемся формулой (3.7) и будем

рассматривать д/5 как частное значение функции у = -фс 
при x = x0-f Дх=5. Пусть Х о  =  4, Дх= 1. Тогда /(хо) =
= д/4 = 2, а

 ̂  ̂ ^ 2-ф^х‘=4 2л/Г 4

Следовательно,

УЁГ — д/4 +  1 да д/4~ +  y  ‘ 1 2,25.

9. Вычислить приближенно д/нх
Решение. Будем рассматривать д/кГ как частное 

значение функции /(х) =  д/х при х =  хо + Дх= 10. Пусть 
х0 = 8, Дх = 2. Тогда /(х0) = д{& == 2,

П х о ) ~ - != 
3^4

I 1 I

Применяя формулу (3.7), получаем
_1_
12д/10_  д/8 +  2 * *2  +  - 1 - 2 д а2,166.
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10. Вычислить arctg 1,04.
Решение. Воспользуемся формулой (3.7). Здесь 

f(x) =  arctgх, хо~\, &х =  0,04, /'(*„)=  1/(1 х$). Тогда

arctg 1,04« arctg I +  • 0,04 = + 0.02 да
да 0,785 + 0,02 да 0,805 да 46°7'.

11. Убедиться в том, что функция у, заданная урав
нением

arctg^ = lnV^T7 , (О
удовлетворяет соотношению x(dy — dx) — y(dy -|- dx).

Решение. Исходная функция задана неявно. Найдем 
дифференциалы от обеих частей уравнения (1). Имеем:

rctg-jj^ =  d(tn^Jx2 +  у2),

(2 xdx +  2 ydy),
т. e.

1 xdy — ydx ________ 1 I
\+ (y/x f ** V *2 + V* H - S  + У2

x1 xdy — ydx __ xdx + ydy
V + 7  ?  + '

Отсюда

xdy — ydx =  xdx -f- ydy, dy = * ̂  dx,
x(dy — dx) = y(dy + dx),

что и требовалось доказать.
12. Найти dy, d2y , если у =  4~*\
Решение. Так как 'd2y = d(dy), найдем сначала dy:

dy =  f'(x)dx = 4~х 1п4-( — 2x)dx.
Далее имеем

d2y = f"(x)(dxf = — 2 In 4 • (4~‘1x)/(dx)2 =
— - 2  In 4 • (4_дг5 In 4 • (—2x2) +  4-zt)(dxf _

=  —4-jr! • 2 In 4 • (1 — 2ДГ2 In 4)(dx)2.

Задачи для самостоятельного решения
В задачах 3.81—3.86 найти дифференциал фу
3.81. у = ±  +  arctg А  (Ответ: Л

а  \ х2(<г +  ; г )  }
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у =  д/Т+х2. ( Ответ: xdx/ ĵ 1 + х2.)
3.83. у=  ln - ^ - . (Ответ: -  ^ г Л1+ **  ̂ 1-Х* )

3.84. о— arcsin—. (О твет:---- --- Л* V )

3.85. у =  arctg-J4x — 1. /Огвег: ---d— _ Л
V 2х̂ 4х — 1 /

3.86. y=ctgjc +  —!— . /Ответ: — L+S05* dx.\
sin X \ sin X }

3.87. Найти приближенное выражение для прираще
ния: 1) AS площади кругового кольца; 2) AV объема 
сферической оболочки. (Ответ: 1) ASzzdS = 2nRdR\
2) A V & dV  = 4nR2dR.)

3.88. Найти dy, если y =  cosx при х =  л/6  и Дх = 
= я/36. [Ответ: dy =  —л/72» —0,0436.)

3.89. Пусть у = х3. Определить Ау и dy и вычислить 
их при изменении х от 2 до 1,98. (Ответ: Ау=  —0,2376, 
dy = -0,24.)

3.90. Период колебаний маятника Т =  2лд///980 с,
где / — длина маятника, см. Как нужно изменить длину 
маятника I = 20 см, чтобы его период колебаний умень
шился на 0,1 с? (Ответ: dtcv 4,46 см.)

В задачах 3.91—3.100 вычислить с помощью диффе
ренциала приближенное значение данного выражения.

3.91. arcsin 0,4983. (Ответ: 0,52164.)
3.92. tg45°3'. (Ответ: 1,0018.)
3.93. In 1,005. (Ответ: 0,005.)
3.94. sin30°2'. {Ответ: 0,5005.)
3.95. -д^ГГ (Ответ: 7,995.)
3.96. д/624? (Ответ: 4,998.)
3.97. д/§02? (Ответ: 30,03.)
3.98. д/257? (Ответ: 4,0039.)
3.99. д/7307 (Ответ: 9,004.)

3.100. /^ Р37Г ~ 1 , (Ответ: 0,782.)
V  (2,037) +- I
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3.4. ПРАВИЛО ЛОПИТАЛЯ РАСКРЫТИЯ  
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ

При раскрытии неопределенностей вида и применяется
Правило Лопиталя. Пусть функции /(х) и <р(*) дифференцируемы 

в 6-окрестности точки *о и ф'(.с)Ф  0. Если lim f(x) =  lim ф(д’) =  0 илиХ-+Хц х~+х9
lim f(x)=  lim <р(х)= оо, т. е. частное f(x)/ip(x) в точке х = х,-, представ-

X-+-XQ
ляет собой неопределенность вида — или , то

fix) /'(.<)lim ' ' = lim —
x-i-xa <p'(jr)

«.при условии, что существует предел отношения производных, 
s  Правило Лопиталя справедливо и в случае, когда функции f(x) 

и <р(лг) не определены при х = х0, но lim/(дг) = 0, lim ф(х) = 0. Для того
с * X -J.I

чтобы свести этот случай к уже рассмотренному, надо доопределить 
функции /'(дг) и <р(х) в точке х =  л'0 так. чтобы они стали непрерывными 
в точке хо. Для этого достаточно положить /(*<,) = lim /(х) =  0, <р(хо) =дг—►js<i
= lim <{’(*) = 0, так как предел отношения f(x)/<t(x) при х~>-хп не зависитХ-*-Х<>
от того, определены ли функции /(*) и ф ( х ) в  точке х = хц. Если f'(.*o) = 
= ц>'(jco) == 0 или lim lim (р'(х) = оо, <j"(.v) Ф  0 и существуетл—*х$

Г(х )lim ~ ~ г>  то приходим к формуле Х̂-Хъ ф (х)
,im Ш  _  lim rtSL

х~Хь ф' (х) х~хс ф"(дс)
и т. д.

Рассмотрим неопределенность вида О-оо. Пусть lim / ( jc) = 0.Х-+ХС
lim <p(x)«: о©. Тогда неопределенность вида 0*оо преобразуют к не-

оопределенности вида

1«т(/(д£)ф(дг))= lim - *-*■*> х-**, 4 /<р\х)
ооили к неопределенности вида оо

lim (/(дс)ф(лг)) = lim ■
*-*e x-rxo I /f(x)

Если lim /(.v) = оо, lim ф (дг| = оо , т о  выражение f(x) — ф (л ) можно
Х-*Хо Л-»Хо

преобразовать слудующнм образом:
f(x )-  <f(x) = f(x )(l -  ̂ (х)/((х)\

ф(х) оо „  .. <р(х)а затем раскрыть неопределенность ~  - вида ——. Если Kim ■ Ф/(■*) 00 x—xq Цх)
Ф  1, то lim (/(дг) — <р(дс)) =  оо.

X-+XQ
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Если же lim ^ 7- =1, то получаем неопределенность вида 
х—Ч дх) 

ос -0, рассмотренную выше.
Неопределенность вида оо — оо • можно также преобразовать к 

Онеопределенности вида — :

Iim ( / ( * ) -  <р(*))«  Iim * ~  ( l im /<лс) =  оо,
x-*ta x-~xt l/ (f (X )< f {X ))

lirti <р(дг) —  оо).х̂р-хц
Рассмотрим неопределенности вида 0°, оо°, J® . Необходимо найти 

lim (f(x)flx>, где f(x) при х-^ха в первом случае — бесконечно малая,
во втором случае — бесконечно большая, в третьем случае — функция, 
имеющая предел, равный единице. Функция же q>(x) при *->-*о в первых 
двух случаях является бесконечно малой, а в третьем — бесконечно 
большой.

Логарифмируя функцию у =  получаем равенство In </ =
= <р{х)1п }(х) н находим предел 1п у при х->-х,:,, после чего определяем 
предел у при х-*х(1. Во всех трех случаях In у при является
неопределенностью вида 0 • <х>, метод раскрытия которой изложен выше.

При вычислении пределов с помощью правила Лопиталя возможно 
использование эквивалентных бесконечно малых, ранее известных за
мечательных пределов и т, д.

Примеры
Вычислить пределы путем раскрытия неопределенно

стей вида ~  илиО ОО

1. lim * ~ sin*о х — tg х
Решение, Убедившись, что при *-►() имеет место 

неопределенность вида применяем правило Лопиталя;
П т *-- Ф *  =  l b  ' - cos* =  \imil— *1^1* =  
x-»0 X — tg X J — 1 /cos X r—0 cos x — \

^ H m--( cos- * - = -  lim .e0*2* =  — —.
Jr->-0 (cos x — l)(cos X I) *-►<) 1 COS X 2

2.
0 x — sin x

Решение. Имеем неопределенность вида для 
раскрытия которой применим правило Лопиталя:

ljm f - g-*- 2* =  |im е>_± е ^ ~  2 
.г-*-0 X — sin X лг-̂ 0 1 — cos X
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Поскольку полученное выражение также представляет
о_ 
особой неопределенность вида то, применив еще два

раза правило Лопиталя, имеем
цт Л ± £ ^ 2_ ! т ,  £ = £ L  =
i —О I — COS X ДГ—о sin X

= Vlm£ + JZ L  =  l± L ^ 2 ,jr—0 COS X 1

3. lim-^-.
r—'»  X

Решение. Так как данное выражение представляет 
собой неопределенность вида то, применив 5 раз пра
вило Лопиталя, получим

lim ~  - lim —V = lim ^ = lim —оо х *->» 4jt х-̂ оо ] 2.г 24х
г- ?= lim —  = оо.*-*» 24

4. lim - .
-с-̂ 0 ДГ

Решение .  Имеем неопределенность вида -jj-, которую 
раскрываем по правилу Лопиталя:

lim * "  =  lim 1/(1 + **> =  lim - L± 4 n L  =
x-*o дг дг-̂ о 2дс (1 +  j^ ) - 2 x  '

“  2(1 + n’t

5. lim-*’' - 3' - 1
*—0 sin2 5*

Решение. Раскрывая неопределенность вида у  по 
правилу Лопиталя, имеем

l im ^  — ? » - '  =  lim------- ----------------------- l i m - - — —  ̂ -
jc—о sm эх дг—о 2 sin 5-г • cos 5х • 5 *-*-0 5 sin 10х

=  lim-------^  =  -1.
/—в 5 • 10 cos Юдг 50

Найти пределы выражений, представляющих собой 
неопределенности вида 0 • оо.

6. lim j^lnxjc—►О
256



Решение. Имеем

lim jc2 In х — Iim .
0 х-*0 I /х2

Полученное выражение представляет собой неопре
деленность вида 'гс°°- . Для раскрытия ее применяем
правило Лопиталя:

|imJ!L* -_= П т- J£ -  = _  J_ iimx2 = 0.
*—о L/дг о — 2/х3 2 л—о

7. lim (я — *)tgy.
Х—~П £>

Решение. Убедившись в том, что имеет место неопре
деленность вида 0 • оо, преобразуем ее к неопределенности

ООвида — :оо

I im (л — = lim2 *-*-n J
л—x

а затем применим правило Лопиталя:
i j_

, * з х 2
i:_ ~2 l:„  CW 2 l;„  (n - x flim—-—  — lim------------- ==■ lim —---- —.

I JC-^Л I . . .  x—n л X-----  —  ---- -j- ■ (— t )  2 cos —
n  —  x  (л —  x f  2

г> оВ результате получаем неопределенность вида для
раскрытия которой применим два раза правило Лопиталя:

limi f l ^ . = 1im---- 2<л~ *><-■)---- =
л—я ,  X  *->-л X  /  X  \  1

с ~2 4cosT ’( - * mT ) ' T
= iim = | im ^ L  =  ^ L  = l.

а-*-п —  2 S in  X x-*-n c o s  A' — 1

Вычислить пределы, раскрывая неопределенности &ида 
оо — оо.

8. lim(ctgjc — 1/х).
Решение. Записав ctg* =  cosx/sin х и приведя дан

ное выражение к общему знаменателю, получим неопре
деленность вида
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lim/«£iL _  _L\ =  )im * - s-̂ ,
x-+o  ̂sin x x / *-*o x sm x

к которой применим правило Лопиталя:
х cos х — sin х __iim  cos * ~  x sin * ~  cos x =

x^o x sin x jr-о sin x 4- x cos x

— lim— ——sin x—  = | sin x при x-»-0 | =
jr-»o sin x + x cos x 

= tig , +1 ~ Й  - 1 -  °-
9. lim(-----1 Yx—ii у x e* — 1 /
Решение. Приведя дроби к общему знаменателю,

преобразуем неопределенность вида оо — оо к неопреде- 
0ленности вида -д-.

lim/---- ~г Ц Л  =  lim—л-►о \ х  е* — 1 )  i-Ki х(е? — I )

а затем применим правило Лопиталя:
цт  g1 — I _  ]jm g1 _  _l_
л_»о ё* — I -J- xe* x-*(s e1 + xe* + e* 2

Найти пределы выражений, раскрытия неопределен
ности вида 1" ,  0°, оо®.

10. Iim(£* + x)l/Jt.,r-*-0
Решение. Имеем неопределенность вида 1". Поло

жим y =  (eJI-|-jc)l/JI и прологарифмируем обе|части этого 
равенства:

Найдем

1п у=  у  \п(е* +  х).

lim in у =  lim lnK  ,
х-й) х-*0 X

Так как последнее выражение представляет собой 
неопределенность вида то по правилу Лопиталя имеем:

,imi!!l£ l± il _  нш («■ + *> (8, + l) _  im, £ ± i _  i ± l  »2 .
-«—о х х-*о 1 х^й е* + х 1+0
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Поскольку lim In у = 2, тоX—О
limj/= lim(e* +  х)'/х =  е2.
г-*-0 х-*-0

1 1 . lim*81"'.
Х-+0

Решение. Данное выражение представляет собой 
неопределенность вида 0°. Введем обозначение у = х*ю\ 
Прологарифмировав обе части этого равенства, получим 
In у  =  sin х In х. Отсюда

lim In у =  lim(sin х\п х)=  lim- 1пдго о х—о 1 /sin х

Имеем неопределенность вида — , Применив правило 
Лопиталя, получим

Um_l!L*--- п т ----- Ц*---- =
l / s in x  х-»о ( — 1/sin jc)cosx *—о jc cos л:

= ||im -^- = l| =  lim - ^  = limtg* =  0.
I jr—Mil X  I jt~*0 COS X  Jf-H)

Следовательно, 1 im у = I im jc3"1 1 = e° = 1.
x-*0 * ^0

12. lim (tg*)2jt-n.
x-*-n/2

Решение. Данное выражение представляет собой 
неопределенность вида оо°. Полагая у = (tg x fx~x и лога
рифмируя обе части этого равенства, получаем

In у =  (2х — п)\п tgx
Тогда:

lim In у =  lim {2х — л)1п tg дс =  lim ln tg -- =
ж-п/2 Г  x-*/2V ’  Ъ  х-я/2 1

2дс — я

= lim lgJf cos * = lim f c l i i L  «  
x—n/ 2  1 2  х-*я/2 sin 2x

(2x-~nf'
=  lim  .2(2-*- я ) -2 =  0(

х—я/ 2  2  cos 2x
lim у =  I im (tg xfx~n = eb =  1.

ДГ-Я n  x—*-л/. Б  '

259



Задачи для самостоятельного решения
В задачах 3.101—3.110 с помощью правилу Лопиталя 

найти предел.
3.101. lim - ■ -еЧ* ~ 1— . {Ответ: 0.)

ж-*-» 2 arctg дг — л

зл02- 1!3 Л 1 - 3}о- ( 0теет: f  )
3.103. lim -— —-. {Ответ: ln a — 1.)

x - i  In X

3.104. lim !п ^ . {Ответ: 0.)Х-+00 I — хе*

3.105. lim . {Ответ: 1.)
*-»0 tg X  —  X

3.106. I im ■ (Ответ: -1-Л
jr-*-»  7 л — I у  7 /

З.Ю7. {Ответ: I.)
ж— о In stn х

3.108. lim . (Ответ: J - Лsin® 2х  ̂ 128 /

3.109. lim -2-г1аг̂  , (Ответ: 2.)
1п (1 +  1/х) '  '

3.110. lim , (Ответ: I.)
х-*а 1п(^ — е“ )

В задачах 3.111—3.117 раскрыть неопределенности 
вида 0 - оо и оо — оо, преобразовав их предварительно
к неопределенностям вида ~  и

3.111. Пт(л — 2 arctg лс)1п х. (Ответ: 0.)

3.112. lim arcsin х~ а ctg(.t — а). (Ответ:
3.113. Iim(a1/Jt — 1 )jc (а >  0). (Ответ: In а.)

X-*- СО

3.114. 1 1 ^ ( т ~ г ~ у ~ г )  ( 0 - Т - )
3.115. Мт(1/дг2 — ctg2 jf). (Ответ: 1.)-г—О
3.116. lim/—------V (Ответ: —Л

1 \  а: —  1 In дс /  V, 2 /

3.117. lim In jc In (jc — 1). (Ответ: 0.)
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В задачах 3.118—3.124 раскрыть неопределенности 
вида 1 °°, 0°, оо°, предварительно преобразовав их с по
мощью логарифмирования исходного выражения к не-

0 ООопределенности вида 0- оо, а затем к у  или — .
3.118. Iim {l/^BI. [Ответ: 1.)
3.119. (Ответ: е.)
3.120. Jim(l + 1 /х2у. (Ответ: 1.)

Х~*-оо
3.121. Iim(lnctg*)fg\ (Ответ: 1.)
3.122. lim(cos2;t)?/j:\ (Ответ: е_б.)к-кО
3.123. l im f-------5 _ _ \  i/8,n jr (0тдет. е- 1/зо j

V 2 + -ф +  х )
J лх

3.124. lim(2—x/a)%ta. (Ответ: е*/п.)
х—а

3.5. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА И ЕВ ПРИЛОЖЕНИЯ
Если функция у = fix) имеет производные до (п -{-\)-го порядка 

включительно в некотором интервале, содержащем точку х =  а, то она 
может быть представлена в виде суммы многочлена п-й степени и 
остаточного члена R„(x):

f(x) = f(a )+ £ @ - (x - a ) + I^ L ( x - a f  + ...+

+ - ^ - ( * - <  + *„, (3.8)
где

^+|>(Е)(г-дГн
(« + ()! 1 '

есть остаточный член, в форме Лагранжа, | =  а + в(х — а); 0 < в  с  I .
Формула (3.8) называется формулой Тейлора.

При о = 0 получаем формулу Маклорена:

/ м - ( (  о > + -ф - *+ - £ ® - «*  + .. + ^ 1 ‘ + а д  (3.10)

г „ « . (, )- а | й р : „ < в < 1
С  помощью формулы Тейлора можно приближенно представить 

(аппроксимировать) функцию Цх) в виде многочлена:

/(*)*/(a) + i ^ ( * _ a)+ i ^ ( , _ a)* + .. + i ^ ( * - a r ,  (3D)

называемого многочленом Тейлора (или при а = 0 многочленом Макла
рена), если для функции f{x) выполняется условие
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,,m R M _  |i|n 0<;e< , „  m 
Л — ОО л-* оо (Л + I )!

Формула Тейлора позволяет оценить возникающую при этом погреш
ность /?„, которая может быть сделана сколь угодно малой только при 
тех значениях х, при которых lim /?» = 0.Л-*ОС>

Приведен разложения некоторых функций по формуле Маклорена: 

^  =  1 +  - j r  +  +  •.. +  (3.13)

где Ил{х)*= j-n-+  I О < 0 <  1;

V* /__ I Y*+ l V2" -  1sinx = , _ ^ + _ _ , . .  + l _ l - _  + ̂ ,  (З.М)

sm (ex + (2n + I) 
где «„(*> = — 1L _ _ 1 Z ^ +'; 0 < в <

cos х = 1 -  -  ... +  + Ru+u (3.15)

cos/e*+ (2« + 2)
где # ,*+ ,(* )- ---* --- ^ - ^ +1;О < 0 < 1 ;

(, +ж Г„ 1 + ^ + т <т - » *+  т ( т - 1) ( т - 2)_^ +

+ .„+  + (3.16)л!
где /?„(*) =  т ( т ~  ‘) ( т -  2) - ( т - « )  ,([ + влсу.— 1; 0 < е  <  |.

(« + I)"
i 2 л5 х4 f — 1У1-1ln ( l+ * ) _ x _ i - + . £ - _ - £ -  +  ...+ i — ---xr + R„(x), (3.17)

где Лж(к).  (-првг)’+‘; о < е< 1.

Для многих функций формула Маклорена неприменима, ибо при
дс = 0 оин или их производные не существуют (например, In jc, ~\Jx , 
ctg x, \/x).

Формулу Тейлора используют при вычислении значений функции 
с заданной степенью точности. Пусть, например, требуется вычислить 
значение функции fix) в точке *о с абсолютной погрешностью, не пре
восходящей е, если известно значение этой функции и ее производных 
в точке а. Из формулы Тейлора следует, что

f (*о) *  1(a ) +  -^ур (х0 -  а ) +  ... +  (хо -  а Г .

где rto — минимальный нз номеров п, для которых (#*+1 (х<>)1 < t.
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Примеры

1 . Разложить многочлен х4 — бх3 +  х2 — Зх +  4 по 
степеням х— 4.

Решение. Если о =  4, то
/(4) =  44- 5 -4 3 +  42-3-4  +  4 = -56.

Так как /' (х) =  4х3 — 15х2 + 2х — 3, то
f  (4) =  44 -  15 • 42 +  2 • 4 -  3 =  21.

Аналогично получаем:
//,(х)=12х2-30х + 2, П 4)= 12 • 42 — 30 • 4 + 2 = 74; 

/'"(х) = 24х-30, f"'(4) =  24-4-30 =  66;
Г  V)(x) =  24, f (4) =  24; ^ '(х ) = 0.

Подставляя найденные значения в формулу (3.11), 
получаем
х4 — 5Х3 + х2 — Зх +  4 = —56 + 21 (х — 4) +  37(х — 4f + 

+ 11(х-4)3 +  (х-4 )\
2. Найти первые 3 члена разложения по формуле 

Тейлора при х =  2 функции f(x) =  х8 — 2х7 -|- 5х® — х 3. 
Подсчитать приближенно значения /(2,02) и /(1,97).

Реш ение. Воспользуемся формулой (3.1 J) для п =  
=  2. Так как

/(2) =  2й — 2s + 5 • 26 -  2 +  3 = 321, 
f'(x) =  8х7 -  14х6 + ЗОх5 -  1,

/'(2) =  8 * 27 — 14 • 26 +  30 • 2s — 1 = 1087,
/"(х) =  56х* -  14 • бх5 +  150х\

/"(2) =  56 • 26 — 14 • 6 . 2Б +  150 • 24 =
= 25(112 — 84 4* 75) =  3296,

то
/(х )« 321 + 1087{х-2) + 1648(x-2f.

Следовательно,
/(2,02) ж  321 + 1087(2,02 -  2)+1648(2,02 -  2/=  343,3992, 
/(1,97) «321 + 1087(1,97-2)+ 1648(1,97-2)* =  289,8732;

3. Записать формулу Тейлора и-го порядка для функ
ции у = l /х при Хо= — 1.

Решение. Находим значения функции и всех ее 
производных в точке х0= — 1 :

/( — 1)=  1; / '(* )= -  1/х2= - х - 2, П - П = - 1 ;
Г (4 -  ( -  1) ( ~ 2)х-3, Г ( -  0  = ( -  1Г ■• 2 !;
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/ * (jr ):= (- l)(- 2 )(- 3 )x - \  f " '{~  1) =  (— l )3 • 3!;

f'\x) =  ( -  1 )nn\x~<n + /<">(-  1)*= = - n\

Так как xo+ 0 ( x  —  x0) =  — 1 + 0 {jc+  I), to 

f (« + 'V _ l + e ( x - f  1)) =  (~1Г+Ч«+1)1.
' V ^  v "  ( - 1 +в(х+ 1)У+*

Подставляя полученные выражения в формулу Тейло
ра (3.1 1 ), имеем:

JL = _ ! _ ( * + ! ) _ ! _ ( *  + ( ) * _ | _ ( *  +  i f

— 2Lix+  1Г I f - ^ f r + W - r + ir *
n\ ( - 1  +в(х+ 0Г+2{«+ 0!

или

X

+

1  =  _1 _(*+!)_(*+ 1)*_(Х + 1)?_..._(Л + 1)Г4.
( — I ) 1" 1-‘( * 4  1 Г +|
{- I +e(jt+ 1)Г+3 '

4. Вычислить с точностью до 10 3 приближенное зна
чение

Решение. Выполним преобразования:

д/29 = ̂ /27 + 2 = У<27(] +2/27) = 3(1 +2/27),/3.

Воспользуемся разложением (3.16), для которого 
погрешность Ra можно сделать сколь угодно малой при 
|х| <  1 и достаточно большом п. Имеем

^ 9  =  3 (. + | r ) ,/J«  3 (1 + | i  +  M ^ 27 -27

т ( т ~ ' ) ( т ^ 2)  _g_ + т ( т _ Т 0 ( т г 2) ( з  ~ 3)
2 

24

. j  у j  / у j  / _о__, о \ л j \ -л л /
2-3 273 2-3*4

Х ^ 7 + - + ^ )  =

■ 3/1 4- — -  — — 4- \ -  i .  ^V 81 81 81 3 \81 / 3 814 /
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Оценивая величины последовательных ошибок вы
числения 31Лп1, находим:

-5/3

3|/Ы = 3.

2!

J_
3

< ^ - < 0,002,

<
3! 
3-8-5

8I3 <  0,0003.

Следовательно, для вычисления с заданной точностью 
достаточно взять сумму трех первых членов из формулы 
(3.16), которые предшествуют остатку Ri, т. е.

^ ffi3( , +  i r ~ 5 F ) ~ 3'072-

5. Вычислить cos 10° с точностью до 0,001 с помощью 
формулы Тейлора.

Решение. Избавляясь от неизвестного параметра в,
в силу неравенства |со$вл + (2л -}-2) 1 , получаем
неравенство

| * a ,  +  , l  < ^ п +  г / ( 2 п  +  2 ) ! ,

которое позволяет легко оценить погрешность при замене 
функции cos х многочленом. Воспользовавшись разложе
нием (3.15) с учетом того, что 10° =  я/18«  0,174, по
лучаем

Таким образом, для достижения требуемой точности 
достаточно взять два первых члена формулы Тейлора. 
Следовательно,

cos 10° «  1 -  0,1742/2 *  0,9847.
З а м е ч а н и е  При любом значении х и п->-оо остаточный член 

fltn+i формулы Макларена для функции cos х сремится к нулю, т. е. 
lim tfm + i = 0. Отсюда следует, что при любом значении х функцию

П —+ оо

cos х можно аппроксимировать ее многочленом Маклорена с любой за
данной точностью, причем последовательное повышение точности 
аппроксимации достигается путем простого увеличения числа членов 
аппроксимирующего многочлена. Полагая п — I, 2, 3, получаем простей
шие приближенные формулы для cos х:

о-1" '  < «£ «0 ,0 0 0 6 .24 24

265



хоторые расположены в порядке повышающейся точности.

Задачи для самостоятельного решения
3.125. Разложить многочлен ж3 -|- Зх2 — 2jc 4 по сте

пеням двучлена х+1. (Ответ: {*+  I )3 — 5(*+  1) + 8.)
3.126. Записать формулу Тейлора «-го порядка для

функции у = -yjx при а =  4. (Ответ: -\/х =  2 + ~~
_ _  (х  ~  +  ( —  I У  ~ ' (2п  -  2 ) ! ( *  -  4)" ,

64 5 1 2  "  п ! ( л  — I )! • 2 4" - 2

+ ____ ( - » т » ж * - « г +| ___  0 < е < 1.\
2и+,п\(п + 1)1 V 4 + 8(-( — 4) +1 /
3.127. Дан многочлен f(x) = xs — бд̂  + л. Найти пер

вые три члена разложения по степеням х — 2. Вычислить 
приближенно /{2,1). Вычислить /(2,1) точно и найти абсо
лютную 6 и относительную б' погрешности вычислений. 
(Ответ: /(*)= —6 -h 21(дг — 2) +  50(jc — 2)2 /(2,1)«
« - 3 ,4 ; /(2,1)=-3,36399; 6=0,036; 6 '«0.0М  =
= Ы  %■)

3.128. Пользуясь приближенной формулой ^ « 1  +
+ * + ̂ / 2 , найти l/Ve  и оценить погрешность вычисле
ний. (Ответ: 0,78, б <0,01.)

3.129. Вычислить с точностью до 0,001: 1) sin 18°;
2) д/ЗзТ (Ответ: 1) 0,309; 2) 2,012.)

3.130. Вычислить с точностью до 0,001 cos 41°. (Ответ:
0,754.)

3.131. Вычислить с точностью до 0,001 sin 36s. (От
вет: 0,587.)

3.6. ВОЗРАСТАНИЕ И УБЫВАНИЕ ФУНКЦИИ. 
ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ.
НАИБОЛЬШЕЕ И НАИМЕНЬШ ЕЕ ЗНАЧЕНИЯ 
ФУНКЦИИ НА ОТРЕЗКЕ
Функция у = Цх) называется возрастающей в интервале (а; Ь), 

если для х, >  jr2, где ai, х26(о; Ь), выполняется условие /иУ) >  /(.<?)- 
Функция у = f(x) называется убывающей в интервале (а; Ь), если 

для Jf! >  лсг, где дс|, jc2 6 (а; 6), выполняется условие /(*i) <  /'(Хг1



Теорема I  (достаточное условие возрастания и убывания функции >.
Если функция у = Цх) дифференцируема в интервале (о; Ь) и /'(х)> О 
при всех *€(<*; Н  то функция Цх). возрастает в (л; Ь)\ если j'(x) <  О 
для всех х£(а-. Ь). то f(x) убывает в (а; Ь).

Точка xi> называется тонкой минимума функции y —f(x), если суще
ствует такая окрестность Ut(x<>) точки х0> что для х£ (/«(хо) выполняется 
неравенство Цх)> Цхо)’, если же для х 6 Ut(x„) выполняется неравен
ство f(x) <  f(xо), то точка дго называется тонкой максимума. При этом 
число f(*o) называется максимумом (минимумом) функции. Точки ми
нимума и максимума функции называются ее точками экстремума.

Теорема 2 (необходимое условие существования экстремума). 
Если функция y = f(х) в точке хо имеет экстремум, то Г(*о) — 0 или j'(xo) 
не существует.

Точки, в которых f'(x) = 0 или f'(x) не существует, называются 
критическими. Не всякая критическая точка является точкой экстремума.

Теорема 3 (достаточные условия существования экстремума).
1. Пусть функция у = Цх) дифференцируема в некоторой окрестности 
(х0 — 6; хо + 6) критической точки х0, за исключением, быть может, 
самой этой точки. Если f'(x )>  0 для дг £ (х(, — 6; хо) и /'(.() <  0 для 
х £ (хо; х0 -f 6). то Хо — точка максимума. Если же f(x ) <  0 для х £ 
6 {хо — 6; Хо) и !'(х ) >  0 для х £ (х0; х0 + в), то Хц — точка минимума. 
Если /'(*) при х (х0 — 5, Xo + fi), х ф  х0, сохраняет знак, то точка хв 
не является точкой экстремума.

2. Пусть f'(xo) — 0, {"(хо) ф  0. Тогда функция у — Цх) имеет в точке 
хо максимум, если f"(xо)<0, и минимум, если f"(xn)>  0.

3. Пусть f 'W  = f '( i, )= .. .  =  f(*-|)(i,) =  0, Г\хо)фО. Если п = 
= 2* + ] , *€ N, то в точке Хо экстремума нет. Если же п = 2k, то в точке 
хо будет максимум при f n\x«)< 0  и минимум при 1("(х«) ;> 0.

Если функция у = /(х) непрерывна на отрезке [а; Ь), то она достигает 
на этом отрезке своего наименьшего и наибольшего значений.

Для нахождения наибольшего (наименьшего) значения функции 
у = Цх) на отрезке (а; 6] необходимо вычислить значения функции на 
концах этого отрезка н в критических точках, принадлежащих ему, 
а затем нз всех полученных значений выбрать наибольшее (на
именьшее).

Примеры
Найти промежутки возрастания, убывания и точки 

экстремума данных функций.

1. ( / = ^ - 2*3 +  -У-*2- 6*+ |- .

Решение. Функция определена для jc £ ( — оо; -|- оо). 
Находим ее производную:

у' = jc3 — 6jc2 -j- 1 1 jc — 6 = (дг — 1) (jc — 2)(х — 3).
Так как у* = 0  при х=  1 , jc =  2, jc = 3, то -*1 = 1, *2 = 2, 
*з = 3 — критические точки данной функции.

Область определения разбивается критическими 
точками на четыре интервала: (— оо; 1)U(1; 2)(J(2; 3)U 
(J(3; +<»). Определим знак у' на каждом из них. Для
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этого в каждом интервале возьмем точку и выясним, ка
кой знак имеет у ' в этой точке, затем применим достаточ
ное условие возрастания или убывания функции. В ре
зультате получим, что для * е (— 00; ОU(2 ; 3) функция 
убывает, а для *6(1; 2)(J(3; +<») возрастает. Следова
тельно, при х = \ , х =  Ъ функция имеет минимум, а при 
х = 2 максимум. Вычислим значения функции в этих 
точках: </(!) =  О, у{2)— 1/4, {/(3) — 0.

Таким образом, (1,0), (3,0) — точки минимума, (2, 1 /4)— 
точка максимума (рис. 3.6).

Решение. Функция определена для х£( — оо; +  оо), 
ее производная

у' =  Зх2 -  Зх ~  6 =  3(*2 -  jc -  2) =  3(* +  I ) (х -  2).
Поскольку у '=  0 при л' = — I и дг =  2, то разбиваем 

область определения функции на три интервала: ( — оо;
— 1)U(-1; 2)U(2; +оо). Определив знак у' в каждом 
из этих интервалов, получим: у' >  0 для дс £  ( — оо; — 1) ( J 
U (2 ; +оо), следовательно, f(x) возрастает в данном ин
тервале; у' <  0 для * £ (— 1; 2) и /(х) убывает в этом ин
тервале.

Так как при переходе у
через точку х = — ] произ- >

2. у = х3 — \  х2 — Ьх +  4.

водная у' меняет знак с 
« +  » на «—», то в точке 
х = — 1 функция имеет 
максимум. При переходе

/у
1 о

•6о 3 х
Ри с  36
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через точку х = 2 у' меняет знак с «— » на « + », т. е. при 
х =  2 функция имеет минимум. Вычислив значения функ
ции в этих точках, получим: у (— 1)=7,5, у(2)= —6.

Таким образом, (— 1; 7,5) — точка максимума, (2, 
—6) — точка минимума (рис. 3.7).

3. у =  х2е~х.
Решение. Функция определена для всех х£ (— оо; 

+ оо). Ее производная
у' = 2хе~* — х2е~х = е~хх(2 — х).

Так как у' = 0 при х =  0 и х = 2, то jct =  0, х2 =  2 — 
критические точки данной функции. Область определения 
функции разобьем на три интервала: (— оо; 0)U (0; 2)U 
U(2; + оо). Определив знак у' в каждом из этих интерва
лов, получим, что: для -*■£( — оо; 0) у’ <  0, для * 6 (0; 2) 
у' >  0 и для х £ (2; + оо) у' <  0. Следовательно, при 
х£ (— оо; 0)U (2 ; +  оо) функция f(x) убывает, а при х€ 
6 (0; 2) — возрастает.

Так как при переходе через точку лс =  0 производная 
у' меняет знак с « — » на « +  », то при х =  0 функция имеет 
минимум; при переходе через точку х =  2 у' меняет знак с 
« + » на «— следовательно, при х = 2  функция имеет 
максимум. Вычислим значения функции в этих точках: 
/(0) = 0, /(2) = 4/е2. Следовательно, имеем: (0, 0) — точка 
максимума, (2,4/е2) — точка минимума.

4. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
f(x) = Зх — х3 на отрезке [ — 2; 3].

Решение. Имеем
/'(х) =  3-3 х 2 =  3(1 - * 2) =  3(1 -  х){\ + х ).

Так как f'(x) — 0 при х = — 1 , х =  I , то х\ =  — I , =
= 1 — критические точки данной функции, причем обе 
они принадлежат отрезку [ — 2; 3]. Вычислив значение 
функции в этих точках и на концах отрезка, получим:

/{— 1)= —3+1 =  —2, f ( l ) ~ 3 — 1 =2,
/(— 2) =  3( — 2) -— ( —2)3 =  2, f (3) =  3 • 3 — З3 =  -18.

Следовательно, наибольшее значение функции на дан
ном отрезке равно 2, а наименьшее равно — 18.

5. Найти высоту конуса наибольшего объема, который 
можно вписать в шар радиусом R.

Решение. Обозначим высоту конуса BD  через х 
(рис. 3.8). Так как OB = R, то OD = x — R, ADi = /?4 -
— (дг — R f  =  2Rx — г\ Учитывая, что объем конуса опре
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деляется по формуле V — ^-nAD2BD, получаем
О

К(х) =  -|-л(2Дх — х*)х = у  n{2Rx? — х3).

Найдем производную:

V'(x) = -j n(4Rx -  Зх2) =  у  (47?- Зх).

Так как У"(х) =  0 при х =  0, х = 4Я/3, то отсюда сле
дует, что Х| =0, х2 =  4R/3 — критические точки функции

Проверим достаточные условия экстремума с помощью 
второй производной:

то в точке x = 4R/3 функция V(x) имеет максимум, а 
наибольший объем конуса

6. Завод А отстоит от железной дороги, идущей с юга 
на север и проходящей через город В, на а км (считая по 
кратчайшему расстоянию). Под каким углом <р к железной 
дороге следует построить подъездной путь, чтобы транс
портировка грузов нз А в В  была наиболее экономичной, 
если стоимость провоза 1 т груза на расстояние 1 км со-

V(x).

V"(x)= j-n(4R~bx).

Поскольку

V"

А
у д е

"V
ь

а

Ри с. 3.8 Ри с. 39
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ставляет по подъездному пути р р., по железной дороге 
q р. (р >  д) и город В  расположен на Ь км севернее заво
да А (рис. 3.9)?

Решение. Пусть Q — стоимость провоза 1 т груза 
из А в В, Qi — стоимость провоза I т груза по подъезд
ному пути AC, Q2 — стоимость провоза 1 т груза по же
лезной дороге СВ (см. рис. 3.9). Тогда Q = Qi + Q2. 
Так как ОА — а, ОВ = b, АС = a sin ф, ВС — ОВ — ОС — 
= b — a ctg ф, то
Q,(f) =  АС - р =  ap/sin у, ф(<р) — ВС - я =  (Ь — actgq>)q,

<?(ф) =  аР/sin ф + (b — a ctg ф)<7 

Находим критические точки функции Q(cp):

( —  С ° 5 ф )+ -^ |—  =  — 4 —  {я — рсозф). 
s in  ф s in  ср s in  ф

Поскольку (?'(ф) =  0, если я — Р c°s  ф = 0, то cos ф = q/p, 
откуда следует, что ф = arccos(<//p) — критическая точка 
функции Q(ф) (значение <р = 0 не подходит по смыслу). 
Так как a/sin2 ф> 0, то <3'(ф)<0, если cosyCq/p, и 
С?'(ф)>0, если cos ф> я/р.

Следовательно, при ф = arccos^/p) функция <2(ф) 
имеет минимум, т. е. транспортировка грузов при полу
ченном значении ф будет наиболее экономичной.

Задачи для самостоятельного решения
В задачах 3.132—3.140 найти интервалы монотонности 

функции.

3.132. и — 1 ~ * + * ! . {Ответ: возрастает на (— оо;
1 “f“ % “f- %

— I) U (I; + 00). убывает на (— 1; 1).)
3.133. у =  дс/1пх (Ответ: убывает на (0; 1)U(I; е), 

возрастает на (е; +«>).)
3.134. у =  In^ l +JC2. (Ответ: убывает на (— оо ; 0), 

возрастает на (0; +оо).)

3.135. у =  -^-*3 -f -~х2~ 2 х — 1. (Ответ: возрастает
на ( — оо; —2)U (1 ; +оо), убывает на (— 2 ; 1).)

3.136. y =  e*/x. (Ответ: убывает на (— 00; J), возра
стает на (1 ; +  оо).)
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3.137. у = х +  cos х. (Ответ: возрастает на (— оо; 
+ «>)-)

3.138. у =  (х — 3)-фс. (Ответ: возрастает на {); + оо), 
убывает на (0; 1).)

3.139. y = arcsin(l +*). (Ответ: возрастает на ( — 2; 0).)
3.140. у^хЦ х2 — 6х — 16). (Ответ: убывает на (— оо;

— 2)U(—2; 8) U(8; +«>)•)
В задачах 3.141—3.148 найти экстремумы функции.
3.141. у =  - jгМ/бх — 7. (Ответ: {0, 0) — точка макси

мума, (1, —2/3) — точка минимума.)
3.142. у=  • {Ответ. ( —2/д/З, —З а 

точка максимума, (2Д/3, 3V3) — точка минимума.)
. _JU43. у =  х— arctg jc. (Ответ: экстремума нет.)

3.144. у =  (х — 2)(8 — х)/х?. (Ответ: (3, 2; 9/16) — 
точка максимума.)

3.145. у =  2 sin 2х +  sin 4х. (Ответ: ~  +  *л,

— уд/з^ — точка минимума, ( j r  +  &л, — точка 

максимума, Z.^

3.146. у — д/(х2 — I)2. (Огвег: (± 1 , 0) — точка мини
мума, (0, 1) — точка максимума.)

3.147. у = {х? — 2х)\п х — y  х2 +  4х. (Ответ: (1; 2,5) —

точка максимума, ^  ~ е>  ̂— точка минимума.̂
3.148. у =  д:1п2д;. (Ответ: (I/*2, 4/е2) — точка макси

мума, (I, 0) — точка минимума.)

В задачах 3.149—3.152 найти наименьшее m и наиболь
шее М значения функции на отрезке.

3.149. I/=  2jc3 + Здг* — 12jc-h 1 ;.l) *€ [-1 ; 5]; 2) *€[-10; 
I2J. (Ответ: 1) m =  —6 при jc =  1, М = 266 при х — 5; 
2) m = — 1579 при х =  — 10, М  =  3745 при х =  12.)

3.150. у =  (х — l)/(x-j- 1), Jt(E[0; 4]. (Ответ: — 1
при х — 0. М =  3/5 при х = 4.)

3.151. </ = sin2x — х, *€ [ — л/2; л/2). (Ответ: пг = 
=■—л/2  при х =  л/2, М = л/2  при х = —л/2.)
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3.152. у = ~\jx(\0 — х), x£[0; 10]. (Ответ: пг= 0 при 
х = 0 и х =  10, М = 5 при дг =  5.)

3.153. В  шар радиусом вписан цилиндр. Найти 
высоту цилиндра, при которой он имеет наибольший объем. 
(Ответ. 4.)

3.154. В равнобедренный треугольник с длинами сто
рон 15. 15 и 18 см вписан параллелограмм наибольшей 
площади так, что угол при основании у них общий. Найти 
стороны параллелограмма. (Ответ: 9; 7,5.)

3.155. Каким должен быть угол при вершине равно
бедренного треугольника, вписанного в данный круг, 
чтобы его периметр был наибольшим? (Ответ: 60°.)

3.156. Найти высоту конуса наименьшего объема, опи
санного около пол у шара радиусом R  таким образом, что
центр основания конуса лежит в центре шара. (Ответ:
#л/з.)

3.157. Найти высоту Н прямого кругового конуса 
наименьшего объема, описанного около шара радиусом R. 
(Ответ: 4R.)

3.158. Из круглого бревна диаметром d требуется 
вырезать балку прямоугольного сечения. Каковы должны 
быть ширина х и высота у этого сечения, чтобы балка 
оказывала наибольшее сопротивление: 1 ) на сжатие; 
2) на изгиб? (Указание. Сопротивление балки на сжатие 
пропорционально площади ее поперечного сечения, а со
противление на изгиб — произведению ширины этого се
чения на квадрат его высоты.) (Ответ: 1) х =  у =  d/ ĵ2;
2) х = а/л[з, у =  л-фа )

3.159. Сечение тоннеля имеет форму прямоугольника, 
завершенного полукругом. Периметр сечения 18 м. При 
каком радиусе полукруга площадь сечения будет наиболь
шей? (Ответ: 18/(4 4-л).)

3.160. Определить наименьшую высоту h = OB двери 
вертикальной башни ABCD, чтобы через эту дверь в 
башню можно было внести жесткий стержень MN дли
ной I, конец которого М скользит вдоль горизонтальной 
прямой АВ. Ширина башни d < l. (Ответ: А =  (/2/3 —
~ d 2jy \ )

3.161. Два источника света расположены в 30 м Друг 
от друга. Найти наименее освещенную точку на прямой, 
соединяющей их, если силы света источников относятся 
как 27:8. (Ответ: в 18 м от более сильного источника.)
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3.162. Определить размеры открытого бассейна с квад
ратным дном объемом 32 м так, чтобы на облицовку его 
стен и дна пошло наименьшее количество материала. 
(Ответ: 4; 4; 2.)

3.163. Балка прямоугольного сечения со свободно 
опертыми концами равномерно нагружена по всей длине. 
Стрелка ее прогиба обратно пропорциональна моменту 
инерции сечения балки 1 = ху*/12, где х, у — размеры 
балки. Определить размеры балки при наименьшей стреле 
прогиба, если балка вырезана из круглого бревна диамет
ром d. {Ответ: x~d/2, у =  d-^Z/2.)

3.164. Два самолета летят в одной плоскости и прямо
линейно под углом 120° с одинаковой скоростью и км/ч. 
В некоторый момент один самолет достиг точки пересе
чения траекторий движения, а другой не дошел до нее 
на а км. Через какое время расстояние между самоле
тами будет наименьшим? Вычислить это расстояние. 
(Ответ: через а/(2v) ч; с/2 км.)

3.7. ВЫПУКЛОСТЬ И ВОГНУТОСТЬ КРИВОЙ,
ТОЧКИ ПЕРЕГИБА. АСИМПТОТЫ
График дифференцируемой функции у — fix) называется выпуклым 

в интервале (о, 6), если на этом интервале дуга кривой расположена 
ниже касательной, проведенной к графику функции у = f(x) в любой 
точке *6 (а; Ь) (рис. 3.10). График дифференцируемой функции у = 
= f(x) называется вогнутым в интервале (а; 6), если на этом интервале 
дуга кривой расположена выше касательной, проведенной к графику 
функции i/=f(jr) в любой точке х£(о; Ь) (рис. 3 11).

Теорема / (достаточное условие выпуклости (вогнутости) графика 
функции). Если функция у = 1(х) в интервале [а, Ь) дважды диффе
ренцируема и /"(*)<  О для любого дг (_ (а, Ь), то график функции в ин
тервале (а, Ь) выпуклый; если же }"(х) >  0 для любого д;£(а, 6), то 
график функции у — f(x) в интервале (а; Ь) вогнутый.

Точка (хо, /(-со)) графика непрерывной функции y — f(x), отделяю
щая его выпуклую (вогнутую) часть от вогнутой (выпуклой), назы
вается точкой перегиба.

Теорема 2 (необходимое условие существования точки перегиба 
графика функции). Если х0 — точка перегиба графика функции у = 
= /(дг), то /"(*(,) = 0 или f"(xо) не существует.

Теорема 3 (достаточное условие существования точки перегиба). 
Если Хо — критическая точка второго рода для функции у = j(x) и при



5 > 0 выполняются неравенства 1''(ха — 6) <  0, }"(ха -f- §) >  О {или не
равенства /"(хо — 6)>0, f"(xn + 6) <  0), то точка кривой у = Цх) с 
абсциссой *0 является точкой перегиба.

Прямая L называется асимптотой кривой у = f (*), если расстояние 
от точки М(х, у) кривой до прямой L стремится к нулю при неограни
ченном удалении этой точки по кривой от 0 (0, 0) (т. е. при стремлении 
хотя бы одной из координат точки к бесконечности)

Для нахождения асимптот пользуются следующими утверждениями. 
1°. Если при х = а кривая у = 1(х) имеет бесконечный разрыв, 

т. е. lim /(дг) = + ° °  или lim /(дг) =  — оо, то прямая = о является ее
х-*а х-+а

вертикальной асимптотой. Заметим, что непрерывные функции не имеют 
вертикальных асимптот

2°. Наклонные асимптоты кривой y = f(x), если они существуют, 
имеют уравнения y — kx + b, где параметры k и Ь определяются форму
лами:

k =  lim. ■&)-, b=  lim (/(*) — kx),
х—- ± о© X ± «

причем в обеих формулах х->- +  оо или — оо. Если k =  0, получаем 
горизонтальную асимптоту у = Ь.

tlx)З а м е ч а н и е .  Если lim -—- не существует или бесконечен,±» *
либо lim (/(дг) — kx) не существует или бесконечен, то наклонныхЛ-*- ± о>
асимптот нет.

Примеры
1. Найти точки перегиба, интервалы выпуклости и 

вогнутости графика функции у =  х3 — 5х2 +  Зх — 5.
Решение. Находим первую и вторую производные 

данной функции:
у' =  3х2 — Юлс +  З, у' =  6* — 10.

Так как у" =  6х — 10 = 0 при х =  5/3, исследуем знак 
второй производной у" в окрестности точки х =  5/3. Для 
х£(~оо; 5/3) у" С  0, следовательно, на этом интервале 
график выпуклый; для х£(5/3; -(-оо) у" >  0, значит, на 
этом интервале график вогнутый. Таким образом, х =  
~  5/3 — абсцисса точкн перегиба. Поскольку 

f (5/3) =  (5/3)3 -  5(5/3)2 +  3 • 5/3 -  5 =  -  250/27, 
то окончательно имеем: (5/3, —250/27) — точка перегиба 
графика данной функции.

2. Найти точки перегиба, интервалы выпуклости и
Xiвогнутости функции у = — —г (о >  0).

ЗГ  3 Q
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Решение. Находим первую и вторую производные 
данной функции:

, __ Зх2 (х2 + За2) — г 1 • 2х __ Зх4 — 2*4 -f 9аг.г  
У  "  <х2 + За2)2 ~  (X2 + За2)2

(хг -f- 3e*f ’

„ _ (4х3 + I &а2х) (.г2 + За2)2 -- 2 (дг2 -(- Зо2) • 2х(У + 9оУ) _
У  ~  (хг +- За2)'

__ 4ДС5 + 1 8 oV +  1 2 rV  +  54 a* х -- 4.У5 — 36o~V __
—  (хг + За2)3 —

  Ь4а*х — б о У  __ 6а2х(9а2 — х2}
~  (х2 -Ь За2)3 _  (х̂  +  Зо2)3 '

Решая уравнение у" =  0 нлн х(9а2 — .г2) =  0, получаем: 
д:| = — За, Хч =  0, дгз = За.

Разбиваем область определения функции на интер
валы: (— оо; —За), (— За; 0), (0; За), (За; + оо) и на каж
дом из них определяем знак второй производной. Тогда 
для *£ ( — оо; — За) у" >  О, график вогнутый; для х£ 
€( — За; 0) у" <.О, график выпуклый; для *6(0; За) 
у" >  0, график вогнутый; для х £ (За; + оо) у" <0, график 
выпуклый. Следовательно, xi = —За, *2 =  0, *з =  За — 
абсциссы точек перегиба.

Находим ординаты точек перегиба:

‘'<-3о> = т е ^ “ ^ т ^  =  - т а-
„« ,) =  0. у (Щ  =  т г з Й г-5-г =  ±  а.

Окончательно имеем: ( — За, — 9а/4), (0, 0), {За, 9а/4)— 
точки перегиба графика данной функции.

Л ^  л

3. Найти асимптоты кривой у =
Реш ение. При х = — 2 данная функция имеет беско

нечный разрыв, так как lim * =  — оо. Поэтому
*  2 + 0 X + 2

прямая *=  —2 является вертикальной асимптотой кри
вой.

Определим, существуют ли наклонные асимптоты. Для 
этого вычислим:

k = lim — lim = lim 9/̂  =  2 ,
*—<*> X ж— <*> х(Х + 2) х̂ -оь l-j-2/х2
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b =  lim(/(x) — kx)^= lim ( ^ ~ i r —

x-*-00 X  +  2 x-*oo X -f- 2

Подставляя найденные значения k и b в формулу у = 
= kx + b, получаем уравнение наклонной асимптоты у =  
= 2х — 4. Других наклонных асимптот кривая не имеет, 
поскольку при х->—  оо значения k и Ь будут такими же.

4. Найти интервалы выпуклости, вогнутости, точки
Ov2перегиба, асимптоты графика функции у =  ^ ( .

Решение. Область определения данной функции: 
( — оо; l/2)U (l/ 2 ; + °о), a jc = 1/2  — точка разрыва 
второго рода, так как lim f(x) =  — оо, lim /{*) =  + оо.

x + \/2 ~ Q  х-И /2  +  0

Следовательно, х=  1/2 — вертикальная асимптота. 
Проверим, существуют ли наклонные асимптоты:

Подставляя найденные значения k и b в уравнение 
у = kx +  ft, получаем уравнение наклонной асимптоты у = 
= х+1/2 графика данной функции при лг-v-j-oo. Так 
как lim {/(х)Д) =  1 и lim {/(*) — х)=  1/2 , то эта же
прямая у = х -}- 1 /2  является наклонной асимптотой гра
фика функции y =  f(x) при х-> — ОО.

Находим первую и вторую производные данной функ
ции:

, __ 4х{2х- I) — 2хг-2 _  Их? — 4* — Ах2 _  4Х2 — 4*
(2х -  1 )2 (2д- -  1 f

_  (16 jt —  4 ) (2 jc —  l f - 2 ( 2 * -  I ) - 2 (4 x 2 - 4 j )  

(2x~ I)4

(2x — 1)! ’
4У

{2x— \f '
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Исследуем знак у" в окрестности точки х=  1/2. Для 
х£(— оо; 1/2) у" <0, график выпуклый; для х£ (1/2; 
+  оо) г/">0, график вогнутый, но х=  1/2  не может быть 
абсциссой точки перегиба, так как в этой точке функция 
не определена. Следовательно, данная функция не имеет 
точек перегиба.

Задачи для самостоятельного решения
В задачах 3.165—3.172 найти точки перегиба и интер

валы вогнутости и выпуклости графика функции.
3.165. у ^ х  + Збх2— 2х3 — *4. (Ответ: (—3, 294), (2, 

114)—точки перегиба; график выпуклый на (— оо; — 3)U 
U {2; +оо), вогнутый на ( — 3; 2).)

3.166. у=1/(х2— 4). (Ответ: точек перегиба нет; гра
фик вогнутый на (— оо; —2)U (2 ; +  оо), выпуклый на 
( - 2 ; 2).)

3.167. у =  а — ух  — Ь. (Ответ: (Ь,а) — точка перегиба; 
график выпуклый на {— оо; Ь), вогнутый на (6; -|-оо).)

3.168. у = д/4*3 — \2х. (Ответ: (±д/3; 0) и (0, 0) — 
точки перегиба; график вогнутый на ( — оо; —V^)U
U(0; л/3), выпуклый на ( —л/3; 0)и(л/З; + 00).)

3.169. у =  ( I + * V .  (Ответ: ( — 3; 10/в3) и (-  1; 2/е)— 
точки перегиба; график вогнутый на (— оо; — 3)(J(— 1; 
-|-оо), выпуклый на (—3; — 1).)

3.170. у =  1п(1 + .г2). (Ответ: (±1, In 2) — точки пере
гиба; график выпуклый на (— оо; — 1)U (1 ; + ° ° ) .  вогну
тый на (— I; I).)

_3JZ U  У — х*/(х2 + 3). (Ответ: (-3 , -9/4), (0, 0), 
(3; 9/4) — точки перегиба; график вогнутый на ( — оо; 
—3)U(0; 3), выпуклый на (— 3; 0) (J (3; +оо).)
$  3.t72. y =  (x-f-2)6-f-2x-+-2. (Ответ: точек перегиба 
нет; график вогнутый.)

3.173. При каких значениях а и Ь точка (1, 3) будет 
точкой перегиба линии у = ах3 +  бдг2? (Ответ: а =  —3/2, 
Ъ = 9/2.)

3.174. При каких значениях о и ft линия х?у +  ах-\- 
-\-Ьу =  0 будет иметь точку перегиба (2; 2,5)? Найти дру
гие точки перегиба (если они существуют). (Ответ: а =  
= —20/3, Ь =4/3; ( — 2; —2,5), (0, 0 )— точки перегиба.)

3.175. Дана функция у =  х4 + + 18*2 + 8. Пока
зать, что между абсциссами точек перегиба ее графика 
может и не быть точек экстремума.
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В задачах 3.176—3.186 найти асимптоты кривой.
3.176. у=  1/(x2-4jc +  5). {Ответ: у =  0.)
3.177. у =  2х + arctg(je/2). (Ответ: у =  2* ±  л/2.)
3.178. у =  2-\-\2/(хг — 4). (Ответ: х=* ±2, у = 2.)
3.179. {/ =  (tfln х)/х. (Ответ: дг =  0, у — 0.)
3.180. у = х*/{х>~ I). (Ответ: * =  1, у =  х.)
3.181. у=(2х2-9)/(х + 2). (Ответ: х = - 2,у^2х~4 .)
3.182. у =  х — 2 + хг/-\[х +9. (Ответ: у =  —2 (левая 

асимптота), г/ = 2л: — 2 (правая асимптота).)
3.183. у =  (jc2 -j- 1)/-д/х2 — 1 . (Ответ: х = ± 1 ; у =  — х 

(левая асимптота), у =  * (правая асимптота).)
3.184. г/ =  хе2/* +  1. (Ответ: х = 0, у *= д: -|- 3.)
3.185. 2у(х -)- ])2 = х3. (Ответ: х=  — 1, у =  у Х  — I

3.186. у=  ХГ_ *̂х ■ (Ответ: х=\ ,  * =  2, у = х.)

3.8. ПРИЛОЖЕНИЯ ПРОИЗВОДНОЙ 
К ИССЛЕДОВАНИЮ ФУНКЦИЙ  
И ПОСТРОЕНИЮ ГРАФИКОВ
Приведем схему полного исследования функции.
1. Найти область определения функции
2. Исследовать функцию на четность, нечетность, периодичность. 
3 Найти точки разрыва функции, пределы функции при х, стре

мящемся к концам промежутков области определения, вертикальные 
и наклонные асимптоты (если они имеются).

4. Определить интервалы возрастания и убывания функции, точки 
экстремума; вычислить значения экстремумов.

5. Указать интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба.
6 Найти точки пересечения графика функции с осями координат,

построить график

Примеры
X»1. Провести полное исследование функции у —

и построить ее график. 2(*+ 0
Решение. Воспользуемся приведенной выше схемой.
1. Функция f(x) определена, если х -j- I ф  0 или х Ф  

Ф  — 1, следовательно, £)(/):(— оо; — 1) U ( — 1; +  °°)-
2. Так как область определения функции D{f) не явля

ется симметричным множеством относительно начала 
координат, то функция f(x) не может быть четной, нечет
ной и периодической.

3. Найдем пределы функции при х, стремящемся к
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концам промежутков области определения. Так как 
lim К *)=  lim --- -г- представляет собой неопреде-г-*- — <*> х-+ — <х> 2(х +  1г

ленность вида то, применив правило Лопиталя, имеем

lim — ——г = lim 3jt*—  = lim —  = — оо.x-r — <x> 2(x-$-tf *-*•—°° 4(дг+1) *-*•— «о 4

х3Аналогично получаем, что lim ----- - = + 00. По-
*- + «. 2{х +  i f

скольку X3 г3lim —--- — = — 00, limдг— _ 1 - о 2(х + 0  лч- — i +о 2(х + 1 )2

то х =  — 1 — точка разрыва второго рода (бесконечный 
скачок), а прямая х =  — 1 является вертикальной асимп
тотой.

График функции «мве? наклонную асимптоту у =- 
= kx-\-b, если существуют пределы k = lim f(x)/x, b =

Л'-*- ± оо
— lim (f(x)— kx). Вычислим их для данной функции,X-*- ± оо

раскрывая неопределенности вида с помощью правила 
Лопиталя:

k=  lim М .  =  lim ---= lim
*-*±со X 2х(х+1)2 jr— ±а> 2(х + I)2

= lim — ——  = lim — = —,
4 ( д с + 1 )  4 2

b = lim (y — kх) — lim /— ; \ =' „ ±00̂ 2(д:+ I)2 2 )
=  lirn =  lim

2(*  +  1)? Х-»±0» 2 ( j f +  I)

-  lim =  lim - 4 ^ - 1  = ^ 1 ^= -  I.
^ ± а о  2 (д с + 1 )^  х-^±<» 4 ( x - M )  4

Следовательно, у =  */2— 1— уравнение наклонной 
асимптоты.

4. Находим первую производную функции:
, =  3^-2(х+ 1)2-л^-4(х+ 1) =  2xi +  t>.v2 =  2х?(х + 3) 

4(*+1)4 4 (x + lf  2(х -(- I)3 ‘

Она определена для х 6 0(f). Поскольку у' — 0 при х — 
=  —3, * = 0, то л*, = —3, х-i = 0— критические точки дан
ной функции.
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иоласть определения разбиваем критическими точками 
на четыре интервала: (— оо; —3), ( — 3; — 1), (— 1; 0), 
(0; + ° ° )  и определяем знак д' на каждом из них. Полу
чаем, что для х g (— оо; — 3) у' >  0, функция возрастает; 
для *€ { — 3; — 1) у’ < 0, функция убывает; для х£ (— 1 ; 0) 
у' >  0, функция возрастает; для х 6 (0; + оо) у' >• 0, функ
ция возрастает.

При х=  —3 функция имеет максимум, так как при 
переходе через эту точку у’ меняет знак с « +  » на «—», 
при Jf — 0 экстремума нет. Так как /( — 3)= —27/8, то 
(—3, —27/8) — точка максимума.

5. Находим вторую производную:
у "  =  {  Зх2 \ —  (3** + 6х) • 2(х + I f  — (дг> + 3*г)-6(х+ I)г __
У ^ 2 (* + l) iV  4(*+1 f

__ За:
~  (*+!)* '

Она определена для x£D(f). П оскольку.=  0 при 
то, определив знак у" на каждом из интервалов ( — до;
— 1), ( — 1; 0), (0; + оо), получим, что для х £ (— оо; — 1) и 
U( — 1; 0) у" <  0, график выпуклый; для *€(0; +оо) 
у" >  0, график вогнутый. При переходе через точку jc =  0 
производная у" меняет знак, поэтому х =  0 — абсцисса 
точки перегиба. Так как Д0) =  0, то (0, 0) — точка пере
гиба графика данной функции.

6. График функции пересекает координатные оси в 
точке 0 (0, 0).

Результаты исследования записываем в таблицу (см. 
табл. 3.1).

Таблица 3.1

X { — то;
- 3 ) - 3 (- 3 ,

-1 )
-1 (- 1 . 0) 0 (0; 

+  00)

У + 0 —
Не су
щест
вует

+ 0 +

У” — — —
Не су
щест
вует

— 0 +

-27/8 \
Не су
щест
вует

S '
Точка 
пере

гиба 0
У График

выпук
лый

шах
График
выпук
лые

Г рафик 
выпук
лый

График
вогну
тый

281



График данной функции изображен на рис. 3.12.
2. Провести полное исследование функции у — 8х/(х —

— 2f и построить ее график.

Решение. 1. Область определения функции — ось 
Ох, за исключением точки х = 2, т. е. D (/):(-oo; 2) U

2. Так как D(f) не является симметричным множест
вом относительно начала координат, то данная функция 
не является четной, нечетной, периодической.

3. Найдем пределы функции при х, стремящемся к 
концам промежутков области определения:

Так как при х =  2 функция имеет точку разрыва второ
го рода, то х = 2 — вертикальная асимптота.

Для нахождения наклонных асимптот вычислим пре
делы:

Ри с .  3.12

х

U (2; +  °о).

8х 8

lim f(x) *-*2 + 0 =■ сю.

k = lim Ж =  lim 8х _■,» =  lim — ^ = - 0.



b ~  lim (у — kx)= lim — = lim - 8 = 0.
x-»±<» (jc — 2f x— ±<x> 2(x — 2)

Подставляя вычисленные значения k и b в уравнение 
у = kx +  b, получаем, что у =  0 — горизонтальная асимп
тота.

4. Находим первую производную данной функции:
, __ 8(х — 2f — 8л • 2(х — 2) _  — 8(х + 2)

У (х-2)* (х - 2 ?

Она определена для x£D(f). Так как у '=  0 при х=  —2, 
то х=  — 2 — критическая точка. Область определения 
функции разбиваем натри интервала: (— с»; —2),(— 2 ; 2), 
(2 ; + оо) и определяем знак производной у ' на каждом из 
них. Получим, что для x(j_ (— оо; —2) у' <  0, f (д:) убывает; 
для дс6 ( — 2; 2) у '> 0, f(x) возрастает; для * 6 (2 ; + °о ) 
у' <  0, f(x) убывает. Таким образом, при переходе через 
точку а' — —2 производная у' меняет знак с « —» на « + ». 
следовательно, х = —2 — абсцисса точки минимума. 
Поскольку /(—2) =  8( —2)/(—4 f=  — 1, то { — 2, — 1) — 
точка минимума.

5. Найдем вторую производную данной функции:
у" = + + = 1б(* + 4)
У {x - 2 f  (х — 2)4 ’

Она определена для х 6 Поскольку у" = 0 при х = 
= — 4, разобьем область определения на три интервала 
и определим знак у" на каждом из них. Для * 6 (— 00;
— 4) < 0, график выпуклый; для * 6 ( — 4; 2) у" >  0,
график вогнутый; для * 6 (2 ; + ° ° )  у" <0, график вог
нутый. Отсюда следует, что х — — 4 является абс
циссой точки перегиба, а /(—4 )= —8/9— ее орди
ната.

6. График данной функции пересекает координатные 
оси в точке 0 (0, 0).

Результаты исследования запишем в таблицу (см. 
табл. 3.2).

На основании полученных данных строим график 
исходной функции (рис. 3.13).

3. Провести исследование и построить график функции
У = ~Убдс2 — JC3.

Решение. Проведем исследование функции по реко
мендуемой схеме.

1; Область определения £)(/): (— +° ° ) -
2. Функция не является четной, нечетной, периоди-
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Таблица 3.2

X (— оо; 
-4) — 4 1 Т £5 

.и - 2 (- 2 . 2) 2 (2. 
+  <»)

У' - — - 0 +
Не су
щест
вует

—

У" — 0 + + +
Не су
щест
вует

+

У

Ч Точка
пере
гиба
-8/9

ч — 1 

глш

У
Не су
щест
вует

ч

График
выпук
лый

График
вогну
тый

График
вогну
тый

График
вогну
тый

ческой, так как £>(/) не будет симметричным относительно 
точки 0 (0, 0) множеством.

3. Функция не имеет точек разрыва, вертикальных 
асимптот. Находим пределы функции при дг, стремящемся 
к граничным точкам области определения:

Jim -\1 б*2 — г5= оо, lim Vbx2 — х3 = — со.Ж'— — СО ' х -+<х>

Найдем наклонные асимптоты. Уравнение такой асимп
тоты имеет вид y =  kx-\- Ь, где

*=  lim <» =  |,т lim M ZEEZ= _ , ,
х-*-±оо Д- х  х_>±00  | *
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b=  lim (у — kx)= lim (л/б*2 — r 5 + *).
± Oo ±  oo

Так как последнее выражение представляет собой 
неопределенность вида оо — оо, то, заменив дг на 1/а и 
применив затем правило Лопиталя, получим

Уба- l f
Следовательно, при х-*~ Ц- оо и *->— оо данная 

кривая имеет асимптоту у=  — * + 2 .
4. Находим первую производную данной функции:

Тогда у' =  0 при х =  4, у' =  оо при х = 0 и х =  6. При 
х = 0, х—6 производная у' терпит бесконечный разрыв. 
Так как точки * =  0> * =  б входят в область определения 
функции, будем рассматривать их в качестве критических.

Итак, х, =0, *2 =  4, *3 = 6  — критические точки. Разби
ваем область определения критическими точками на че
тыре интервала: (— оо; 0), (0; 4), (4; 6), {6; +<») и опре
деляем знак у' на каждом из них. Для х £ (— оо; 0) у '<;0, 
функция убывает; для *6(0; 4} у '>  0, функция возра
стает; для *6(4; 6) у '< 0, функция убывает; для * 6 (6; 
-f оо) у' < 0, функция убывает. Отсюда следует, что при
* = 0 функция имеет минимум, а при *  =  4 — максимум.
Так как /(0) =  0, f{4) = ̂ j№, то (0, 0) — точка минимума,
(4, д/32) — точка максимума.

5. Находим вторую производную данной функции:

Она не равна нулю для любого конечного х. Поэтому

lim (-ч/б*2 — х3 +  *) = lim (л/б/а2~—1 /а3 +  1 /ос) =-► ± <» а>0 4 *

~  lirn , 2 — = 2 .

12х — Здс2 __ Зх(4 — дс) __ 4 — х
3 \jibS -  x*f з\/У(6-л-)г У ф -  xf

8

Ух* (6 — xf

285



точками перегиба могут быть только точки Х\ = 0, хг — 6. 
Определим знак второй производной у" в интервалах: 
( — оо ; 0), (0; 6), (6; +  оо). Получим, что для *6 (— оо; 0) 
у" <Ъ, график выпуклый; для х£(0; 6) у" <0, график 
выпуклый; для * 6 (6; +<») у" > 0, график вогнутый; 
отсюда следует, что * =  6 — абсцисса точки перегиба, 
/(6) =  0, (6, 0) — точка перегиба.

6. График функции пересекает координатные оси в 
точках (0, 0) и (6, 0).

Полученные результаты запишем в таблицу (см. 
табл. 3.3).

Таблица 33

X 0) 0 (0, 4) 4 (4, 6) 6 (6, 
+ оо)

V —
Не су
щест
вует

+ 0 —
Не су

щест
вует

-

У” -
Не су
щест
вует

- — —
Не су

щест
вует

+

У 0
min

S

шах

\
Точка 
пере

гиба 0

Ч
График
выпук
лый

График
выпук
лый

График
выпук
лый

График
вогну
тый

График данной функции изображен на рис. 3.14.
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Задачи для самостоятельного решения
В задачах 3.187—3.205 провести полное исследование 

функции и построить ее график.
3.187. у —х*/\хг— 1). (Ответ: D(j): (— с»; 1)|J{1;

-|- оо), (0, 0) — точка максимума, ^д/4. — точка

минимума, ( - W -  - Щ  — точка перегиба; х=  1, 
у=? х — асимптоты; интервалы: возрастания ( — оо; 0)U 
U(д/4; + оо), убывания (0; 1)и0; д/4"), вогнутости (— оо; 

-|-оо), выпуклости ( — д/2; 1),)
3.188. у — х/(х2 — 1). (Ответ: D (f): ( — оо; — 1)U

lj ( — 1 ; 1) и ( 1 ; + оо); функция нечетная; экстремумов 
нет; всюду убывает; (0, 0) — точка перегиба; х =  ±  1 , у — 
=0 — асимптоты; интервалы: выпуклости ( — оо; — 1) (J 
U (0; 1), вогнутости ( — ], 0)11(1; +оо).)

3.189. у = х6/(х — З )2. (Ответ: D(f): ( — оо; 3) (J (3;
-{-оо); у= jc + 6, х = 3 — асимптоты; (9, 81/4)— точка 
минимума; (0, 0) — точка перегиба; интервалы: возраста
ния { — оо; 3) U (9; +оо), убывания (3; 9), выпуклости
( — оо; 0), вогнутости (0; 3) U (3; -|~оо),)

3.190. у = 3х2/ (х — I ) 2. {Ответ: D (f): ( — оо; l )U 0 ;  
+ оо), (0, 0) — точка минимума; ( — 1/2, 1/3) — точка 
перегиба; дс=1, у=  3 — асимптоты; интервалы: возраста
ния (0; 1 ), убывания ( — оо; 0)U(l'> + °°)>  выпуклости 
(— оо; — 1/2 ), вогнутости ( — 1/2; 1) ( J { 1 ; + 00)-)

3.191. у =  2 U - I ) 7 * 2. (Ответ: D (f) : (- о о ; 0) U (0; 
+ оо);  (1, 0) — точка минимума, (3/2, 2/9) — точка пе
региба; * =  0, у~ 2  — асимптоты; интервалы: возрастания 
{ — oo ;0 )U {l; + сю), убывания (0; 1), выпуклости (3/2; 
+  оо),  вогнутости ( — оо; 0) U (0; 3/2).)

3.192. у =  In (1 -j-х2)' (Ответ: D({): ( — оо; + оо); 
(0, 0) — точка минимума, (±1, In 2) — точки перегиба; 
интервалы: убывания { — оо; 0), возрастания (0; +оо), 
выпуклости (— оо; — 1)U (I. + °°)> вогнутости (— 1 ; 1); 
асимптот нет.)

3.193. у = (3jc4 +  l)/-t3. (Ответ: D(f): (-оо ; 0)(J(0; 
-f- оо); функция нечетная; х = 0, у — Зх — асимптоты; 
(— 1, —4)—точка максимума, (1, 4)—точка минимума; ин
тервалы: возрастания ( — оо; — 1)U ( 1 ; +  оо ), убывания 
{ — 1 ; 0) U (0; 1 ), выпуклости ( — оо; 0), вогнутости 
(0; -foo).)
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3.194. y = x ~  ln(*+  1). (Ответ: D(f): (~  I; + 00); 
(О, 0) — точка минимума; точек перегиба нет; х = — 1 — 
асимптота; функция убывает на интервале (— 1; 0), возра
стает на интервале (0; + <*>); график функции всюду 
вогнут.)

3.195. у =  I/JC+4X2 (Ответ: £>(/):( — 00; 0)U(0;
+ 00); (1/2, 3) — точка минимума, ( — /̂2/2, 0) — точка 
перегиба; х = 0 — асимптота; интервалы: возрастания 
(1/2; +оо), убывания (— 00; 0)(J<0; 1/2).)

3.196. у — х2е~\ (Ответ: D(f): (— 00; + 00); (2, 4/е2)—
точка максимума, (0, 0) — точка минимума, (2 ±  л/̂ ") — 
абсциссы точек перегиба; у = 0 — асимптота; интервалы: 
убывания (— оо; 0)U(2; + оо), возрастания (0; 2).)

3.197. у =  In(*г — 1) +  1 / (jt— 1). (Ответ: £>(/):(— оо;
— 1 > U < 1; +«>); (± V 2 . О — точки минимума, (±1,89; 
1,33) — точки перегиба; х =  ±1 — асимптоты; интервалы:
возрастания ( —■л[2\ — I) Ll( 1; -д/2), убывания ( — оо;
- V 2) и(л/2; + °°)- )

3.198. у = х — 2 arctg х. (Ответ: D(f): (— oо; +оо); 
(— I, л/2— 1) — точка максимума, (1, I — л/2) — точка 
минимума, (0, 0 )— точка перегиба; у ~ х ±  л — асимп
тоты.)

3.199. у =  х*-4  \х\ +3. (Ответ: D(f): ( - 00; + 00); 
(0, 3) — точка максимума, (±2, — 1)— точки минимума; 
график функции не имеет асимптот и точек перегиба; 
(0, 3) — угловая точка графика с двумя различными ка
сательными.)

3.200. у — arcsinx/̂ \jI —jc2. (Ответ: D(f): ( — I; I);
(0, 0)— точка перегиба; x=  ±  1 — асимптоты.)

3.201 , y  — x*e~x‘. (Ответ: D(f): (— 00; -f-oo); (±1, 
\/e) — точка максимума, (0, 0)— точка минимума,
± (5 — абсциссы точек перегиба; у = 0 —
асимптота.)

3.202. у =  ±^Jx*(! — х2). (Ответ: D(f): [— 1; 1]; функ
ция двузначная; (±i/2/2, 1/2) — точки максимума;
(0, 0) — точка перегиба; асимптот нет.)

3.203. у=(х3 + 2х2 + 7х-3)/(2х2). (Ответ: £>(/):(-оо;
0)U(0; + 00); (1, 7/2), (— 3, — 11/6)— точки максимума, 
(2, 27/8) — точка минимума; 9/7 — абсцисса точки пе
региба графика; * =  0, у=  1 — асимптоты.)
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3.204. у = х — I + ”~ Т ' ( ° твет: D({):(-oo-, l)U
U(l; + 00); дг =  1, у — x — I •— асимптоты; (0, —2) — 
точка максимума; (2, 2) — точка минимума; интервалы: 
возрастания (— 00; 0)(J(2; -+-00), убывания (0; 1) U (1; 2), 
выпуклости (— 00; 1), вогнутости (1; + 00); точек пере
гиба нет.)

3.205. у =  (4х— \2)/(х — 2)г. (Ответ: D{f): ( - 00; 2)U 
U(2; + 00); (4, I) — точка максимума, (5 ,  8/9) —  точка 
перегиба; х =  2, у — 0 — асимптоты.)

3.9. ВЕКТОРНАЯ ФУНКЦИЯ СКАЛЯРНОГО 
АРГУМЕНТА И ЕЕ ПРОИЗВОДНАЯ.
КРИВИЗНА КРИВОЙ.
КАСАТЕЛЬНАЯ К ПРОСТРАНСТВЕННОЙ 
КРИВОЙ.НОРМАЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ
Если каждому значению действительной переменной t£ D a  R 

поставлен в соответствие вектор т{/)6 R3, то говорят, что на множестве 
D задана вектор-функция действительной переменной r= r(().

Задание вектор-функиии г =  г{/) равносильно заданию трех скаляр
ных функций *(/), у {0. *(0 — координат вектора г = r(f):

+ 1/(01 +г(0к-
Годографом вектор-функции т{() называется множество точек, 

являющихся конца мн всех векторов г it), которые приложены к началу 
хоордннат (радиусов-векторов). Параметрические уравнения годографа 
имеют вид *=*(<), у — у(1), г = г(() (рис. 3.15)

Постоянный вектор г0 = Jt»i + Уо] + гок называется пределом 
вектор-функции г(I) при (обозначается lrnir(/) = rn), если дляt’+tb
любого г >• 0 существует Й(е), такое, что нз неравенства К — i o i c b  
следует неравенство |г(() — г<>| <  е. Для того чтобы limr(/) =  ro, не-
обходимо и достаточно выполнение условий:

lim  * ( ( )  =  л», lim  у(1) =  №>■ l*m 2(1) =  гл.

0

10-1699

Р и с  3.15
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|im г« + Ы )- г « )  = [im  А г ^  
дг-»о At 41—п At

то он называется производной вектор-функции г =  г(/) по скалярному
аргументу t и обозначается г'(0  или j j . Производная j j  есть вектор,
направленный по касательной к годографу вектора г в сторону возра- 

, с  . drстания параметра I. Если / — время, то — — вектор скорости конца
d~rвектора г, а — вектор ускорения.

Перечислим основные правила дифференцирования вектор-функции 
скалярного аргумента:

n dri -i- •1) ^■(f' + r2)- - 5 r± -dT’

2) — = 0, где с — постоянный вектор;

d{\г) dr dk3) = Я, —  + г — , где Я, =  я,(0 — скалярная функция от t\

d , . /dti \ . / dr?

Если существует предел

4 )^ (Г1, Г>)=( -  r, ) + (fl. ^ ) ; 

5' i ......

Уравнения касательной к пространственной кривой г(<) = x(t)i + 
+ y(0j +  z(f)k в точке Л(п(Л{|, уе, 2в) записываются в виде

X  —  X» У  —  У  о Z  —  Zo
*'(*о) у’(to) z '{tо) ’

где хо — x(t0); у0 — у (/<,); го = z{U).
Нормальной плоскостью называется плоскость, проходящая через 

точку касания и перпендикулярная к касательной. Уравнение нормаль
ной плоскости имеет вид

(х — + (У — yo)y'(to) +  (z — zo)z'(to) — 0.
Производная от функции г'(/) в точке t называется второй произ

водной вектор-функции г (/):

-ЁЛ = _1/_Ё1\ = d'x I I  dly I I d~z It 
di% di{di) df + dt2 i+

Пусть кривая в плоскости Оху является годографом вектор-функции. 
Кривизной линии в точке М называется число

К  =  lim  |Д<л>/Д^1.&S-*- О
где Дф — угол поворота касательной к линии при переходе от точки Мс 
к точке М; As — длина дуги М,,М (рис. 3.16).

Рассмотрим следующие случаи:
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Рис. 3.16

1) если уравнение кривой имеет вид r = r(i), то

2) если кривая задана уравнением y = f(x), то
K = ly " l/ (l + у 'У '\  (3.19)

3) если кривая задана уравнениями x = x(t), y =  y{t), I £ (a; ft], то
. I jf' у ' I

K =  , / ,  (3-20)(x' + y ' )3/-
4) если кривая задана уравнением г = r(ip) в падярвых люордина-

тах, то _
« -  (3.2!){Г* + Г'уя

Радиусом кривизны R называется величина, обратная кривизне 
К: R — 1 /К. Так как крнвизна лниии, вообще говоря, изменяется при 
переходе от данной ее точки к другой, то и радиус кривизны является 
переменной величиной.

Во всякой неособой точке M(x, i/, z) пространственной кривой 
г = г(0 можно построить трехгранник с вершиной в точке М, состоящий 
из трех взаимно перпендикулярных плоскостей (рис. 3.17):

1) соприкасающейся плоскости ММ,Мг, содержащей векторы
d г d2 т
dt ”  d ? ’ dr

2) нормальной плоскости ЛШг/Из, перпендикулярной к вектору ~ ;
3) спрямляющей плоскости MMtMs, перпендикулярной к двум 

первым плоскостям.
В попарных пересечениях этих плоскостей получаются три прямые:

1) касательная ЛШ|, определяемая вектором Т =

2) бинормаль ЛШз, определяемая вектором В = Г— ,
[и/ at J

3) главная нормаль ЛШ 2. определяемая вектором N =  [В, Т]
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Р Н С. 3.17
Единичные векторы т = Т/|Т|, Р = В/^Ж|, v =*« W/1 Н( могут выть 

вычислены по формулам;
dr

- dr - ds ~  - -
Т= 5Р у~ ~ г .- Р = 1т' 4

| ds |
где ds — элемент длины дуги.

Примеры
1. Какая линия является годографом вектор-функции 

r{/) = a cos /i +  a sin /j + c/k?
Решение. Параметрические уравнения линии имеют 

вид jc^acos/, y = asin/, z = ct (винтовая линия).
2. Показать, что векторы r(f) — cos ti + sin  ̂ и

^  перпендикулярны.
Решение. Так как

=х'(0< +  y'(0J +  z'(*)k—  —  sin/i +  cos/j +  0 ■ k,
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то
(г, =  —cos t sin 14- sin / cos /+1*0 = 0.

drСледовательно, векторы г н перпендикулярны.

3. Найти ■ если n(0 =  ti /2j -f- ^k, гг(0^
= i1 i + /3j + tb.

Решение. Найдем векторное произведение векторо*
п(/) И г?{/):

[Г|, Гг]=

Тогда

i i

/3
= (f3 — /6)i + (t* - 12)j +  (/*—(4)k —

= (t3 — <6)i + (/5 — i2)j +  0 • k.

^  Гг| = (3/2 -  6/5)i + (51* -  20 j +  0 . k.

4. Найти уравнения касательной прямой и нормаль
ной плоскости к винтовой линии

r(/) =  cos/i+ sin /j+д/з/к
в точке / = я/2.

Решение. Так как ^  =  —sin t, ^7 = cos/, ^  =л!з,at dt at v
то канонические уравнения касательной в точке / =  я / 2 
имеют вид

х — cos л/2 у — sin л/2 z — v5T• я/2
—sin л/2 cos л/2

или
- j- w s ;

л/5"
Тогда уравнение нормальной плоскости к винтовой линии 
в этой же точке:

-  I • (х -  0) + 0 • (у -  1) + ф(г -  лУз/2) = 0,
~ х + Ф г  — у  я — 0 или х— д/3г + -|-л = 0.

293



5. На кривой х =  t 1, у =  t2 — 1, z = t2 найти точку, 
в которой касательная параллельна плоскости х + 2у +  
+ г -  1=0.

Решение. Имеем: ~  =  1, ~r =  2(, ^7 =  т- е'dt cti 4*
— V Условие параллельности касательной 

dt I dt dt dt J
и данной плоскости имеет вид ^п, =  0 или в коорди
натной форме

А — 4-В^-4-С— =0  dt +  dt +  dt

Так как п=(1, 2, 1), то в нашем случае получим:
I . 1 +2-2<+ 1 -3/2 =  0, З/2•+• 4/ +  1 = 0.

Отсюда t\ =  —1/3, /2 = — 1. Таким образом, найдены
две точки: М|(2/3, —8/9, — 1 /27) и ЛЬ(0, 0, — 1).

в. Найти кривизну К  винтовой линии х = acost, у =
= a sin t, г = -д//?2 —а2/ (0 <  а <  R).

Решение. В  данном случае кривая — годограф 
функции г = г(/). Для вычисления кривизны воспользуем
ся формулой (3.18). Имеем:

= ( — a sin t, а cos t, -\JR2 — а2),

-^ r= ( — acost, — asint, 0).
j #2

Haftae* векторное произведение векторов —  и
dt d r

Г—Ld(
d1 г I __

’ d t* \ ~

i j k___
— asinf acos^ -yjR2 — a2
— acost —asin/ 0

= a sin t\j7t2 — a2 i — ад//?2 — a2 cos t\ -f- a2(sin21 +

+ cos2 0k =  o sin t^jR2 — a2i — a cos t^ R 2 — a2 j + a2It,

lfr£ ]|-
*= д/а2 sin2 t(R2 — a2) + a2 cos2 /(/?2 — a2) +  a4 =
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Учитывая, что = -у/а2 4- R2 — а2 =  R, получаем
„ __aR ___  а
А ~  R3 ~~ R2 '

7. Вычислить кривизну кривой у =  х2 в точках 0(0, 0) 
и М(1, 1).

Решение. Кривая задана уравнением у = f(x), поэто
му для вычисления ее кривизны воспользуемся формулой 
(3.19). Найдем: у' =  2х, у" =  2, у '(0) =  0, #'(!) = 2. Тогда:

^|о  =  7 Г + 0 Г  = 2 ,  К \м =  (1+4 f /s

8. Вычислить кривизну кривой r =  a(\ — cos<p) в лю
бой точке и при <р = л.

Решение. Так как кривая задана уравнением г =  
г=г(ф), то для вычисления ее кривизны воспользуемся
формулой (3.21). Имеем: r'(<p) =  a sin ф, г"(ф)= acos ф,

г2 4- г'г =  а2( 1 — cos ф)2 4~ a2 sin2 g> =
= а1 — 2a2cos ф 4- a2 cos2 ф + a sin® <р =  2йг(1 — cos ф) = 

= 2а • 2 sin2((p/2) =  22а2 sin2(9/2).
Тогда:

(г2 +  г^ Г2 =  2 3a3 sin3(jp/2), 
г2 4- 2г'2 — гг" =  а2((1 — cos qpf +  2 sin2 ф —

— (1 — cos ф)соэ ф) =  a2( 1 — 2 cos ф 4- cos ф 4-
4- 2 sin2 ф — cos ф 4- cos ф) =  a2(3 — 3 cos ф) =

= За2 - 2 sin (ф/2) =  6a2 sin2(<p/2).
Следовательно,

„ __ 60* sina(<y/2) __ 3
23a9 sin3(<p/2) 4a sin (ф/2) *

K\ =  —4 a

9. Составить уравнение соприкасающейся плоскости, 
спрямляющей плоскости, нормальной плоскости кривой 
х =  61, у =  З/2, z s= /3 в точке / =  1.

Решение. При /=1 получаем точку Л1о(6, 3, 1). 
Соприкасающаяся плоскость проходит через точку Afo
и перпендикулярна к вектору бинормали В = j.
Найдем этот вектор. Так как
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т. с. В =  (18, —36, 36). Тогда уравнение соприкасающейся 
плоскости имеет вид

Спрямляющая плоскость проходит через точку ЛЦб,
3, 1) перпендикулярно к вектору главной нормали N =
= I В, -jf - В данном случае имеем:

Так как вектор N коллинеарен вектору (— 2, 1, 2), то 
последний можно считать нормальным вектором спрям
ляющей плоскости, уравнение которой имеет вид
2(х — 6) + у — 3 — 2{z — 1) =  0 или 2х -+- у — 2z — 7 =0.

Нормальная плоскость проходит через точку Л40(6, 3, 1) 
перпендикулярно к вектору касательной Так какat
^ | ( = | =(6, 6, 3), то уравнение нормальной плоскости 
имеет вид

или

18(х -  6) -  36{у -  3) +  36(z -  1) =  0, 
х —6 — 2(у — 3)4- 2(г — 1) = 0

х — 2у +  2г — 2 =  0.

j к
36 36 
6 3

= -324!+  162j + 324k.

6(jc — 6) + 6(у — 3) +  3(z — 1) =  0
илн

2x+2y + z — 19 =  0.
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Задачи для самостоятельного решения
3.206. Составить уравнение касательной прямой, 

нормальной плоскости, бинормали, соприкасающейся 
плоскости, главной нормали и спрямляющей плоскости 
к данной линии в точке М:

1) JC =  sin /, y =  cos/( z =  tg/, Л4(д/2/2, д/2/2, 1);
2) x = t3 — t — 5, y=3/z+ 1, г = 2/ — 16, точка

M соответствует значению параметра f =  2. (Ответ: 

=  = V & - ^ i /  + 4z =  4;
V2 - V2

= = > + 3 ^  + г - 5 _ 0 ;

' " i f ' *  =  = ~ ,3х +  3У +  Ч 2г +

+ д/2 = 0; 2) =  Л-,2* + Зу + 62-37 = 0;

^L±J- =iL=_i» = 6* + 2t/ — 3z — 20 = 0; -^±1 =

= у ,  3 *-6y  + 2z + 81 = 0 .)
3.207. Найти —[a, b], если a =  i +  /j +  /2k, b = /i +

+ }  + /2k. {Ответ: (3t2 — 2f)i +  (312 -  2/)] -  2/k.)
3.208. Записать уравнение касательной и уравнение 

нормальной плоскости к кривой x = acht, у = ash /, х =  
= at при t — 0. (Ответ: у = z, х — а — касательная; у + 
+ г =  0 — нормальная плоскость.)

3.209. Дано уравнение движения z = 2(/ — sin/)i + 
+ 2(1— cos/)j. Определить ускорение этого движения. 
Построить векторы ускорения для моментов времени
t = n/2, t =  п. {Ответ: <о = 2 sin /i +  2 cos /j, ы [<=,л/2 = 21,

= —2j.)
3.210. Вычислить кривизну кривой * = /2, у =  / — /3/3 

при /= 1. (Ответ:
3.211. Вычислить кривизну кривой r2 =  a2sin2<p при 

Ф = л/4. (Ответ: 3/а.)
3.212. Вычислить кривизну кривой ху = 4 в точке (2, 2).

(Ответ: д/2/4.)
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3.213. Вычислить кривизну кривой tf =  8x в точке 
(9/8, 3). (Ответ: 0.128.)

3.214. Записать уравнения плоскостей, образующих
естественный трехгранник кривой лг=*/д/2, у =  //д/2, 
г =  !л sin t при t =  л/2. {Ответ: у =  х — соприкасающая
ся плоскость, х +  У = л/л/Я — нормальная плоскость,
2 = 0 — спрямляющая плоскость.)

3.215. Найти единичные векторы т, v J  и составить 
уравнения касательной, главной нормали и бинормали
кривой х =  е‘, y =  e~',z =  t при t =0. (Ответ: т =  —W(i —

V дЯ
- j  +  k), ; =  > (i +  j), р=  J _ ( _ i + j + 2k); x - l  =

д/2 V6
— (у— I)= z  — касательная; х = у, z = 0 — главная 

нормаль; x~i =  — = -̂—  бинормаль.̂

В задачах 3.216—3.222 найти радиус кривизны (в лю
бой точке) данной линии.

3.216. х2/а2 +  у2/Ь2 = 1. (Ответ: R = (Ь4х2 +
+ a Y f '2/a*b\)

3.217. х =  ф/4 — In у/2. (Ответ: R =  (ф +  I f/(4y).)
3.218. x =  2cos3/, y =  2sin3/. (Ответ: R =  13sin 2/|.)

3.220. г =  а(1 +  cos ф). (Ответ: R =  |-|-а cos -f-|^



4. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

4.1. ПЕРВООБРАЗНАЯ И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ  
ИНТЕГРАЛ. НЕПОСРЕДСТВЕННОЕ 
ИНТЕГРИРОВАНИЕ. ИНТЕГРАЛЫ, 
ПРИВОДЯЩИЕСЯ К ТАБЛИЧНЫМ
Функция F(x) называется первообразной функции Цх), заданной 

на некотором множестве X, если она дифференцируема для любых 
х£Х  и F (х) = f(x) для всех

Если Ф(де), F(x) — две первообразные одной и той же функции 
/(х), то Ф(дс) = f(x)-b С.

Совокупность F(x)-\-C всех первообразных функций f(x) на мно
жестве X называется неопределенным интегралом н обозначается

\f(x)dx = F(x )+ C .
Здесь J — знак интеграла, }{х) — подынтегральная функция, f(x)dx — 
подынтегральное выражение, х — переменная интегрирования.

Нахождение первообразной для данной функции f(x) называется 
интегрированием функции /(дг).

Если функция /(дг) непрерывна на отрезке [a; ft], то для нее суще
ствует первообразная (а  значит, и неопределенный интеграл).

Геометрически неопределенный интеграл представляет собой се
мейство кривых, зависящих от одного параметра С, которые получа
ются одна нз другой путем параллельного сдвига вдоль оси Оу.

Перечислим основные правила интегрирования:
1) (S/(*)rf*y =/(*);
2) \y(x)dx = /(*)+ С;
3) \af(x)dx~a\f(x)dx (а =  const);
4) \ (/, (х) ± f2(x))dx = \ }i{x)dx ±  ̂f,(x)dx;
5) если $/(*)<!* = F (дс) ■+- С, u = <р(х), то J f(u)du = F(u) + С.

Приведем таблицу основных неопределенных интегралов: 
I) \ I ■ dx=x+ C;



dx
I +X2 

dx

j
9)  ̂sm xdx = —cos x 4- C, 
10

7>  ̂T~T~i ~  arctg x + C,

S dx— = arcsin x + C

Vl - ?

11

12

13

14

15

16

17

18

J cos xdx =  sin x + C,

J COS X

=  —ctgjc+C,
J  s in  X

j  =  ln l‘g(*/2 +  я/4)1 +  С,COS X 
d x = ln|tg x/2\ -1- C,

—-= = ■  =  arcsin--- 1- C,
л!a2 — .

sin x
dx x

-yja*-x*

S

d x  1 X  , „— — - = —  arctg--- ye ,
jt + « e a

^ = ' " l‘ + ^ l+c;

Интегралы 1— 18 называются габличлмлц
Справедливость формул 1 — 18 можно проверить путем дифферен 

цирования, т е надо убедиться в том, что производные от правых частей 
формул будут равны соответствующим подынтегральным функциям 

Непосредственным интегрированием называют интегрирование с 
помощью правил 3 и 4 интегрирования, тождественны* преобразований 
подынтегральной функции и таблицы основных интегралов

Рассмотрим интегралы, приводящиеся к табличным Пусть требуется 
найги Предположим, что существуют дифференцируемая
функция и =  ф(дг) и функция g (и), такие, что подынтегральное выраже
ние f{x)dx может быть записано в виде

j(x)dx ̂  g(<f(x))if'(x)dx ^  g{u)du

Это преобразование называется подведением функции и = <$(х) под 
знак дифференциала Выполняется соотношение

\f\x)dx = \g(y{x))<Q'{x)dx = \g(u)du\u=:̂ JT)

Следовательно, вычисление интеграла \f(x)dx сводится к вычислению 
интеграла \g(u)du (который может оказаться проще исходного) и под 
становке и = <р(дг)

Итак, операция подведения функции <р(л) под знак дифференциала 
эквивалентна замене переменной х на новую переменную и = у(х)
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Если  ̂f(x)dx = F(x) + С, u = ф(х), то
\ f W u  = F(u) +  a

Примеры

Путем непосредственного интегрирования найти сле
дующие интегралы

г?-
Решение. Представив подынтегральную функцию 

в виде I /х2 = х~2 и применив формулу 2 таблицы основ
ных интегралов, получим:

^ = ^ т г  + с  =  - т  + с -

2. \x Ĵxdx.
Решение. Согласно формуле 2 таблицы интегралов, 

имеем:

 ̂х-\fxdx x3/2dx =  j^/2 -f- С.

3. $)(Ydx.
Решение. Применяя формулу 6 таблицы интегралов, 

находим:
 ̂10*̂ дг = lO^/ln 10 + С.

4. J(I — 2x)dx.
Решение. Используя правила 3 и 4 интегрирования 

и формулу 2 таблицы интегралов, получаем-
$(1 — 2x)dx — \dx — 2\ xdx = х — х2 -f- С.

Решение. С помощью формулы 16 таблицы интегра
лов, находим:

Г _ ^  = Г _ Ё £ -= _ L a r c t g ^  + C.
J *  +  5 ) х  » + л/5

6.
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Решение. Используя правило 4 интегрирования и 
формулы 2, 5, 4 таблицы интегралов, получаем:

= ^х~ъ/2йх — ̂ e*dx + y^- =  — -|-х-3/2 — + In |лгЦ-С.

7 -

Решение. Выполним преобразования под знаком 
интеграла: ,

Применяя правило 4 интегрирования и формулы 2, 4 
таблицы интегралов, имеем

j- = 5 ± *

=  ̂ х - Ч х - 2 (^ - + и х = - ± - 2 1 п \ х \  +  х+ С.

Решение. Имеем

=  dx =  Ye*+\)dx =  e' + x + C.
dx

■\ 3 — Зх2
Решение. С помощью формулы 15 таблицы интегра

лов находим:

S dx 1 t dx f _ : , „, ■■ — = —pr \ :J =  —-ГГ arcsin JC +  C.
Vs — 3*2 /̂3 J  У\ ~ЗГ д/з

Решение. Используя правило 4 интегрирования и 
формулу 6 таблицы интегралов, находим

-3\- V. _  «_ _ „ И/2Г= 3 | ^ - 2 | ( 4 ) - ^  = 3 , - 2 . ^  +  С.

302



11. \a*e*dx.
Решение. Согласно формуле 4 таблицы интегралов, 

имеем:

j + С■
12. Jtgг xdx.
Решение. Имеем

U g*xdx = \ ^ d x ^ \ ±--̂ dxJ ) COS X J cos x
= [ —̂ 5--- Crfx — tgx — x + C.J  cos X J  e

' 3-
Решение. Записав числитель в виде ( 1 х2) х 2 

и почленно разделив его на знаменатель, получим сумму 
двух табличных интегралов 2 и 16:

Г —L+ &  d у _  f (1 +  * )+ * dx -  
\ х’о+ж2) а ) **(■+**)

i f + S ^ ? = - T + - * ^ + c -

14. V  + m ' x-dx.
J  I + cos 2*

Решение. Применяя формулу 1 + cos2х =  2cos2*, 
имеем

[ ,+cos2xdx = [ l + QOf x. d x = U ~ ^  + M d x  =
J  ] + cos 2x j  2  cos x 2  J  cos x 2  J

= у  tg * + Y JC + C-

15. ^2sin2ydx.

Решение. Используя формулу 2sin2-|- — 1 — cos л:, 
находим:

^2sin2-|-dx =  ̂ (l — cos x)dx «s ̂  dx — ̂  cos xdx =

= x — sin *4- C.
С помощью метода подведения функции под знак 

дифференциала найти следующие интегралы.
16. \(х+ 1 )t5dx.
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Решение. Так как d(x + 1)= 1 • dx, то данный вн~ 
теграл можно представить следующим образом:

5 (*+ i)l5d *= $ (*+ u l5d<*-H), 
т. е. переменной интегрирования является х + I и

J(x+  1)|5̂ (л + 1)--=-(х-+ °'6 + с .

17. \(3x-5)l2dx.
Решение. Представляя заданный интеграл в виде 

J(3* -  5)i2dx =  i- J(3* -  5)12 • 3dx 

и учитывая, что 3dx = d(3x— 5), имеем

J(3jc -  5)t2dx = -  5)l2d(3*—(5) =
_  I (3 *-5 )13 , (3x— б)[1 , ^

3 13 39 ~l~

18. $sin(3* _  4)dx.
Решение. Заметив, что d{Zx — 4) =  Zdx, имеем: 

^$in(3jc~4)rfjf= -^sin(3Jf — 4)*3d* =

= ~^sin(3x — 4)^(3* — 4)= — -i-cos(3* —

19. \xr\jxA -f 2 dx.
Решение. Так как d{xi -f- 2)= 3x2dx, то, применяя 

««год подведения под знак дифференциала, приводим 
вдгеграл к формуле 2 таблицы интегралов:

^x^x^+lldx = -1-|(д^4_2)1/5 . 3x*dx =

=  4  $(*г+ 2 г ‘ц * + 2>= i i i i + i r  +  с

20-
Решение. Данный интеграл можно свести к формуле

4 таблицы интегралов, преобразовав его к следующему 
виду:
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Решение. Так какd(tgx + I ) =  ^ x ^х, то интеграл
можно привести к формуле 2 таблицы интегралов с по
мощью подведения под знак дифференциала:

[ , t ---- =\(l + tgx )- ,/2rf(l+tgx) =
J cos дс~у I + tg х J

в  (1 +  tg +  с ^  2V l -h tg X +  с.

22.,̂ cos3jfsm2xdx.
Решение. Так как rf(cos x) =  — sin xdx, то имеем 

J cos3 x sin 2xdx = 2 j cos4 x sin xdx =  |d(cos x)=
= — sin xdx\ =  — 2 ̂  cos4 (cos jc)— —2 • c<̂  x + C.

23' St t t '
Решение. Представим данный интеграл следующим 

образом:
г x 2d x  ___г x 2d x  ___  1 г  3 x 2d x  __  I г rffx3)
) У + 4 J(xY + 22 — Т )  (x*f + 22 — Т ) (x*f +  2- '

Здесь переменной интегрирования является х Тогда с 
помощью формулы 16 таблицы интегралов имеем

I f  У  = 1  — arctg^- + С = -̂  arctg— + С.
3 )  (х*¥ +  2* 3 2  2 6 ь 2

24. [ xdx
) У э-jc4

Решение. Преобразовав интеграл, приведем его к 
формуле 15 таблицы интегралов:

COS2 X  V m -  t g *



Решение. Так как 4(х2 + 7) = 2хdx, то, согласно 
формуле 4 таблицы интегралов, имеем

г xdx __ 1 г 2xdx ____1_ Г d(дг 4- 7)  
]  ^  +  7 2 j  Jt! +  7 2 J  x* + 7 ~

— у  In |x2 + 7| +  C.

26. J cos2 xdx. N
Решение. Применяя формулу cos*>=*-i-(l +cos2x),

имеем

^cos2xdx= y (̂1 +  cos 2x)dx = у  ̂  dx + -i- Jcos2x*2dx= 

= у  x + cos 2xd(2x) =  у  x +  -j- sin 2x + C.

27. [ - P * - .
) e*1- !

Решение. Применяя формулу 18 таблицы основных 
интегралов, получаем

г е*d x  f  d (e * )  I ( I e1 —  1 I . r

J —  = \ = t  ln I t + t I  +  c -

28. f *-
J  X~)j] - 6  In ЛГ

Z'
Решение. Так как d { l— 61nx) = — ~dx, то с по

мощью метода подведения под знак дифференциала и 
формулы 3 таблицы основных интегралов, имеем

[ dx = - [  tft| - 6ln^-= - 2 V l - e i n x  + r.
'  ЛГ“У  1 —  6 In JC J  -yj\ — 6 In X

29-
Решение. Записав числитель в виде (х + 4) — 4, 

почленно разделив его на знаменатель и применив форму
лы 1 и 4 таблицы интегралов, имеем:

- 5 * - « Ь т т - ' - * д а -
= х — 41n|x +  4| +  С.
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30. 5^= Д < (Х .
Решение. Разделив почленно числитель на знаме

натель, получим сумму двух интегралов:
Г * 0  -  <*) A  v  _  f  x d x  Г Л *
) 2 + *‘ ) 2 + jc* ) 2 + *<

_  _J_ f  2 x d x ___________ j f  4x *d x

2 ilx tf + ('j2}f T J+ (д/2> 4 J2+ X1
d (x 2)____________ I г d (x *  +  2

(**)* + 4 J У +2
В первом из них переменной интегрирования является д:2, 
а во втором — х4 +  2. Применяя табличные 'формулы 16 
и 4, получаем:

J_  Г й (х г)__________ 1 г d { x '  +  2)  
2 J (xj + (ifif 4) ** + 2 _

= ±  arctg -  j- ln(je* +  2) +  С.

31.  ̂Л + (arccos 2xf
V i  —4л2

Решение. Разделив почленно числитель на знамена
тель, с помощью метода подведения функции под знак 
дифференциала и формулы 2 таблицы интегралов, по
лучаем

г x-Harccos2.tr* Г xdx у г (arccos 2xf ^  _
J ~\J\ — Ах2 J V 1 — 4.*3 J д/к — Ах2

=  _  ' Г( 1 _  4* * )- 1/2( _ $x)dx  _  I Г (arccos 2xf(—2)dx_ =
8 J 2 J Vl -  (2jc)2

=  _  J(i _  4JT2)-  l/2d( 1 -  4x2) ~

— -—^(arccos 2x)2d(arccos 2x) =

=  —  -~-(l —  4X2) '72 —  -i-(arccos 2jc)3 +  C =

V l -  4JT4 arccos3 2лг + c.

32. sv
0̂7



Решение. Умножая числитель и знаменатель под
коренного выражения на 1 — ху имеем

5 л Щ  dx= \ ^ » + w - . ) dx=\ - j = T ' ix -

= t —-ix - — ( — Х— =  arcsin х -+- 
}  д/[ —  ̂ ~\j\ —  х?

-|- -1̂ (1 — Jf2)_1/2( —2jc)djc =  arcsin x +

+ ± J(J  _ ^ )- '/ 2d(l -  x2) =- arcsin jc +  V 1 - x2+ C.

33. 5 £ = ± ^
Решение. Записав числитель в виде (2х~  4) + 3 

и почленно разделив его на знаменатель, получим сумму 
двух табличных интегралов 1 и 4:

\ ^ r dx= \ jM^ T ± d x = \ (2+ - ^ - ) dx=
-= \d(x — 2) =  dx\ =  2^dx + 3j di*z 'i} =

= 2x + 31n|x — 21 + C.

Задачи для самостоятельного решения
В задачах 4.1—4.40 найти интеграл.

4Л- \ х̂  + 9 dx' (  Ответ: |-1п (** +  91 -  у  a rc tg i + С.)

4.2. [ ----dx (О тве т :------ !----b С\
J  arcsin2 V arcslnx )

t з  2* ~ 3—- dx. (Огвгг: ln lr2 — 3*-j-8l4-C.) 
j  г  —  Здс -f -  6

4.4. [ - dx ( Ответ: 4-arcsin + СЛ
J  4/4 — Э*2 '  '

4.5. ( 1 + ̂  j_  dx /Ответ: arcsin x ---- — + СЛ
j l/( I — \ -yjV—X1 '

4.6.  ̂^  ~ | dx. (Ответ: x — 2 arctg jc+C.)
. - г sin xdx



4.8.

4.9. 1

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

4.24.

4.25.

4.26.

\x(2 + in iy  ( ° твет: !п|2 +  1лх|+С.)

'ттк- (0тает' - т п к  + с)
х^2х- +  bdx.  ̂Ответ: i- (2jc + 5)3/2 + C.j 

-^ = г. (Ответ: ■§-(*- 1)3/2 + 2 ^ -  1 + С.)

tg(3* +  4)d*. (Ответ: — у  In |cos(3jc+4)|

(1 . V ? * ■ ( ° твет: х +  !n(l +  *2) + С.)1+ *

(  Огвет; i-arctg у  + С.)

- | = . .  (Ответ: ,jV ’ + C .)
X .

Х(~Т7- 1пК т Ч  + с -)

(О гвет;--- U n i  * ~ ^ | +  СЛ
V 2л/6 I JT + i/2/З I /

{ Отввт; — 2д/2 + cos2 л' + С.)SID  2л'ЙД

■^2-(-cos2*

dx / __ I
s шг 5дг

 ̂Ответ: — — ctg5x + C.̂

W ^ w -  ( o ^ i W ^ + c )

~ = -  (Ответ: | l n U 3 + V ^ = ^ l+ C )

— х -■ dx. (  Ответ: уд/1п3|х| — бд/ln \х\ + С.\ 
ху\пх V '
e,’x2dx. (Ответ: у ^  + С.̂

- 5тхС05^  (Ответ: - L J ^ b c + C . )
-\/с(У$г X - Sltt*JC \ /

 ̂д /1  3  c o s 2 х  sin  2 xdx.
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(Ответ: — -f-VO +  3cos2x)3.̂

х — д/arctg 2х
Т+4хГ4.27. у  dx.

(Ответ: у ln(l +  4Х2) — y^/(airctg2xf +  С.^

4.28. j-
(I +^)1п(х+ l/l + лг)

(Огвег: 2*^1п(х +  д/l +  х2) +  С.)
f sln4ja** /Ответ: — — arctg С05*2* + С . \
)  cos (2дс-(-4) V 4 2 ^  У

4.30. j . (Ответ: j- In \е** -  11 + С .J

4.31. [ * + 1  dx,
J  -д/jc2 — 4

(Ответ, д/х2—4 + 3 In jx +  д/дг2 — 41 + C.) ,

4-32' <0геет' -2c tg2*+ C .)
* ОО r C0s2x<fjc /_ 1 . -V̂ r+sin2x| , „ч4'33' \7T— i3“ - ( Ответ: — In ------ + C.\J  4+cos 2лс V sin 2x I /

4.34. (Oreer. y  -  ̂  +  *-21n |x+ 11 + C .)

4 - 3 5 -  S '^fp5 ̂  (0твет: л/^'^У?) -
-^1п|хд /з +  д^+ 3х2|+ СЛ 

уз /
4.36. С- -5 5дс + 6 dx. J ** + 4

5(Ответ: х— yln (x2 + 4 )+arctgy +  C.̂

4-37- S <тттг (0твет'' 1п|дг + 11 + (ГГо + с)
4-38- S «4 - £ + 5 - ( 0твет: T arcte J i ¥ J1 +  C')
4.39. ^xctg(x2-f-1 )dx. (Ответ: y in  |sin(x2-f-l)| +  C.'j

4.40. Jsin35xco£5xdx. (Ответ: ^ sin4 5x-j-C.'J
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4.2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ МЕТОДОМ ЗАМЕНЫ  
ПЕРЕМЕННОЙ. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ
Пусть требуется найти интеграл \f{x)dx, где функция /(дг) опреде

лена на некотором множестве X. Перейдем к переменной ( по формуле
* = q>(/): Т— Х,

где функция <р(0 дифференцируема на некотором множестве Т и осуще
ствляет взаимно однозначное отображение Т на X, т. е. имеет обратную 
функцию < =  ф~‘(*)' Х^-Т.

Подставив * = ф(() в исходное подынтегральное выражение, получим
f(x)dx = f{y(t))<p'{t)dt = g(t)dt.

Далее, справедливо равенство

S/W^= (̂4>(0)<p/(0^M'-*-W=U(0rf<l'-p-'W'
т. е. вычисление интеграла \f(x)dx сводится к вычислению интеграла 
\g(t)dt и последующей подстановке / = <р !(х).

Если t = ip(x), где / — новая переменная, то формула замены пе
ременной при такой подстановке имеет вид

^(*(*))Ф'(*К* = и(0Л-
Если и(дг), и (.с) — дифференцируемые функции, то справедлива 

следующая формула интегрирования по частям:
\udv = uv ~\vdu. (4.1)

С помощью этой формулы нахождение интеграла \ udv сводится к 
отысканию другого интеграла \ vdti. Применение формулы (4.1) целесо
образно в тех случаях, когда интеграл \ i’du более прост для нахожде
ния, чем исходный, либо подобен ему. При этом в качестве и следует 
брать такую функцию, которая при дифференцировании упрощается, 
а в качестве dv — ту часть подынтегрального выражения, интеграл 
от которого известен или может быть найден. Формула (4.1) может 
применяться неоднократно.

Например, для интегралов вида
$ Pix j^ ’dx, J P(jr)sin axdx, JP(x)cos a xdx,

где P(x) — многочлен, в качестве и следует взять Р(х), а к качестве 
dv — выражения e°xdx, sin axdx, cos axdx соответственно. Для ин
тегралов вида

Jp(jr)ln xdx, J P(jc)arcsin xdx, J P(x)arccos xdx,
5 f^Jarctg xdx, J />(.v)arcctg xdx

в качестве и берут функции In х, arcsin х, arccos х, arctg х, arcctg х, 
а в качестве dv — выражение P(x)dx.

Примеры
Найти интегралы методом замены переменной.



Решение. Выполним подстановку t ~  cos х. Тогда 
d t~  — sin xdx к интеграл сводится к двум табличным 
интегралам:

Ssina х ^ _____ г sin8 х(—sin x )d x   Г (' — cosg x)rf(cos x) _
COS4 X  J COS4 X  J COS* X

=  |cos x = t\ =  — ~ ' )dt — — + ̂  t~2d t~

- - ^  + 3 f  +  c - J r - - r  +  c.
где t — cos x.

dx
x-̂ A — x2

Решение. Произведем подстановку д: =  2/t. Тогда
2d x ~ — —dt. Подставив в подынтегральное выражение 

найденные данные, получим табличный интеграл:

и = Н * = 7 ^ = - 7 Л 1 =

= _2 t______—_____ =  д Г ?dt „
'  ., 2 Г .-----------Г  J  2 / 2У 4 / 5 - 4

' т л / 4 ~ 7

—  у ^ г т  -  +  с,

где t = 2/х.

3. \ dx) JC+ л/х
Р е ш е йГи е. Применяя подстановку x= t2, получаем

\ ^ = U  = t  ^  = =

= 2 In U-H I+ C= 21n I V^ + H + C .

4. [-£= ■' Уз+е*
Решение. Полагая 3 + е’ =  i2, е* «  /2 — 3, х = .

— ln(/J —3), dx = имеем
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2 tdt

1 , | / - v ?  
“ т г 1"

, ----((2- 3 )t  J  t —Z

<+V^I + C ’
где i=  д/^ + 3 .

Найти интегралы методом интегрирования по частям.
5. \ ( х 2+ 1 ) е - ^ х .

Решение. Положим и = х2-\- 1, dv~2xdx. Тогда 
v = — f  du = 2xdx. Использовав формулу (4.1) ин
тегрирования по частям, получим

$(**+ !) *- ** ,=  _ !  (х* +  1) «“ **+

Итак, мы понизили степень х на единицу. Чтобы найти 
^xe~2xdx, применим еще раз интегрирование по частям.

Положим и = х, dv = e~2xdx. Тогда v =  — у  e~2x,du = dx.
Для упрощения вычислений при переходе от dy к у можно 
считать, что С =  0. Следовательно,

X -2х ̂(х2 + 1)е 2xdx= — у  (/  + 1)е 2s — у  е 2*-Ь 

+ | j e - 2̂ = -  |  (/+ 1 )е- 21-  |1 е '^  + С.

У*-Н
Решение. Применяя метод интегрирования по час

тям, находим
, d xи =  arcsin х, dv\\ arcsin xdx

V*+T
V*+ r’’

du = dx
y/\-x‘

dx

г.л/jf+ i

= 2-y/x + arcsin л — 2 J — =  2-у/лг +  I arcsin x + 

+  2^(1 —x) _I/V(1 — x) = 2 д/x-j-T arcsin*+
+  4д/1-х+ С .

7. Jxtg*xdx.
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Реш ени е  Положим и = х, du =  tg2xdx. Тогда 

v= \ tg 2x d x = y ~ o™ X dx=\l- ~ - \ d x  =

= tg jc—x, du = dx.

Согласно формуле (4.1), имеем 
\x\g* xdx=x(tgx —x )— $(tgx — x)dx =  xtgx — x2 — 

f sm* . . x1 . x2 f d(cosx) _— \----dx+ —  =x tgx---s-+ \------- \-C=J  cos* 2 b 2 J  W S J

= x tg x-- 2~+In |cosx|-j-C.

8. J (x? +  x — 3) sin Zxdx.
Решение. Найдем данный интеграл, применив после

довательно два раза формулу (4.1) интегрирования по ча
стям, так как одним из множителей является многочлен 
второй степени:

$(х2 + х — 3) sin Злtdx =

|ы = /  + х — 3, dw = sin 3xdx, j _
du= (2x4- \)dx, i>= — cos 3x/3 |

x -|-л — 3 cos 3x+ -j- J (2*+ 1) cos Zxdx——

m = 2jc+1, dp = cos Zxdx, 
du = 2dx, 4~sin3x

x2+x —3 cos 3x4-

xJ + x - 3 cos 3x ++ у  (2x +  1) sin 3x — J sin 3xdx =  —

+ 2x̂ -— sin Зле 4- cos 3x-\-C= 2x̂ ~1 sin 3x +

4- y ( — x—**4- ^ co s3 x + C .

9. $e“ cos {bx)dx.
Решение. Обозначив исходный интеграл через /, пу

тем интегрирования по частям получим
и = еах, dv=scos (bx)dx,

/ =  ^e^cos (bx)dx = du = aeaxdx, v=  у  sin (6x)
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eax sin (bx) a f о* - / 1  w— - — ъ------т  у  sm (bx)dx.

К полученному интегралу вновь применим формулу
(4.1) интегрирования по частям. Приняв и = еах,
do = sin (bx)dx, имеем: и= — ycos  (bx), du =  aeaxdx, 
откуда

eaxsin (bx) - -2/ = + e9*cos (bx) — -p-  ̂eax cos(bx)dx.

Применив дважды операцию интегрирования по час
тям, в правой части последнего равенства получим исход
ный интеграл, т. е.

ах 2

/= —j- (b sin (bx) -|~acos (bx)) — 1.
b b

Из последнего уравнения находим

"2_+ Ш  
b2 b2

Отсюда

(о2 +  6 )г .  чч— ■ f —  ‘ = —j- (b s*n (&x) + a  cos (6x)).

/= —y —y  s'n (bx) + a  cos (bx)) + C.
a -(-b

">■ \ ^ k rО + Л  
Решение. Находим

Г x2dx

u—x, d v= (l+ x *)~ 2xdx.

du =  dx,v=  у  J (1+ *2) 2d (l + ./) =  — 2(\+X?)

_  * 4 .  _L [  dx ______ u
2 ( 1 + / )  2 J I -(-JC2 2 ( 1 + x 2)

+ -y arctg лг +  C.
Г dx11. Получить рекуррентную формулу для /„= Vj^rp^r.
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Решение. Представив числитель в виде ((а2 + х2) —
— х2) и почленно разделив его на знаменатель, получим 
два интеграла. Применяя ко второму из них формулу
(4.1), имеем

In ~  \ (x2 + a2r  a2 S
1 f (о2 + дс2) —х2

(х? + а2)п
dx =

_  I f dx___________I f x2dx _
a2 J  (x1 + a2y - 1 a2 J  (jr2 + e2)'1

u — x, dv= (x2 -\-a2)~nxdx,
du = dx, о* у  J(jc2 + c2)-nd(x24-a2) =

(/+a2)1-"
2(1 - n )
I

=  2~ I  ft — I + 2o2( n - I ) ( /  + o2) " -1

-  1 [
2a2 in — I) 1

dx

итсюда 

L  —
2a2{n - \ )(x 2 + a2) " " 1 2a2 ( 2

2/1—3
2а2(л~1)(л2+аг)"* ' 2a2(/t— 1) ,

Учитывая, что
, f dx l x/i = \ -9 ■■ = — arctg — >J х*+а2 <J s a

и полагая n =  2, находим интеграл [2. Затем, полагая 
/1 = 3, получаем интеграл /з. Таким образом, можно найти 
1п при любом целом положительном п.

12. \ ^  + t?dx.
Решение. Обозначив исходный интеграл через I и 

применив метод интегрирования по частям, получим
«=  у/х2 + а2, dv = dx,
, xdxau = — .......  , v~ x/= j V *2 -\-c? dx =



Отсюда
2/ = х д / /  - f a 2 + а 2 I n  U +  д /  л:2 +  а 2 | - j - C .  

Следовательно,

у ( * У * 2 + ° 2 + °2ln |* +  л]'х2 + а2 | )+ С .

Задачи для самостоятельного решения

В задачах 4.41—4.65 найти интеграл

Y4-41- S"TT7T' (0твет: 2(V*-in (1 + у*))+с.)
4.42. \ ' t U d * .J  xyjx — 2

(Ответ: 2^jx — 2 + ^2 arctg +  £•)

4.43. t. .
J V* — >/*

(oreer. дг+уУх5 +yV ^ + 2  + 3 VJf +
-j-6 Vjt -f 6 In | V * _  1 | + C .)

f  Л » ;4-44. \ — - - ■ (Улязаиае Положить £*-f- I —t\)

(Oreer: -±- (3 ^ - 4 ) V V +  I ) 3 + C .)

4.45. f -------dx.- .r-,. (Указание. Положить * =  ~Л
J V ^ +й2 v '



{0,вет - +с)
4.46. JjcMn (l+x)dx.

Ответ: (^ + 1) In (1+дс) /  л2
- т  + - ё - - т + с )

4.47. \xi s\nxdx.
{Ответ: —х3 cos х + Зде2 sin x +  6x cos х — 6sinx + C.)

4.48. J х arctg xdx. ^ Ответ: — у — arctg л — у  -|-

4.49. C i^ L .
J у /

 ̂Ответ: ----^=-^yln2x + 31n |х|+ 2^+С.^

4.50. Jx ln (x — l)dx.

(Ответ: *2~ l In |х— 1| — ^  — у  +  С.)

4.51.  ̂х cos 3xdx.
( Ответ: у  (Зх sin Зх +  cos Зх) + С.̂

4.52. \e^*dx. (Ответ: 2е *̂ ( д/х ~  1) + С.)
1.53.

■у/1— дг
dx.

{Ответ: 2 (д/х — ^1 —х arcsin д/х ) +С.)
4.54. Jcos(lnx)dx.

^Ответ: у  (co§Jn x-j-sin lnx) + C.^
4.55. J х2e~x/2dx. {Ответ: _2 е_ */2(х2 + 4х +  8) + С.)

4.56. (Ответ: у  { f - 2 ) ^ e x + l +  С.)

- f arccos - J x

157 \ ^т~г-“ х
{Ответ: —2-^1—х arccos -^х—2yjx +С.)

4.58. ^-^^~-dx. (Указание. Положить .t —tg/.)
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^ О т в е т : -\//-Ы — In | — ■ ■ | +С.^

4.59. 5 (х2 -2х  + 5)e~xdx. (Ответ: —е~х(х2 +  5) +  С.)
4.60. \ ^ ^ - d x .

J  sin х

( 0твет: -  Ж У  + 1п I + с )
4.61. J arcsin2 xdx.

(О т в е т :  х  arcsin2 х  +  2 -\j 1 — я2 arcsin jc — 2x+C.)

4.62. \ ^ d x .

(Указание. Положить sin‘ x=  1~ <̂>s2jr.)

( to u r :  Sf b - lO ib  - | )  + C.)

4.63. J (3jc + 1) cos 2xdx.
| О т в е т : у  (3jc —|- 1) sin 2jc+ cos 2x-j- C.^

4.64. $ (2x? + 7) sin Zxdx.
( О т в е т :  —  у  (2л^-|-7) cos 3jc+ x sin 3jf+

+ cos Zx +  C.^

4.65.  ̂(2дгН-3) In (* - 2 )4 jc.
(О т в е т : (jc2-(-3jc) In (jc — 2) —//2 — 5jc —

— 10 In U - 2 I+ C . )

4.3. И Н ТЕГРАЛ Ы  ОТ ФУНКЦИЙ,
СО Д ЕРЖ АЩ И Х КВАДРАТНЫЙ ТРЕХЧЛЕН
Рассмотрим интегралы вида

Г dx f dx
J  я*2 + J  ах2 +  bx с

С помощью выделения полного квадрата



, b f dxи последующей замены x Ч--- = t  интеграл \ — — ■—  в завися2 a j  ах2 + £>* + с
с Ь2мости от знака выражения — — ■ -я приводится к одному из интег
а 4в

ралов вида

^ - т = г' “ т +с' S ? r p - i 4 ^ l  + c’ « 2>
Г dxа интеграл \ — —- ---  сводится к интегралу

уах*+Ьх-\-с

\
dt

Л]Т±^
если а > 0, и к интегралу вида

• = [п |<+л/гач+с, Н-3)

di t , -= arcsin-7- Ч-C, (4 4 )
k

-если e < 0
Рассмотрим интегралы вида

Sm*+rt f  mx-\-n ^
a J+ b x  + c J  Уси^+Ьх+с

Если т Ф 0, то в числителях подынтегральных дробей выделяют выраже 
ние 2ах + Ь = (ах2 Ьх +  f)'» а в знаменателях — полный квадрат
л  Г тх  +  пПосле этого интеграл V — ----■----  dx представляют в виде суммы

} ах -+- Ьх + с
a f duдвух интегралов, первый из которых сводится к интегралу V —

= )n lu |+ C , а второй — к интегралу  ̂ (2<+ &  ИЛИ  ̂ р~~ ft2
,. г тх  -\- пИнтеграл V—  ■ ■■■ dx также представляют в виде суммы двух

J  ^jax* 4  Ьх 4- с
интегралов, первый из которых приводится к интегралу Г = 2-Ju +

J V“. а с dt г dt+ С, а второй — к интегралу \------- или \ —

Интегралы вида

$■
dX (г- 1,2)

(л»*4-я)г ijax 2 + Ьх+с



сводятся к рассмотренным ранее интегралам с помощью подстановки 
/пдг+я= 1/<

Рассмотрим интегралы вида

f тХ+П -dx.

где квадратный трехчлен ox2 + t>x + c имеет комплексные корни. Hi___,
рованме начинают с выделения полного квадрата

<и?+Ьх+с=а(х+  +

и последующей подстановки х -f- = t. приводящей интеграл к виду

dt
(I- + l2f

где А, В  — некоторые числа Первый интеграл из правой чжтн получен
ного выражения сводится к табличному

J  —*f du _ + С,i-k
а второй находят с помощью рекуррентной формулы, полученной в § 4.2

П р и м ер ы
Найти интегралы.
, с _ * ____

3 х2 +  6 х + 1 3
Решение. Выделив в знаменателе подынтегрального 

выражения полный квадрат, получим:
[ dx __ [ dx _  f d(x + Э) _  
J^+ex+IS 3 (x+3)2 + 4 J (x+3)2+2*

1 дс-(-3 ~= Т  arctg —s---hC.

. Г Зх—5 .i. \ —к------- dx.
3 x2- J-5х+6

Решение. Преобразуем интеграл следующим обра
зом:

3 х 2- 5 х + 6 3 ( х -

(Зх—5 )dx __
25х+6 J  (х-5/2) -1/4

_ |  х — 5/2 = /, х—5/2 + /, I _  f з<+2,5 
j dx=dt I 3/2-1/4
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+  1 Ч Й & 1 + С -

Возвращаясь к переменной х, окончательно инеем

S
З х - 5  , 3dx= in \х? — 5дс + 6| +

jc4—5*+6 2

+ 1 Ч Й Й  + с -

з. , dx
J  -уЗ—2* —зг

Решение. Выделив в подкоренном выражении пол
ный квадрат, имеем

f  dx______Г dx

'  ф '- ь - г  ̂ V 4~ (•*■+ о1
<Цх+\) х + 1 1_ г= arcsin —5-- г С.

д/г2-(*+1)2

З а м е ч а н и е  Если в интегралах вида

S тх+ п  . Г тх + п  .— ■ ■ — dx. \ — J '-----dx
- а̂х* +  Ьх + с J  ах Л-Ъх-\-с

в знаменателе коэффициент а^О, то его можно вынести за скобки: ах2-h
-f dx + C = ê JC2+ -̂ -* +

Л f 2 ~ 5jt j

J V^T+gT+T
Решение. Так как

4/ + 9х+ 1 = 4 (/ +  + | )  =

= 4(^  +  2. » ,  + (• )-+  | - ( | ) >  

= 4( ( * + т ) - £ >
то представим интеграл в виде

f 2 — 5* J _ f  2 — 5*

J  2 V ( *  +9/8)2-65/64
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Применим подстановку дс + 9/S=t, x= t — 9/8, dx = dt. 
Тогда имеем

J f _________ 2-5 .V

2 J  У (х+ 9 /8 )г—65/64 
_  1 f 61/8—Sf j ,  5 f  Ш
~  2 J 2 з

i 61 f <ft_________  5 f d \ ?—65/64)
16 3 д/*2_  65/64 4 3 л//2-65/64

+ "Гб lnl*+ V *2“  65/641= — у  д//2 — 64 +

+ T ^ in I л / 2— 1^1 + c = - | V ^ + ^ T T  +

+ -^-In u +  У  + ~  д/4/+9л+1 I + C.

5. t-  . 4+3x <to.
J У2-6Х-9*2 

Решение. Преобразуем интеграл к виду
С .
J  Y 2 - 6 * - 9 /  J  У 3 - (3 * + 1 )г

Применив подстановку Зле +  I =  t, х =  у  (/ — 1) (lit =  

— у  dt, получим

\ I 4+3х >dx= T \ ^ r ^ r dt =3 Уз-(Зх+1)2 3 3 д/з-<2
f rf/ I f  dtf-/2) . t— \—r = r  — T i  <— -r =  arcsin -5—
3 У з - ;2 6 3 д/з-/2 3

-  ^ У з - / 2 +C=arcsin-2ii-!---- У 2- 6/ " 8** +C.

«• \ , “* — ■J л:У^ + 8х4-1
Решение. Положим x=\/t, тогда dx= — -pdt. 

Находим
f  dx_________ _  [  l dt _

J х У /  + 8ог+1 ' t Vl/^+e/l+l
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_  f dt_______________f di

'  л / Т ^ Т Г  J  л/(< + 4)?— 15

— S , T 1' ' » — | п 1 ,+ 4 +j  д /«  + 4)2_ ( / l 5 ) 2

+ У ( * - Н )2- (УТ5~Р| + C ^ - ln | /  +  4-|- 
+ У<* + 8/+1 l+C,

Где t=\/x.
_ f 5л:— 13 .
7* J (/ +4x+5)2
Решение. Имеем

f 5x— 13 . _ f  JC— 13/5 ,
1 rfjf =  5j , „>2 , ,,2 dx•J (/+4*+5)2 J ((дг+2)2+1)2

Произведем замену переменной x + 2 =  t, x =  t — 2, 
dx = dt. Тогда получим

5f ... 2 dx = b \ ^ ^ d t  =J  ((*+2) + 1) J <;2+Пг

- ' S ^ - v l - g f a r - T W + v - W + i ) -

— 23 i , dt , = ---- r ------2A  2dt 2'3 (r+ i)z 2(r+l) J (r+ i)2
Применив рекуррентную формулу для вычисления ин-

f diтеграла  ̂ имеем

S l7 T T F  =  ^ 7 r  +  y arc‘g ' + c -

Перейдя к переменной х, окончательно получим

S 5л— 13 . 5dx=
( ?  + 4* + 5)2 2(** +  4* + 5)

23 *+ 2 23
-  <*+2>+с -

324



Задачи для самостоятельного решения
В задачах 4.66—4.87 найти интеграл.

4 66' \ dx■ ( °™ ет I -TTT-I + с  )

4.67. ( xdx
( / + 2* + 2 ) 2 '

( Ответ, - i ^ - J ^ + a r c t g O c + l ^  +  C.)

, Г Здс— 54.68. \ —  — dx.
J yx?-4x + b

(Ответ: 3~\J х2—4х-j-5 + ln |jc — 2+ д /?—4*4-5 | +  C.)

I/ 4.69. \ х+- -  ■ dx. ,
J д/з + 4*-4/ v

Ответ: -j ( j  arcsin--g 1-- -\j3 +  4x — 4д^ + С.)

4.7°. \ , dXJ \9>c +6x— I \
Ответ: -j In |3jc+ 1+  V 9̂ 2H-6jc— 1 j + C.)

4.71. J д/х2 —4* + Xdx.
О т в е т : x 2 2 -\J jc2 — 4x+ 1 + y in  [jc —2 +

+ y / - 4 * + i  l + c . )
4.72. \ д/з + 2x-x?dx.

Ответ: — —“  д/3 + 2х —дс2 +2 arcsin * 2 1 + C  ^

.73. J , 4<fx---.
J  3 /+ 8 jc-2

0твет ^ 4  w + v S l + c )

4.74. ( /3x"~1 dx.
J -y*2+2*+2 

(Ответ: 3 У  jc2 + 2jc + 2 —4 In |x+ l +
+ ^ [7+ 24 + i'\+ C .)
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4-75- J
(Ответ: | arctg (*+1) +  |  +

Г Зх + 2 + 4(ж5-Ь2*+2)* + C )
4.76. \ 2 7T dx.J  (я2 - 3*+3 ) 2 

/ _  13x—24 . 26 . 2jc — 3 _  \
( ° reeT: »[^-a.+3) +  IV T arct*  - JS -  + c )

4.77. { i*  ~ — dx.J  /  + З.Г+4

(Oreer: jc— y in  I*2 + 3x+4| +  arctg 2x̂ 3 +  C.)
. __ f xdx4.78. \ j.

J y5f-2x+l
(Ответ: 1  ^ 7 Z i ^ T + _ L _ in  | * y 5  -  +

+ д/5^-2х+ 1|+ С .)

4.79. { 2 *— -- .J  /-fix+IO
(Ответ: jc +  31h (дс2 — 6x+ 10)+8 arctg (jc—3)+C.)

4.80. [ **— — dx.
J з̂ - ^ + б

(Ответ: |-1п |Зле2 + 2x-f 51 + arctg 3̂ *j1 +  C.)

4.81. \ |--~ 7 dx.
J  8^  + jt+ l

(o ™ « r :  4 - In |8«! + , +  l | - - sl l I r a r c t g - ^ ± i + C . )

4.82. t *+5-- dx.
J  2x?+2x + 3

(Ответ: y in  2*s+ 2x + 3| + arclg ̂ -±-! + C.)

4.83. fJ  sin x—6 sin x+  12

(Ответ: _ - L . a r c t g i ^ + C . )



4 М - S 7 : 5 + 3 '  ( ° ™ " ; т 1"  I T r f l  + с )
4.86. t — ' " dx

•* л: V 1 — 4 >п Jf— In2 дс
| Ответ; — д/1 —4 In дс — In2 jc — 2 arcsin 2^ 1”— + C.̂  

4.86. ( j  5— dx.J x — 2jc—8
(Ответ: y in  |/-2 *-8 |+ 1 п  | ^ z i|  + C.) 

dx.

1 i
3x —4

4’87'  ̂ / + 8д:+ 15 

(Ответ: y in  |/  +  8 *+ 151-16 In | ^± || + C .)

4.4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ 
ДРОБЕЙ С ПОМОЩЬЮ РАЗЛОЖЕНИЯ  
ИХ НА ПРОСТЕЙШИЕ ДРОБИ

Рациональной дробью называется дробь вида , где P(jc),QW
Q(дг) — многочлены. Рациональная дробь называется правильной, если 
степень многочлена Р{х) ниже степени многочлена Q(x); в противном 
случае она называется неправильной.

Простейшей дробью называется правильная дробь одного из следую
щие четырех типов:

I -4-sх — а

II. ---—---, где m3*2, mg N;
(*-а>"

III. ^ х ^— , где р1 /\ — <? <  0, т. е. квадратный трехчлен 
х‘ +  рх +  q

х + рх +  q не имеет действительных корней;
Ах -4- ВIV. — --- —----- , где т ^ 2 , г £ N, и квадратный трехчлен х* -j-

(* +  р* + qY
+ рх + q не имеет действительных корней.

Во всех четырех случаях предполагается, что А, В , р, q, a£R.
Р(х)Перед интегрированием рациональной дроби ^  - яеобходимо

выполнить следующие алгебраические преобразования и вычисления.
1. Если дана неправильная рациональная дробь, выделить из нее 

целую часть, т. е. представить эту дробь в виде
Р(х) , Р >М



р ■<*>где М(х) — многочлен; --- правильная рациональная дробь.

2. Разложить знаменатель дроби на линейные н квадратичные мно
жители:

Q(x) =  {x - a r (x - b )- (x ‘ + Px + qy...,

где квадратичные множители имеют комплексные сопряженные корни.
3. Правильную рациональную дробь разложить на простейшие дро̂

6и:

/>iW Ai \ А* \ \ Ат \ а‘
(?(*) "  ( x - a f  (лг-о)”1- 1 " х—а (x - b )s

в 2 в 5 с ^ + о ,
J -------------------i --------------- l  j ------------i ____ L  4. ____ . Z  1 .______ t-
+ (x- Ь )* - 1 +  + x- Ь  +  "  +  t f + p x + t f  +

C^x+ D2 C,jc4-Dr
{*?+px+ q)r~ ] + +  Z+ px-fij

4. Вычислить неопределенные коэффициенты At, Аг, .... А„, В,, B j....
Bs, ..., С I. D\, C2. Z>2.....  C„ Dr, ..., для чего привести последнее равен
ство к общему знаменателю, приравнять в числителе коэффициенты при 
одинаковых степенях * в левой и правой частях полученного тождества 
н решить систему линейных уравнений относительно искомых коэффици
ентов. Можно определить коэффициенты н другим способом, придавая 
в полученном тождестве переменной х произвольные числовые значения. 
Часто бывает полезно комбинировать оба способа вычисления коэффици
ентов

В результате интегрирование рациональной дроби сведется к нахож
дению интегралов от многочлена и от простейших рациональных дробей.

Примеры

1. Найти \ 3 2ĵ  , 1— dx.
J  дс —5;Г+6ж

Решение. Разложим на множители знаменатель по
дынтегрального выражения; 

/_5/_|_6*= х {х5 — 5х+6) = х (х—2) (х — 3). 
Так как каждый из множителей х, х —2, х — 3 входит 

в знаменатель в первой степени, то данная правильная 
рациональная дробь может быть представлена в виде сум
мы простейших дробей типа I;

2 ^ -1  _  А в  С

х(х—2 )(л—3) ~  X ~т~ х—2 * —3 ‘

Освободившись от знаменателей, получим 
2Х2 -1  = А {х? - 5х+6) + В  (х2 -  Зх) + С (х2 ~2х ).
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Сгруппируем члены при одинаковых степенях х:
2х*-1 = (А + В  + С )х *+ (-5 А -ЗВ-2 С )х+ 6А .

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, по
лучаем систему уравнений

А + В +  С=  2,
— 5А —ЗВ — 2С= О,

6 А = -1 ,
из которой находим: В  =  — 7/2, С=17/3, А — — 1/6.

Таким образом, разложение рациональной дроби на 
простейшие имеет вид

2 ^-1  _  -1/6 _  7/2 17/3
jc (дс — 2 )(х—3) х х—2 .г—3'

Неизвестные /4, В, С можно определить и другим спосо
бом: после освобождения от знаменателя придать х столь
ко частных значений, сколько неизвестных содержится в 
системе (в данном случае — три числовых значения). Осо
бенно удобно придавать х значения, являющиеся действи
тельными корнями знаменателя. Применим этот прием к 
решению данного примера.

После освобождения от знаменателя было получено 
равенство

2Х2— 1 = Д(ж—2) (лг—3) Н-Йдг(х — 3) + С лг(л: — 2). ( I)
Действительными корнями знаменателя являются числа О,
2, 3. Положим в равенстве (1) х =  0. Тогда

_  1 =А  (0 — 2) (0-3 ) +В-0- (0-3 ) +С-0- (0-2),
6Л = -  1, А=  — 1/6.

Полагая дс = 3, получаем: 17 = ЗС, С=3/17. Далее, по
лагая х = 2, имеем: 7 = —2В, В  = —7/2. В результате по
лучились те же значения, что и при первом способе опреде
ления неизвестных.

Итак,
Г 2х*-1 , _  I Г
J  * ( * - 2 ) ( * - 3 )  6 )  х

7 С dx 17 f  dx _
2 j  х - 2  +  3 ]  х—3 —

— — у  In U I — у  In\х — 2| +  у  In \х — Й| +  С.
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2- Н а й т "  S u- t)h.+2>  d x '
Решение. Знаменатель подынтегрального выражения 

имеет лишь действительные корни: 1 и —2, причем пер
вый корень—кратный, а второй —простой. Тогда множи
телю (х— I)2 соответствует сумма двух простейших дробей 

А В-|-- ——, а множителю х +  2 — простейшая дробь

х + 2 . Таким образом, имеем

З х 2 + 2 х —  \ А . В С
* *-_ 1( * - 1 )2(аг + 2) ( * - i ) 2 * + 2 '

Освободимся от знаменателей:
Зле2+ 2х — 1 =Л (х +  2) +  В{х  + 2) (х -  1) +  С (х -  I ) 2.

Действительными корнями знаменателя являются числа
I и —2. Полагая х=1, получаем: 4 =  ЗЛ, А = 3/4. При 
х= — 2 имеем: 7 =  9С, С =  7/9.

Приравнивая коэффициенты при старшей степени х, 
т. е. при х2, находим: 5 +  С = 3, В = 3 — С = 3 — 7/9 = 
= 20/9. Следовательно, разложение данной дроби на 
простейшие имеет вид

3** + 2х — 1______________________________ 3/4 20/9 7/9
( j c — !)? (*  + 2 )  ( х  —  \ f  '  х —  1 ' х +  2 '

Тогда
f  3^ + 2 t - l  , З Г  dx 
\ (x - \ f ( *  + 2) а Х ~  4 +

,  20 f  dx i 7 f dx _  3
9 ]  дг- l  +  9 ]  х + 2 4(ж— 1) ‘

70  7+ - f  In (X - 1 I+  -i-Jn |x+21+C.

3. Найти t -dx
)  x3— i ‘

Решение. Разложим знаменатель на множители: 
X3-1 = (X-1)(X2 + X+1).

Данный многочлен имеет три корня: один — простой 
действительный и два простых комплексных. Тогда
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x - \  <JC_1) (JC2- ĴC-Ь 1)
__ A Bx-\-C

x - \  ^  x? +  x + l  '

Освобождаемся от знаменателей:
x = A (x2 x 1) -f- (Bx -|- C) {x — 1).

Действительным корнем знаменателя является число* 
1. При х=  1 имеем: 1 =  ЗА, А =  1/3.

Сравнивая коэффициенты при х2, х, получаем: А -{- 
+ В= 0, А-\-С—В =  1, откуда В =  — 1 /3, С=  1/3, т. е.

< _  V 3 _  (1 /3 ) (дг — I)
х г - \  х - 1  **+ *+ 1  '

Тогда
Г xdx J  f __d* 1 f * ~ 1
J *3 -  I “  3 ) x -  1 “  3 3 x1 + X+  1 dx =

= T  In Iх -  11 -  J  T 1" I * - 1, _
1 С (2* + I) — 3 . I , | 11 I f  2*+l , ,
6 J  ** +  * + 1  d x ~ ~  3 ln I x 6 J j r ! - M + l  '*”

■(TTWTsTT = I 1ln |jf -  11 -  J  In !■*2 + x + 11 +
. 1  2 , x + l/2  . „

7  ~ ^  g~ j f y T  +
=■ ~  In 1 jc— 11 — -i-ln U 2+ x+  i| -+■

■ 1 а |— 1 . ~+ ^  arctg-^y-+ C.

4. Найти { — — dx.J  /  + б/ + 8
Реш ение. Разложим знаменатель на множители: 

лс4 +  6*? +  8 = (х? +  2 )(дс2 +  4).
Данный многочлен имеет две пары комплексно-сопряжен
ных простых корней. Тогда

х 3 —  6 /  — 6
х* +  6з? + 6 (х2 +  2)(л2 +  4)

Ах+ В Cx+D
/ + 2  х? +  4 ‘
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Освободившись от знаменателей, имеем
х3 —6= (Ах + В ) (*г+4) +  (С* +  Я ) (/  +  2).

Отсюда, приведя подобные члены, находим 
*3- 6  = (А +С)х3+  (B + D)x2+ (4A+2C)x + 4B + 2D.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
х, получаем систему уравнений

A + C = l, B +  D =  О, 4Л + 2С = 0, 4B+2D=  -6 , 
решение которой: А — — I, С — 2, В  =  —3, D =  3. Тогда

х3— 6________ х+З 2*+3
х4 + 6«2+8 ~  х2+2 *2+4 '

Следовательно,

f * 6— dx= — t *2+3 dx+ ( dx=
J х + 6х  +8 3 х + 2  J ха+4

_ 1 f 2xdx ,  f dx , (  2xdx !
- _ у  3 ^ ^ 2  J 7 + 2 "+  J 7 T T  +

+ 3 S -7 ^  =  “  ^ 10 |/+21 “  " 7 * arctg1 *  +
+ ln \x 2 + 4\ + у  arctg у  + C.

5 Найти ^--- —— ----J (1 +x)(l +**f •
Решение. Так как х2 +  1 — двукратный множитель, 

то имеем
2х _ . В х + С  .

(i+ * )0 + *y  — i+* i+ 7
. D x + E

+ <1+*V*
Освободившись от знаменателей, получим равенство

2х = А (1 +  дс2)2 +  (Вх+ С) (1 + х) (1 + **) +
+ (£>*+£) (1+*).

Полагая в нем х— — 1, имеем: —2 — 4/4, А — — 1/2. При
ведем подобные члены:

2х=(А + В)х* + (В + С)х*+(2А + В +  С +  0)з? +
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+ (B + C + D + E)x + A + C+ E.
Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях х, по
лучим систему уравнений

А + В =  О, В + С = 0, 2A+ B + C + D = 0,
B  + C + D + E  = 2, А + С + Е = О,

из которой найдем: В =  1/2, С— — 1/2, £=  —Л — С= 1, 
D= —2 А ~ В  — С=  I — 1/2-j- 1/2= I. Следовательно,

2* -1/2 . х/2-1/2 .
.2,2 — 1х, I г

Тогда

(1+*)(1+/)2 1+* **+1
, *+1 

+ <*4i)2-

Г 2xdx______________f dx
J  ( l + x ) ( l + / ) 2 2 )  1 +■* +

+ J f ± d x + [ ^ ± l ^ dx =
2 J  / + | }  ( /  +  !)

y in  l l - M  + y in  \x?+\\ — -j- arctg x—
I . r dx

2{/ + t) +  S (!+/)

Для нахождения последнего интеграла применим ре
куррентную формулу

[    х г 2 л —3 ,
п~  2а2(п-\)(лг+с?) ^  2(n —I )а2

Для случая п= 2, а=  1 имеем
, X . 1 (  dxh ~  — --- 5- + у  3

..2,2 1

2 ( 1 + / )  2 J  I + /

+ v  arctg х,2(1 +Х2) 2
Окончательно получаем

2xdx
( I+*)(!+/)j ~2 ~  у  In 11 +  *Ц- ln \Х* + 1 I

2(/ + l) 2(1+/) 2
+ -j-in (jc2- f l )+  * ~ ‘д +C.4 2(1+/)



* Ч  f  *4+ 3 * 3+ 3 * 2- 56. Найти \ —з—- 2 , , , dx.J  х + Ъх -f- Здг 1
Решение. Выделим целую часть данной неправиль

ной рациональной дроби, разделив ее числитель на знаме
натель по правилу деления многочленов:

л4 +  Здс3+Здс2— 5 |*3 +  3*2 +  3 *+ 1
~ * 4 + 3*э + 3*2+ * х--------------

—  дс —  5

Тогда
*4 +  3*3+ З ж2- 5S х  ̂-f- Зх2 -|- Здс \

= К " -  Т ^ Т ь Т г ) * * ” К 1 -  т й т и > "=
_  i - — {  U + Q + 4  , , /  Г dx

2 J (x+\f 2 ) (x+lf
Л  dx _  x2 (r+l)-' 4(*+1Га ^

( ж + 1)3 2  _ ]  -  _ 2  +  C ~

— £__ L _1__  ̂ Q

f x2—*7. Найти интеграл j у —— g-йя, не применяя метода

неопределенных коэффициентов.
Решение. Подынтегральная функция является пра

вильной рациональной дробью, поэтому можно было бы 
найти интеграл, представив эту дробь в виде суммы про
стейших дробей. Однако нахождение интеграла можно 
значительно упростить, если произвести замену перемен
ной лг+1=/. Тогда х ~ t — 1, dx=dt. Находим

С х2—* j .. I *+  1 = t, x =  t— 1,1



Задачи для самостоятельного решения
В задачах 4.88—4.119 найти интеграл.

4.88. \ с Ш+16 2 dx.J (i-1){x+2)2 -
о™**: ЗШ  | ^  +  С .)

4.89. \ э 5<2~ 14---dx.
J  хл- х г-4х+ *

3
0пет: I I +с)

4.90. \
х3 + хг + 2х + 2 '

0твет: ^ “ 77Т5 + arctg + с  )

0 , в е т :  ^ ln -  TW  arctg + c )
4.92. ( -3 7-"2---  dx.

J  дг—2дг+ 5jc

Ответ: 3 In +2 arctg +C.^

0твет: 7 Т О Г  + ~f~ arc,g 7 »  + C j

4.94. i , /+-g--- dx.
J  (х Ч Ш д с Ч э )

Ответ: - i -  In A r ± i  +  ±  arctg x - ± - arctg |  +  C .)

4.95.
J (x— I) (•*— 2)

( Ответ:----— s- 4-2 ln \x— 11 + 3 In | jc— 2| +  СЛ
V 2(x— 1) f
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4.96. J
dx

(ж2 + 1)(*2-1) ‘
(Ответ: In j |--| — у  arctg жЦ- С.̂

4.97. \--- ------- .
}  (дг—  I ) ( г  —  1)

{ От,ег: +

+ | l n U + l i + C . )

4.98. 5 ^

(Ответ: у  In | -~- | — у  arctg х+ С.)

4.99. (■ , V й ---dx.
3 х3- / + х — \

( Ответ: -^у-— + 1п — arctg

4.100. С /+2?+4^+4 ^
J x4+2*r+2ir

( Ответ: у — 2х— у  + 2 1 п  (дг2 +  2* + 2 )  —

- 2  arctg (*+ 1 ) +  С .)
4.101. [ — - ^ 4 — dx.

(Ответ: у  (9 arctg л+ In

4.,02.

(Ответ: x+ arctg *f у  ln((x — 1 f x

‘ x V^+**M)-)
1.103. J4.ЮЗ. \ dx.

x3-4x
(Ответ: 5 x + 2  In |xj -j-3  In U — 2|*4*4 In U + 2 |  + C . )
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j?d x

< x  + 2) 2 ( x  + 4)z '

| Ответ: — {x+2) (Т+4Г ,n 1 (*+2) I +*"•)

4Л05, \
(Ответ: _  J L - - 1 -  ~&~iГ  +  3 ln I 7=г1 + C )

4.104. J

4.106. J dx
(j?~ A x+ Z )(x2+*x+ b) ’

( Ответ: In \x — 3| — ~  In \x— 11 +  ln ( jc2 +

+ 4 * +  5) +  тзо"arct2 < * + 2) + C7

4.107.
3 X*-l

(Ответ: x+  In | — у  arctgx+C.)

4-108' $ 7 = i£ ir * -

(< W :  5*+!n | + C .)

/+Х+14.109. ( -s—  ил,J *(лГ + 1)
(Oreer: ,+  ln | ^ _ |  +  C .)

4.110. ^ ---
J  6x — 7* —3x

{ Ответ: In |3x + 11 + -^-ln |2x — 3| — 4* In U l +  C-)

4 ' " -

(Ответ: In +  C.^

4.112. \ 23̂  + 4 3 dx. .J *V-M>3
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/ л  57 , 57дг4+ Ю З х2 +  32f Ответ: - т arctg»---- + C J
dx4.113.  .

J  jc —4лГ + 5л—2

Ответ: + ln | -j~-| +  C.)
. . . .  Г Jt2 — *+14 .

J  (л : — 4 ) 3 <лг — 2> *

0твет: ~  2<x-4)a +  ^4~  +2 1П I "?=г1

4.115. [- - ~ 2 X4 '--dx.
J  ( x - l ) 2(x2 + l)

Ответ: — 2(х!_!) + y ln (Jf2+ 1)+  у  arctg * -f- C.)

4.116. J Зле3 —  jc*— 4 jf +  13 dx.Jtf- A x  + W)
Ответ: — у  -f у  In I*2 —4jc+13| + у  arctg -f C.)

«•»»• S . f + j .  „ I  **■(*+ l)</+ l)2 
Ответ: + у ln U + H  — у ln (^  +  l ) +

| " в  [
2/+x + 4 dx.

*3 +  /  +  4х +  4

Ответ: In |x+l |-f у  In (x*+4) +  C.)

4.119. J dxW ^2x f'
Ответ: | In  | - ^  _ ^ - ^ - L _ - + C.)

4.5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 
ВЫРАЖЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ ПОДСТАНОВОК 
И ФОРМУЛ ТРИГОНОМЕТРИИ

Интегрирование тригонометрических выражений с помощью подста
новок. Условимся через R(u, v) обозначать рациональную функцию отно
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сительно u, t’, т. e. выражение, которое получено из любых величин и, v с 
помощью четырех арифметических действий.

Рассмотрим интегралы вида J R(sin х, cos jc)dx, где R — рацио
нальная функция аргументов sin х и cos х. Такие интегралы приводятся 
к интегралам от рациональных функций, т. е. рационализируются с по
мощью универсальной тригонометрической подстановки t =  tg . В  ре
зультате этой подстановки имеем:

2t* f
i+ tg*!

i+tg*

21

х=2 arctg t, dx=

1+f2’

1 - i1 
l+ f2’

2 dt
1+/2 ’

2 dt 
t+i2 )

(4.5)

Универсальная подстановка /= tg—  во многих случаях приводит

к сложным вычислениям, так как при ее применении sin jc и cos х выража
ются через / в виде рациональных дробей, содержащих 0.

В некоторых случаях нахождение интегралов вида Jfl(sinjt,
cos x)dx можно осуществить с помощью других подстановок. Укажем эти 
случаи.

1. Если R(sinjc, c o s j c )  — четная функция относительно sin х, cos х,
т. е. fit — sin л, —cos jc )  = fffsin х, cos jc ), то интегралы  ̂R (sin х,
cos x)dx рационализируются подстановкой I = tg х. При этом использу
ются формулы:

tg2 JC 4sin2 jc= 1 (4-6)
l +  tg3/  l+ tg 2*

2. Если /?(sin x, cos x )~  нечетная функция относительно sin x, т. e. 
R (~sin x, cosjc )  = — A*(sin x, cos*), то интегралы ( R (sin x, cos x)dx 
рационализируются с помощь» подстановки t — cos x.

3. Если tf(sin x, cosдс) — нечетная функция относительно cosjc, 
t . e. R(sin дг, — cos x) = — R (sin x, cosjc), то интегралы J/?(sinjc, 
cosjc)dx рационализируются с помощью подстановки /=sinx.

4. Интегралы ^R (tg x)dx приводятся к рациональному виду с по
мощью подстановки /=tgx.

5. Интегралы  ̂Л (ctg x)dx приводятся к рациональному виду с по
мощью подстановки <=ctgx.
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dx
cos' T,JC

З а м е ч а н и е .  Интегралы вида \ -- тг~-г—- \
J sin x J

, xлучше всего находить с помощью подстановки t = lg —  .

Интегрирование тригонометрических выражений с помощью триго
нометрических формул. Рассмотрим следующие случаи.

1. Интегралы вида

J sin тх  • cos nxdx, J cos тх  • cos nxdx, 
j sin mx-sin nxdx

находят с помощью формул тригонометрии:

sin mx-cos пх= (sin ( т  — «Jjc+sin (m +n)x), (4.7)

cos т х -cos nx= -i- (cos (m — »)x-f-cos (m + n)*), (4.8)

sin mx-sin nx=* (cos (m — n)x—cos (m+n)x).

2. Интегралы вида j sin"1 x cos" xdx, m, rt£ N, находят при нечет
ном n с помощью подстановки (=sin х, при нечетном m — с помощью
подстановки <=*cos х. Если же т  и п — четные положительные числа, то 
подынтегральную функцию необходимо преобразовать с помощью фор
мул тригонометрии:

sin х cos х= ~  sin 2х, (4.9)

sin2 дг = i-  (1 —cos 2*), (4.10)

cos2 л=  -i- ( I +cos 2x). (4.11)

3. Интегралы вида  ̂lgm xdx,  ̂ctg"1 xdx, tsa « €  М» находят с по
мощью формул:

tg2х=  J/cos2х — 1, ctg2x=  l/sin2x— I, (4.12)

последовательно понижая степень тангенса или котангенса.
4. Интегралы вида

X--- -— dxt \ctgmx---- !—  dx,
J  cos r  J  sin x

где n — целое четное положительное число, и интегралы вида
dx

cos2"*  ’
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где п, т  — целые положительные числа, находят с помощью формул: 
tg2х =  1/cos2х — 1, ctg2д: = 1 /sin2jc— I.

Примеры

Найти интегралы с помощью тригонометрических nqd 
становок.

1
•5

dx
4 sin2 j : —7 cos2 x

Решение. Выпишем подынтегральную функцию:
1/?{sinjc, cos А") =

4 sin2 х—7 cos2 л

Так как выполняется условие /?(— sin х, —cos х) =  
= /?(sinjr, cos х), то применяем подстановку / =  tgjc 
и используем формулы (4.6). Получаем 

[  лх4 sin2 х — 7 cos2 х

tg jc= f, х =  arctg/, dx =

■ 2  Г  2Sin X =  ---COS JC =

dt 
1 +/*

- 5

1+*2
dt

t S

(!+<“)
d(2t)

1+*2
____________ .  =

i t 1 — 7 J At2 —7
Й2"

2t-^7
1+f

In(2/)2- (V 7 )2 *V7 I 2*+y7I 2' ~ V 7 I +C I 2/+V7 I + L *

где / s= tg jc .

J
cos xdx 

sin6*
Ре ш ен ие .  Выпишем подынтегральную функцию:

(sin jc cos х) =  —cos5 X
sin6*

Так как выполняется условие /?(sin лг, — cosjc) =  
= — K(sinjr, cosjc), то, применив подстановку / =  sinjc, 
имеем



« ( ( Г ' - 2 Г Ч г г) й -  -5- -  4 ^ -  + ^ + С =
_____ L  +  J ___—  + с
"  5f* 3f3 ' + с ’

где / =  sin х.
О Г _ g _____

J  5 — 4 sin л: -+■ 3 cos х *
Ре ш ен ие .  Так как для подынтегральной функции

R (sin х, cos х) =t -=— ---Ц-s----v ’ ’ 5—4 sin jt-(- 3 cos x

не выполняются условия: R( — sin x, — cos *) =  /?(sin x,
cosx), /?( — sinx, cosx) = —'/?(sinx, cos*), /?(sin x,
— cos*) =  — R (sinx, cosx), то, применив подстановку
/ = t g y  и формулы (4.5), получим

r dx _
J  5 — 4 sin x + 3 cos x

f —t g y , x — 2 arctg t, dx=

_  . 21 l — /2 
s in  X  =  ■ ■ ,  , COS x =  — — vl+ r 1+f

_  f _________________2dt_______ _______  __

% W 5 - _ «  . + i< !=£.'\ _^ l+<2 I +<2 )

= 2? ----- ------ -2“ = 2  ̂—T ~ --“J  5 + 5 Г—8 f+ 3 - 3 r J  2 Г—8/+8
= t__ dl ___ -  С d i - ___

J  i* —4( + 4 J  (/ —2)2 * —2 ’

где t =  tgy .

4. $ctg5ji:dx.
Ре ш ен ие .  Это интеграл вида $/?(ctg jc)dx. Приме

нив подстановку ctg* = /, найдем:

I — Jctg5 x d x =  | / =  ctg x, Jt =  arcctg/,
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d x =  — dt
1+/2 = - h

t i t
-l-f2'

Выделяя целую часть полученной неправильной рацио
нальной дроби, имеем

1==~ \ ( е ~ 1 + 7 ^ ) d t= - T  +

-  4- In « 2+1) +  С,

где /= ctg х.

J  sm x

Решение. Данный интеграл относится к интегралам 
вида  ̂ ^  , ■, поэтому применим подстановку i s=tg у

и воспользуемся формулами (4.5). Тогда
. ,  ̂ 21 t =  tg y ,  SHI Х =

2dt
dx

. з
sin X

t S

dx =

dt
I+/2

=2S
(1 + h 2dt 

8/3

l+ 2 f2+ f4
dt - т 5 ( г ’ + т + 0 Л -

=  +  у  In |/| +  -g- + C.

6•5-
<dx

tg x cos 2x ■
Решение. Так как /?(—sin x, —cos x) =/?(sin x, 

c o s j c ) ,  то, положив f =  tgx, получим
f dx  f  dx
j  tg x cos 2x j  

dx
-stg x cos2 *(1 — tg2 *)

л оtg*(cos x— sm л)

=  I / =  tgjc, dt — cos2 X
dx\ =

= [ ^ n + t dt=  C f  +  I J " -  -J J t(\—i2) J * J l— r
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,  , , ,  I f  (- 2  t)dt m  1 f d( l - t b
- ln m - T  \ - x- p- =ln U I ~ T ^  i ,_p =

=  ln | Д — ln 11 — Z2! + C,

где /=tgjr.
7 f ___**__
'• ]  5 - 3 cosx
Решение. Так как функция /?(sinjc, cosx) = 

l= т—5--- не является четной относительно sin х и cos х,о—О COS*
нечетной относительно sin х, нечетной относительно cos х, 
то применим универсальную подстановку / =  tgy. Ис
пользовав формулы (4.5), получим

* = tg y , х= 2  arctg t,
I 2dt

dx
5—3 cos х

COS X  =  

dt
i + r  dx~  \+F

(1+„ ( 5- , . ^ ) = 2 S ^  =  

= \ j ^  =  T aTCte <2*>+C’
где /= tgy.

Найти интегралы с помощью тригонометрических фор
мул. /

8. j sin Зх cos 5xdx..
Решение. Воспользуемся формулой (4.7). Имеем 

J sin Зх cos 5xdx= y   ̂ (sin 8х —sin 2x)dx=

*5= у  J sin 8xdx— ~   ̂sin 2xdx— -- ^  cos 8x +

+- -̂cos 2x+C.

9.  ̂cos 2x cos x cos 3xdx.
Решение. Применив формулу (4.8), получим 

J cos 2x cos x cos 3xdx— у  j  cos 2x(cos 2*+ cos 4x)dx= 
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=  У  5 cos2 у  ^cos 2х cos 4x d x =

(1 + C °s  4 x ) d x +  у  j (cos2x-|~cos6j()dx =

— \  (*+ 7" sin 4x̂  + у  sin 2 x +  -p-sin 6x+C.

10. $cos4xsin5xdx.
Реш ение  Выполним преобразования:
Jcos4 x sin5 x d x =  — J cos4 x (1 — cos2* )2*/ (cosx) =

=  — $cos4 x (1 — 2 cos2 x +  cos4 x ) d (cos x) =
=  —  $ (cos4 X  —  2 COS® X + COS® X )d (C O S  x)=

cos5 x . 2 cos7 x cos9 x _
—  5 t  7 9 Г-С.

11. J cos2 x sin4 xdx.
Решение. Используя формулы (4.9) и (4.10), имеем 

Jcos2 х sin4 x d x =  j (sin x cos x )2 sin2 x d x =

=  K yS in 2 x ^  I ,.-c° .s 2- d x =  у  jsin22xdx —

— у   ̂sin2 2x cos 2x d x =  у   ̂-— y -s -* d x— у   ̂sin2 2xX

X  y d  (sin 2x) =  -- -^sin4x— ~  -~ ^ 2x- +  C =

“  l ¥ x~  ^T sin 4x~  T rSin32x + C.

12. $ sin6 xdx.
Решение. Используя формулу (4.10), получаем 

 ̂sin6 x d x =   ̂ {sin2 x)3dx=*  ̂ — у — d x— .

= ~  J (1 — 3 cos 2x -j- 3 cos2 2x — cos3 2x) dx =

— у  \̂ dx — у   ̂cos 2xdx +  у  ̂ cos2 2xdx —

Jcos3 2 x d x = y - ~ s i n  2x+ 4 “ 5 (1 +

-j-cos 4x)dx— у   ̂ (1 — sin2 2x) • у  d(sin 2x) =

e  т  ~  4 - sin 2jc+ 1 ё х+ ~ k slnAx~
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-- ĵ r- sin 2x+ -jg- sin3 2x+C =  — y s in  2jc +

-f -|p sin 4*+  sin3 2x+ C.

i 3. J tg5 2xdx.
Решение. Применив первую из формул (4.12), нахо

дим

$tg52 *d *= y  \ 1%Ь 2xdx =

= у  J tg3 2xd{tg 2х) -  у  J tg3 2xd(2jr) =

“ l ' 8 , 2 * - | S t g 2 x ( ^ - l ) , ( ( 2 , ) -

= j- tg4 2x — у  J tg 2xrf(tg 2x) +  у  J tg 2xd{2x) =
_ tg4 2x tg2 2x , 1  f sin 2xd(2x) ______

8 4 ”• 2 J  cos 2*

_  +  1  in | cos 2x| +C.

14. (tg 6* — 7— dx.
J  cos x

Решение.  Применяя формулу х =  1 +  tg2 х ,
Облучаем

\tg6* --- '— dx= \tg6* ( l+ tg 2 х) -Щ — =
J  cos х J  cos X

=  5 *g 6 * ( l + t g ? X ) d { t g  * )  =  $ tg 6 * d ( t g  * )  +

+  \  tg8 Xd(tg X )  =  +  c -

15.
J  sm x

Решение. Используя формулу — *—
sin х

имеем
? — Y — - =3 sin6 x 3 \  sin2 x / sin2 x
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= — \ (1 + ctg2* )2d(ctg*) =
=  — $ (1 +2 ctg2 x-f -ctg4 x)d(ctg x) =
= —ctg x— |^ctg3jc— -g-ctg5 x4 -C.

Задачи для самостоятельного решения

В задачах 4.120—4.153 найти интеграл.

4-120-
(Ответ: |  In | tg | |  +  |  tg* у  +  С.)

4.121. )  sin 2х

(Ответ: у  (tgx +  ln Itgjc|)+C.)

4 ,22 S ЗТ^Т- { 0твет Т Г а^ 4 г + С )

4.123. [ .....— -- т. (Ответ: — — 1---- |-сЛ
J  (sin Х + СО& X) V 4 " tg *  /

4.124* \ -**х , (ответ: + tg х~\- С.̂
J  cos х ♦ \ J  /

4 ' 25- ! sin л +cos х '

(Ответ: arctg (tg у  — l )  + C.)

/  о 5te XГ i О ъ
4.126

J  a-t-
Лс

f ti (  2 5tS y + '-  \
• S t+4,inJ.-- (огвет: у  arctg--- j--- + C.J

4.127. \ —
j  sir 3 3sin x cos x

| Ответ: у  (tg2 x—ctg2 x )+2ln |tg*|+C.)
dx4.128. \ rs

tg *
( Ответ: x— у  ctg7 дг+ ~  ctg5 x— у  ctg3 * + ctg x+ 3.)
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cos xdxя з
Sin л — COS X

\^ Jigx~  l|
+ c.)

V ,g2j;+tgjt+t

4.130. Jsin8xdjc.

( ос I 7 l a
Ответ: w jc- T sin2jc+ w sm 4x+ ^-sin 2* + 

+ W si"  8x+ c  )
. . Г cos xdx / _  1 . jc 1 ■ a jc , _  \
4 I3 1 - )  ( I- co s  .г)’ ' ( 0l<’"  C-)
4.132. J cos 2x c o s  2>xdx.

^Ответ: -ĵ -sin 5jk+ysin

,  m  \ T ^ S T dx- ( ° твет: 2t» ( f + f ) - * + c -)

I. IJ 4 . J-
dx

(tg2 jc — 5 tg дс) cos2 дс

(Oreer: y in  | i i ^ |  + C .)

1.135.

tg*
sin jc -|~ cos jr dx.3 + sin 2x

(Ответ. | l n  I + C .)\ 4 I smx—costf—2 1 /

4.136. [ . . J *,-— .J  8—4 sm x+7 cos *

(
Ответ: In

tg-*- -5 
s 2

t * 4 - s  
6  2

+  C.
)

4.137. ( - у - ----
J  sin * — 4 sir

dx
\- sin ж cos x + 5 cos x 

(Огвет: arctg { t g * —2)+C. )
4.138. ( - ■. ----.J  3 sm x—4 cos x

(
Ответ: 4-In5

tgT ~  I
« « f  + T
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1.139. J sin^1+tgx-
(Ответ: у  (sin дс-eos x) -  In | tg +  £ )|  +  C.) 

1.140. J 5+$in *+ 3 cos x '
X

(  2  2 t ? T  +  l  \{Ответ: arctg + C .J

4.141. j  cos x —3

( C O S^  J f  \Ответ: —g---|-3cosjt +  81n |Cos x — 3( +C.J

3 cos2 x 4- 4 sin2 x 
1 24g*(Ответ: ^  arctg - ^  +  С.)

4.143. J cos5 x sin2 хЛс.
^Oreer; y s in 3x— -|-sin5jc+ y s in 7je +  C.̂

1.144. J cos3 xdx
4 sin2 дг— 1

( Ответ.• -  |  sin x+  4 - In | | £ q n “ | +  c )

4.145.  ̂ , dx . (Огвет: 4 y'tg jc +C.)
V r-sm * cos jc

54.146. J sin3/5 jc cos5 дсйдс.

(oreer: - \ jsin8 x — у  д/sin18x — "л/siii * x  -+-C?j

4.147. \ . dx
’ у  cos7 X  sin X

(Ответ: у  -\jtgs x -\-2yJigx +  C-)

4.148.  ̂cos x cos 2xdx.
(Ответ: sin Зх+ у  sin ac + C.)

4.149. j (tg2 дс-j-tg4 x)dx. (Ответ: ytg® jc+C.̂
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19 sin2 дг—8 sm x cos x —34.150. J

(Ответ: -i-ln | | + C.)

4.151. $sin4*dx.
( Ответ: ~  x — is i n  2x+ sin 4x +  C.^

.152. J4.152. \ * >Л .l+ tg *+ tg  *

(Ответ: x ^  arctg 1+̂ g* + C .)
sin 2xdx1.153. J

cos3 x—sin2 x — I

(
2 2 2 Ответ: — у  In |1— cos jc| +  y in  |cos x+2 cos x +  2l —

— у  arctg 11 -j-cos xt +C.^

4.6. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ 
ФУНКЦИЙ
Рассмотрим интегралы вида

где R — рациональная функция, mi, ...... . m,, п, — целые ненулевые чис
ла. С помощью подстановки

ах+Ь _  д 
cx-f-d

где ................ . «,) (К (п>,..., п,) — наименьшее общее кратное чисел щ,
пг), указанный интеграл преобразуется в интеграл от рациональной 

функции.
Рассмотрим два частных случая.
1. Если с=0, </=1, то данный интеграл имеет вид

(а* + 6)Ж|/Я|, .... (ax+b)m'/n')dx

и преобразуется в интеграл от рациональной функции с помощью подста
новки ax-\-b=tl , где X=/C(n,, л,)

2. Если Ь = с =  0, a — d=  I, то интеграл имеет внд J R (*, 
хГ'!п\ . х"' " ) dx и приводится к интегралу от рациональной функции 
с помощью подстановки *=<\ где X=K(/t(, ..., п,).
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Примеры
Найти интегралы.

( dx____ ,
' (т/* +4) V*

Решение. Так как интеграл имеет вид 
xl/3)dx, а К {2, 3) =6, т. е. Л=6, то применим подстановку 
x =  t6. Тогда

Решение. Интеграл имеет вид $/?(*, {1 -f- ->с)'/2т
(1 + Jt)l/3)dx, поэтому применим подстановку 1+л: =  <6, 
так как К {2, 3)=6, Л, = 6. Тогда имеем: x = tb— 1, 
dx — %t&di,

( \jx + 4 ) у *  I d x = § fd t  
_  f  6f id t  _  f  t2dt _
=  \ — 5------Г  = 6 \ - T

= 6 t̂ — 4 arctg y )  +  C = 6f — 24 arctg у  +C,

где /= У x .

- j  .в Л / < - 6 ^ - 2 < Ч

+ /34-l)d/ =  6j (/'5 — 2t* + f  +  ?)d i =

где t*=^fi+x .
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Решение. Это интеграл вида J R (х, (- [~ г ) ^  dx. 
Применив подстановку

получим:

Разложим рациональную дробь 

стейшие. Тогда

(/2+1)(/-1)(/ + 1) /2 + 1 (-1 /+ Г
Освободившись от знаменателей, получим:

/2=(/1/ +  В)(/2-1 )+ С (^+ 1 ){/2 +  1)+£>(/-1)(/2+1), 
?= (А  + С + 0 ) ? + (В  + С - й ) ? + (С  + 0 - А ) (  +  

+ C - D - B .
Полагая /— 1, находим: 4С= 1, С= 1/4; при / — — 1 име
ем: — 4Z)=1, D =  — 1/4. Сравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях /, получаем систему уравнений:

A + C + D =  О, B + C - D =  |, 
C + D -A = 0 , С — D — В =  0.

Подставляя в нее С= 1/4, D = — 1 /4, находим: Л +  1 /4 —
— 1/4=0, >4=0; В+ 1/4— ( — 1/4) =0, В  =  — 1/2. Тогда

__________^ _________  _  - 1/2 ■ 1/4 __ _ 1/4_
(<2+1)(<-1){/+1) Z2 + 1 <-1 /+ Г

т. е.



— —2 arctg if-J-ln U - l | - l n  |/+1|+C =
= — 2arctgf+ln| -^i-| +C,

где t =

4. \ . -dX -- ■

Решение. Умножив и разделив подынтегральную 
функцию на -\j 1 +  х , получим

f dx f V *+ T  dx
ЛУ  ( x ~ l ) ( x + i )2 У (х +  l ) 3( * - l )
/ I + Т  djc- s v i*- 1  ДГ+ I 

x Ч- I яПрименим подстановку =  г. Отсюда
/*+]х= i— . Тогда г —I

. -6Aff . , 213dx~  ж-f 1 =(/»—!>*’ ^  /*—I *
At c f «V - l)d <

3 7 т г - " ь ] ( ? _ Г ) У

- - 6St ! t  = - 6S
Разложим рациональную дробь на простейшие: 

I А . Bt +  C________ = _2___|__ L.
( ( - 1 ) ( ( 2 +  / + 1 )  * ~ l t2 +  t + 1

Освободившись от знаменателей, имеем:
1 = Л (/а + /+1) + (В/ +  С )(/-1 ) = 
= (А + В )Р +  (A +  C — B )t + A — C.

Полагая <=1, находим: ЗЛ = 1, Л =  1/3. Сравнивая коэф
фициенты при одинаковых степенях /, получаем систему 
уравнений:

Л + Д = О, Л + С —6 = 0, 1,
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из которой находим: В =  — 1/3, С — — 2/3. Тогда имеем

\----- Ч----- —  т \  А - Т  7 ^ " =J  (/— 1 )(Г  +  /+1) 3 J  f- 1  3 J  г*+< +  1

' ,n | , _ l |  ' C'< f + ‘ +.) -
з 6 J f2-H + l

1 2 , <+1/2 , „  I , , ,  . .
-  у  агс,е ̂ з т г + с = s |п 1 1 1 -
— ^-1п |/*+ / + II---4^-arctg 21 * *  + С ,

™ е ‘ = \ Щ

Задачи для самостоятельного решений
В задачах 4.154—4.168 найти интеграл.

4.154. ( — ^ — dx.
J 1

(Ответ: у  (f3 — In (/3 +  1) ̂  + С, где t=  \[х.

4,55 \ dx (Ответ: + С .)

4.156. [ dx------.
j  V ^ F T  +  \/2x +  I

(Ответ: ^ - у ^  + З* —ln (г+1)3 + С, где t =  ^/2*+ l.)

4.157. \x^a — xdx.
(Ответ: (3x? — ax — 2c?) -\fa~x + C .)

4-158. (Ответ: ( i x + l f  +C.)

354



4.159.
(0твет: x—2 V* +2 ,n (V*+ 0+C-)

4.160.  ̂ /,^1^ dx.x+l
x V * —2

(Ответ: 2^x — 2 +  д/2 arctg + C-)

1 4-,et- \ л/ g f— %

С У* d*
4.162. \ —  “

j r —V?
^Отвгт: 2y[x + 6 - ^ + 3  In j ■——-J -t-C.̂ .

4.163.
J 1+ y3x + 4

(Ответ: |  (3*+4) -  |  (Зл: + 4)2/3+ (3x+4),/3-

-1п|-^Здс + 4+1| + С.)

4.164. ( ” ** .J l\j2x — 3

(Ответ: -A. V  (2x—3)s + I  д/(2х-3j* + C .)

4.165. ( ---V * ^ + 2 - Ac.
J (x+i)2-V^TT

(о™*-' I" I i£Tv^l-^«V VI% +1 +c)

(Oreer: — 2 arctg V 1— * +C.)

4.167. J VJ 
"~t+2 '

(  Ответ. 2yfx —2-^2 arctg + C .)
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4.168. J- ут+т + У(*+п3
{Ответ: 2 arctg -\j 1 + x +  C.)

4.7. ИНТЕГРАЛЫ ОТ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  
БИНОМОВ
Дифференциальным биномом называется выражение вида хт{а -\- 

4- biCfdx, где т , п7 р — рациональные числа, a, b£ R.
Интегралы от дифференциальных биномов выражаются через эле

ментарные функции только в следующих трех случаях
1 ) р — целое число, m=r\/si, n = rj/sj Тогда данный интеграл сво

дится к интегралу or рациональной функции с помощью подстановки 
x= f\ где X= K(si, s2);

2) 1 )/п — целое число, p=r/s. В этом случае исходный интег
рал рационализируется с помощью подстановки 0+ 6*” =  ̂ ,

3) (  ОТ̂ ~ ' — целое число, p=r/s. Тогда данный интеграл ра

ционализируется с помощью подстановки a+bx"=x"ts, где 5 — знамена
тель дроби р.

Примеры
Найти интегралы.
1. 5 -\[х (1 +  V * ) 4dx.
Решение. Здесь подынтегральную функцию можно 

записать в виде х'^(1 +д;|/3)4, т. е. р = 4 — целое число. 
Следовательно, имеем первый случай интегрируемости 
дифференциального бинома. Поэтому применим подста
новку х=^, так как К (2, 3)=6. Тогда dx = 6t5dt,

д̂с'/2(1 -\-xi/2) idx = \x = f , dx =  6fdi\ =
= 5/3{ l+ ^ )46^/= 6 j/8(l +  /2)4d/.

Применив формулу бинома Ньютона

<о+Ь>"=ц-+,шГ-'<>+ " '7 .7 "  a *~ V + ...+

+  * ("  ~  ' i +. . .  +  m a b " - '+ b - .

имеем
б j  /* (1 +  ? ) * d t= 6 j /8 (1 +4/2 + б/4+ 4f -f f )  d t=
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где i = s[x.
з

=6$ { f  + 4t'° + Ы '2 + 4t'* +  t,$)dt =  
= в ( i_  4- —____ i_ 6/13 4t'5 _i_ i! l\  j_ c =

\ 9 ^  I I  ^  13 ^  15 +  17/ +  U
«= L ? +  * L t"  +  ^-/13+ + с3 * -Г Ц ‘ -I- 13 “Г  5 ̂  17 1

6

*• Vх
Решение. Переписав подынтегральную функцию в 

виде х_1/2(1 + х1/4) ,/3, имеем: т =  — 1/2, п= 1/4, 1/3.
Я1+1 1/2 1/2 0Так как — = -щ- = -щ  =2— целое число, то имеет

место второй случай интегрируемости дифференциального 
бинома. Использовав подстановку 1 = получим:
х = (/3 — I)4, dx = 4(t3 — 1)3-Zt2dt,

\x-sn{\+x'iy ridx= \ (t%- \ )- 2t- \ 2 ? (? - l ) :idt =
= \2\?{tz- \ )d t= \ 2 \ {f- t i)di =

- ‘Ч у - т )  +  с .

где

з. \— j = .

Решение. Здесь т =  — 11, п = 4, /? =  -- у  ,

m̂ ~1 +/>== -- у  = — 3— целое число. Имеет
место третий случай интегрируемости дифференциального 
бинома. Полагаем l-J-x4 = xV. Тогда х =  (/2 — 1)~1/\ 
dx = —2~((2— \)~s,*idt. Переходя в подынтегральном вы
ражении к переменной t, имеем

$*-11<1+*4Г 1/2Лг=«
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—  1 $ ( т - т + 0 + с — 4  +  т - т + с .

где t=  Y 1 +Х* /X2.
4.  

Решение. Запишем подынтегральную функцию в ви
де х~г{2—хъ)~ из. Здесь т  = — 3, и= — 3, р— ~  ,
т+1 _ -3+1 _ 2 т+1 2 1 _

п ~  3 3’ л 3 3 —
целое число, т. е. имеем третий случай интегрируемости 
дифференциального бинома. Положим 2 — х3 =  Л 3, х3 =
= 7 Т Г ’ x = 2,/3(t3+ l)- ,/3, dx=2,/3( —-^yti -{-l)-4/3X  
X  3t2dt. Тогда

\х~3(2-х3Г ]^ х = -  J 

X  2,/3 (/* +  1) ~i/3fd t=  — у   ̂tdt= — +С,

где t~  -\j2-x3 /х.

Задачи для самостоятельного решения
В задачах 4.169—4.188 найти интеграл.
4.169. ( dxJ 1 W + T '

^ Ответ: ~  In ( д/7+Т — 1) — ^  In ( д/ (х2 +  1)2 +

+ д/7+Т + 1) -J- -у- arctg 2 + с ~̂

4.170. ^
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(Ответ: 61+2 In ■v " +^ [ - ? V 3  +C,

где /= V"i + v ^ .)

4.171. jx5V (T + 7 )I dx.

(  Ответ; i- V (1 H-Jt3)* ~  у  V O - M Y  + C.)

4.172. t v  ^  .
V

/ Oreer: -J- In У |+* +* -  1  arctg +  с Л
\ V l + x * - x  J

4.173. J s fx (1 — jc2) dx.

( Ответ: — —---- -i- In —. 1 -
^  2 (u  +  I ) 6 y M2 _ M+1

I , 2u — 1 . _  L  f \ - x -  \

“ ^ v r arctg" T “ + c ’ где u = y — )

4.174.

^Ответ-; In |jc+  V T + V  j — > -----~

_ - s S Z . + c . )

4Л75' $ Т У т ^ ‘

(Ответ: y in  I У1-*-1— - I +  у  arctg ^  I +  ̂
\ I V h - ?  + 1 I /

4.176. \x^V+x*dx.

(ответ: ^ / y jT + 7  + | l n  | | +  C .)
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Ответ:--- * г~~г + С }
X V  14-х /

/  Ответ: ^ ~ Ьх2 + с Л  

4.179. jx3(l - f ^ ) -3'2̂ .  (Ъгвет; ~  + С-̂

4' 180' Ь г(2+*•)«>■

( 0теет: - Т  ,(2 + / ) «  + С)

4.181. ( ----^
V ?  У и Д р

(Ответ; — 2 ^  (*-3/4 +  I ) 2 + С .)

4.182. J  д/* ^ 1  +3 -\fx*dx.

(Ответ: ~  ( 1+3л/ ^ )7/3-  у  (1 + Зд /7 )4/3 + С.)

4.183. $*_2/3(4 +  :t1/3) ,/2d*. (Ответ; 2(4 + * |/3)3/2 + С.)

4.184. \ \ j ( ]+ x '/2fdx .
(Ответ: А ( 7л^ _ 4 ) ( 1 + ^>7/4 +  с )

4.185. $*~'(*4 — l ) l/2d;c.
^Ответ; у  д/х4— 1 — у  arctg д/*4— 1 4* С.)

4.186. \x5( l+ ^ ) 2/W
(Ответ; А (1 + х 2)"''3- } ( 1 + х2Г  +

+ 4-< i+ *2)V3+ c . )

4.,87. \ ^ = S L dx.
J  ^

(Ответ: -  ~  (4 +  3 ^ ) *  (2 -  \ f t )V2 + C.}
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4.188. \ j?(\—3?)-3/2dx.( Ответ: -2~ — +С.
\

4.8. И НТЕГРАЛЫ  ВИДА ^/?<ж, -у[ш? + Ьх+с )dx
Некоторые частные случаи нахождения интегралов данного вида уже 

рассмотрены в § 4 3 Существуют различные методы их нахождения Рас
смотрим один нз таких методов, основанный на применении тригономет
рических подстановок

В квадратном трехчлене выделяют полный квадрат

« Ч * * + С .а ((,+  0 -

затем с помощью подстановки / ■= х + — приводят исходный интег- 

рал к интегралам одного из следующих трех типов

5/? (л V *2- * 2 )dt, 5/? (/, V *2+ ' 2 )dt. $*(*, V '2- * 2 )dt

Эти интегралы с помощью следующих подстановок для первого интегра
ла / =  fcsm« (или / = fe cos а), для второго (=fetgu, для третьего 
t = k/co$u, приводятся к интегралам от рациональной функции относи
тельно sm и и cos и, т е к  интегралам вида ^R(sm u, cos u)du.

Примеры
Найти интегралы.
1. J jе2 д/9 — i? dx.
Реш ение. Положим х =  3 sin t. Тогда dx =  3 cos tdl н 

интеграл примет вид 
^■ ^9—х2 $9 sin2/д/9 — 9 sin? / -3cos tdt=> 

s=8I $sin21 cos2 (dt. 

Применив формулу (4.9), получим 
81  ̂sin2 i cos2 tdt= 81 * ^sin2 2tdt. 

С помощью формулы (4,10) находим
81 f  1— cos4f 81 / .  I - 1 л
T -З 2 ~ d t =  т ( ( ~  T s m 4 t ) +  '

где / = arcsin
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2 [ , dx ~
3 V 7 7 ^ ¥

Реш ение. Применив подстановку х= а/cos t, полу
чим

a sin tdt

У
I Г sin __ I f  sin tdt

7  5 V  ~  7 1
Y \  cos2/ /  cos '

1 Г . - 2  , • ,v I sin-1 t . _= —s- j  sin W(sin t) =  ---37-- |-C=

1 +C,
a2 sin f

i ог̂де / = arccos у .
Тчк как

/ = У 1 — cos21 = У 1 —а = '\Jx2 — cr/x,sin
то окончательно имеем

f
' VT^—a2)3 о2 Vл2 — а2

з С rf*

Реш ение. Применим подстановку * =  2tg/. Тогда 
dx = 2dt/co$21 и интеграл преобразуется к виду 

f dx f __________ ъи_____________
 ̂ х2 yjV+ x2 ' cos2 / • 4 tg2 / "^4 + 4 tg2 i

__ I Г cos tdt
4 J  sin2 /sm

Отсюда
Г cos tdt   1 f rf(sin t) __ 1
J  sin21 4 j  sin2 1 4 sin /

где f=  arctg y .
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Так как
cos t =

TO

sin

У 4+*2’

У7+/
и окончательно имеем

f dx _  ^4 + J

4. J myJ 3̂ ~—  2jf-j- 10 rfx.
Реш ение. Выделим в квадратном трехчлене полный 

квадрат
J д/*2~2дг+ 10dx =  J д/ (jc— 1)* +  З2 d(д: — 1).

Применим подстановку х— 1 =3 tg d(je— 1) =3tft/cos2 i, 
получим

5 VT*-i)!+3!d(%-i) = 5 V91/ ^ 9 ̂ 77 “ 
_ e t_3£ L^ ZL<« _ e t _ ^ _ .

J cos t J cos'1t
Так как R (sin t, —cos f) =  —/?(sin t, cos t), то, исполь

зуя подстановку z=sin/, / =  arcsinz, dt=dzf-\j\ — z2, 
имеем

9B r - 9S - ^ 7 F ? 7 - 9S i T ^ 7 -

“ 9$i i ^ ^ d2“ 9$ 7 ^ + 9 $ T = V '

Второй интеграл найдем интегрированием по частям, 
где u — z, du =  dz, dv~zdz/( \ — z2)2,

Тогда получим
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a f  i_ J L  £ _________ JL ( - d z  =y J 1_г2 T  2 , _ z2 2 ) t_ z2

- T - n b - T ' " I S f l  + c -

где z =  sin arctg :Цр-- Так как tg / =  *  3 ' > to

г  s in  /

1 —  г 2 cos2 t '

COS t — [ 1
1 +  tg2 < 1 +

_  9
/ - 2 * - H O ’

9 г _  (ж - 1) ^ x2~2 x +IQ
2 1-г2 -  2

В результате получаем

j  V ^ - 2 4 - 1 0 * =  1  ~ j  -  f i n  | +C ,

где z =  sin arctg или

X  —  I
^Jx 2- 2 x +  10 -  |-ln

, JC —  1 .
sin  a r c tg — ------- 1

i x — I , , sin arctg—s-- 1- 1
+C.

5. J д/Ax — ̂  dx.
Реш ение. Выделим полный квадрат в квадратном 

трехчлене:
\ -yj4* —дс2 = j V 4 -  (x—2)2<f(x —2).

Применив подстановку jc — 2 = 2sinf, d ( jc — 2) =2cos/d/, 
получим:

J -^4— {x —2)2d (r—2) =» J y ^ —'Tsifi2 / -4 cos tdt —

= 16 J cos2 tdt — S\ (1+cos 2 t)dt=  8(/ +  4 sin20 + C

x—2где f = arcsin - -• . Так как
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Vj x_2 /у  sin 2/= sin t cqs t=  — —̂ y4 x —x2.

TO

 ̂ -\j4x—Ji? dx = 8 arcsin * 2 2 + (x—2) 'yjix—j? +  C.

6 f dx________
J (/ + d (x+ V ^+ T )

Реш ение. Применив замену переменной ,
dx=dt/cos21, имеем

( ________ * * _________
J  (x2+ \ )(x +  V ^  + ‘ ) 

dt
- s —J  c o s t- I

cos i
cos tdt

tg(+ cos i

- $ ^ ё ^ и- -1 »|- п < + н + с,

где /«arctgjc. Так как

I+ tg 2/ l+ x 2 '

TO

sin t
V 1 +**'

In I sin / + 11 = In ., + 1
I V '+ ^

= ln I * + V *+ ^  I _j-C
I vn-*2 I

t — l̂n I ^ ^ -1 + C' (*+ V ^ - и ) * '



Задачи для самостоятельного решения
В задачах 4.189—4.208 найти интеграл.

4-,89' $ T ^ F  ( 0гвег7 7 ^ + с)

4-,9 в- \ ~ j h -
(Ответ: y  In |лг+ д / ?—3 | 4- у  д/дс* — 3 + С.)

4.191.  ̂ ^ ? +~ dx'

^Ответ: In |х+ д/*2 +  3 | ---У-  ̂+ 3 +  С.^

4.192. J dx- {огвет: -  + С )

4.193. [ ------йх,
J (*?+4)У4х2+\

(< * ~  w » "  I ^ r S r o l  « )
4.194. j V (9~ ^ )3 ^ Ответ: -  V ^ Y  + c  j

4.195. t ^
J i-h -\/V+2*-i-2 

^Огвет: ^ ^ 2Л+2- + In \х+1 +  ̂ Х*+2х +  2 |+ C .)

4 .1 9 6 . j  - \ j / ~ 2 x —  1 dot.

( О т в е т ;  у  (дг—  1) д/ jc2 —  2лс—  1 — In |jc—  1 +

-+ д /?-2д с- I l+ C .)

4.Г97. J jTrfx
- 1 — 2.t —*2

 ̂Ответ: -i- (3—jc) д/ l—2jc—j * +  2 arcsin -f C.)
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4.198.  ̂ I '+ f -dx.

(0Mer' ^ lnW ^ +lnU+V7TT|+c)
4.199. \ y (x ^ Id x .

( Ответ: -X4 -- д/х —jc2 -|- у  arcsin {2x— 1)+C.^

4.200. \ dx . (Ответ: -x ---- \-C.\
V ( ^ ¥  I  5 Л / 5 - /  ;

4.201. j ^ V ~ 4

^Огвег: у  arccos J ----4- C.^

4.202. \
J  (дг + 5)

^Oreer: In |x+ -yj5+x2 |--- ^

4.203. J л/x~ — 6x —7 dx.
(Ответ: —2~  ^jx2 —6л: — 7 —8 In |jc — 3 +

+ У ^ - 6 * - 7  | + C .)

4.204. $(*2 +  x + l)3/2rf;c.
(Ответ: (8/ + 8x+ 17) д/7+7+Т +

+ -j^-ln \ 2 x + l+ 2 ^ ?  +  x + l l+ C .)

4.205. ---- .
J (]- jO  yi+ x2

( Ответ: — p in  I ^ Щ -+х-^- I +  с Л
V 2л̂ i Vĥ -'VH /

4.206. j -yj2 + x*dx.

(Ответ: у  д/2 + х2 + ln |jr + д/2 +  ̂  I +  c )
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4.207. ] ~\jJ? — 2x + 2dx.
 ̂Ответ: y J/  — 2x + 2 +  у  In | дг— I +

+ д/7-2*+ 2 l+ C .)

ж  \ i h -  

( Ответ — у  ^ 9 —/  -f y  arcsin у  +  C.)



5. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

5.1. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ,
ЕГО СВОЙСТВА И ВЫЧИСЛЕНИЕ
Пусть функция { (я) определена на отрезке [а, 6] Разобьем отре

зок [а, Ь] на п частичных отрезков [ jc , _  [, х,] точками а = х0 <  
<дг,<д:г <  <  дс„ = Ь На каждом нз отрезков (jc,_i; х,] возьмемч
произвольную точку I, и составим сумму £ / (Е,,) Ал',, где Дх, =

i=i
= дс, — дг,_1 Она называется п-й интегральной суммой функции fix) 
на отрезке [a,

Предел интегральной суммы при условии, что число отрезков п стре
мится к бесконечности, а длина наибольшего из них — к нулю, называ
ется определенным интегралом функции f (х) в пределах от х= а до х = Ь 
и обозначается

Ь п
t f ( j c )d * =  lim У  /(£,) Ддсг*J тахДх,-»-0Л * I " !

Если функция /(дс) непрерывна на отрезке р, Ь\, то она интегрируема
на [а, 6], т е предел интегральной суммы существует и не зависит от спо
соба разбиения [а, 6) на частичные отрезки н от выбора точек I, при 
каждом таком разбиенииь

Геометрически J f (дс) dx представляет собой алгебраическую сумму 
а

площадей фигур, ограниченных графиком функции y = f(x ), осью Ох и 
прямыми х=аа, х=&, причем площади, расположенные выше оси Ох, 
входят в эту сумму со знаком *4-». а площади, расположенные ниже оси 
Ojc,— со знаком *-—»

Перечислим основные свойства определенного интеграла
ь ь

1 ) ^f(x)dx=— ^}(x)dx;
а а
й

2) \f(x)dx=О,
а
ft с Ь

3) \f(x)dx=  ^(дс)Л:+
а а с

369



ь ь ь
4) $ (/ iW ± M *))d *=  $/i (*)<** ± \}i(x)dx,

a o o

t> b
5) ^cf(x)dx = c^f{x)dx;

a a
6) если f(x) 3&0 (fix ) *£ 0) для [a. 6] н a <b, to

\f(x)dx^ 0

7) если ft (x) ^ f i(x )  для x£ &] и o<ft, to
b t>

a a

8) если /{*) интегрируема на отрезке fi; 6] и для этого отрезка имеет 
место неравенство m ^ f(x )^ .M , то

ь
m (b - a )^ . — а);

а
9) если f{x) непрерывна на отрезке {з; Ь], то существует такая точка 

с£}Р', Н  что справедливо равенство
ь
\f(x )d x= f(c )(b-a )
а

(теорема о среднем значении); X
10) если функция / (дг) непрерывна и Ф  (х) = J f (0 dt, то справед-

а
ливо равенство Ф '(* ) = f{x ) , т. е. производная определенного интеграла 
от непрерывной функции Дде) по его переменному верхнему пределу х су
ществует и равна значению подынтегральной функции при том же дг. 

Рассмотрим правила вычисления определенного интеграла.
I. Формула Ньютона — Лейбница. Если функция f (дг) непрерывна на 

отрезке 6] и F (дг) — какая-либо первообразная для /(*) на этом отрез
ке, то справедлива формула

ь
5/(x)dr=F(.*) |* =  F (b )— F(a).

2, Замена переменной в определенном интеграле. Пусть функция 
Цх) непрерывна на отрезке [а; 6| , функция *=<р(0 определена и непре
рывна вместе со своей производной ка отрезке [а: р], причем для 
любого t 6 [а; р] <р (/) £ ]а; 6] Тогда, если <р (а) = а, <р (0) =  Ь, то 

ь р
^f(x)dx= J/(q>(/))<p'(0 df.
а а
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3 Интегрирование по частям Пусть функции и{х), и (л ) имеют не 
прерывные производные на отрезке (з, Ь] Тогда справедлива формула

6 ь
jud« = uv|£— ^vdu
а а

4 Если f(x) — нечетная функция, то
в
j  !(x)dx = 0

—а
Если f(x) — четная функция, то

а а
J f(x )dx= 2y{x )dx

Примеры

Вычислить определенные интегралы.
9

1. | (^fx — 1) dx.
Решение. Применим формулу Ньютона — Лейбница:
9 9

^(У* — 1) dx = ^(xl/2— l)dx =  ( j x /2—x) \ * =

= 18 — 9 + 4 =

Таким образом, найдена площадь фигуры, ограничен
ной прямыми jc  = 4, л: =  9, осью Ох и кривой у=  -Jx — 1 
(рис. 5 I)

2. j In (х+

Ри с  51
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Реш ение. Интегрируем по частям, полагая 
«=1п (* +1), dv =  dx, du—^^ydx, v = x. Тогда

e - l  ,  е — I г— I

j  In (л-j-1 )dx=*x In (jc+ 1) J _  С - J - d x =  
J *+i

= (e— I ) In e— ^ U + D -l 
*+l dx=

e— IC— l C— I I C— I

= ( e - l ) ~  \ dx+ J - ^ Г  = (й_ 1) _ х +
о о  I о

- + ln  U + l| |  *~' =  (e - l)- < e - l)+ ln < > - ln  1 =  1.

Данный интеграл геометрически выражает площадь 
фигуры, ограниченной графиком функции у = 1п (х+1), 
прямыми х=0, х= е— 1 и осью Ох (рис. 5.2)

9

’ $■
xdx

VT+7'

Решение. Положим -̂ 1 +х =t. Тогда х = ?  — 1 ,
dx=2tdt. Если д с=  3 , то / =  2; если jc =  8 , то t=*3. Следова
тельно,

8 5 г
xdx (  ( г  —  1) - 2tdt

3 2

=2|((! - 1 )Л  = 2(4— <)| -2 (9 -3 --§ -+ 2 )=  f .
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4.  ̂jc2 д/1 — х2 dx.

Решение. Положим дг=̂= sin t, тогда <l»: =  cos tdt. Если 
х = 0, то / =  0; если х=1, то < = я/2. Отсюда находим

1 <, I------ я/2 ---------
j j f  у  I —x2dx=  ̂ sin2 /у  1 — sin21 cos tdt =

я/2 я/2
= j  sm21 cos2 tdt =  j  sin22/d* =

л/2
= |  j  ( l- c o s 4 0 ^ = | (/ - |s in 4 / ) |

n /2  
« d*55. 5 2 cos jt+ 3

Решение. Применим подстановку / =  tg y , отсюда 

jc = arctg/, dx= ~~г- Если jc =  0, то / = 0; если x=n/4,

to t= l .  Tогда
n/2 1
r dx _  f _____________2dt
J 2 cosx+3 J _ /<о

° (1+<3)( 2<|+/g> +3)  

= 2i ^ = r

2 x I =  -7Г arctg -7Г-y5 d,“ K V5'
6. Вычислить среднее значение функции у=  д/х + 

+ i/V* в интервале (1; 4). ь
Решение. Применим теорему о среднем: \f(x)dx =

а
= /(с)(6 —а). Тогда

Ис) = т = т У (х)</х*
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/(С) = 7 3 Т $  ( Ф  + 1/ '1 * )ёх= т { т х*/2 + 
\

л  Г \ I 4 2 о I 4 2 2 20
+ 2V * ) | 1= y  ,8+ i 9 " i - T

*»

л
IT’7. Решить уравнение \ —^ = .

>Л v^-1
Решение. Сделаем замену переменной -\je* — 1 = /. 

Отсюда е* =  ̂ 2+1, * = 1п(/2+ 1), dx =  + , . Если
jc = In 2, то / =  1. Тогда получим:

? - \
2 tdt

L  V ^ T  } ((* + !)/
л/ТГТ

= 2  ̂ =2 arctg f| V**-1 =2 arctg —
j * + 1 i

~2  arctg 1 =2 arctg 'yje*— 1 -2-

Имеем уравнение

2 arctg V е" - 1 —2* x  =  T* ’

откуда
2 arctg yje* — 1 = 4̂ -, arctg -yje*— 1 = y ,

V ^ I  - t g f - уз ,

т. e. e* — 1=3, e* — 4, jc =  In 4.

Задачи для самостоятельного решения 

В задачах 5.1—5.25 вычислить интеграл.
п/3

5.1. j  ^
- COS" X

Л/6
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л/ /  J 2 6  \
5.2. J х2 cos 2xdx. [Ответ: - 3/-~. j

5-3' S 7 7 7 Т Г  ( 0г<кт; t )
2 / V »  V

5

5-4. ^ т т т е т -  ( 0твет: 2( ,п2~ т )  )

n/<
5.5. ( -dx (Ответ: —̂ =ЛJ l-f2 sin л V Зуз /

s-e- 5 ^ = -  ( ° ™ ет: |п£т ^ - )

5-7- ( 0г,кг; агс' е т )

Д/4 / 85.8.  ̂cos7 2xdx. [Ответ: 35.j
л

5.9. sin xdx. (Ответ: я3 — 6л.)

1 / 2 \5.10. \̂ xe~*dx. (Ответ: 1— —.J

 ̂ / 3 \5.11. Jjc In xdx. (Ответ: 2 In 2—

я/2

5|2- S тД гг-  '•>0
1

5.13. [ — d—. . (Ответ:
3 у ^ 7  '  6 '
I

5л4-  ̂7Г^~ -Г. (Ответ: arctg е—
О
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In 5 r—x--

5.15.  ̂ 1 dx. (Ответ: 4 —я.)
о e

5-,e- j iT T b i-  ( 0т‘ ет: * )

5'17'
n/2 2

5.18. | sin3 <j>d<p. (Oreer: —

5.19. j " i 2dX (Ответ: In --+  ̂ .)
f x-\jx2+5x+ l y 9 /

-n /4  ,  „

5.20. f ™ .xdx (Ответ: 32 (7д/Т— 12)Л
-i/i

' 2
5.21. t * d~~ {Ответ: д/2 — In (л/2+ l ) . )

_ i  v ^ *

5-22- ( 0твет: ■®r-)
5.23. Найти среднее значение функций /(дс) =sin jc и 

/ (x )=sin2;t для х£ [0, л]. (Ответ: 2/л, 1/2.)
5.24. Найти среднее значение функции / (л:) = p^jTf

для [0; 2]. (Ответ: 2 + In fi2 + (
X

5.25. Решить уравнение \ гг~~ ~  (Ответ:
* V* - 1

х = 2.) ^
5.2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДЕЙ 
ПЛОСКИХ ФИГУР С ПОМОЩЬЮ 
ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА
Рассмотрим следующие случаи
1 Площадь плоской фигуры, ограниченной непрерывно Л линией 

у=Цх) (f{x) ^ 0  для х£ (з, 6)), ординатами х —а, х=Ь и отрезком оси 
абсцисс (рис 5 3), выражается интегралом

ь
S= (5 0

а
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2. Плошадь криволинейной трапеции, ограниченной прямыми у=с, 
y = d, непрерывной кривой х = g(y) (g(y) >  0 для у£ [с; rf|) и осью Оу 
(рис. 5.4), выражается интегралом

d
S= \ g\y)dy- (5.2)

С
3 Площадь плоской фигуры, ограниченной прямыми х=а, х= b и 

двумя непрерывными кривыми у = /,(*), у = /2(v)(Ы АХ h w  для х£ 
f  [а, £]) (рис 5 5), вычисляется по формуле

ь

s =  j (h  М  — ft W  )dx- <5-3>

4. Если фигура ограничена прямыми у= с, y= d  и кривыми 
x — g iiy), x = g iiy ) {g\(y)<gs{y) Для у£ (рис. 5.6), то СС пло-
щадь определяется формулой

d
s =  J (гг (?)-81(0) )<**/• (54>с

5. Если кривая задана параметрическими уравнениями дг=дс(/), 
У==У(О, то площадь криволинейной трапеции, ограниченной прямыми 
х=а, х=&, осью абсцисс и кривой, находится по формуле
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е
S =  $</(/)*'(<)<*/, (55)

a

где a и р определяются из формул х(a) =  a, -r(fl) = ^  0 для I £
€(«. №

6 Площадь криволинейного сектора, ограниченного кривой, задан
ной в полярных координатах уравнением г= г (9), и двумя полярными 
радиусами д>=0 ( « О )  (рис 5 7), выражается интегралом

1 РS = y j r 2(«p)dip (5 6)
a

7 Если фигура ограничена двумя полярными радиусами ?= а , <р=р
и кривыми r= r t(<р), г=гг(ф), где п(ф) <У2(<р) для I*. Pi (рис 5 8),
то ее площадь находится по формуле

1 р
5=  ^  J (Г2(<Р>— rf(<p))dcp (5 7)

Р и с  57

Примеры
I. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

у~4/х, х=\, х=А, у =  0 (рис. 5.9).
Решение. Данная фигура является криволинейной 

трапецией, прилегающей к оси Ох, поэтому ее площадь 
находим по формуле (5.1):
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Реш ение. Найдем точки пересечения данных кривых. 
Для этого решим систему уравнений:

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями
у =  х2, у =  2 — х2 (рис. 5.10).

У=х2, 
У

откуда х= ±  1, у=1.

Площадь данной фигуры находим по формуле (5.3): 

5=  j (2 — x~ — x2)dx=  J (2 — 2x')dx =
-I

3. Вычислить площадь фигур, на которые парабола 
S/2 = 6jc разбивает окружность хг + у2 — 16 (рис. 5.11).

Решение. Находим точки пересечения кривых. Для 
этого решаем систему уравнений

^ + / = 1 6 ,) 
у2 = 6х,)

откуда имеем *2-+6jc — 16 =  0, т. е. *i= 2, *2 = — 8 (посто



Рис. 5,11

ронний корень.) Для х £ [0; 2] фигура ограничена сверху 
кривой у=л[§х, для jc£[2; 4]— кривой у = л[ 16 — х1
Фигура симметрична относительно оси Ох, поэтому можно 
вычислить половину площади, а затем полученный резуль
тат удвоить, т. е.

х = 4 sin t, I 
dx — 4 cos tdt

S = 2J У 16—x dx=

= | у б * 3/г| ’ -и |уТб^7 < *х=
. ̂  ft/2 ^ -------

= -у у з  +2 J 4*4 у  I —sin21 cos tdt =
n/6

1 fi 1 с
=  ~  у з  +16 \ ( l+cos2 t ) d t = ~  УЗ + 

fl/6
+ 16(/+ {  sin It  '!’ -/3+8Л- "" -

- 8sin- H ^ + ^ # - 4 V 5  = ^  + ^ .

Площадь Si другой фигуры можно.найти как разность 
площади круга и уже вычисленной площади S:

S l=n-42- S = l6 n -  у  УЗ = j  (8я— УЗ ).
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4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями
у2 =  2*+1, х —у — 1 =0 (рис 5 J2)

Реш ение Найдем точки пересечения кривых Для 
этого решим систему

/  = 2*+ !, |  
х — у— 1 = 0 /

или Х =  У +  1,

/  =  2 (у+1) +  1

угкуда у2 — 2у — 3 =  0, т е у\= — I, у% =  3 
Площадь фигуры находим по формуле (5 4)

з
S=  j ( ( {/+ 1 )— ^ ^ d y ^

_ { i _  . з _ / М  3
~ v  % % 6 J l  ~i з

5. Вычислить площадь фигуры (рис 5 13), 01|иишчен- 
ной осью Ох и одной аркой циклоиды

х = а(/ —sm <)> 1 
у =  а (1 — cos/)}

Р и с  5 13
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Решение. Находим площадь фигуры по формуле
(5.5). Если jc =  0, то / =  0; если дг=*2яа, то / = 2л. Отсюда 
имеем

2л 2л
5=  J a (l — cos t)a{\ — cos t)dt =  a2 j (1— cos t)2dt=

2л
= a2 J (1 — 2 cos * + cos2 t)dt =  a2(t — 2 sin t) |ол +

r ?  2c a2+ Y- \ (1 +cos 2t)dt =  2n(i -\- +
0

-j- sin 2^ [ o =2 iu j2-(-лаг =  3ла2.

6. Вычислить площадь фигуры, ограниченной лемнис
катой Бернулли г = а у 2 cos 2<р.

Решение. Искомая фигура изображена на рис.
5.14. Применяя формулу (5.6) и учитывая то, что фигура 
состоит из четырех одинаковых частей, имеем

, л / 4 _________________
S=  y  '4  ̂ (о -\j2 cos 2<p )2d<jp =

я /4

= 2a2-2 J cos 2<pd(p=2a2 sin 2<p| s  

= 2a2 sin y  =2a2.

7. Вычислить площадь фигуры (рис. 5.15), ограничен
ной линией r =  asin3q>.

Решение. Находим площадь фигуры по формуле
(5.6). Фигура состоит из трех лепестков, поэтому можно
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найти третью часть площади, а затем полученный резуль
тат умножить на 3. Имеем

л/З л/3
S =  ~  • 3 ( a2 sin2 3cpd<p= f О “

о 0
— cos 6 <р ) = ^ - (ф -  -̂ -sin6<p)| о =

л  2 2da д по
— ’ Т ” ‘ Т  =  4 "•

Задачи для самостоятельного решения

В задачах 5.26—5.52 найти площадь фигуры, ограни
ченной данными линиями.

5.26. ху = 6, х4-у — 7 =  0. (Ответ: 17,5 — 6 In 6.)
5.27. 4y = xt, у = 4х. (Ответ: 16/3.)
5.28. y2= \ —xt х=  —3. (Ответ: 32/3.)
5.29. у = X2+4дс, у=х-\-4. ^Ответ: 20
5.30. у — х2— 6дс + 9, дс/З — у/12= 1. (Ответ: 32/3.)
5.31. у2 +  8*=16, —24х=48.

(Ответ: 32 л/б /3.)
5.32. у=хг3, у =  2х, у=х. (Ответ: 3/2.)
5.33. у — 2х — хг, у = —х.  ̂Ответ: 4

5.34. у=  3 — 2х, у= х2. ^Ответ: 10 j . J
5.35. х2 + (/2 +  6* — 2t/ +  8 =  0, у=*х2 +  6х +  1Q.

(Ответ: S, = (3n + 2)/6, — 2)/6.)
5.36. у = е\ у =  е~х, х— 1. (Ответ: (е— 1)2/е.)
5.37. у=  - ~ j ,  у=  -у-. (Ответ: f  -  у .)

5.38. у2 =9х, х2 = 9у. (Ответ: 27.)
5.39. у =  х2 +  2. *  + У =  4- (Огвгт: 4 у . )
5.40. у=дс2, у — 7х— 10. (Ответ: 4,5.)
5.41. у = *2 + 6, у = —Ъх. (Ответ: 1/6.)
5.42. у = х2-|- 1, у=6х—7. (Ответ: 4/3.)
5.43. *2+ у2=9, у =  3-х. (Ответ: 9(л/4 — 1/2).)*
5.44. y=s=jr — 9, —7— г. {Отвгг: 4,5.)
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5.45. х= уг, у — у  (4— х). (Ответ: 2(>|-.)
5.46. х = 3, х~5, Зх —2у + 4 =  0, 3* — 2у-{-1 = 0. (Ог-

вет: S =  3.) ,
5.47. х = у а 2 —у2, х-\-у—а.[Ответ: (я — 2).j

5.48. x2+ i?  =  8, у=х?/2.
(Ответ: S] =  2n + 4/3, $* =  6я— 4/3.)

5.49. r =  a cos 2ф. {Ответ: па2/2.) *
5.50. r =  a (l — cos <р). {Ответ: Зяа2/2.)
5.51. /̂  =  0 sin4<p. {Ответ: а2.)
5.52. г =  2 +  cos ф. {Ответ: 9я/2.)

В задачах 5.53—5.55 найти площадь фигуры, ограни
ченной данной линией. {Указание. Перейти к полярным 
координатам.)

5.53. х4-1-у4=х2+ у2. {Ответ: я/д/2.)
5.54. (х2+ у2)2 =  о2(4хг-)-1/2). (Ответ. 5ла2/2.)
5.55. (** + / ) W * Y .  (Ответ: шг2/8.)
5.56. Найти площадь фигуры, ограниченной одной 

ветвью трохоиды
x — ai — Ь sin t,

(О < 6 < а ) .
у = a —b cos t 

{Ответ: л (Ь2 -\-2ab).)

5.3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОБЪЕМОВ ТЕЛ
С ПОМОЩЬЮ ОПРЕДЕЛЕННОГО 
ИНТЕГРАЛА
Если площадь S(jc) сечения тела плоскостью, перпендикулярной к 

оси Ох, является непрерывной функцией на отрезке |а; Ь], то объем части 
тела, заключенной между плоскостями х= а  и *==&, перпендикулярными 
к осн Ох, находится по формуле

ь
V=  ^(лг)Лг. (5.8)

Если криволинейная трапеция, ограниченная кривой у —Цх) и пря
мыми у=0, х=а, х<=Ь, вращается вокруг оси Ох, то объем тела враще
ния (рис. 5.16) вычисляется по формуле



b
V-M \f(x )dx . (5 9)

a
Если фигура, ограниченная прямыми х = а, х = Ь и кривыми 

</=/i(jf), j/=f2<х> (0< / i ( * X f 2W  для х£ b|), вращается вокруг
оси Ох. то объем тела вращения находится по формуле 

ь
(5ю)

а
Объем тела, образованного вращением вокруг оси Оу криволинейной 

трапеции, ограниченной прямыми у = с, y=d, непрерывной кривой 
* — £(у) и отрезком оси Оу (рис 5.17), определяется по формуле

d
(5.11)

Беля фягура, ограниченная прямыми y=*d и кривыми
* “ *«(»). (0< S i(y ) < g 2 ^y) для Jf€ (?; dlb вращается во-

*-9(ч)

круг оси Оу, то объем тела вращения вычисляется по формуле 
d

V = n \ {& y )- £ iy ) )d y .  (5 12)
С

Если криволинейный сектор, ограниченный кривой r=r{<f) я лучами 
Ф=о, <р=р, вращается вокруг полярной оси, то объем тела вращения 
выражается интегралом

Р
-Н- я  ̂  г3 sm (6,13)

13-1699



Примеры
1. Вычислить объем тела, образованного вращением 

вокруг оси Ох фигуры, ограниченной линиями 2у= х2, 
2х-\-2у — 3 =  0.

Решение. При вычислении объемов тел вращения нет 
необходимости изображать сами тела; достаточно постро
ить только фигуры, которые будут вращаться. Найдем точ
ки пересечения кривых, для чего решим систему уравнений

2у=х\ \ У= £/%\ или ,
2у~\~2х—3 = 0 J * + 2 *  —3 = 0,

откуда х\ = —3, * 2= 1-
Примеияя формулу (5,10), получаем

[  ( ( 4  - , ) 2- ( 4 ) У =
-3

= я \ ( | - 3 x + S ~ ^ ) d x  =

/ 9  3 t *3 / \ |  1— Л^4 X 2 X +  3 20 _ з —
/9 3 . 1  I , 27 27 . а  243 \

ЖЛ\Т  -  У  + У _ 2 0 + 1 “  + ^ _ + 9 _  Ж ) ~
= 18-^*.

2. Оси двух круговых цилиндров, радиус основания ко
торых равен R, пересекаются под прямым углом. Найти 
объем тела, составляющего общую часть цилиндров.

Решение. Рассмотрим два цилиндра x2-j-tf = R2>
*2Н-z2=*R3. Приведем рисунок только для первого октанта 
(1/8 часть тела) (рис. 5.18). В данном случае удобнее рас
смотреть сечения данного тела плоскостями, перпендику
лярными к оси Ох. Тогда объем тела найдем с помощью 
формулы (5.8). Так как в нашем случае сечение представ
ляет собой квадрат ABCD, то имеем:

S (x )= S abcd=AB-BC =
= y * w

Ь R

V=S\S(x)dx = &U l?-> ?)dx  =
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3. Найти объем тела, образованного вращением вокруг 
оси Оу фигуры (рис. 5.19), ограниченной линиями х2/а2 —
— У2/Ь2=\  И у =  ±Ь.

Решение. Находим объем тела по формуле (5.11):

“ W (9+ w ) \  0- 2 “ *(»+ т )=  Т"1’4
4. Найти объем тела, полученного вращением фигуры, 

ограниченной параболой у =  2х—х2 и осью Ох, вокруг 
оси Оу (рис. 5.20).

Р и с. 5 20

Решение. Построим параболу у =  2х — х2, приведя ее 
уравнение к виду у ~  — (х2 — 2дс) = — (х— 1)2-Н1. Точка 
( — 1, — 1) — вершина данной параболы. Выразив х из
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уравнения параболы, имеем: л=1 + д/7 —  у  (для пра
вой ветви параболы), лг=1— д/1 —у (для левой ветви 
параболы). Применив формулу (5.12), получим

V  =  n j  ( ( 1 +  ) * _ ( ! _  - у  ) 2) r f y =

= « j 4 y i — ydy — Ал  ̂ (1 —y )indy =

8л(1-у)3/2 _  16 
" "  3/2 3 Л ‘

5. Найти объем тела, образованного вращением фигу
ры, ограниченной линией Jc = acos3/, y =  asin3/, вокруг 
оси Ох (рис. 5.21).

Рис. 5.21
Решение. Фигура, ограниченная астроидой, при вра

щении вокруг оси Ох образует тело вращения, объем кото
рого определяется формулой (5.13). Из параметрических 
уравнений астроиды находим, что при х*=0 / =  л/2, при

х = а t =  0. Тогдао
V—2n J a2sin6<( — 3a) cos2 / sirWd/=

n/2
0

= 6а3я  ̂ (1 —cos21)3 cos2 td(cos t) =
я/2

0
= 6а3л \ (cos21 — 3 cos41 -j-3 cos6 /—cos8 /)d(cos /) =

я/2
3 /  1 3 .  3 5 , .  3 7 ,= 6a я( у  cos f— у  cos / + у  cos t—

Ш



- l cos9/) 1°/2= т ? г * а3-

6. Найти объем тела, образованного вращением лемни
скаты г2 =  о2 cos 2<р вокруг полярной оси.

Решение. Находим объем по формуле (5.13):
я/4

V = { n \  a3 cos3'2 2<р sin <pdqp =
о

л/4

= — ~  па | (2cos2<p— [)3/2rf(cos ф) =  jcos ф=/|=е

= -  | л а 3 j (2/2 — l ) 3/~dt=

т  =  О, п — 2, р =  3/2, /= (2 —г2) -1'2,

■ +/> =  2, 2 ^ - l= / V , d t= (2 ~ ^ )~ 3/2zdz

4 з f / z2' \3/2 zdz _
-(-2 _-7j-3/2- -

i
4 _  Д3 f Z*d2
T

____j f z аг= — яй I ~--„ =
J  (2-г2)3

u = z3, dv =  (2—z2) 32dz, i 
dn = 3z2dz, v = 14(2 —г2)2

1
4 з

= т (  *э I '— AC „ f o  .
l 4 (2 - г У  | о 4 J (2- z 2)2 J

u = z, (2 — ̂ )~ 2zdz, \
du = dz, v=  ^ 1 22(2—z)

1
4 3 /  I 3 2 11 3 f \
3 * 4  4 8 2-z1 l0 +  8 j 2_^2 ^

4 я /  1 3 3 [  <*2 \ _
= 3 Я^ 4  8 8 i  ^ - ( V ^ J -
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Задачи для самостоятельного решения
В задачах 5.57—5.71 найти объем тела, образованного 

вращением фигуры, ограниченной данными линиями, во
круг указанной оси координат,

5.57. ху—\, х=\, х = 2, у =  0, Ох. (Ответ: 8.)
5.58. у =  х3, х =  2, у = 0, Ох и Оу. (Ответ: 128л/7,

64 я/5.)
5.59. t/ =  sin лг (jc £ [0; л]), у —0, Ox. (Ответ: л2/2.)
5.60. у — sin2 х (х £ [0; л]), у =  0, Ох. {Ответ: Зл2/8.)
5.61. у=4х — дс2, у=х, Ох. (Ответ: 21,6я.)
5.62. у= х2/24-2х-\-2, у=2, Оу. (Ответ: 64я/3.)
5.63. х2/а2 + у /Ь2=1, Оу. (Ответ: 4па2Ь/3.)
5.64. у=1/(1 +дс2), х= ± \, у = 0, Ох. (Ответ: (я + 

+2)л/4.)
5.65. х2 — у2 =  а2, х = 2а (а >  0), Ох. (Ответ: 4jui3/3.)
5.66. у =  хех, х=  1, у =  0, Ох. (Ответ: л(е2— 1)/4.)
5.67. ху=4, 2jc+y — 6=0, Ох. (Ответ: 4л/3.)
5.68. у=  -- 2̂ — , дс—а, х — Ь, Ох.

5.69. у= х2, 4х—у =  0, Оу. (Ответ: 20л/3.)
5.70. у2 =  дг, х=  1, у =  0, Ох. (Ответ: я/4.)
5.71. у2 = 4ах, х—а, Оу. (Ответ: 16ла3/5.)
5.72. Найти объем тела, образованного вращением во

круг оси Ох области, содержащейся внутри петли кривой
(х — 4а)у2 =  ах(х—За) ( а > 0) ( Ответ: (15— 16 In 2).̂

5.73. Найти объем тела, ограниченного однополостным
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гиперболоидом x2/c? + yi/b2 — £/c2=\ и плоскостями 
z =  0, z~h. (Ответ: nabh(\ +  ft2/(3c*)).)

5.74. Найти объем прямого эллиптического конуса, 
основание которого есть эллипс с полуосями а и Ь, а высо
та равна h. (Ответ: яаЫг/Ъ.)

Рис. 5.22
5.75. Найтн объем тела, полученного при вращении од

ной арки циклоиды* = а (/ — sin/),у = o ( l  — cos/), t б [0; 
2л], вокруг оси Ох. (Ответ: 5л2а3.)

5.76. Найти объем тела (рис. 5.22), отсеченного от 
круглого цилиндра плоскостью, проходящей через диаметр 
основания, если /?= 10 см, И =  6 см. (Указание. Принять
за ось абсцисс ось симметрии основания.) (  Ответ: у  R2H =  
=  400 см3.)

5.4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ДЛИНЫ ДУГИ КРИВОЙ  
И ПЛОЩАДИ ПОВЕРХНОСТИ ВРАЩЕНИЯ

Рассмотрим правила вычисления длины дуги кривой.
I. Если дуга кривой задана уравнением y= f(x ) в промежутке [а;

6] и функция у=1(х) имеет непрерывную производную в указанном про
межутке, то длина дуги кривой, содержащейся между двумя точками 
с абсциссами х=а, х=Ь, определяется по формуле

ь ___________  ь ______
/= J V '  +  t/ 'W )'2 dxs= \ Лh + y '2dx. (5.14)

а а

Если кривая задана уравнением *=£({/) в промежутке d] и функ
ция x= g(y) имеет непрерывную производную в этом промежутке, то 
длина дуги кривой определяется по формуле

d _________



2 Если кривая задана параметрическими уравнениями х=дг(0, 
t t lt i,  /г], где *(/), y(t) — непрерывно дифференцируемые 

функции, то длина дуги кривой вычисляется по формуле
1 Nft «г

I= \ ^ (x 'U ) )2+ {y '{ t ) )2dt (5 16)

Если дуга — пространственная кривая y= y {t), г=г(<),
If. i<i, М . то длина определяется формулой

/ «  j  '^ {x '{t ) )2+ {y 'V ) )2+ (z 'V ) )2dt (5 17)

3 Если задано полярное уравнение кривой r =  r(q>). <р£ (а, 01. где 
г' (^) непрерывна на отрезке [а р], то длина дуги кривой вычисляется по 
формуле Р --- -------

/ = j V ^ ( f )  +  K « P ) )2^  (5 18)
а

Рассмотрим правила вычисления площади поверхности вращения
1 Площадь поверхности образованной вращением вокруг оси Ох 

дуги кривой, заданной функцией у — f (X), j: £ [а 6|, вычисляется по фор 
муле

* ----------------
Q ,= 2n$/<*) V '  +  ( / 'W )2^  (5 19)

а
2 Если кривая задана параметрическими уравнениями x=x{t),

у *= у((), ( i l  то площадь поверхности вращения определяется по
формуле

Qx = 2n\yU ) V  (X 'U )2+  (1/(0)2 dt (5 20)
j (i

3 ЕЙШлривая задана уравнением в полярных координатах г=г(<р), 
<f g (а, 0|?1 Ю площадь поверхности вращения находят по формуле

Р .-------
QI = 2n sm ф \ r*+ r/i d<f (521)

а
4 Если дуга кривой вращается вокруг произвольной оса, то площадь 

поверхности вращения выражается интегралом
в

Q = 2n^Rdl, (5 22)

где R — расстояние от точки на кривой до оси вращения, dl — диффе 
рении ал дуги, А, В  — пределы интегрирования, соответствующие концам 
дуги При этом R и Л  должны быть выражены через переменную интегри 
рования
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Примеры

1. Найти длину дуги линии у =  1пх (от x\=^j3 до
Х2= Ф ) .

Решение. Применим формулу (5.14). Так как 
l /х, то имеем

= \ х~'(\+х2)mdx.
V?

Подынтегральное выражение есть дифференциальный 
бином, где m= — 1, п =  2, р=  1/2, (m-|-1 ) / « = ( — 1+
+ 1 )/2 = 0. Используем подстановку 1 +  д:2 = /2, х — 
= (t2— l ) l/2» dx=  у  (/2 — l ) l/! • 2/d/. Если x — л/з, то 
/=s2; если х= ^8, то / =  3. Тогда получим

/==  ̂(/*_1 )-1'ч(((* _  l ) “ v2/d/=

= 1 + у 1(1 т-
2. Найти длину дуги эвольвенты окружности 

jc=/?(cos/ +  / sin /), y =  /?(sin/ — / cos /), 0 < /< л .
Решение. Так как x '(i) =  Rt cos /, y '(t) =  Rt sin /, t o ,  

применив формулу (5.16), получим

1= J -yjR?t2 cos2 t +  R?? sin2 / J7 =

= /?! -yjF(cos2 / +  sin2 /) dt =

39;



3. Найти длину дуги кардиоиды r = a {  \ — costp). 
Решение. Применив формулу (5.18), где г' (<р) —

= о sin ф, имеем2л
/=  ̂ —cos ф)2 +  а2 sinz<pd<p =

2 л _________________________
= а J y i - 2  cos ф + cos2 ф + sin2 <р(Лр=

2л 9
= о  ̂ -\j2 — 2 cos ф£?ф = 2а  ̂sin у  dy=  — 4acos-|-| д —

=  —4а(cos л —cos0) =  ( —4а) ( —2) =8а.
4. Найти площадь поверхности вращения, полученной

Р и с  523
вращением фигуры, ограниченной линиями у2 =*4ах, jc = 0 , 
х = 3а, вокруг оси абсцисс (рис. 5.23).

Решение. Применив формулу (5.19), где у — 2-yfax,
у' =^\[а / -\[х, получим

Q,—2я ( 2 \[ах д/| + ( =

=4лт/а | 4х=4лу[а (  (*+

+ . > ■ - * - « . *  * * я г -

( ia JT a  - a  f a  ) _  (8а f a  -
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5. Найти площадь поверхности, образованной враще
нием вокруг оси Ох одной арки циклоиды x = t — sin/, 
у = \ — cos / (рис. 5.24).

Рис. 5.25

Решение. Применим формулу (5.20). Из уравнений 
x ~ t—sin t, у — I —cos / имеем: при х=0 / =  0, при х = 2п 
/=2я. Так как *'(/) =  ! —cos/, i^(/)=sin/, то

Qx =»2п $ ( I — cos /) ■\J(I —cos /) + sin tdt =
о

2i> _____________  __ In
= 2n J (I —cos /) -̂ 2—2 cos tdt =  2 я-yj2 j (1 —

о о2я
— cos /) yj1 — cos tdi =  2n^j2 J 2 sin2  ̂s'n2 T  — ̂ :

2 я
= 8я  ̂ sin3 у Л =  — 16я ^  1 —cos2 y^^cos y )  =

о 0

= — 16л (cos у  — y cOS3y ) |  =

=  - 1 6 л ( - 1 + у - 1 + 4 ) = | - д .
6. Найти площадь поверхности вращения, образован

ной вращением дуги кривой r =  a sec2 у ,  O ^ tp s^ y ,
вокруг полярной оси (рис. 5.25).

Решение. Применив формулу (5.21), где г =
= a/cos2 тт. г' (ф) =asin^-/cos3- ,̂ получим
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л/2 I  2
QMwm2n \ Л / - 5—

a 2 s i n 2 - ? -  

+  — ~ ~ d ^ =6 9

=  2  jig

л/2
,2 f  s i n  (p

2 ф
c o s -  у  CO$3 y

"r2 s'n 7Г
^ _ - 4яо* ( 2я* Jo cos4 <P

= — 8ЯЯ2  ̂ cos 4 у  d(cos у )  =  — 8л° 2
- 3  <pcos f

я / 2

8no я/2 8пд (2д/2-1 ).

Задачи для самостоятельного решения
В задачах 5.77—5.84 найти длину дуги кривой.

5.77. у = In (1 -х2) (от *,=0 до Х2~  1/2).
(Ответ: In (3-1/2).)

5.78. у= а  ch у  (от х, =0 до х2 = &).

(  Ответ: a sh
5.79. x =  e'cosi, y=ze‘ sint (от ti = 0 до /2 = 1пл). 

(Ответ: л ^ (л — 1).)
5.80. у2 = х3 (от точки 0(0, 0) до А (4, 8).

(Ответ: А  (10 д/ Ю — 1) )
5.81. x=lncosy (от yi =  0 до уг =  л/3).

(Огвег. In (2 + ^ 3 ) . )
5.82. х= ^ у 2— у  In у (от у, = 1 до у2 =  е).

^Огвег: ~  (е2 + 1)
5.83. y = arcsine-J: (от дг| = 0 до х2= 1).

(Ответ: In (e+-\Je2— 1 ).)
5.84. х = (/2 — 2) sin t -j- 2/ cos /, у = (2 — /2) cos / + 

+ 2isin* (от f|=0 до /2 =  л). (Ответ: луЗ.)
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5.85. Найти длину дуги первого витка винтовой линии 
x = acos/, у =  a sin /, z =  bt. (Ответ: д/a2 + b2 •2л.)

5.86. Найти длину дуги архимедовой спирали г = ац> от 
начала до конца первого витка. [Ответ: лад/Т+4л2 +
+  y i n  ( 2 л  -|--\/7 +  4 л 2)

5.87. Найти длину дуги гиперболической спиралн 
Г= 1  (от , 1-  |  ДО <**= ~ ). (Ответ: In -§- + ~ )

5.88. Найти длину дуги кривой у= х2/2— 1 между точ
ками ее пересечения с осью Ох. (Ответ: ^6-|-1п(^2 +

5.89. Найти длину дуги астроиды x — aoos^t, у — 
= csin3/. (Ответ: 6а.)

5.90. Вычислить длину петли линии 9ауг=ж(дг —За)2. 
(Ответ: 4а ̂ 3.)

5.91. Дуга окружности хс2+ у2= а2, лежащая в первом 
квадранте, вращается вокруг стягивающей ее хорды. Вы
числить площадь получающейся при этом поверхности. 
(Ответ: ла2^2 (2 —л/2).)

5.92. Найти площадь поверхности «веретена», получен
ного в результате вращения одной полуволны синусоиды
у — sin х вокруг оси Ох ( Ответ: 2л(-\[% +  in ( I +л/2) ) •)

5.93. Найти площадь поверхности, образованной вра
щением вокруг оси Ох эллипса x = acos<, y = b$int
. . , / „  о k2 I 2яо2* • л!a —b1 \(a> b). I  Ответ: 2лb Н--- arcsin ---. 1

\ v° 0 /
5.94. Найти площадь поверхности вращения, образо

ванной вращением вокруг оси абсцисс дуги линии
х = ё  sin /, y =  el cost от Л = 0 до /2 = л/2. ( Ответ: 

(е*~2).)
5.95. Найти площадь поверхности вращения, образо

ванной вращением вокруг оси абсцисс астроиды
JC~acos3f, y =  asin3/. ( Ответ: -^-ла2.̂

5.96. Найти площадь поверхности, образованной вра
щением петли кривой x =  a(/2+ l ) ,  у=  у  (3 — ? )  во
круг оси Ох. (Ответ: Зла2.)
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5.97. Найти площадь поверхности, образованной вра
щением окружности r =  2R sin q> вокруг полярной оси. 
(Ответ: 4л Rг.)

5.98. Найти площадь поверхности, образованной при 
вращении лемниската r2 =  a2 cos 2<р вокруг полярной оси. 
(Ответ: 2ла2(2— ^2 ).)

5.5. ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО  
ИНТЕГРАЛА К РЕШЕНИЮ  НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ 
МЕХАНИКИ И ФИЗИКИ
Статическим моментом относительно оси I материальной точки А, 

имеющей массу m и отстоящей от оси I на расстоянии d, называется чис
ло Mt=md

Статическим моментом относительно оси Ох системы п материальных
точек А,{х„ у,), 1= 1, п, имеющих массы mi, называется сумма произ
ведений масс этих точек на их ординаты:

ft

мх= Y,It—L
Статический момент относительно оси Оу системы материальных то

чек определяется по формуле П
ма= £ mb*k-

Если массы непрерывно заполняют дугу или фигуру плоскости Оху, 
то за статические моменты плоских дуг и фигур принимаются моменты 
условных масс, равномерно распределенных вдоль этих дуг и фигур с 
плотностью, равной единице. Статические моменты в этом случае вы
ражаются ннтегралачи.

Если дуга плоской материальной кривой задана уравнением y= f(x ), 
где х £ (а, 6), и имеет плотность р = р(*), то статические моменты этой 
дуги Мх и Му относительно координатных осей Ох и Оу находят по фор
мулам:

ь ___________
Л1,= $р(х)№ ) +</'<*) >2 <te, (5-23)

Q
Ь _________

Ms= jp W * V M - ( / 'W ) 2^  *5 24)
a

Моментом инерции относительно оси I материальной точки массой т , 
отстоящей от оси / на расстоянии d, называется число //= md' Момента
ми инерции /у системы материальных точек А,(х„ у,), i — 1, п, 
имеющих массы ш„ относительно осей Ох и Оу называются суммы про
изведений масс этих точек на квадраты их расстояний до соответствую
щей оси:

Я  п
' х =  I  Щ У к -  l g =  I  Щ Ч
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Моменты инерции дуги плоской материальной кривой y ^ f{x ),  где 
х 6 [a; 4J.C заданной плотностью р = р(х) равны соответственно:

Координаты центра масс дуги плоской материальной кривой у = /(*), 
где *6 (о; Ь], с плотностью p = p(jc) вычисляют по формулам:

Работа переменной силы F= f(x ) , действующей в направлении оси 
Ох на отрезке («■; ,v2J, вычисляется по формуле

Если пластинка находится в горизонтальном положении на глубине 
h от поверхности жидкости, то сила давления Р  жидкости на эту пластин
ку вычисляется по закону Паскаля:

где g ~  ускорение свободного падения: g =9,8 м/сг; 5 — площадь пла
стинки, р — плотность жидкости.

Если же пластинка погружена в жидкость вертикально, то сила дав
ления жидкости ка единицу площади изменяется с глубиной погружения. 
Пусть пластинка, имеющая вид криволинейной трапеции, погружена вер
тикально в жидкость так, что боковые стороны этой трапеции параллель
ны поверхности жидкости. Выберем систему координат так. как показано 
на рис. 5.26. Если пластинка ограничена линиями у — }(х). х = а, х = Ь, 
у — 0, то сила давления жидкости на эту пластинку вычисляется по 
формуле

Если же в жидкость вертикально погружена пластинка, ограничеи-

ь
(5.25)

а

(5.26)а

Jp< x )*V i +  ( n * ) ) 3"dr
а

м
(5.27)

а
м

где массу дуги М находят по формуле 
ь

а

\ Нх)4х. (5.28)

P=pghS,

ь
(5.29)

а

3Q0



ная линиями f=h{x), y= h(*h *=<*. х=Ь (рис 5 27), то сила давления 
жидкости на эту пластинку находится по формуле 

ь
P - f  J Р*(/2 W - / i W  )<** (5-30)

Примеры
1. Найти координаты центра масс однородной дуги по

луокружности у=  - \ j и момент инерции полуок
ружности относительно оси Ох (рис. 5.28).

yftfr)

Рис. 5.27

Решение. Применим формулы (5.27), учитывай, что 
р(х)**1« Согласно формуле (5.23), имеем

Л2—*2

■-R J dx — Rx\-R~2f?.

ТЪк как I — длина дуги полуокружности радиусом Я. 
то l**nR. Тогда

м. 2 Я2 2  R



а хс=*0, так как центр масс находится на оси симметрии,
а осью симметрии является ось Оу. Находим момент инер
ции дуги относительно оси Ох по формуле (5.25):

Последний интеграл вычислим с помощью подстановки 
x=R$\nt. Тогда dx = R cos tdt. Если дг =  0, то /=0; если 
x=R, то л/2. Следовательно, имеем

л/2 ,-------------

2. Найти координаты центра масс первой арки циклои
ды x = a(t — sin /), у =  а{1— cost), а также ее момент 
инерции относительно оси Ох.

Решение. Центр масс однородной фигуры лежит на 
оси симметрии, поэтому хс = ла. Координату ус нахо
дим по формуле (5.27). Имеем: x'(t) = о( 1 —cos t), 
y '(t) —a sin t. Так как дс =  0 при / =  0, х=2па при f = 2я, 
то отсюда получаем

'»/ * . --- — ----
l, = 2R \ sj R2 — Z?2 sin2 / R cos tdt =

= 2fl* j  cos2tdt = t f  t ( l+ co s2 0 ^  =

— cos t)mdt =  c? y/2 t 2 д/2 sin3 уЛ = *

0
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/= 5 л/ {x'(t) )2 + ( y ' ( t ) fd (  =
а

2л  __.__.____  __________-— 
= J ^ja2( l —cos i f  + a2 sin2 tdt =

2n 2л

— 2 cos tdt =  2a \ sin yd /:

= 4a\  sin \  d (~ ) -  - 4a cos ~\ *  =8a.
0 4ледовательно, yc= у  a.

■[аходим:
p

/,= $</*(/) V ( * ' ( 0 ) :2+ (y , (/))2d/ =
a

2п

=  ̂a2(l — cos /)2̂ y2  — 2 cos tdt —
2 n

= a3 д/2  ̂ (1 — cos /)5/2d/=| 1 —cos/=2 sin2 y | =
0

2я 2л

= а3д/2  ̂22д/2 sin5 у  d*=8a3 j  sin5 у  dt =

2n
=  — 8a3* 2 |  ̂I — cos2 d^cos =

2л

= — 16a3 jj  ̂l — 2 cos2 у  + cos4 y ^ c o s  y^ =

=  - 1 6 o * (co sy  -  4  “ S’ У  +  T cos4 ) l  Г -

3. Пластинка, имеющая форму эллипса, наполовину 
погружена в жидкость (вертикально), так что одна из 
осей (длиной 2Ь) лежит на поверхности. Найти силу дав
ления жидкости на каждую из сторон этой пластинки (рис.
5.29), если длина большей полуоси эллипса равна а, а
плотность жидкости р.
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X

Решение. Имеем: ОА = а, ОВ=*Ь. Сила давления 
жидкости на пластинку площадью S при глубине погруже
ния х P =  pgxS.

Полуэллипс разделим на элементарные полоски пря
мыми, параллельными поверхности жидкости. Заштрихо
ванную полоску приближенно примем за прямоугольник 
с основанием CD и высотой dx и допустим, что все точки 
этой полоски находятся на одной глубине х (0^.x^~tt). 
Такое допущение сделать можно, поскольку dx мало. Эле
ментарная площадь полоски

dS = CDdx= 2DEdx = 2ydx=
= 2 У  а2 — д-2 dx.

Давление жидкости на полоску, находящуюся на глу
бине х,

dP=  pgxdS = pgx Ц- ^ I ^ ? d x .

Тогда давление на всю пластинку

Р «  \pgx2-
о 0
— (a2—*2)i/2 I " ____ 2 bpg 2

2a 3/2 I о 3 a

— X-)y2\ " = у  &pga2 = у  b(>ga\
4. Котел имеет форму параболоида вращения. Радиус 

его основания R =  3 м, глубина Я  = 5 м. Котел наполнен 
жидкостью, плотность которой р = 0,8 г/см5. Вычислить 
работу, которую нужно произвести, чтобы выкачать жид
кость из котла (рис. 5.30).

Рис.  5.29
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N {3,5)

01
Р и с  530

х

Решение. Сечение котла плоскостью Оху есть пара
бола, уравнение которой у=ах2. Точка Л^З, 5) принадле
жит параболе, поэтому ее координаты удовлетворяют 
уравнению параболы, т. е. 5 =  32я. Отсюда а =  5/9. Тогда

Разделим параболоид на слон плоскостями, параллель
ными поверхности жидкости. Пусть толщина слоя на глу
бине Ь — у равна dy. Тогда, принимая приближенно слой 
за цилиндр, получаем формулу для определения его объ
ема:

Из уравнения параболы находим лгг =  9у/5. Подставляя 
это значение в формулу ( I) , получаем

Массу слоя жидкости обозначим через dQ. Тогда

где р — плотность жидкости. Чтобы выкачать жидкость 
с глубины 5 — у, потребуется затратить элементарную ра
боту

у=  уде2— уравнение параболы.

dV ~nx2dy. (1)

d V = ^ d y .

dA=dQ(5 — y)g =  |-apg(5 — y)ydy.

Учитывая, что получаем
5 5

A ~  $1Глр^ (5~ У)У4У= y *p g t (5 jf—
0



- f )  dy= у  npg (125/2 -  125/3) =

-  у  лр^-125- (1/2— 1/3) =  у  npg =
225 75

- - 6 - я р  е = ~ г * Р ё -

Подставляя в последнюю формулу р =  800 кг/м3, 
g=9,8 м/с2, вычисляем искомую работу.

А =  ~  я-800-9,8 = 30 000-9,8 я«  294 300 Дж.

Задачи для самостоятельного решения
5.99. Найти координаты центра масс дуги цепной линии 

у = а ch у , содержащейся между точками с абсциссами
/ л — / л е -i-ч"2о, »  =  а. (ответ: с(о . а ‘‘ + £_ J  ) . )

5.100. Найти координаты центра масс дуги астроиды 
jt=so cos31, у = а sin3 расположенной в первом квадран
те. (  Ответ: С (у  а. у

5.101. Найти статический момент синусоиды у = ътх
относительно оси 0дг(0<дс^л). ( Ответ:-yj2-f ln{ 1 +л/2).)

5.102. Найти координаты центра масс дуги окружности 
радиусом /?, стягивающей центральный угол а. (Ответ: 
центр масс лежит на биссектрисе центрального угла, стя-

гивающего дугу, на расстоянии — ---   от центра.)
5.103. Найти статический момент дуги эллипса 

* 7 * 4  ̂ /6*= 1, лежащей в первом квадранте, относи-
Ь2 . аЬгельно оси абсцисс. (Ответ: -у +  arcsin е, где г —

эксцентриситет эллипса.)
5.104. Определить давление воды на вертикальный па

раболический сегмент, основание которого равно 4 м и 
расположено на поверхности воды, а вершина находится
на глубине 4 м. (Ответ: уу-9,81 • 103Н «  167- 103 Н.̂

5.105. Вычислить силу, с которой вода давит на плоти
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ну, имеющую форму равнобочной трапеции, верхнее осно
вание которой а—6,4 м, нижнее 6 =  4,2 м, а высота 
ft = 3 м. (Ответ: 22 200g Н =  217 560 Н.)

5.106. Какую работу нужно затратить на выкачивание 
воды из цилиндрического бассейна радиусом основания
0,5 м, если в начальный момент уровень воды в бассейне 
был равным 2,8 м, что на 0,2 м ниже выпускающего воду 
отверстия в цилиндре? (Ответ: 1120#я Дж.)

5.107. Вычислить работу, которую нужно затратить на 
выкачивание воды из полушара радиусом R м. (Ответ: 
250л/?4# Дж.)

5.108. Какую работу нужно произвести, чтобы насы
пать кучу песка в форме усеченного конуса высотой ft, име
ющего радиусы оснований R и г (г</?)? Плотность песка

 ̂р. {Песок поднимают с поверхности земли, на которой на
ходится большее основание конуса.) (Ответ: (R2 +
+ 2/?г + Зл2).)

5.109. Определить давление воды на вертикальный пря
моугольный шлюз основанием 8 м и высотой 6 м. Опреде
лить также давление на нижнюю половину шлюза. (Ответ: 
144g кН; I08g кН.)

5.110. За какое время вода вытечет из конической во
ронки высотой h =  40 см, радиусом нижнего основания

г=0,3 см и верхнего Я =  6 см? (Ответ: t = — -----— X
о.б,V д/2?

X  | xr\[xdx, где h tt 2 — высота дополнительного конуса, 

t *  42 с.)
5.111. Шар радиусом R, плотность которого численно 

равна единице, погружен в воду так, что касается поверх
ности; Какую работу нужно затратить, чтобы извлечь шар 
из воды? {Указание. Подъемная сила, действующая на 
погруженное в жидкость твердое тело, равна весу вытес
ненной им жидкости.) (Ответ: у  nR*g ĵ

5.112. Ветер производит равномерное давление р на 
дверь, ширина которой b и высота А. Найти момент силы 
давления ветра, стремящейся повернуть дверь на петлях. 
(Ответ: M =  hb2p/2.)

5.113. Согласно опытным данным, удельная теплоем
кость воды при температуре /°С (0 < / <  100°)

С = 0,9983 -  5,184 • 10'5* +  6,912 • 10" Y .



ivaiun: ли л и ча гви  геилиТЫ нужно затратить, ЧТООЫ 1 Г ВО
ДЫ нагреть от температуры О °С  до температуры 100 °С ? 
(Ответ: 418,162 Дж.)

5.6. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ
Несобственными интегралами называются интегралы с бесконечны

ми пределами и интегралы от неограниченных функций
Рассмотрим интегралы с бесконечными пределами Пусть функция 

/{х) непрерывна при х £ (а, + оо). Тогда несобственный интеграл от фун
кции }(х) в пределах от а до +оо определяется равенством

+  оо Ь

t f(x)dx =  lim I f(x)dx. (5.31)
J ь- + «  J

Если предел в правой части равенства (5 31) существует и конечен, 
то несобственный интеграл называется сходящимся, если же этот предел 
не существует или бесконечен, то интеграл называется расходящимся+

Г е о м е т р и ч е с к и  несобственный интеграл J f(x)dx в слу-
а

чае /(*) >0 представляет собой площадь фигуры, ограниченной графи
ком функции y = f(x), прямой * = а и осью Ох Если интеграл

+  ОО

 ̂ f(x)dx сходится, то площадь фигуры выражается определенным
а

числом, а ось Ох служит асимптотой для графика функции (/=/(*). Если + »
же интеграл  ̂ f(x)dx расходится, то площадь фигуры — бесконеч- 

0
на я

Аналогично определяются несобственные интегралы: 
ь ь
t f(x)dx =  lim tf(jr)dx. (5.32)

-L
+ 00 (Г + ОС

j f(x)dx=  j f(x)dx + j t(x)dx=
— go — ОО С

с b
= lim t hm (f(x)djr. (5.33)

—  oo ^ b ~ - +  л  •a с

+  oo

Несобственный интеграл j f(x)dx называется сходящимся, если
—  ОО

сходятся оба интеграла в правой части равенства (5 33), и расходящим
ся, если хотя бы один нз них расходится

Приведем признаки сходимости и расходимости интегралов с беско
нечными пределами + 00

1°. Пусть для *6 [а; +оо) 0</(x)<g(jc) Еслн  ̂ g (x )d x
а
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+ «>
сходится, to сходятся и интеграл J  f(x)dx, п]

а+ 00 + «

+ <*>
Если интеграл J  f(x)dx расходится, то расходятся К ewwfp&n

+ 00

 ̂ g(x)dx (признак сравнения).

2". Если для х£ [а, + оо) Дх) >0, g(x) > 0 и существует конечный
Цх) +°° +°°предел fim фО, то интегралы С f(x)dx и t g (x )d х

х-* +00 g ( X )  i  J

сходятся нлн расходятся одновременно (п р е д е л ь н ы й  п р и з н а к  с р а в н е 
н и я ) .

3°. Если интеграл J \((x)\dx сходится, то сходится и интеграл
а

+ °°
 ̂ f[x)dx (последний в этом случае называется абсолютно сходящим-

а
С я ) .

4°. Если при х-*■ + оо функция f(*) ■>(> является бесконечно малой+ <"
порядка а по сравнению с l /х, то интеграл J f(x)dx сходится

а
при а~> 1 и расходится при 1.

+ 0D
З а м е ч а н и е .  Интеграл J  сходится при а  >  I и расходится

а
при а < 1.

Рассмотрим интегралы от неограниченных функций. Если функция 
/(jt) непрерывна для х£ |а; 6) и в точке х==Ь имеет бесконечный разрыв, 
то по определению полагают

6 Ь —г
J/(jc)djt= lim j f(x)dx. (5.34)

Если су шествует конечный предел в правой части формулы (5.34), то 
несобственный интеграл называется сходящимся, если этот предел не 
существует или бесконечен, то интеграл называется расходящимся 

Геометрически несобственный интеграл в случае /(х)~>0 представ
ляет собой площадь фигуры, ограниченной графиком функции у=Цх). 
прямой лг=а и вертикальной асимптотой х = Ь

Если функция f(x) непрерывна для х£ (в; 6] н в точке имеет 
бесконечный разрыв, то

ь 6

а * ” а+е
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Если предел в правой части формулы (5.35) существует н конечен, то 
несобственный интеграл называется сходящихся.

Если функция /(*) имеет бесконечный разрыв в точке {о; 6] и не
прерывна при х£ [а- с) у (с; bJ, то по определению

ь *-«1 ь
\f(x)dx=  lim t f(x)dx+  lim t f(x)dx. (5.36)
I  1

b
Несобственный интеграл j/<x)dx (/(с) = + оо, a < c < 6) называ- 

e
ется сходящимся, если оба предела в правой части равенства (5 36) су
ществуют, и расходящимся, если не существует хотя бы один нз них. 

Признаки сходимости и расходимости несобственных интегралов от 
неограниченных функций аналогичны признакам сходимости несобствен
ных интегралов с бесконечными пределами. Эталоном для сравнения в 
признаке 4° служит интеграл

ь ь
f dx Г dx\ —----- - (а > 0) или \ ------- ,
J  (b - x )a J (х — а )а
о а

который сходится при а<  I и расходится при ajs 1.

Примеры
Вычислить несобственные интегралы или установить их 

:ть.
irctg дг
1 + ?

расходимость.

1. У ̂ Ц -dx.
о

Решение. Подынтегральная функция непрерывна в 
промежутке {0; + оо). Следовательно, по определению

V  а
V _ гс % * dx= lim \arctg xd(arctg x) =J I -f X  a-» +40 j

=  Jim -arcf2g * 1 lim y(arctg2a -
&-► + oo • '  ̂ a-*- + oo ~

-arctg2 0 )=  у ( у ) 2=
4-

 ̂ 2 xdx
x2+l— oo

Решение. Разложив исходный интеграл на два интег
рала, имеем
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Ц- оо 0 -f»
2 xdxГ 2 xdx _  Г 2 xdx . f

W +1 ”  ) Л и  +

= lim +  lim (■
0-+ — Ob J  дс -J- 1 fr-*- Ч" 00 J /+1

= lim (In I*2 +  1 I |a) -+■ 1*171 (In |jc* +  1 I |o) =a-f — oo ^  oo
= — lim ln |a2-|-l| + lim ln|f>2+ I|  = — oo + oo.

0“*- — «> £>_*' -+■ oo

Исходный интеграл расходится, так как расходится 
каждый из интегралов в правой части последнего равен
ства, а достаточно расходимости только одного из них.

3- 5 7 0 7 '
1

Решение. Подынтегральная функция имеет бесконеч
ный разрыв при лг=1. Следовательно,

( i S ! j f « L _
J  х  l a  X e-*-0 J In XI l + s

= lim t ln-sjcrf(ln x) =. lim ~\  =
e-,-0 J e^O - 2  I 1 +  t

i +  e

)U<? (  2ln2e 2ln2 (I +  e ) )

= — i  -f oo =  -j- oo, 
т. e. исходный интеграл расходится.

Исследовать интегралы на сходимость.
+- с«о

4 С — Л ____
|  3 + 2.с2 + 5*4

Решение. Применив признак сравнения, для 
имеем 3+2.*2 + 5л:4;> /, откуда

' < 4 .з+г*2-^*4 х4
-f оо
f dxИсследуем на сходимость интеграл \ —  . По 

определению 1
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\ = lim tдс V *  —J X О- + ОС jF

= lim ( --- ^yl °^=  lim ( --- Ц- -)- 4Л =  4">
a - i - + a >  \  3 *  I  I /  J --+ O C P  \  3 0  3

+ ■ f dxт. e. интеграл I сходится, а тогда по признаку срав
нения сходится'и исходный интеграл.

+ ОС
_ Г sin xdx 

)
Решение. Применим признаки 1° и 3°. Имеем: 

Ддс) =  sin jc/jc2, sin Is*0 l/jc*.
Так как

f ~  =  lim \x~2dx=
J  ДГ 04- + oo J

= Jim ( -- -I )=  Hth ( ~  — - b lW l .
a-*- -f- оо \ X I 1/ a—» + oo \ ^ /

+ «с Г dxто интеграл \ сходится, а тогда, согласно признаку
| +О0

f  I sm jcj rfjc _сравнения, сходится и интеграл \ — р-- . Следова-
тельно, на основании признака 3?° сходится интеграл 
+ » f sin xdx

V \ — х*

Решение. Функция f ( j c )  = yjx/ -\J 1 —jc4 имеет бес
конечный разрыв при *=1. Применим следующий при
знак: если функция f ( x )^ 0  определена и непрерывна для 
х 6 [о; Ь) и является бесконечно большой порядка а  по
сравнению с при х-+-Ь — 0, то интеграл \lf{x)dx

•'*. а
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сходится при а <  1 и расходится при а ^  1. В нашем слу
чае а =  0, 6=1, тогда

lim f{x) к =  lim , • (1 - х)* =!(*_*)* х-1 д/l-*4

= Um . -limV* =у ( I —* ) (1 -4-дг) х~'
' — lim . 1 = у  lim <! — x)*~l/S.1 у 2 V1 — * 2 i- 1

Следовательно, f t= l/ 2 d , и интеграл сходится.

Задачи для самостоятельного решения
В задачах 5.114—5.127 вычислить несобственный ин

теграл или установить его расходимость.
+ ж>

5Л14.  ̂ хе d̂x> ^Ответ:
о

+ «
5.115. [ — . (Ответ: 1 —In 2.)

| *2(*+1)
+ <»

5.116. [ -. (Ответ: л.)J  дс +2д: + 2
—  СО

5 " 7- \ i^ r -  ( ° ™ r: f )

5.118. ( dx ( Ответ: 144-Л
I  V ?  '  7>
е

5" 9- (0геет; 2 >1

5.120. | . {Ответ: \f\25.}
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5 л п - |  1 7 Л ) г ' ( 0твет: т  +  т ' п 3 )

1
5-122. j ~з ■ (Ответ: расходится.)

I
5.123. \ ---- (Ответ:

i ,  (2-л:) У  1-х2 v V3 /
5

5Л24 S v u - m s - x r  (0твет: л >

25

Sd*-»------. {Ответ: расходится.)
д — бх-Ьб

512‘ - 1 С0™ 61' т- )— ос
Э

5.127.  ̂ (x-i)tn (х-1) • ((->твет: расходится.)
2

В задачах 5.128—5.132 исследовать интеграл на сходи
мость.

' x2dxК *28. \ - —  (Ответ: расходится.)
i  У о - * 2)5
I

5.129. t —\-Х (Ответ: сходится.)
о е - 1
+ СО

С dx5.130. \ — ---  (Ответ: сходится.)
i V1 + *

хт
5.131.  ̂~°^| dx. (Ответ: сходится.)

о
I

S dx— •. (Ответ: расходится.)
&  —  COS Xи
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