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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящее издание учебника “Высшая математика” является 
стереотипным. В 1970-е годы первое и второе издания этой книги вы­
шли с грифом Министерства высшего и среднего специального обра­
зования СССР. Впоследствии книга была опубликована в издательстве 
БГУ (т. 1, 1983 г.) и в издательстве “Университетское” (т. 2, 1984 г.), а 
в 1998 г. и в 2000 г. в двух томах дважды выходила в свет в издатель­
стве "ТетраСистемс" (г. Минск).

Рецензентами второго издания были кафедра общей математики 
Ленинградского государственного университета (зав. кафедрой, док­
тор физико-математических наук, профессор М.М. Смирнов) и 
Л.Д. Кудрявцев, доктор физико-математических наук, профессор, зав. 
кафедрой высшей математики Московского физико-технического ин­
ститута (ныне член-корреспондент Российской академии наук).

Учебник содержит материал, предусмотренный программами 
курсов высшей математики для студентов высших учебных заведений.

Автор



ВВЕДЕНИЕ

Математика -  одна из самых древних наук. Первые математиче­
ские представления и понятия появились в доисторическое время. Они 
возникли в процессе практической деятельности людей. Из самой при­
роды человек заимствовал геометрические формы; в процессе реше­
ния практических задач возникали понятия арифметики и геометрии.

Основы теоретической арифметики и элементарная геометрия 
сложились еще в Древней Греции. «Начала» Евклида, написанные в 
III в. до н.э., являются основой для школьных учебников геометрии во 
всех странах на протяжении более двух тысячелетий. До конца XVI в. 
математика включала арифметику, алгебру, геометрию и тригономет­
рию. Это была математика постоянных величин.

В XVII в. в связи с запросами практики математические иссле­
дования необычайно расширяются, и возникает несколько новых на­
правлений: аналитическая геометрия, анализ бесконечно малых, тео­
рия вероятностей и др. Создание аналитической геометрии и анализа 
явилось подлинной революцией в математике. В центре исследований 
оказались новые объекты и методы.

Математика перешла к изучению переменных величин и функ­
ций, как аналогов механического движения и всякого изменения во­
обще. Создание дифференциального и интегрального исчисления по­
влекло за собой возникновения новых областей математики: теории 
рядов, дифференциальных уравнений, дифференциальной геометрии.

Крупнейшие успехи анализа всегда были обусловлены решени­
ем задач точного естествознания. Начиная с И. Ньютона (1642-1727), 
знаменитые ученые Д. Бернулли (1700-1782), Л. Эйлер (1707-1783), 
Ж. Лагранж (1736-1813), П. Лаплас (1749-1827), Ж. Фурье (1768-1830), 
А. Пуанкаре (1854-1912), М.В. Остроградский (1801-1862), А.М. Ляпу­
нов (1857-1918), как и многие другие, в своих математических трудах 
исходили из насущных задач механики и физики. В связи с запросами 
механики Эйлер и Лагранж создают вариационное исчисление, Пуан­
каре и Ляпунов -  качественную теорию дифференциальных уравне­
ний.

В XIX в. в анализе появилась новая область -  теория функций 
комплексной переменной, оформленная в трудах О. Коши (1789-1857). 
Эта теория нашла существенные приложения к решению задач мате­
матики, физики и техники. Так, основная теорема о подъемной силе 
крыла самолета была доказана Н.Е. Жуковским (1847-1921) средства­
ми этой теории.
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В 1826 г. русский математик Н.И. Лобачевский (1792-1856) соз­
дал неевклидову геометрию; с этого времени началось принципиально 
новое развитие геометрии. Независимо от Лобачевского и друг от дру­
га к основным идеям новой геометрии пришли немецкий математик и 
астроном К.Ф. Гаусс (1777-1855) и венгерский математик Я. Больяй 
(1802-1860).

Общие идеи теории множеств явились основой теории функций 
вещественной переменной, развитие которой многим обязано Н.Н. Лу­
зину (1883-1950) и его школе, а также А. Лебегу (1871-1941).

В анализе возникают и другие новые направления, например, 
теория приближения функций, основателем которой является П.Л. Че­
бышев (1821-1894). Возникновение этой теории обусловлено необхо­
димостью решения актуальной для того времени практической задачи, 
связанной с конструированием паровых машин. Чебышев неоднократ­
но подчеркивал роль практики в развитии теории, их полезные взаи­
модействия.

В XIX в. значительно расширяется область приложений матема­
тического анализа. Математические методы применяются не только в 
механике, но и в электродинамике, теории магнетизма, термодинамике.

Разрабатывается теория дифференциальных уравнений (обык­
новенных и с частными производными), уравнений математической 
физики. Ряд новых приложений получили теория вероятностей и ма­
тематическая статистика. Численные методы анализа и алгебры, воз­
никшие в конце XIX в., в связи с созданием и использованием элек­
тронных вычислительных машин, развиваются в самостоятельную 
область -  вычислительную математику.

Применения математические методов в разных науках привели к 
возникновению новых дисциплин: математической логики, топологии, 
функционального анализа, кибернетики, дискретного анализа, матема­
тической экономии, математической лингвистики.

В последнее время запросы общественного производства и 
управления, быстрый прогресс вычислительной техники стимулирова­
ли создание новых математических теорий: теории автоматов, теории 
алгоритмов, теории игр, теории информации, исследования операций, 
теории оптимального управления.

В развитие математики большой вклад внесли русские и совет­
ские ученые. В Беларуси научные исследования в области математики 
начинались в Белорусском государственном университете (открыт в 
1921 г.). В настоящее время исследования по математике проводится в 
Академии наук Беларуси (создана в 1929 г.), в университетах Респуб­
лики Беларусь, в ряде других высших учебных заведений педагогиче­
ского, технического, технологического и экономического профилей.



В развитие математики в Беларуси внесли крупный вклад ака­
демик АН БССР и АН СССР В.П. Платонов, академики АН БССР: 
Е.А. Барбашин (1918-1969), Ф.Д. Гахов (1906-1980), Н.П.. Еругин 
(1907-1990), В.И. Крылов (1902-1994), В.Г. Спринджук (1936-1987), 
Д.А Супруненко (1915-1990), С.А. Чунихин (1905-1985), члены-кор- 
респонденты АН БССР Е.А. Иванов (1924-1985), Э.И. Грудо (1936- 
1997).

Существенные научные результаты в области математики полу­
чили академики НАН Беларуси И.В. Гайшун, Н.А. Изобов, члены-кор­
респонденты НАН Беларуси А.Е. Залесский, В.И. Корзюк, JI.A. Ше- 
метков, JI.A. Янович.



Раздел I
Аналитическая геометрия и линейная алгебра

Линейная алгебра исследует системы линейных уравнений, т.е. уравнений, 
содержащих неизвестные только в первой степени. Аналитическая геомет­
рия -  раздел математики, 8 котором изучаются геометрические объекты с 

помощью алгебраических методов. Основным методом аналитической 
геометрии является метод координат.

Глава 1 
МЕТОД КООРДИНАТ

Координатами точки называются числа, заданием которых определяется поло­
жение точки на прямой, плоскости или в пространстве. Метод координат позво­
ляет геометрические задачи сводить к алгебраическим. Заслуга введения метода 
координат принадлежит Декарту1 и Ферма2.

1.1. Координаты на прямой
Рассмотрим некоторую прямую. Фиксируем одно из двух опре­

деляемых ею направлений и назовем его положительным, другое -  от­
рицательным. Прямая, на которой указано положительное направле­
ние, называется осью (на чертеже положительное направление обычно 
обозначают стрелкой, рис 1.1). Выберем масштаб, т.е. единицу длины 
для измерения длин любых отрезков этой оси.

А В
•------------- •----------- ►

Рис. 1.1

Отрезок, ограниченный точками А  и В, называется направлен­
ным отрезком, или вектором, если указано, какая из данных точек 
является началом, а какая -  концом. Направлением отрезка считается 
направление от начала к концу. Направленный отрезок с началом в
точке А  и концом в точке В  обозначается символом А В . Две различ­

ные точки А  и В  определяют два направленных отрезка А В  и В А  . 
Если точки А  и В  совпадают, отрезок АА  называется нулевым; нулевой 
отрезок не имеет определенного направления.

1 Рене Декарт  (Rene Descartes, 1596-1650) -  французский философ, математик.
2 Пьер Ферма (Pierre Fermat, 1601-1665) -  французский математик, по профессии 
юрист.



А в С

а
А с в

б
В А с

в
В С А

г
С А В

д
с 

—•-----
В

— •—
А

— •---------- ►
е

Рис. 1.2

Величиной направленного отрез­
ка А В  некоторой оси называется его 
длина, взятая со знаком плюс, когда 
направление этого отрезка совпадает с 
положительным направлением оси, и 
со знаком минус, когда оно совпадает с 
отрицательным направлением оси. Ве­
личину направленного отрезка А В  
будем обозначать через А В \ очевидно,

АВ -  - В А . (1.1)

При любом расположении трех 
точек А , В, С  на оси (рис. 1.2) величи­
ны направленных отрезков А В , В С  , 

А С  связаны соотношением

А В  +  В С  =  А С , (1.2)

которое называется основным тождеством.
Действительно, пусть точки А , В, С  расположены на оси в по­

рядке, указанном на рис. 1.2, а. По свойству длин отрезков 
\А В  \ + \ В С  \ = \А С  \. Но в данном случае \ А В \  = АВ,  \ B C \ - B C ,
I A C  I = А С , поэтому А В  + В С  = АС .

В случае, изображенном на рис. 1.2, б, I A C  I + I СВ  I = I А В  I, 
А С  + СВ -  АВ. Принимая во внимание формулу (1.1), из последнего 
равенства получаем А С  — А В  -  СВ — А В  + В С , А В  + В С  = А С , т.е. 
равенство (1.2) выполняется. Все остальные случаи (рис. 1.2, б -е ) рас­
сматриваются аналогично. Отметим, что равенство (1.2) выполняется и 
тогда, когда один из отрезков является нулевым или все три отрезка -  
нулевые.

Фиксируем на прямой х  две различные точки О  и Е; точку О  на­
зовем началом координат, точку Е  -  единичной точкой. В качестве 
масштаба примем отрезок ОЕ, с помощью этого отрезка будем изме­
рять длины всех других отрезков оси, Выберем на прямой положи­
тельное направление, совпадающее с направлением отрезка О Е  
(рис. 1.3).
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Рис. 1.3

Прямая О ху на которой фиксировано положительное направле­
ние, начало отсчета и выбран масштаб для измерения длин, называется 
координатной осью.

Координатой произвольной точки М  координатной оси называ­
ется величина направленного отрезка О М  этой оси. Если обозначить 
координату точки М  через х, то по определению

где О М  -  величина направленного отрезка О М  оси Ох. Запись М(х)  
означает, что точка М  имеет координату х.

Таким образом, если дана точка координатной оси, можно ука­
зать число, являющееся ее координатой на этой оси; если дано число, 
на координатной оси можно построить единственную точку, для кото­
рой это число является координатой указанной точки. Следовательно, 
между множеством точек координатной оси и множеством действи­
тельных чисел установлено взаимно-однозначное соответствие. Это 
дает возможность вместо точки рассматривать соответствующее число 
-  ее координату.

Величину направленного отрезка и его длину можно выразить 
через координаты начала и конца этого отрезка.

Теорема 1.1.

Если М\{Х\), М 2(х2) -  две заданные точки оси, то величина на­

правленного отрезка М {М 2 и его длина выражаются соответствен­
но формулами

х = О М , (1.3)

М Х М 2  - 2̂ Х] 5 (1.4)

(1.5)



Доказательство.
Основное тождество (1.2) для трех точек О, М ь М 2 координатной 

оси принимает вид О М х+ М \М 2- О М 2, откуда М ХМ 2= О М 2-  ОМ \. В 
соответствии с определением (1.3) х 2= О М 2, х х-  О М ь поэтому 
М\М2=Х2-Х\ ,  формула (1.4) доказана. Так как длина направленного от­
резка равна модулю его величины, то IМ \М 21 = Iх 2-Х \\ ,  что и требова­
лось доказать.

Сущность формулы (1.4) можно выразить следующими словами: 
чтобы найти величину направленного отрезка, необходимо из коорди­
наты его конца вычесть координату начала.

Замечание.
Формулу (1.5) можно записать в виде

р(М\, М 2)=\ х2-х\\, (1.5')

где р( М\, М 2) -  расстояние между точками М\ и М 2.
Поскольку I х2 -  Х\ I = | *1 -  х21, то смысл формул (1.5) и (1.5') выража­

ется так: чтобы вычислить расстояние между двумя точками оси, нужно из 
координаты одной точки вычесть координату другой и взять модуль полу­
ченной разности.

Пример.
Даны две точки М\ (1), М2 (-5). Найти величину направленного отрез­

ка М ХМ 2 и расстояние между точками.
В данном случае Х\ = 1, х2 = -5-, по формулам (1.4) и (1.5) находим 

М ХМ2 = -5  -  1 = -6 , р(Мь М2) = |-5 -1[ = | - 6 |  = 6.__________________

1.2. Декартовы прямоугольные координаты на плоскости
Будем говорить, что на плоскости введена система координат, 

если указан способ, позволяющий устанавливать положение точки за­
данием чисел. Существуют различные способы определения положе­
ния точки на плоскости, в зависимости от которых рассматривают раз­
ные системы координат: декартовы прямоугольные, полярные и др.

Декартова прямоугольная система координат на плоскости вво­
дится следующим образом. Выберем масштаб для измерения длин лю­
бых отрезков на плоскости. В данной плоскости проведем две взаимно 
перпендикулярные координатные оси: горизонтальную О х  (ось абс­
цисс) и вертикальную Оу (ось ординат). Точку О  пересечения коорди­
натных осей назовем началом координат (рис. 1.4).



Отметим, что если Е\ и Ег -  единичные точки координатных 
осей, то

\ОЕх\ = \ОЕ2\ = \ .  (1.6)

Равенство (1.6) означа­
ет, что для измерения длин 
координатных осей выбрана 
одна и та же единица масшта­
ба (совпадающая с единицей 
масштаба для измерения длин 
любых отрезков на плоскости).

Пусть дана произволь­
ная точка М  рассматриваемой 
плоскости. Проведем через 
точку М  прямую, параллель­
ную координатной оси Оу, 
точку пересечения этой пря­
мой с осью Ох обозначим через М х, проведем через М  также прямую, 
параллельную оси Ох, до пересечения с осью Оу  в точке М у.

Декартовыми прямоугольными координатами точки М  на 
плоскости называются числа, определяемые формулами

х  = ОМХ' у = ОМу, (1.7)

где ОМ х О М  у -  величины направленных отрезков О М  х , О М  v соот­

ветствующих координатных осей.
Первая координата называется абсциссой, вторая -  ординатой 

данной точки М. Запись М (х , у) означает, что точка М  имеет коорди­
наты х, у , если дано несколько точек, то их координаты записываются 
с соответствующими индексами, например, М](хи М 2(х2, уг) и т.д.
Отметим, что для точек, лежащих на оси Оу, х  = 0; для точек, лежащих 
на оси Ох, у  = 0; начало координат -  точка О имеет координаты х  = 0, 
у  = 0. Координатные оси разбивают на четыре части множество тех 
точек плоскости, которые не лежат на осях. Каждая из этих частей на-' 
зывается координатной четвертью, или квадрантом. На рис. 1.4 ука­
заны знаки координат точек в каждой четверти.

Каждой точке М  плоскости поставлена в соответствие упорядо­
ченная пара чисел (х, у), определяемых формулами (1.7). С другой сто-

Рис. 1.4



роны, если дана упорядоченная пара чисел (х, у), то можно построить 
единственную точку, для которой х  и у  будут декартовыми прямо­
угольными координатами.

1.3. Деление отрезка в данном отношении
Рассмотрим две различные точки М \ и М 2 некоторой плоскости 

(точка М] считается первой, точка М 2 -  второй). Проведем через дан­
ные точки прямую, зафиксируем на ней положительное направление 
(т.е. сделаем ее осью) и выберем масштаб. Пусть М  -  любая, принад­
лежащая этой прямой точка, отличная от М 2.

Отношением, в котором точка М  делит направленный отрезок
М хМ г , ограниченный точками М\  и М 2 (рис. 1.5), называется число

М ХМ  
М М , ( 1.8 )

М у М Мо

М х Мо М

М  
-•—

Ml Мо

где М ХМ, М М 2 -  величины направлен- 
а " * * *  ных отрезков М ХМ  , М М 2 указанной

оси. Отношение (1.8) не изменится, 
если по-другому фиксировать положи­
тельное направление оси или выбрать 
другой масштаб, так как в обоих случа­
ях числитель и знаменатель умножатся 
на одно и то же число (в первом случае 
-  на ( -  1)).

Если точка М  принадлежит от­
резку [МХМ 2] (рис. 1.5, а),  то ?i> 0 (так 
как М ,М  и М М 2 одного знака); в этом 
случае говорят, что М  делит отрезок

М ХМ 2 внутренним образом. Если 
точка М  лежит вне отрезка [М\Мг] 
(рис. 1.5, б , в), то А-<0 (числа М \ М  и 

М М 2 имеют противоположные знаки); в этом случае говорят, что точка
М  делит отрезок М ХМ 2 внешним образом. Отметим, что

X Ф - 1 . (1.9)



Действительно, предположив противное, т.е. А. = -1 , получим
М  М  
- ± ~ =  -1 , М ХМ  = - М М 2, М ХМ  + М М 2 = О, М ХМ 2 = О, что возмож- 
М М 2

но лишь в случае, когда М х совпадает с М 2, а это противоречит усло­
вию (точки и М 2 различны).

Если точка М  совпадает с М х, то А, = 0; если М  неограниченно 
приближается к точке М ъ то | X | неограниченно возрастает.

Задача о делении отрезка в данном отношении формулируется 
следующим образом. Дано отношение X, в котором точка М  (неизвест­
ная) делит отрезок М ХМ 2 , ограниченный данными точками М\  и М 2.

Требуется найти точку М  (т.е. определить ее координаты). Решение 
поставленной задачи дает следующая теорема.

Теорема 1.2.

Если точка М  (х, у) делит отрезок М ХМ 2 , ограниченный точ­

ками М\(Ху,у\),  М 2(х2, у 2), в отношении Я, ее координаты определя­
ются формулами

,  = = а л о )
1 +  X  1 +  А,

В частности, координаты середины отрезка М х М 2 вы­
числяются по формулам

_ Х1+ Х 2

Доказательство.
Точки Mi,  М,  М 2 спроектируем на ось Ох,  обозначим их проек­

ции соответственно через Pi, Р, Р 2 (рис. 1.5, г). Используя условие, 
теорему элементарной геометрии о пропорциональности отрезков 
прямых, заключенных между параллельными прямыми, и формулу 
(1.4), получаем



М М 2 ’ РР2 М М 2 ’ РР2
М ХМ  _  , М ХМ  РХР

. . .  — Л , —— = Я , РХР = х  -  х х.

пп  X Ху ^
РР2= х 2- х ,   L =  А , дг—  A f  j  x  —  X j  —  У̂ Хх2  х ) 9

х 2 — X

л:(1+А) ~ Xi+Xx2. (1.12)

Принимая во внимание условие (1.9), из равенства (1.12) нахо­
дим первую из формул (1.10). Вторая из этих формул устанавливается 
аналогично (точки М\,  М  и М 2 необходимо предварительно спроекти­
ровать на ось Оу).

Если точка М  находится в середине отрезка Л /,М 2 , то
М \М  -  М М 2 и А= 1. Полагая в формулах (1.10) А=1, получаем форму­
лы (1.11).

Пример.
Даны две точки М j(—1, -2 ), M2Q, А). На прямой (MiM2) найти точку 

М, которая в три раза ближе к М\, чем к М2, и находится вне отрезка
М ХМ 2 . Найти середину этого отрезка.

Искомая точка М  делит отрезок М ,М 2 в отношении X = —j .

По формулам (1.10), считая в них х х =  — 1, у х = — 2, х2 = 3, у2 = А, на­
ходим

С помощью формул (1.11) находим точку 7V( 1 , 1 ) -  середину отрезка
щ г г .

1.4. Центр тяжести системы масс

Дана система масс т,\, т 2, ... , т п, помещенных соответственно в 
точках М\(Х\, у г), М 2(х2, у 2), ..., М п(хп, у п) некоторой плоскости. Требу­
ется найти формулы, выражающие координаты центра тяжести этой 
системы масс.

Рассмотрим сначала случай п = 2: массы т,\, m 2  помещены в 
точках М\(Х\, уО, М 2(х2, уг)• Согласно известному принципу механики

х

М {-3, -5).



центр тяжести М  (.х , у) системы данных масс делит отрезок М ХМ 2 на

части, обратно пропорциональные массам т ъ т 2, т.е. в отношении h= 
=т2 :т\.  По формулам (1.10) получаем координаты центра тяжести 
М  (ху у)  этой системы:

х  =

т,  т ,
* 1+— У, +  —  Уг

, т ,  л т.
1 + —  1 +  —L

m i т [

XJYly +  v TYl + V /Л
X =  —1 1 у =  Ух 1 ^2 2 , (1.13)

m i +  m i w , +  m 2

Аналогичные формулы находим и для координат центра тяже­
сти М ( х , у )  системы масс m x, т 2, т 3, помещенных соответственно в 
точках М 2(х2, у 2), M3(jt3) у 3). Положение точки М  (.х , у ) не
изменится, если массы rri\ и т 2 сосредоточить в центре тяжести 
М \ х '.д/*) этой системы. Точку М  (jc, у) будем рассматривать как центр 
тяжести системы двух масс: массы т ъ, находящейся в точке М3, и мас­
сы т\+т2, сосредоточенной в точке М'(х' ,у' )  -  центре системы масс 
/72], т 2, гдех '  н у ’ определяются соответственно правыми частями фор­
мул (1.13). Находим центр тяжести М  (х,у)  как точку, делящую отре­

зок М 'М Ъ в отношении Х ~ т ъ\(т\ + т 2). Применив формулы (1.10) в 
этом случае, найдем

jCj/w, + х 2т2 nijX-s
тх+т2 тх+т2 

щ  +т2 + 1Щ 
тх+т2

У М + У г Щ  ! ЩУг 
т , + т7 т, +т7у  --  !------к--------- !------

т ^ + щ + п ц  
т) + т2

г '  I щ  Vх  + ----------- х^
т ,+ т , 

х  = --------- !------=—
1 + _ ! Ь _

т .+ щ



х хтх + х2т2 + х 3щ У\Щ + У2тг + у 3т3 (1 д 4 )
тх+т2 + т3

Методом математической индукции можно доказать, что иско­
мые формулы имеют вид

где X -  сумма однотипных слагаемых.

1.5. Полярные координаты
Пусть дана некоторая плоскость. Зафиксируем на этой плоско­

сти точку, обозначим ее буквой О  и назовем полюсом. Луч [ОР),  исхо­
дящий из полюса, назовем полярной осью. Выберем масштаб для изме­
рения длин отрезков и условимся, какие повороты вокруг точки О  бу­
дем считать положительными; обычно считают положительными те 
повороты, которые совершаются против часовой стрелки.

Рассмотрим произвольную точку М  заданной плоскости, обо­
значим через р ее расстояние до полюса и назовем полярным радиусом 
(рис. 1.6); угол, на который нужно повернуть полярную ось [ОР),  что­
бы она совпала с [ О М ) , обозначим через ф и назовем полярным уг­
лом.

Полярными координатами точки М  называются ее полярный ра­
диус р и полярный угол ф. Каждой точке плоскости соответствует 
вполне определенное значение р > 0 . Значение ф для точек, отличных
от полюса, определено с точностью до слагаемого 2кк, где к -  любое 
целое число. Для полюса р = 0, а значение ф не определено. Чтобы ка­
ждая точка плоскости получила вполне определенные значения поляр­

л:хтх + х2т2+...+хпт„ 
тх+т2+.. .+тп

 y vmx + Уг̂ Щ. • -+У»Щ,
тх + т2+...+тп

или

(1Л6)



ных координат, достаточно считать, что 0 < ср < 2 п , а в полюсе <р = 0. 
Указанные значения ф назовем главными.

Наряду с введенной полярной системой координат рассмотрим 
прямоугольную декартову систему такую, что полюс совпадает с нача­
лом, а полярная ось -  с положительной полуосью Ох  (рис. 1.7). Если М  
— произвольная точка плоскости, (дг, у)  -  ее декартовы, а (р, ф) -  поляр­
ные координаты, то, очевидно,

дг^рсовф, у = р sin ф. (117)

Формулы (1.17) выражают прямоугольные декартовы координа­
ты точки плоскости через ее полярные координаты.

Полярные координаты точки выражаются через ее декартовы 
координаты формулами

Т~ х ух  + у , cos Ф = ,■ sm Ф = — --■■■ ■ , (1.18)
■yjx2 + y 2 у]х2 + у 2

которые следуют из формул (1.17). Чтобы получить первую из формул 
(1.18), достаточно возвести в квадрат обе формулы (1.17) и почленно 
сложить (первая из формул (1.18) имеет простой геометрический 
смысл, она выражает теорему Пифагора для треугольника О М М х).

1.6. Прямоугольные декартовы координаты в 
пространстве
Прямоугольная декартова система координат в пространстве 

определяется заданием масштаба (отрезка для измерения длин) и трех 
пересекающихся в одной точке взаимно перпендикулярных осей, зану­
мерованных в определенном порядке.



Точка пересечения осей называ­
ется началом координат , а сами оси — 
координатными осями, причем первая 
из них -  осью абсцисс, вторая -  осью 
ординат третья -  осью аппликат. Обо­
значим начало координат буквой 0 \  
координатные оси -  соответственно 
через Ох, Оу, Oz (рис.1.8).

Пусть М  -  произвольная точка 
пространства. Проведем через нее три 
плоскости, перпендикулярные коорди­
натным осям, и точки пересечения с 
осями обозначим соответственно через 
Mjc, М у< M z. Прямоугольными декарто­
выми координатами точки М  называются числа, определяемые форму­
лами

х  = О М х, у  = О М у, z = О М 1У (1.19)

где О М х, О М у, O M z -  величины направленных отрезков 

О М х, О М у, О М , соответствующих координатных осей. Число х  на­

зывается первой координатой, или абсциссой, число у  -  второй коор­
динатой, или ординатой, число z -  третьей координатой, или апплика­
той, точки М.  Запись М(х, у, z) означает, что точка М  имеет координа­
ты х, у, z.

Каждая пара координатных осей определяет координатную 
плоскость. Координатные плоскости обозначают соответственно Оху, 
Oxz, Oyz. Легко видеть, что прямоугольные декартовы координаты 
точки М  представляют собой расстояния этой точки до соответствую­
щих координатных плоскостей, взятые с надлежащими знаками (абс­
цисса х -  расстояние до координатной плоскости O yz , взятое со знаком 
плюс, если М  -  впереди плоскости Oyz, со знаком минус, если М  -  
сзади плоскости O yz, когда положительное направление оси О х  и вза­
имное расположение осей выбраны так, как показано на рис. 1.8).

На основании сказанного заключаем, что для точек, лежащих в 
плоскости Oyz,

х = 0; (1.20)



для точек, лежащих в плоскости Oxz,

У = 0; (1.21)

для точек, лежащих в плоскости Оху,

z = 0. (1.22)

Точки оси О х  характеризуются двумя равенствами

у  = 0, z = 0; (1.23)

точки оси Оу -  равенствами

х  = 0, z  = 0; (1-24)

точки оси O z -  равенствами

х  = 0, у  = 0. (1.25)

Начало координат имеет все нулевые координаты: х  = у  = z = 0.
Координатные плоскости Оху, Oxz, Oyz делят все точки про­

странства, не принадлежащие этим плоскостям, на восемь частей, на­
зываемых октантами. Исходя из октанта I, в котором все координаты 
положительны, перенумеруем октанты (I, П, Ш, IV) верхнего полупро­
странства (z  > 0) против часовой стрелки (для наблюдателя со стороны 
положительной оси Oz). В нижнем полупространстве (z < 0) произве­
дем соответствующую нумерацию октантов (V, VI, VII, VIII) так, что­
бы V находился под I, VI -  под П, VII -  под III, VIII -  под IV. Знаки
координат точек в различных октантах приведены в табл. 1.

Таблица 1

Координаты Октанты
I п ш IV V VI v n VIII

X + - - + + - - +

У + + - - + + - -

Z + + + + - - -



Очевидно, знаки координат однозначно определяют октант про­
странства.

Итак, если задана система прямоугольных декартовых коорди­
нат в пространстве, то каждой точке пространства можно поставить в 
соответствие упорядоченную тройку чисел (х, у,  z) -  ее координаты. 
Обратно, если задана упорядоченная тройка вещественных чисел (*, у, 
z), можно указать точку, для которой х  будет абсциссой, у  -  ординатой, 
Z -  аппликатой. Чтобы построить эту точку, необходимо на оси О х  от­
ложить направленный отрезок О М х , величина которого равна х, на

оси Оу -  отрезок О М  , величина которого равна у, на оси Oz -  отре­

зок О М z , величина которого равна z. Через точки М х, М у, M z провести
плоскости, перпендикулярные соответственно осям Ох, Оу, Oz; точка 
пересечения указанных плоскостей и будет искомой. Следовательно, 
между точками пространства и упорядоченными тройками чисел уста­
новлено взаимно-однозначное соответствие.

1.7. Расстояние между двумя точками
Пусть относительно прямоугольной декартовой системы коор­

динат в пространстве заданы две точки, т.е. указаны их координаты. 
Требуется вывести формулу, по которой можно вычислить расстояние 
между данными точками. Решение этой задачи дает следующая теоре­
ма.

Теорема 1.3

Если М\{Х{, у  1, Z i), М 2{х2, у 2, Z2) -  две любые точки пространст­
ва, то расстояние между ними определяется формулой

р ( М , , М 2 ) =  ф х 2 -  х х ) 2 +  ( у 2 -  >»!)2 +  ( z 2 ~  Zj ) 2 - (1-26)

Доказательство.
Через точки М\ и М 2 проведем плоскости, параллельные коор­

динатным плоскостям, и рассмотрим получившийся прямоугольный 
параллелепипед (рис. 1.9). Точки М х и М 2 являются противополож­
ными вершинами этого параллелепипеда. Концы трех взаимно перпен­
дикулярных ребер, исходящих из вершины М ь обозначим через А , В, 
С, причем А{х2, у,, Zi),  В (хи у 2, Zi),  С (хи у и z2). На основании извест­



ной теоремы стереометрии получаем | М ХМ 2 |2 = | М ХА \2 + \ М ХВ \2 + 
+| М ХС  \2, где | М ХМ 2\, | М ХА  |, | М ХВ \ , | М ХС  | -  длины диагонали и бо­
ковых ребер.

Обозначив, р (Мх, М 2)=\ М ХМ 2\, найдем

p(M jM 2) = +]М ,#|2 + |м ,С  . Подставляя в это равенство

Рис. 1.9

выражения | М ХА  |=| х 2- х х\, \ М ХВ\ =| у 2- у х |, | М ХС  |=| Z2-Zi \ ,  получаем 
формулу (1.26). В частном случае, если точка М х лежит в начале коор­
динат, т.е. если х х = у х = z x = 0 , то

р ( 0 , М 2) = 7*2 + У 2 + 4 - (1.27)

Пример 1.
Вычислить расстояние между точками М х(2, 1, -2 ) и М 2(4, -3 , -6), а 

также расстояние от точки М\ до начала координат.
По формулам (1.26) и (1.27) соответственно получаем

р ( M i , M : ) =  y l ( 4 - 2 ) 2 + ( - 3 ~ \ ) 2 + ( - 6  + 2 )2 =6 ,  

р ( 0 , M l) = ^ 2 2 +12 + (-2 )2 =3.



Формулы (1.26) и (1.27) упрощаются, когда точки М х и М2 лежат в 
плоскости, параллельной одной из координатных плоскостей или в самой 
этой плоскости. Пусть точки М\(хх, уО, М2( х у 2) лежат в плоскости Оху , 
тогда

р(MltM 2) = i](x2 - х , ) 2 + (у2 — У1>2 *» (1.28)

р = (0,Л/2) = ^ 2 + > ’2- (1-29)

Эти формулы можно получить и непосредственно, рассмотрев прямо­
угольные треугольники М\NM2 (рис. 1.10) и OM2P2 (рис. 1.11).

Рис. 1.10 Рис. 1.11

Пример 2.
Вычислить расстояние между точками М\{5, -2 ), ^ ( 8 ,  -6 ) и расстоя­

ние от точки М2 до начала координат.
Так как JCi= 5, у х= -2 , х2= 8, у 2 = -6 , то по формулам (1.28) и (1.29) со­

ответственно находим

р(Мх,М2) = V (8-5)2 + [ -6 - ( -2 )F  = 5, р ( 0 , М 2) = ^82 + (-6)2 = Ю.

1.8. Цилиндрические и сферические координаты
В некоторой плоскости П фиксируем точку О  (рис. 1.12) и исхо­

дящий из нее луч [ОР). Через точку О  проведем прямую, перпендику­
лярную плоскости П, и укажем на ней положительное направление; 
полученную ось обозначим Oz.  Выберем масштаб для измерения длин. 
Пусть М  -  произвольная точка пространства, N  — ее проекция на плос­



кость П, M z -  проекция на ось Oz. Обозначим через р и ф  полярные 
координаты точки N  в плоскости П относительно полюса О и поляр­
ной оси ОР. Цилиндрическими координатами точки М  называются 
числа р, ф, z, где р, ф -  полярные координаты точки /V (р £ О,
О < ф < 2п), a z = O M z -  величина направленного отрезка ОМ  оси
Oz. Запись М(р, ф, z) означает, что точка М  имеет цилиндрические 
координаты р, ф, z ■ Наименование «цилиндрические координаты» объ­
ясняется тем, что координатная поверхность р = const (т.е. множество 
точек, имеющих одну и ту же первую координату р) является цилин­
дром (на рис. 1.12 он изображен пунктиром).

Если выбрать систему прямоугольных декартовых координат 
так, как показано на рис. 1.12, то декартовы координаты х, у, z точки М  
будут связаны с ее цилиндрическими координатами р, ф, z формулами

х ^ р с о Б ф ,  у ^ р э ш ф ,  z  =  z .  (1 .30)

Сферические координаты вводятся следующим образом. Выбе­
рем масштаб для измерения длин отрезков, зафиксируем плоскость П с 
точкой О и полуосью Ох, ось Oz, перпендикулярную плоскости П 
(рис. 1.13). Пусть М  -  произвольная точка пространства (отличная от 
О), N  -  проекция ее на плоскость П, г -  расстояние точки М  до начала
координат, © -  угол, образуемый отрезком О М  с осью Oz, ф -  угол,

Рис. 1.12 Рис. 1.13



на который нужно повернуть ось О х  против часовой стрелки (если 
смотреть со стороны положительного направления оси Oz), чтобы она 
совпала с лучом ON] 0  называется широтой, <р -  долготой.

Сферическими координатами точки М  называются три числа г, 
0 , ф, определенные выше. Если точка М  имеет сферические координа­
ты г, 0 ,  ф, то пишут Л/(г, ©, ф).

Наименование «сферические координаты» связано с тем, что 
координатная поверхность г = const (т.е. множество точек, имеющих 
одну и ту же координату г) является сферой (на рис. 1.13 одна из таких 
сфер изображена пунктиром; фиксировав другое значение г, получим 
другую сферу).

Для того чтобы соответствие между точками пространства и 
тройками сферических координат (г, ©, ф) было взаимно­
однозначным, обычно считают, что г, 0 , ф изменяются в следующих 
границах: О < г < +°о, 0 < © < к, 0 < ф < 2к. Если выбрать оси прямо­
угольной декартовой системы координат так, как указано на рис. 1.13, 
то декартовы координаты х, у , z  точки М  связаны с ее сферическими 
координатами г, ©, ф формулами

х = rsin ©соБф, у = г sin 0  sin ф, z = rcos©. (1-31)

1.9. Геометрическое значение уравнений между 
координатами на плоскости
В пп. 1.2, 1.5, 1.6 было установлено соответствие между точками 

плоскости (пространства) и упорядоченными парами (тройками) дей­
ствительных чисел, что позволило вместо точек рассматривать их ко­
ординаты. Решение простейших геометрических задач, рассмотренных 
в пп. 1.3, 1.4, сводилось к нахождению некоторых чисел по определен­
ным формулам, т.е. осуществлялось алгебраическими методами.

Выясним, какой геометрический образ соответствует уравнению 
между координатами на плоскости. Уравнение с двумя переменными х 
и у 1 в общем виде записывается так:

F(x, у)=0, (1.32)

1 Напомним, что указанным уравнением называется соотношение вида (1.32), которому 
удовлетворяют не все пары действительных чисел х  и у, в отличие от тождества, спра­
ведливого, для всех пар значений .х и у ,  примеры уравнений: л ч -у -3  = 0 , .г2 + у : - 9  =  0 ; 
примеры тождеств: (х+ >’) -д г -> '= 0 > (д; + у ) 2-дг2- 2 д : у - у '! = 0.



где F(x, у) -  некоторая зависимость между х  и у, например, 
F(x, у) = х - у ,  F(x, у )  = х 1 + у* -1 , F(x, у ) = у  -  sin л: и т.п.

Рассмотрим множество1 всех точек плоскости, координаты ко­
торых удовлетворяют уравнению (1.32). Будем говорить, что уравне­
ние (1.32) определяет указанное множество (фигуру). Например, урав­
нение дет — = 0 определяет прямую линию -  биссектрису первого и 
третьего координатных углов (декартовы прямоугольные координаты 
любой точки этой биссектрисы удовлетворяют данному уравнению; 
это следует из определения декартовых прямоугольных координат и 
свойства биссектрисы -  множества точек, равноудаленных от сторон 
угла). Уравнение х 2 + у 2- \  = 0 определяет окружность радиуса R  = 1 
с центром в начале координат, уравнение — sin jc = 0 линию, назы-

Ы Ы
ваемую синусоидой, уравнение —1 +  —  =  0 -  множество точек, лежа-

х  У
щих внутри второго и четвертого координатных углов.

Множество, определяемое некоторым уравнением, может состо-
л  л

ять из одной точки (например, уравнению (х -  2) + (у + 3) = 0  удов­
летворяют координаты только одной точки М(2,  -3)). Такое множест­
во может оказаться пустым, т.е. не содержащим ни одной точки (на­
пример, уравнению х 2, + у 2 + 4 = 0 не удовлетворяют координаты ни 
одной точки плоскости).

Аналитическая геометрия на плоскости изучает геометрические 
объекты, соответствующие алгебраическим уравнениям первой и вто­
рой степени относительно декартовых координат. В дальнейшем будет 
показано, что уравнение первой степени определяет прямую линию, а 
уравнение второй степени -  одну из линий: окружность, эллипс, гипер­
болу, параболу, пару прямых, точку или пустое множество.

Будем исходить из наглядного представления о линии (кривой), 
известного из курса математики средней школы. Введем понятие урав­
нения линии.

Уравнение линии на плоскости.
Уравнением линии на плоскости (относительно выбранной сис­

темы координат) называется такое уравнение с двумя переменными"

F(x, у) = 0, (133)

1 Множество точек плоскости называют фигурой.
1 В частных случаях уравнение может не содержать одной из переменных.



которому удовлетворяют координаты х, у 1 
любой точки данной линии и не удовле­
творяют координаты ни одной точки, не 
лежащей на этой линии.

Из определения уравнения линии 
следует решение простой задачи: выяс­
нить, лежит ли данная точка на заданной 
линии. Если при подстановке координат 
точки в уравнение линии получается чи- 
еловое равенство (тождество), то точка 
лежит на данной линии; если тождество не 
получается, то точка линии не принадле­
жит.

Пример.
Составить уравнение окружности радиуса/? с центром в точке С (а, Ь). 
Пусть М -  произвольная точка данной окружности (рис. 1.14), х, у  -  ее 

декартовы прямоугольные координаты (их называют текущими координа­
тами, так как они меняются при переходе от одной точки окружности к 
другой). Поскольку окружность -  множество точек плоскости, равноуда­
ленных от данной точки (центра), и расстояние между любой точкой ок­
ружности и ее центром равно R , то

p(C,M)  = R .  (1.34)

На основании формулы (1.28)

р(С, М) = yj (x-a)2 +(у—Ь)2 . (1.35)

Из двух последних равенств получаем

yj(x-a)2 + ( y - b ) 2 =R,

или

( х - а ) 2+(у-Ь )2 =Л 2 . (1.36)

х

Рис. 1.14

1 Если речь идет о полярных координатах р, ф, то уравнение линии записывают в виде
F  (р. ф) = 0.



Итак, координаты любой точки данной окружности удовлетворяют 
уравнению (1.36). Если точка Ы(х, у) не лежит на рассматриваемой ок­
ружности, то

р(С, N) < R  или р(С, N) > R , 
поэтому ее координаты не будут удовлетворять уравнению (1.36). Следова­
тельно, в соответствии с определением уравнение (1.36) и является уравне­
нием данной окружности. Уравнение

х 2 + у 2 = R 2, (1.37)

полученное из уравнения (1.36) при а = b = 0, называется каноническим 
уравнением окружности.

Замечание.
Неравенству

( х - а ) 2 + ( y - b ) 2 < R 2 (1.38)

удовлетворяют координаты всех точек, лежащих внутри окружности, оп­
ределяемой уравнением (1.36); неравенству

( х - а ) 2 + ( y - b ) 2 > R2 (1.39)

удовлетворяют координаты всех точек, лежащих вне этой окружности.
Данные утверждения следуют из простых геометрических сооб­

ражений, неравенств (1.38), (1.39) и формулы (1.28).

Пересечение линий.
Рассмотрим две линии, определяемые уравнениями

F(x , y )  = 0-, (1.40)

Ф(*,>0 = 0 . (1.41)

Требуется найти точку пересечения этих линий.
Точка пересечения данных линий принадлежит первой и второй 

линии, поэтому ее координаты удовлетворяют как первому, так и вто­
рому уравнению, т.е. удовлетворяют системе уравнений



F(jc,y) = 0,] 
Ф(*. у) = 0 .1

(1-42)

Обратно, если координаты х0, уо некоторой точки удо­
влетворяют системе (1.42), то точка М 0(х0, Уо) лежит на линии (1.40) и 
на линии (1.41), т.е. является точкой их пересечения.

Следовательно, чтобы найти точки пересечения линий, необхо­
димо решить систему их уравнений. Число решений равно числу точек 
пересечения. Если система (1.42) действительных решений не имеет, 
линии (1.40) и (1.41) не пересекаются.

Пример.
Найти точки пересечения линий х г+у2=\ ,  х 2 + ( у - 1 ) 2=2. Решим 

систему уравнений
х2 + у2 -1  = 0,]

jc2 + ( у - 1 ) 2 — 2  =  0 . J
Вычитая почленно второе уравнение из первого, получаем 2у = 0 ,у  = 0. 

При у = 0 из первого уравнения следует, что х ! = -1 , х 2 = 1. Найдены две 
точки пересечения (рис. 1.15): М,(-1, 0), М2( 1, 0).

Две основные задачи аналитической геометрии на плоскости со­
стоят в следующем.

1. На плоскости задана линия как 
множество всех точек, удов­
летворяющих определенному 
условию. Требуется составить 
уравнение линии относительно 
какой-либо системы коорди­
нат.

2. Дано уравнение с двумя пере­
менными. Требуется выяснить 
вид и расположение фигуры, 
определяемой этим уравнением  
относительно некоторой сис­
темы координат.

Следовательно, по геометрическим условиям, задающим линию, 
находят ее уравнение и затем по алгебраическим свойствам уравнения 
исследуют геометрические свойства этой линии. Таким путем геомет­
рические задачи можно сводить к алгебраическим.



1.10. Параметрические уравнения линии
Пусть относительно системы декартовых прямоугольных коор­

динат на плоскости задана некоторая линия. Координаты (х, у ) ее про­
извольной точки часто можно выразить через некоторую новую пере­
менную (параметр) t:

х  = <Pi(f), У = фг(0; (1-43)

Уравнения (1.43) называются параметрическими уравнениями 
линии, если при изменении t в конечном или бесконечном промежутке 
формулы (1.43) дают координаты любой точки данной линии и не дают 
координаты ни одной точки, не лежащей на этой линии.

Если дана окружность радиуса R  с центром в начале координат 
(рис. 1.16), то, взяв в качестве параметра t угол, образуемый отрезком 
О М  с осью Ох, получим ее параметрические уравнения

х = R cos t, у  = R sin t (0 < t < 2n). (1.44)

Исключив из этих уравнений t (для чего 
можно возвести в квадрат оба равенст­
ва и почленно сложить), получим урав­
нение (1.37).

Рассмотрим линию, являющуюся 
траекторией фиксированной точки ок­
ружности радиуса R, катящейся по пря­
мой. Линия эта называется циклоидой.
Указанную прямую примем за ось Ох 
декартовой прямоугольной системы 
координат (рис. 1.17). Предположим, 
что фиксированная точка при началь­
ном положении окружности находилась 
в начале координат, а после того, как 
окружность повернулась на угол t, за­
няла положение М.

Поскольку х  =  OP — O K  — РК , у  — М Р  = С К  — C N  и 
O K  = М К  = Rt, Р К  = M N  - R  sin t, С К  = R , C N  =R cos t, то x  = R t -  
R  sin t , y  = R -R  cos t, или

Рис. 1.16

x  = R (t -  s i n t ), у — R( 1 ~ c o s t ). (1.45)



Рис. 1.17

Уравнения (1.45) называются параметрическими уравнениями 
циклоиды.



Глава 2 
АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ЛИНИИ ПЕРВОГО И ВТОРОГО 
ПОРЯДКА

Алгебраической линией  (кривой) п-го  порядка называется линия, определяемая 
алгебраическим уравнением п-й  степени относительно декартовых координат. 
В этой главе изучаются линии первого порядка, т.е. линии, определяемые урав­
нением первой степени Ах+Ву+С = 0, где А 2+В2 *  0, и линии второго порядка, 
т.е. линии, определяемые уравнением второй степени

Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F = О {А2+В2+С2 Ф 0).

Будет показано, что линии первого порядка являются прямыми, а к важнейшим 
линиям второго порядка относятся окружность, эллипс, гипербола, парабола.

2.1. Прямая на плоскости
Прямую линию на плоскости от­

носительно системы декартовых прямо- у  ▲
угольных координат можно задать раз­
личными способами. Прямая однозначно 
определяется углом, образуемым ею с 
осью Ох, и величиной направленного 
отрезка, отсекаемого на оси Оу, коорди­
натами двух точек и т.п. В зависимости 
от способа задания прямой рассматри- ~q ~ 
вают различные виды ее уравнения.

Различные виды уравнения 
прямой на плоскости.
Рассмотрим прямую, параллельную оси О у  прямоугольной де­

картовой системы координат (рис. 2.1). Обозначим буквой А  точку пе­
ресечения этой прямой с осью Ох, (а, 0) -  ее координаты, где а  = ОА. 
Уравнение

х = а (2.1)

является уравнением данной прямой. Действительно, уравнению (2.1) 
удовлетворяет координата х  любой точки М(х, у )  этой прямой и не 
удовлетворяет координата д: ни одной точки, не лежащей на прямой. 
Если а  =  0 ,  то прямая совпадает с осью Оу, которая, следовательно, 
имеет уравнение

М



Из курса математики средней школы известно уравнение пря­
мой, пересекающей ось Оу:

у  = к х  + Ь, (2.3)

в котором к  -  угловой коэффициент, определяемый формулой

к = tg а  , (2.4)

где а  -  угол между прямой и осью Ох\ b =  О В  -  величина направлен­
ного отрезка О В , отсекаемого прямой на оси О у  (рис. 2.2). Уравнение
(2.3) называется уравнением прямой с угловым коэффициентом. Если 
прямая параллельна оси Ох, т.е. а =  0 , к — 0 , то уравнение (2.3) прини­
мает вид

у  = Ь . (2.5)

Отметим, что ось Ох  определяется уравнением

у -  0 . (2.6)

Выразим угловой коэффициент прямой (2.3) через координаты 
ее двух различных точек М х(хх, уО, М 2(х2, у 2). Так как эти точки ле­
жат на прямой (2.3), то их координаты удовлетворяют данному уравне­
нию, т.е. ух = к х х + Ь, у 2 = к х 2 + Ь. Вычитая первое равенство из вто­
рого, получаем у 2- у \  = к(х2- х г) откуда

к = У--- У{-, (2.7)
х2 — дг,

поскольку х2 -  X] Ф 0 (прямая пересекает ось Оу,  поэтому Xi Ф л:2). Ра­
венство (2.7) имеет простой геометрический смысл: оно определяет
тангенс угла М\  в прямоугольном треугольнике M \ M 2N  (рис. 2.2).

Пусть заданы угловой коэффициент к прямой и ее точка 
М\(Х\, ^i). Составим уравнение этой прямой. Зафиксируем произволь­
ную точку М(х,  >0 данной прямой и найдем выражение для ее углового 
коэффициента по формуле (2.7), положив в ней у 2 = у,
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i У~  У iх 2 = х: к =  L откуда
х -  X,

У - У ,  = к ( х - х 1). (2.8)

Уравнение (2.8) называется уравнением прямой, проходящей через дан­
ную точку в данном направлении.

Пучком прямых на плоскости называется множество всех пря­
мых этой плоскости, проходящих через данную точку (центр пучка). 
Будем считать, что в уравнении вида (2.8) к может принимать любые 
действительные значения. Зафиксировав значение к = к \ , получим 
уравнение некоторой прямой; взяв другое значение к = к2, получим 
уравнение другой прямой и т.д. Уравнение (2.8) в этом случае будет 
определять множество всех прямых, проходящих через точку 
Mi(Jc,,y,X за исключением одной прямой, параллельной оси Оу, урав­
нение которой имеет вид х  = х\ (в соответствии с (2.1)). Следовательно, 
пучок прямых с центром в точке Му(хь y j  определяется уравнениями

где к  может принимать любые действительные значения.
Составим уравнение прямой, проходящей через две данные раз­

личные точки My{X\, yi)> М 2(х2, у 2), где Х\ФХ2, у \ ф у 2. Поскольку эта 
прямая проходит через точку M\{Xi,y{),  уравнение (2.8) с учетом фор­
мулы (2.7) запишется так:

у - у { = к ( х - х х), х = х х, (2.9)

у и
АЛ

yiv

1 У2

X О

В
\

А
->
Л'

Рис. 2.2 Рис. 2.3
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y - ^ Z t Z H L b - b ) .  или (2.10)
*2 *1 У2 У1 *2 *1

Уравнение (2.10) называется уравнением прямой, проходящей через две 
данные точки.

Обозначив равные отношения буквой t, получим

- ~ У] = -* ■"*' =t,  у - у , = ( у 2 - у , ) Л  x - x i = ( x 2 - x ])t,
У2 - У 1 х г - х х

х = *, + (x2 - x x)t ,  у = у, + (у2 - y , ) r .  (2.11)

Отметим, что при t = 0 из уравнений (2.11) получаем координаты точки 
M i( x u при t = 1 -  координаты точки М 2(х2, у 2), при 0</<1 -  коор­
динаты любой внутренней точки отрезка [A/iM2]; когда t меняется в 
бесконечном промежутке (-«>,+<»), точка М ( х , у )  описывает рассмат­
риваемую прямую. Уравнения (2.11) называются параметрическими 
уравнениями прямой.

Пусть прямая (АВ)  (рис. 2.3) отсекает на координатных осях от­
резки, величины которых соответственно равны а и Ь, т.е. ОА = а, 
ОВ  = Ь, А(а, 0), 5(0, Ь). Применяя уравнение (2.10) для этого случая, 
т.е., полагая х х-  а, у х= 0, х 2-  0, у 2-  Ь, получаем уравнение в отрезках 
на осях координат:

у - 0  х - а  х  у
Т ~ ^  = --------* -  + Т  = 1 - (2Л2)о -О  - а  а Ъ

Рассмотрим общее уравнение первой степени относительно 
прямоугольных декартовых координат у

Ах + В у + С  = 0, (2.13)

где А  и В  одновременно не равны нулю, т.е.

А 2 + В 2 *  0. (2.14)

Вопрос о том, какая линия определяется этим уравнением, решает



Каждое уравнение первой степени относительно декартовых 
координат определяет прямую. Обратно, каждая прямая на плоско­
сти в фиксированной декартовой прямоугольной системе координат 
определяется уравнением первой степени.

Доказательство.
Если В ф 0, то, разрешив (2.13) относительно у, получим урав­

нение

А с  , , у  =  х  , или у  -  kx + b,
В В

где

к = -  — , Ь = - ~ ,  (2.15)
В В

которое, как известно, является уравнением прямой с угловым коэф­
фициентом. Если В  = 0, то в силу условия (2.14) А Ф 0, поэтому урав­

нение (2.13) можно привести к виду * = а, где а = — — . В этом случае
А

уравнение определяет прямую, параллельную оси Оу. Следовательно, 
уравнение (2.13) определяет некоторую прямую на плоскости.

Обратно, если данная прямая пересекает ось Оу, то она имеет 
уравнение у  = кх + b  или к х - y + b  = 0; если прямая параллельна оси 
Оу,  то она определяется уравнением х  -  а, или х  -  а  = 0. Каждое из 
этих уравнений является уравнением первой степени относительно де­
картовых координат.

Доказанная теорема означает, что линии первого порядка -  пря­
мые.

Уравнение (2.13) называется общим уравнением прямой. Первая 
из формул (2.15) определяет угловой коэффициент этой прямой, если

а ~  С ^ 
А

В  ф  0. В случае В  -  0 уравнение (2.13) принимает вид х  -  а

и определяет прямую, параллельную оси Оу  (а  = 90°, tg а  = °°); такая 
прямая не имеет углового коэффициента.

Замечание.
Коэффициенты А, В в общем уравнении прямой (2.13), где А и В  не 

равны нулю одновременно, являются координатами ненулевого вектора



n=(A, В), перпендикулярного этой прямой. Действительно, пусть Ма{Хи, у») 
-  фиксированная точка прямой (2.13), тогда Axo+ByQ+C= 0. Вычитая это 
равенство из уравнения (2.13), получаем равносильное уравнение

Рассмотрим вектор М 0М  = (х — х0, у -  у0), где М(х, у) -  произ­
вольная точка прямой Ах+Ву+С=0 (рис.2.4), векторы п-(А, В) и а=(Д-А). 
Первое из полученных равенств означает перпендикулярность векторов п и
М М 0 (их скалярное произведение равно нулю), а второе -  параллельность 

векторов а и М М п (их координаты пропорциональны). Отметим, что n_La, 
т.е. па = 0, так как А В+ В(~А) = 0.

Угол между двумя прямыми. Условия параллельности и 
перпендикулярности двух прямых.
Рассмотрим две прямые; предположим, что ни одна из них не 

параллельна оси Оу  (рис. 2.5). В этом случае прямые можно задать их 
уравнениями с угловыми коэффициентами

A(x-Xq) + В(у-у0) = 0, или х ~ хо _  У~Уо 
В -  А

у  = к\х+ b ь (2.16)

у — kjx+ bj, (2.17)

(2.18)

х
>•

Рис. 2.4 Рис. 2.5



Обозначим через © угол наклона второй прямой к первой, т.е. 
угол, на который нужно повернуть вокруг точки пересечения первую 
из них, чтобы она совпала со второй. Выведем формулу, по которой 
можно найти угол 0 , если известны ку и къ Из треугольника A[A2N  
(рис. 2.5) следует, что oci+0 = а 2, 0  = 0С2-«ь поэтому

tg 0  = tg (a2 -  а , ) =
l + tga,  • t g a 2

Подставив выражения (2.18) в последнее равенство, получим 
искомую формулу

tg Q = Jh— (2. 19)  
1 + кхк2

Если одна из прямых парал­
лельна оси Оу  (рис. 2.6), то угол 0  
находится непосредственно. (Если

а. = а, (ь = — , то 0  = — -  а.)
‘ 2 2

Замечание.
При другой нумерации прямых 

(замене к\ на к2 и к2 на &[) правая 
часть формулы (2.19) меняет знак; в 
этом случае формула определяет 
тангенс другого угла 0 '  между дву­
мя прямыми, причем 0+ 0'=  180°.

Необходимое и достаточное условие параллельности прямых 
(2.16) и (2.17) выражается равенством

кх = кг. (2.20)

Действительно, если прямые параллельны, то ai= a 2, 
tg a i=  tg a 2, т.е. выполнено равенство (2.20). Обратно, если выполнено 
равенство (2.20), то tg <Х]= tg a 2 и, так как углы заключены между 0 и тс, 
0С)= а 2, т.е. прямые параллельны..

Пусть прямые, заданные уравнениями (2.16) и (2.17), перпенди-
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кулярны, т.е. 0  = — , в этом случае ctg0= 0, следовательно,



c t 8 0 = i = ^ t = 0' l + ^ = ° ’

откуда

к, (2.21)
k2

Обратно, если выполнено условие (2.21), то k \k2+l = 0,
Кctg © = 0, Q = ~ ,  т.е. прямые перпендикулярны. Итак, равенство

(2.21) выражает необходимое и достаточное условие перпендикулярно­
сти прямых (2.16) и (2.17). Это равенство формулируется следующим 
образом: угловые коэффициенты перпендикулярных прямых обратны 
по величине и противоположны по знаку.

Если прямые заданы общими уравнениями

А^х + Вуу + С ^ О - ,  (2.22)

А2х  + В2у  + С2 = 0 ,  (2.23)

то тангенс угла между ними определяется формулой

... А, В? -  А, В,
tg 0  = 12  ^  1 . (2.24)

А,А2 + Я,Я2

В самом деле, разрешив уравнения (2.22), (2.23) относительно у  и 
сравнив их соответственно с уравнениями (2.16), (2.17), получим вы­
ражения для угловых коэффициентов

* 1 = - Т - . * 2 = ~ -  (2.25)tsx в 2

Формула (2.24) следует из формулы (2.19) и равенств (2.25).
Необходимое и достаточное условие параллельности прямых

(2.22) и (2.23) выражается равенством



(2.26)

или

Л ,= /Л 2, ВХ=1В2, (2.27)

а условие их перпендикулярности -  равенством

(2.28)

Отметим, что прямые, заданные соответственно уравнениями

Ах+Ву+С=0, Вх-Ау+С=О,

взаимно перпендикулярны, так как для них выполнено условие (2.28). 

Пример 1.
Найти угол между прямыми, определяемыми уравнениями 

Зх -  5>> +15 = 0, 8* -  2у -  1 = 0.
Согласно условию А\ = 3, В\ = -5, А2 = 8, В2-  -2; по формуле (2.24) на­

ходим

Замечание.
При другой нумерации прямых (Л]= 8, B t= -2, А 2= 3, В2= -5) получаем 

tg ©'=-1, 0'= 135°. Очевидно, 0+0'= 180° (сделайте чертеж).

Расстояние от точки до прямой.
Дана прямая своим общим уравнением (2.13), т.е. уравнением 

А х+ В у+ С =  0, и точка М \{хи >>!) относительно прямоугольной де­
картовой системы координат (рис. 2.7). Требуется вывести формулу 
для вычисления расстояния от точки M j (x j . y i )  до прямой 
А х + B y + С = 0 . Это расстояние равно длине отрезка перпендикуля­

ра, опущенного из точки М \ на данную прямую. Пусть М 2(х2, у 2) -  ос­
нование этого перпендикуляра, тогда искомое расстояние d  по опреде­
лению выражается формулой



(2.30)

Прямая (2.13) имеет угловой коэффи­

циент к  -  —^  (см. первую из фор­

мул (2.15)), а прямая, перпендику­
лярная ей, -  угловой коэффициент
. в~  — , что следует из условия 

А
(2.21). Выразим угловой коэффициент 
прямой, проходящей через точки 
М х(хх, у {) и М 2(х2, у 2), ПО формуле 
(2.7), обозначим равные отношения 
буквой t и найдем х 2, у 2.

Рис. 2.7

У г -  У | _ В  У г ~ У \  _  * 2  ~  *1  ^  

А '  В  Ах 2 - х х

х2 — х\ -I" At, >2 = y x+ B t .

Запишем формулу (1.28) для точек М х(хь у г) и M 2(xx+At, y x+Bt):

d  = \МгМ 2\ = д/(Л?)2 + ( B t ) 2 = J a 2 + B :

\ м 1м 2\ = л1а2 +в2\г\.
(2.31)

Определим значение t. Так как точка М 2 лежит на данной прямой 
А х+ В у+ С  = 0, то ее координаты удовлетворяют данному уравнению, 
т.е. А х 2+Ву 2 +С  = 0, или A (x x+At) + B (yx+Bt) + С = 0, откуда 
А х х + В у х+ С+ A 2t+ B 2t = 0, А х х + В у х + С+ (А2+В2) t = 0,

_  Ахх +  Вух + С
' ■  а 2 + в 2 ’

(2.32)

поскольку А 2+В2Ф 0 в силу условия (2.14). Из равенств (2.30) -  (2.32) 
следует искомая формула для вычисления расстояния от точки 
М х(х х, у 0  до прямой Ах+ Ву+ С =  0:



j  _  |y4*j + B yx + C|

4 J 7 ¥
(2.33)

Пример 2.
Найти расстояние от точки М\(~6, 3) до прямой, заданной уравнением 

Злс-4у+15 = 0.
По формуле (2.33) получаем

и _ |3■ (-6) — 4• 3 + 15| _ |—18 —12 + 1 5 |  | - 151 _ ^
4з2+(~4)2 5 5

2.2. Общее уравнение окружности
Рассмотрим алгебраическое уравнение второй степени относи­

тельно декартовых координат х  и у:

А х 2 + 2Вху + Су2 + Dx + Еу + F  = 0; (2.34)

предполагается, что коэффициенты А , В, С  одновременно в нуль не 
обращаются, т.е.

А 2 + В 2 + С2 Ф 0. (2.35)

В п. 1.9 было записано каноническое уравнение окружности 
(см. уравнение (1.36)). Если в этом уравнении раскроем скобки, то по­
лучим уравнение второй степени вида (2.34), в котором А - С - 1, В=0.

Рассмотрим теперь уравнение (2.34) при А  = С  и В  = 0 (т.е. 
уравнение второй степени, имеющее равные коэффициенты при квад­
ратах координат и не содержащее члена с произведением координат). 
Вопрос в том, какую линию определяет указанное уравнение, решает

Теорема 2.2.

Если уравнение

А х2 + A y2 + Dx + E y + F  = 0 (2.36)



относительно декартовых прямоугольных координат х и у  определя­
ет некоторую линию на плоскости, то этой линией является окруж­
ность.

Доказательство.
Разделив почленно уравнение (2.36) на А (А Ф 0 в силу условия 

(2.35)), получим

х 2 +  у 2 +  dx + еу  + /  =  О, (2.37)

w D  Е  f  F

Преобразуем уравнение (2.37), выделив в левой его части пол­
ные квадраты:

2 „ d dх  + 2  — х Н—
2 \  С 2 А2 „ е еу + 2 — у + —

7 2 ' 4

л 2г А+ / --------------- = о >
4 4

X Н----
Л2 Л  „2

2 )
d A е~ . 
4 4

(2.38)

Алгебраическая сумма в правой части уравнения (2.38) может 
быть положительной, равной нулю или отрицательной. Исследуем ка­
ждый случай в отдельности.

d 2 е 2
1. Е сли 1 f  > 0, то, введя обозначения

4 4

d 2 e t  2  d  е
—  + ------f  = R  , — = ~а, -  = -b ,
4 4 2 2

получим уравнение

( х - а ) 2 + ( y - b ) 2 = R2, (2.39)

определяющее окружность радиуса R  с центром в точке С(а, Ъ).



и  С
2. Если 1--------- /  =  О, уравнение (2.38) принимает вид

4 4

( х - а ) 2 + ( у - Ь ) 2 =  0. (2.40)

Этому уравнению удовлетворяют координаты единственной точки
1 d , е

х  = а ,у  = b =
2 2

d 2 е 2 d 2 е 2
3. Е сл и  1 f  < 0, то, положив 1 f  =  —R 2, по-

4 4 4 4
лучим

( х - а ) 2 + ( y - b ) 2 = - R 2. (2.41)

Уравнению (2.41) не удовлетворяют координаты ни одной точки плос­
кости, линии оно не определяет.

Итак, уравнение (2.36) либо не определяет никакой линии, либо 
определяет точку, либо определяет окружность. Теорема доказана.

Пример 1.
Найти центр и радиус окружности, определяемой уравнением 4х2+ 4у2-  

—8jc + 16у  + 19 = 0.
Преобразуем данное уравнение:

х 1 + у 2 - 2 х  + 4 у  + —  =  0, (л:2 - 2 л: +  1) +  ( у 2 + 4 у  +  4 ) - 1 - 4  + —  = 0.
4  4

Ос- l ) 2 + ( у  + 2 )2 - 1  = 0, ( j t - 1 ) 2 +(>- +  2 ) 2 = 1 .
4  4

Сравнивая последнее уравнение с уравнением (2.39), заключаем, что 

центр окружности находится в точке С(1, -2 )  и ее радиус R = 1 .

Пример 2.
Какое множество точек плоскости определяет уравнение х2-t-y2 + 6х- 

-8у+ 25= 0?
Так как это уравнение сводится к уравнению (х + 3)2+ (у -  4)2= 0, ко­

торому удовлетворяют лишь координаты х = -3  , у = 4 , то оно определяет
единственную точку С(-3, 4)._______________________________________



2.3. Эллипс
Определение эллипса и вывод канонического уравнения.
Эллипсом называется множество всех точек плоскости, для каж­

дой из которых сумма расстояний до двух данных точек (фокусов) той 
же плоскости есть величина постоянная (большая, чем расстояние ме­
жду фокусами). Обозначим фокусы 
буквами F] и F2, расстояние между ^
ними -  через 2с, т. е.

\FxF2\ = 2c , (2.42)

и назовем фокусным расстоянием.
Постоянную величину, о которой идет 
речь в определении эллипса, обозна­
чим через 2а. Пусть М  -  произвольная 
точка эллипса, тогда по определению

\F]M\ + \F2M\ = 2a, (2.43)

где -  длины соответствующих отрезков.

Из треугольника F XM F 2 (рис. 2.8) следует, что
|^ М | +  |^2М | > | / г1/г2|- Это неравенство, с учетом (2.42) и (2.43), при­
нимает вид

2а > 2с, а > с .  (2.44)

Составим уравнение эллипса относительно некоторой системы 
декартовых прямоугольных координат. Выберем ось О х  так, чтобы она 
проходила через фокусы (рис. 2.8) и имела положительное направление 
от F, к F2. Начало координат поместим в середине отрезка [FiA],  то­
гда F ](-c , 0), F2{c, 0); текущие координаты точки М обозначим через х, 
У-

На основании формулы (1.28)

\Fl M\ = ij(x + с)2 + у 2, |F2 M\ = *J(x -  с)2 + у 2 . (2.45)

Подставив выражения (2.45) в равенство (2.43), получим

F, О

Рис. 2.8



*\j(x + c)2 + y 2 + tJ(x - c)2 + y 2 = 2a. (2.46)

Уравнение (2.46) является уравнением эллипса, так как ему 
удовлетворяют координаты любой точки эллипса и только они. Упро­
стим это уравнение. Перенесем один из корней в правую часть, возве­
дем в квадрат полученное уравнение и приведем подобные члены:

л](х + с ) 2 + у 2 = l a - ^ ( x - c ) 2 + у 2 , 

х 2 + 2сх  + с 2 + у 2 = 4 а 2 - 4 a - y j ( x - c ) 1 + у 2 + х 2 - 2сх  + с 2 + у 2 ,

4 а л ] ( х - с ) 2 + у 2 = 4 а 2 - 4 сх, 

а ^ ( х - с ) 2 + у 2 = а 2 -  сх.

Возводя в квадрат последнее уравнение, получаем 

а 2(х2 - 2 сх + с 2 + у 2) = а4 -  2а 2сх + с2х 2,

(а2 - с 2)х2 + а 2у 2 = а 2(а2 - с 2). (2.47)

Так как а2-  с2> 0 (см. условие (2.44)), то можно ввести обозна­
чение

Ь2 = а 2 - с 2; (2.48)

уравнение (2.47) принимает вид Ь2*2 + а 2у 2 = а 2Ь2 или

х 2 у 2
—  + 7 Г = 1 -  (2-49)
a b

Таким образом, координаты любой точки эллипса удо­
влетворяют уравнению (2.49). Покажем обратное: если координаты 
точки М удовлетворяют уравнению (2.49), то точка М  лежит на эллип­
се, т.е. выполняется равенство (2.43). Из уравнения (2.49) найдем у 1, 
подставим его выражение в формулы (2.45) и воспользуемся равенст­
вом (2.48):



y 2 = b 2
(  г \X

> - ~ 2  a
\FtM\  = J ( x  + c ) 2 + y 2 =

= J x + 2cx + c 2 + b 2 -
2 „ 2bzx

a

, 2 2
С X 2 + l ex  + a =

cx■ + a
a a

=  +
с

— д: 
a

Знак нужно выбрать так, чтобы правая часть была положительной. По­

скольку с < а  и х  < а (последнее следует из уравнения (2.49)), не­

обходимо выбрать знак плюс, т.е.

F{M  I = а + — х.
1 а

Аналогично можно получить формулу

F-.M — а -  — х.
а

(2.50)

(2.51)

Из последних двух равенств следует равенство (2.43), а это оз­
начает, что точка М  лежит на эллипсе. Следовательно, уравнение (2.49) 
является уравнением эллипса; оно называется каноническим уравнени­
ем эллипса. Поскольку это уравнение второй степени, то эллипс -  ли­
ния второго порядка.

Исследование формы эллипса. 
Из уравнения (2.49) следует,

что а  , т.е. < а, - а  < х  < а  и

у 2< b2, т.е. - Ь < у  <Ь,  а это означает, 
что эллипс расположен целиком в 
прямоугольнике, основание которого 
равно 2а, высота -  2b, центр находит­
ся в начале координат (рис. 2.9). По­
скольку в уравнение (2.49) х входит 
только во второй (четной) степени, то 
эллипс симметричен относительно оси 
46

у i
L

В

1 1 1 — •  
ь Л/,

Л к-О а ' ш W 
X

Рис . 2.9



Оу. Действительно, если точка М \{х\, yj) лежит на эллипсе, то точка 
М 2{.-Х\, уО также лежит на эллипсе, ибо

а точки Мл и М 2 симметричны относительно оси О у  (рис. 2.9). Анало­
гично доказывается, что эллипс симметричен относительно оси Ох, так 
как в уравнение (2.49) у  входит только в четной степени.

В силу симметрии эллипса относительно координатных осей 
достаточно исследовать его форму в первой четверти. Разрешив урав­
нение (2.49) относительно у , получим

У У = +
b Г~2 
— л / я  - •
а

(2.52)

У ‘

А\ [  Fi

ь
в

Fi \ А1 9V 0 9 1 W
J Х

5.

Рис. 2.10

Первое из уравнений определяет половину эллипса, располо­
женную ниже оси Ох, второе -  другую половину, расположенную вы­
ше этой оси. Рассмотрим второе из уравнений (2.52). Если х  возрастает 
от 0 до а, то у  убывает от b  до 0; при х  = 0, у  = b получаем точку 
В (0, Ь), при х  = а, у  = 0 -  точку А {а, 0). Соответствующая дуга эллип­
са, расположенная в первой четверти, изображена на рис. 2.10, а, а весь 
эллипс -  на рис. 2.10, б.

Точки пересечения эллипса с координатными осями называются 
вершинами эллипса (точки А , Д ь В, В\ на рис. 2.10). Оси симметрии 
эллипса (оси Ох и Оу) называются просто осями, точка пересечения 
осей -  центром эллипса. Осями называются также отрезки А ХА  = 2а,



В {В  = 2b, полуосями -  отрезки О  А  = a, O B = b  и их длины. В случае, 
когда фокусы расположены на оси О х , а > b  (это следует из равенства 
(2.48)); отрезок ОА = а  называют большой полуосью, отрезок ОВ= b -  
милой полуосью.

Уравнение (2.49) можно рассматривать и в случае Ь>  а, оно оп­
ределяет эллипс с большой полуосью OB = b , фокусы такого эллипса 
лежат на оси Оу.

В случае b = а = R  уравнение (2.49) принимает вид х2+ у 2 -  R 2 и 
определяет окружность радиуса R  с центром в начале координат.

Эксцентриситет эллипса.
Эксцентриситетом эллипса называется отношение фокусного 

расстояния к длине большой оси. В случае а > b эксцентриситет эллип­
са (2.49) выражается формулой

£ = —. (2.53)
а

Так как для эллипса 0 < с < а, то 0 < е <1 (для окружности е=0, 
так как с=0).

Принимая во внимание равенство (2.48), получаем

Из этих формул следует, что эксцентриситет характеризует форму эл­
липса; чем больше эксцентриситет, тем более вытянут эллипс.

Фокальные радиусы.
Фокальными радиусами точки М  эллипса называются отрезки 

прямых, соединяющих эту точку с фокусами F x и F2 данного эллипса. 
Их длины гг и г2 определяются формулами (2.50) и (2.51); с учетом 
(2.53) эти формулы принимают вид

rx =a  + £- x ,  г2 = а - е  ■ х. (2.54)



Эллипс как проекция окружности на плоскость.
Окружность радиуса а, лежащую в плоскости П, спроектируем 

на плоскость П', острый угол между плоскостями обозначим через <р 
(рис. 2.11). Предположим, что плоскость П' проходит через центр ок­
ружности у. Введем на этой плоскости декартову прямоугольную сис­
тему координат, приняв за ось О х  прямую пересечения данных пло­
скостей, а за начало координат -  центр окружности. Покажем, что 
множество проекций всех точек окружности на плоскость П' есть эл­
липс. Пусть N  -  произвольная точка окружности, М  -  ее проекция на 
плоскость П', Q -  проекция на ось Ox, t -  угол, образуемый отрезком 
O N  с осью Ох. Очевидно, координаты х, у  точки М  выражаются форму­
лами х  -  OQ  = O N  cos t= a  cos t, у  = QM  -  Q N  cos ф = O N  sin t cos ф = 
=a cos ф sin t. Обозначив постоянную величину a  cos ф буквой b, получим

x  = acost ,  y  = bsint .  (2.55)

Координаты точки M, определяемые формулами (2.55), удовлетворяют 
уравнению (2.49). Следовательно, точка М  принадлежит эллипсу, про­
екция окружности на плоскость является эллипсом.

Замечание.
Уравнения (2.55) называются параметрическими уравнениями эллипса 

(параметр -  переменная величина t).

Пример.
Какую линию определяет уравнение х2+4у2 =16?
Разделив почленно на 16 и сравнив полученное уравнение с уравнением 

(2.49), заключим, что оно определяет эллипс с полуосями а = 4, b = 2; фо-



2.4. Г ипербола
Определение гиперболы и вывод ее канонического
уравнения.
Гиперболой называется множество всех точек плоскости, для 

каждой из которых модуль разности расстояний до двух данных точек 
(фокусов) той же плоскости есть величина постоянная.

Обозначим эту постоянную через 2а, расстояние между фокуса­
ми F] и F2 -  через 2с (фокусное расстояние). Пусть М  -  произвольная 

точка гиперболы, тогда \FxM \ - \ F 2M  =  2а,  или

\FxM \ - \ F 2M\ = ± 2 a . (2.56)

Из треугольника F XM F 2 (рис. 2.12) следует, что \FXM \  - | F 2MI < IFXF: 
или

a < с . (2.57)

Выберем декартову прямо­
угольную систему координат так, что­
бы ось Ох  проходила через фокусы, а 
ее положительное направление совпа­
дало с направлением отрезка FXF2 ,
начало поместим в середине этого 
отрезка. При таком выборе системы 

Рис. 2.12 координат фокусы будут иметь коор­
динаты: F x{-c,  0), F2(c, 0). Обозначив 

текущие координаты точки М через х и у ,  получим

И  м\  = 7 (Х + С)2 + у 2 , \f2 М\ = y j ( x - c ) 2 + у 2 .

Уравнение (2.56) принимает вид

,](х + с )2 + у 2 — yj(x — с)2 + у 2 = ± 2  а (2.58)



Уравнение (2.58) является уравнением гиперболы, так как ему 
удовлетворяют координаты любой точки гиперболы и только они. Уп­
ростим его (тем же способом, что и уравнение (2.46)):

д / (х+с)2 + /  = д/(дг — с)2 + у 2 ± 2 а, 

с х - а 2 = ± a ^ j ( x - c ) 2 + у 2 , (с2 - а 2)х2 -  а 2у 2 ~ а 2(с2 -  а 2);

2 2 

а2 Ь2
(2.59)

где

(2.60)

Покажем, что если координаты точки М(х , у )  удовлетворяют 
уравнению (2.59), то она лежит на гиперболе, т.е. выполнено равенство
(2.56). Действительно, приняв во внимание (2.59) и (2.60), получим

\FxM\  = yj(x + c)2 + у 2 = tJx2 + 2сх+ с2 + у 2 =

= \х2 + 2 сх + с2 +Ь2
( х 2 Л 

а~

f c *  
— х+  а 
а

?
(= J-—  j

Va

f Г= +
\

■х + а

Аналогично находим \F2M f c  )= ± — x  — a
I a  )

. В этих формулах знаки

* L V bFWi W JL/V* * 1 Л. Д W V Л V 4 <1 WU й Д 1 4kV \/ 1 ‘  ̂■ i VW 1U1IUI i A. A

скольку jxj > а (это следует из уравнения (2.59)) и а < с (неравенство

(2.57)), то для х  > а

\F\M\ = —x  + a, \F2 M\ = — х -  а, (2.61)

поэтому 1 — j/^A/ = 2а .  Длях < - а



следовательно, |F ,M |- |F 2M | = -2 а .

Итак, уравнения (2.58) и (2.59) равносильны. Уравнение (2.59) 
называется каноническим уравнением гиперболы. Так как это уравне­
ние второй степени, то гипербола -  линия второго порядка.

Исследование формы гиперболы. Асимптоты.
Из уравнения (2.59) следует, что х 2> а2, т.е. х  < -  а  и х  > а. Это 

означает, что в полосе между прямыми х = - а м х = а  нет ни одной 
точки гиперболы. Поскольку в уравнение (2.59) х  и у  входят только во 
второй (четной) степени, то гипербола симметрична относительно ко­
ординатных осей; достаточно изучить ее форму в первой четверти, в

b  Г~г 2 — — у х  —а .которой она определяется уравнением у

лучаем у  = 0, точка А(а , 0) принад­
лежит гиперболе (рис. 2.13). Из 
уравнения видно, что у  неограни­
ченно возрастает при неограничен­
ном возрастании х. Покажем, что 
точка дуги гиперболы неограничен­
но приближается к прямой, опреде­
ляемой уравнением

При х  = а по-
а

Ь
у  =

а
(2.63) Рис. 2.13

при ее неограниченном удалении от начала координат.
Фиксируем некоторое значение х, ему будет соответствовать 

точка MCk.j/) гиперболы и точка N(x, Y) прямой (2.63). Из точки М  
опустим перпендикуляр М Р  на прямую. Отметим, что дуга гиперболы 
подходит к прямой снизу, так как



Y = —x = —yfx2 > — V * 2 -  a 2 = y ,  Y >  y ; '  
a a a

длина отрезка M N  выразится формулой

lAflVl = Y -  у = - ( x -  >lx2 - a 2 ), 
a

Выясним, как изменяется длина отрезка M N , когда х  неограни­
ченно возрастает, для чего предварительно преобразуем правую часть 
последнего равенства:

I м м \ Л { х - 4 7 ^ ) = ^ - ^ 2 z ^ l =
а а х  + \ х 2 -  а 2

= 6[дг2 -(дс2 - а 2) ] | ) Ш | = ------- ° Ь _

а x  +  V x 2  - а 2  х +  V - V 2  —  а2

Из этого равенства видно, что длина отрезка M N  стремится к 
нулю, когда х  неограниченно возрастает. Так как \МР\ < ]M/Vj, то

\МР\ также стремится к нулю, т.е. расстояние от точки М  до прямой
стремится к нулю, когда эта точка неограниченно удаляется от начала 
координат. Отметим, что гипербола (2.59) и прямая (2.63) общих точек 
не имеют, так как система их уравнений не имеет решений.

Прямая, определяемая уравнением (2.63), называется асимпто­
той гиперболы. Легко видеть, что гипербола (2.59) имеет две асимпто­
ты:

b b
У = —Х, у= :-----X.

а а

Изобразим гиперболу на чертеже. Построим сначала так назы­
ваемый основной прямоугольник, центр которого совпадает с началом 
координат, стороны равны 2а  и 2b,  параллельны соответственно осям 
Ох  и Оу. Прямые, проходящие через противоположные вершины ос­
новного прямоугольника, являются асимптотами гиперболы. Построив 
асимптоты, строим саму гиперболу (рис. 2.14); она состоит из двух 
частей, называемых ветвями (левой и правой). Разумеется, на рис. 2.14



изображены лишь конечные дуга ветвей (сами ветви простираются 
неограниченно). Центр симметрии гиперболы называется ее центром. 
Оси симметрии гиперболы называются просто ее осями, одна ось пере- 
секает гиперболу в двух точках, называемых вершинами (на рис. 2.14 
точки А\ и А 2), эта ось называется действительной осью гиперболы, 
другая ось -  мнимой осью, она не имеет общих точек с гиперболой. 
Длины отрезков Д Л 2 -  2а и ВХВ2 — 2b  также называются осями.

Рис. 2.14 Рис. 2.15

Величины а  и b  называются полуосями гиперболы . Если а  = Ь, гипер­
бола называется равносторонней, ее уравнение

х 2 -  у 2 = а 2. (2.64)

Уравнение

У = 1
а

(2.65)

определяет гиперболу с действительной осью О у  (рис. 2.15.)
Гиперболы, определяемые уравнениями (2.59) и (2.65) в одной и 

той же системе координат с одинаковыми значениями а  и Ь, называют­
ся сопряженными.

Эксцентриситет гиперболы.
Эксцентриситетом гиперболы называется отношение ее фо­

кусного расстояния к расстоянию между ее вершинами. Если действи­
тельной осью является ось Ох, то по определению



е =  — . (2 .6 6 )
а

Так как для гиперболы с > а, то е > 1. Приняв во внимание фор­
мулу (2.60), получим

г  = М  +  g ' \ £ - \ .
а

Следовательно, эксцентриситет гиперболы характеризует форму 
основного прямоугольника и форму самой гиперболы.

Фокальные радиусы гиперболы.
Фокальными радиусами точки М  гиперболы называются отрез­

ки, соединяющие эту точку с фокусами данной гиперболы. Их длины
rx = , r2 =\F2M\  выражаются формулами (2.61), (2.62). С учетом
(2.66) эти формулы для правой ветви гиперболы принимают вид

г1 = е - х  + а, г2 = £ - х - а ,  (2.67)

для левой ветви

гу = - £ - х - а ,  г2 = - £ х  + а .  (2.68)

Пример.
Найти полуоси, координаты фокусов и эксцентриситет гиперболы, за­

данной уравнением 5х2 - 4 у 2 = 20. Вычислить длины фокальных радиусов

точкиМ(-4, )•

*2 у2Разделив обе части уравнения на 20, получим----------- = 1. Сравнивая это
4 5

уравнение с уравнением (2.59), заключаем, что а2 = 4, Ь2 = 5, т.е. а -2,

b = л/5 . Так как Ь2 = с2 -  а2 , то с2 = а 2 + Ь2 = 9 , с = 3, F^-3,0), F2(3,0), 
с 3£ = — = — . Поскольку точка Л/лежит на левой ветви гиперболы, при вычисле- 
а 2



нии г, и г2 необходимо пользоваться формулами (2.68): г, = -^ -( -4 )  - 2  = 4 , 

3
г2 = - —(-4) + 2 = 8. Отметим, что г2 -  гх = 8̂ 4- = 4 = 2а.

2.5. Директрисы эллипса и гиперболы
Директрисами эллипса называются две прямые, пер­

пендикулярные большой оси эллипса и расположенные симметрично 
относительно центра на расстоянии а\£ от него (а  -  большая полуось, 
е -  эксцентриситет эллипса). Если эллипс задан каноническим уравне­
нием (2.59), причем а > Ь, то в выбранной системе координат его ди­
ректрисы определяются уравнениями

х = ~ — , х =  — . (2.69)
£ £

Рис. 2.16

Л - а _
Так как для эллипса 0 < £ < 1, то — > а . Это означает, что директрисы

£
эллипса не имеют с ним общих точек (рис. 2.16).

Директрисами гиперболы называются прямые, перпен­
дикулярные действительной оси гиперболы и расположенные симмет­
рично относительно центра на расстоянии а х  от него (а  -  действи­
тельная полуось, е -  эксцентриситет гиперболы). Если гипербола зада­
на каноническим уравнением (2.59), то в данной системе координат ее 
директрисы определяются уравнениями (2.69). Поскольку для гипербо-



а
ды е  > 1, то — < а  ; это означает, что директрисы гиперболы не имеют 

Е
с ней общих точек (рис. 2.17).

Рис. 2.17

Свойство директрис эллипса и гиперболы выражается следую­
щей теоремой.

Теорема 2.3.

Отношение расстояния г произвольной точки эллипса (гипер­
болы) до фокуса к расстоянию d  этой точки до соответствующей 
директрисы есть постоянная величина, равная эксцентриситету эл­
липса (гиперболы), т.е. r /d —Z.

Доказательство.
Рассмотрим, например, левый фокус и левую директрису. Пусть 

М(х, у)  -  произвольная точка эллипса (рис. 2.16), тогда

г = а + £■ х, d = х -
а

- х  + — , 
В

г а + £ х  а + £ ■ х
а а +£■х

х + — ----------
£ £

= £.



Если М(х, у)  -  произвольная точка левой ветви гиперболы
/  j  а г —£• х —а(рис. 2.17), то г -  -  г х  -  а, а  = —х  , — = ------------- = е  .

£ d  а- х -----------

£
Все остальные случаи рассматриваются аналогично.

Замечание.
Свойство, выраженное теоремой 2.3, можно положить в основу опреде­

ления эллипса и гиперболы. Множество точек, для которых отношение 
расстояния г до фиксированной точки (фокуса) к расстоянию d  до фикси­
рованной прямой (директрисы) есть постоянная £, оказывается эллипсом, 
если £ < 1, гиперболой, если е > 1. Чтобы убедиться в справедливости этого 
утверждения, необходимо определенным образом выбрать систему декар­
товых координат, получить уравнение указанного множества точек и уста­
новить, что оно является уравнением эллипса при е<1 и уравнением гипер­
болы при £ > 1. Вопрос о том, что представляет собой это множество точек 
в случае £ = 1, рассматривается в п. 2.6.

2.6. Парабола
Параболой называется множество всех точек плоскости, равно­

удаленных от данной точки (фокуса) и данной прямой (директрисы).
Пусть р  -  расстояние от фокуса F  до директрисы А. Ось О х  де­

картовой прямоугольной системы координат выберем так, чтобы она 
проходила через F  перпендикулярно А, ее положительное направление 
-  от А к F  (рис. 2.18), начало координат поместим в середине отрезка 
BF, где В  -  точка пересечения Ох  и А. В этой системе координат точки 
F  и В  имеют следующие координаты: F (p /l\ 0), В (-р /2 ; 0).

Рис. 2.18 Рис. 2.19



Возьмем произвольную точку М(х,  у) параболы, обозначим че­
рез г  расстояние до фокуса, через d  -  расстояние до директрисы 
( r  = \M F [ d = \M F \ ) ,  по определению параболы г = d. Поскольку

то

(2.70)

Уравнение (2.70) является уравнением параболы. Возведя по­
членно в квадрат это уравнение и приводя подобные члены, получаем

у 2 = 2 р х .  (2.71)

Легко видеть, что уравнения (2.70) и (2.71) равносильны.
Уравнение (2.71) называется каноническим уравнением парабо­

лы. Из уравнения (2.71) следует, что х  > 0 (так как р  > 0), т.е. парабола 
лежит целиком справа от оси Оу (при указанном выборе оси Ох). Па­
рабола симметрична относительно оси О х  (так как у  входит в уравне­
ние только во второй степени); когда х  неограниченно возрастает, у  
также неограниченно возрастает.

Дуга параболы, для которой у  = y j l p x , изображена на 
рис. 2.18, дуга всей параболы -  на рис. 2.19.

Уравнение директрисы (как прямой, параллельной оси Оу  и

проходящей через точку В(  -  , 0 ), имеет вид х - - у  .

Замечание.
Каждое из уравнений у2 = -  2рх, у? = 2qy, х2 = - 2 qy определяет пара­

болу.

2.7. Полярное уравнение эллипса, гиперболы, параболы 
Пусть у -  дуга эллипса, гиперболы или параболы (рис. 2.20). Ес­

ли г -  расстояние произвольной точки М  этой дуги до фокуса F, d  -

59



расстояние ее до соответствующей директрисы А, то в силу теоремы 
2.3 и определения параболы

Рис. 2.20

— = е . (2.72)
d

Проведем через фокус F  
прямую, перпендикулярную ди­
ректрисе А. Пусть А -  точка их 
пересечения, N  -  проекция точки 
М  на эту прямую. Через точку F 
проведем перпендикуляр к прямой 
A N  (оси линии у) до пересечения с 
дугой у в точке Р. Длину отрезка 
F P  обозначим буквойр  , т.е.

\Fl\ = p ,  (2.73)
и назовем ее фокальным пара­
метром линии у.

Пусть р и ф -  полярные ко­
ординаты точки М  в системе ко­
ординат с полюсом в точке F  и 
полярной осью FN, тогда

г = р , (2.74)

d  = QM  = AN  = AF  + рсоБф . (2.75)

Равенство (2.72) выполняется для всех точек линии у, в том чис­
ле и для точки Р, поэтому

FP р  _ л
 = 8, = е, A F  = — ,
BP AF  е

следовательно.



» рd  — — + рсоэф. (2.76)
е

Подставляя выражения (2.74), (2.76) в равенство (2.72) и преоб­
разуя его, получаем

Р = -—  -------■ (2.77)
1 -е с о з ф

Уравнение (2,77) называется полярным уравнением  эллипса, ги­
перболы, параболы (это уравнение определяет одну из двух ветвей ги­
перболы).

Отметим, что для параболы фокальный параметр совпадает с 
параметром р ,  входящим в уравнение (2.71). Для эллипса и гиперболы, 
заданных соответственно уравнениями (2.49) и (2.59), он выражается 
формулой

Ь 2
Р ~  —  . (2.78)

а

Действительно, по определению фокальный параметр равен модулю 
ординаты точки Р  (считаем, что ось A N  является осью Ох). Подставив 
координаты точки Р {- с, у) эллипса в уравнение (2.49), получим

а

\2 , 2 [ 2 \  г 2 / 2 2\ 1 4
_ 1  2 _  ,2|  ! С } Ь (а - с  ) b

2 ’ I 2 ’ У ~
( - С ) 2 , У 7

1 - ^  
v j

2 2 а а

откуда и следует формула (2.78). Тот же результат будет при подста­
новке координат точки Р { -с , у )  в уравнение (2.59). Подстановкой ко­

ординат точки Р ( - у  , у) в уравнение (2.71) проверяется тот факт, что

фокальный параметр параболы равен расстоянию от фокуса до ди­
ректрисы.

Пример.

Какую линию определяет уравнение р = ----- ------  в полярных коор-
4- 5 c o s c p

динатах?



Разделив числитель и знаменатель правой части на 4, приведем это
9

пъ  4 Ь1 9уравнение к виду (2.77): р = ----   , следовательно, р=  —  = —,. 5  а 41 —  cos ф 
4

с 5е = — = — > 1. Данное уравнение определяет гиперболу с полуосями а =4, 
а 4

Ь = 3.

2.8. Преобразования декартовых прямоугольных 
координат
Одна и та же точка имеет различные координаты в разных сис­

темах декартовых координат. Установим связь между координатами 
точки в разных системах координат, рассмотрев предварительно про­
стейшие случаи взаимного расположения двух систем.

Параллельный перенос.
Пусть даны две системы де­

картовых прямоугольных коорди­
нат с общим масштабным отрез­
ком: Оху (старая) и О хХУ  (новая), 
соответствующие оси которых па­
раллельны (рис. 2.21), положи­
тельные полуоси имеют одинако­
вые направления. Начало новой 
системы находится в точке 
О х{а, Ь), старые координаты кото­
рой х  = а ,у  = b  (новые координаты 
ее равны нулю). Относительно та­
ких систем говорят, что одна получена из другой путем параллельного 
переноса.

Из основного тождества для трех точек 0 , А , М х (оси Ох), О , В, 
Му (оси Оу) и определения координат получаем выражения старых 
координат х, у  точки М  через ее новые координаты и старые координа­
ты нового начала:

Рис. 2.21

х = Х  + а, у  = Y + b. (2.79)

Очевидно, новые координаты через старые выражаются форму-



У

о \  Мх X О
*•
х

Рис. 2.22 Рис. 2.23

X  = х - а ,  У = у -  Ь. (2.80)

Поворот координатных осей.
Новая система Ох 'у' получена путем поворота старой на угол а  

вокруг точки О. С каждой из них свяжем полярную систему координат, 
как показано на рис. 2.22, тогда р'= р, <р = а  + ф'.

Принимая во внимание эти равенства и формулы (1.17), выража­
ем старые декартовы прямоугольные координаты х, у  точки М  через ее 
новые координаты х \  у':

х = р cos ф =■ р' cos( а + ф ') = (р' cos ф ')  cos а -  (р' sin ф ') sin а  =

Чтобы выразить х \  у ’ через х, у , необходимо разрешить систему
(2.81) относительно х ',у '. Можно сделать проще: считать систему Ох'у' 
старой, тогда переход к новой системе О ху  совершается поворотом на

= jc'cos а  -  у 'sin а,

>> = р sin ф = p'sin(a + ф ') = (p'cos ф ' ^ п  а + (р'sin ф ') cos а =

= х sin а + у cos а,

т.е.

(2.81)



угол (—ос), поэтому в формулах (2.81) достаточно поменять местами х  
и х ' , у  и у ,  записать ( -  а ) вместо а.

В общем случае, когда даны две системы О ху  и О'х'у' 
(рис. 2.23), вводя промежуточную систему 0 ’х пу " и применяя последо­
вательно формулы (2.79) и (2.81), получаем

Замечание.
Система координат Оху, в которой кратчайший поворот положитель­

ной полуоси Ох до совпадения с положительной полуосью Оу совершается 
против часовой стрелки, называется правой', если указанный поворот со­
вершается по часовой стрелке, система называется левой. До сих пор рас­
сматривались только правые системы. Формулы (2.82) остаются прежними, 
если обе системы координат являются левыми. Если одна система правая, 
другая -  левая, то в формулах (2.82) изменится знак переду', так как в слу­
чае простейшего преобразования координат разноименных систем форму­
лы имеют вид* — х \ у  — —у ’.

2.9. Простейшие приложения формул преобразования 
координат к упрощению уравнений линий второго 
порядка
Линии, определяемые уравнениями х=А/+Ву+С, y=a)f+Ьх+с. 
Преобразуем уравнение х  = А у г+ Ву+ С, выделив в правой час­

ти его полный квадрат:

(2.82)

х + ------- С = А- у + ----  .
4 А {- 2 А ;

Переходя к новым координатам по формулам

ЛГ = х +  С , Y = у  +
м  ;

_в_

2 А



(т.е. осуществляя параллельный перенос, так как это формулы вида 
(2.80)), перепишем преобразованное уравнение в виде X  = А У или 

( 1 ^Y = 2 рХ  — = 2р  . Поскольку последнее уравнение определяет па-

раболу в системе О  [ХУ, уравнение х  = А у 2+ B y  + С  также является 
уравнением параболы. Отметим, что ось этой параболы параллельна 
оси Ох.

Уравнение у  = ах? + Ьх + с аналогичным образом приводится к 
уравнению X 2 = 2qY\ следовательно, оно определяет параболу с осью, 
параллельной оси Оу.

Уравнение равносторонней гиперболы относительно ее 
асимптот.

Рис. 2.24 Рис. 2.25

Асимптоты равносторонней гиперболы, определяемой уравне­
нием (2.64), взаимно перпендикулярны (это, в частности, следует из 
простых геометрических соображений: основной прямоугольник явля­
ется квадратом).

Возьмем эти асимптоты в качестве осей новой системы коорди­
нат Ох'у', фиксировав положительные направления так, как указано на 
рис. 2.24. Формулы преобразования (2.81) в данном случае (а  = -4 5 ° )

V2 л/2
примут вид х  = —̂ - ( х '+ у ' ) ,  У = - ^ - ( у '  — х '). Подставляя эти вы­

ражения в уравнение (2.64), получаем

3 Зак. 444 65



j ( * ' 2 + 2 x 'y ' + y ' 2) - j ( x ' 2 -  2x  у  + y ' 2) = a 2,

2 x 'y '=  а ,  = :^-> x'y  = С
/ / a

Если взять a  = 45°, то лгу' =  -С  

уравнение

. Следовательно,

ху = С (С ф 0) (2.83)

определяет равностороннюю гиперболу в системе О ху, для которой 
координатными осями являются ее асимптоты (рис. 2.25).

Замечание.
Уравнение ху  = С рассматривалось в курсе математики средней школы 

при изучении обратной пропорциональной зависимости у = ~

а х  +  ЬЛиния, определяемая уравнением у  = ---------- .
c x  +  d

Предположим, что в уравнении

ax + b
У = — —  (2.84)

cx + d

с Ф 0 (в случае с  = 0 уравнение принимает вид у  = к х  + т  и определя­
ет прямую),

a d -Ъ с ф  0 (2.85)



(в случае a d  -  bc=  0 уравнение принимает вид у  = I и также определя­
ет прямую).

Уравнение (2.84) преобразуем следующим образом:

У =
ах+Ь  
cx + d

а х  + ■
а
d

х + — 
с

\

(  d  d  b
а х  Н-----------1—

с с а

г
а dх + — 

с
+ ■b c - a d b c - a d

х  + -

У = “ + - ^ - г .  (2.86)
с * + ̂

где С = — ■ ае* , причем С  Ф 0 в силу условия (2.85).
с 2

Запишем уравнение (2.86) в виде

а С
У  =  -г (2.87)

с х  + -  
с

и перейдем к новым координатам по формулам

Х  = х + — , Y -  у -  — . (2.88)
с с

В новой системе координат 0 \X Y  уравнение (2.87) принимает
вид

Y = — , или XV = С ( С ф 0). (2.89)
X



Уравнение (2.89) определяет равностороннюю гиперболу, поэтому 
уравнение (2.84) также определяет гиперболу.

Пример 1.
Построить линию, определяемую уравнением 2у = х1-  2х + 5. Преобра-

1 г , 5  1 . 2 .  1 5зуя это уравнение, получаем у -  — х - х  + —, у ~  — (х - 2 х  + \ ) - —+ — ,

У ~ т ( Л - 1)2 +2, y - 2  = U x - l ) 2.
2 2

В новой системе координат OxXY , где Л' = х-1, Y = у - 2, уравнение 
1 2

принимает вид Y = — X '  и определяет параболу. Строим системы коорди­

нат Оху, 0 \X Y  и параболу в новой системе по ее каноническому уравне­
нию (рис. 2.26).

Пример 2.
4 х  4-14Построить линию, определяемую уравнением у =
х+ 2

Преобразуем уравнение: у(х+ 2) -  4.v -  14 = 0, у(*+2) — 4д: — 8 — 6 = 0, 
у(х  + 2) -  4(х +-2) - 6  = 0, (х+ 2){у -  4) = 6.

Переходя к новым координатам по формулам X  = лг+2, Y - у -  4, полу- 
чаем уравнение XY -  6. Строим гиперболу в системе Q xX Y (рис. 2.27).



2.10. Упрощение уравнения второй степени, не содержащего 
члена с произведением координат
Пусть дано уравнение

Ах + Су~ + 2Dx + 2Ey + F  = О (2.90)

относительно декартовых координат, для которого

А 2 + С 2 Ф О (2.91)

Рассмотрим три случая: 1) коэффициенты А  и С одного знака 
(АС  > 0, уравнение в этом случае называется уравнением эллиптиче­
ского типа); 2) коэффициенты А  и С  разных знаков (АС  < 0, уравнение 
гиперболического типа); 3) один из коэффициентов равен нулю 
(АС  = 0, другой коэффициент отличен от нуля в силу условия (2.91); 
уравнение параболического типа).

1) Выделяя полные квадраты в левой части уравнения (2.90), по­
лучаем

х  + 2 — х
D D 2 Л

л2 + с у г + 2 —  у + 
С

D'
С

■ +  F =  0 ,

D 
х  + —  

А

\ 2 f
+ С

Е  
у  н

С

\2 D
А С

— F. (2.92)

Переходя к новым координатам по формулам

v D Е
Х = х  + —  , Y = у  + —

А С
(2.93)

и обозначая правую часть уравнения (2.92) через К, т.е. 
D 2 Е 2К  = ---- + --------F , перепишем его в виде
Л С

А Х 2 + C Y 2 = К . (2.94)



В зависимости от того, каково К  (КА > О, КА < О, К  = 0), урав­
нение (2.94) можно привести к одному из уравнений:

где
а К ь г

с_
к

X 2 Y 2 
а 2 +  Ь2 ~  ’

(2.95)

X 2 Y 2 л
“ Г  + Т Г - -1 ’ а о

(2.96)

а1 и Ь2 выражаются формулами: а2 = -К /А, Ь1 — -К/С;

X 2 Y 2
 +  —  = 0, (2.97)2 12 4 ' а b

- 1а2 ’ ъ2 = А, —  = с (при А > 0). (2.98)

Уравнение (2.95) определяет эллипс с полуосями а  и b  (окруж­
ность в случае а = Ь), уравнение (2.97) -  точку (X  = 0, Y = 0 -  в новой 
системе координат, ее старые координаты находятся с помощью фор­
мул (2.93)), уравнение (2.96) линии не определяет.

2) Поскольку А С  < 0, уравнение (2.94) приводится к одному из 
уравнений

Y 2 V 2
—  -  —  = 1; (2-99)
а~ b

a t 7 а

X 2 Y 2

а



Уравнение (2.99) определяет гиперболу с действительной осью
0]Х , уравнение (2.100) -  гиперболу с действительной осью O tY, урав­
нение (2.101) — пару пересекающихся прямых, так как оно распадается

Ъ £
на два уравнения: Y  =  X ,  Y = — X .

а а
3) Пусть А -  0, С  Ф 0. Предполагая, что D  Ф 0, получаем

С у 2 + 2 — у + —  
С С

+ 2 D x + F = 0 ,

= -2 D X + с
2D

Y 2 = 2 РХ  , (2.102)

F C - E 2 Е  D
X  = х  + ------------ , Y - у Л — , р  —------.

2CD С  С

(  £ V  Е 2 
ЕслиZ) = 0, то С ун—  = -------F  или

С С \ J

C Y2 = L, (2.103)

Е 2
L =  F .

С
Уравнение (2.103) сводится к одному из уравнений

Y 2 = Ь \ (2.104)

Y 2 = - Ь \ (2.105)

Y 2 = 0 , (2.106)



в зависимости от того, каково L  (L C  > О, L C  < О, L  = 0).
Уравнение (2.102) определяет параболу с осью 0 \ Х ,  уравнение 

. (2.106) -  пару совпавших прямых, уравнение (2.104) -  пару параллель­
ных прямых, уравнение (2.105) линии не определяет.

Замечание.
Если С = 0, А *0, то уравнение (2.90) приводится к виду X 2 = 2qY, ко­

гда Е *■ 0, и к одному из уравнений X  2 = а1, X 2 = -а 2, х2 = 0, когда Е = 0. 

Пример.
Построить линию, определяемую уравнением Яу2- 16Х2 + 18у + 32х- 

-151=0.
Преобразуем это уравнение: 9(у2 + 2у +1) -  1 6(jt2—2jc-+* 1) -  9 + 16 -  

-151 = 0, 9(у +1)2-  16(х-1)2= 144,

( у +  1)2 U - D 2 (.х - \ ) 2 (у + 1)2
16 9 ’ 9 16

Перейдем к новой системе координат 0,XY, полученной из старой пу­
тем параллельного переноса начала в точку Ох(\, -1). Новые координаты 
через старые при этом преобразовании выражаются формулами X  = х -  1,

X 2 Y 2Y = у + 1, а само уравнение принимает вид — — + = 1. Это уравнение

определяет гиперболу с действительной осью OxY и параметрами а = 3, 
b = 4. Строим старую и новую системы координат и гиперболу относи­
тельно системы OyXY (рис. 2.28). Тем самым построена линия, заданная 
исходным уравнением, в старой системе координат.

2.11. Упрощение общего уравнения второй степени
Рассмотрим общее уравнение второй степени относительно де­

картовых прямоугольных координат х  и у , т.е. уравнение 
А х2 + 2Вху + Су2 + 2D x + 2Еу + F -  0. Будем считать, что в этом урав­
нении В  Ф 0 (случай, когда В  = 0, изучен в п. 2.10).

Перейдем к новым координатам у '  по формулам (2.81). Под­
ставляя эти формулы в данное уравнение, получаем

Ахх '2 + 2Blx 'y ' + Cly '2 + 2Dlx ' + 2E ly '  + F  = 0, (2.107)

где



Ах = /Icos2 a  + 2Z?cosocsina + Csin2 a ,

B } = (C -  A) cos a  sin a  + B(cos2 a  -  sin2 a), 

C, = A  sin2 a  -  2В  sin a  cos a  + С cos2 a.

Угол поворота a  выберем так, чтобы в уравнении (2.107) обратил­
ся в нуль коэффициент В и т.е. (C-v4)cos a-sin a+ fi(cos2 a -s in 2 a )=  0. 
Из этого уравнения находим

ctg 2 ос = 4 - ^ -  (2.Ю8)
2 В

Докажем, что коэффициенты А\ и С\ при этом одновременно в 
нуль обратиться не могут. Действительно, предполагая противное, т.е.
А\=  0, CV=0, получаем уравнения Л cos2 a  + 2 £ c o sa s in a + ,
+ C sin2 ft = 0 , Asin2 a -2 i? c o s a s in a  + C cos2 a  = 0, из которых сле-

2В
дует, что ctg2a = -----------. Сравнивая это равенство с равенством

А - С



'I B  A  — С
(2.108), заключаем, ч т о -------------= ------------, откуда 4 В 2 = -{А  -  С ) .

А  - С  2 В
Последнее возможно лишь в случае В = 0, что противоречит условию 
(В *  0).

Тем самым доказано, что при переходе к новой системе коорди­
нат, полученной из старой путем поворота осей на угол а, степень 
уравнения понизиться не может. Степень уравнения не может пони­
зиться при параллельном переносе, а также при общем преобразовании 
координат (формулы (2.82)). Если данная линия в некоторой декарто­
вой системе координат определяется уравнением второй степени, то в 
любой другой декартовой системе она также определяется уравнением 
второй степени.

Замечание.
В формулы преобразования (2.81) входят sin а  и cos а , чтобы найти 

их, необходимо воспользоваться известными тригонометрическими фор­
мулами

cos 2а = — г~'ь~ sin а = ± J-— , cos а  = ±ctg2a .   /1 -c o s 2а л _̂___ /1 + cos2а

± ф  + ctg2 2а

Знаки в этих формулах можно выбрать по своему усмотрению. По­
средством найденных значений sin а  и cos а  определяются коэффици­
енты уравнения (2.107).

Уравнение (2.107) принимает вид

А]Х' 2 + С У 2 + 2 Dxx ' + 2 Еху '  +Fl = 0. (2.109)

Приведение уравнения (2.109) к каноническому виду осуществ­
ляется способами, указанными в п. 2.10.

Выводы пп. 2.10 и 2.11 можно сформулировать следующей тео­
ремой.

Теорема 2.4.

Общее уравнение второй степени относительно декартовых 
прямоугольных координат определяет или пустое множество, или 
точку, или пару прямых (пересекающихся, параллельных, совпавших), 
или одну из линий: эллипс (окружность), гиперболу, параболу.



Пример.
Определить вид, параметры и расположение линии, заданной уравне­

нием 5х2 — 6лсу + 5у2 -+• 1 6jc — 16jy = 0.
А —С 5 -5По формуле (2.108) получаем ctg2а = = — — = 0. Взяв 2а  = 90°,

формулы (2.81) запишем в виде

V2" , , 42 , ,
* = — ( * “ У ). у = — ( х + у ) .  (I)

Подставим эти выражения в данное уравнение и преобразуем его: 

f (*'2 - Z * y + / 2) - 3 ( *  2 - / 2) + f (*'2 + 2х'у '+  у '2) +
+*  Jmd

+ Sy/2(x' -  у ') -  8>/2 (х + у )  = 0, 2хп  + 8 у '2 -  1 & J 2 / = 0, 

/ 2 + 4 / 2 - 8 л /2 /  = 0,

х '2 + 4 (у '2 -2y/2y'+2)-S = 0, / 2 + 4 ( / - л / 2 ) 2 =8.
Переходя к новым координатам по формулам

Х = х \  y  = / - V ^  (П)

преобразуем последнее уравнение к виду

Y 2 у  2X 2 +  4У2 = 8, или — + — = 1. (III)
8 2

Уравнение (1П) определяет эллипс с полуосями а =  2^2^ b — -̂2
(эти полуоси легко построить, ^2 выражает длину диагонали квадрата, 
сторона которого равна единице). Центр эллипса находится в точке, для
которой X  = 0, У = 0. С помощью формул преобразования (II) и (I) нахо­
дим х ’= 0, у’- л/2 , х= -1, у = 1; центр эллипса и начало новой системы 
OyXY находятся в точке 0](-1,1). Строим эллипс, определяемый уравнени­
ем (III), относительно системы 0 \X Y  (рис. 2.29), тем самым линия по­
строена относительно старой системы Оху. Отметим, что эллипс проходит 
через начало старой системы координат (исходное уравнение не содержит 
свободного члена, ему удовлетворяют координаты х  = 0, у  = 0).



Глава 3 
Комплексные числа

Известно, что действительных чисел недостаточно для того, чтобы решить любое 
квадратное уравнение с действительными коэффициентами. К числу квадратных 
уравнений, которые не имеют действительных корней, принадлежат уравнения

х2 +  1 = 0 ,  х2 + а =  0  (а >  0) .
Решение таких уравнений приводит к необходимости рассмотрения множества 
комплексных чисел, которое в качестве своего подмножества содержит множест­
во действительных чисел.

3.1. Упорядоченные пары действительных чисел и 
операции над ними.
Пару (а, b ) действительных чисел а  и Ъ называют упорядочен­

ной, если указано, какое из них считается первым, какое -  вторым. 
Примеры упорядоченных пар: (1,0), (4,5), (5,4). Отметим, что послед­
ние две пары различны, хотя и образованы одними и теми же числами.

Каждую упорядоченную пару чисел обозначим одной строчной 
буквой греческого алфавита, введем понятие равенства двух пар, опре­
делим действия над ними. Рассмотрим две упорядоченные пары дейст­
вительных чисел

a  = (a,b), Р = (c,d ). (3.1)

Эти пары называют равными, если а -  с, b = d, т.е.

(a,b) = (c ,d )  <=> (а - с ,  b = d ) . (3.2)

Суммой двух пар (3.1) называют упорядоченную пару

сх + р = {a,b) + (c ,d ) = (a + c,b  + d), (3.3)

а их произведением -  упорядоченную пару

оф = (a,b)(c,d) = (a c -b d , bc + ad). (3.4)

Очевидно, сумма и произведение двух упорядоченных пар не за­
висят от порядка компонентов: а + р  = р + а, ар  = Ра.

Из равенств (3.3) видно, что упорядоченная пара

О = (0, 0). (3.5)



обладает тем свойством, что сложение ее с любой другой упорядочен­
ной парой не меняет этой пары: (а, Ь) + (0, 0)=(я, Ь). Упорядоченная 
пара (3.5) играет роль нуля при сложении упорядоченных пар; называ­
ют ее нуль—парой.

Вычитание и деление упорядоченных пар определяется с помо­
щью их сложения и умножения.

Разностью а  -  (3 двух упорядоченных пар (3.1) называют такую 
упорядоченную пару у  = (х, у), что у  + (3 = ос. Найдем х  и у, использовав 
равенства (3.2) и (3.3). Поскольку а  = у+(3, то 
(а, Ь) = (х, у) + (с, d) = (х + с, у  + d), т.е. а = х  + с, b = у + d, откуда 
х  = а -  с, у  = b -  d.

Таким образом, вычитание упорядоченных пар (3.1) определяет­
ся формулой

a - $  = (a ,b ) - ( c ,d )  = ( a - c ,  b - d ) . (3.6)

Частным а/|3 ((3^0) двух упорядоченных пар (3.1) называют та­
кую упорядоченную пару г = (*, у), что г р  = а. Найдем х, у  с помощью 
равенств (3.2) и (3.4). Так как а  = z(3, то (a, b) -  (х, у)(с, d ) = (хс  -  yd, 
ус  + х d), т.е. а = хс  -  yd, b = x d  + ус. Эта система имеет решение 
х  = (ас + bd)/(c2 + c f ) ,  у  = (be -  ad)/(c2 + cf). Если Р Ф 0,  т.е. с2 + c f  Ф 0,  

то частное ос/р двух упорядоченных пар (3.1) определяется так:

а  ( ас + bd b e - a d

Р с + d  с + d 2 o . l )

Из этого равенства при ос = Р, т.е. а = с, b  = d, следует, что

 ̂с2 + d 7 dc — c d ^
1 = 2 . j2 ’ 2 . j 2с + d с + d }

Значит, роль единицы при делении двух упорядоченных пар вы­
полняет упорядоченная пара

1 = (1,0). (3.8)

Рассмотрим упорядоченные пары

а = (а, 0), b = (Ь, 0). (3.9)



Арифметические действия над этими парами производятся так, 
как и над действительными числами: а  + b  = (а + Ь, 0), а -  Ъ = (а -  Ь,0), 
ab = (a b , 0), alb  = (alb, 0), поэтому действительные числа отождеств­
ляют с упорядоченными парами вида (3.9).

3.2. Понятие комплексного числа. Алгебраическая форма 
комплексного числа.
Комплексным числом называют упорядоченную пару (а, Ь) дей­

ствительных чисел а  и Ь. Рассмотрим упорядоченную пару

I = (0,1). (3.10)

Применяя формулу (3.4), получаем

г2 = i ■ i = (0, lX0, l)=  ( 0 - 1 ,0 + 0 )=  ( - 1 ,0).

Поскольку (-1, 0) = -1 (см. (3.9)), то

;2= - i ,  i =  7 - T .  ( з л и

Упорядоченную пару (3.10), удовлетворяющую соотношению 
(3.11), называют мнимой единицей. С помощью мнимой единицы мож­
но выразить любое комплексное число а  = (а, Ь), т.е. упорядоченную 
пару действительных чисел. В самом деле, так как 
bi = (b, 0)(0, 1) = (0, Ь), то (а, Ь) = (а, 0) + (0, b) = a+bi, т.е.

(a,b) = a + b i . (3.12)

Поскольку (а , b) = a + bi, (а, b ) = (0, Ь) + (а, 0) = bi + а, то 
а  + bi = bi + а. Значит, в правой части формулы (3.12) можно менять 
местами слагаемые. Выражение а  + bi называют алгебраической фор­
мой комплексного числа. Число а  называют действительной частью, 
число b -  мнимой частью комплексного числа а + bi. Обозначая ком­
плексное число а  + bi одной буквой а, записывают а = Re a, b = 1ш а, 
где Re -  начальные буквы латинского слова realis (действительный), 1ш 
-  начальные буквы латинского слова imaginarins (мнимый). Кроме этих 
обозначений, употребляют и другие, например, а = R(a), b  = Im(a), где 
a  = а + bi.



Отметим частные случаи формулы (3.12). Если b ~  0, то 
(а, 0) = а  -  действительное число; если а ~ 0, то

(0 ,Ь) = Ы . (3.13)

Число bi называют чисто мнимым числом или просто мнимым.
Два комплексных числа а + bi, с + di называют равными, когда 

a = c ,b  = d:

(a + bi = c + di) <=> (а = с, b = d).

Комплексное число равно нулю, когда равны нулю его действи­
тельная и мнимая части:

(а + bi = 0) (а = 0, b = 0).

Если дано комплексное число а  = а + bi, то число а -  bi, отли­
чающееся от а  только знаком при мнимой части, называют числом, 
сопряженным числу а, и обозначают а  . Числом, сопряженным а  , 
будет, очевидно, число а, поэтому говорят о паре сопряженных чисел. 
Действительные числа, и только они, сопряжены сами себе.

3.3. Геометрическое изображение комплексных чисел
На плоскости выберем систему прямоугольных координат

(рис. 3.1). Комплексному числу (a, b) = a + bi сопоставим точку М(а, Ь)
этой плоскости с координатами (а, Ь). Если 
b = 0, то получим действительное число

 М  (а, 0) = а, которое изображается точкой А  на
~| оси Ох. Вследствие этого ось Ох называют
I действительной осью (точками оси абсцисс

a j_____  изображаются действительные числа). Если
А х а  = 0, то получаем чисто мнимое число bi, ко­

торое изображается точкой 5(0, Ь), лежащей на 
оси Оу. По этой причине ось ординат называ­
ется мнимой осью (точками этой оси изобра- 

Рис- 3-1 жаются чисто мнимые числа). Отметим, что
мнимая единица i изображается точкой (0, 1), 

расположенной на положительной полуоси ординат и отстоящей от 
начала координат на расстояние, равное единице. Число (-/) изобража­

О
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ется на оси ординат точкой (0, -1), симметричной точке (0, 1). Любое 
комплексное число ос = (а , Ь), где а Ф О, b  Ф 0, изображается точкой 
плоскости, не лежащей на оси координат. Обратно, любой точке 
М (а , b ) плоскости соответствует комплексное число (a, b) = a + bi. Та­
ким образом, между множеством комплексных чисел и множеством 
точек плоскости установлено взаимно однозначное соответствие. 
Плоскость, точки которой отождествлены с комплексными числами, 
называют комплексной плоскостью.

Рассматривают также комплексную переменную z = х  + iy, где 
х, у  -  действительные переменные, i -  мнимая единица. Значения этой 
переменной -  комплексные числа, изображаемые точками комплексной 
плоскости. Вследствие этого комплексную плоскость называют также 
плоскостью комплексной переменной.

3.4. Арифметические действия над комплексными числами
Из определения комплексного числа (как упорядоченной пары 

действительных чисел) и определения арифметических действий над 
упорядоченными парами (см. формулы (3.3), (3.4), (3.6), (3.7)) следует, 
что

(а + bi) + (с + di) = (a + c) + (b + d ) i ,

(а + bi) ~ (с  + di) — (а -  с) + (b -  d ) i ,

( а + b i ) (с + d i ) = ( ас - b d )  + (bc + a d ) i ,

(3.14)

(3.15)

(3.16)

a + bi ac + bd b e - a d  . , 2 , 2 , = —------  + —------ - i  (c + d  ) Ф0.
c + di c2+ d 2 с + d

(3.17)

Формула (3.14) определяет правило сложения двух комплексных 
чисел: чтобы сложить два комплексных числа, необходимо сложить 
отдельно их действительные и мнимые части. Формула (3.15) означает, 
что при вычитании одного комплексного числа из другого, необходимо 
вычесть отдельно их действительные и мнимые части.

Формулу (3.16) можно получить путем умножения по правилам 
алгебры и замены i2 его значением:

(а + bi)(c + di) = ас + adi + bci + bdi2 = (ас —bd) + (be + a d ) i .



Чтобы получить формулу (3.17), необходимо предварительно 
числитель и знаменатель умножить на с -  d i  (число, сопряженное чис­
лу с  + d i) :

(а + bi) _  (а + bi)(c -  di) _  (ас -  adi + bci -  bdi2) _ a c  + bd b c ~ a d  . 
(c + di) (c + d i) (c -d i)  c 2 - d 2i2 c2 + d 2 + c2+ d 2 *'

Полагая в этой формуле а  -  1, & = 0, получаем

1 с di
(3.18)

c + di c2 + d 2 c2 + d 2

Этой формулой определяется число Р 1, обратное числу р -  с  + d i

(Р Ф 0 ,  т.е. c 2 + d 2 Ф 0 ) .

Легко доказать, что действия над комплексными числами подчи­
няются тем же законам, что действия над действительными числами. 
Если а  =  а  + b i ,  Р =  с  + d i ,  у  =  е  + j i ,  то

а  + Р  = Р  + ос; ( а  + Р )  + у  = а  + (Р + у); а р  = р а ;  ( а Р ) у = а ( Р у ) .

Отметим, что сумма и произведение сопряженных комплексных 
чисел являются действительными числами. Так, если cc = a  + b i ,  
а  = a - b i , то

а + а  = 2а ,  а а  = а  + Ь

Далее, верны следующие равенства:

а  + р  = а  + р , а  -  р -  а  -  р , а р  = а р ,
а

I

где а , р -  комплексные числа, сопряженные с числами а  и р. 

Доказательства этих равенств предлагаются читателю.

Пример 1.
Даны комплексные числа 10 + 8i, 1 + i. Найти их сумму, разность, про­

изведение и частное.
В соответствии с формулами (3.14)—(3.17) находим:



(10 + 8 0  + (1 + /) = (10 + 1) + (8 + 1)1 = 11+ 9/;
(10 + 8/) -  (1 + г) = (10 -  1) + (8 -1 ) /  = 9 + l i ;
(10+  8/)(1 + /) = 10 + 10 / + 8/ + 8i2 = 2  + 18/;

1 0 + 8 / (10 + 8/)(l -  /) 1 0 - 1 0 /  + 8 / - 8 / 2 1 8 - 2 /  n .
- Т 7 Г  = 1 Т 7 о о ^ Г = ~ Г Г ? ---------- = - т - = 9 - '

Пример 2
Найти число, обратное числу р = 4 + 3/.
Пользуемся формулой (3.18). Полагая в ней с = 4, d=  3, получаем

3.5. Возведение в степень комплексного числа. Извлечение 
квадратного корня из комплексного числа
Рассмотрим сначала, как выражаются целые положительные 

степени мнимой единицы /. Принимая во внимание равенство i2 = - 1, 
получаем /3 = i2i -  (-1)/ = /4 = /3/ = ( - /) /  = - / 2 = 1, /5 = /4/ = /,

/б = /5/ = /2 = -1, /7 = /б/ = (-1)/ = - / ,  /8 = f  i = - /  • i = - i 2 = 1 и т.д. В об­
щем виде полученный результат можно записать так:

При возведении комплексного числа а + bi во вторую и третью 
степень пользуются формулами для квадрата и куба суммы двух чисел, 
а при возведении в степень п ( п -  натуральное число, п  > 4) -  формулой 
бинома Ньютона

42 +32 42 +32 25 25

(а  + Ы )п = а п + а"~'Ы + - (П Х) a"~2(b i) 2 +
1-2

п ( п - \ ) ( п - 2 )
1-2-3

| п ( п - \ ) . . . ( п - ( к - \ ) )  
1 • 2 • 3 ■... • А:

ап~г(Ы ?  + ...+

а"~к (b i)k +... + (Ы )п

(3.20)



В правой части этого равенства заменяют степени мнимой еди­
ницы по формулам (3.19) и приводят подобные члены, в результате 
получают некоторое комплексное число с  + di.

Квадратным корнем из комплексного числа называется ком­
плексное число, квадрат которого равен данному числу. Обозначим 
квадратный корень из комплексного числа а  + bi через и + vz, тогда по 
определению

л!a + bi — и + V/; (и + v/ )2 = a  + b i .

Из второго равенства следует, что

«2 -  v2 = а, 2u v - b .  (3.21)

Возведем в квадрат каждое из этих равенств и сложим:

( и 2 - V 2 ) 2 + 4 u 2v 2 =  а 2 +Ь2, ( и 2 + v 2) 2 =  а 2 +Ь2,

откуда и1 + v2 = л/я2 +Ь2. Это равенство и первое из равенств (3.21) 
дают возможность определить г/2 и v2:

и 2 = —^а + л/а2 + b2 j , v2 = а + ^ а 2 + b2 J . (3.22)

Из этих уравнений находят два значения и , которые отличаются только 
знаком, а также два значения v. Все найденные значения будут дейст­

вительными, потому что выражения а + *Ja2 + b2 и -  а + yja2 +Ь2 при
любых а  и b являются положительными. Знаки и и v надлежит выбрать 
так, чтобы эти числа удовлетворяли второму из равенств (3.21). В итоге 
получают два комплексных числа w,+v,/, u2 + v2i , которые имеют 
противоположные знаки и являются значениями квадратного корня из 
комплексного числа а  + bi.

Итак, извлечение квадратного корня из комплексного числа все­
гда возможно и дает два значения, которые отличаются только знаком.

Пример 1.
Возвести в указанные степени данные комплексные числа:
(4 + 3i f ,  (2-4/)3, (1 + 2i f .
Пользуясь формулами



(a + b)2 = a 2 + 2ab + b2 , (a + b)3 = a 3 +3a2b + 3ab2 + Ьг ,
(ia+b)4 =a4 +4<2J6+6aV  +43&5 +b* и формулами (3.19), получаем

(4 + 3 г')2 = 42 + 2 ■ 4 • 3/ + (З/)2 = 16 + 24/ + 9/2 = 16 + 24/ -  9 = 7 + 24/;
(2 -  4/)3 = 23 + 3 • 22 (-4/) + 3 ■ 2(-4/)2 + ( -4 /)э = 8 -  48/ + 96/' -  64i° =I ;\3

-  8 -  48/ -  96 + 64/ = -88 +16/;
>2 . лt т.- »3 . / л.- >4(1 + 2/ f  = 1 + 4 • 2/ + 6( 2/ )2 + 4( 2/ /  + ( 2/ /  = 1 + 8/ + 24/' + 32/3 + 16/’ =

= 1 + 8/ -  24 -  32/ + 16 = -7  -  24/.

Пример 2.
Извлечь квадратный корень из комплексного числа a  = 5 + 12/. 
Обозначим квадратный корень из числа а  через и + vi, тогда 

(м + vi)2 = 5 + 12/. Поскольку в данном случае а = 5, b = 12, то по формулам 
(3.22) получаем:

и 1 = ^ 5  + л/52 + 122 j = | ( 5  + 13) = 9; v2 5 + j = 4 ;

и 2 = 9; «, = 3, иг — -3; v2 = 4, v, = 2, v2 — -2 . Найдено два значения 
квадратного корня: г*, + v,/ = 3 + 2/, w2 + v2i = -3 -  2/.

3.6. Модуль и аргумент комплексного числа.
Тригонометрическая форма комплексного числа
Как уже отмечалось (см. пЗ.З), комплексному числу a  = a + bi 

соответствует точка М(а, Ь) комплексной плоскости (рис. 3.2). Моду­
лем комплексного числа а  = а + bi называют длину г отрезка ОМ, где 
О -  начало координат, М(а, Ь) -  точка, изображающая это комплексное 
число. Модуль комплексного числа a  = а  + b i обозначают символом

Рис. 3.2

a  :



г = |ОЛ/|, r = |a |, ( |a |> 0 ). (3.23)(3.23)

Поскольку \OM\ = -у/a 2 + b2 (см. рис. 3.2), то

|<х| = л1а2 +Ь2, \a + bi] = J a 2 +b2, r = yla2 +b2 , (3.24)

т.е. модуль комплексного числа равен арифметическому значению 
квадратного корня из суммы квадратов его действительной и мнимой 
части. Если Ъ = 0, т.е. число а  является действительным, причем a  = а,

Аргументом комплексного числа a  = а  + b i называют величину 
угла ф наклона отрезка О М  к оси Ох. Аргумент комплексного числа а  
обозначают через Arg а. Аргумент комплексного числа а  имеет беско­
нечное множество значений, отличающихся одно от другого на число, 
кратное 2тс. Аргумент не определен лишь для числа 0, модуль которого 
равен нулю. Среди значений аргумента комплексного числа а  ф 0 су­
ществует одно и только одно значение, заключенное между -я  и л, 
включая последнее. Его называют главным значением и обозначают 
arg а. Итак, аргумент комплексного числа удовлетворяет соотношени­
ям

Arga = arga + 2кп (к  = 0, ±1, ±2,...), -  я < arg а  < я .

С помощью модуля и аргумента комплексное число а  = a + bi 
можно представить в другой форме. Поскольку

то формула а  = Vа 2 + Ъ1 принимает вид а  =

а = ГС08ф, 6 = Г5Шф, (3.25)

то

а + Ы = г(со5ф + /зтф) (г > 0), (3.26)

где

а Ь (3.27)COS ф =



Выражение в правой части равенства (3.26) называют тригоно­
метрической формой комплексного числа. Отметим особенности три­
гонометрической формы комплексного числа:

1. первый множитель -  неотрицательное число, г > 0;
2. записаны косинус и синус одного и того же аргумента;
3. мнимая единица умножена на синус угла.
Два комплексных числа, заданных в тригонометрической форме, 

равны тогда и только тогда, когда их модули равны, а аргументы отли­
чаются на величину, кратную 2п. Следовательно, если

rj (cos ф, + i sin ф,) = r2 (cos ф2 + i sin ф2) , (3.28)

то

ri =r2 > Ф2 = ф) + 2кп (к =  0, ±1, ± 2 , . . .) .  (3.29)

Обратно, из равенств (3.29) следует 
равенство (3.28).

Если комплексное число а  = а + bi 
задано в тригонометрической форме 
а  = r( cos ф + i sin ф), то комплексно-со­
пряженное число a  = a - b i  записывается 
в форме а  = г(со5(-ф) + /5 т (-ф ));  поэтому

}а| = |aj, arg а  = - argа  (рис. 3.3).

Пример
Комплексное число а  = (5 + i)/(2 + 30 

записать в алгебраической и тригонометри­
ческой форме.

Сначала запишем это число в алгебраи­
ческой форме:

5 + z (5 + 0 ( 2 - 3 0  10 — 151' + 2/ -  3 i2

2 + 3 i (2 + 3 0 ( 2 - 3 0  ~ 4 - 9 i 2

=  10 - 1 5 /  + 2/ + 3 13 -  13» _  1 _  .
4 + 9 13 ~ *'

Чтобы записать комплексное число 1— / в тригонометрической форме, 
воспользуемся формулами (3.27). Поскольку в данном случае а = 1, Ь = -1.

то г = ф 1 + ( - 1 ) 2 = y f l  ,



а 1 Л  b 4 1  к  _ . яcos ф = — = —=  = ----- , sin ф = —   , ф = ------+ 2 nk, arg а  = —
г у/2 2 г 2 4 4

Следовательно, комплексное число 1- / имеет следующую тригономет-
(  тО f К '

— — + i sin
1 4J I 4J)

рическую форму: l -  i = V2 (cos 

Замечание.
Комплексное число а  = a + bi = Ксовф + ̂ тф ) можно представить и в

показательной форме. Так как е|<р = со8ф + /зшф (см. формулу (22.74)), то
а = ге,<р. Правую часть этого равенства называют показательной формой 
комплексного числа.

3.7. Действия над комплексными числами, заданными в 
тригонометрической форме
Рассмотрим два комплексных числа а  и Р, заданных в тригоно­

метрической форме

а  = r(cos ф + i sin ф), (3 = p(cos xj/ + i sin у ) . (3.30)

Найдем произведение и частное этих комплексных чисел. Вы­
полняя умножение, получаем

а{3 = г (cos ф + / sin ф)р (cos \j/ + i sin \\f) =
= rp(cos ф cos \|/ + i cos ф sin у  + 1 sin ф cos -  sin ф sin \j/) =
= /"p((cos ф cos \\f -  sin ф5т \j/) + /(cos фsin y  + sin ф cos \j/)),

aJ3 = rp(cos^ + \j/) + /s in ^  + \ |0 ) . (3.31)

Это произведение комплексных чисел а  и Р в тригонометрической 
форме. Из равенства (3.31) следует, что

|а  ■ р| = |а| • |р|, ф + у  = Arg (а(3),

т.е. модуль произведения комплексных чисел равен произведению мо­
дулей множителей, а сумма аргументов является аргументом произве­
дения этих чисел.

Предполагая, что Р * 0 , т.е. р Ф 0, находим частное двух ком­
плексных чисел (3.30):



a  r(cos<p + z'sin(p) r(co s9  + /s in 9 )(co sv |/-is in \|/)
P p(cosv|/ + /sinn/) p(cos  ф + i sin vy)(cos ф -  i sin ф )

r f  (cos ф cos ф + 5 Ш ф 5 Ш ф ) + /(sin ф cos ф -  cos <p sin ф ) ̂

cos2 ф  + sin2 ф

ot г
—  =  — (СОБ(ф -  ф ) +  /  БШ(ф -  ф ))  .
(3  P

(3.32)

Из этой тригонометрической формы частного следует, что

т.е. модуль частного комплексных чисел равен частному модулей чис­
лителя и знаменателя, а разность аргументов является аргументом ча­
стного этих чисел.

Если а  = 1 = l(cosO + / sin 0), (3 = р(соэф + / sin ф) и р ф 0, то фор­
мула (3.32) принимает вид

т.е. модуль комплексного числа рГ1, обратного числу Р, равен обратной 
величине модуля числа Р, а его главное значение аргумента отличается 
от главного значения аргумента Р только знаком.

Переходим к вопросу о возведении в степень комплексного чис­
ла а  = г(соБф + /sin ф ), заданного в тригонометрической форме. Если п 
-  натуральное число, то с помощью формулы (3.31) получаем формулу

-  = —(cos(0 -  ф ) +  / sin(0 -  ф ) ) ,
Р Р

(3.33)

откуда

Р_1 =|РГ, argP"1 = -a r g P ,



Следовательно, при возведении комплексного числа в степень 
модуль возводится в ту же степень, а аргумент умножается на показа­
тель степени.

Формула (3.34) будет верной и для целых отрицательных показа­
телей: поскольку а'" = ( а “1)” , то достаточно использовать эту форму­

лу для числа а -1, тригонометрическая форма которого определена 
формулой (3.33).

Формулу (3.34) называют формулой Муавра. Отметим частный 
случай этой формулы: при г = 1 получим

(cos ф + / sin ф)” = соБПф + /Бтпф .

Пусть требуется извлечь корень степени гг из комплексного чис­
ла а , т.е. найти такое комплексное число (3, что Р" = а . Запишем числа 
а  и Р в тригонометрической форме а  = /'(со5ф + / з т ф ) , 
Р = p(cos0 + /sin0) и обозначим корень степени п из числа а  через

njr(cosф + / sin ф) = p(cos0 + / sin 0 ) , (3.35)

(p(cos0 + /sin0))/’ = r(cosф + / sin ф ).

В соответствии с формулой (3.34) получаем

р" (cos n0 + / sin «0) = r( cos ф + /sin ф ),

откуда р" , пв = ф + 2кк (к  = 0, ±1, ±2...), или

P = V7, 0 = - ^ ± ^ , ( *  = О ,±1 ,± 2 ,...), (3.36)
П

т.е. определены модуль р и аргумент 0 числа Р -  корня п -й  степени из 
числа а. Итак, формула (3.35) с учетом равенств (3.36) принимает вид



где yfr -  арифметическое значение корня, А:-любое целое число.
Придавая к  значения к = 0 ,  1 ,2, 1, получаем п  значений

корня:

Р о = ^ ф . • ф cos—+ /sin —
п

а п Г (  Ф + 2л (3, = у р \ cos-1-------

п

+ /sm
Ф + 2л

Р cos
V п

п п J
Ф + 4 л . . ф + 4л^

• + / sin ■

Ф +  2(л -1 )л  . . ф +  2(л -1 )лcos—  ------— + / sin —---------------
п П /

(3.38)

Отметим, что среди этих значений корня нет одинаковых. Пусть 
р  и q  -  любые разные числа из системы чисел 0, 1,2, 1, тогда

ф +  2/771 ф + 2qit p ~ q
2 п .

п п п

т-, ( p - q )  ( р ~  q)2nПоскольку —— — не является целым числом, то число —— ——  не
п п

будет кратным 2л, т.е. комплексные числа

cos ф + 2/ж  . . ф + 2рл
+ /sm-

п п
ф + 2(771 . ф +  2 q ncos-1- — + / s in -  —

n n

являются различными, ибо разность их аргументов не является числом, 
кратным 2л (см. формулы (3.28) и (3.29)).

Предположим, что к  -  любое целое число; пусть k  = nq  + г, где 
О < г < и -1 , тогда

Ф + 2£л _ ф + 2(пд + г)л ф + 2лг
п п п

+ 2 q n ,



т.е. при этом к  значение аргумента отличается от значения аргумента 
при к = г  на число, кратное 2тс. Следовательно, при этом значении к 
получаем такое значение корня, как и при к - г .

Итак, извлечение корня /z-й  степени из комплексного числа все­
гда возможно и дает п разных значений по формулам (3.38). Из этих 
формул следует, что все п значений корня п-Pt степени из числа а  рас­

положены на окружности радиуса ^|а[ с центром в начале координат и

делят эту окружность на п равных частей.
Отметим, что корень п-й  степени из действительного числа а 

также имеет п  различных значений; действительных среди этих значе­
ний будет два, одно или ни одного, в зависимости от знака а и четности 
п. Корень п -й  степени из нуля имеет только одно значение, равное ну­

лю, т.е. л/о = 0 .

Пример.
Найти значения кубического корня из числа -8.
Представим это число в тригонометрической форме 

-8  = 8(cosTt + i sin п) и применим формулы (3.38):

, , г—------------—— ~  J  п + 2кх . . п+2кк') ,V -8 =y8(cosrc + jsinTt) =2 cos----------+ *sm---------- , Л = 0,1,2;
I 3 3 j



Глава 4 
МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ. СИСТЕМЫ 
ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

В этой главе рассматриваются матрицы и действия над ними, изучаются свойст­
ва определителей. Матрицы и определители широко используются при решении 
систем линейных алгебраических уравнений.

4.1. Матрицы. Основные определения
Матрицей называется система т п  чисел, расположенных в 

прямоугольной таблице из т  строк и п  столбцов. Числа этой таблицы 
называются элементами матрицы'. Обозначения матрицы:

«11 « 1 2  . . .  «1  „
/

«11 « 1 2  , « И « 1 2  . . .  «1*

« 21 « 2 2 « 2  п « 2 1 « 2 2 . .  а 2 . « 2 1 « 2 2 . .  « 2 л
>

_ « т ! а т1 . @тп _ v « m l « m 2  . « т п J « m l « m 2  . . .  «ЯП»

Элементы а,и а,2, ..., a in составляют / - ю строку (/ = I, 2 ,... т), 
элементы а и , аи  ,..., атк -  k-Pt столбец (к = 1, 2, ..., п), а,к -  элемент, 
принадлежащий / - й строке и к-ы у  столбцу матрицы, числа к  назы­
вают индексами элемента. Строки и столбцы матрицы называют ее 
рядами; под двумя параллельными рядами понимают две строки или 
два столбца матрицы. Матрицу, имеющую т  строк и п  столбцов, на­
зывают матрицей размеров т хп  (читается т  на п). Употребляются и 
более краткие обозначения матрицы размеров т хп: [alk]mn, (alk)mn,
|| Я/*|| ям- Матрицу обозначают также одной заглавной буквой, напри­
мер,

« и «12 ... ~ ь и ^12 •• К , -

А  =
«21 « 2 2 « 2  п

, в =
Ь 2]

*22  * •• Ъъ ,

.« m l « m 2 «m/f _ 1 Ь т2 •• К п

1 Элементами матрицы могут быть и другие объекты 
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Если необходимо отметить, что матрица А  имеет т  строк и п 
столбцов, т.е. необходимо указать ее размеры, то пишут А тХп, или А тп.

Две матрицы А тп= (alk)mn, Bpq= (b,k)pq называются равными, если
р  - m , q - n  и a ik= b ik (i = 1 ,2  т\ к = 1, 2, ..., и), другими словами,
если они одинаковых размеров и их соответствующие элементы рав­
ны.

Матрица, состоящая лишь из одной строки, называется строч­
ной матрицей, или матрицей-строкой. Строчная матрица имеет вид

k l '  ^12’ •••’ а \п ]•

Матрица

аи
«21

«»!

имеющая лишь один столбец, называется стопбцевой матрицей, или 
матрицей—столбцом.

Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нуле­
вой матрицей. Обозначим нулевую матрицу буквой О, тогда по опре­
делению

0 =

О 0 ... О
о о ... О

о о о

(4.2)

Квадратной матрицей называется матрица, у которой число 
строк равно числу столбцов (т = я), т.е. матрица вида

а \\ ам 
а2\ агг

* п \  а п 2

.. а\п
... а 2л

... а„

(4.3)



Порядком  квадратной матрицы называется число ее строк (или 
столбцов). Квадратная матрица первого порядка отождествляется со 
своим единственным элементом. Выпишем квадратные матрицы пер­
вых трех порядков:

[«i I ]»

_ "«11 «21 «13 "
«11 «12

> «21 «22 «23
_«21 «22

.«31 «32 «33.

Будем говорить, что элементы д м, а22, ..., а„п квадратной матри­
цы (4.3) образуют ее главную диагональ, а элементы д 1л, агп_х, ап]-  
вторую диагональ.

Квадратная матрица называется симметрической, если а,к-  а^, 
т.е. равны ее элементы, симметричные относительно главной диагона­
ли. Например, симметрическими являются матрицы

1 2 
2 3

«п ап 
«12  « 2 2

2 4 з' «п «12 «13 ”
4 1 5 > «12 «22 «23
3 5 7 «13 «23 «33

Диагональной матрицей называется квадратная матрица, у ко­
торой все элементы, не принадлежащие главной диагонали, равны ну­
лю, т.е. матрица

diag (ап ,а 22,. . .а ш>) =

аи 0 ... О
О а22 О

О 0 ... а..

(4.4)

Единичной матрицей называется диагональная матрица, у кото­
рой все элементы главной диагонали равны единице. Обозначим еди­
ничную матрицу буквой Е, тогда

Е =

1 О 
О 1

О
О

(4.5)



Единичную матрицу кратко обозначают так: Е=[8,*j, где 5,* -  символ 
Кронекера т.е.

,1,еслиг=/:,
Я, к = \ п . , О, если / Ф к.

Желая отметить, что единичная матрица имеет порядок п , пишут Е п.
Треугольной матрицей называется квадратная матрица, все эле­

менты которой, расположенные по одну сторону от главной диагона­
ли, равны нулю. Различают соответственно верхнюю и нижнюю тре­
угольные матрицы:

« и а , 2 « 1 3  • • « . л « м 0 0  . 0  ‘

0 « 2 2 • « 2 л а 2\ « 2 2 0  . . 0

0 0 а 33 . ■ « З л > « 3 1 « 3 2 « 3 3 . 0

0 0 ■ а пп _«,■> « „ : « „ 3  • - а „ п _

Матрица произвольных размеров

«п « 1 2 « 1 3  • .. а1г .

1
с

3

0 « 2 2 « 2 3 .. а 2, . ■ « 2 п

0 0 « 3 3  •.. а3г . • « 3  п

0 0 0 . .. а гг . ■ «™
. .. . .. . . . ................ .

1

о 0 0 . .. 0  . .. 0

где а,,*  0 (/ = I, 2,..., г), aik = О при i > г, называется квазитреугольной 
(ступенчатой или трапециевидной).

1 Леопольд Кронекер (Leopold Kronecker, 1823-1891) -  немецкий математик.



4.2. Действия над матрицами

Линейные действия над матрицами.
Линейными действиями над матрицами называются сложение и 

вычитание матриц, умножение матрицы на число. Сложение и вычи­
тание матриц определяются только для матриц одинаковых размеров.

Суммой двух матриц А  = (aik)m„, В= (bik)m„ называется такая мат­
рица С = (cik)mn, что

с,к = а1к + Ъл (/ = 1,2,...,/я; к = 1,2,...,и), (4.8)

т.е. матрица, элементы которой равны суммам соответствующих эле­
ментов матриц слагаемых. Сумма двух матриц А  и В  обозначается 
А+В.

Пример 1

'3 - 2  4 ‘ 1 8 - 3 '4  6 1'
А = , в  = , А + В =

5 -1  - 6 2 - 4  9 7 - 5  3

Под суммой А + В + С  трех матриц А , В, С  понимается матрица, 
полученная в результате последовательного сложения этих матриц, т.е.

А + В + С = (А + В) + С.

Аналогично определяется сумма матриц для большего числа 
слагаемых.

Разностью A - В  двух матриц А= (а,к)тп, В= (Ь,к)тп называется 
матрица D = (d lk)mn, для которой

d ,k = a, k - b,k O'= 1 ,2 , - , /и; к  = 1,2,...,«), (4.9)

Пример 2.

'3 4 2" '1 5 -  Г '2 - 1  3'
, в  = и1

9 8 - 5 6 3 - 9 3 5 4

Произведением матрицы А = (а ,к)тп на число а (или числа а  на 
матрицу А ) называется матрица В = (Ь ,к)тп, для которой 
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т.е. матрица, полученная из данной умножением всех ее элементов на 
число а. Произведение матрицы А на число а  обозначается А а, или 
аА.

Матрицу (-1)Л будем называть матрицей, противоположной 
матрице А , и обозначать -А.

Замечание.
Разность А—В  двух матриц можно определить так:

_______________________ А -  В = А + (-В).____________________(4.11)

Линейные операции над матрицами обладают следующими 
свойствами:

1. А+В = В+А. 5. 1 - А - А .

2. (А+В)+С = А+{В+С). 6. сх(РЛ) = (оф)А.

3. А+О  = А. 7. а{А+В) = аА+аВ.

4. А+(-А) = О. 8. (а+Р)Л •= аД+рл,

где А, В, С  -  матрицы одних и тех же размеров; О -  нулевая матрица; 
(-А) -  матрица, противоположная матрице А; а,р -  любые действи­
тельные числа.

Докажем, например, первое из них. Так как (А + В ) = (aik+bik)m„, 
(В +  А) =  ( bik+ aik)mn, a ik+  b,t= bik+ a lk ( i =  1 ,  2, . . . ,  m\ к  =  1 ,  2, . . . ,  n)  t o  

A+ B= B+ А. Доказательства остальных свойств предоставляются чи­
тателю.

Умножение матриц.
Это действие определяется для согласованных матриц. Матрица 

А  называется согласованной с матрицей В , если число столбцов мат­
рицы А  равно числу строк матрицы В: матрица А тп согласована с мат­
рицей В п[ («ширина» матрицы А  равна «высоте» матрицы В). Отметим 
следующее: 1) из согласованности матрицы А  с матрицей В  не следует 
согласованность матрицы В  с матрицей А; 2) если А  и В — квадратные 
матрицы одного порядка, то они взаимно согласованы (А  согласована с 
В, В  согласована с А). Поясним это понятие на примере. Даны три 
матрицы

4 Зак. 444 97



_ X Ь\г Ьп Си С 12 С 1Э

i4 = «и « 1 2 « 1 3 , в = К Ьгг Ьгг , с - С 21 С2 2 С23
« 2 1 °22 « 2 3 . А. ^ 3 2 V - С 31 CJ2 С 3 3 _

Матрица А  согласована с матрицей В  (А имеет 3 столбца, В -  3 стро­
ки), матрица В  не согласована с матрицей А  (В  имеет 3 столбца, А  -2  
строки), но согласована с матрицей С, матрица С  согласована с матри­
цей В  и не согласована с матрицей А.

Произведением матрицы А тп= (a ik)mn на матрицу B ni= (bik)nt на­
зывается такая матрица Ст]= (cik)mi, для которой

п
c ik = a i A k + a i A k  + -  + « ,А *  - c ik = А *  ’ (4Л2)

1

т.е. элемент с,к матрицы Ст/ равен сумме произведений элементов i- й 
строки матрицы А тп на соответствующие элементы к-го  столбца мат­
рицы B„i. Матрица Ст! имеет т  строк (как и матрица А т„) и / столбцов 
(как и матрица В п1). Произведение матрицы А  на матрицу В  обознача­
ется АВ.

Замечание.
Из того, что матрицу А можно умножить на матрицу В , не следует, что 

матрицу В можно умножать на А (так как из согласованности А с В  не сле­
дует согласованность В с А).

Произведение А В  рассматривают как результат умножения мат­
рицы А  на матрицу В  слева или умножения матрицы В  на матрицу А 
справа.

Пример 3.
Даны две матрицы второго порядка

'3 0' '0 0"
А = , в  =

0 0 4 0

Найти произведения АВ  и ВА.
Пользуясь формулой (4.12), для матриц A=(alk)22, B=(bik)2г находим 

общие выражения указанных произведений:



АВ =

В А =

ч , «12 К

1
ГЧ

-сГ

агг. ^22.

X К ~ап «.2
b21 Ь22. -°2\ а22_

ciltbu + al2b2i 

a ifiw ■+* £222̂ 21

aubn + апЬ22 

a2lbi2 + a22b22

12 2 2

b2luu + Ь2̂ о2] b2]ci]- -¥■ b22(i22

В случае данных матриц А и В получаем

"3 0' ‘0 0‘ 3-0 + 0-4 3 0  + 0 -0 ' 0 0 '
АВ  = .

0 0 _4 0 0 0  + 0-4 0 -0  + 0 0 0 0

0 0 ' '3 0* ' о - з + о - о о - о+о- о* ' о 0
ВА =

4 0 0 0 4-3 + 0 0 4 0  + 0-0 12 0

Для этих произведений АВ ^  ВА. Отметим, что АВ  -  нулевая матрица. 
Этот пример показывает, что произведение матриц может быть нулевой 
матрицей, когда оба множителя не являются нулевыми матрицами.

Пример 4.
Даны две матрицы

А =

'5 4
"1 2 3 - Г

3 2
0 4 5 - 2 , в =

1 -5
7 1 0 -3

9 - 7

Найти произведение АВ. Можно ли получить произведение ВА?
Число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В («ширина»- 

матрицы А равна «высоте» матрицы В), поэтому произведение А В опреде­
лено.

В соответствии с формулой (4.12), умножая «строку матрицы А на 
столбец матрицы В», получаем



АВ =
1-5 +2-3 + 3 1 +  (-!)• 9 1-4+2-2 + 3(-5) + (-1)(-7)‘
0 5 + 4 3 + 5 1 + (-2)-9 0 • 4 + 4 - 2 + 5(-5) + (—2)(—7) 
7 5 + 1 -3 + 0 1 + (-3)-9 7 • 4 +1 • 2 + 0(—5) + (—3)(—7)

5 0'
- 1  - 3  

И 51

Произведение ВА не определено, так как число столбцов матрицы В не
равно числу строк матрицы А._______________________________________

Если для матриц А  и В  определены произведения А В  и ВА, то 
не всегда АВ=ВА. В случае, когда

АВ=ВА, (4.13)

матрицы А и В  называются перестановочными, или коммутативны­
ми.

Легко видеть, что

АЕ=ЕА—А ; (4.14)

А 0 = 0 А = 0 , (4.15)

т.е. при умножении матриц единичная матрица Е  играет роль едини­
цы, нулевая матрица О -  роль нуля.

Умножение матриц обладает следующими свойствами. Если 
имеют смысл соответствующие действия, то

1. С4В)С=А(ВС).
2. а(АВ)=(аА)В=А(аВ).
3. (А+В)С=АС+ВС.
4. С(А+В) =СА+СВ.
Первое свойство называется свойством сочетательности, или ас­

социативности, третье -  свойством распределительности (дистрибу­
тивности) умножения справа относительно сложения матриц.

Докажем первое из этих свойств: (А В)С  = А(ВС). Пусть даны 
три матрицы: A  = (alk)mn, В  = {blk)nq, C  = (clk)q/; очевидно, матрица А 
согласована с матрицей В, матрица В  согласована с матрицей С. Так 
как матрица А В  согласована с матрицей С  и матрица А  согласована с



матрицей ВС, то обе части равенства имеют смысл. Матрицы (А В )С  и 
А{ВС) имеют одинаковые размеры mxl. Введем обозначения: 
A fi=D =(div)„,, BC=G= (а*)*, (/=(АВ)С=(и,1)„„ V=A(BC)=(v,k)ml. По­

скольку «м» = 2 Х С-  . то
М=1 1=1

f l IU j , К С I . «I'u^uv^v* ■
Jl=l  ̂ V=1 J (1=1 V=i V=l |i=l

Следовательно, ulk = vik{i = 1, 2 ,..., m\ к = 1, 2 ,..., /), т. e. U = V, или 
(A B)C = A (B C ).

Многочлены от матриц.
Целой положительной степенью Л* (к > 1) квадратной матрицы 

А  называется произведение к матриц, каждая из которых равна А , т.е. 
А к = А • А ■... • А . Матрица А к имеет тот же порядок, что и матрица А.

 v--------
к раз

Нулевой степенью квадратной матрицы А  (А Ф 0) называется единич­
ная матрица того же порядка, что и А, т.е. А°= Е. Первой степенью А 1 
матрицы А  называется сама матрица Л, т.е. А 1 = А. Многочленом (или 
полиномом) степени к (к -  целое неотрицательное число) от квадрат­
ной матрицы А  называется выражение вида

акА к + ak_iA k 1 +... + а2А 2 + cIqA 0.

где а, (/ = 0, 1 ,2 , ..., к) -  любые числа, причем акФ 0. Обозначим мно­
гочлен от матрицы А  через Р(А), тогда по определению Р(А)= 
=ahA k+ak_iA k~1+...+а2А 2+а1А+ а0А°, или

Р{А) = акА к + ак_1А к 1 + ... + А 2 + <я, А + .

п
îk ~ «/ц 8 jjJt —

ц = 1



Из определения следует, что многочлен от матрицы можно по­
лучить, если в обычный многочлен

Р(х) = акхк + ... + а2х г + a ix  + a0 ,

вместо х  подставить квадратную матрицу (и учесть, что а0 = а<ух ).
Пусть дан многочлен Р{х). Если Р(А) является нулевой матри­

цей, т.е. Р(Л) = О, то матрица Л называется корнем многочлена Р(х), а 
многочлен Р(х) -  аннулирующим многочленом для матрицы А.

Пример 5.

Показать, что матрица А =
1 -1  

2  - 3
является корнем многочлена

Р(х) = х2+2х~1.
Подставив в данный многочлен вместо х  матрицу А, получим

'1 - Г 2 ‘1 - Г '1 0'
+ 2 А -  Е =

2 - 3
+ 2

1 ы 1 ы 1 0 1

-1  2
+

2 - 2 1 0 = 0 0

г 1 -о 4 - 6 0 1 0 0
= 0.

Так как Р(А)=А2+2А—Е=0, то матрица А -  корень данного многочлена.

Транспонирование матрицы.
Матрица, полученная из данной заменой каждой ее строки 

столбцом с тем же номером, называется матрицей, транспонированной 
относительно данной. Матрицу, транспонированную относительно 
матрицы А , обозначим через Л' или А Т. Таким образом, если

~ап а \2

1
С

sT ’«и а21 ... ат\"

Л = а2\ а22 , то А ' = Д!2 а 2 2 ... аш2
... ........... ... ... ... ...

“тх ат2 • * ^  тп _ “in а 2п ... атп _

(4.16)

Отметим, что если Л -  матрица размеров т хп, то матрица А ' 
имеет размеры пхт . Операция нахождения матрицы, транспонирован­



ной к данной, называется транспонированием матрицы. Справедливы 
следующие свойства:

1. (А У = А . 2. (аЛ)'= о(А1. 3. (Л + В у= А '+ В '. 4. (АВ)'= В'А'.
В справедливости первых трех свойств читатель легко может 

убедиться самостоятельно. Докажем свойство 4. Прежде всего, заме­
тим, что левая часть равенства (АВ)'=В'А ' имеет смысл только в том 
случае, когда матрица А  согласована с матрицей В, т.е. в случае 
А ~ А т„ и В  = В„/ Так как В'= В {п, А ' = А пт, то матрица В ' согласована с 
А ' и произведение В 'А ' определено. Чтобы доказать равенство 
(А В у= В 'А ', необходимо убедиться в том, что матрицы (АВ)' и В 'А ' 
имеют одинаковые размеры и их соответствующие элементы равны 
между собой. Произведение А В  -  матрица размеров шх/, поэтому 
транспонированная к ней матрица (АВ)' имеет размеры Ыт. Матрица 
В 'А ’ имеет также размеры Ыт, поскольку B'=B'tn, А '= А ’пт. Элементы 
матриц Л, В, А В  обозначим буквами а, Ь, с  с соответствующими ин­
дексами, а элементы матриц Л', В', (АВ)' -  теми же буквами а, Ъ, с  со 
штрихом. Пусть с'цс -  элемент матрицы (АВ)', стоящий в й строке и 
к-гл столбце матрицы АВ. Элемент с \к равен элементу ск, матрицы АВ, 
принадлежащему ее к-й  строке и /-му столбцу, т.е. c',k- c ki. В соответ-

п
ствии с правилом умножения матриц получаем с',к- с к,= ^  akjbjt , где

1
акр bj, -  элементы матриц А  и В  соответственно. Поскольку akj = а)к,

п п
ЬР =Ь',Р то с \к= 'У ' а'^Ь'! = 7 > Х  • Последнее выражение, представ-

j=1 j=I
ляющее собой сумму произведений элементов / - й строки матрицы В ' 
на соответствующие элементы к-го  столбца матрицы А', является эле­
ментом матрицы В 'А ', принадлежащим /-й  строке и &-му столбцу. 
Следовательно, соответствующие элементы матриц (АВ)' и В 'А ' равны 
между собой. Свойство 4 доказано.

Комплексные матрицы.
Матрица, элементами которой являются комплексные числа, на­

зывается комплексной матрицей. Над комплексными матрицами опре­
деляются действия, аналогичные действиям над действительными 
матрицами: сложение, вычитание, умножение матрицы на число, ум­
ножение матриц. Определителем квадратной комплексной матрицы 
будет комплексное число.

Если элементами матрицы Z являются комплексные числа



Zkj = xkj + iykj  ■

то ее можно представить в виде Z = X + iY , где матрицы X и Y состав­
лены из элементов ^ .^соответственно; матрица X называется дей­
ствительной частью, матрица Y — мнимой частью матрицы Z. Две ком­
плексные матрицы Z j= X i + iY i, Z2= X 2+ Y 2 считаются равными то­
гда и только тогда, когда равны их действительные и мнимые части, 
т.е. Х ]= Х 2, Y j= Y 2 -

Матрица Z , составленная из элементов z kJ = x kJ -  iykj, назы­
вается комплексно-сопряженной матрице Z, элементы которой -  ком­
плексные числа x kJ + iyk . Отметим, что

Z, + Z2 = Z, + Z2, Z.Z2 = Z, • Z2, d e tZ  = d e tZ  .

4.3. Определители второго и третьего порядков и их 
свойства
Определителем квадратной матрицы второго порядка

А =
а,и 12
«21 «22

называется число, равное а иа22-  а \2а2\ и обозначаемое символом

«1 1 « 1 2
т . е .

« п « 1 2 _

« 2 1 « 2 2 « 2 1 « 2 2
Ml “22 12 2 1 '

(4.17)

Числа 67ц, а п , а2\, я22 называются элементами определителя матрицы 
второго порядка. Каждый элемент определителя обозначается буквой 
а  с двумя индексами: первый (1) обозначает номер строки, второй (2) -  
номер столбца, на пересечении которых находится соответствующий 
элемент (например, элемент аг\ принадлежит второй строке и первому 
столбцу определителя).

Определитель матрицы называют также детерминантом. Для
определителя матрицы Л употребляются следующие обозначения: \а \ ,

Д, det A , det (я,*).
Определителем квадратной матрицы третьего порядка



« и «12 «13

« 2 . « 2 2 «23

«31 « 3 2 «33

«11 « .2 «13

«21 « 2 2 « 2 3

«31 « 3 2 « 3 3

« И « 2 2 « 3 3  +  « 1 2 « 2 3 « 3 1  +  «21 « 3 2  «13 а \За 22а З\
(4.18)

а \га г\а зз « 2 3 « 3 2 « п -

Заметим, что каждое слагаемое алгебраической суммы в правой 
части формулы (4.18) представляет собой произведение элементов оп­
ределителя, взятых по одному и только по одному из каждой строки и 
каждого столбца. Этому произведению приписывается соответствую­

щий знак. Чтобы запомнить, какие 
произведения следует брать со 
знаком плюс, какие со знаком ми­
нус, полезно правило, схематиче­
ски изображенное на рис. 4.1.

Минором какого-либо эле­
мента определителя называется 
определитель, полученный из дан­
ного вычеркиванием той строки и 

того столбца, которым принадлежит данный элемент. Минор элемента 
а,к обозначим М 1к. Например, минором элемента а2\ определителя 
(4.18) является определитель второго порядка

+
Рис. 4.1

М 21 =
а п  £713 

сгг2
(4.19)

минором элемента <321 определителя (4.17) -  элемент a i2 (определитель 
первого порядка).

Алгебраическим дополнением элемента a lk определителя назы­
вается его минор, взятый со знаком (—1)'*\ Например, алгебраическим 
дополнением элемента a2i определителя (4.18) является определитель 
(4.19), взятый со знаком минус. Алгебраическое дополнение элемента 
я»* будем обозначать через A lk. В соответствии с определением



Aik = (- \У +кМ л . (4.20)

Определители матриц второго и третьего порядка будем короче 
называть определителями второго и третьего порядка. Свойства опре­
делителей второго и третьего порядка выражаются следующими тео­
ремами.

Теорема 4.1.

1) Определитель не изменится при замене всех его строк со­
ответствующими столбцами;

2) при перестановке двух столбцов (строк) определитель ме­
няет знак;

3) определитель с двумя одинаковыми столбцами (строками) 
равен нулю;

4) множитель, общий для элементов некоторого столбца 
(строки), можно выносить за знак определителя;

5) определитель равен нулю, если все элементы некоторого 
столбца (строки) равны нулю.

Доказательство проведем для определителя третьего порядка.
1. В определителе (4.18) каждую строку заменим столбцом с тем 

же номером, получим новый определитель

« п « 2 1 « 3 1

« 1 2 « 2 2 « 3 2 « 11  « 2 2 « 3 3  « 2 1  « 3 2  « 1 3  « 1 2  « 2 3  « 3

« 1 3 « 2 3 « 3 3

« 3 i « 2 2 « n  « 2 1 « 1 2 « з з  « з 2 « 2 з « и -

Сравнивая это равенство с равенством (4.18), заключаем, что опреде­
лители равны, так как равны правые части указанных равенств.

2. В определителе (4.18) переставим, например, второй и третий 
столбцы, тогда

« И  « 1 3  а \2

а 2\  « 2 3  « 2 2

« 3 1  « 3 3  « 3 2

Алгебраическая сумма в скобке равна правой части формулы
(4.18), новый определитель отличается от исходного только знаком.

« 1 1  « 2 3  « 3 2  +  « 1 3  « 2 2  « 3 1  +  « 2 1 « 3 3 « 1 2  ~~ « 1 2 « 2 3 « 3 1  — « 1 3 « 2 1 « 3 2  — 

— ^ 2 2 « 3 3  «1 1  ~  — 1( « И  « 2 2 « 3 3  « 1 2 « 2 3 « 3 1  +  « 2 1 « 3 2 « 1 3  —

~  « 1 3 « 2 2 « 3 1  « 1 2 « 2 1  « 3 3  ~  « 2 3 « 3 2 « п ) -



Другие случаи рассматриваются аналогично.
3. Определитель (4.18) обозначим через А. Пусть он содержит 

два одинаковых столбца. Переставив эти столбцы, получим тот же оп­
ределитель А. По свойству 2 определитель при этом изменит знак, т.е. 
Л=-Д, откуда Д=0.

4. Пусть в определителе (4.18) элементы, второго столбца име­
ют общий множитель А, тогда

« п Х«, 2 « 1 3 « 1 . « 1 2 « 1 3

« 2 1 ^ « 2 2 « 2 3 = х « 2 1 « 2 2 « 2 3

« 3 1 ^ « 3 2 « 3 3 « 3 1 « 3 2 « 3 3

так как

« И * « 2 2 « 3 3  * « 1 2  « 2 3  « 3 1  +  « 2 1 * « 3 2 « 1 3  — « 1 3  * « 2 2  « 3 1  “  * « 1 2 « 2 1 « 3 3  ~

~ Х а з 2 « 2 3 « 1 1  ~  * ( « | 1 « 2 2 « 3 3  « 1 2 « 2 3 « 3 1  +  « 2 1 « 3 2 « 1 3  « 1 3 « 2 2 « 3 1 ~

« 1 2 « 2 1 « 3 3  — « 3 2 « 2 3 « 1 | ) -

Другие случаи рассматриваются аналогично.
С л е д с т в и е .  Определитель с двумя пропорциональными 

столбцами (строками) равен нулю.
Действительно, выделяя общий множитель элементов одного из 

этих столбцов (коэффициент пропорциональности) и вынося его за 
знак определителя, получаем определитель с двумя одинаковыми 
столбцами, равный нулю.

5. Если все элементы некоторого столбца (строки) равны нулю, 
то каждое слагаемое алгебраической суммы в правой части (4.18) рав­
но нулю, как произведение, содержащее нулевой множитель.

Все свойства определителя второго порядка доказываются ана­
логично, при этом используется формула (4.17).

Теорема 4.2.

Определитель не изменится, если к элементам некоторого 
столбца (строки) прибавить соответственные элементы другого 
столбца (строки), предварительно умножив их на один и тот же 
множитель.



Пусть, например, к элементам третьего столбца определителя
(4.18) прибавлены соответственные элементы второго столбца, умно­
женные на множитель X, тогда

«.. Я,2 «13 + ̂ «12 «11 «12 «13 «н «12 Л,«|2
«21 *22 «23 *̂22 = «21 «22 «23 +«21 «22 *̂22
*31 «32 «33 + ̂ «32 «3. «32 «33 «31 «32

«П «12. «13 «п *12 «12 «.. «12 «13
= «21 «22 «23 + х «2. «22 «22 — «21 «22 «23

*31 «32 «33 «31 *32 «32 «31 «32 «33

поскольку

«II« 2 2  ( « 3 3  + ̂ « 3 2  ) + « 1 2  ( « 2 3  + ̂ « 2 2  ) « 3 1  + «21 « 3 2  ( « 1 3  ^ « 1 2 )  ~
_  ( « 1 3  ^ « 1 2  )  « 2 2  « 3 1  _  « П « 2 | ( « 3 3  ^ " « 3 2  )  ~  ( « 2 3  ^ " « 2 2  ) « 3 2 « l  I =

=  | «22« 3 3  « 1 2 « 2 3 « 3 1  +  « 2 1  « 3 2 « 1 3  — « ! 3 « 2 2 « 3 1  ~  « 1 2 « 2 1  « 3 3  ~

« 2 3  « 3 2  «11  +  ^ ( « 1 1  « 2 2  « 3 2  « 1 2  « 2 2  « 3 1  « 2 1  « 3 2  « 1 2  « 1 2 « 2 2 « 3 1  —

« 1 2  « 2 1  « 3 2  — « 2 2 « 3 2 « I I  ) •

Замечание.
Одновременно доказано, что если в определителе все элементы некото­

рого столбца (строки) равны суммам двух слагаемых, то такой определи­
тель равен сумме двух соответствующих определителей.

Теорема 4.3.

Определитель равен сумме произведений элементов любой 
строки (столбца) на их алгебраические дополнения.

Доказательство.
Для определителя второго порядка теорема очевидна, утвер­

ждение ее следует из формулы (4.17).
Преобразуем правую часть формулы (4.18). Так как



« 11« 2 2 « 3 3  + « 12« 23«31 + « 21« 32«13 «13« 2 2 « 3 1 « 12«21«33 « 32« 23«11

— #], (# 2 2 « 3 3  ~ « 2 3 « 3 2  ) + « 1 2  («23«31 ~ « 2 1  « 3 3  ) + « 1 3  (« 2 1  « 3 2  _ «22«31 ) —

И

то

« 2 2 « 2 3
+  a u

« 2 3 « 2 1 « 2 . « 2 2
=  « 1 1 +  « 1 3

« 3 2 « 3 3 « 3 3 « 3 1 « 3 , « 3 2

4 . =
« 2 2  « 2 3

« 3 2  « 3 3
> А 2 =

« 2 !  « 2 3

« 3 1  « 3 3
» Дз “

« 2 1  « 
«31 «

22

32

,  ( 4 - 2 1 )

Д — аи А1] + а]2А]2 + а]3А]3, (4.22)

где через А обозначен определитель (4.18); А и , А п , Л 13 -  алгебраиче­
ские дополнения элементов а п, a\i, ci\з-

Формула (4.22) называется разложением определителя по эле­
ментам первой строки. Аналогично получается разложение по элемен­
там других строк и столбцов.

Теорема 4.4.

Пусть А — некоторый определитель третьего порядка. Сумма 
произведений алгебраических дополнений элементов какой-нибудь 
строки (столбца) на любые числа q x, q2, q3 равна определителю А', 
который получается из данного А заменой упомянутой строки 
(столбца) строкой (столбцом) из чисел q q2, <?з-

Доказательство.
Рассмотрим определитель

<7i <?2 Яг

A '  = « 2 1 « 2 2 « 2 3

« 3 1 « 3 2 « 3 3

полученный из определителя А (см. (4.18)) заменой первой строки 
строкой из чисел q u q2, q3. На основании теоремы (4.3) 
д'=  q]Q v+ q2Q2+ q iQ 3, где Q u Q2, Q 3 -  алгебраические дополнения



элементов q ь q2, qj. Так как = А и , Q2 = А х1, Qj = А п , где А и, Ли» 
А )3 определяются формулами (4.21), то Д'= q iA n + #2^ 12+ 4X0 и
требовалось доказать.

Теорема 4.5.

Сумма произведений элементов какой-нибудь строки (столбца) 
на алгебраические дополнения соответствующих элементов другой 
строки (столбца) равна нулю.

Доказательство.
Для определителя второго порядка теорема очевидна (получаем 

определитель с двумя одинаковыми строками).
Пусть дан определитель А (4.18). Покажем, например, что 

а иА 1х+ а 12Л 22+ ЯхзА2з= 0. По теореме 4.4

« и « 1 2

« 1 1 ^ 2 1  « 1 2 ^ 2 2  « 1 3 ^ 2 3 « и « 1 2 «

« 3 1 « 3 2 а

Поскольку этот определитель равен нулю (как содержащий две 
одинаковые строки), то а пА 21+ а 12А 22+ 0. Остальные случаи
рассматриваются аналогично.

Пример.
Вычислить определитель третьего порядка

Д =

1 -2  3 
4 - 1 5

6 - 8  7

тремя способами (по определению, по теореме разложения, преобразова­
нием его с помощью свойств).
1. Д = -7 -  60 -  96 + 18 + 56 + 40 = -49.

= 1 • 33 + 2(-2) + 3(-26) = -49.

3. Умножая первую строку на (—4) и прибавляя ко второй, затем умножая 
первую строку на (-6) и прибавляя к третьей, получаем

-1 5 4 5 4 -1

К) > н

- 8  7
+ 2-

6 7
+ 3-

6 - 8



О 4 - 11

Разлагая этот определитель по элементам первого столбца, находим

7 - 7
А = 1- = (-77  + 28) = -49.

4 -11

4.4. Определители « -го  порядка
Перейдем к выяснению понятия определителя любого порядка 

л, где n ' t  3. Рассмотрим квадратную матрицу «-го  порядка

Понятие определителя этой матрицы или определителя порядка 
п  введем индуктивно, считая, что уже введено понятие определителя 
порядка л-1, соответствующего квадратной матрице (л-1) -го порядка.

Минором элемента а,к матрицы л-го порядка (4.23) называют 
определитель порядка л-1, соответствующий той матрице, которая 
получается из матрицы (4.23) в результате вычеркивания /-й  строки и 
к -го столбца. Минор элемента а,к обозначим через М,к. Алгебраиче­
ским дополнением элемента а,к назовем его минор, взятый со знаком 
(-1)'+*, и обозначим через А,к, т.е. А,к-  (-1 ),+kM ik.

Определителем порядка п , соответствующим матрице (4.23),

а\ 1 а\2
_ а2\ а22 а2п (4.23)

а,пп

п

называют число, равное и обозначаемое одним из

символов



A, det А ,

«И «12 
«21 «22

« л .  « л 2

«1м

.. а2л

...

Итак, по определению

«1 1  « 1 2  

« 2 1  « 2 2

« л 1  « л 2

‘ 1л

2л

Л . ,

* = 1

или

/I
detA  = ' ^ a liA}k.

к=1
(4.24)

Последняя формула выражает правило составления определите­
ля порядка п по элементам первой строки соответствующей ему мат­
рицы и по алгебраическим дополнениям этих элементов, являющимся 
определителями порядка п - 1, взятыми с надлежащими знаками. Из 
формулы (4.24) при п  = 2 получаем формулу (4.17), при п = 3 -  фор­
мулу (4.22).

Естественно возникает вопрос, нельзя ли использовать для по­
лучения величины определителя элементы и соответствующие им ми­
норы не первой, а любой строки матрицы, а также вопрос о разложе­
нии определителя по элементам любого столбца. Ответ на эти вопросы 
дают две следующие основные теоремы, приводимые здесь без доказа­
тельств.

Теорема 4.6.

Каков бы ни был номер строки / (/= 1, 2, ..., п), для определителя 
п-го  порядка (4.24) справедлива формула

det А = £ ( - 1 Г ‘



detЛ ^ а» А »  (/ =  1,2,..., и), (4.25)
к=1

называемая разложением этого определителя по i-u  строке.

Теорема 4.7.

Каков бы ни был номер столбца к (к = 1, 2, п), для определи­
теля п -го  порядка (4.23) справедлива формула

п
<1еЫ = £ ( - 1 Г Ч М /;1,

/=1

или

п
detA  = ^ a lkAlk (k  = 1, 2 , п), (4.26)

i=]

называемая разложением этого определителя по к-му столбцу.

Пример.
Вычислить определитель матрицы

"1 -1 2 2 ' 1 -1 2 2
1 - 2 3 2

, т.е. det А =
1 -  2 3 2

4 -  1 5 15 4 -1 5 15
6 - 8 7 9 6 - 8 7 9

Применяя формулу (4.24), получаем

- 2 3 2 1 3 2 1 - 2 2 1 - 2 3
det Л = -1 5 15 + 4 5 15 + 2- 4 -1 15 - 2 - 4 -1 5

- 8 7 9 6 7 9 6 - 8 9 6 - 8 7

Вычисляя определители третьего порядка, находим 
det А= -147 + 98 +2(-49) -2(-49) = -49.



Замечание.
Этот определитель можно вычислить путем его преобразований на ос­

новании свойств:

1 -1 2 2 1 0 0 0 -1 1 0 -1 0 01 - 2 3 2 1 -1 1 0
— 3 -3 7 3 0 74 -1 5 15 4 3 -3 7 - 2 -5 -3 - 2 -7 -36 - 8 7 9 6 - 2 -5 -3

(Второй определитель получен из первого путем прибавления первого 
столбца ко второму, умножения на (-2) первого столбца и прибавления к 
третьему, а затем к четвертому столбцу.)

Отметим, что для определителей п -г о порядка (п  > 3) также 
верны теоремы 4.1-4.5. Сформулируем теорему 4.4 (теорему замеще­
ния) и теорему 4.5 (теорему аннулирования) для определителей «-го  
порядка.

Теорема 4.8 (теорема замещения).

Сумма произведений произвольных чисел b ь Ь2, Ь„ соответ­
ственно на алгебраические дополнения элементов некоторого столбца 
(строки) матрицы порядка п равна определителю матрицы, которая 
получается из данной заменой элементов этого столбца (строки) 
числами Ь),Ь2, Ь„.

Например, если Ащ, А и , ■■■,Ап)с -  алгебраические дополнения 
элементов к-го  столбца определителя

а и а п а \к а \и «П «12 ... ь, а \п

«2! а 22 ■ ■ ■ а 2к «2„ , то «2. «22 ... ь2 . а 2п

а п\ ап2 . . .  а пк а ,т Я«1 а п2 ... ь„ . ■ а „„

- M i*  +Ь2 Агк +• ■ + Ь„А1:к. (4.27)



Сумма произведений элементов одного из столбцов (строк) 
матрицы на соответствующие алгебраические дополнения элементов 
другого столбца (строки) равна нулю.

Например, если дана квадратная матрица А  = (alk) порядка п,
а \ь  с*гь• ■ • ,опк -  элементы £-го столбца, А и, А у ,.. . ,  Л„/ -  алгебраические 
дополнения элементов /—го столбца (/ ф к), то

а,кАи + а2к Л2/ + ... + allkAJ)/ - 0 ,  (4.28)

где к  ф I, 1 < к < п , \  < /  <п.
Приведем без доказательства теорему об определителе произве­

дения матриц.

Теорема 4.10.

Определителъ произведения двух квадратных матриц одного 
порядка равен произведению определителей перемножаемых матриц. 

Если А = (aik)nn, В = (bik)„n> то

det(v45) = det Л • det В. (4.29)

4.5. Обратная матрица
Матрицей, обратной квадратной матрице А , называется квад­

ратная матрица В, удовлетворяющая равенствам

АВ = ВА = Е , (4.30)

где Е  -  единичная матрица. Из определения следует, что обратная 
матрица может существовать только для квадратной матрицы и обе 
матрицы имеют один и тот же порядок. Матрицу, обратную матрице 
А, будем обозначать через А "1.

Рассмотрим квадратную матрицу «-го  порядка



А =

а\ ] а\2 
@2I «22

ап\ ап2

.. а ,

.. а2«

...

(4.31)

Матрицей, присоединенной к матрицей, называется матрица

.. А.

С  =

-̂ 11 2̂1 

-̂ 12 -̂ 22

4л  ^2п

п\

. . .  л л2 (4.32)

где Aik ~ алгебраическое дополнение элемента а1к матрицы А. Отметим, 
что алгебраические дополнения элементов /—й строки матрицы А  рас­
положены в /—м столбце матрицы С.

Теорема 4.11.

Если А  -  квадратная матрица порядка п, а С  -  присоединенная 
к ней матрица, то

AC = СА = Е  det А, (4.33)

где Е  -  единичная матрица п—го порядка.

Обозначим произведение А С  матриц (4.31) и (4.32) буквой D,
т.е.

«11 &]2 ... аи,
'  Ап Лц Ап\

«21 °22 • • ’ а2п А\г А22 . . . А,,2

ап\ ап2 а,т А\п А 2 п • ♦ < Л,ш

Согласно определению произведения матриц элемент d,k матрицы D  
равен сумме произведений элементов /—й строки матрицы А  на соот­
ветствующие элементы k-го  столбца матрицы С, присоединенной к 
матрице А. Для элементов d,, (/' = 1, 2 ,..., п), принадлежащих главной



диагонали, эта сумма является определителем матрицы А  (по теореме 
о разложении определителя по элементам любой строки), для всех ос­
тальных элементов dik (/ *  к) равна нулю (по теореме аннулирования). 
Следовательно,

D = АС =

det А 0 0 '  1 0 ... o '
0 det А ... 0 — 0 1 . . .  0

0 0 det А 0 0 . . .  1

det А = Е  det А .

Аналогично доказывается, что С А  =Е - det А.
Квадратная матрица называется невырожденной, или неособен­

ной, если определитель ее отличен от нуля. Если определитель матри­
цы равен нулю, матрица называется вырожденной, или особенной.

Теорема 4.12.

Для невырожденной матрицы А существует единственная об­
ратная матрица А определяемая формулой

А-' =
1

det А
С, (4.34)

где С  — матрица, присоединенная к матрице А.

Так как А  -  невырожденная матрица, то det А  * 0 . Из равенств
(4.33) находим

1
det А

С
1 Л

-с
det A j

А = Е.

Это означает, что выполнены равенства (4.30) и матрица (4.34) являет­
ся обратной к матрице А .

Матрица А~1 -  единственная матрица, удовлетворяющая усло­
виям (4.30). Действительно, если матрица АГ1, такова, что

- I  Л _  Л - \  Г? _ Л - \АА;1 =А[ 'А = Е ,  то Aj- 'AA- '=A~,(AA- ,) = A l-,E = Al-, J

А ^ А А '1 = (А~'А)А~1 = ЕА~' = А~], откуда А,~1 = А~ ' .
Для невырожденных матриц выполняются следующие свойства:



1. detA"1 = —5— . 2. (Д-’Г '^ А  3. (Л4)-1 =(Л"1)*. 4. (АВ)"1 = 
det А

Замечание.
Вырожденная матрица не имеет обратной.

Пример.
Найти матрицу А~\ обратную матрице

А =
2 0 - 1  

■3 1 1
2 - 1 0

Вычислим определитель матрицы А и алгебраические дополнения ее 
элементов:

2 0 -1 2 0 -1
det А = - 3 1 1 = -1 1 0

2 -1 0 2 -1 0
= (-1)

-1
2

1
-1 = 1.

А ,=
1 1 

-1  о = 1,

л12= -
■3 1 
2 О

= 2, А13
-3
2

-1 , А2) -
О -1

-1 о = 1.

^22 ~ А23 — 2, А3| — 1, А 32 — 1, А33 — 2.

В соответствии с формулой (4.34) получаем

~1 1 Г " l 1 Г
2 2 1 . А ' 1 = 2 2 1
1 2 2 1 2 2

4.6. Ранг матрицы
Рассмотрим матрицу размеров т хп



А =

а,
/771

«21 «22

аm2

а2/1

а.

Выберем в ней произвольно 5 различных строк и s различных столб­
цов, причем 1 < s  < min(m, п), где min(/?2, п) -  меньшее из чисел т  и п 
Элементы, стоящие на пересечении выбранных строк и столбцов, об­
разуют матрицу порядка s. Определитель этой матрицы называется 
минором порядка s  матрицы А.  Например, если дана матрица

1 - 2 3 4 5
0 - 4 1 2 7
1 - 7 3 6 8

то, взяв первую и вторую строку, третий и четвертый столбец, полу­
чим матрицу второго порядка и ее определитель

1тг 3 4
1 2 1 2

=  2 .

Этот определитель является минором второго порядка для исходной 
матрицы. Аналогично можно получить и другие миноры второго по­
рядка, а также миноры третьего порядка. Некоторые из миноров могут 
оказаться равными нулю.

Рангом матрицы называется наибольший из порядков ее мино­
ров, отличных от нуля. Ранг матрицы будем обозначать буквой г. Если 
все миноры матрицы равны нулю, ранг ее считается равным нулю.

Из определения ранга матрицы получаем следующие утвержде­
ния.

1. Ранг матрицы выражается целым числом, заключенным 
между 0 и меньшим из чисел т , п, т.е. 0 < г  < miп(т, п).

2. Ранг матрицы равен нулю тогда и только тогда, когда мат­
рица является нулевой.

3. Для квадратной матрицы п -го порядка г  = п  тогда и только 
тогда, когда матрица -  невырожденная.

При нахождении ранга матрицы можно пользоваться свойства­
ми миноров. Если все миноры порядка к  данной матрицы равны нулю,



то все миноры более высокого порядка также равны нулю. Это следу­
ет, например, из теоремы о разложении определителя по элементам 
любой строки (столбца). Таким образом, если среди миноров порядка к 
данной матрицы есть отличные от нуля, а все миноры порядка к + 1 
равны нулю или не существуют, то г  = к.

Итак, ранг матрицы может быть найден следующим образом. 
Если все миноры первого порядка (элементы матрицы) равны нулю, то 
г  = 0. Если хотя бы один из миноров первого порядка отличен от нуля, 
а все миноры второго порядка равны нулю, то г  = 1. В случае, когда 
имеется минор второго порядка, отличный от нуля, исследуют миноры 
третьего порядка. Так поступают до тех пор, пока не обнаружится од­
но из двух: либо все миноры порядка к  равны нулю, либо миноры по­
рядка к  не существуют, тогда г = к - 1.

Пример 1.
Найти ранг матрицы

~1 0 - 2  0~
3 0 - 6 0 .
4 0 - 8 0

Среди миноров первого порядка этой матрицы (ее элементов) есть от­
личный от нуля, поэтому г > 0. Из элементов данной матрицы можно со­
ставить миноры второго и третьего порядка, но все они равны нулю. Сле­
довательно, г = 1.

Указанный выше способ нахождения ранга матрицы не всегда 
бывает удобным, так как во многих случаях он связан с вычислением 
большого количества определителей.

Отметим некоторые очевидные свойства ранга матрицы.
1. Ранг матрицы, полученной из данной транспонированием, 

равен рангу исходной матрицы.
2. Ранг матрицы не изменится, если вычеркнуть или припи­

сать нулевой ряд, т.е. ряд, все элементы которого равны ну­
лю.

Элементарными преобразованиями матрицы называются сле­
дующие преобразования: 1) умножение некоторого ряда матрицы на 
отличное от нуля число; 2) прибавление к одному ряду матрицы дру­
гого, параллельного ему ряда, умноженного на любое число;
3) перестановка местами двух параллельных рядов матрицы. Можно 
доказать, что при элементарных преобразованиях ранг матрицы не 
меняется. Это следует, например, из определения ранга матрицы и



свойств определителей. С помощью элементарных преобразований 
матрицу можно привести к квазитреугольной форме (см. (4.7)). Ранг 
квазитреугольной матрицы (4.7) равен г, поскольку ее минор с главной 
диагональю аи ,а 22, ...,ап равен произведению ахха22...агг ф 0 , а все
миноры более высокого порядка равны нулю (как содержащие нуле­
вые строки).

Пример 2.
Найти ранг матрицы

"1 -1 0 3 2*
4 - 2 5 0 3
2 - 3 0 6 1 '
7 - 6 5 9 6

Применяя элементарные преобразования, получаем

_1 -1 0 3 2 ‘ 1 -1 0 3 2 "1 - 1 0 3 2
4 - 2 5 0 3 0 2 5 - 12 - 5 0 1 5 -12 - 8—> -»
2 - 3 0 6 1 0 - 1 0 0 - 3 0 - 1 0 0 - 3
7 - 6 5 9 6 0 1 5 - 12 - 8 0_ 2 5 - 12 - 5

_1 -1 0 3 2 ~1 -1 0 3 2
0 1 5 - 12 - 8 0 1 5 - 12 - 8-> —»
0 0 5 - 12 -11 0 0 5 - 12 -11
о 0 - 5 12 11 0 0 0 0 0

(Вторая матрица получена из первой путем поочередного умножения 
первой строки на (-4), (—2), (—7) и соответственного прибавления ко вто­
рой, третьей и четвертой строке; поменяв местами вторую и четвертую 
строки во второй матрице, получили третью матрицу; четвертая матрица 
получена из третьей путем умножения второй строки на (-2) и прибавле­
ния к четвертой строке, сложения второй и третьей строк.)

Так как ранг последней матрицы равен трем, для исходной матрицы 
также г = 3.

4.7. Системы m линейных уравнений с п неизвестными
Системой т линейных уравнений с п неизвестными Х\, х 2, ..., х п 

(или линейной системой) называется система вида



аих  | + al2x2 + ... + a]nxn = bv  
a2lx l + a22x2 + ... + a2nxn = b2,

*ml*l + *«2*2 + — + •

где a ik, bi -  числа. Числа a ik (/ = 1, 2 ,..., m\ к  -  1, 2, ..., n) называются 
коэффициентами, числа bi (i = 1,2,..., m ) -  свободными членами. Ко­
эффициенты обозначены буквой а  с двумя индексами / и к; первый 
индекс (/) указывает номер уравнения, второй -  (к) -  номер неизвест­
ной, к которой относится данный коэффициент. Число т  уравнений 
может быть больше, равно или меньше числа п  неизвестных.

Линейная система называется неоднородной, если среди сво­
бодных членов имеются отличные от нуля. Если все свободные члены 
равны нулю, линейная система называется однородной. Однородная 
линейная система имеет вид

апх 1 + а12х2 + ... + а]пхп = 0 ,
а7.х, + а7?х7 + .. .  + а7„ х„ = 0,21 1 22 2 (4.36)

amix t + am2x2 + ... + amnxn = 0 .

Решением линейной системы (4.35) называется упорядоченная 
совокупность п чисел1:

с,, с2, ... сп . (4.37)

подстановка которых вместо x h х 2, х„ соответственно (xi = c b 
х 2 = с2, ..., х„= с„) обращает в тождество каждое из уравнений этой сис­
темы.

Система, имеющая хотя бы одно решение, называется совмест­
ной, а система, не имеющая ни одного решения, — несовместной. От­
метим, что однородная система всегда совместна, так как она имеет 
нулевое решение: х, = 0, х 2 = 0, ..., хп= 0.

Совместная система называется определенной, если она имеет 
единственное решение, и неопределенной, если имеет более одного 
решения.

1 Числа (4.37) образуют одно решение, а не п решений. 
1 2 2



Две системы называются эквивалентными или равносильными, 
если любое решение одной из них является также решением другой и 
обратно, т.е. если они имеют одно и то же множество решений. Любые 
две несовместные системы считаются эквивалентными.

Элементарными преобразованиями линейной системы называ­
ются следующие преобразования: 1) умножение уравнения системы на 
число, отличное от нуля; 2) прибавление к одному уравнению системы 
другого ее уравнения, умноженного на любое число; 3) перестановка 
местами двух уравнений системы. Докажем, что при элементарных 
преобразованиях системы получаем систему, эквивалентную данной.

е Умножим обе части одного из уравнений системы (4.35) на чис­
ло X *  0 и прибавим к соответствующим частям другого уравнения той
же системы, в результате получим новое уравнение. Например, если 
умножить на X ф 0 первое уравнение и прибавить ко второму, то полу­
чим уравнение

Х(аих {+ апх 2 + ... + а1пхп) +

+ (а^Х} + а22х 2 + ...  + а2пХп) — ХЬ̂  + Ь2,

или

«21*1 + «22*2 +'•-+«2**,, = Ь2> (4 -39)

где

а'2к = Ха1к + а2к (к = 1,2,...,/?), b'2 = Ai>, +Ьг. (4.40)

Рассмотрим систему уравнений

а„х, + аи х 2+...+а]пхп =Ь{,

«21*1 + «22*2 +---+а2пХ„ = Ъ2>
« 3 1 * 1  +  « 3 2 * 2  + - - - + « 3 „ * „  =  К  ( 4 - 4 1 )

« * 1 * .  +  « m 2  * 2  + •  • - + « т П* Л =  К  ,

отличающуюся от системы (4.35) лишь вторым уравнением -  уравне­
нием (4.39).

Если с,, с2, ... сп -  решение системы (4.35), то оно будет реше­
нием системы (4.41), т.е. если значения х к= ск(к = 1, 2, ..., п) удовлетво-
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ряют каждому уравнению (4.35), то они будут удовлетворять и каждо­
му уравнению (4.41), так как все они, кроме второго, те же, что и в 
системе (4.35), а второе уравнение -  это уравнение (4.38). Обратное 
также верно: если с,, с2, ... сп -  решение системы (4.41), оно будет ре­
шением системы (4.35), поскольку второе уравнение (4.35) получается 
путем умножения первого (4.41) на (-А.) и прибавления ко второму 
(4.41), а остальные уравнения одинаковы в обеих системах. Следова­
тельно, системы (4.35) и (4.41) эквивалентны.

Понятно, что если к системе (4.35) будут несколько раз приме­
нены указанные преобразования, новая система будет эквивалентна 
исходной системе (4.35).

В процессе преобразований указанного типа может оказаться, 
что в новой системе появится уравнение, все коэффициенты которого 
равны нулю. Если и свободный член такого уравнения равен нулю, то 
уравнению будут удовлетворять любые значения неизвестных; отбра­
сывая это уравнение1, получаем систему уравнений, эквивалентную 
исходной. Если же в рассматриваемом уравнении свободный член от­
личен от нуля, то уравнение не может быть удовлетворено ни при ка­
ких значениях неизвестных, поэтому полученная система уравнений, 
как и эквивалентная ей исходная система, будет несовместной.

Линейную систему (4.35) можно записать в матричном виде. 
Матрица

а, а12 аI»

А = «21 «22 а2 п (4.42)

а т \  « m 2

составленная из коэффициентов линейных уравнений системы (4.35), 
называется основной матрицей системы (или матрицей системы). 
Матрица

А =

«I. «12

«2 1  «2 2

.«m l «m2

«I, Ь,
... а1я Ь7

. . .  а _тп т

(4.43)

1 Таких уравнений может оказаться несколько. Следовательно, число уравнений преоб­
разованной системы в некоторых случаях оказывается меньше числа уравнений исход­
ной системы



полученная из основной присоединением столбца из свободных чле­
нов, называется расширенной матрицей системы (4.35).

Рассмотрим столбцевые матрицы, составленные из неизвестных 
и свободных членов

V V
*2 Ь2

— , в = 1

1ЕI

(4.44)

Поскольку матрица А  согласована с матрицей X , то можно найти про­
изведение

А Х  =

аих  | + я1,* ,+ ...+а,„х12 2 1 п п
а2]х { + а22х 2+...+а2„х„

ап,1х 1+ ап,гх г+---+ап,пх„

(4.45)

Элементами этой столбцевой матрицы являются левые части уравне­
ний системы (4.35), поэтому на основании определения равенства мат­
риц

А Х  = В. (4.46)

Таким образом, система линейных уравнений (4.35) записана в виде 
одного матричного уравнения (4.46), где А , X , В  определяются форму­
лами (4.42) и (4.44); эта запись системы называется матричной.

Каждой линейной системе (4.35) соответствует единственная 
пара матриц А , В  и обратно: каждой паре матриц -  единственная ли­
нейная система. Система (4.35) может быть записана и в таком виде:

«п

ГсГ
1 1

3
1 1

*2. а 22 «2л Ь2
х { + х 2 + • • ■ + Х„ =

_*ш2 _ _«тл _ 1е
-о

I

(4.47)

Если ( с,, с2, сп) -  решение системы (4.35), то матрица



называется вектором-решением этой системы. Матрица (4.48) удовле­
творяет уравнению (4.46).

Выражение «решить систему» означает выяснить, совместна 
она или несовместна; в случае совместности -  найти все ее решения.

4.8. Решение систем линейных уравнений с помощью 
определителей
Рассмотрим систему п  линейных уравнений с п  неизвестными 

х и х 2, ..., х„:

ОцХх + Л]2^2 + .. .  + а^пхп Ь\,

* 2 1 * 1  +  * 2 2 * 2  + - - •  +  * 2 и * п  — ^ 2  ’

пп п /Г

(4.49)

Определителем системы (4.49) называется определитель матри­
цы А  из коэффициентов уравнений этой системы, обозначим его через 
А (Д = det А).

Обозначим через А* определитель, полученный заменой в опре­
делителе А столбца из коэффициентов при неизвестной хк столбцом 
свободных членов системы (4.49), т.е.

А =

*п
*21

*12
*22

•• *U 
'• *2 *

••• *1„ 
••• *2л

*11
*21

*12
*22

... ьх 

... ъ2
••• *1„ 
••• *2я

*„1 *„2 ••• *„* *„л *л2 ... ъп ■ *„„

где А:-одно из чисел 1, 2 ,..., п.



Если определитель системы (4.49) отличен от нуля, то систе­
м а имеет единственное решение

где А и  Ак (Jc= 1, 2, ... , п) определены формулами (4.50).

Д оказател ь ств о .
Систему (4.49) запишем в матричной форме А Х  = В. По усло­

вию Д = det А Ф 0, поэтому для матрицы А  существует обратная матри­
ца А '1, определяемая формулой (4.34). Умножив обе части равенства 
А Х  = В  слева на матрицу А '1, получим А ЛА Х -  А ]В. Так как А '1 А  = Е, 
Е Х  =Х,то  равенство А '1 А Х  = А ЛВ  примет вид

X  = А~ХВ. (4.52)

Эта формула является матричной записью решения системы (4.49). 
Матричное равенство (4.52) можно записать так:

*1 "Л, А2\ • • Да' Ъл
х 2

_  1
Л, 2 А22 • К г ь2

или
х * “ А К 4*  • • Ak Ьк

э

-Хп_ А • • Аш_ Л .

А  А  + А21Ь2 + + А ,Ьп 1 л
х 2

II
>

1
-

АпЬх + • + А г К

А  А  + А к ^2 * • + А А

ХП_ _ А А + А п Ь2 + • ■ + А. А  .

Из последнего равенства следуют формулы (4.51), поскольку в силу
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теоремы замещения (см. п. 4.4) Аи Ьх + A2kb2+...+Aj>„ = Л* 
(к= I, 2 ,

Доказанная теорема называется теоремой Крамера, а формулы 
(4.51) -  формулами Крамера1.

Пример
Решить систему уравнений

х -  2у + Зг = 2,

Лх-  у + 5z = 15, 
в х - S y  + 7z = 9.

Неизвестные здесь обозначены буквами х, у, z, причем х является пер­
вой неизвестной (*|), у  -  второй (х2), Z -  третьей (х3).

Составим определитель системы А и определители Д* (к = 1, 2, 3):

1 - 2 3 2 - 2 3
4 -1 5 • А.= 15 -1 5
6 -8 7 9 - 8 7
1 2 3 1 - 2 2
4 15 5 > II 4 -1 15
6 9 7 6 - 8 9

Определитель системы Д = - 4 9 * 0 ,  т.е. выполнено условие теоре­
мы 4.13. Вычисляем определители Д, Д2 Д3 и пользуемся формулами (4.51), 
полагая в них п = Ъ. Поскольку Д, = —147, Д2 = -98, Д3 = ^ 9 ; то система 
имеет единственное решение:

-147 „ -98 -49
х = ------- = 3, у = ------- = 2, г = -------= 1.

-4 9  -4 9  -4 9

С л е д с т в и е  из теоремы Крамера. Если однородная система

а П х \ + а 12Х 2 +  - -  +  а 1 пХ п = 0 ’  

а 2 \ Х \ +  а 2 2 Х 2 +  " ■  +  а 2 п Х п =  ® '

а»\Х\ + а п2Х 2 + “ - + аппХп = °-

1 Габриэль Крамер (Gabriel Cramer, 1704—1752) -  швейцарский математик. 
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имеет ненулевое решение, то ее определитель Л равен нулю. 
Действительно, если Л * 0, то система имеет единственное нулевое ре­

шение (так как все А*= 0, к = 1 , 2 , п, поскольку содержат нулевой столбец).

4.9. Метод последовательного исключения неизвестных
Пусть дана система т  линейных алгебраических уравнений с п 

неизвестными х ъ х 2, ..., х п:

«11*1 + а п х 2 +. •• +  «!„*„ = К

« 2 1 * 1 +  « 2 2 * 2  + ' -■ +  « 2 „ * П = К

« 3 1 * 1 + « 32Л:2 +  . ■' +  « З л * л  — ’ > (4.53)

«ml*. +  «,п2* 2 +--- +  «,пл*л = Ьт- ,

Метод последовательного исключения неизвестных (или метод 
Гаусса1), применяемый для решения системы (4.53), состоит в сле­
дующем.

Предполагая, что а п Ф0 (это всегда можно сделать за счет ну­
мерации уравнений), умножая первое уравнение системы (4.53) на

— и прибавляя ко второму, получаем уравнение, в котором коэф- 
«п

фициент при Х\ обращается в нуль. Умножая первое уравнение на

— и прибавляя к третьему, получаем уравнение, также не содержа- 
«п

щее члена с х {. Аналогичным путем преобразуем все остальные урав­
нения, в результате чего придем к системе, эквивалентной исходной 
системе уравнений:

+ а 12*2 -к ■ +  а УпХ п =  Ь\>

« 2 2 * 2  +•• ■ + « 2 „ * л  = Ь2’

а 3 2 * 2  + • *• + Яз„*П = Ь3’ > (4.54)

ат1х  2 +. . . + ' a L X n = Ь 'п>.

1 Карл Фридрих Гаусс (Cart Friedrich Gauss, 1777-1855) -  знаменитый немецкий матема­
тик.

5 Зак. 444 129



где a ' lk ( i  -  2, 3 , m ; k  = 2, 3 , n )  -  некоторые новые коэффициенты.
Предполагая, что а '2 2  *  0 , и оставляя неизменными первые два 

уравнения системы (4.54), преобразуем ее так, чтобы в каждом из ос­
тальных уравнений коэффициент при х 2 обратился в нуль. Продолжая 
этот процесс, систему (4.54) можно привести к одной из следующих 
систем:

' 2 2  А 2

С 1 3 * 3 + .

гII
С 2 3 * Э ■ + С2 пХп

С 3 3 * 3 + . • + С3л*„ = d 3,

с,тх п

(4.55)

С и *  О {к = 1, 2, ..., п); Скк -  некоторые коэффициенты; dk -  сво-
■ГЫР. Ц П Р Н к Г

где
бодные члены;

1*1 ^12*2 +  • • • С\к Хк +  • • • +  С1пХ„ б/| ,

С22*2 +  - ■ • + с2к Хк + ■ • • +  2̂/1 *п — ^2 ’

Сы,хк +■■■ + скпх п =d„.'

(4.56)

где к  < п\

cu*i "*■ ci2*2  + ••■ + си,хп — d x, 
c22x 2 + ... + c2nx n = d 2.

0 х „  = d k ,

(4.57)

где к  < п
Система (4.55) имеет единственное решение, значение хп нахо­

дится из последнего уравнения, значение дг„_| -  из предпоследнего, зна­
чение JC) -  из первого.

Система (4.56) имеет бесконечное множество решений. Из по­
следнего уравнения можно выразить одно из неизвестных (например, 
х к) через остальные п -к  неизвестных (**+], х к+2, •••>*„ ), входящих в



это уравнение. Из предпоследнего уравнения можно выразить х к.\ через 
эти неизвестные и т.д. В полученных формулах, выражающих х и х 2, ..., 
х к.х, д;к через **+1. x^+2, х„, неизвестные Хы, *к+2 > — > х„, могут прини­
мать любые значения.

Система (4.57) несовместна, так как никакие значения неизвест­
ных не могут удовлетворять ее последнему уравнению.

Итак, метод последовательного исключения неизвестных при­
меним к любой системе линейных уравнений. Решая систему этим 
методом, преобразования совершают не над уравнениями, а над мат­
рицами, составленными из коэффициентов при неизвестных и свобод­
ных членов.

Пример 1.
Решить систему уравнений

* , + х г +  4 * 3 +  Зд:4 = 2,

*1 “ Х2 + 1 2*3 + 6 * 4 = 6,
4*| + 4*2 -  4*3 + 3*4 = О,
2*, +  2 * 2 +  8*з -  3 * 4 =  1.

Составим матрицу из коэффициентов при неизвестных и свободных 
членов, преобразуем ее:

"1 1 4 3 2 "1 1 4 3 2'
1 -1 12 6 6

-»
0 - 2 8 3 4

4 4 - 4 3 0 0 0 - 2 0 - 9 - 8
2 2 8 - 3 1 0 0 0 - 9 -3_

Вторая матрица получена из первой путем поочередного умножения 
первой строки на (-1), (—4), (-2) и прибавления соответственно ко второй, 
третьей и четвертой строке первой матрицы; вертикальной чертой отделен 
столбец из свободных членов.

Второй матрице соответствует система уравнений

*, + *2 +  4*3 + 3*4 =  2,
-  2*2 + 8*3 + 3*4 = 4,

-  2 0*з _ 9*4 =
-  9 *4  =  - 3,



1 _ 1
из которой находим х4 = —, 20* 3 = 8 -  9*4 , 20* 3 = 5, ~ 4 '

2хг = 8*3 + Зх4 -  4, х2 - —-  , *, = 2 -  * 2 -  4jc3 -  Зх4, х1=̂~ .
2 2

Следовательно, исходная система имеет то же решение

1 1 1 1

Пример 2.
Решить систему уравнений

X] + х2 + + х4 = 5,
2*, - Зх2 + -х3 -  х4 = О, 

5л, + 4х3 + 2.х4 = 12, 
3*, + 4.г2 -  2*3 + 6х4 = -1.

Составим матрицу системы и преобразуем ее:

"1 1 1 1 5' 1 1 1 5' "1 1 1 1 5'
2 -3 1 -1 0

->
0 -5  - 1 -3 -10 0 -5 -1 -3 -10

5 0 4 2 12 0 -5  - I -3 -13 0 0 0 0 -3
3 4 - 2 6 -1 0 1 - i 3 - 16 о 1 -5 3 -16

Система несовместна, так как последняя матрица содержит строку, со­
ответствующую уравнению, в котором все коэффициенты при неизвестных 
равны нулю, а свободный член отличен от нуля.

Пример 3
Решить систему уравнений

* ,  +  * 2  +  * 3  -  * 4  = 1 ,

3*, + х2 + 2 * 3 -  2 *4  = 2 ,
2.x, -  4* 2 - З* 3 + 6 * 4 = 7,
7*, + 5* 2 + 6*3 -  6 * 4 = 6 .

Поскольку



‘ 1 1 1 -1 Г ‘ 1 1 1 - 1 Г 1 1 1 - 1 Г
3 1 2 - 2 2

Тгч1о

1 - 1 0 - 2 -1 1 - 1
—> —>

2 - 4 -3  6 7 0 - 6  -5 8 5 0 0 - 2 5 8
7 5 6 - 6 6 1 0 1 (О 1 1 - 1 0 0 0 0 0

то данная система сводится к системе трех уравнений:

X, + * 2 + * 3 -Х 4 = 1,
2х2 Xj — 1,

2д:3 -  5*,, = - 8,

5 л о , с 3 5 3откуда *3 = —х4 -4 , 1х2 = 1- * 3 +х4 = 5 - — *4, хп
2  2 2 4

'5  3 W 5  } 5 3
- - — * 4  Н  — * 4  “ 4  + * 4  = - Z ~ T X4'Jt| = 1 -  * 2 — *3 + *4 = 1 “

, 2  4 ’ j  12 ’ J " 2  4
Следовательно, исходная система также имеет решение

5 3 5 3 5х, =  х 2 = -------------, * , = — х . -  4,
1 2 4 4 2 2 4 4 3 2 4

где х4 может принимать любые действительные значения.

4.10. Исследование систем линейных уравнений
Как уже отмечалось, метод Гаусса применим к любой системе 

линейных уравнений. Этот метод позволяет выяснить, совместна ли 
данная система; с его помощью находятся все решения совместной 
линейной системы.

Исследование систем линейных уравнений можно осуществлять 
с помощью других методов, основанных на теоремах, которые приво­
дятся здесь без доказательств.

Пусть дана система т  уравнений с п  неизвестными х и х 2,..., х „ :

« 1 i * i  « 1 2 * 2  + • • • +  « , „ * „  Ьх,

* 2 1 * 1  « 2 2 * 2  « 2 м * / ;  ^ 2 *

« 3 1 * 1  « 3 2 * 2  « 3 и * и  — Ь ,  ,

«„,*, «/п2*2 + • • • + «тп*л Ьт.

(4.58)



Рассмотрим основную матрицу А  этой системы и ее расширенную 
матрицу А  :

А =

«II «12 

«21 «22

_а т \  ° т 2

а In

а.2 п , А =

« 1 1  « 1 2  

«21 «22

«л»1 «m 2

« 1л ^1

2»
(4.59)

«.

Теорема 4.14 (Кронекера- Капелли).

Для совместности системы (4.58) необходимо и достаточно, 
чтобы ранг ее матрицы был равен рангу расширенной матрицы.

Теорема 4.15.

Если ранг матрицы совместной системы равен числу неизвест­
ных, то система имеет единственное решение.

Теорема 4.16.

Если ранг матрицы совместной системы меньше числа неиз­
вестных, то множество ее решений является бесконечным.

Базисным минором матрицы называется отличный от нуля ее 
минор, порядок которого равен рангу этой матрицы. Базисными неиз­
вестными совместной системы, ранг матрицы которой равен г, назовем 
г  неизвестных, коэффициенты при которых образуют базисный минор. 
Остальные неизвестные назовем свободными.

Из теорем следует, что решение системы линейных уравнений 
можно проводить следующим образом.

1. Находят ранг г матрицы А  системы и ранг г  расширенной
матрицы А  . Если г  Ф 7 , то система несовместна.

2. Если г  - г  , то выделяют базисный минор и базисные неиз­
вестные. Исходную систему уравнений заменяют эквивалентной ей 
системой, состоящей из тех г  уравнений, в которые вошли элементы 
базисного минора.

Отметим, что в случае, когда число базисных неизвестных рав­
но числу неизвестных системы, система имеет единственное решение, 
которое можно найти по формулам Крамера. Если число базисных 
неизвестных меньше числа всех неизвестных, то из соответствующей



системы находят выражения базисных неизвестных через свободные, 
используя, например, формулы Крамера. Придавая свободным неиз­
вестным произвольные значения, получают бесконечное множество 
решений исходной системы.

Пример.
Решить систему уравнений

х, -З х 2 + 2*3 = 1,
2х, + х2 -4лс3 = 5,

5*, - 8х2 + 2 *з = 8.

Поскольку

' 1 - 3 2 ' 1 - 3 2 1 - 3 2
А = 2 1 - 4 -> 0 7 - 8 0 7 - 8

5 - 8 2 0 7 - 8 0 0 0_

' 1  -3 2 Г "1 -3  2 Г ' 1  -3  2  1'
2  1 - 4  5 —> 0 7 - 8  3 —> 0 7 - 8  3

1---
- 1 ОО 2  8 0 7 - 8  3 0 0 0 0

то система совместна. В матрице А минор
1 -3

2  1
отличен от нуля, ему

соответствует система уравнений * ,-З х 2 = 1-2 х 3, 2х, + х2 = 5 + 4х3 , в
которой Х\ ,  х 2 -базисные неизвестные, х 3 -  свободная неизвестная. Решая 
эту систему по формулам Крамера, находим

=
1 Ох, +16 8.x, + 3
 1  ’ Х2=  " '

где jc3 может принимать любые действительные значения.



Глава 5

ВЕКТОРЫ
Некоторые физические величины (например, температура, масса, работа) могут 
быть охарактеризованы одним числом, которое выражает отношение этой вели­
чины к соответствующей единице измерения; такие величины называются ска­
лярными. Другие величины (например, сила, перемещение точки, скорость, ус­
корение) характеризуются числом и направлением, эти величины называются 
векторными. Для геометрического изображения физических векторных величин 
служат векторы.

5.1. Основные понятия
Вектором называется направленный отрезок. На рисунке на­

правление вектора обычно обозначают стрелкой (рис. 5.1). Если начало 
вектора находится в точке А , конец -  в точке В, то вектор обозначается

символом А В  или А В . Начало вектора называют также точкой его 
приложения. Вектор иногда обозначается одной строчной буквой жир­
ного шрифта а, b и т.д. или такой же буквой светлого шрифта с чер­
точкой наверху а ,Ь  и т.д.

Модулем вектора а называется его длина, он обозначается через 
а или просто а. Модуль вектора -  скалярная неотрицательная вели­

чина.
А В
 ►

М N L К
 • ---------------------- ►-------------4----------------------- • ------

Рис. 5.1

Нуль—вектором (или нулевым вектором) называется вектор, на­
чало и конец которого совпадают, обозначается символом 0. Модуль 
нуль-вектора равен нулю, а направление не определено.

Единичным вектором называется вектор, длина которого равна 
единице.

Векторы, лежащие на параллельных прямых (или на одной пря­
мой), называются коллинеарными (на рис. 5.1 векторы CD  и M N , 

Е й  Ш , CD  и K L ).



Коллинеарные векторы, имеющие одинаковые направления и 
равные длины, называются равными. На рис. 5.2, а изображен паралле­
лограмм A B C D , где векторы В С  и A D  равны. Так как векторы А В  

и CD  имеют противоположные направления, то А В  Ф CD  хотя 

. Отметим, что О М х Ф О М  г , где М { и М г -  две различ-А В CD

ные точки окружности радиуса R  с центром в точке О  (рис. 5.2, б), по­

скольку векторы О М х и ОМ  2  имеют разные направления.
М х

М7

Рис. 5.2

Векторы, противоположно направленные и имеющие равные дли­
ны, называются противоположными (векторы А В  и CD  на рис. 5.2, а). 
Вектор, противоположный вектору а, обозначается через -  а.

Векторы, лежащие в параллельных плоскостях (или в одной 
плоскости), называются компланарными.

Из определения равенства векторов следует, что каков бы ни 
был вектор а и точка А , всегда можно построить единственный вектор
А В  с началом в точке А , равный вектору а, т.е. А В =  а, или, как гово­
рят, перенести вектор а в точку А. Вектор, точка приложения которого 
может быть выбрана произвольно, называется свободным.

В дальнейшем преимущественно будем рассматривать свобод­
ные векторы.

Замечание.
Иногда свобода перемещения вектора ограничивается. Если точка при­

ложения вектора строго фиксирована, то вектор называется связанным. 
Примером связанного вектора может служить радиус-вектор точки М  (см. 
п. 5.5). Если задана прямая, на которой должен быть расположен вектор, то 
он называется скользящим. Примером такого вектора является вектор уг­
ловой скорости при вращательном движении, который располагается на 
оси вращения._______ _____________________________________________



5.2. Линейные операции над векторами
Линейными операциями над векторами называются сложение, 

вычитание и умножение вектора на число.
Суммой двух векторов а и b называется третий вектор с, начало 

которого совпадает с началом вектора а, а конец -  с концом вектора b 
при условии, что вектор b отложен из конца вектора а (рис. 5.3, а). 
Вектор с получается по правилу треугольника (рис. 5.3, а) или по пра-

а б

Рис. 5.3

вилу параллелограмма (рис. 5.3, б).
Аналогично определяется сумма трех и более векторов. Суммой 

п  векторов а]  а 2 а„ называется вектор, начало которого совпадает с 
началом первого вектора а ь конец -  с концом последнего а„ при усло­
вии, что каждый последующий вектор а*+] отложен из конца преды­
дущего а* (к = 1, 2, ..., п). Указанный способ построения суммы назы­
вается правилом замыкающей. На рис. 5.4 изображена сумма трех век­
торов а ,  Ь, с .  Очевидно, сумма векторов обладает свойством перемес­
тительности (коммутативности)

а + b = b + а (5.1)

так как ОВ = О А  +  А В  =  а + b и OB  =  O B ' + В 'В  = b +  а (см. 
рис. 5.3, б), и свойством сочетательности (ассоциативности)

(а + Ь) + с =а + (Ь + с), (5 .2 )



поскольку О С  =  О В  +  В С  =  (ОА +  А В )  +  В С  =  (а +  Ь ) + с и

О С  — ОА + А С  =  ОА + ( А В  +  В С )  = а +  (Ь + с) (см. рис. 5 .4 ).
При определении суммы не предполагалось, что векторы явля­

ются компланарными. Сумма трех некомпланарных векторов а, Ь, с, 
наряду с правилом замыкающей, получается и по правилу параллелепи­

педа: сумма а  + b + с равна вектору O D  , где OD -  диагональ парал­

лелепипеда, построенного на векторах ОА  = а, ОВ  = Ь , О С  = с, отло-

D

В

с

Рис. 5.4

женных из одной точки О  (рис. 5.5).
Из определения суммы следует, что

Рис. 5.5

а + 0  = а, (5.3)

т.е. нуль-вектор при сложении векторов играет ту же роль, что и число 
О при сложении чисел,

а + (-а) = О, (5.4)

т. е. сумма противоположных векторов равна нуль-вектору.
Разностью  а  -  b двух векторов а и b называется такой вектор d, 

который в сумме с вектором Ъ дает вектор а:

а -  b = d, если b + d = а. (5.5)



Чтобы получить разность а — b двух векторов а и Ь, необходимо отло­
жить их из одной точки и соединить конец второго вектора с концом 
первого (рис. 5.6, а).

Отметим, что

а -  b -  а + (—Ь), (5.6)

т. е. разность а-b  равна сумме двух векторов а и (-Ь), где (-Ь) -  век­
тор, противоположный вектору b (рис. 5.6, б).

Векторы-диагонали параллелограмма О А В С  (рис. 5.6, в), по­

строенного на векторах О А = а, А В  = Ь, являются соответственно 
суммой и разностью этих векторов.

Произведением вектора а на число а  называется новый вектор

b = ota, (5.7)

удовлетворяющий условиям: 1 ) |b | = |a | |a  |; 2 ) b и а одинаково на­

правлены при а > 0 ; 3) b и а имеют противоположные направления 
при а <  0 (на рис. 5.7, а изображены векторы а, -2а , 3,5а); очевидно,
b = 0 , если а  = 0 или a = 0 .

а б в

Рис. 5.6

Произведение вектора на число обладает следующими свойст­
вами:

а(Ра) = (ар)а; (5 .8)

а(а + b) = оса + ab; (5 .9 )



а

-2 а

3,5а

а

Докажем эти свойства. Векторы ос((За) и (ар)а имеют равные 
длины, так как

| а ( р а ) |  =  | с с | | р а |  =  | а | | р | | а | ,  

| ( о ф ) а  | =  | а Р  || а  | =  | а  || Р || а  | ,

и одинаковые направления, поскольку эти направления совпадают с 
направлением вектора а при аР > 0  и противоположны ему при аР < О, 
следовательно, а ф а ) = (ар)а, т.е. выполнено равенство (5.8).

Если а  > 0, то равенство (5.9) следует из подобия треугольников
ОАВ  и О А }В х (рис. 5.7, б), где ОА = а ,  А В  = Ь , ОА} = а а  ,

ОВ} = a b , когда векторы а и b не коллинеарны, или треугольников

SOB, S O xB ] (рис. 5.7, в), где SOi = a S O , О А  =  а , А В  = b , когда а и 
b коллинеарны. Случай а  < 0 рассматривается аналогично. При а  = 0 
равенство (5.9) очевидно.

Предположим, что оф > 0. Очевидно, векторы, стоящие в обеих 
частях равенства (5.10), имеют одинаковые направления. Поскольку
|а а  +  р а | = |а а |  +  |р а | = | а | | а |  + |р | |а |  = (|<х| + |р |)а = |(х  + р | |а |  =

= |( а  + Р )а |, то они имеют также и равные длины. Следовательно,

(а  + P)a=ota+Pa.
Если аР < 0 и, например, | р | > | а | , т о а  + р и  (-а ) имеют оди­

наковые знаки; на основании доказанного (а  + р)а + ( -а )а  = (а + Р~ 
-а)а = Ра, (а  + р)а = (ха + Ра.



С помощью метода математической индукции моэКно доказать 
следующие равенства:

а ( а , +  а 2+ . . .+  а„) =  ocai+ а а 2+ . . .+  осап ; ( 5 .1 1 )

+ а2+...+ оОа = + с^а +...+ а„а. (5.12)

Докажем, например, равенство (5.11). Для п =  2 оно доказано 
(равенство (5.9)). Пусть оно верно для /г- 1  слагаемых (п > 1), тогда оно 
будет верным и для п слагаемых, ибо

а (  а  1 + а 2+ ...+а„_, + а „ )= а [  (а  ] + а 2+ ... +а,^ , )+ а „ ]=
= а ( а  ] + а 2+ ...+а„_ | )+сха„-оса, +оса2+ ...+аа„_ i + а а „ .

5.3. Условие коллинеарности двух векторов
Сделаем предварительное замечание. Если а -  некоторый нену­

левой вектор а и ао -  единичный вектор того же направления (рис. 5.8), 
то из определения произведения вектора на число следует равенство

а =  а  а 0 . (5.13)

Умножая обе части этого равенства на число а  =  ■p-r (| а | *  0 ) ,  полу­

чаем

1 а
а 0 = Г7 а’ или а 0 = тг ■ (5-14)а а

»о а % а ►—  >  » »-

bo b b Ь0
 ►---------------------- ► <------ 4----------

Рис. 5.8

Докажем, что необходимое и достаточное условие коллинеарно­
сти двух векторов а и b выражается равенством 
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Действительно, если выполнено равенство (5.15), то векторы b и а 
коллинеарны, что следует из определения произведения вектора на 
число. Обратно, если b и а коллинеарны, то единичные векторы а0 и Ьо 
одинаково направлены (рис. 5.8, а) или имеют противоположные на­
правления (рис. 5.8, б), т.е.

ао= Ь0 или ао= -Ь 0. (5.16)

Принимая во внимание формулу (5.14), последние равенства 
можно записать так:

а а- *"“* - или ----г = ---
а b а ь

Из этих равенств следует, что b

b = аа, где а  = -—  или а  =  
a

ь

а
а или b = a , т.е.

5.4. Проекция вектора на ось

В пространстве заданы вектор А В  и ось п  (рис. 5.9). Пусть Л] -  
проекция точки А  на ось п, В\ — проекция точки В , т.е. основания пер­
пендикуляров, опущенных из данных точек на эту ось.

Проекцией1 вектора на ось п называется величина2 направленно­

го отрезка (вектора) А ХВ У оси п. Проекция вектора А В  на ось п  обо­
значается через пр„ А В , т.е.

А]В] =пр„ АВ  (5.17)

1 Эту проекцию иногда называют алгебраической, в отличие от геометрической проек­

ции -  вектора АХВХ . В дальнейшем, если это не оговорено особо, будем рассматривать

алгебраические проекции.
2 См. п. 1.1.



в

Рис. 5.9

Очевидно,

пр „АВ = АВ COS ф , (5.18)

где ф -  угол между вектором А В  и осью п.
Из равенства (5.18) следует, что если а = Ь, то

пр„а =  пр„Ь, (5.19)

т.е. равные векторы имеют равные проекции (на одну и ту же ось). 
Проекция вектора на ось обладает следующими свойствами:

при(а + Ь) = пр„а + пр„Ь; (5.20)

В

Рис. 5.10



Пусть А В  =  а , В С  — b , А С  =  а +  b , А\,  B ]t Ci -проекции то­
чек Л, В, С  на ось п  (рис. 5.10). Запишем основное тождество 
(см. п.1 . 1 ) для трех точек^!, В х, Су оси п: А \В \+  В\С\=  А\С\.

Далее, по определению А ХВ\= пр„а, fi|C i=np„b, 
A,Cj =  пр„(а +  b ) . Подставив три последних равенства в предыду­
щее, получим равенство (5.20). Равенство (5.21) следует из подобия 
треугольников O A A h ОВВ\ (рис. 5.11). С помощью метода математи­
ческой индукции можно доказать, что

пр„(а, + а , + ...+  а„) =
Нл 1 2 " (5.22)

=  п Р л а 1 + п Р „ а 2 + ...+  прпа„.

В

а б

Рис. 5.11

Это доказательство предоставляется читателю.
Если

а,,а2, . . . ,  а„ (5.23)

-  произвольная конечная система векторов, а ь а г , а , , -  произвольная 
система действительных чисел, то вектор

а =  а,а, + а 2а 2 + ... + а пя п (5.24)

н азы вается  линейной комбинацией векторов системы (5.23).
Из равенств (5.21) и (5.22) следует:



п р п ( а , а ,  +  а 2 а 2  +  . . .  +  а „ а л )  =

=  а , п р л а ,  +  о с 2 п р „ а 2  +  . . .  +  а „ п р , , а л .

5.5. Декартовы прямоугольные координаты вектора в 
пространстве. Длина вектора. Направляющие 
косинусы вектора
Рассмотрим в пространстве декартову прямоугольную систему 

координат. Радиусом-вектором  точки М  называется вектор

г = ОМ , (5.26)

точка приложения которого совпадает с началом координат, а конец 
находится в точке М ( рис. 5.12).

Декартовыми прямоугольными координатами X, Y, Z вектора г 
называются его проекции на координатные оси

X  = прг г, Y=  npy r, Z  = прг г. (5.27)

Каждая из записей

г ( X , Y , Z ) ,  г = {X,  Y, Z},  г = ( X,  Y, Z)  (5.28)

означает, что вектор г имеет координаты X, Y, Z
Если х, у , z  -  декартовы прямо­

угольные координаты точки М , то

Х  = х, Y = y, Z  = z, (5.29)

т.е. координаты радиуса-вектора
О М  равны координатам точки (это 
следует из определения координат
вектора г и координат точки М).

Введем в рассмотрение еди­
ничные векторы i, j, к координатных 
осей (их называют ортами) и векторы



где А , В , С  -  вершины прямоугольного параллелепипеда, для которого 
О М  является диагональю (А, В, С  -  проекции точки М  на координат­
ные оси, ОА = X , ОВ -  Y, О С  = Z -  проекции вектора О М  на коор­

динатные оси). По определению суммы О М  -  ОА  +  ОВ  -1- О С , по­
этому

Формула (5.31) выражает разложение вектора г по базисным 
векторам i, j,  к. Векторы, стоящие в правой части формулы (5.31), 
называются составляющими, или компонентами, вектора г.

На основании теоремы о квадрате диагонали прямоугольного 
параллелепипеда получаем формулу, выражающую длину вектора 
(5.28) (или (5.31)) через его координаты:

Из равенства (5.19) следует, что равные векторы имеют равные 
координаты, поэтому координаты вектора не зависят от его точки при­
ложения.

Координатами любого вектора называются его проекции на ко­
ординатные оси.

Направляющими косинусами вектора называются косинусы-уг­
лов а, (3, у, образуемых им с координатными осями.

Принимая во внимание формулу (5.18), для вектора (5.28) полу­
чаем

Из равенств (5.32) и (5.33) находим формулы для направляющих 
косинусов вектора г:

г = Х\ + Ц + Zk. (5.31)

г (5.32)

X  = г  cos a , Y = г cosP, Z = г cosy. (5.33)



л  Г. ■<cos а  = - >- , co sp =  , — »
J x 2 + Y 2 + Z 2 4 х 2 + У2 + 2  ( 5  34)

Z
C0SY = / , '

4 х г + К + Z

Возводя в квадрат обе части каждого равенства (5.34) и почлен­
но складывая, имеем

cos2 а  + cos2 Р + cos2 7  = 1; (5.35)

следовательно, сумма квадратов направляющих косинусов вектора 
равна единице.

Из формул (5.33) следует, что координаты единичного вектора е 
равны его направляющим косинусам, т.е.

е = (cosa, cosp, cosy). (5.36)

Пример.
Дан вектор а=(1, -2, 2). Найти его длину и единичный вектор а0 на­

правления вектора а.

По формуле (5.32) находим длину вектора а: |а 2 + (-2 ) 2 + 2 2 =3, 

а по формулам (5.34) -  его направляющие косинусы: cosa = - j t

„ 2  2  ( \  2  2 ^cosp = — , cos у = — , а„ = —,  , —
3 3 0 3 3 3

5.6. Переход от векторных соотношений к координатным
При рассмотрении некоторых вопросов теории и решении прак­

тических задач часто бывает необходимым переход от векторных со­
отношений к координатным. Если даны векторы (т.е. известны их ко­
ординаты) и указаны определенные соотношения между ними, то они 
равносильны аналогичным числовым соотношениям между ко­
ординатами. Приведем простейшие примеры.

Координаты произведения вектора на число.
Пусть дан вектор а = (X , У, Z) и число ос ф 0. Найти координаты 

вектора b = оса.



На основании определений (см. (5.7), (5.27)) и свойств проекций 
(см. (5.21)) заключаем, что искомые координаты Х 2, У2, Z^ вектора b 
выражаются формулами

Х 2 -  а Х {, У2 = а  У,, Z, = a Z i , (5.37)

так как Х 2 = nprb = прг(аа) = апрга = осА',, X, = пркЬ , Z, = пр.Ь .
Равенства (5.37) выражают необходимое и достаточное условие 

коллинеарности двух векторов: а = (X], Уь Zi), b = (Х2, Y2> Zq). Если ни 
одно из чисел Х\, Уь Z x не равно нулю, то эти равенства можно запи­
сать так:

Итак, векторы коллинеарны тогда и только тогда, когда пропор­
циональны их одноименные координаты.

Координаты суммы (разности) двух векторов.
Пусть даны два вектора а = (Хь Уь Z{) и b = (Х2, Y2, Z2). На ос­

новании формул (5.20) и (5.27) получаем координаты X, У, Z вектора 
суммы а + b

Х = Х х + Х 2, У = У,+У2> Z = Z , + Z 2. (5.39)

Так как а -  b = а + (-Ь), то

Х ' = Х х- Х 2, Y'  = Yi - Y 1, Z' = Z , - Z 2, (5.40)

где Х \  У', Z ' -  координаты разности а -  Ь.

Координаты вектора, заданного двумя точками.
Начало вектора М ХМ 2 находится в точке М\ (хи уи  Z\), конец-  

в точке М 2 (х2, у 2, гг)- Найдем выражения для его координат через ко­
ординаты точек М 1 и М 2.

Введем в рассмотрение радиусы-векторы точек М } и М 2, т.е.

г, =  ОМ, , г2 =  О М 2 (рис. 5.13). Очевидно, M lM 2 =  r 2- r v  В силу



равенств (5.29) Г] = Схь З'ь Z\), r2= f e  
у 2, zt)- С помощью формул (5.40) полу­
чаем координаты X, У, Z  вектора

М хМ г

X = х 2 ~~ *i >

Y = y 2 -yi>  (5>41)

Z = гг ~ z v

Следовательно, чтобы получить 
координаты вектора, необходимо из координат его конца вычесть со­
ответствующие координаты начала.

Координаты линейной комбинации векторов.
Заданы п векторов а ^  {Хь Уъ Zi},  а2= {Хг, Уг, Z a ) ,  .

а„= (Х„, Уп, Z,} и их линейная комбинация

а = а , а , + а 2а 2+...+а„а„. (5.42)

Принимая во внимание формулы (5.25) и (5.27), заключаем, что 
координаты вектора (5.42) определяются формулами

Х  = а 1Х 1+ а 2Х 2+...+сс„Х„;)
Y = a lYl + a 2r2-h...+anyn; I (5.43)
Z = (XjZ, + a 2Z2 +...+a„Z„. j

Деление отрезка в данном отношении.
Даны две точки в пространстве М \ Схь yi, Z\), М 2 {х2, уг, Zi)- 

Найти координаты точки М, делящей отрезок М \М 2 в отношении X.
М  М

По определению (см. п. 1.3) — -—  = X , где М ХМ  и М М 2 -  ве-
- М М 2

личины направленных отрезков М ХМ  , М М 2 оси, проходящей через 

точки М] и М ъ поэтому М ХМ  = Х М М 2 .



Введем в рассмотрение радиусы-векторы точек М ь М,  М 2, т.е. 
векторы г, =  ОМу , г =  О М  , г2 =  О М 2 (рис. 5.13). Поскольку

т{ + М ХМ  -  г и М ,М  = Х М М 2 , М М 2 = г2 -  г, т.е.

М ,М  =  Л,(г2 -  г ) , то г, + А(г2 -  г) = г; (1 + Х)г  = г, + А г,, откуда

г = ——  (г.+А гА  r _ ri + *г2 _ (5.44)
] + \ К ' 2 1 + А,

Так как координаты линейной комбинации векторов равны та­
ким же линейным комбинациям их координат (см. формулы (5.43)), то

£ i ± ^ 2_ y  = i ± ^ L ,  ,  = (5 .4 5 )
\ + х  у \ + х  \ + х

где x , y , z -  координаты точки М (и координаты ее радиуса-вектора г).
В частности, координаты середины отрезка определяются фор­

мулами

х  = х1 + х2_ Уу + Ъ  z = £ l ± £ i  (546)
2 2 2

Преобразование декартовых 
прямоугольных координат при 
параллельном переносе.
Рассмотрим две декартовы пря­

моугольные системы координат с од­
ним и тем же масштабным отрезком и 
одинаковыми направлениями одно­
именных координатных осей 
(рис. 5.14). Начало новой системы на­
ходится в точке 0 \(а , Ь, с). Пусть М  -  
произвольная точка пространства; (х , у ,
Z) — ее координаты в старой системе, (X ,
Y , Z ) - b новой; г =  О М  , г, =  ОаМ  -  ее радиусы-векторы.

Поскольку г = <90, + г , , или г =  г, +  О О х , и г -  (х,  у, z ) , 

г, = ( X ,  Y,  Z ) , О О х = (а,  Ь, с ) , то



Очевидно,

X = x ~ a ,  Y -  у ~b,  Z  — Z - c .  (5.48)

5.7. Скалярное произведение двух векторов
Скалярным произведением двух векторов а и b называется чис­

ло, равное произведению их длин на косинус угла между ними. Если 
обозначить скалярное произведение через ab, то

ab = cos <р. (5.49)

Так как costp = праЬ и a cos(p = прьа (рис. 5.15), то равенство

(5.49) можно представить в виде

ab = прсЬ (5.50)

ab = прьа (5.51)

Понятие скалярного произведения происходит из механики. Ес­
ли вектор а изображает силу, точка приложения которой перемещается 
из начала в конец вектора Ь, то работа w указанной силы определяется
равенством w = cos (р.

Скалярным квадратом вектора а называется скалярное произ­
ведение вектора а на себя:

а = аа = co s0 ° = а“ = (5.52)

Итак, скалярный квадрат вектора равен квадрату его длины, по­
этому а2> 0, когда а Ф 0 , а 2 = 0 когда а = 0 .

Пусть векторы а и b перпендикулярны, т.е. ф = 90°, тогда 
cos ф = 0 и



Рис. 5.15

тивности)

Обратно, если выполнено равенство 
(5.53), то ф = 90°, когда а и b -  ненулевые 
векторы, т.е. а±Ь. Если один из векторов 
нулевой, то его можно считать перпенди­
кулярным другому (так как нулевой век­
тор не имеет определенного направления).

Скалярное произведение обладает 
свойствами:

1 ) переместительности (коммута-

ab = Ьа; (5.54)

2 ) сочетательности (ассоциативности) относительно числового 
множителя

( a a ) b  = a a b ; (5.55)

3) распределительности (дистрибутивности) относительно сум­
мы векторов

а (Ь + с) = ab + ас. (5.56)

Докажем справедливость формул (5.54) -  (5.56). Формула (5.54) 
следует из (5.49). Применяя формулы (5.51) и (5.21), получаем (5.55):

( а а )Ь  = 

= а

npb(aa) = b a n p fca = 

npfca =  a(ab) = aab.

Аналогично доказывается формула (5.56), при этом используются 
формулы (5.50) и (5.20):

а(Ь + с) = |а | пр0(Ь + с) = |а |(п р аЬ + прас) =

= | а | праЬ + j а | прдс = ab + ac.

Из формул (5.54) и (5.55) следует, что



Действительно,

(aa)(3b) = oc(a(|3b)) = a(((5b)a) = а(|3(Ьа)) =

= ар(Ьа) ■ a(3(ab).

Доказанные свойства дают возможность при скалярном умно­
жении векторных многочленов выполнять действия почленно. Напри­
мер, (За -  4b)(5c + 2d) = 15ас -  20bc + 6ad -  8bd.

Вопрос о выражении скалярного произведения в координатах 
решает следующая теорема.

Теорема 5.1.

Скалярное произведение двух векторов

a = ( X l ,Yi , Z ]), b = ( X 2,V2, Z 2) (5.58)

выражается формулой

ab = X lX 2 +Y]Y2 + Z lZ2. (5.59)

Д оказательство.
С помощью формул (5.52) и (5.53) получаем «таблицу скалярно­

го умножения» базисных векторов:

i 2 = 1, ij = 0, ik = 0;
ji = 0 , j 2 = 1, jk  = 0;
ki = 0, kj = 0, k 2 = 1.

(5.60)

Воспользуемся разложениями векторов а и b по базисным век­
торам (см. (5.31)):

а = Х ^  + Ц  + Z.k; b = Х 2\ + У2) + Z2k.



Принимая во внимание формулы (5.54) -  (5.57) и таблицу (5.60), 
находим

ab = (* ,i  + yjj + Z,к) (.X 2i + Y2j + Z2k) =

= X xX 2i2 + X xY2 ij + X,Z2ik + YxX 2 ji + YXYJ 2 +

+ YxZ 2 jk + Z xX 2k\ + Z,72kj + Z,Z2k 2 =
= X xX 2 +YxY2 + Z xZ 2,

что и требовалось доказать. Итак, скалярное произведение двух векто­
ров равно сумме произведений одноименных координат.

Замечание.
Если Ь = а, формула (5.59) принимает вид аа = X f + Y 2 + Z 2. 

Поскольку аа = а 2 = а , то

|а |2 = X 2 +Yx2 + Z 2, \a\ = ^ X 2 + Y2 + Z 2. (5.61)

Мы получили формулу (5.32) другим путем. Читателю предлагается 
получить самостоятельно формулу для расстояния между точками 
Mi(xu у,, zi) и М2(х2, у 2, z2)

р ( М хМ 2) =  yj(x2 - х х) 2 + ( у 2 -  у , ) 2 + ( z 2 -  z , )2 .

С л е д с т в и е  1 . Косинус угла между векторами (5.58) оп­
ределяется формулой

X , X 2 + Y xY2 + Z xZ 2 f e £ ^costp = - jr.   i,— г-уЛ-.-S ,■ (5.62)
V^4 + Y 2 + Z 2 y j x  22 + Y 2 + Z 2

Формула (5.62) следует из формул (5.49), (5.59) и (5.61).
С л е д с т в и е  2 .  Необходимое и достаточное условие пер­

пендикулярности двух векторов (5.58) выражается равенством

X xX 2 + YxY2 +Z xZ 2 = 0. (5.63)

Формула (5.63) следует из формул (5.53) и (5.59).



С л е д с т в и е  3 .  Если ось п образует с координатными 
осями углы сс, Д  у  соответственно, то проекция вектора .s=(X, Y, Zj 
на эту ось определяется равенством

п р пs  = X  c o s  ot +  У  c o s  (3 +  Z  c o s  у. (5.64)

Действительно, если е -  единичный вектор оси п, то с помощью 
формулы (5.50) находим

es — npfs = 1 • np„s = npns, npns = es.

Приняв во внимание формулы (5.36) и (5.59), из последнего равенства 
получим формулу (5.64).

Пример.
Даны векторы а = (7, 2, - 8), b = (11, - 8 , -7). Найти угол между ними.
По формуле (5.62) получаем

7 11 + 2(-8) + (—8)(—7)COS ф =
д/72 + 22 + ( - 8г  ■y/l I2 + ( - 8) 2 + (-7 ) 2

117 V2 л ..о = — ; ф = 45 .
1 Пур2 2

5.8. Правые и левые тройки векторов. Правые и левые
системы координат

Три некомпланарных вектора О А  — а, О В  =  Ь, О С  = с , взя­
тых в указанном порядке (а -  первый вектор, b -  второй, с -  третий) и 
приложенных в одной точке (рис. 5.16, а, б), называют тройкой век­
торов а, Ь, с. Будем смотреть с конца вектора с на плоскость, опреде­
ляемую векторами а и Ь. Если кратчайший поворот от вектора а к век­
тору b совершается против часовой стрелки, то тройка векторов а, Ь, с 
называется правой1 (рис. 5.16, а), если указанный поворот совершается 
по часовой стрелке, тройка а, Ь, с называется левой (рис. 5.16, б).

1 В случае правой тройки а, Ь, с векторы а, Ь, с располагаются так, как большой, указа­
тельный и средний пальцы правой руки; если тройка а, Ь, с является левой, то векторы 
а, Ь, с располагаются так, как указанные пальцы левой руки.



Рис. 5.16

Две тройки, обе правые или обе левые, называются тройками 
одной ориентации; если одна тройка является правой, а другая -  левой, 
они называются тройками различной ориентации. При круговой пере­
становке векторов (первый заменяется вторым, второй -  третьим, тре­
тий -  первым), схематически изображенной на рис. 5.16, в , ориентация 
тройки не меняется (см. рис. 5.16, а, б).

Если поменять местами два вектора, то ориентация тройки ме­
няется, например, если а, Ь, с -  правая тройка (см. рис. 5.16, а), то 
тройка Ь, а, с (тех же векторов, взятых в данном порядке) будет левой.

Следовательно, если даны три некомпланарных вектора а, b и с, 
то они образуют шесть троек, из которых тройки а, Ь, с, Ь, с, а, 
с, а, b являются тройками одной ориентации, тройки Ь, а, с, а, с, Ь, 
с, Ь, а -  тройками другой ориентации.

Декартова прямоугольная система координат называется правой, 
если тройка базисных векторов i, j, к является правой; если эта тройка 
левая, то система координат называется левой.

В данной книге будем пользоваться правыми системами коор­
динат.

5.9. Векторное произведение двух векторов
Векторным произведением вектора а на вектор b называется 

третий вектор, обозначаемый символом [а, Ь] и удовлетворяющий сле­
дующим условиям:

) |[a ,b ]| = а sm ф , где ф -  угол между векторами а и

Ь;
2 ) вектор [а, Ь] перпендикулярен каждому из векторов а и Ь;
3 ) тройки (a, b, [a, b]) (i, j, к) являются тройками одной ориен­

тации.



Замечание 1.
Для векторного произведения применяются и другие обозначения, на­

пример axb.

Замечание 2.
Поскольку будем пользоваться только правыми системами координат, 

условие 3) можно заменить другим -  тройка (a, b, [a bj) является правой.

Понятие векторного произведения имеет свой источник в меха­
нике. Если вектор b изображает силу, приложенную в точке М, а вектор
а = ОМ  , то [а, Ь] выражает момент силы b относительно точки О.

Из условия I) следует, что модуль векторного произведения 
[а, Ь] равен площади S  параллелограмма, построенного на векторах а 
и b (рис. 5.17), т.е.

|[а,Ь]| = 5 ,  (5.65)

поэтому (см. (5.13))

[а,Ь] = Л ,  (5.66)

где е — единичный вектор направления вектора [а, Ь].
Пусть векторы а и b коллинеарны, т.е. ср = 0 или ср = я, тогда 

sin ф = 0 , [а, Ь] =  0 ; следовательно,



Если выполнено равенство (5.67), то в случае ненулевых векторов 
sinq> = 0, откуда ф = 0, ф = л, т.е. векторы а и b коллинеарны. Если 
один из векторов есть нуль-вектор, его можно считать коллинеарным 
другому вектору. Итак, равенство (5.67) выражает необходимое и дос­
таточное условие коллинеарности двух векторов а и Ь, в частности, 
для всякого вектора а

[ а , а ]  = 0 . (5.68)

Векторное произведение двух векторов обладает свойствами:
1 ) антиперестановочности множителей

[ а , Ь ]  =  - [ Ь ,  а ]; (5.69)

2 ) сочетательности относительно скалярного множителя

[(aa ),b ] = a [a ,b j; (5.70)

[ a , (p b ) ]  =  |3[a,b];

3 ) распределительности относительно сложения

[(а +Ь ) ,с ]  =  [а ,с] + [Ь,с]; 

[ а , ( Ь + с ) ]  =  [а,Ь] +  [а,с].

(5.71)

(5.72)

(5.73)

Равенство (5.69) следует из определения векторного произведе­
ния.

Докажем равенство (5.70). Векторы [(аа), Ь] и а |а . Ь] имеют 
одинаковые длины, так как при а  > 0 (рис. 5.18)

[(аа), Ь] аа sin ф = а а sin ф,

при а  < 0



Эти векторы также одинаково направлены, поскольку при а  > 0 имеют 
направление вектора [а, Ь], а при а  < 0  -  направление, противополож­
ное направлению вектора [а, Ь]. Формула (5.71) следует из формул 
(5.69) и (5.70). Действительно,

[а, (РЬ)] = 4 (рЬ), а] = -Р[Ь, а] = ft а, Ь].

Равенство (5.72) докажем сначала для случая, когда вектор с -  
единичный, т.е.

[(а + b), с0] = [а, с0] + [b, с0] (| с0 | = 1 ). (5.72')

Рис. 5.19

Предварительно укажем способ построения векторного произведения 
произвольного вектора а на единичный вектор Cq. Отложим от фикси­
рованной точки О  вектор О С  =  с 0 и вектор О  А  =  а , через точку О 

проведем плоскость П, перпендикулярную вектору Со (рис. 5.19). Пусть 
А 1 -  ортогональная проекция точки А  на плоскость П. Вектор ОАх 

повернем на угол 90° вокруг точки О  в плоскости П по часовой стрел­

ке, если смотреть со стороны вектора Cq. Вектор ОАг , полученный в

результате этого поворота, и будет векторным произведением [а, Со]. В 
самом деле,

1 ) О А 1 cos
 ̂к  Л
-  -  ф a sm ф = sin ф;



2) вектор О А 2 перпендикулярен каждому из векторов а, с0;

3) векторы а, с0, ОАг образуют правую тройку.
Проведем построение (рис. 5.19, б), аналогичное построению, 

указанному на рис. 5.19, а. Из точки А  отложим вектор А В  = Ь, тогда 
О В =  а+Ъ. Пусть Ау и В-\ — ортогональные проекции точек А  и В  на. 
плоскость П. Повернув треугольник О А \В \ на угол а  = 90° вокруг точ­
ки О в плоскости П, получим треугольник О А 2В 2. Поскольку

О В 2 =  О А 2 + А 2В 2 и О В 2 =  [(а + Ь),с0], О А г =  [а, с0],

А 2В 2 =  [Ь ,с0 ], то из этих равенств и следует равенство (5.72'). Ум­

ножив его почленно на j с и приняв во внимание формулу с =

(см. равенство (5.13)), получим равенство (5.72). Равенство (5.73) сле­
дует из равенств (5.69) и (5.72): [а, (Ь + с)] = -[(Ь  + с), а] = -[Ь, а]— 
-[с, а] = [а, Ь] + [а, с].

Вопрос о выражении векторного произведения через координа­
ты перемножаемых векторов решает следующая теорема.

Теорема 5.2.

Векторное произведение [а, Ь] двух векторов 

а = (XpKpZ,), b = ( X 2,Y2, Z 2)

выражается формулой 

Га, Ь] =

(5.74)

У, Z, X, r,
i - j  +

y2 z 2 *2  Z, X 2 y2 (5.75)

Доказательство:
Из определения векторного произведения и равенства (5.68)

следует «таблица векторного умножения» ортов i, j,  к в правой декар­
товой прямоугольной системе координат:
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[i, i] = 0 , [i, j] = k, [i,k ] = -j;
[j,i] = -k , [j,j] = 0 , [j, k] = i;

[k .i] = j, [k, j] =  - i ,  [k, k] = 0 .

Принимая во внимание свойства векторного произведения 
(формулы (5.69) -  (5 .7 3 )) и указанную таблицу, находим

[a,b] = [(X,i + r,j + Z ,k),(X 2i + Y2 j + Z 2k)] =

= ( X iY2 - Y lX 2)[i,j] + ( X iZ 2 - Z 1X 2 )[i,k] + (KIZ2 - Z iy2 )[j>k],

т.е.

[a,b] = (y|Z2 -  Z yY2) \ - ( X {Z2 - Z lX 2)j + ( X J 2 -  Y^X^k.

Переходя к определителям второго порядка, из последней фор­
мулы получаем формулу (5.75). Эту формулу можно выразить через 
символический определитель третьего порядка

[а,Ь] =
к

Z,

(5.76)

Замечание.
Составим матрицу из координат векторов а и Ь:

П z i 
Х 2 У2 z 2

Координаты векторного произведения [а, Ь] равны минорам второго 
порядка этой матрицы, полученным путем поочередного вычеркивания 
первого, второго и третьего столбцов, причем второй минор нужно взять 
со знаком минус.

С л е д с т в и е  1 . Площадь параллелограмма, построенного 
на векторах (5.74), вычисляется по формуле



yt
2

+ *.  Z,
2

+
X,  Yx

у» z 2 Х 2 Z z X 2 Y2

Эта формула следует из формул (5.32) и (5.75).

С л е д с т в и е  2  . Площадь треугольника A B C  определяется 
формулой

1
S = ^ \ [ A B , A C ] (5.7В)

которая следует из формулы (5.65), так как площадь треугольника 
A B C  составляет половину площади параллелограмма, построенного

на векторах А В  и А С .

Пример 1.
Даны два вектора а = (7, -5, -6), b = (1, -2, -3). Найти координаты век­

торного произведения [а, Ь].
По формуле (5.76) получаем

[а,Ь] =
i j k

- 5  - 6 7 - 6 7 - 5
7 -5  - 6 = i - j +

- 2  -3 1 - 3 1 - 2
1 - 2  -3

к,

[a,b] = 31 + 1 5 j - 9к, [а,Ь] =  {3, ] 5, -9 } .

Пример 2.
Вершины треугольника находятся в точках А( - 1, -1, 1), 5(1, -3, 4), 

С(3, -1, -5). Вычислить его площадь.
С помощью формул (5.41) находим координаты векторов АВ  и АС : 

АВ  =(2, -2, 3), АС  =(4, 0, -6). Так как

(
- 2  3 2 3 2 - 2

\
[AB, AC] =

\
0 - 6

i 4 - 6
j 4 0

)

то



S = 1  [АВ, AC] = -j д/1 2 2 + 242 + 82 =

= -  J 4 2(32 + 62 + 22) = - 7  - 4 = 14 (кв.ед.). 
2 v 2

5.10. Смешанное произведение трех векторов
Пусть даны три вектора а, Ь, с. Вектор а умножим векторно на 

Ь, векторное произведение (а, Ь] умножим скалярно на с, в результате 
получаем число, которое называют векторно-скалярным  произведени­
ем, или смешанным произведением [а, Ь]с трех векторов а, Ь, с.

Геометрический смысл смешанного произведения трех векторов 
выясняет следующая теорема.

Теорема 5.3.

Смешанное произведение [а, Ь]с трех некомпланарных векто­
ров равно объему параллелепипеда, построенного на векторах

О А — а , OB  = b , О С  = с , взятому со знаком плюс, если тройка 
(а, Ь, с) -  правая, со знаком минус, если эта тройка — левая.

Доказательство.
Рассмотрим параллелограмм, построенный на векторах

ОА =  а , OB  =  b , О С  = с (рис. 5.20), лежащий в основании указан­
ного параллелепипеда. Его площадь S  выражается формулой (5.65), а 
векторное произведение [а, Ь] -  формулой (5 .6 6 ), поэтому 
[а, Ь]с=(5е)с=£(ес). Применяя формулу (5.50), получаем 
(ес) = е прес =  прес . С

другой стороны, прес =  ± h  ,

где h -  высота параллелепи­
педа, опущенная на основание 
O AD B  (рис. 5.20), знак плюс 
получается в случае, если 
(а, Ь, с) -  правая тройка, знак 
минус- если эта тройка левая.
Из трех последних равенств 
получаем



[a,b]c = ±Sh, [a,b]c = ±K, (5.79)

что и требовалось доказать. 
Отметим, что

V = mod([a,b]c). (5.80)

С л е д с т в и е  1.  Векторы а, Ь, с компланарны тогда и 
только тогда, когда их смешанное произведение равно нулю, т.е.

Действительно, если векторы компланарны, то [a, b]_Lc; равен­
ство (5.81) выполняется. Обратное также верно. Если выполнено ра­
венство (5.81), то векторы компланарны. Предположив противное, т.е. 
что векторы а, Ь, с некомпланарны, построим на них параллелепипед, 
тогда по теореме 5.3 [a, b]c= ±V Ф 0, что противоречит условию.

С л е д с т в и е  2 .  Справедливо равенство [а, Ь]с = а[Ь, с].
В самом деле, так как скалярное произведение не зависит от по­

рядка множителей, то а[Ь, с] = [Ь, с]а. По теореме 5.3 [a, b]c= ±V, 
[b, с]а = ± V, поскольку речь идет об одном и том же параллелепипеде. 
Согласно п. 5.8 (а, Ь, с) и (Ь, с, а) -  тройки одной ориентации, поэтому 
в двух последних равенствах нужно брать один и тот же знак. Сле­
довательно,

Принимая во внимание эти равенства, смешанное произведение 
[а, Ь]с и а[Ь, с] обозначают abc, т.е.

Замечание.
Если поменять местами два вектора, то смешанное произведение изме­

нит лишь знак (см. п. 5.8). Для трех векторов а, Ь, с
abc = bca = cab = -bac = -cba = -acb.

[a, b]c = 0 . (5.81)

[a,b]c = [b,c]a = a[b,c].

abc = [a,b]c = a[b,c]. (5.82)



Смешанное произведение трех векторов

определяется формулой

X, У, Z,
ab c=  Х 2 У2 Z 2

Х 2 У3 z 3

(5.84)

Д о к а за т е л ь с т в о .
Поскольку a b c = [a b ]c , то с помощью формул (5.75) и (5.59) 

получаем

У X, У,
abc = X, - к 1 1 + Z3

1 1
3

Уг z 2
3

^ 2 z 2
J

* 2

что равносильно формуле (5.84), так как правая часть последнего ра­
венства является разложением определителя третьего порядка по эле­
ментам третьей строки.

Следствие 1 из теоремы 5.3 теперь можно сформулировать сле­
дующим образом. Необходимое и достаточное условие компланарно­
сти трех векторов (5.83) выражается равенством

х ,  i; z ,
Х 2 У2 Z2 = 0.
Х 3 У3 Z3

(5.85)

Из формул (5.80), (5.82) и (5.84) следует, что

Ух
V = mod Х 2 У2 Z. 

X ,, Уз Z,У 7
2 2 (5.86)



Пример.
Найти объем параллелепипеда, построенного на векторах а = {3, 1, 2}. 

b = {2, 2, 3}, с = {1, 3, 1}.
По формуле (5.86) получаем

3 ~т 2

V = mod 2 2 3 = mod
1 3 1

0 - 8 -  1
- 8  - 1  

-  4 1
0 -  4 1 = mod - 1 2

1 3 1

=  12.

5.11. Линейная зависимость векторов
Векторы аь ..., а„ называются линейно зависимыми, если суще­

ствуют действительные числа а ь а 2, ..., а„, из которых по меньшей 
мере одно отлично от нуля, такие, что

а , а ,  +  а 2а 2+ . . . -к х „ а „  =  0. (5 .8 7 )

В противном случае (т.е. когда таких чисел не существует) векторы 
называются линейно независимыми; другими словами, векторы линей­
но независимы, если равенство (5.87) выполняется лишь при

а , = а 2 = ... = а п = 0. (5.88)

Если один из векторов, например аь является нулевым, то сис­
тема аь а2,..., а„ окажется линейно зависимой, так как равенство (5.87) 
будет выполнено при а , = 1, а 2 = а 3 = ... = а„ = 0. Если часть век­
торов а], а2, а *  линейно зависима, то и вся система аь а2, ..., а„ ли­
нейно зависима, поскольку из равенства а,а, + а 2а 2 + ... + а как = 0

2 2 2 (а, + а 2 + ... + а А * 0 )  следует равенство (5.87), в котором

a*+i = = 0 .

Теорема 5.5.

Чтобы векторы а ,,а 2,..., аП(п > 1) были линейно зависимы, не­
обходимо и достаточно, чтобы по меньшей мере один из ник был ли­
нейной комбинацией остальных.



Д о к а за т е л ь с т в о .
Необходимость. Пусть данные векторы линейно зависимы, то­

гда выполняется равенство (5.87), причем хотя бы одно из чисел ос*
(к — 1, 2 ,..., п) отлично от нуля. Предположим, что а,,Ф 0, тогда

а„ = -  — а, -  — а 2- , . (5.89)
а„ а„ а„

т.е. а„ — линейная комбинация остальных векторов.
Достаточность. Пусть один из векторов, например а„, является 

линейной комбинацией остальных:

а л =  а  |» ,  +  сс2а 2 +  ... +  с с ^ а , , . , .

откуда

а,а, + а 2а2 + ... + осп_,а„_, + (-1)а„ = О,

т.е. выполнено равенство (5.87), в котором ося= - 1 ^ 0 ;  это означает, что 
векторы линейно зависимы.

Отметим, что система из одного ненулевого вектора а линейно 
независима, так как равенство оса = 0  возможно только тогда, когда 
а  = 0 ; система из одного вектора линейно зависима тогда и только то­
гда, когда а = 0 .

Выясним, что представляют собой линейно зависимые системы 
из двух и трех векторов.

Теорема 5.6.

Два вектора и а2 линейно зависимы тогда и только тогда, 
когда они коллинеарны.

Д оказательство.
Пусть данные векторы коллинеарны, тогда (см. (5.15)) а2 =осаь 

откуда ccai + ( - 1 )а2 =  0 , ocia2+ а 2а2= 0 , т.е. векторы линейно зависимы, 
так как выполнено равенство (5.87), где п -  2, а 2= -1 ф 0.

Обратно, если векторы ai и а 2 линейно зависимы, т.е. 
oiia, + a 2a2= 0 , где хотя бы одно из чисел отлично от нуля, например 
а 2 *  0 , то



a 2 = ------ - a , , или  a 2 = c t a ,
а ,

а  =
а 2 /

а это означает, что векторы коллинеарны.

Теорема 5.7.

Если ej и е2 -  два неколлинеарных вектора некоторой плоско­
сти, то любой третий вектор а той же плоскости можно единст­
венным образом разложить по ним, т. е. представить в виде

а = дг, е, + х 2е 2. (5.90)

Д о к а за т е л ь с т в о .
Отложим из одной точки О  все три вектора: О Е} = е , ,

ОЕ-у = е 2, О  А -  а , (рис. 5.21). Через точку А  проведем две прямые,
п ар ал л ел ь н ы е с о о т в е т с т в е н н о  в ек т о р а м  в] и е2; о б о зн а ч и м  ч ер ез  А , и 

А 2 т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  эт и х  п р я м ы х  с  п р я м ы м и , н а  к о т о р ы х  л е ж а т  в ек ­

тор ы  в! и е2.
По определению суммы О А  = OAj + А} А , но АХА — ОАг , по­

этому

а = ОА = ~ОАх + ОА2. (5.91)

Поскольку векторы ej и ОАх коллинеарны, то 0 /4 ,=  (см. (5.15)), 

по той же причине ОА2 = х 2е 2 . Подставив эти выражения в равенство

Лз



по той же причине ОАг =  х 2е 2 . Подставив эти выражения в равенство 
(5.91), получим формулу (5.90).

Коэффициенты Х\ и х г разложения (5.90) определяются одно­
значно. Предположим, что существует разложение

*=У\*\+Уг*2- (5.92)

Вычитая почленно равенство (5.92) из равенства (5.90), получаем 
(■*1 “  y i)e i + ( х 2  ~  Уг) г 2  ~  По условию векторы е, и е2 не колли- 
неарны. Из теоремы 5.6 следует, что они линейно независимы, поэтому 
последнее равенство выполняется лишь при ;с, — у, = 0 ,

х 2 ~  Уг = 0 ’ откудаХ\ = у ь х г - у г 

Теорема 5.8.

Три вектора а ь а^ а3 линейно зависимы тогда и только тогда, 
когда они компланарны.

Доказательство.
Пусть векторы аь а2, а 3 линейно зависимы, тогда по теореме 5.5 

один из них, например а3, есть линейная комбинация остальных: 
а 3 = aia] + а 2а2. Следовательно, вектор а3 лежит в той плоскости, что и 
векторы а] и а2, т.е. векторы а ь а2) а 3 компланарны.

Обратно, если данные векторы компланарны и векторы а ь а2, не 
коллинеарны, то по теореме 5.7 а3= o^ai + а 2а2, откуда
аа] + а 2а 2 + ( - 1 )а3 = 0 , т.е. векторы линейно зависимы, так как выпол­
нено равенство (5.87) при а 3= -1  ^0; если ai и а2 коллинеарны, то
a2 =otai. Следовательно, а2= (xaj + 0 а3, поэтому векторы линейно за­
висимы (по теореме 5.5).

Теорема 5.9.

Если векторы ©i, е2, е 3 не компланарны, то любой вектор а 
можно единственным образом разлож ить по ним, т.е.

а = х ,е ,+ х 2е2 + х 3е3. (5.93)



Доказательство.
Из некоторой точки О  отложим все четыре вектора: О Е , = 6 ,,

О Ег = е 2, О Еъ = е 3, О А  = а. Через точку А  проведем три плоскости, 
параллельные соответственно плоскостям, определяемым каждой па­
рой векторов (е2, е3), (е ь е 3), (e lt е 2). Пусть А ь А 2. А 3 -  точки пересече­
ния указанных плоскостей с прямыми, на которых соответственно ле­
жат векторы в|, е 2, е 3. В результате этого построения получим парал­
лелепипед (рис. 5.22), для которого О А -  диагональ.

По определению суммы трех векторов

а = О А  = Щ + О А ^  + ОА^. .(5.94)

Подставляя в это равенство выражения О Д ^ д ^ е ,, ОЛ2 = л ,е 2,

0А 3 =л:3е 3, получаем разложение (5.93). Единственность этого раз­
ложения доказывается так же, как и в теореме 5 .7 .

Теорема 5.10.

Всякие четыре вектора трехмерного пространства линейно 
зависимы.

Доказательство.
Пусть среди векторов а ь а2, а3 а4 имеется три некомпланарных 

вектора, например а ь а2, а3, тогда а4= ос^ + а2а2 + сс3а3 (теорема 5.9), 
т.е. векторы линейно зависимы (по теореме 5.5).

Если векторы а ь а2, а3 линейно зависимы, то 
сс]а] + а 2а2+ а 3а3= 0 (a f + а ; + а ]  * 0 ) ,  следовательно,
a taj + а 2а2 + ос3а3 + 0 а4= 0 , т.е. векторы а,, а2, а 3 а4 линейно зависимы.

5.12. Понятие об аффинных координатах
Зафиксируем некоторую точку О  заданной плоскости и выберем 

два неколлинеарных вектора е ]5 е 2. Назовем эту точку началом коор­
динат, векторы е ь е 2 -  базисными. От точки О  отложим векторы

ОЕ, = е, и О Е2 = е 2, проведем прямые, которым принадлежат векто­

ры О Ех и О Е2 ■ Фиксируем на них положительные направления, сов­

падающие с направлениями О Е } и О Ег соответственно. Получим две 
координатные оси Ох  и О у  (рис. 5.23). Будем говорить, что построена
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общая декартова, или аффинная, система координат {О, еь е2 }.
Пусть а -  любой вектор данной плоскости. Отложим из точки О

вектор О А  =  а , тогда по теореме 5.7

а = хех + уе 2. (5.95)

Числа х  и у  формулы (5.95) называются общими декартовыми,
или аффинными, координатами 
вектора а в системе (О, еь е2), они 
называются также аффинными ко­
ординатами точки А  в той же си­
стеме, т.е. а = (х , у), А (х ,у ).

Так как ОА, -  х е ,,

ОА2 = у е 2, то .х: и у  -  величины 

направленных отрезков ОА
Рис. 5.23 ОА2 координатных осей; \ х \  -

длина отрезка ОА} , измеренная с

помощью масштабного отрезка О Е }; \ у \ -  длина отрезка ОАг , изме­
ренная с помощью масштабного отрезка О Е г. Другими словами, аф­
финными координатами точки А  (и вектора а = ОА ) называются числа 
х и у , определяемые формулами

х = ОАх, у  = ОА2, (5.96)

где О А 1, О А2 -  величины направленных отрезков ОАх и ОАг коорди­

натных осей (Л] -  проекция точки А  на ось Ох, взятая параллельно оси 
Оу, А 2 -  проекция точки А  на ось Оу, взятая параллельно оси Ох\ дли­
ны отрезков на каждой оси измеряются с помощью своего масш­
табного отрезка).

В частном случае, когда векторы е[ и е2 перпендикулярны, при­
чем | ei| = 1 е 2| = 1 (их называют ортами и обозначают соответственно 
через i, j), получаем декартову прямоугольную систему координат.

Аналогично вводится аффинная система координат в простран­
стве. Фиксируем начало координат -  точку О, базис -  три некомпла­

нарных вектора еь е2, е3, отложим из точки О  векторы О Ех = € ,,  
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О Е 2 — е 2, О Е2 = е 3, координатные оси Ох, Оу, Oz. Если а -  любой

вектор, то, отложив из точки О  вектор О А = в ,  по теореме 5.9 по­
лучим

а -  хе, + у е 2 + ze3. (5.97)

Общими декартовыми, или аффинными, координатами вектора 
а (и точки А ) называются числа x , y , z  в разложении (5.97).

Пусть Л] -  проекция точки А  на ось х, взятая параллельно коор­
динатной плоскости O yz (определяемой векторами е2, е3), т.е. точка 
пересечения оси О х  и плоскости, проходящей через точку А  и парал­
лельной плоскости Оуг, А 2 -  проекция точки А на ось Оу, взятая па­
раллельно плоскости O xz’, А 3 -  проекция точки А  на ось Oz, взятая па­
раллельно плоскости Оху, тогда ОА{ =  х е {, ОА2 — у е 2 , ОА3 -  ге3 .

Следовательно, х, у , z -  проекции вектора ОА на координатные 

оси, т.е. величины направленных отрезков ОД , ОА2 , ОАъ , длины 
отрезков на каждой координатной оси измеряются с помощью своего 
масштабного отрезка (ei -  на оси Ох, е2-  на оси Оу, е3 -  на оси Oz).



Глава 6
ЭЛЕМЕНТЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ В 
ПРОСТРАНСТВЕ

В главе рассматриваются некоторые линии и поверхности в пространстве. Бу­
дем исходить из наглядного представления о линии и поверхности, известного 
из курса математики средней школы. Вводятся понятия уравнений поверхности 
и линии в пространстве Как будет показано, поверхность в пространстве опре­
деляется одним уравнением с тремя переменными, а линия -  двумя такими 
уравнениями Основное внимание уделено случаям, когда данные уравнения яв­
ляются алгебраическими уравнениями первой или второй степени.
Отметим, что в пп. 6.1 -  6.10 будут использоваться только декартовы прямо­
угольные координаты.

6.1. Уравнение поверхности. Уравнения линии в 
пространстве
Уравнением поверхности (в фиксированной системе координат) 

называется такое уравнение с тремя переменными, которому удовле­
творяют координаты любой точки данной поверхности и только они.

Из этого определения вытекает способ решения следующей про­
стой задачи: выяснить, лежит ли данная точка на поверхности, опреде­
ляемой заданным уравнением. Для решения задачи необходимо под­
ставить ее координаты в данное уравнение, если получается числовое 
равенство, то точка лежит на поверхности, в противном случае точка 
поверхности не принадлежит.

Всякое уравнение с тремя переменными х, у , z можно записать
как

F ( x , y , z )  =  0 ,'  (6.1)

где F(x, у , z) -  некоторая зависимость между х , у, z; в частных случаях, 
например, F (x , у , z) = х - у  + z, Fix, у , z) = х 2 + у 2 + z2-  16.
F(x, у , z) = x 2 + y 2- z 2-  1 и т.д.

В качестве примера составим уравнение сферы радиуса R  с цен­
тром в точке С(а, Ь, с). Исходя из определения сферы как множества 
точек пространства, равноудаленных от данной точки (центра), для 
произвольной ее точки М (х, у , z) получаем

р (С, М ) = R. (6-2)

1 В некоторых случаях уравнение может не содержать одной или двух переменных.
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Р (С , М )  =  V ( . T - a ) 2 + ( r - 4 ) 2 +  ( z - c ) J ,

ТО

j ( x - a ) 2 + ( y - b ) 2 + ( z - c ) 2 = R,

или

( x - a ) 2 + ( y - b ) 2 + ( z - с ) 2 = R 2 . (6.3)

Для точки N, не лежащей на данной сфере, равенство (6 .2 ) не будет 
выполнено, поэтому ее координаты не удовлетворяют уравнению (6.3). 
Следовательно, уравнение (6.3) и является уравнением сферы радиуса 
R  с центром в точке С(а, b , с).

В частном случае, когда центр сферы находится в начале коор­
динат (а = b = с = 0), уравнение (6.3) принимает вид

х 2 + у 2 + z 2 = R 2. (6.4)

Уравнение (6.4) называется каноническим уравнением сферы.
Приведем еще один пример. Из определения декартовых прямо­

угольных координат точки (см. п. 1 .6 ) следует, что координатные 
плоскости O yz , Oxz, О ху  определяются соответственно уравнениями 
х = 0 , >> = 0 , z = 0  (х = 0 — уравнение плоскости Oyz и т.д.)

Поверхность, определяемая алгебраическим уравнением n-Pi 
степени относительно декартовых координат, называется поверхно­
стью п—го порядка. В пп. 6.4, 6.9 -  6.10 рассматриваются поверхности 
первого и второго порядка. В п. 6.4 показано, что поверхностью перво­
го порядка является плоскость. Отметим, что сфера -  поверхность вто­
рого порядка (см. уравнения (6.4) и (6.7)).

Линию в пространстве можно рассматривать как пересечение 
двух поверхностей, поэтому она определяется двумя уравнениями. 
Пусть I — линия, по которой пересекаются поверхности, определяемые 
уравнениями F \(x ,y , z) = 0  и F 2(x, у , z) = 0 , т.е. множество общих точек 
этих поверхностей, тогда координаты любой точки линии I одновре­
менно удовлетворяют обоим уравнениям



F,(x,;>>,z) = 0 ;j 
F 2 ( x , j / , z )  =  °.J

Уравнения (6.5) и являются уравнениями указанной линии. Например, 
уравнения

определяют окружность радиуса R = 3, лежащую в плоскости Оху 
(первое уравнение определяет сферу радиуса R = 3 с центром в начале 
координат, второе -  координатную плоскость Оху). Запишем уравне­
ния координатных осей декартовой системы координат. Ось Ох, как 
линия пересечения плоскостей O xz  и Оху,  определяется уравнениями 
у  = 0 , z = 0 , ось Оу,  как линия пересечения плоскостей Oyz, Оху, -  
уравнениями jc = 0 , z  = 0 ; ось O z  -  уравнениями х  = 0 , у  = 0 .

6.2. Геометрическое значение одного и двух уравнений
между координатами в пространстве
Пусть дано уравнение относительно декартовых прямоугольных 

координат х, у ,  z

Рассмотрим множество точек пространства, координаты кото­
рых удовлетворяют уравнению (6 .6 ). Всякое множество точек про­
странства называется фигурой; мы не исключаем случая, когда это 
множество содержит лишь одну точку или оказывается пустым. Следо­
вательно, всякое уравнение (6 .6 ) определяет некоторую фигуру в про­
странстве.

Выясним, какое множество точек пространства определяет 
уравнение

Это уравнение второй степени, имеющее равные коэффициенты при 
квадратах координат (А Ф 0) и не содержащее членов с произведением 
координат.

4>(x,y,z) = 0. (6 .6)

А х2 + А у2 + A z2 + 2 Вх + 2 Су + 2 Dz + Е = 0. (6.7)



Если уравнение (6.7) определяет некоторую поверхность в про­
странстве, то этой поверхностью является сфера.

Доказательство.
Так как А  & 0, то обе части уравнения можно разделить на А , по­

сле чего оно примет вид

х~ + у 2 + z 2 + 2  Ьх + 2  су + 2 dz  + е =  0 .

Выделяя полные квадраты, получаем

(x + b)2 + (у  + с)2 + (z + d )2 = / ,  (6 .8 )

где f  = Ь~ + с 2 + d 2 — е. В зависимости от того, каково f  ( f>  0, 
/ =  0 , / <  0 ), уравнение (6 .8) сводится к одному из уравнений

(х + Ь) 2 + (у  + с)2 + (z + d)~ = (6 .9 )

(x + b)2 + ( у  + с)2 +(z  + d ) 2 = 0; (6 . 1 0 )

(x + b)2 + ( y  + c)2+( z  + d ) 2 = - R 2. (6.11)

Уравнение (6.9) определяет сферу радиуса R  с центром в точке 
С(-Ь, -с , -d ), уравнение (6 . 1 0 ) -  указанную точку, уравнение (6 . 1 1 ) -  
пустое множество. Теорема доказана.

Отметим, что уравнение х  = а  определяет плоскость, перпенди­
кулярною оси О х  уравнение х2-  а2 = 0  -  две плоскости (уравнения ко­
торых х  = а, х  = -а); уравнению

J L - i £ + - L =  о
1-1 Ы  1*1

удовлетворяют координаты точек пространства, заполняющих два ок­
танта.



Пусть заданы два уравнения

F ( x , y , z )  =  0;1 (6)2)
&(x,y,z) = 0.J

Если каждое из этих уравнений определяет поверхность и поверхности 
пересекаются по некоторой линии, то система (6 . 1 2 ) задает линию их 
пересечения; если эти поверхности имеют только одну общую точку, 
система (6 . 1 2 ) определяет эту точку; если поверхности не пере­
секаются, система определяет пустое множество. В общем случае эта 
система задает некоторое множество точек пространства. Например, 
система уравнений

л-2 + у 2 +  г  = 1 ;'

\х \ I УI IЧ

определяет множество точек сферы x 2 + y 2 + z2= 1 , принадлежащих 
первому и седьмому октанту.

6.3. Параметрические уравнения линии и поверхности
Параметрическими уравнениями линии в пространстве называ­

ются уравнения вида

* = ф |(0 , У = <?2(0> 2  = ф3(0 , (6.13)

где cpi(0 , фг(0 , Фз( 0  -  функции некоторой переменной t (параметра), 
если при каждом значении t из конечного или бесконечного промежут­
ка они дают координаты точек данной линии и только таких точек.

Параметрические уравнения часто применяются в механике для 
описания траектории движущейся точки; роль параметра t в таких слу­
чаях играет время.

В качестве примера приведем параметрические уравнения вин­
товой линии. Винтовой линией называется линия, описываемая точкой, 
равномерно движущейся по образующей кругового цилиндра, который 
при этом вращается вокруг своей оси с постоянной угловой скоростью.

Выберем ось вращения цилиндра в качестве оси Oz декартовой 
прямоугольной системы координат в пространстве (рис. 6.1). Обозна­
чим через v постоянную скорость прямолинейного движения точки 
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Рис. 6.1 Рис. 6.2

вдоль образующей, через со -  скорость вращательного движения, через 
R  -  радиус цилиндра. Пусть в начальный момент точка находилась на 
оси О х  (совпадала с точкой А), а в момент времени t -  в положении М. 
Обозначим буквой N  проекцию точки М  на плоскость Оху, буквой Р  -  
проекцию точки N  на ось Ох, буквой Q -  проекцию точки N  на ось Оу. 
Обозначая через ср угол между О Р  и ON, получаем х  = OP = Rcos (р, 
у  =xOQ = R  sin ф, z = N M  = vt.

Поскольку ф =  COf,'TO

Уравнения (6.14) являются параметрическими уравнениями винтовой 
линии.

Параметрическими уравнениями поверхности называются 
уравнения вида

гдe / i ( M ,  v ) , / 2( m , v ) , / 3( w , v )  -  функции двух переменных и  и v  (парамет­
ров), если при любых значениях и и v (меняющихся в некоторой об­
ласти) они дают координаты всех точек данной поверхности и только 
таких точек1.

Рассмотрим примеры параметрических уравнений по­
верхностей.

1 Правые части уравнений (6.15) содержат два параметра, а правые части уравнений 
(6.13) -  только один параметр.

х = Rcosoit, y  = Rsin(Dt, z = vt. (6.14)

x - f x ( u tv)f y  = f 2(u,v),  z = f s ( u ,v \ (6.15)



1. Составим параметрические уравнения сферы радиуса R.
Введем в рассмотрение систему декартовых прямоугольных ко­

ординат с началом в центре сферы и систему сферических координат с 
началом в той же точке (рис. 6 .2 ). Пусть М  -  произвольная точка сфе­
ры, N  -  ее проекция на плоскость Оху. Обозначим угол, образуемый
вектором О М  с осью O z, через и (широта); угол, образуемый векто­

ром O N  с осью Ох, -  через v (долгота). Принимая во внимание опре­
деление декартовых координат (или связь между декартовыми и сфе­
рическими координатами, см. п. 1 .8 ), получаем параметрические урав­
нения сферы

л: = /?sin wcosv, у  -  7?sinwsin v, z = Rcosu, (6.16)

где 0 < и < я, 0  < v < 2 тг.
Исключив из этих уравнений параметры и и v (для чего нужно 

возвести в квадрат обе части каждого уравнения и почленно сложить), 
получим уравнение (6.4), выведенное ранее другим путем.

2. Составим параметрические уравнения плоскости, проходящей 
через точку М 0(х0, у 0, z 0) и параллельной двум неколлинеарным 

векторам а =  (а ,, а г , а3), b =  (Ьх, Ь2,Ь Ъ).

Отложим от точки M q два век­

тора: М 0А = а и М 0В  = b
(рис. 6.3). Пусть М(х,  у,  z) -  произ­
вольная точка плоскости, тогда вектор
М 0М  принадлежит плоскости, опре­

деляемой векторами М 0А  и М 0В.
Этот вектор можно разложить по век­

торам а и b (см. теорему 5.7), т.е. представить в виде

М 0М  = z/a + vb, (6.17)

где и и v — некоторые числа. Меняя точку Л/, получаем новые значения 
и, V.

Заметив, что М 0М  — (л: — х 0, у  — у0, z  — z0), от векторного со­
отношения (6.17) перейдем к координатным



х  -  х0 = иау + vbx; х  = х 0 + иах + vbx;
у - у 0 = ua2 +vb2>>, или у  = у 0 + иа2 + vb2;> (6.18)
z -  z0 = иаг + v£ 3 z = z0 + ма3 + v63.

Уравнения (6.18) называются параметрическими уравнениями 
плоскости.

6.4. Плоскость в пространстве
Плоскость в пространстве можно задать различными способами 

(тремя точками, точкой и вектором, перпендикулярным плоскости, 
и т.п.). В зависимости от этого рассматривают различные виды ее 
уравнения.

Уравнение плоскости, проходящей через данную точку 
перпендикулярно данному вектору.
Дана точка М 0( х0, у 0, z0) и ненулевой вектор

п = (А,В,С) .  (6.19)

Требуется составить уравнение плоскости, проходящей через точку М п 
перпендикулярно к указанному вектору п (этот вектор называют нор­
мальным вектором плоскости).

Рассмотрим произвольную точку М (х, у , z ) данной плоскости.

Так как вектор М 0М  = ( х - х 0, у  — у 0, z -  z0) лежит на плоскости, то
он перпендикулярен вектору п (рис. 6.4). Следовательно, их скалярное 
произведение равно нулю (см. условие (5.53)), т.е.

(6 .20)



Пользуясь выражением скалярного произведения в координатах 
(см. формулу (5.59)), получаем искомое уравнение

А(х - х 0) + В(у -  у0) +  C(z -  z0) = 0, (6.21)

которому можно придать вид

Ax + B y+ C z + D = 0, (6.2Г)

где D = - ( А х 0 +  В у0 + C z0).
Подчеркнем, что в уравнениях (6.21) и (6.210 коэффициентами 

при л-, у , z являются координаты нормального вектора плоскости.

Общее уравнение плоскости.
Уравнение первой степени относительно декартовых координат

Ах + By + Cz + D  = 0, (6.22)

где А , В, С  одновременно в нуль не обращаются, т.е.

А 2 + В 2 + С 2 *  О (6.23)

определяет плоскость в пространстве. Действительно, пусть х 0, у  о, Zo -  
три числа, удовлетворяющие уравнению (6 .2 2 ), т.е. 
A jс0 + В у0 + Cz0 + D^O. Вычитая почленно это тождество из уравнения 
(6 .2 2 ), получаем

А(х -  х0) + В (у  -  у 0) + C(z -  z0) = 0.

Это уравнение вида (6.21), оно определяет плоскость, проходящую 
через точку M 0(xQ, у0, z0) и имеющую нормальный вектор
п = (.А , В, С)  (в силу условия (6.23) этот вектор не является нулевым).
Следовательно, уравнение (6.22) тоже определяет плоскость. Уравне­
ние (6.22) называется общим уравненном плоскости. Поскольку это 
уравнение первого порядка относительно декартовых координат, плос­
кость является поверхностью первого порядка (в соответствии с опре­
делением, данным в п. 6 . 1 ).



Рис. 6.5

Рассмотрим частные случаи уравнения (6.22), когда один или 
несколько коэффициентов его обращаются в нуль.

1) D  -  0. Уравнение (6 .2 2 ) принимает вид

Ах +  By + Cz = 0. (6.22а)

Уравнение (6.22а) определяет плоскость, проходящую через начало 
координат (рис. 6.5,я), так как координаты х = 0 , у  = 0, z = О удовле­
творяют ему.

2) С  = 0. Уравнение (6.22) принимает вид

Ax + B y + D  = 0. (6.226)

Вектор п  = (А, В, 0) перпендикулярен оси O z  (см. определение коор­
динат вектора в п. 5.5) и данной плоскости (как ее нормальный вектор), 
поэтому плоскость, определяемая уравнением (6 .2 2 , б), параллельна 
оси Oz  (рис. 6.5, б).

3) С = 0, D  = 0 . Уравнение

Ах  + By — 0 . (6 .2 2 в)

определяет плоскость, проходящую через ось Oz (рис. 6.5, в); это сле­
дует из двух рассмотренных случаев.

4) В  = 0, С  = 0. Уравнение (6.22) сводится к уравнению

f D \Ax + D = 0, или х  = а
а А

(6 .2 2 г)

которое определяет плоскость, параллельную координатной плоскости 
O y z , поскольку вектор п  = (А, 0 , 0 ) перпендикулярен оси О у  и оси Oz
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(см. определение координат вектора), а также перпендикулярен данной 
плоскости (как ее нормальный вектор). Другими словами, уравнение 
х  -  а  определяет плоскость, перпендикулярную оси О х  и отсекающую 
на ней отрезок О Р , величина которого равна а, т.е. О Р  = а.

5) В  = О, С  = О, D  = 0 . Уравнение (6 .2 2 ) сводится к уравнению

Ах  = 0 ,или х  = 0 ,  (6.22д)

(поскольку А *  0 в силу условия (6.23)), и определяет координатную 
плоскость Oyz: это частный случай предыдущего (D = 0 , поэтому 
а  = 0 ).

Отметим, что уравнения (6.22г) и (6.22д) можно получить непо­
средственно, использовав определение декартовых прямоугольных 
координат точки (см., например, п. 6 . 1 ).

Читателю предлагается аналогичным образом рассмотреть дру­
гие возможные случаи: 6 ) В  = 0 ; 7) В  = 0 , D  = 0; 8 ) А = 0 ; 9) А = О, 
D  = 0 ; 1 0 ) А  = 0 , С = 0 и т.д. и сделать соответствующие рисунки.

Нормальное уравнение плоскости.
Пусть дана некоторая плоскость. Через начало координат прове­

дем прямую, перпендикулярную этой плоскости, и обозначим буквой Р 
точку их пересечения (рис. 6 .6 ). Установим на указанной прямой (нор­
мали п ) положительное направление, совпадающее с направлением

вектора О Р . Обозначим через а ,  [3, у углы, образованные нормалью п 
с координатными осями О х , Оу, Oz соответственно, через р  -  величи­
ну вектора О Р , т.е.

р  = ОР. (6.24)

Если M { x ,y ,z )  -  произвольная точка плоскости и 

г  = О М  = (х , у , z )  -  ее радиус-вектор, то

пр „ОМ = р. (6.25)

На основании следствия 3 из теоремы 5.1 (см. п. 5.7)

пр„ ОМ  = х cos а  + у  cosp + z cosy. (6.26)



Из соотношений (6.25) и (6.26) получаем уравнение

jccosa + ycosP + z c o s y -  р  = О,

которое называется нормальным уравнением плоскости.
Общее уравнение плоскости (6.22) можно привести к виду

(6.27). Умножив обе части уравнения (6.22) на число ц *  0, получим

цАх + ц#у + \iCz + |iD = О, (6.28)

определяющее ту же плоскость, что и исходное уравнение. Выберем ц 
так, чтобы

]LL4=:cosa, jiS = cosP, p.C = cosy, [iD = -p . (6.29)

Рис. 6.6

О

Рис. 6.7

Возводя в квадрат обе части каждого из первых трех уравнений (6.29) 
и почленно складывая, находим

1 1 2(Л 2 + В2 + C 2) = cos2a  + cos2p + cos2 у = 1,

(здесь использовано равенство (5.35)). Так как выполнено условие 
(6.23), то

1

± л1а 2 + В 2 + С 2
(6.30)

Число ц, определяемое равенством (6.30), называется норми­
рующим множителем. Принимая во внимание четвертое равенство
(6.29), заключаем, что в формуле (6.30) нужно выбрать знак, противо­
положный знаку D  (ибо р  > 0 ).



Следовательно, уравнение (6.28) принимает нормальный вид

Ах + By + Cz + D _  q

± J a 2 + b 2 + c 2
(6.31)

где следует взять знак, противоположный знаку D  в уравнении (6 .2 2 ).

Уравнение плоскости, проходящей через три точки.
Составим уравнение плоскости, проходящей через три точки 

М х(хъ у и Z\) ,  М г(х2, y 2, Zi ) ,  М 3(х3, ;у3, z 3) не лежащие на одной прямой. 
Пусть М (х, у , z) -  произвольная точка этой плоскости (рис. 6.7). Рас­
смотрим векторы

Эти векторы компланарны, поэтому их смешанное произведение равно
нулю: М ,М  • М ХМ 2 • М {М 3 =  0  (см. условие (5.81)). Принимая во
внимание выражение смешанного произведения в координатах, полу­
чаем искомое уравнение

Замечание.
Разлагая определитель по элементам первой строки, уравнение (6.32) 

можно представить в виде А (х -х \)  + В (у~ ух) + C (z-Z \) = 0, где через А, 
В, С  обозначены соответствующие определители; эти определители одно­
временно в нуль обратиться не могут (векторы MtM2 и М}МЬ не колли­
неарны), так что условие (6.23) будет выполнено.

Читателю предлагается составить уравнение плоскости, проходящей 
через две точки М \{ х \ ,  у \ ,  Z\ ) ,  М 2{х2, уг, Zi ), и параллельной вектору 
а = (а\, а2, а3), а также уравнение плоскости, проходящей через точку 
М А х и  Уъ Z\),  и параллельной двум неколлинеарным векторам 
а = (а и аъ а3), b = ф ь Ъъ Ьъ).

M ]M  = ( x - x v y - y l , z - z i),

М \М 2 - ( х 2 X f,y2 у  j,z2 z j),

М,М3 - ( * з  х \»Уз У п2з Z\)-

х ~ х \ У~У  1 z - Z i  

Х2 ~ Х\ У2~У\ *2 -Z \  =0- 
*3“ *i У3 - У 1 Z3 - Z 1

(6.32)



Взаимное расположение двух плоскостей. 
Рассмотрим две плоскости, заданные уравнениями

Ахх  + Вху  + Cxz + £>, = 0; (6.33)

Л2х  + В2у  + C2z  +£>2 = 0. (6.34)

Первая из них имеет нормальный вектор П] = (Ль В], Су), вторая
-  нормальный вектор п 2 = (Л2, В2, С2). Плоскости параллельны, когда
векторы ni и п2 коллинеарны, поэтому из условий (5 .3 7 ) и (5.38) сле­
дует, что необходимое и достаточное условие параллельности двух 
плоскостей (6.33), (6.34) выражается равенствами

А2 = Aj4j В2 — Щ , С, — X/Cj,
или

^2 _  В2 _  С2
А\ Вх С,

(6.35)

или

Условие совпадения двух плоскостей выражается равенствами 

А2 — АЛ, В2 — ХВх, С2 — \ С Х, Dj ~ X D x,

Аг _  А . О .  _  А (6.36)А  В, с, я,
так как в этом случае коэффициенты уравнения второй плоскости по­
лучаются из соответствующих коэффициентов уравнения первой путем 
умножения на одно и то же число, отличное от нуля (такие уравнения 
определяют одну и ту же плоскость).

Если условие (6.35) не выполнено, плоскости пересекаются. В 
частности, когда плоскости перпендикулярны, то перпендикулярны и 
векторы п ь  п 2, поэтому их скалярное произведение равно нулю, т.е. 
П]П2 = 0 , или

А ХА^ + ВХВ2 + СХС2 = 0. (6.37)

Равенство (6.37) выражает необходимое и достаточное условие 
перпендикулярности двух плоскостей, заданных уравнениями (6.33) и 
(6.34).



Угол между двумя плоскостями.
Пусть даны две плоскости уравнениями (6.33) и (6.34). Угол ф 

между этими плоскостями равен углу между их нормальными векто­
рами П) и Пг, поэтому

n.it, А .А , +  В ,В2 +  С ,С 2
соБф = г* у I = . 1 2  1 ,2 ■ ■■■——  ■ (6.38)

|п 11п21 yjAf + В ] + с,2 J a 22 + В \ + С\

Пример 1.
Составить уравнение плоскости, проходящей через точку М0{4, -5, 6) и 

имеющей нормальный вектор п = { 1 , 2 , -3}.
Так как в данном случае Xq = 4, у0 = -5 , Zq = 6 , А  = 1, В  = 2, С = -3, 

то уравнение (6 .2 1 ) принимает вид 1 (х -  4) + 2 (у + 5)-3(z -  6 ) = 0, или 
х  + 2у -  3z + 24 = 0.

Пример 2.
Составить уравнение плоскости, проходящей через три точки М \{ \,-4 ,9), 

М 2(-2 , - 5 , 7), - 6 , 8).
В соответствии с формулой (6.32) получаем

х  — \ у + 4 z - 9 х - 1  у  + 4 z - 9
- 2 - 1 - 5 + 4 7 - 9 = 0 , - 3  - 1  - 2 =

3 -1 - 6  + 4 8 - 9 2  - 2  - 1

( * - 1)
- 1  - 2 - 3  - 2 - 3  - 1

- 2  - 1
-(У  + 4)

2  - 1
+ ( z - 9)

2  - 2
= 0 ;

Зх + l y  - & z  +97 = 0.

Пример 3.
Уравнение 2х — у + 2 z~  15 = 0 привести к нормальному виду. 
По формуле (6.30) находим

1 1

■у/2 2 + ( - 1 ) 2 + 2 2 3



(взят знак плюс, так как D  =  -15). Умножив на ц исходное уравнение, по­

лучим —; c - i y  + — г - 5  = 0-  
3 3 '  3

6.5. Прямая в пространстве
Векторно-параметрическое уравнение прямой. 
Направляющим вектором прямой называется любой вектор, ле­

жащий на прямой или параллельный ей.
Направляющими косинусами 

прямой называются направляющие 
косинусы ее направляющего вектора.

Составим уравнение прямой, 
проходящей через точку М0(Л'0, у о, Zo) 
и имеющей направляющий вектор

*• а  = (яь а2, а3). Отложим из точки М 0 
) -----------------

вектор М 0А  =  а  (рис. 6 .8 ). Пусть 

М (х, у, z ) -  произвольная точка дан- 
Рис. 6.8 ной прямой, г =  ОМ  -  ее радиус-

вектор, а г0 = О М 0 -  радиус-вектор

точки М 0, тогда О М 0 +  М 0М  = О М  , М 0М  = a t , поэтому

г = г0 + а/. (6.39)

Уравнение (6.39) называется векторно-параметрическим  уравнением 
прямой.

Параметрические уравнения прямой.
Заметив, что г  =  О М  = ( x , y , z ) ,  г 0 = О М 0 =  (* 0 , у0 , г 0 ) > 

а  = (ах,а 2,а ъ) ,  от векторного соотношения (6.39) перейдем к коор­
динатным соотношениям

x = x 0 + alt, y  = y Q + a2t, z = z0 + a3/. (6.40)

Уравнения (6.40) называются параметрическими уравнениями 
прямой (см. п. 63).



Канонические уравнения прямой.
Каждое из уравнений (6.40) разрешим относительно t:

У
а

откуда

х - х 0 _  У - У о  _  z - z 0 (6.41)
а а-

Уравнения (6.41) называются каноническими уравнениями прямой.

Уравнение прямой, проходящей через две данные точки. 
Пусть даны две различные точки М х(хъ y h Z\) и М 2(х2, у 2, Zг). В 

качестве направляющего вектора прямой можно взять вектор

а =  М ]М 2 = (х 2 — х х, у 2  — У] •, z 2 ~  Zj) . Поскольку прямая проходит
через точку М \{хх, y x, Z\), ее канонические уравнения в соответствии с 
(6.41) запишутся так:

Уравнения (6.42) являются уравнениями прямой, проходящей через 
две указанные точки.

Угол между двумя прямыми.
Рассмотрим две прямые, заданные параметрическими уравне­

ниями

первая из этих прямых проходит через точку М х(хъ y u Zi), вторая -че­
рез точку М 2(х2, у 2, Z2), прямые имеют соответственно направляющие 
векторы

* - * 1  =  У - У I _  z - z x 

х 2 ~ х \ У г ~ У \  z i ~ z \
(6.42)

x  = x l + alt, y  = y r + a 2t, z = z ,+ a 3/; (6.43)

x = x2 +blt, y  = y 2 +b2t, z = z2 +b3t; (6.44)



Поскольку угол между прямыми равен углу между их направ­
ляющими векторами, то

ab а,Ь, + а7Ь7 + аф, ^
c o s < p  =  п и  =  - I  I • ( 6 -4 6 )

MN ^ a f + a l + a [  + Ъ\ + Ь]

Очевидно, условие перпендикулярности прямых (6.43) и (6.44) 
выражается равенством

а,6, + а2Ъ2 + а3Ь3 = 0. (6.47)

Принимая во внимание формулы (5.37), (5.38), заключаем, что необхо­
димое и достаточное условие параллельности прямых (6.43) и (6.44) 
выражается равенствами

6 , = Хах, Ь2 = Ха2, Ь3 = Ха3> (6.48)

или

Ы Ы Ы-!- = -! -  = -2-. (6.49)
°\ а2 «3

Взаимное расположение прямых в пространстве.
Исследуем вопрос о взаимном расположении двух прямых в 

пространстве, заданных уравнениями (6.43) и (6.44). Кроме векторов
(6.45) рассмотрим еще вектор М ХМ 2 =  (х 2 -  х х, у 2 -  у х, z 2 ~ zx) .

Очевидно, данные прямые являются скрещивающимися тогда и 
только тогда, когда векторы а, b и М ХМ 2 некомпланарны, в этом слу­

чае их смешанное произведение отлично от нуля, т.е. [а, Ь] М ХМ 2 * 0 , 
или

Я. а2 а з

Ьх Ь2 К
х2 - х , У г - У х z2 - z



Данные прямые лежат в одной плоскости тогда и только тогда, 
когда векторы [а, Ь] М ХМ 2 компланарны, а в этом случае

[а, Ь] М хМ г = 0 , или

«1 «2

by Ьг Ьз
х2 -  д:, У г ~У\ z2 - z

=  0. (6.51)

Прямые будут пересекаться, если условие (6.49) не выполнено 
(т.е. если первые две строки определителя в формуле (6.51) не пропор­
циональны); они будут параллельными, если условие (6.49) выполняет­
ся (т.е. первые две строки указанного определителя пропорциональны),
прямые совпадут, если все три вектора а, Ь, М ХМ  2 коллинеарны (все
строки этого определителя пропорциональны).

Пример 1.
Составить параметрические уравнения прямой, приходящей через точ­

ку Мо(2, -3 , -7 ) и имеющей направляющий вектор а = (4, —6 , 5).
Поскольку по условию Ло = 2, уо = -3 , го = —7, а х —4, аг — - 6 , а-$ -  5, 

в соответствии с формулами (6.40) получаем искомые уравнения 
х  = 2 + 4/, у = -3 -6 /, z = -7  + 5/.

Пример 2.
Исследовать взаимное расположение двух прямых, заданных уравне­

ниями:

Так как

jc = 1 —9/, v = 2 + 8f, z = 3-7r; 
х = 6 -2 /, у = 5 + 3/, z = 4 + t.

- 9  8 - 7 - 9  8 - 7 - 9  8 - 7
- 2  3 1 = - 2  3 1 = - 7  0 0

6 - 1  5 - 2  4 -3 5 3 1 5 3 1

= 1
8 - 7  
3 1

= 7(8 + 21)* 0,

то прямые скрещиваются.



6.6. Задачи на прямую и плоскость в пространстве

Прямая как пересечение двух плоскостей.
Рассмотрим две плоскости, заданные общими уравнениями

(6.33) и (6.34). Предположим, что условие (6.35) для этих плоскостей 
не выполнено. Пусть

А В\—  ф — , т.е. 
А, В,

А вх
Аг Вг

* 0 .

В этом случае плоскости пересекаются по прямой, определяе­
мой уравнениями

А, х  + В} у + C(i + Dx = 0, | 
А2х + В2у + C2z + D2 = 0.1

(6.52)

Уравнения (6.52) приведем к параметрическому виду, для чего 
нужно выбрать точку этой прямой и направляющий вектор. В качестве 
последнего можно взять вектор а = [ п ь  п 2], где П] и п 2 -  нормальные 
векторы рассматриваемых плоскостей. Так как П] = (Ах, В\, С\), 
n2 = (А2, В 2, С2) (с м . формулу (6.19) п. 6.4), то (см. п. 5.9)

а =
■ в, с, А с, А я,

\  я 2 С2
9

А2 с 2
>

а 2 в 2
>

Чтобы выбрать точку, фиксируем произвольное значение z = Zo 

в уравнениях (6.52), получим систему двух уравнений

AjX + В^у — —CxZq — £>,, 1 

А2х + В2у  = -C 2z0 -  D2.J

Решая эту систему (определитель ее отличен от нуля), получаем 
значения х  = Xq и  у  = у& Итак, фиксирована точка M ixо, уо, Zo)- 

Искомые параметрические уравнения принимают вид



В, Су 
В2 с2

А С, 
Aj С2

A
Л2 ^ 2

Пример 1.
Составить параметрические уравнения прямой

Зл: -  4 у + z -  2 = 0; 1 
7jc -  5 у + 5z -  9 = 0.J

Положив, например, ю= 0, получим систему уравнений

Ъ х -А у  = 2;
Т х - 5 у  = 9,

из которой находим *0= 2 , уо= 1; фиксирована точка М0(2 , 1 , 0 ) этой пря­
мой.

Поскольку П]= (3, -4, 1), п2= (7, -5, 5), то

а = [п .,п 2] =
f - 4 1 3 1 3 - 4 \

\ - 5 5
*

7 5
*

7 - 5 V
= {-1 5 ,-8 ,1 3 } .

Следовательно, искомые уравнения имеют вид х = 2 — 15/, у  = 1 -  8/, 
Z = 131.

Взаимное расположение прямой и плоскости.
Рассмотрим прямую, заданную параметрическими уравнениями 

(6.40), и плоскость, определяемую общим уравнением (6.22).
Чтобы найти общие точки прямой и плоскости, необходимо ре­

шить систему их уравнений. Подставляя выражения (6.40) в уравнение
(6 .2 2 ), получаем

А (х0 + axt ) + В (у0 + a2t ) + C(z0 + a3t) + D = 0

или

(A a , + Ba2 + Caz)t + (Ax0 + By0 + Cz0 + D ) = 0 . (6.54)



Исследуем возможные случаи, касающиеся коэффициентов это­
го уравнения. Если

А а{ + Ва2 + Са3 Ф  0, (6.55)

то уравнение (6.54) имеет единственное решение

f _ Ах0 + Ву0 + Cz0 + D  
А ах -I- Ва2 + Са3

Прямая и плоскость пересекаются в единственной точке, коор­
динаты которой находятся подстановкой значения t в уравнения (6.40). 
Если

А ах + Ва2 + Са3 = 0, Ах0 + Ву0 + Cz0 + D Ф 0, (6.56)

уравнению (6.54) не удовлетворяет ни одно значение t, прямая и плос­
кость общих точек не имеют. Если

А ах + Ва2 + Са3 = 0, Ах0 + Ву0 + Cz0 + D = 0, (6.57)

уравнению (6.54) удовлетворяют любые значения t\ прямая целиком 
лежит в плоскости.

Замечание.
Первое из равенств в формулах (6.56), (6.57), т.е.

Аа\ + Ва2 + Са3 — 0, (6.58)

выражает необходимое и достаточное условие параллельности прямой и 
плоскости; это условие можно получить непосредственно, так как векторы 
п = (А, В, С) и а = (аь а2, Дз) в этом случае перпендикулярны и их ска­
лярное произведение равно нулю.

Пример 2.
Исследовать взаимное расположение плоскости х  + у + z~3 = 0 и пря­

мой х  = 1- t, у  = 2 + 3t, z = 6 -  4г.
Поскольку условие (6.58) не выполнено, то прямая и плоскость пересе­

каются. Подставив выражения для х, у, z через t в уравнение плоскости, 
получим (1— г) -ь (2 + 31) + (6 — At) — 3 = 0, —I t  + 6 = 0, / = 3. Из урав-



нений прямой находим координаты точки пересечения х — 1 3 -  2 ,
у = 2+  9=  1 1 ,г  = 6 -  1 2  = - 6 ,М (-2 , 1 1 , - 6 )._______ ________________

Угол между прямой и плоскостью.
Найдем угол ср между прямой х  = Xq + a xt, у  = у  о + a2t, 

z  = Zo + a it  и плоскостью А х  + B y  + Cz + D  = 0.
Поскольку вектор п = (А, В , С) перпендикулярен данной плос­

кости, направляющий вектор а = (ах, аг, &ъ) прямой образует с векто- 
к  яром п угол \|/ =  ф или = — + <р (рис. 6.9). Так как под <р понима-
2 2

ем острый положительный угол, то sin (р = | c o sy  | .

Рис. 6.9 

По формуле (5.62) находим

\Аа, + Ва7 + Са,| 
sin<p = , 1 1 2, а   (6.59)

VА 2 + В2 + С 2 Vo? + а; + с \

Расстояние точки до плоскости.
Пусть дана плоскость нормальным уравнением (6.27) и произ­

вольная точка М 0(хо, уо, Zo) пространства. Отклонением 5 точки М0 от 
плоскости назовем ее расстояние d  до этой плоскости взятое со знаком 
плюс, если M q и начало координат лежат по разные стороны от плос­
кости (рис. 6 . 1 0 ), и со знаком минус, если они лежат по одну сторону
от плоскости, т.е.



Спроектируем точку M0 на нормаль п  к плоскости. Пусть Q -  ее 
проекция, тогда 8  = P Q  = O Q  -  О Ру где PQ, O Q  и ОР -  величины 
соответствующих направленных отрезков нормали.

Рис. 6.10

Поскольку O Q  = пр„ О М 0 , О Р = р  и

прпО М 0 = jcqCOs ос +>>ocos Р + Zocos у  (см. следствие 3 из теоре­
мы 5.1), то

8  = л:0 cos а  + у 0 cos (5 + z0 cos у -  p. (6.61)

Следовательно, расстояние точки М 0(х0, _у0, Zq) до плоскости
(6.27) определяется формулой

d  = | х0 cos ос + у0 cos Р + z0 cos у — р  j. (6.62)

Замечание.
Если плоскость задана общим уравнением (6.22), то с учетом ее нор­

мального уравнения (6.31) получаем

| Ajc0 + ByQ + Cz0 + D\ 
d =  / .   7 ----- • (6-63)

J a 2 + b 2 + c 2



Пример 3.
Вычислить расстояние от точки Mq(7, —8 , 3) до плоскости х + 2у-2г~ 
-12  =  0 .

По формуле (6.63) получаем

^ _  | 1 •7  +  ( - 8 ) •2 - 2 -3 ~ 1 2 [ _ [ - 2 7 | г> 

ф 2 + 22 +  ( - 2)2 3

6.7. Уравнение цилиндрической поверхности с
образующей, параллельной координатной оси. 
Цилиндры второго порядка
Цилиндрической поверхностью  называется поверхность, описы­

ваемая прямой (образующей), движущейся вдоль некоторой линии (на­
правляющей) и остающейся параллельной исходному направлению 
(рис. 6 . 1 1 ).

Рассмотрим уравнение

F(x, у) = 0, (6.64)

особенность которого состоит в том, что оно не содержит 
переменной z .

Покажем, что если это уравнение определяет некоторую по­
верхность, то она является цилиндрической поверхностью с образую­
щей, параллельной оси Oz. Если л:0, уо -  значения переменных х н у ,  
удовлетворяющие уравнению (6.64), т.е. точка M 0(xQ, у 0, z0) принадле- 
198



жит поверхности, определяемой уравнением, то ей будет принадлежать 
и точка М 0(х0, у 0, z ), так как z  в уравнение (6.64) не входит. Следова­
тельно, поверхности целиком принадлежит прямая, проходящая через 
точки М 0, М,  а эта прямая параллельна оси Oz. Итак, поверхность, оп­
ределяемая уравнением (6.64), является цилиндрической поверхностью 
с образующей, параллельной оси Oz.

Отметим, что в плоскости О ху  уравнение (6.64) определяет ли­
нию (направляющую), которая в пространстве задается уже двумя 
уравнениями

F (x ,y )  = 0;] 
z = 0

(6.65)

(уравнения (6.65) задают эту линию как пересечение цилиндрической 
поверхности (6.64) и координатной плоскости Оху).

Рис. 6.13 Рис. 6.14

Цилиндром второго порядка называется цилиндрическая по­
верхность, направляющей которой является эллипс (окружность), ги­
пербола или парабола.

К цилиндрам второго порядка относятся эллиптический цилиндр 
(рис. 6 . 1 2 ), определяемый уравнением

4 + 4 = .а1 b2
(6 .66)

в некоторой системе декартовых прямоугольных координат; гипербо­
лический цилиндр (рис. 6.13), определяемый уравнением



_ £ l + > i = i- (6.67)
a 2 b2 ’

параболический цилиндр (рис. 6.14), определяемый уравнением

х 2 = 2qy (6 .6 8 )

или уравнением

у 2 = 2 рх  . (6.69)

Замечание 1. 
Если уравнение

F(x, z) = О (6.70)

определяет некоторую поверхность, то ею является цилиндрическая по­
верхность с образующей, параллельной оси Оу.

Замечание 2.
Если уравнение

определяет некоторую поверхность, то ею является цилиндрическая по­
верхность с образующей, параллельной оси Ох.

6.8. Уравнение поверхности вращения
Рассмотрим поверхность, полученную вращением линии /, за­

данной уравнениями

вокруг оси Oz. Пусть М  -  произвольная точка этой поверхности, 
X, Y, Z -  ее текущие координаты. Через точку М  проведем плоскость, 
перпендикулярную оси Oz; эта плоскость (ее уравнение z -  Z) пересе­
чет поверхность по некоторой окружности с центром в точке 0 ,(0 , 0 , г)

F(y, z) = О (6.71)

* = <pi(z), у = <р20:)\ (6.72)

1 Здесь предполагается, что уравнения (6.5) линии можно представить в таком виде, т.е. 
выразить .г и у только через z.



на оси Oz (рис. 6.15). Обозначим буквой N  точку пересечения указан­
ной окружности и линии /, а буквами х, у , z -  ее координаты.

Рис. 6.15

Поскольку длины отрезков 0 \М  и 0 \N  равны между собой (как 
радиусы одной и той же окружности), т.е. р(Оь М ) = р (0ь  N) и

p ( o , , M ) = V F + r r , р ( o , , w ) = V * 2 + / .

то

J x 2 + Y 2 = J x 2 + y z , X 2 + Y2 = х 2 + у 2. (6.73)

Для координат точки N  х  = <pi(z), у  = <f>2(z), z = Z, поэтому 
уравнение (6.73) принимает вид

X 2 + Y 2 = t f ( Z )  + <p22(Z). (6.74)

Уравнение (6.74) является уравнением поверхности, полученной вра­
щением линии (6.72) вокруг оси Oz.

Если обозначить текущие координаты точки поверхности бук­
вами х, у , z, уравнение (6.74) можно переписать так:

х 2 + у 2 = < p 2 ( z ) - h ( f > 22 ( z ) .  (6.75)

Обратно, если задано уравнение



где f{z)  > 0 , то оно определяет поверхность вращения, так как в сече­
нии ее с плоскостью z  = h будет окружность

X2 + / = / ( Л ) ,  z = h. (6.77)

Замечание.
Уравнение (6.75) поверхности вращения получается из уравнений ли­

нии / в результате следующих формальных действий: возведения в квадрат 
обеих частей каждого из уравнений (6.72) и почленного их сложения.

6.9. Поверхности вращения второго порядка
Поверхностью вращения второго порядка называется поверх­

ность, образованная вращением линии второго порядка вокруг ее оси.
Эллипсоидом вращения называется поверхность, полученная 

вращением эллипса вокруг одной из его осей (рис. 6.16).

■>
У

X

Рис. 6.16

Пусть в плоскости O yz задан эллипс уравнениями

х г + 4 =1. * = 0 '- (б-78)О С

1 Линия в пространстве определяется двумя уравнениями относительно декартовых 
координат (см. п. 6.1, систему (6.5)); в данном случае первое уравнение определяет эл­
липтический цилиндр с осью Ох (см. уравнения (6.66) и (6.71)), второе -  координатную 
плоскость Oyz; пересечение указанных поверхностей является эллипсом с полуосями b и 
с.



Составим уравнение эллипсоида вращения, полученного враще­
нием эллипса (6.78) вокруг оси Oz. Уравнения (6.78) приведем к виду 
(6.72). Поскольку в уравнение поверхности вращения входят квадраты 
х  и_у, достаточно выразить их из уравнений (6.78):

у 2 = Ь : Z 2Л

‘ - 7 -
, х  = 0 .

На основании (6.75) получаем х2 + у 1 = Ь7
2 Л

, или

(6.79)

Уравнение (6.79) является уравнением эллипсоида вращения, 
полученного вращением эллипса (6.78) вокруг оси Oz.

Однополостным гиперболоидом вращения называется поверх­
ность, полученная вращением гиперболы вокруг ее мнимой оси 
(рис. 6.17).

Составим уравнение однополостного гиперболоида вращения, 
полученного вращением гиперболы

(6.80)

вокруг оси Oz:

г
y 2 = b :

2 Л
, х 2 = 0 , x 2 + y 2 = b 7

2 \
1 +  -

откуда

Уравнение (6.81) является уравнением указанного однополостного ги­
перболоида вращения.



Двуполостным гиперболоидом вращения называется поверх­
ность, полученная вращением гиперболы вокруг ее действительной оси 
(рис. 6.18).

г
t

Z +

У

Рис. 6.17 Рис. 6.18

Составим уравнение двуполостного гиперболоида, полученного 
вращением гиперболы

Отсюда следует искомое уравнение

Конусом вращения называется поверхность, полученная враще­
нием двух пересекающихся прямых вокруг биссектрисы угла между 
ними.

Составим уравнение конуса, полученного вращением прямых

(6 .82)

вокруг оси Or.

<С ) \ С ;



/  z 2

b2 с1 - 0 ’ X ~ °

вокруг оси Oz (рис. 6.19). Поскольку

y 2 = K z \  Х2 =0 ,
С■

то

x 2 + y 2 = ^ - z 2, или -~y  + ~ y  = 0. (6.84)
с b b с

Уравнение (6.84) является уравнением указанного конуса вращения.

Рис. 6.19 Рис. 6.20
Параболоидом вращения называется поверхность, полученная 

вращением параболы вокруг ее оси (рис. 6 .2 0 ).
Уравнение параболоида вращения, полученного вращением па­

раболы

у 2 - 2 p z ,  х  = 0 (6.85)

вокруг оси O z , имеет вид



2 2 * ух + у  = 2pz, или —  + —  = 2  z.
Р Р

6.10. Поверхности второго порядка, заданные 
каноническими уравнениями
Введем сначала понятие одного преобразования точек про­

странства, которым будем пользоваться в дальнейшем. «Сжатием к 
плоскости» П называется такое преобразование, которое каждой точке 
М  пространства ставит в соответствие точку М \  лежащую на перпен­
дикуляре М Р  к плоскости П (рис. 6 .2 1 ), такую, что

МР
М 'Р

(6.87)

где М Р, М 'Р  -  величины направленных отрезков перпендикуляра, 
опущенного на плоскость П {Р -  основание перпендикуляра), число к  
называется коэффициентом «сжатия», к  > 0. Отметим, что при к  > 1 
будет сжатие, при к  < 1 -  растяжение, при к  = 1 -  тождественное пре­
образование (каждая точка остается на месте).

Рис. 6.22

Если плоскость П — одна из координатных плоскостей, то фор­
мулы преобразования имеют простой вид, так как две координаты ос­
таются прежними, меняется лишь третья из них. Например, если П -  
плоскость O yz, то формулы преобразования имеют вид



где (х , у , z) -  координаты точки М; (X, Y ,Z )~  координаты точки М \
Эллипсоидом называется поверхность, полученная в результате 

сжатия эллипсоида вращения к плоскости, содержащей ось вращения.
Эллипсоид вращения, определяемый уравнением (6.79), под­

вергнем преобразованию «сжатия» к плоскости O yz по формулам

Подставив формулы (6.89) в уравнение (6.79), получим уравне­
ние эллипсоида

Если текущие координаты точки эллипсоида обозначить х, у , z, то 
уравнение примет вид

Эллипсоид отсекает на осях координат Ох, Оу, Oz отрезки 2а, 
2 Ь, 2с, которые называются осями, а = О А , b = ОБ, с = О С -  полуоси 
эллипсоида (рис. 6.22). Если а &Ь, Ъ * с , а  ^ с ,  то поверхность называ­
ется трехосным эллипсоидом.

Замечание.
В случае равенства двух полуосей получаем эллипсоид вращения, если 

все полуоси равны а = b = с = R, имеем сферу радиуса R, уравнение ко-
2 2 2 г%2торой х  + у  + z = Rr. Это уравнение было выведено ранее другим путем 

(см. п. 6.1 уравнение (6.4)).

Подвергая преобразованию «сжатия» к плоскости O yz по фор­
мулам (6.89) поверхности (6.81), (6.83), (6.84), получаем соответствен­
но однополостный гиперболоид, определяемый уравнением

двуполостный гиперболоид, имеющий уравнение

х = - Х , y  = Y, z  = Z. (6.89)
а

(6.90а)



конус второго порядка, определяемый уравнением

Подвергнув преобразованию «сжатия» к плоскости O xz поверх­
ность параболоида вращения (6 .8 6 ) по формулам

получим поверхность, называемую эллиптическим параболоидом. 
Эллиптический параболоид имеет уравнение

Поверхность эллиптического параболоида можно получить и другим 
способом.

Рассмотрим две параболы

имеющие общую вершину, общую ось и расположенные в пер­
пендикулярных плоскостях O yz и O xz (рис. 6.23). Найдем поверх­
ность, описанную параболой (6.97) при таком непрерывном перемеще­
нии ее, когда ось не меняет направления, а вершина все время нахо­
дится на параболе (6.96), причем плоскости, в которых лежат подвиж-

(6.94)

(6.95)
Р Ч

(6.96)

и

(6-97)



ная и неподвижная параболы, остаются взаимно перпендикулярными. 
Возьмем произвольную точку М (Х, Y, Z) искомой поверхности и про­
ведем через нее плоскость, перпендикулярную оси Оу (рис. 6.23). Эта 
плоскость имеет уравнение у  = Y, где Y -  ордината точки М.

При своем движении парабола (6.97) в некоторый момент вре­
мени займет положение, при котором ее плоскость совпадет с прове­
денной плоскостью у  = Y. Пусть N  -  вершина параболы, тогда

N(0, Y, z), так как эта точка лежит в плоскости Oyz и в плоскости 
у  = Y. Уравнение параболы с вершиной в точке N(0, Y, z) имеет вид

Рис. 6.23 Рис. 6.24

( Х - 0 ) 2 = 2 p ( Z - z )  

У — Y
или

Х 2 = 2 p ( Z - z )  

У — Y

9
Поскольку точка N  лежит на параболе (6.96), то У “ = 2 qz, откуда

У2

Следовательно, уравнение искомой поверхности имеет вид

или

X 2 У2 = 2 Z, (6.98)
Р Ч



Возможны два случая: 1) числа р  и q  одного знака (pq > 0), т.е. 
направления осей парабол (6.96) и (6 .9 7 ) одинаковы, например, р - с г , 
q  = Ь2, тогда искомая поверхность имеет уравнение

следовательно, является поверхностью эллиптического параболоида;
2 ) числа р  и q  имеют разные знаки (pq  < 0 ), т.е. направления осей дан­
ных парабол противоположны, например, р  = -я 2, q  = b2, тогда урав­
нение поверхности примет вид

2 2

~ ^ T + ^ T  = 2z. (6 . 1 0 0 )
а b

Эта поверхность называется гиперболическим параболоидом 
(рис. 6.24).

Замечание.
При рассмотрении поверхностей второго порядка мы. исходили из на­

глядного геометрического представления об их образовании, затем соста­
вили уравнения. Можно поступать по-другому. Задать поверхности урав­
нениями, рассмотреть линии, получающиеся в сечении их координатными 
плоскостями, и по этим линиям составить представление о виде поверхно­
сти.



Глава 7
ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА. ЛИНЕЙНЫЕ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Понятие линейного пространства (многомерного векторного пространства) яв­
ляется одним из основных в современной математике. Это понятие возникает в
результате обобщения некоторых свойств векторов.

7.1. Понятие линейного пространства. Подпространство
Рассмотрим множества V  элементов х, у, z, ... и множество R  

действительных чисел. Определим операцию сложения элементов 
множества V  (ее называют внутренней операцией): любой упорядочен­
ной паре элементов х е  V, y e  V  поставим в соответствие третий элемент 
ze  V, называемый их суммой, будем писать в этом случае z = х + у. 
Введем также операцию умножения элементов множества V  на дейст­
вительные числа (эту операцию называют внешней); каждому элементу 
х е К и  действительному числу a e R  поставим в соответствие элемент 
z = ах  = ха , где z e  V  Потребуем, чтобы операция сложения элементов 
множества V  и операция умножения элементов этого множества на 
действительные числа удовлетворяли следующим аксиомам:

I. Сложение коммутативно, т.е. х + у  = у  + х для любых х е  F, 
у е К

II. Сложение ассоциативно, т.е. (х + у) + z = х + (у + z) для 
любых x e V ,y e V , z e V .

III. Существует нулевой элемент, т.е. такой элемент, который в 
сумме с любым элементом х дает тот же элемент х; обо­
значим этот элемент символом 0 , тогда х + 0  = х для любо­
го х е  V.

IV. Для каждого элемента х е  V  существует противоположный 
элемент, т.е. такой элемент, который в сумме с данным да­
ет нулевой элемент; элемент, противоположный элементу 
х, обозначим через -х , тогда х + (-х ) = 0  для любого х е  К

V. Умножение на число 1 не меняет элемента, т.е. 1 х  = х для 
любого х е  V.
Для любых х, y e  V, а, (Зе/?:

VI. а(|3х) = (а  J3)x.
VII. а (х  + у) = а х  + ау.
VIII. (а  + (3)х = а х  + рх.



Множество V  элементов х, у, z, в котором определены опе­
рации сложения элементов и умножения элемента на действительное 
число, удовлетворяющие аксиомам I -  VIII, называется действитель­
ным линейным пространством, или действительным векторным про­
странством. Элементы действительного линейного пространства на­
зывают векторами.

Замечание.
Аналогично определяется комплексное линейное пространство: вместо 

множества R действительных чисел рассматривается множество С ком­
плексных чисел. В дальнейшем будем изучать преимущественно действи­
тельное линейное пространство и называть его просто линейным про­
странством.

Из определения линейного пространства вытекают следующие 
утверждения.

1. В линейном пространстве имеется единственный нулевой 
элемент.

2. Для любого элемента х линейного пространства существует 
единственный противоположный элемент-х.

3. Для элемента - х  противоположным будет элемент х.
4. Для любого элемента х произведение Ох = 0, где 0 -  число 

нуль, 0 -  нулевой элемент.
5. Для любого элемента х произведение - 1 х  = -х , где ( -х ) -  

элемент, противоположный элементу х.
6 . Для любого числа а  произведение аО = 0, где 0 -  нулевой 

элемент.
7. Если ах  = 0 и а  ^ 0, то х = 0.
8 . Если а х  = 0 и х Ф 0, то а  = 0.
Докажем эти утверждения.
1 . Предположим, что в V  имеются два нулевых элемента 0| и 02, 

тогда 0 , + 0 2 = 0 , и 0 i + 0 2 = 0 2, поэтому 0 , = 0 2.
2 . Предположим, что для элемента х существует два противо­

положных элемента х, и х :, т.е. х  + x t = 0  и х + х: = 0 , тогда 
X, =  (Х2 +  X) +  X, =  Х2 +  (X +  X,) =  Х2, или X, =  х2.

3. Поскольку - х  + х = х + (-х) (по аксиоме I) и х + (-х) = 0 (по 
аксиоме III), то - х  + х = 0, а это означает, что х -  элемент, 
противоположный элементу -х .

4. Так как Ох + 0 = Ох + (х + (-х )) = (Ох + х) + (-х)=
= (0 + I )х + (—х) = х + (-х) = 0, т.е. Ох + 0 = 0, то Ох = 0.



5. Поскольку -1 х  + х  = ( - 1  + 1 )х  = Ох = 0, или - 1  -х + х  = О, то 
- 1 - х  -  элемент, противоположный элементу х , т.е. (-1  )х  = - х .

6. аО  = а ( х  + ( - х ) )  = а ( х  + (-1  )х ) = а х  + а ( - 1  ) х  = а х  +
+ ( - а х )  = 0, аО  = 0.

7. Пусть осх = 0 и агО, тогда — •ах = 0 , или х = 0.
а

8 . Пусть а х  = 0 и х*Ю, тогда а  = 0. Действительно, предполо­

жив противное, т.е. а?Ю, получим — (ах) = — 0 = 0 , или
а  а

1
—  ах = х = 0 , что противоречит условию, 
а

С л е д с т в и е .  Равенство а х  = 0 выполняется тогда и только 
тогда, когда а  = 0 илих = 0 .

Это непосредственно вытекает из 4, 6 -  8 .

Замечание.
Сумму х + (-у) обозначают х -у  и называют разностью элементов х и 

У:_________________________________________________________________________

Приведем примеры линейных пространств.
1. Множество всех свободных векторов а (а ь а2, а3), где а ь а2, а3 

могут принимать любые действительные значения, для которых опре­
делены сложение и умножение вектора на число так, как в п. 5.2, явля­
ется линейным пространством. Обозначим это линейное пространство 
символом V3. Отметим, что роль нулевого элемента здесь играет нуль- 
вектор; для любого вектора а противоположным является -а . Аксиомы 
I — VIII выполняются, о чем свидетельствуют формулы (5 .1 )-(5 .4 ),
(5 .7 )-(5 .10).

2. Множество всех матриц размеров т хп, для которых опреде­
лены сложение матриц и умножение матрицы на число соответственно 
формулами (4.8), (4.10), является линейным пространством. Роль нуле­
вого элемента здесь играет нулевая матрица; для матрицы (а1к)тп про­
тивоположной будет матрица a ik)mn. Легко видеть, что аксиомы 1- 
VIII выполняются (см. п. 4.2, свойства 1 -  8 линейных операций над 
матрицами).

3. Множество {/*„(*)} всех алгебраических многочленов степе­
ни, не превышающей натурального числа п, для которых операции 
сложения многочленов и умножения многочлена на действительное 
число определены обычными правилами, является линейным про­
странством. Роль нулевого элемента играет многочлен, все коэффици-



енты которого равны нулю; для многочлена 
Рп (х) =  aQx n + a tjc“- 1  + . . .  +  ап_}х  + ап противоположным будет

-  Рп (х) =  - а 0х п -  а хх п~{ - . . .  -  а л_,х  -  а п . Легко видеть, что аксиомы 
I—VIII здесь выполняются.

Замечание.
Множество всех многочленов степени, точно равной натуральному 

числу п, не является линейным пространством, так как сумма двух таких 
многочленов может оказаться многочленом степени ниже п (т.е. не при- 
надлежать рассматриваемому множеству).____________________________

4. Рассмотрим множество А п, элементами которого являются 
упорядоченные совокупности п действительных чисел (Х\,Х2, х п). 
Каждый элемент этого множества будем обозначать одним символом, 
например, х , у, ..., и писать х  = (хь х 2, х п), у  = СУь>*2, уп); дейст­
вительные числа X\, jc2, ..., х п называют координатами элемента х. Ли­
нейные операции над элементами А п определяются формулами

х + у = ( (* ,+  у,),(х2 + У2),...,(х„ + у„))> 
а х  = (оос,, а х 2,..., оиси).

Отметим, что элемент 0 = (0, 0 ,..., 0) является нулевым, элемент 
- х  = (~Х\, - х 2, - х п) -  противоположным элементу х  = (хъ х 2, х „ ) .

Множество А„ -  линейное пространство, так как все аксиомы I -  
УШ выполнены (проверка выполнения аксиом предоставляется чита­

телю).
5. Рассмотрим множество С[а, Ь] всех функций jc = x(t), опреде­

ленных и непрерывных на отрезке [а, Ь]. Операции сложения этих 
функций и умножения функции на число определяются обычными 
правилами. Нулевым элементом будет функция x(t) = 0 для всех 
te  [а, Ь\. Элементом, противоположным элементу x(t), будет -x(t). Лег­
ко проверить, что аксиомы I -  VIII удовлетворяются, поэтому С[а, Ь] -  
линейное пространство.

Введем понятие подпространства. Множество W  с  V  называется 
подпространством линейного пространства V, если выполняются сле­
дующие условия: 1 ) в множестве W  определены те же операции, что и 
в множестве V\ 2) если х, ye W, то х  + y e  W\ 3) если хе W, то axe  W. 
Очевидно, всякое подпространство W  линейного пространства V явля­
ется линейным пространством, т.е. в W  выполняются аксиомы I -  VIII.



Прежде всего, в W  имеется нулевой элемент 0: если хе W, то 
Ох = Ое W. Для любого элемента хе  W  имеется противоположный эле­
мент -х: если хе  W, то (-1 )х  = -  x g  W. Легко видеть, что аксиомы I- 
VIII для элементов множества W  будут выполнены. Отметим, что 
нулевой элемент 0 линейного пространства V  образует 
подпространство данного пространства, которое называют нулевым 
подпространством. Само линейное пространство V можно 
рассматривать как подпространство этого пространства. Эти 
подпространства называют тривиальными, а все другие, если они 
имеются, -  нетривиальными.

Приведем примеры нетривиальных подпространств.
1 . Множество V2 всех свободных векторов а(яь а2), параллель­

ных некоторой плоскости, для которых обычным образом определены 
операции сложения векторов и умножения вектора на число, является 
подпространством линейного пространства V3 (см. пример 1 ).

2. Множество всех свободных векторов я(а\), параллельных 
некоторой прямой, представляет подпространство линейного про­
странства V3.

3. Множество {/ViC*)} всех алгебраических многочленов степе­
ни, не превышающей натурального числа л - 1 , является подпростран­
ством линейного пространства {Л,(х)} (см. пример 3 линейных про­
странств).

7.2. Линейная зависимость и линейная независимость
векторов линейного пространства
Рассмотрим векторы (элементы) х ь х2, ..., х„ линейного про­

странства. Вектор у = aiX, + а 2х2 + ... + а лх„, где а ь а 2, а „  -  некото­
рые числа, называется линейной комбинацией векторов х ь х2, ..., х„, а 
числа (Xi а 2, ..., а„ -  коэффициентами этой линейной комбинации. Если 
все числа а, (/ = 1 , 2 , ..., л) равны нулю, линейная комбинация называ­
ется тривиальной. Если хотя бы одно из чисел а, отлично от нуля, ли­
нейная комбинация называется нетривиальной.

Система векторов

х , ,х 2, х„ (7.1)

называется линейно зависимой, если существуют числа

ОС], ос2, ..., сх„, (7.2)



не все равные нулю, такие, что

Если таких чисел не существует, т.е. равенство (7.3) выполняет­
ся только в случае

а, = а 2 = ... = а„ = 0, (7.4)

система векторов (7.1) называется линейно независимой.
Другими словами, векторы (7.1) называются линейно зависи­

мыми, если существует их нетривиальная линейная комбинация, рав­
ная нуль-вектору, и линейно независимыми, если только их тривиаль­
ная линейная комбинация является нуль-вектором.

Из определения линейной зависимости и линейной независимо­
сти векторов вытекают следующие утверждения.

1. Всякая система векторов, содержащая нуль-вектор, линейно 
зависима.

2. Если к (к < п )  векторов системы (7.1) линейно зависимы, то и 
вся система линейно зависима.

3. Если из системы линейно независимых векторов х ь х2, ..., хп 
отбросить г (г < п )  векторов, то оставшиеся векторы образуют также 
линейно независимую систему.

4. Если среди векторов системы (7.1) имеются такие векторы хк 
и хт , что х к - Х х т, где А, -  некоторое число, то система (7.1) линейно 
зависима.

Докажем эти утверждения.
1. Пусть, например, Xi = 0, тогда 1 0 + 0-х2 + ... + 0 хл = 0, т.е. 

выполнено равенство (7.3), в котором не все числа а, равны нулю, так 
как а.\ -  1 Ф 0.

2. В этом случае ociXj + а 2х 2 + ... + а*х* = 0, где среди чисел 
а ь а 2, о.к имеются отличные от нуля, поэтому выполняется равенст­
во (7.3), т.е. о^х, + а 2х 2 + ... + а*х* + 0-х* +, + ... + 0х„ = 0.

3. Это следует из предыдущего. Действительно, допустим про­
тивное, т.е. оставшаяся система линейно зависима, тогда и вся система 
должна быть линейно зависимой, что противоречит условию.

4. Так как х* = Ххт, то х к-Х х т = 0 т.е. х к и х„, линейно зависимы, 
ибо а к= 1 * 0 , поэтому и вся система линейно зависима.

Отметим частный случай системы (7.1) при п — 1, т.е. случай, 
когда имеется только один вектор, который обозначим буквой х без 
216



индекса. Если х ф  0 ,  то система линейно независима, так как равенство 
ах  = 0 выполняется лишь при а  = 0. Если х = 0, то система линейно 
зависима, поскольку равенство а0  =  0  выполняется при а  Ф 0 .

Теорема 7.1.

Векторы х\,хг,...,хп линейно зависимы тогда и только тогда, ко­
гда хотя бы один из них является линейной комбинацией всех осталь­
ных.

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоре­
мы 5.5.

Введем понятия коллинеарности и компланарности векторов 
линейного пространства. Два вектора линейного пространства называ­
ются коллинеарными, если они линейно зависимы, и неколлинеарны- 
ми, если линейно независимы. Три вектора линейного пространства 
называются компланарными, если они линейно зависимы, и некомпла­
нарными, если линейно независимы. Введенные понятия коллинеарно­
сти и компланарности векторов линейного пространства совпадают с 
известными из аналитической геометрии понятиями коллинеарности и 
компланарности обычных векторов.

7.3. Размерность и базис линейного пространства.
Изоморфизм линейных пространств
Линейное пространство V  называется л-мерным, если в нем су­

ществует п линейно независимых векторов, а любые п + I векторы яв­
ляются линейно зависимыми. Число п называется в этом случае раз­
мерностью линейного пространства V. Другими словами, число л на­
зывается размерностью  линейного пространства V, если выполняются 
следующие условия: I) в V  существует л линейно независимых векто­
ров; 2) любая система л + I векторов из V  линейно зависима. Размер­
ность линейного пространства V' обозначают dim V  (от французского 
слова dimension — размерность). Если пространство состоит из одного 
нулевого элемента, его размерность считают равной нулю. Итак, раз­
мерность линейного пространства — это наибольшее возможное коли­
чество линейно независимых элементов в нем. Введенное понятие раз­
мерности согласуется с наглядным представлением о ней; так, про­
странство V3 всех свободных векторов является трехмерным 
(dim V3 = 3 ), пространство V2 -  двумерным, пространство V, -  одно­
мерным.



Базисом «-мерного линейного пространства V„ называется лю­
бая упорядоченная система п  линейно независимых векторов этого 
пространства. Приведем примеры базисов некоторых линейных про­
странств. Базис пространства V3 образует любая тройка некомпланар­
ных векторов, так как эти векторы линейно независимы (см. теоре­
му 5 .8) и любая четверка векторов линейно зависима (см. теоре­
му 5.10). Базис пространства V2 образуют два любых неколлинеарных 
вектора, поскольку они линейно независимы (см. теорему 5.6) и любой 
вектор плоскости, определяемой этими двумя векторами, можно раз­
ложить по ним (см. теорему 5.7). Базисом линейного пространства Vx 
является любой ненулевой вектор, коллинеарный данной прямой.

Рассмотрим вопрос о базисе и размерности линейного про­
странства А п (см. п. 7.1, пример 4). Докажем, что система п векторов

е, = (1,0,...,0), е2 = (0 ,1 ,0 .....0)...... е„ = (0,0,...,0,1) (7.5)

линейно независима, а совокупность, е ь е2, ..., е,„ х, где х =  (x h х2,..„ 
х п) -  любой элемент этого пространства, образует линейно зависимую 
систему. Действительно, линейная комбинация векторов (7.5) пред­
ставляет вектор ос^ + a 2e 2 + ... + осле„ = (a 1? a 2, ..., a„), который являет­
ся нулевым лишь при ai = a 2 = ... = a„ = 0. Это означает, что векторы
(7.5) линейно независимы. Поскольку х = (хь х 2, ..., х„)= 
= Xjei + л'2е2 + ... + х„е„ есть линейная комбинация векторов (7.5), то 
система е ь е2,..., е„, х линейно зависима (в силу теоремы 7.1). Следова­
тельно, линейное пространство А п будет «-мерным, а система векторов
(7.5) образует базис этого линейного пространства.

Линейное пространство, в котором имеется базис, состоящий из 
конечного числа векторов, называется конечномерным. Примерами 
конечномерных пространств являются пространства Vh V2, V3, А п.

Линейное пространство называется бесконечномерным, если 
при любом натуральном числе т  в нем найдется т  линейно независи­
мых векторов. Примером бесконечномерного пространства может 
служить линейное пространство С [а, Ь] всех функций х  = x(t), опреде­
ленных и непрерывных на отрезке [а, Ь]. Действительно, для любого 
натурального числа т  система т + 1 элементов (векторов) этого про-

/j m
странства 1, t, Г,..., г  линейно независима, в противном случае много­
член Оо + a \t  + a 2f  + ... + a mfm, не все коэффициенты которого равны 
нулю, оказался бы тождественно равным нулю на отрезке [а, Ь].



Пусть даны два линейных пространства V  и U. Если между эле­
ментами х е  V  и y e  U  этих пространств установлено взаимно-одно­
значное соответствие, будем писать х  <-»>>. Два линейных пространства 
V и U  называются изоморфными, когда между их элементами можно 
установить взаимно однозначное соответствие такое, что если Х\ 
х 2 *-» у 2, где х ь х 2е  V, у ь у 2е  U, то (х х + л:2) 4-» (yi + у2), осст осу, где а  
-  действительное число. Приведем без доказательства теорему о необ­
ходимом и достаточном условии изоморфизма двух линейных про­
странств.

Теорема 7.2.

Д ва линейных пространства изоморфны тогда и только тогда, 
когда они имеют одинаковую размерность.

В частности, пространство V3 (всех свободных векторов) и про­
странство А 3 (всех упорядоченных троек действительных чисел) изо­
морфны. Отметим также, что каждое конечномерное линейное про­
странство размерности п  изоморфно линейному пространству А „.

7.4. Координаты вектора линейного пространства 

Теорема 7.3.

Если е ь е2, ..., е„ -  базис линейного п-мерного пространства Vn, 
то любой вектор X этого пространства линейно выражается через 
базисные векторы в], е2, еп, т. е.

Х = а 1е 1 + а 2в 2 + ••• + а пе„ ■ (7 -6)

Коэффициенты а ь а ъ .... а„ этого разлож ения определяются 
однозначно.

Д о к а за т е л ь с т в о .
Пусть х -  произвольный вектор пространства Vn. Поскольку это 

пространство является п—мерным, то система векторов е2, е„, х
линейно зависима, т.е. существуют числа Pi, р2, Р „ ,  Рл+ ь не все Рав~
ные нулю, такие, что

Р,е, +  Р 2е 2 + ... + Р „е п + Р л+1х  = 0.



Можно утверждать, что (3„+i ф 0. Действительно, предположив против­
ное, т.е. Р„+|= 0 , получим, что j3j, |}2, •••> Рл. не все равны нулю, поэтому 
векторы е ь е2, е„ линейно зависимы, а это противоречит условию. 
Поскольку (Зл+ivt 0, то из этого равенства следует (7.6), где а ; = -(3, | Р„+, 
(I =  1, 2 , п).

Докажем единственность разложения (7.6). Предположим, что 
существует другая система чисел Уь Ъ' ■■■■> У* такая, что 
х = у,е, + у 2е 2 +  ... + у„ел , тогда из последнего равенства и (7.6) сле­
дует, что

а,е, + а 2е 2 + ... + а пеп = у,е, + у 2е2 + ... + у„е„,

или

(а ,  -  у, )е, +  ( а 2 -  у2 )е2 + .. .  +  (а „  -  уп )е„ =  0.

Так как е ь е2, ..., е„ линейно независимы, то отсюда следует, что ocj- 
У1 = 0, (х2~У2 = 0,..., а п-у„ = 0, или aj = у,, а 2 = у2,..., а„ = у„.

Выражение (7.6) называется разложением вектора х по базису 
е ь е2, ..., е„. Координатами вектора х  в базисе е ь е2, ..., е„ называются 
коэффициенты а ь а 2, а „  в разложении этого вектора по данному 
базису, т.е. в формуле (7.6). Если вектор х в некотором базисе имеет 
координаты а ь а 2, ..., а„, то пишут х = (а ь а 2, ..., а л) или 
х (а ь а 2, а „ ) .  Отметим, что если в линейном пространстве V3 в каче­
стве базиса взять орты i, j, к, то координатами вектора х в данном ба­
зисе будут декартовы прямоугольные координаты этого вектора, из­
вестные из аналитической геометрии (см. формулу (5.31)).

Пример 1.
Пусть А4 -  четырехмерное линейное пространство с базисом ej, е2, ез, 

е4. Найти координаты векторов е3 и х = 2ei + 4е3-5е 4 в этом базисе.
Представим каждый из векторов е3 и х в виде (7.6). Поскольку 

е3 = 0-ej + 0-е2+Те3 + 0 е4, то вектор е3 имеет координаты (0, 0, 1, 0). Так 
как х = 2е] + 0 е2 + 4е3-5е4, то вектор х имеет координаты (2, 0, 4,-5) или 
х(2, 0, 4, -5)._____________________________________________________

Операции над векторами сводятся к операциям над их коорди­
натами на основании следующих свойств.



1. Вектор является нулевым вектором линейного пространства 
тогда и только тогда, когда все его координаты в любом ба­
зисе равны нулю.

2. Координаты суммы двух векторов в некотором базисе равны 
сумме соответствующих координат данных векторов в том 
же базисе.

3. Координаты произведения вектора на число равны произве­
дению соответствующих координат на это число (в одном и 
том же базисе).

4. Два вектора равны тогда и только тогда, когда равны их со­
ответствующие координаты в одном и том же базисе.

5. Вектор у является линейной комбинацией векторов
х ьх2, х„ тогда и только тогда, когда каждая координата
вектора у является такой же линейной комбинацией соответ­
ствующих координат этих векторов в одном и том же базисе.

Докажем, например, первые два свойства. 1. Если в некотором 
базисе e i ,e 2, ..., е„ все координаты вектора х равны нулю, то 
х = 0-et + 0 е 2 + ... + 0-е„ = 0, т.е. х -  нулевой вектор. Обратно, если 
х = 0  и в некотором базисе х = с^е, +  а 2е 2 +  а^е,,,

тосце, +  а 2е 2 +  ... +  а ле л = 0 . Поскольку векторы е ь е2, ..., е„ линей­
но независимы, то oci = а 2 = ... = а„ = 0 , т.е. все координаты вектора х 
равны нулю. 2. Если в некотором базисе е ь е2, е „
x = ctie] + а 2е 2 + ... +  а ле л и у = р , е , + р 2е 2 +... +  Р„еп, то

х + у = ( а , е , + а , е 2 +... + а ве д) + (р1е1+ р 2е 2 +... + рлел) .  На ос­
новании аксиом I, II, VIII линейного пространства

х + у = (а , + р ,)е , + ( а 2 + р 2 )е2 +...+(<х„ +р„)е11.

Поскольку разложение вектора х + у по базису е ь е2, ..., е„ определяет­
ся однозначно, то вектор х + у имеет координаты

(ОС 1 + Рр 0̂ 2 Р2 ’ •••’ Рл )•

Пример 2.
В некотором базисе даны векторы х(1, -2, 3, -1, 0), у(2, 1, -3, -1, 4). 

Найти координаты вектора 4х-3у.
Поскольку 4х = (4, -8, 12, -4, 0) и -Зу(-6, -3, 9, 3, -12), то вектор 4х- 

-Зу = 4х + (~3у) имеет координаты (-2, -11, 21, -1,-12).________________



7.5. Ранг системы векторов линейного пространства 
Рассмотрим систему т  векторов

а 1 ”  ( Л 11> а 21> •••* a n l ) >

® 2  ( ® 1 2 ’ ^ 2 2 *  ^ / 1 2 ^ ’

ат ~ (Д1т > а2т' п̂/ц)

линейного п-мерного пространства, координаты которых заданы в 
одном и том же базисе. Системе векторов (7.7) поставим в соответст­
вие матрицу

А =

а \ \  а \ г  

а21 d22

а ч \ а п2

а 1/77

. . .  а.
2/77

.. Я..

(7.8)

в £-м столбце которой записаны координаты вектора а* 
(к = 1 ,2 ,..., т ). Матрицу (7.8) называют матрицей системы векторов
(7 .7 ) в данном базисе, а ранг этой матрицы -  рангом системы векторов 
а ь а2, ат . Обратно, если дана матрица (7.8), ей можно поставить в 
соответствие систему (7.7) т  векторов линейного n-мерного простран­
ства. Согласно свойству 5 п. 7.4 будем говорить, что столбцы матрицы
(7.8) линейно зависимы, если векторы (7.7) линейно зависимы и обрат­
но.

Приведем без доказательства теорему, которая позволяет судить 
о линейной независимости векторов, заданных своими координатами.

Теорема 7.4.

Для того чтобы т векторов п—мерного линейного пространст- . 
ва были линейно независимыми, необходимо и достаточно, чтобы 
ранг матрицы этой системы был равен т.

С л е д с т в и е  1.  Система п векторов п-мерного линейного 
пространства линейно независима тогда и только тогда, когда мат­
рица этой системы векторов является невырожденной.



С л е д с т в и е  2 . Если ранг матрицы системы т векторов 
линейного пространства равен г, максимальное число линейно незави­
симых векторов этой системы равно г.

Пример.
Найти максимальное число линейно независимых векторов в системе 

arfl, 4, 2, 7), а2(-1, -2, -3, - 6), а3(0, 5, 0, 5), а4(3, 0, 6 , 9), а5(2, 3, 1, 6). 
Матрица данной системы векторов имеет вид

А =

1 -1 0  3 2 
4 -2  5 0 3
2 -3  0 6 1 
7 -6  5 9 6

Так как ранг этой матрицы равен трем (см. п. 4.6, пример 2), то макси­
мальное число линейно независимых векторов этой системы равно трем.

Замечание.
Можно доказать, что максимальное число линейно независимых строк 

всякой матрицы равно максимальному числу ее линейно независимых 
столбцов, т.е. равно рангу этой матрицы.

7.6. Преобразование координат вектора при изменении 
базиса
Координаты вектора, очевидно, зависят от выбора базиса. Коор­

динаты одного и того же вектора будут различными в разных базисах. 
Задача преобразования координат вектора состоит в нахождении зави­
симости между координатами данного вектора в разных базисах, связь 
между которыми известна. Формулами преобразования координат на­
зывают формулы, связывающие координаты вектора в разных базисах. 

В линейном л-мерном пространстве Vn фиксируем два базиса

е,, е ,, ..., е„, (7.9)

■| ’ (7.10)

Матрицей перехода от базиса (7.9) к базису (7.10) называется матрица 
системы векторов (7.10) в базисе (7.9). Каждый вектор системы (7.10) 
можно разложить по базису (7.9). Пусть



е 1 “ 1̂1е 1 "^21е 2 + -  + Гл1е п’ 
е 2 — 1̂2е 1 "**̂ 22С 2 "*"'■• "** ̂ л2ел >

еп “ 1̂л®1 "*" 2̂ле 2 +••■"*■ л̂лел \

тогда матрица перехода от базиса (7.9) к базису (7.10) имеет вид

X '>2 t\n

Т - h  1 hi hn

}п 1 Кг ••• Кп

(7.12)

На основании следствия 1 из теоремы 7.4 (см. п. 7.5) заключаем, 
что матрица перехода от одного базиса к другому будет невырожден­
ной (так как базисные векторы линейно независимы), всякую невыро­
жденную матрицу л-го порядка можно рассматривать как матрицу 
перехода от одного базиса «-мерного линейного пространства к дру­
гому базису этого пространства. Очевидно, матрица Т~х, обратная мат­
рице (7.12), является матрицей перехода от базиса (7.10) к базису (7.9).

Докажем теорему, устанавливающую связь между координатами 
вектора в различных базисах.

Теорема 7.5.

Если х ь хъ хп -  координаты вектора х  в базисе е ь е 2, ..., е„ 
x'v хг , ..., х ' — координаты того же вектора в базисе е'ь е'з, е'„ то

X  = ТХ ', (7.13)

где

X  =
х

(7.14)

Т -м а т р и ц а  перехода от базиса е ь  е 2, ..., е„ к базису е 'ь  е Ч  ..., е'„. 
224



Доказательство.
Из условия теоремы следует, что

х = лг,е, + х2е2 + ... + х„еп =  х[ъ\ + х2е2 + ... + хпеп. (7.15)

Если матрица Т  имеет вид (7.12), т.е. выполнены равенства (7.11), то 
второе из равенств (7.15) можно записать так:

х = х[(гие, + f21e 2 + ... +f„|e„) + *2 (f12e 1 +*2 2 е 2 + — + 1п2 еп) + --- +

+ Хп (^пе. + ?2пе2 + ••• + + *12*2 + )е1 +
+  ( f 2 |-* l +  ?22Х 2 "■ "* "^ 2 л -^ л )е 2 +  • • •  +  (^л1*1  ^~^п2Х 2 ” • ^лл-*л ) е л •

Сравнивая полученное разложение вектора х по базису 
еь е2, е„ с первым из равенств (7.15), получаем

■*, — t u x x +  t ]2x 2 +  . . .  +  t lnx n , 

х2 = t 2\X{ + t 22X2 + . . .  + t2nx n,

Xn =tnlXl+ tn2X2 + . . .  + t m x'„,_

(7.16)

или в матричной форме X  = Т Х , где X  и X ' определяются формулами
(7.14), а Т -  формулой (7.12).

Замечание.
Формулы (7.13) и (7.16) выражают старые координаты x h хъ .... х„ век­

тора х через его новые координаты. Чтобы получить формулы, выражаю­
щие новые координаты через старые, умножим слева равенство (7.13) на 
матрицу Т~1, обратную матрице Т\ Т~1Х = Т ~ 'Т Х \ Т~1Х = Х \ или
Х’= т лх.
Пример.

В пространстве V2 рассмотрим базис ei = i, е2 = j. где i, j -  орты, и ба­
зис е'! =i', е'2 = j', где i' j' -  орты, причем i' образует с i угол <р (рис. 7.1). В 
данном случае i' = i cos ср + j sin ф, j' = - i sin ф + j cos ф. Матрица перехода 
от базиса i, j к базису i', j' имеет вид

Т -
COS ф — Sin ф 
sin ф cos ф



Если вектор а имеет координаты х ,у  в базисе i, j, х', у ' -  в базисе i', j', то 
а: = jc'cos у -  у' sin ф, у  = х ’ sin (р + у' cos ф.____________ ______________

7.7. Евклидово пространство
Определение евклидова пространства.
В линейном пространстве V  кроме операций сложения векторов 

и умножения вектора на действительное число введем еще одну опера­
цию, которую назовем скалярным умножением  векторов. Каждой упо­
рядоченной паре векторов х, y e  V  поставим в соответствие действи­
тельное число, которое назовем их скалярным произведением и обо­
значим (х, у). Потребуем, чтобы для любых х, у, ze  V и любого числа 
a e R  выполнялись следующие аксиомы:

I. (х ,у ) = (у, х).
И. (X + у, Z) = (X, Z) + (у, Z).

III. (ах, у) = а(х, у).
IV. (х, х) > 0 для всех х Ф 0, (х, х) = 0 для х = 0.
Очевидно, скалярное произведение равно нулю, если хотя бы 

один из векторов нулевой: (0, у) = (Ох, у) = 0(х, у) = 0.

Скалярное произведение (х, х) вектора х на себя называется 
скалярным квадратом этого вектора и обозначается х2, т.е.

(х, х) = х-. (7.17)

Евклидовым пространством называется линейное действитель­
ное пространство, в котором задана операция скалярного умножения 
векторов, удовлетворяющая аксиомам I -  IV. Если п—мерное линейное 
пространство является евклидовым, будем называть его евклидовым п-



мерным пространством, а базис этого линейного пространства -  бази­
сом евклидова пространства.

Приведем примеры евклидовых пространств.
1. В линейном пространстве V3 скалярное произведение двух 

векторов а и b определим так, как в п. 5.7; аксиомы I — IV для него 
будут выполнены (см. формулы (5.54) -  (5.56) и (5.52)).

Следовательно, линейное пространство всех свободных век­
торов с обычным определением скалярного произведения является 
евклидовым пространством.

2. Рассмотрим л-мерное линейное пространство А п упорядочен­
ных совокупностей п  действительных чисел. Скалярное произведение 
двух его элементов х = (xb х 2,..., *„), у = СУь Уг. •••< Уп) по аналогии с 
формулой (5.59) определим соотношением

( х , у )  = х , у , + * 2 у 2  +  ... + х„у„. (7.18)

Легко видеть, что все аксиомы I -  IV скалярного произведения 
при этом выполняются. Таким образом, рассматриваемое линейное 
пространство со скалярным произведением (7.18) является евклидовым 
пространством, его обозначают Е п.

3. В бесконечномерном линейном пространстве С[а , Ь] всех 
функций, непрерывных на отрезке [а, Ь], скалярное произведение двух 
его функций x{t), y(t) определим формулой

ь

(x ,y )  = j x ( t M O d t .  (7.19)
а

Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что ак­
сиомы I -  IV скалярного произведения будут выполнены, в частности, 

ь

(х, х) = J х 2 (t)dt > 0  при х(г) Ф 0 ,(х, х) = 0  при x(t) = 0 .
а

Следовательно, линейное пространство С[а, Ь] с указанным оп­
ределением скалярного произведения любых двух его элементов будет 
евклидовым пространством.

Норма вектора евклидова пространства.
Нормой вектора евклидова пространства называется арифмети­

ческое значение корня из скалярного квадрата этого вектора. Норму
вектора х  обозначим ||х||, тогда по определению



И = V(x’x) = ■ (7.20)

Норма вектора обладает следующими свойствами.
1 . ||х j = 0  тогда и только тогда, когда х = 0 .

2 . ||ах|| = |а | • ||х ||, где а  -  действительное число.

3. |(х,у)|<||х||-||у|.

4. х +  у < + И
Докажем эти свойства.
1. Из аксиомы IV скалярного произведения следует, что ||х 

для х Ф 0  и

> 0

= 0  при х  = 0 .
2. На основании аксиом I и III скалярного произведения получа­

ем ||осх|[ = т](ах, ах) = д/а2 (х,х) = 4 o F • 7 (х ,х) = |а| • ||х||, ||ах| = |а |• |х||.
3. В соответствии с аксиомой IV скалярного произведения 

|х +  у | > 0 , поэтому

О < ||х + а у ||2 =  (х + а у , х +  а у )  =  ( у ,у ) а 2 + 2 ( х ,у ) а  +  ( х ,х ) .

Эту сумму рассматриваем как квадратный трехчлен относительно а. 
Поскольку указанный трехчлен сохраняет знак, его дискриминант не­
положителен, т.е.

( х , у ) 2 - ( х , х )  ( у , у ) < 0 ,  ( х , у < ( х , х ) ( у , у )

Так как т]{х,у)2 = |(х ,у ) |, 7 ( Х’Х)(У’У) =  7 ( Х’Х) Х7(У ’У)ЧМ 1'Ь  
из последнего неравенства следует неравенство

К - . у ^ 1Н 1-

которое называют неравенством Коши1 -  Буняковского2.

4. Используя неравенство (7.21), получаем

(7.21)

1 Огюстен Коши (Augustin Cauchy, 1789 -  1857) -  французский математик.
В. Я. Буняковский (1804 - 1889) -  русский математик, академик Петербургской акаде­

мии наук.



откуда

x + И 1 £ Н + 1Ы1-

Неравенство (7.22) называется неравенством треугольника.
Запишем норму и неравенства (7.21), (7.22) для векторов (эле­

ментов) каждого из рассмотренных выше евклидовых пространств.
В евклидовом пространстве V3 с обычным определением ска­

лярного произведения норма вектора совпадает с его длиной, т.е. 
|а | = |а|; это следует из формул (5.52) и (7.20). Неравенства (7.21)' и

(7.22) принимают соответственно вид | ( a ,b ) j <  |а | ■ |b |,

|a + b |< |a | + |b | .  Отметим, что неравенство j (a,b)| < | а | • j b j следует
из формулы (5.49), а неравенство |a + b |< |a | + |b | -  из определений
суммы векторов и длины вектора; оно имеет простой геометрический 
смысл (в треугольнике сумма длин двух сторон больше длины третьей 
стороны).

В евклидовом пространстве С[а, Ъ] норма элемента x{t) опреде­
ляется формулой

В евклидовом пространстве Е п со скалярным произведением 
(7.18) норма элемента х = (хи х ъ х „) определяется формулой

неравенства (7.21) и (7.22) принимают вид



\\x\\ = ylxf  + x 22 + ...+ x 2n>

а неравенства (7.21) и (7.22) принимают вид

\ххУ , + х 2у 2 +  . . . + х „ у п\ <

< ^ х 2 + х \ + ... + х 2„-,1 у 2 + У1 + ...+  у \ , 

y j { x  I +  У\ Y +  (*2 +  У 2 У  +  -  +  (•х* + У п У  £  

< ^ х 2 + х 22 + . . .+ х 2п + J y l  +  y 22 +  ... + y 2n -

Угол между двумя векторами евклидова пространства. 
Из неравенства Коши -  Буняковского получаем

1<Х-У)1 - 1  . ! <  < 1 -
х 11 | у  ! Г

следовательно, отношение —(Х,У1 _ можно рассматривать как косинус
Н\\\у\\

некоторого угла. Углом между двумя векторами х и у евклидова про­
странства называется угол ф, для которого

( х  у )созф  =  тгй  ~гг it ( 0 < ф < 2 л ) .  (7.23)
М М  у

Отметим, что в пространстве V3 всех свободных векторов вве­
денное понятие угла совпадает с понятием угла, рассматриваемого в 
векторной алгебре.

Два вектора евклидова пространства называются ортогональ­
ными, если их скалярное произведение равно нулю. Очевидно, нулевой 
вектор ортогонален любому другому вектору. В пространстве V3 орто­
гональность векторов означает их перпендикулярность.

Из определений следует, что ненулевые векторы х и у ортого­
нальны тогда и только тогда, когда cos ф = 0 .

Для того чтобы ненулевые векторы х и у были коллинеарны, т.е. 
у = ах, необходимо и достаточно, чтобы cos ф = ± 1, т.е. ф = 0  (при



а  > 0) и ф = л (при а  < 0). Действительно, пусть векторы х и у колли- 
неарны. Поскольку в данном случае у = ах, то

(х ,у)| = |(х ,ах )| = |а |(х ,х )  = |а | - | |х | | \

откуда |(х ,у )| = ||х||- |у|, поэтому cos ср = ±1. Обратно, пусть cos (р = ±1, 

тогда |(х ,у )| = ||х | • у||. Предположим, что х и у не коллинеарны, т.е. 

у-а хФ О  при любом а. В этом случае (у -а х )2 > 0 , а 2х 2-2а(х , 
у) + у2> О, откуда (х, у)2< х У ,  или |(х ,у)| < ||х|| • ||у||, что противоречит 

условию. Следовательно, векторы х и у коллинеарны.

Замечание.
Одновременно доказано, что равенство

1МЧМММ1 (7.24)

выполняется тогда и только тогда, когда х и у коллинеарны. Другими сло­
вами, в формуле (7.21) равенство достигается лишь в случае коллинеарно­
сти векторов х и у.

Ортонормированный базис.
Система векторов а ь а 2, а„ называется ортогональной, если 

эти векторы попарно ортогональны, т.е. (а ,, а к) = 0 при fek.

Теорема 7.6.

Ортогональная система ненулевых векторов линейно независи­
ма.

Д оказательство.
Пусть а ь а 2, а„ -  ортогональная система ненулевых векторов. 

Допустим, что эта система линейно зависима, тогда существуют числа 
а ь а 2, а л, не все равные нулю, такие, что

а,а, + а 2а 2 -к.. + а па„ = 0 .



Предположим, что а, Ф  0 ,  тогда скалярное произведение вектора а, и 
линейной комбинации с^а, +  ос2а 2 + . . .  +  сс„а„ равно нулю:

(а,,а,а, + а 2а2+...+  а„а„) = 0,

или

а |(а;,а1) + а 2(а,,а2)+...+а ,.(а ,,а ,) + ...+ а л(а,,ал) = 0. 

Поскольку (аь а*) = 0 при i ф к , то а,(а„ а,) = 0, или a J Ia J 2 =  0, отку­

да = 0, т.е. а, -  нулевой вектор, что противоречит условию. Сле­
довательно, ортогональная система ненулевых векторов линеино неза­
висима.

Вектор а называется нормированным, или единичным, если

IH N -
Если а -  ненулевой вектор, то каждый из векторов

, f = f H = " R  (7'25)

будет нормированным. Нахождение для данного вектора нормирован­
ного вектора по формулам (7.25) называется нормированием данного

1
вектора, а множитель ц = —г-тг -  нормирующим множителем.

± N 1

Система векторов е ь е2, ..., е„. называется ортонормированной, 
если она ортогональна и каждый вектор является нормированным, т.е.

ГО, при i ф к,
(е ,е* )=  t Н . (7.26)

[1 , при i = k,
где /, к = 1 , 2 , . . . ,  п.

Базис п—мерного евклидова пространства называется ортонор- 
мированным, если базисные векторы образуют ортонормированную
систему. Приведем без доказательства теорему о возможности выбора
ортонормированного базиса в евклидовом пространстве.



Во всяком евклидовом п—мерном пространстве (п>2) существу­
ет ортонормированный базис.

Отметим, что в трехмерном евклидовом пространстве орто- 
нормированным базисом является базис i, j ,  к , где i, j ,  k  -  орты.

Замечание.
Если в], е2, .... ~ ортогональный базис н-мерного евклидова про­

странства, то любой вектор х этого пространства можно представить в ви­
де.

x = xjej +л:е2 + ... +xnt n,

откуда

х к = ----------(к =1, 2 , п).
(е*.е*)

Последняя формула упрощается в случае ортонормированного базиса; при 
этом (е*,е*) = 1.

Выражение скалярного произведения через координаты 
векторов в ортонормированном базисе.
Пусть в я-мерном евклидовом пространстве фиксирован орто­

нормированный базис еь е2, и даны векторы этого пространства

х = л,е, + х 2е 2 + ... + х Пе п ,

У = W  + Угег + ■•• + .Уле л-

Найдем скалярное произведение этих векторов. Принимая во внимание 
аксиомы скалярного произведения и формулу (7.26), получаем

(х.у) = (jcIel + х 2е 2 + ... + x ne n , y le l + у 2е 2 + ... +  у пе п ) =

f  п \ ( п } ( П Л
Н~ + ... +

{ <=' ) 1 J 1 '■=» )
= (x le],yle i) + (x2e2,y2e2) + ... +(xnen,ynen) =

= х ]у ] (e1,e1) + x2y2(e2>e2) + ••• + х Лп(еп’еп) = 
= x ly l + x2y2+ ...+ x ny„,

(х,у ) = х 1у 1+ х 2у 2 + . . . + х „ у п.



Итак, скалярное произведение двух векторов, заданных коорди­
натами в ортонормированном базисе, равно сумме произведений одно­
именных координат.

Очевидно,

где jci, *2, . ..,х п~ координаты вектора х в ортонормированном базисе.

7.8. Линейное преобразование и его матрица
Если указано правило, по которому каждому вектору х линейно­

го пространства V  ставится в соответствие единственный вектор у это­
го пространства, то будем говорить, что в нем задано преобразование 
(отображение, оператор)/или задано преобразование/пространства V 
в себя, и писать/: V—>V. Говорят также, что преобразование/ перево­
дит вектор х в вектор у, и пишут у = /(х ). Вектор у называют образом 
вектора х, а х -  прообразом вектора у.

Замечание.
Из сказанного следует, что каждый вектор имеет единственный образ, 

но не следует, что каждый вектор имеет прообраз или этот прообраз един­
ственный. Преобразование, при котором каждый вектор имеет единствен­
ный прообраз, называется взаимнооднозначным (или биективным).

Преобразование /  линейного пространства V  называется линей­
ным преобразованием (.линейным оператором), если для любых векто­
ров этого пространства х ь х2> х и любого действительного числа X вы­
полняются условия:

(Если рассматривается комплексное пространство, то А. -  любое ком­
плексное число.)

Из этих условий следует, что

где а, Р — любые числа (действительные или комплексные). Обратно, 
из равенства (7.27) следуют условия 1) и 2). Итак, линейное преобразо­
вание (линейный оператор) определяется равенством (7.27).

1 ) / ( х , + х 2) = / ( х , ) + / ( х 2); 2 ) f ( X x )  = Xf ( x )

/ ( а х ,  + р х 2) = а / ( х ,)  + р /(х 2), (7.27)



Отметим, что линейное преобразование переводит нулевой век­
тор в нулевой, так как согласно условию 2 ) / ( 0 ) = ДОх) = 0/(х ) = 0 .

Простейшим примером линейного преобразования является то­
ждественное преобразование, или преобразование /(х ) = х, т.е. преоб­
разование, которое каждому вектору линейного пространства ставит в 
соответствие тот же вектор.

Пусть линейное преобразование//!—мерного пространства пере­
водит базисные векторы е ь е2, е„ соответственно в векторы 
Cj» ®2 >• ■ м®п ’ т.е.

ei = / ( е ,) ,  е2 = / ( е 2) , ..., е' = / ( е л).

Образ любого вектора х данного линейного пространства можно выра­
зить через образы базисных векторов е ь е2, е„. Действительно, если
х =  +  а 2е2 + ... +  а пе„, то

/ ( х )  = / ( а |е ,+ а 2е2 + ... + а лел) = а |/ ( е , )  + а 2/ ( е 2) + ...+ а „ /(е„ ) =
= ос,е| + а 2е2 + ... + а лел т.е.

/ ( х )  = а ,е; + а 2е '2 + ... + а „ е ' .

Следовательно, линейное преобразование будет вполне определено, 
если заданы образы базисных векторов рассматриваемого пространст­
ва.

Пусть /  -  линейное преобразование «-мерного линейного про­
странства, переводящее базисные векторы е ь  е2, ..., е„ в векторы 
е,, е 2, . . .,е' . Каждый из последних векторов разложим по базису:

е;=в пе) +а21е2 + - +  а„1е|1,

е 2 = а12е 1 ^  а22е 2 + -■• + ап2еп»

е„ — пе! + а2не 2 + ■■• + а,и£п >

Матрица



а2\ °22

а„Х ап2

а
2j i

а„

в которой &-й столбец, состоит из координат вектора е / (к = 1 , 2 , п), 
называется матрицей линейного преобразования/ в базисе е ь е2, е„;
ранг г матрицы А  называется рангом преобразования / ,  а число п -  г -  
дефектом этого преобразования. Итак, каждому линейному преобра­
зованию «-м ерного линейного пространства соответствует матрица 
порядка п в данном базисе; обратно, каждой матрице порядка п соот­
ветствует линейное преобразование л -м ерного  пространства.

У ' k

в

/ ф i ! i \
О

a

и. i p
A x

Рис. 7 3

Отметим, что матрица тождественного преобразования в любом 
базисе будет единичной; обратно, любой единичной матрице п-то по­
рядка соответствует тождественное преобразование линейного «-м ер­
ного пространства.

Пример.
В пространств V2 всех свободных векторов на плоскости определим 

преобразование поворота всех векторов вокруг начала координат на угол 
ф. Каждому вектору х (рис. 7.2) этой плоскости ставим в соответствие век- 
Т0Р У = Д Х)> полученный вращением вектора х на один и тот же угол ф. Это 
преобразование является линейным, поскольку условия 1) и 2), опреде­
ляющие линейное преобразование, будут выполнены. Найдем матрицу это­
го линейного преобразования в базисе i, j (рис. 7.3). Так как

/ ( i) = ОА + OB = i cos ф + j sin ф, /  (j) = ОС + OD = - i  sin ф + j cos ф,
то
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COS(p -  Sin ф 
sin ф cos ф

7.9. Линейное преобразование в координатах
Рассмотрим линейное преобразование /  n-мерного линейного 

пространства, заданное в некотором базисе е 1( е2, е„ матрицей

А =

«п а\г 
«2 . «22

«„. «„2

Я,1н
а2п

а..

(7.28)

Координаты вектора х и его образа у = /(х ) известны:

х = .г1ё, + х 2е 2 + ...+ хпеп, 

/ ( х ) =  у,е, + у_,е2 + ...+ у„е„.
(7.29)

Найдем зависимость между координатами векторов х и у. Принимая во 
внимание определение матрицы линейного преобразования (см.п. 7.8), 
получаем

/ ( х )  = f ( x lel + * 2е2 + ... + *„е„) = * ,/(е ,)  +дс2/ ( е 2) + ... + x j ( e n) =
= лДДце, +<з2!е2 + ... + амеп) + *2 (а12е, + а ,,е , + ... +а„2ел)+  ...

••• +*л(«.ле 1 + « 2„е 2 + -  +«лпО>
или

/ ( х )  = (апхх+ ап х2 + ... + а|пхя)е, + (а21х, +а22х2 + ... + а2пхп)е2 + ... 

- + ( « ni*. + « П2Л2 + : .+ а тхп)еп.

Поскольку каждый вектор разлагается по базису единственным 
образом, то из этого равенства и второго из равенств (7.29) следуют 
искомые формулы:



Уп ~ ап\Х\ ~1~ап2Х2 ■*■ •■•'**аппХп\

Формулы (7.30) можно записать в матричном виде

Y = A X ,  (7.31)

где А  определяется формулой (7.28), а Х  и Y  — формулами

V ~У\

Х 2
, Y  =

Уг

Х п_ У п .

Если переменные у ь у  г, •■■,уп связаны с переменными 
Х \ ,  х 2, .. . ,  х п формулами (7.30), будем говорить, что задано линейное 
однородное преобразование переменных с матрицей А , переводящее 
переменные х ъ х 2, ..., х п в переменные у ь у 2, О н о  обладает теми 
же свойствами, что и линейное преобразование п—мерного линейного 
пространства. Линейное однородное преобразование переменных
(7.30) или (7.31) называется невырожденным , если det А Ф 0.

Замечание.
При рассмотрении линейных преобразований (линейных операторов) 

пользуются и другими обозначениями. Если у =/(х), г д е / -  линейное пре­
образование (линейный оператор) с матрицей А в некотором базисе, то 
пишут у = Ах. Условия 1) и 2), определяющие линейное преобразование, 
можно записать в виде

А(Х| + х2) = j4xl + Ах2, Л(Хх) = ХАх.

7.10. Зависимость между матрицами одного и того же 
преобразования в различных базисах. Подобные 
матрицы

В я-мерном линейном пространстве фиксируем два базиса: еь 
е2, ..., е„ и е'ь е'2, е ' „  первый из них назовем старым, второй -  но-



вым. Предположим, что известно преобразование, переводящее старый 
базис в новый.

Теорема 7.8.

Если е ь е2, е„ и e'i, е'2, ..., е'„ -  два базиса линейного про­
странства, А — матрица линейного преобразования в старом базисе 
ei, е2. ..., еда то матрица В этого преобразования в новом базисе е 'ь
е'2, ...» е'„ имеет вид В = Т  1 АТ, где Т  — матрица перехода от старого 
базиса к новому.

Д о к а за т е л ь с т в о .
Координаты векторов х, у  в старом базисе обозначим соответст­

венно * 1, Хг, ..., х п и у ь у 2, у п, а в новом базисе -  теми же буквами со 
штрихом, т.е.

х = *,е, + х2е2 + ... + хпеп, у = ^е, + у,е, + ... + упе„, 
х = л-;е; + *;е; + . . . + ху п, у = + У2е2 +. . .  + .

На основании теоремы 7.5 (см. п. 7.6) получаем X  = Т Х \  Y =  Т У ,  а в 
соответствии с формулой (7.31) имеем У  =  А Х , У  = В Х '. Умножив ра­
венство X  =  Т Х  слева на матрицу А , получим А Х  = А  Т Х \  или
Т У  =  А Т Х \  откуда У  — Т ~ [ А Т Х '. Сравнивая это равенство с равенст­
вом У  = ВХ', находим доказываемую формулу

В = Т~ А Т . (7.32)

С л е д с т в и е .  Если линейное преобразование имеет невы­
рожденную матрицу в некотором базисе, то матрица этого преобра­
зования будет невырожденной в любом другом базисе.

Действительно, пусть А  и В  -  матрицы линейного преобразова­
ни я/в  двух различных базисах, причем det А ф 0. Так как В = Т - 1  АТ, 
где Т -  невырожденная матрица (см.п. 7.6), то

del В  = det ( Г - 1  А Т) -  det Г - 1  -det A  det Т ф О.

Пример.
В базисе t \ ,  е2 преобразование/ имеет матрицу

О Л

А =
8 4 
5 2



Найти матрицу преобразования/ в базисе e'j = 2ej + е2, е'2 -  6ej + 4е2. 
Так как

'2 б' , Т~1 = —' 4 -6 2 -3"
1 4 2 -1 2_ шо1

то

1
00 ■рь

1

2 6 1 2 2 6 4 14
5 2 1 4 1 0 1 4 2 6

Введем понятие подобия матриц. Матрица В  называется 
подобной матрице А, если существует невырожденная квадратная мат­

рица С, удовлетворяющая равенству В  = С - 1  АС.
Из теоремы 7.8 следует, что матрица В  линейного преобразова­

ния/в  базисе е'ь е'2, е ' л подобна матрице А  того же преобразования 
/ в  другом базисе elt е2, ..., ел, так как эти матрицы связаны формулой
В  = С -1 А С , где С -  невырожденная матрица перехода от базиса еь 
е2, ..., ел к базису е'-ь е'2, ..., е'„.

Можно доказать, что две квадратные матрицы А  и В  порядка п 
тогда и только тогда являются матрицами одного и того же линейного 
преобразования пространства Vn в соответствующих базисах, когда 
матрица В  подобна матрице А.

7.11. Характеристическое уравнение линейного 
преобразования

Теорема 7.9.

Если линейное преобразование/ в базисе еь е2, ..., ел имеет мат­
рицу А й в  базисе е'ь е'2, ..., е'„ матрицу В, то det (А -  А£) = det (В -  ХЕ),
где X -  любое действительное число; Е  — единичная матрица п-го по­
рядка.

Д оказательство.
Обозначим через Т  матрицу перехода от базиса ej, е2, ..., е„ к ба­

зису e'i, е'2, ..., е'„, тогда В  = Т  1 А Т  (см. п. 7.10). Следовательно, 

det(В-ХЕ) = det ( Т~1 А Т-Х Е ) = det( T~l А Т - Х Т ~ х ЕТ) =

= det( Т~] (А -ХЕ)Т) = det Г " 1 xdet(A-^£)xdet Т=  det(A-A.£),



Отметим, что det (А -  ХЕ) является многочленом степени п  от­
носительно X. Многочлен det (А  -  ХЕ) называется характеристиче­
ским многочленом матрицы А, или характеристическим многочленом 
линейного преобразования/

Замечание.
Равенство (7.33) означает, что характеристический многочлен линейно­

го преобразования остается неизменным при переходе к новому базису; 
матрица линейного преобразования меняется._________________________

Характеристическим уравнением  линейного преобразования 
называется уравнение

det (А -  ХЕ) = 0, (7.34)

где А — матрица этого преобразования в некотором базисе. Очевидно, 
характеристическое уравнение не зависит от выбора базиса. Уравнение
(7.34) называют также характеристическим уравнением матрицы А. 
Корни уравнения (7.34) называются характеристическими числами 
линейного преобразования f  или характеристическими числами мат­
рицы А.

Если линейное преобразование/в некотором базисе е ь е2,..., е„ 
имеет квадратную матрицу n-го  порядка А  = (а ,к), то характеристиче­
ское уравнение (7.34) запишется так:

а \\ а \г '  1 0  . .  о '

det аг\ а гг •• а2п - X
0 1 .  0

-ап\ • 0 0  . .  1

или



а\\ ^  а\г
аи ап  ~ ^

а1 п
а2л

ал! а/>2

Левая часть равенства (7.35) является характеристическим многочле­
ном матрицы А; обозначим его Р П(Х), тогда характеристическое урав­
нение (7.35) примет вид Р П(К) = 0 .

Пример.
Найти характеристический многочлен и характеристические числа мат­

рицы

А =
4 - 1 - 2  
2 1-2 
1 - 1  1

В соответствии с определением характеристического многочлена полу­
чаем

РЛ) =

4 -Х  -1  - 2  

2 1-Х -2

1 -1 1-Х

РП(Х) = (4-Х)(1-Х)2 + 4 + 2 + 2(1-Х) + 2(1-Х)-2(4-Х) = -X3 + 6X2- I IX + 6.

Приравнивая этот многочлен нулю, находим характеристическое урав­
нение -X3 + 6Х2~11X + 6 = 0, или Х3-6Х2 + 1IX—6 = 0. Разлагая левую часть 
этого уравнения на множители Х3-6Х2 + 11Х-6 = Х3-Х2-5Х2 + 5Х + 6Х- 
-6 = Х2(Х—1)—5Х(Х—1) + б(Х—1) = (Х-1)(Х2-5Х + 6), приводим данное уравне­
ние к виду (Х-1)(Х2-5Х + 6) = 0, откуда Xj = 1, Xj = 2, Х3 = 3. Эти корни - 
характеристические числа данной матрицы.___________________________

7.12. Собственные векторы линейного преобразования
Ненулевой вектор х линейного пространства называется собст­

венным вектором линейного преобразования /  этого пространства, 
если существует число к такое, что



причем к  -  действительное число для действительного линейного про­
странства и к -  комплексное число в случае комплексного пространст­
ва. Число к  называется собственным значением вектора х  относитель­
но преобразования /  Равенство (7.36) можно записать в матричном 
виде

АХ -  кХ, (7.37)

где А  -  матрица преобразования / в  некотором базисе; X  -  матрица- 
столбец из координат собственного вектора х  в том же базисе. 
Ненулевая матрица-столбец X, удовлетворяющая уравнению (7.37), 
называется собственным вектором-столбцом матрицы А  с 
собственным значением к.

Собственные векторы и собственные значения обладают сле­
дующими свойствами:

1. Собственный вектор линейного преобразования имеет един­
ственное значение к.

2. Если х  -  собственный вектор линейного преобразования /  с 
собственным числом к и X -  любое отличное от нуля число, 
то А,х -  также собственный вектор преобразования /  с собст­
венным значением к.

3. Если х  и у  -  линейно независимые собственные векторы ли­
нейного преобразования /  с одним и тем же собственным 
значением к, то х + у  -  также собственный вектор этого пре­
образования с собственным значением к.

4. Если х  и у -  собственные векторы линейного преобразования 
/ с  собственными числами к  и т, причем кф  т, то х  и у -  
линейно независимы.

Докажем эти свойства.
1. Пусть к и т -  собственные значения собственного вектора х 

относительно линейного преобразования / ,  тогда /(х ) = кх, /(х ) = т х , 
откуда кх  = т х, (к -т )х  -  0. Поскольку х ф 0, то к -т  = 0, или к = т.

2. Если х  -  собственный вектор с собственным значением к, то 
ЛХх)  = ХДх) = Х(кх) = к(Хх),  или f (Xx)  = к(Хх). Это равенство означа­
ет, что Хх -  собственный вектор линейного преобразования/с собст­
венным значением к.



3. Если векторы х и у  линейно независимы, то х + у  -  ненулевой 
вектор и f i x  + у) - f i x )  + /(у ) = кх + ку = к(х  + у), или f i x  + у) = к(х  + у); 
(х + у) -  собственный вектор с собственным значением к.

4. Предположим противное, т.е. векторы х и у  линейно зависи­
мы, тогда у = Х,х, причем ЪЮ, так как у*0. Согласно свойству 2 вектор 
Хх является собственным вектором с собственным числом к. Учитывая 
свойство 1, из равенства у = Хх заключаем, что к = т, а это противоре­
чит условию. Следовательно, векторы х и у -  линейно независимы. 
Отметим, что свойство 4 справедливо и для т (т > 2) векторов, т.е. 
собственные векторы линейного преобразования с попарно различны­
ми собственными числами линейно независимы.

С л е д с т в и е .  Если х ь х2, ..., х т -  линейно независимые соб­
ственные векторы линейного преобразования /  с одним и тем же соб­
ственным значением к, то любая нетривиальная линейная комбинация 
этих векторов есть собственный вектор этого преобразования с соб­
ственным значением к.

Это утверждение следует из свойств 2 и 3.

Теорема 7.10.

В комплексном линейном пространстве все корни характери­
стического уравнения и только они являются собственными значе­
ниями линейного преобразования.

Д оказательство.
Если ненулевой вектор х будет собственным вектором линейно­

го преобразования /  комплексного линейного пространства, то по оп­
ределению А Х  = кХ, или (А -кЕ )Х  = 0, где А  -  матрица линейного пре­
образования/ в некотором базисе, Е  -  единичная матрица, X  -  матри- 
ца-столбец из координат вектора х в том же базисе. Пусть А  = (аа)т, 
тогда уравнение (А -к Е )Х  = 0 представляет матричную запись одно­
родной системы уравнений

(а\\ к)х\ + а12х2 + ... + а1пхп — 0, 
а21х1+(а22- к ) х 2 + ...+ а 2пхп = 0 ,

атх 1 +ап2х2 + ...+ (апп- к ) х п = 0

(7.38)



относительно координат x h х 2> х п собственного вектора х * 0 .  Эта 
система имеет ненулевое решение тогда и только тогда, когда ее опре­
делитель равен нулю (см. следствие из теоремы Крамера), т.е.

det(/4 -  кЕ) = О,

ап - к
а21

а/||

1̂2
а22- к

ан2

а1 п
а2п

апп -  *

=  0. (7.39)

Это означает, что число к  -  корень характеристического уравнения. 
Обратно, если к -  корень характеристического уравнения (7.39), то 
система (7.38) или матричное уравнение (А -к Е )Х  = 0 имеет ненулевое 
решение х 2, х п, причем А Х  -  кХ  или/(х) = кх, т.е. х(хь *2, ..., дс„) 
-  собственный вектор.

Замечание 1.
Уравнение (7.39) является алгебраическим уравнением п-й  степени от­

носительно к. Такое уравнение имеет ровнб п корней, считая равные и 
комплексные. Среди корней этого уравнения может и не оказаться дейст­
вительных.

Замечание 2.
Собственными значениями линейного преобразования действительного 

пространства будут только действительные корни характеристического 
уравнения.

Собственные значения линейного преобразования называются также 
собственными значениями матрицы этого преобразования. Собственное 
значение называется m-кратным, если оно является m-кратным корнем 
характеристического уравнения._____________________________________

7.13. Собственные значения и собственные векторы 
симметрической матрицы

Теорема 7.11.

Корни характеристического уравнения действительной сим­
метрической матрицы являются действительными числами.

Д оказательство.
Если А -  действительная симметрическая матрица, то А Т = А  и 

~А -  А , где ~А -  матрица, сопряженная матрице А\ А т -  матрица, полу­
ченная транспонированием матрицы А. Пусть к — корень характери-
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стического уравнения, х(х\, х 2, х „ )  -  собственный вектор данной 
квадратной матрицы порядка п. Найдем произведение Х тА Х , где X -  
матрица-столбец из координат вектора х(дсь jc2, х п), которые могут 
быть и комплексными числами; X  -  матрица, сопряженная матрице X, 
Х г -  матрица-строка, полученная транспонированием матрицы X. 
Применяя свойства транспонированных и сопряженных матриц (см. 
пп. 4.2), получаем

Х ТА Х  = Х Т1 Х  = Х ТА Х  = Х ткХ = Х ТТ Х  = к ( Х тХ),

Х ТА Х  = Х ТА ТХ  = ( А Х ) ТХ  = ( кХ)тХ  = к ( Х тХ) .

Из этих равенств следует, что

к ( Х тХ )  = к ( Х тХ ) ,  или (к -  к ) ( Х гХ )  = 0.

Можно утверждать, что Х тX  Ф 0 . Действительно,

Х тХ =[ х ,  х2 ... х .]-

или

x r * = h f + N 2 + - + k f .

где |. i f| -  модуль числа л, (i = 1, 2 ,.... п). Поскольку X  -  ненулевой

столбец (см. определение собственного вектора), то Х тХ Ф 0 .  Из

равенства ( к - к ) ( Х тX )  =  0  получаем к - к =  0 ,  или к = к , т . е . к -  
действительное число.

С л е д с т в и е .  Действительная симметрическая матрица 
имеет только действительные собственные векторы.

Система (7.38) для определения координат собственного вектора 
в этом случае имеет только действительные решения, так как a tj и к -  
действительные числа.

XI

Х 2 = [ х 1Х ] + Х 2Х2 + . . . +  Хп Х п \  

Х„



Собственные векторы действительной симметрической мат­
рицы, соответствующие различным собственным значениям, ортого­
нальны.

Доказательство.
Пусть х(хь хг,...,х„), у ( у ъ у г , —, у п) -  собственные векторы 

симметрической матрицы А  порядка п, собственные значения которых 
к и т  различны, Х , У -  соответствующие векторы-столбцы из их коор­
динат. Найдем произведение X7AY , пользуясь ассоциативным свойст­
вом умножения матриц:

X TAY  = X T(AY)=  X r ( m Y ) = m X rY,

X ТА Y  = ( X TA)Y = ( X 1 A T)Y = ( A X ) r Y  = ( kX)T Y = k{ X r Y).

Из этих двух равенств следует, что

m X TY = k X rY, или ( m - k ) X TY = 0.

Так как по условию к Ф m  и (m-к ) Ф 0, то X TY = 0, или 
+ х^уг + + х ^ п = 0. Это означает, что векторы х и у ортогональ­

ны.

7.14. Приведение матрицы линейного преобразования к 
диагональному виду

Теорема 7.13.

Матрица линейного преобразования имеет диагональный вид 
тогда и только тогда, когда каждый базисный вектор является соб­
ственным вектором этого преобразования.

Доказательство.
Пусть матрица^ линейного преобразования в базисе е ь е2, е„ 

имеет диагональный вид, т.е.



\  0 ... О
О х г ... о

0 0 ... К

тогда по определению этой матрицы (см. п. 7.8) /(е,) = Я,,€, (i = 1, 
2 , п). Полученное равенство означает, что каждый базисный вектор 
е, (z = 1, 2, ..., п) будет собственным вектором линейного преобразова­
н и я / Обратно, пусть базисные векторы е ь е2, ..., ел будут собственны­
ми векторами линейного преобразования/с соответствующими собст­
венными значениями X], ..., А„ В данном случае /(е,) = \,е,
(/ = 1 ,2 ,...,« ) , поэтому матрица А  линейного преобразования имеет 
вид (7.40), т.е. является диагональной.

Матрица А  называется приводимой к диагональному виду, если
существует невырожденная матрица Т  такая, что матрица Т~ХА Т = В  
будет диагональной. Характеристические многочлены матриц А  и
В  = Т~1 А Т  совпадают (см. п. 7.11); характеристические числа диаго­
нальной матрицы равны ее диагональным элементам (это следует из 
определения, см. п. 7.11, уравнение (7.35)). Следовательно, если мат­
рица А  приводима к диагональному виду, то

В =
0

0
А,

0
о

О О ... X, 

где Аь А2, ..., Хп -  характеристические числа матрицы А.

Теорема 7.14.

Матрица А линейного преобразования /  п—мерного линейного 
пространства приводима к диагональному виду тогда и только то­
гда, когда существует базис этого пространства, состоящий из соб­
ственных векторов данного преобразования.

Доказательство.
Пусть линейное преобразование /  в базисе еь е2, ..., е„ имеет 

матрицу А , которая приводима к диагональному виду, т.е. существует

невырожденная матрица Т  такая, что В =  Т~] А Т  — диагональная мат- 
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рица. Эту матрицу Т  можно рассматривать как матрицу перехода от 
базиса еь е2, е „  к базису е'ь е'2, е ' „  в котором матрица В  является 
диагональной. На основании предыдущей теоремы заключаем, что е'ь 
е'2, е'„ -  собственные векторы преобразования /

Обратно, пусть базис е"ь е"2.....  е"„ данного «-мерного про­
странства состоит из собственных векторов линейного преобразования
/  По теореме 7.13 в этом базисе матрица D  = Т ~ ] А Т  -  диагональная, 
где Т -  матрица перехода от базиса еь е2, е„ к базису е"ь е"2, е " п. 
Следовательно, матрица Л приводима к диагональному виду.

Замечание 1
Для построения матрицы Т  достаточно найти собственные векторы 

матрицы А с помощью собственных чисел X], Х2у •••' Х„, которые опреде­
ляются из характеристического уравнения.

Замечание 2.
Можно доказать, что если все собственные числа матрицы А попарно 

различны, то матрица приводится к диагональному виду.

7.15. Действия над линейными преобразованиями

Произведение преобразований.
Рассмотрим преобразование/ ,  переводящее вектор х в вектор у, 

т.е. у =/(х). К вектору у применим преобразование g, переводящее 
вектор у в вектор z, т.е. z = g(у). Так как у = /(х), то имеем преобразо­
вание z = g(f(x)), переводящее вектор х в вектор z, причем вектор z 
получен в результате последовательного применения преобразований /  
и g. Преобразование, заключающееся в последовательном применении 
преобразований f a g ,  называется произведением преобразования /  на 
преобразование g, или композицией этих преобразований, и обознача­
ется go  f  (или просто g f ) \  отметим, что справа записывается первое 
преобразование. Таким образом,

g ° / ( x )  = £ ( / (* ) ) .  (7-4D

Докажем, что произведение линейных преобразований является 
линейным произведением. П усть /и  g  -  линейные преобразования не­
которого линейного пространства. В соответствии с определением (см. 
формулу (7.27)) для любых векторов хь х2 этого пространства



/ (а х , +Рх2) = а /(х ,)+ |3 /(х 2), g(ax, + (ix2)=  ag(x,)+Pg(x2)’

где а  и Р -  любые числа. Принимая во внимание формулу (7.41), полу­
чаем

g ° / ( a x ,  + px2) = g ( / (ax ,  +Px2)) = g ( a / (x , )+ P / (x 2)) = 
= ocg( /(x ,)+Pg(/(x2)) = a g ° / ( x , )  + p g ° / ( x 2),

а это означает, что g °  f  — линейное преобразование.
Теорема 7.15.

Если в некотором базисе линейные преобразования /  и g  имеют 
соответственно матрицы А и В, то их произведение g ° f  в том же
базисе имеет матрицу ВА.

Д оказательство.
Пусть

У = / 0 0 ,  z = 2( У). z = g ° / ( x ) ,

тогда (см. формулу (7.31))

Y = A X ,  Z  = BY, Z  = CX,

где С -  матрица преобразования g o f  в рассматриваемом базисе; X, Y

-  матрицы-столбцы соответственно из координат векторов х, у.
Уравнения Z = BY, Y  = А Х  приводят к уравнению Z  = ВАХ. 

Сравнивая это уравнение с уравнением Z = СХ, заключаем, что 
С = ВА.

Сумма преобразований.
Суммой преобразований /  и g  некоторого пространства называ­

ется преобразование h такое, что для любого вектора х этого простран­
ства

й ( х )  =  / ( х ) + г ( х ) .  (7.42)

Сумму преобразований f u g  будем обозначать f + g .  Очевидно,
f+8=8+f



Докажем, что сумма линейных преобразований является линей­
ным преобразованием. П усть/ и g  -  линейные преобразования некото­
рого пространства, т.е. для любых двух векторов х ь Хг этого простран­
ства

/ ( а х ,  + р х 2) = а / ( х , )+ (5 / ( х 2), g ( a x j  + Р х 2) = a g ( х , )+ pg  (х2),

где а  и Р -  произвольные числа. Для преобразования/ +  g  имеем

( /  + £ ) ( a x ,  + P x 2) = / i( a x ,  + p x 2) = / ( a x ,  + p x 2) + g ( a x ,  + р х 2) =

= a / ( x , ) + р / ( х 2) + a £ ( х , ) + pg  ( х 2) =

= a ( / ( x , ) + g ( x l )) + Р ( / ( х 2) + g (x 2)) = a  h(x1) + р/г(х2),

или

h( а х ,  + р х 2) = а / г ( х , )+ р / г ( х 2).

Последнее равенство означает, что h = f + g  -  линейное преобразова­
ние.

Теорема 7.16.

Если линейные преобразования /  и g  в некотором базисе имеют 
соответственно матрицы А и В, то преобразование /  + g  в том же 
базисе имеет матрицу А + В.

Доказательство.
Пусть

У = / ( х ) ,  Z = g ( x ) ,  y  + z  = ( /  + g ) x  = h(x),

тогда

Y = A X , Z  = BX, Y + Z  = CX,

где С  -  матрица преобразования h в данном базисе.
Из первых двух матричных уравнений следует, что 

Y + Z  = (А + В)Х. Сравнивая это уравнение с третьим уравнением, по­
лучаем С  = А  + В.



7.16. Невырожденные линейные преобразования. 

Преобразование, обратное данному
Линейное преобразование называется невырожденным, если его 

матрица является невырожденной, и вырожденным -  в противном слу­
чае.
Теорема 7.17.

Линейное преобразование является невырожденным тогда и 
только тогда, когда оно взаимно-однозначно.

Д о к а за т ел ь ст в о .
Пусть линейное преобразование/имеет невырожденную матри­

цу А, т.е. det А Ф 0, и у = /(х ), тогда Y = АХ. Фиксируем произвольный

вектор УоСУм Уг> •••’ Уп) и рассмотрим соответствующую систему 
линейных уравнений в матричной форме А Х  = Y0, где Y0 -  матрица- 
столбец из координат вектора у0\ X  -  матрица-столбец из координат 
вектора х(хь х 2, ..., *„). Так как det А  ф 0, то линейная система имеет

единственное решение х 0(лг,°, х 2, ..., х ° ) . Это означает, что любой
вектор у0 имеет единственный прообраз Xq, т.е. /  -  взаимно­
однозначное преобразование.

Обратно, пусть линейное преобразование/- взаимно-однознач­
но и в некотором базисе имеет матрицу А.  Поскольку каждому вектору

у 0(у°» у 2, У°) соответствует единственный прообраз

х 0(дс,°, х2, х ® )  то система линейных уравнений A X o = Y Q имеет
единственное решение. Следовательно, det А ^ 0 , т.е. линейное преоб­
разование/является невырожденным.

С л е д с т в и е .  Линейное невырожденное преобразование 
ненулевой вектор переводит в ненулевой; обратное также верно.

Действительно, всякое линейное преобразование нулевой вектор 
переводит в нулевой (см. п. 7.8). По теореме 7.17 линейное невырож­
денное преобразование -  взаимно-однозначно, поэтому оно ненулевой 
вектор переводит в ненулевой. В справедливости обратного утвержде­
ния можно убедиться методом от противного.

Теорема 7.18.

Произведение двух линейных невырожденных преобразований 
есть невырожденное линейное преобразование.



Доказательство.
П усть/и  g -  линейные преобразования соответственно с матри­

цами А  и В  в некотором базисе. Так как эти преобразования являются 
невырожденными, то det А  ф О, det В  Ф 0. Произведение двух линейных 
преобразований является линейным (см. п. 7.15). Произведение g o  f  
этих преобразований будет также невырожденным, поскольку оно 
имеет матрицу В А  (см. теорему 7.15) и det BA  = det В ■ det А  ф 0.

Введем понятие преобразования, обратного данному преобразо­
ванию. Преобразование <р называется обратным преобразованию / ,  
если для любого вектора х

/ о ф ( х )  =  ф о / ( х ) =  х ,  ( 7 . 4 3 )

т. е. произведение этих преобразований -  тождественное преобразова­
ние. Из определения следует, что если ф -  преобразование, обратное 
преобразованию/, т о / -  преобразование, обратное ф. Преобразования/ 
и ф, удовлетворяющие условию (7.43), называют взаимно-обратными.

Если преобразования/и ф в некотором базисе имеют соответст­
венно матрицы А  и В , то из (7.43) и теоремы 7.15 следуют равенства

АВ = BA = Е,

где А  и В  -  взаимно-обратные матрицы, т.е. В  =  А ~ \
Сказанное выше позволяет сделать следующие утверждения.
1. Линейное преобразование имеет обратное преобразование то­

гда и только тогда, когда оно является невырожденным.
2. Для любого невырожденного линейного преобразования с 

матрицей А  в некотором базисе существует единственное обратное 
преобразование с матрицей А~] в том же базисе.

7.17. Ортогональные матрицы
Рассмотрим евклидово n-мерное пространство Е п. Для любых 

двух векторов х = х хе] + х 2е2 + ... + х пеп, у = + у 2е2 + + У/А в ор­
тонормированием базисе е ь е2, е„ скалярное произведение выража­
ется формулой (см. п. 7.7)

(Х,У ) = х1у 1+х2у2+ . . . + х яуп. (7-44)

Матрица



А =

а \\ а \г 

а г\ а гг

ап\ ап2

In

. .  а2л

■» Clt.

(7-45)

называется ортогональной, если соответствующая ей система векторов 

]̂( ]̂1>^2I’ ДЯ|)» ^2^12»^22» ”•> л̂л) (7-46)

является ортонорм ированной.
В соответствии с формулой (7.44) получаем

п

(а^ а, )  = Х а*А (7.47)
jt=i

Векторы (7.46) будут ортонормированными (см. п. 7.7), если

Г1 при / = j ,
О при i Фj (7.48)

для любых i , j  (i = 1, 2 , л, ;  = 1, 2, и).
Примеры ортогональных матриц:

cos a  sin а ' 0,8 -0 ,6 ' ‘1 o'
- s i n a  cosoc 5 - 0 ,6 -0 ,8 3 0 1

Отметим, что единичная матрица любого порядка является ортого­
нальной.

Теорема 7.19.

Необходимое и достаточное условие ортогональности матри­
цы А выражается равенством

А А = Е, (7.49)



т
где А — матрица, полученная из матрицы А транспонированием; Е  -  
единичная матрица того же порядка, что и А.

Доказательство.
Необходимость. Пусть матрица А, определяемая формулой 

(7.45), ортогональна, т.е. выполнены условия (7.48). Для транспониро­
ванной матрицы А Т = (a'ik) по определению a 'ik = а Найдем произве­
дение А ТА = С  -  (Су). Принимая во внимание (7.48), получаем

1 0 ... О'
О 1 ... О

О 0 ... 1

п п
си =

*=i к=\

1, i =  j ,

О, i Ф
С = Е -

А 1 А = Е. 
т

Достаточность. Пусть А  А = Е, тогда

о TJ;
*=1 к=1 I  ’

Это означает, что А  -  ортогональная матрица.
С л е д с т в и е  1 .  Модуль определителя ортогональной 

матрицы равен единице.
7*Действительно, из (7.49) получаем det (Л А) = detE, 

det A Tde tA  = det E, d e t A d e t A  = det E, (det^ )2 = l ,  det A = ±1, 
det A = 1.

С л е д с т в и е  2 .  Ортогональная матрица является невы­
рожденной матриг{ей. Это следует из предыдугцего утверждения.

С л е д с т в и е  3 .  Произведение двух ортогональных мат­
риц есть ортогональная матрица.

Пусть А  и В  -  ортогональные матрицы одного порядка. Так как 
(АВ)Т = В 1 А 1, то (А В ) \А В ) = В ТА ТА В  = В \ А ТА )В  = В ТЕ В  = В 7В  = Е, 
т.е. (А В)‘(АВ) = Е. На основании (7.49) заключаем, что А В  -  ортого­
нальная матрица.

С л е д с т в и е  4 .  Равенство А Т = А~х выражает необходи­
мое и достаточное условие ортогональности матрицы А.



J

В самом деле, если А  -  ортогональная матрица, то А  А  = Е. С 
другой стороны, А~ХА  -  Е. Из этих двух равенств следует, что А  = А ~[ 

Обратно, пусть А т = А ~ \  тогда отсюда и из равенства А~ХА  = Е  следует
7*А  А  = Е, т. е. А  -  ортогональная матрица.

С л е д с т в и е  5 .  Матрица, полученная транспонированием 
ортогональной матрицы, -  ортогональна.

7* Т Т Т 1Если А  -  ортогональная матрица, то (А  ) А  =  А А  = А Л  = Е ,
Т т* ^1

или (А  ) А  = Е. В силу (7.49) это означает, что А -  ортогональная 
матрица.

С л е д с т в и е  6 .  Матрица, обратная ортогональной мат­
рице, -  ортогональна.

Если А  -  ортогональная матрица, то А Т = А ~ \ А~ХА  = Е. Далее, 
(A ^r'A -1 = АЛ-1 = Е, или {АГХ)~ХА~Х - Е .  В силу (7.49) и следствия 4 
это означает, что А~х -  ортогональная матрица.

З а м е ч а н и е  1.
Из условия det А = ± 1 не следует, что А -  ортогональная матри-

~2 Ъ
ца. Например, матрица А =

тональной, так как АтА Ф Е.

1 2
, для которой det А = 1, не будет орто-

З а м е ч а н и е  2.
Сумма ортогональных матриц не является ортогональной матрицей. 

З а м е ч а н и е  3.
Необходимое и достаточное условие ортогональности матрицы А мож­

но выразить равенством ААТ = Е.

Теорема 7.20.

Матрица перехода от одного ортонормированного базиса к 
другому ортонормированному базису является ортогональной.

Пусть е ь е2, ..., е„ и е'ь е'2, ..., е'л -  два ортонормированных ба­
зиса евклидова л-мерного пространства и Т  = (Гу) -  матрица перехода 
от первого базиса ко второму, т.е.

е 1 = *Пе1 + *21е 2 + — + е п’ 
е2 = 1̂2е 1 + *22е2 ■*" л̂2ел >

ел ?1ле | +Г2ле 2 + •" + 'гшел-



[1, i = j , i = 1, 2 , ..., л, 
[О, i *  у, i = 1, 2 , л

и

то

п
(e f>e7) =

к=1

fi, / = у\ 
= ■

4=1
fe * 0, / *  j.

Это означает, что Т  = (/,у) -  ортогональная матрица.

7.18. Ортогональные преобразования
Линейное преобразование евклидова пространства называется 

ортогональным, если в некотором ортонормированном базисе его мат­
рица ортогональна.

Теорема 7.21.

Линейное преобразование евклидова пространства является 
ортогональным тогда и только тогда, когда оно ортонормированный 
базис переводит в ортонормированный.

Доказательство.
Пусть /  -  линейное преобразование, имеющее в ортонормиро­

ванном базисе e l5 е2, ..., е„ ортогональную матрицу

А =

а\\ а\2 
аг\ а22

°п\ ап2

а,in
•• «2,,

. . .

в которой к - й столбец, состоит из координат вектора 
е; = / ( е А)=  я1Ае, + a2ke 2+...+arike„ ( к =  1, 2, ..., п). Поскольку матрица

А ортогональна, то для всех i , j  = 1 ,2 , . . . ,  п
9 Зак. 444 2 5 7



« > о =
'1, i = j ,
О, / Ф j ,

т.е. базис е'ь е'2, е ' „  является ортонормированным. Обратно, пусть 
линейное преобразование /  переводит ортонормированный базис еь 
е2, ..., е„ в ортонормированный базис е 'ь е'2)..., е'„, тогда по теоре­
ме 7.20 матрица перехода является ортогональной и /  -  ортогональное 
преобразование.

Теорема 7.22.

Ортогональное преобразование не меняет скалярного произве­
дения векторов.

Д о к а за т е л ь с т в о .
Пусть еь е2, е „  -  ортонормированный базис евклидова про­

странства. Для любых двух векторов этого пространства
х = х,е, + х 2е 2+...+хпеп и у = у ]е 1 + у 2е 2+...+уИс„ скалярное произве­
дение выражается формулой (7.44). Е с л и /-  ортогональное преобразо­
вание данного евклидова пространства, то

/ 0 0  = *i Д е | ) + x j i e ,)+.. .+x„f(e„ ),
/ ( У )  =  ^ 1/ ( е , )  +  ^ 2/ ( е 2) + . . . + > ' „ / ( е „ )

где /(е ] ) ,/(е 2), ...,/(ел) -  ортонормированный базис. Следовательно,

( / ( Х) ,/(У  )) = *,>>, + х 2У2+ -+ х пу п,

т.е. скалярное преобразование образов совпадает со скалярным произ­
ведением прообразов.

С л е д с т в и е  1.  При ортогональном преобразовании/ ос­
тается неизменной норма вектора, т.е. ||х|| = ||/(х)||.

С л е д с т в и е  2 .  При ортогональном преобразовании f  ос­
тается неизменным угол меж ду векторами, т.е.

(*,У) ^ ( / ( * ) , / ( У))

IM-IMI 1/(*1 1/(у )1Г



Ортогональные преобразования обладают следующими свойст­
вами:

1. Ортогональное преобразование является невырожденным.
2. Для любого ортогонального преобразования существует об­

ратное преобразование, являющееся ортогональным.
3. Если ортогональное преобразование имеет матрицу А, то об­

ратное ему преобразование имеет матрицу А т.
4. Произведение двух ортогональных преобразований -  орто­

гональное преобразование.



Глава 8 
КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ

В этой главе рассматриваются квадратичные формы и их приложения к упро­
щению уравнений линий второго порядка на плоскости и уравнений поверхно­
стей второго порядка в пространстве.

8.1. Основные определения
Рассмотрим п переменных х ъ х 2, х п, принимающих любые 

действительные значения. Составим сумму их произведений x;xh ум­
ноженных на некоторые числа а,„ т.е. сумму

ЯцХ] + а^Х^Х2 ^

+ @21Х2Х\ 2̂2̂ 2 ^2пХ2Хп

+ а„}х„х, + ап2х„х2 + ... + атх п =
п п

j i j  '
/=i j=\

(8.1)

Квадратичной формой п  переменных х ь х 2, ..., х„ называется 
сумма вида (8.1). Обозначим эту суммуЛ х ъ х 2, *„), тогда по опреде­
лению

/ ( * ,  ,.т2 ) = Y ^ L aux -x j ’ (8,2)
;=1  ,= 1

числа a,j называются коэффициентами квадратичной формы.
Квадратичная форма называется действительной или комплекс­

ной в зависимости от того, являются ли ее коэффициенты соответст­
венно действительными или комплексными числами. В дальнейшем 
будем рассматривать действительные квадратичные формы.

Так как



a o x ' x j  +  a j , x j x . =  К  +  a j , ) x , x j  =  2  К  +  Q J> ^X ' X J  +  

1 /
+  J К  +  а л  >x j x > =  a 'jx <x ,  +  a '„x ix i > 

то коэффициенты <зу и aJt можно считать равными, т.е.

аи = aj, •

Составим матрицу из коэффициентов квадратичной формы

А =

а. а12 а,1«
аг\ агг а2л

ап\ ап2 ■ ‘ ' ami

В силу условия (8.3) матрица А  -  симметрическая (ее элементы, сим­
метричные относительно главной диагонали, равны между собой). 
Очевидно, действительная матрица А  является симметрической тогда и 
только тогда, когда она совпадает с матрицей А 7, полученной транспо­
нированием, т.е.

А = А . (8.4)

Матрицей квадратичной формы называется матрица, состав­
ленная из ее коэффициентов. Квадратичной форме (8.2) п переменных 
х ь х2, х п соответствует единственная симметрическая матрица

1

й 12

1

а \2 а 22 ... а2п
А =

1 5* °2п 1

<3=

(8.5)

Обратно, всякой симметрической матрице (8.5) соответствует единст­
венная квадратичная форма с точностью до обозначения переменных.

Рангом квадратичной формы называется ранг г  ее матрицы. 
Квадратичная форма п  переменных называется невырожденной, если 
ее матрица -  невырожденная, т.е. г  = п, и вырожденной, если г < п.



Пример.
Записать матрицу квадратичной формы f ix \ ,x 2, *з) = 

= x f  -  6х^х2 -  8jc,jc3 +1x1 + 4х2хз ~ 5*з и найти ее Ранг-
В данном случае а п = 1, ап  = а2Х -  -3 , <я13 = Дз1=-4, а22 = 7, 

я23 ~  ^32 “  2, Язз = — 5, поэтому

Л =
1

-  3 
- 4

-  3 
7 
2

Вычислим определитель этой матрицы:

det А -
1 - 3  - 4  

- 3  7 2
- 4  2 - 5

= -35 + 24 + 24 -  112 + 45 -  4 = -58.

Так как det А * 0, то ранг матрицы равен трем, т.е. г = 3.

Квадратичную форму (8.2) п переменных х х, х 2, ..., х„ можно за­
писать в матричном виде. Действительно, если X  -  матрица-столбец из 
переменных х х, х 2, х „ ,  Х т -  матрица, полученная транспонированием 
матрицы X,  т.е. строка из тех же переменных, то

Л\21 •••’ а1п *1

Х тАХ = [х1, х 2,. . . ,хп] ■ а2\ °22» • • ’ » й2п *2

ап\ ап2’ ■ • • > я™

Л1
Xi

.=1 >=1

&21Х2 ^п!Хп ’ 1̂2̂ 1 &22Х2
" '  + ап2Хп-> a inX\ + a 2nX2 + ■•■ + annXn]'

т.е.



п п
X r A X  = ' E J L avx ‘x j> или f( .X \,x 2,...,x„) = X TAX.  (8.6)

/=i j- 1

8.2. Преобразование квадратичной формы при линейном 
однородном преобразовании переменных
Рассмотрим квадратичную форму (8.6). Перейдем к новым пе­

ременным у х, Уг, ...,у п по формулам

*i = bny, + b [2y 2 + ... + bbly n,'

Х 2 = Ь2\У\ + Ь12у 2 + ... + b2lly n,
(8.7)

хп = Ь„хУ\ + Ь„2у 2 + ... + Ьту„

или в матричном виде

где

Х =  BY, (8.8)

Х  =

V А К -  к , -

Х2
, в  = ь* К ЬЬ]

, у  =
У 2

Х„_ 1 Ь„2 ••• Ьт Уп

(8.9)

В квадратичной форме (8.6) вместо х ь х 2, х„ подставим их 
выражения через у и у 2, определяемые формулами (8.7), получим 
квадратичную форму у ( у \ ,  Уг, — ) п переменных у ь у 2, ...,уп с неко­
торой матрицей С. В этом случае говорят, что квадратичная форма 
f { xu х 2, ..., х„) переводится в квадратичную форму ф(у,, у 2, ...,у„) ли­
нейным однородным преобразованием (8.7). Линейное однородное 
преобразование (8.8) называется невырожденным, если det В  * 0.

Две квадратичные формы называются конгруэнтными, если су­
ществует невырожденное линейное однородное преобразование, пере­
водящее одну из них в другую. Еслиf { x u х 2, ..., х„) и ф(уь у 2, ...,уп) кон­



груэнтны, будем писать f i x x, х 2, х „ ) ~ ( р ( у х, у 2, .-,%)• Отметим сле­
дующие свойства конгруэнтности квадратичных форм:

1 • f i x X, Х2, ..., Xfi) Х2, Хп)
2. Если f i x u х 2, ..., х„)~ф ( у и у 2, . . . , у п), ф(Уь Уъ •■.,%)- 

~ V ( ^ b  « 2,  •••* Z n \ T o f t x u  х 2, * „ )  ~  V |/(z b  z 2 , Z„).
Справедливость первого свойства очевидна: квадратичная фор­

ма переводится в себя тождественным преобразованием (невырожден­
ным). Второе свойство следует из того, что произведение двух невы­
рожденных линейных однородных преобразований является невырож­
денным.

Выясним, какой вид имеет матрица С  квадратичной формы 
фО'ьЗ'г, в которую переходит квадратичная форма f i x x, х 2, ..., х„)
при преобразовании (8.7).

Теорема 8.1.

Квадратичная форма f ix  х, х2, ..., х„) с матрицей А линейным од­
нородным преобразованием X  = B Y  переводится в квадратичную 
форму ф(уь у 2, ...,у„) с матрицей С = ВТАВ.

Доказательство.
В квадратичную форму f i x x, х 2, ..., х„) = Х ТЛ Х подставим X  = BY, 

получим f i x  ], *2, ..., *„) = Х ТА Х =  (B Y)rA (B Y ) = ( YTB T)ABY= Y \ B TAB)Y, 
илиДхь х 2, ..., хп) = YTCY, где С = В ГАВ.
Поскольку
Сг = (В ТА В )Г = (ВГ(АВ))Т = (АВ)Г(ВГ)Г = (В ТА Т)В = В ТА В  = С, т.е. 
С т = С, то С -  симметрическая матрица. Следовательно, С  = ВТАВ 
является матрицей квадратичной формы Ц>(ух, у 2, у п).

С л е д с т в и е ! .  Определители матриц конгруэнтных невы­
рожденных действительных квадратичных форм имеют одинаковые 
знаки.

Поскольку матрицы А  и С  двух конгруэнтных квадратичных 
форм связаны соотношением С = В ТА В , где В  — невырожденная мат­
рица, то detC  = d e t(£ r,4£) = det B r det A -det В  = (det Bf -de tA ,  или 
det С = (det В )2-det А,  откуда следует det С  • det A>0, ибо (det В )2 > 0.

С л е д с т в и е 2 .  Конгруэнтные квадратичные формы име­
ют одинаковые ранги. Поскольку ранг матрицы не меняется при ум­
ножении ее слева или справа на невырожденную м а т р и ц  и С  = В ТАВ, 
mo rang С = rang А.



8.3. Приведение действительной квадратичной формы к 
нормальному виду
Квадратичная ф о р м а х 2, х п) называется канонической, ес­

ли она не содержит произведений различных переменных, т.е.

Каноническая квадратичная форма называется нормальной (или 
имеет нормальный вид), если |а,(| = 1 (/ = 1 , 2 ,..., г), т.е. отличные от 
нуля коэффициенты при квадратах переменных равны +1 или -1 . На­
пример, квадратичная форма Д *ь * 2 , *з, *4) = 6х 2 + 4х\ -  Зх2, для ко­
торой а п = 6 , а 22 = 0, а 33 = 4, а 44 = -3 , имеет канонический вид; квад­
ратичная форма f tx \ ,  х 2, Хз, *4) = x f  -  х] + х 2 является нормальной, так
как а ,, = 1 , (Х22 = 0 , а 33 = - 1 , CI44 = 1 .

Пусть квадратичная форма J[xu х 2, ..., *„) линейным невырож­
денным преобразованием приведена к каноническому виду

где у \, Уг,--, У» -  новые переменные. Некоторые из коэффициентов Ь„ 
могут оказаться равными нулю; докажем, что число отличных от нуля 
коэффициентов в этой формуле равно рангу г  матрицы квадратичной 
формы /  На основании следствия 2 из теоремы 8.1 ранги квадратич­
ных ф о р м /и  ф равны между собой. Поскольку матрица квадратичной 
формы ф является диагональной и ранг ее также равен г, то это означа­
ет, что среди диагональных коэффициентов имеется г  отличных от ну­
ля.

Теорема 8.2.

Любая квадратичная форма некоторым невырожденным ли­
нейным преобразованием может быть приведена к каноническому 
виду.

Доказательство проведем индукцией по числу переменных. При 
п = I теорема верна, так как в этом случае квадратичная форма 
/ ( * , )  = я,,* ,2 имеет канонический вид. Докажем теорему для квадра­

Г

(8.10)

ф (^1 >У 2’ " ’ ’Уп  )  ~  ^1 \У 1 ^22^2 пУп >



тичных форм от п  переменных, считая ее уже доказанной для форм с 
меньшим числом переменных. Предположим, что среди коэффициен­
тов а„ (i = l , 2 ,..., п) данной квадратичной формы

п п
f { x ,, Х2,..., х п ) — aijXiXj

,=1 )=1

имеются отличные от нуля. Пусть а ^ ^ О ,  тогда выражение 
а~1(аих } + апх 2+...+аи>х„)2, являющееся квадратичной формой, содер­
жит такие же члены с переменной х х, что и форма/  поэтому разность 
/  -  a"1 (arnjc, + аих 2+...+а1пхп)2 = / , ,  будет квадратичной формой, не
зависящей от х ь а только от х 2, х 3, ..., х„, т.е. / ,  = / 1(х2, х3, . . . ,хп), отку­

да /  = а ' 1 (апх} + а,2х2+.. ,+aJnx„ )2 + f v

Перейдя к новым переменным у х, у 2, —,У* по формулам

Ух — ^\2Х2 ” ■ ^1нХт У/ Xi (  ̂ 2) 3, . . . ,я ) ,  (8.11)

получим квадратичную форму

/  = а п У 1  + / г  = / г С У г ’У з ’- ’У»)- ( 8Л2)

Так как квадратичная форма/2 зависит от меньшего числа пере­
менных, по предположению ее можно привести к каноническому виду. 
Следовательно, квадратичная форма/ также приведена к каноническо­
му виду (8.12). Отметим, что преобразование (8.11) является невырож­
денным, так как его определитель равен а хх^ 0 .  Преобразование, об­
ратное преобразованию (8.11), также будет невырожденным, оно при­
водит исходную форму/к виду (8.12).

Случай, когда все коэффициенты а„ = 0 (/ — 1, 2,...,«), но, напри­
мер, а Х2Ф 0, с помощью преобразования -

x J = z l - z 2t x 2 = ~t + z 2, х, =z ,  (г = 3, 4, ...,/?)

сводится к предыдущему. Действительно, это преобразование является 
невырожденным, ибо его определитель отличен от нуля:



1 - 1 0 . .  0
1 1 0 . .  0
0 0 1 . .  0

0 0 0 . .  1

В результате этого преобразования член 2 а п Х \Х 2, принимает вид 
2 й [2х ,х 2 = 2 а)2(z, -  z2)(z, + z z)  =  2 a l2z f  -  2 a n z \ \  в конфуэнтной
квадратичной форме (р (zu z2, z„) будут отличными от нуля коэффи­
циенты при квадратах переменных z { и z2.

Таким образом, квадратичная форма несколькими невырожден­
ными преобразованиями, которые можно заменить одним невырож­
денным преобразованием -  их произведением, приводится к канониче­
скому виду, т.е. к виду суммы квадратов переменных с некоторыми 
коэффициентами. Число этих квадратов с коэффициентами, отличны­
ми от нуля, равно рангу формы.

Замечание.
Если исходная квадратичная форма является действительной, то коэф­

фициенты невырожденного линейного преобразования и коэффициенты в 
ее каноническом виде будут также действительными.

Теорема 8.3.

Любую действительную квадратичную форму линейным невы­
рожденным преобразованием можно привести к нормальному виду.

Доказательство.
На основании теоремы 8.2 любую квадратичную форму 

f tx \ , х 2, ..., х„) можно привести к каноническому виду. Представим этот 
канонический вид следующим образом:

Ф (у}, у 2,. . . . ,у„) = ciyf + c 2yl+...+cky l  -  ck+ly 2k+] - . . . - с гу гг (0 < k < r ) ,

где все числа с , (/ = 1 , 2, ..., k, к +  1, ..., г) положительны. Применяя 

невырожденное преобразование zt = f e y ,  ( / = 1, 2 

(j = r +  1 ,..., п),  получаем квадратичную форму

ф ( 2 Р  Z 2 ’ ' " ’ Z n )  ~  Z \ Z 2  ■ "  Z k  ~  Z k  + 1 —  • "  ~  Z r



в нормальном виде. Число входящих сюда квадратов равно рангу фор­
мы.

8.4. Закон инерции квадратичных форм
Канонический вид, к которому приводится данная квадратичная 

форма, не является для нее однозначно определенным, так как любая 
квадратичная форма может быть приведена к этому виду различными 
способами.

Действительная квадратичная форма также может быть приве­
дена к нормальному виду различными преобразованиями, однако с 
точностью до нумерации и обозначения переменных она приводится 
только к одному нормальному виду. Об этом свидетельствует следую­
щая важная теорема, выражающая закон инерции квадратичных форм.

Теорема 8.4.

Число положительных и число отрицательных квадратов в 
нормальном виде, к которому приводится данная действительная 
квадратичная форма невырожденным действительным линейным 
преобразованием, не зависит от выбора преобразования.

Доказательство.
Предположим, что квадратичная форма f i x u х 2, ..., х„) ранга г 

двумя способами приведена к нормальному виду

Поскольку переход от переменных л,, х 2, ..., х„ к переменным 
У1>У2 >-;Уп осуществлен действительным линейным невырожденным 
преобразованием, то и обратное преобразование

также является действительным невырожденным. Точно так же будет 
действительным невырожденным и линейное преобразование

У\ + Уг + + у 1 ~ Ук+1 -  ••• ~ Уг
2 2  7 2— Z{ + z2 + ... + Zj — z/+1 —

(8.13)

n
(8.14)



п
zJ = ' £ c Jlx l O '= 1,2,..., л).

(=i

Предположим, что к  < 1,ц напишем систему равенств 

Ух = 0 , у 2 =0,  ...,ук = 0 ,
(8.16)

Z [+1 — 0,.. . ,  z r — 0 , . . . ,z n —0.

Если левые части этих равенств заменить соответственно их выраже­
ниями (8.14) и (8.15), получим систему п - 1  + к  линейных однород­
ных уравнений с п  неизвестными Х\, х 2, х „ .  Поскольку п-1 + к<п 
(ибо к  </), т.е. число уравнений однородной системы меньше числа 
неизвестных, система имеет ненулевое действительное решение а (, 
а 2,..., а„.

В равенство (8.13) вместо^,, z, подставим соответственно их вы­
ражения (8.14) и (8.15), а вместо неизвестных х 2> ...,х„ -  числа а ь 
а2, ..., а „ . Принимая во внимание ( 8.16), получаем

-  1 (« ) -  -  Уг (« ) = (а ) + ■ + А  (а )- (8-17)

Поскольку все коэффициенты линейных преобразований (8.14) 
и (8.15) -  действительные числа, то все квадраты в равенстве (8.17) 
неотрицательны, что влечет за собой равенство их нулю, в частности,

z ,(a ) = 0, z2(a ) = 0 ,...,z ,(a )  = 0. (8.18)

С другой стороны, по самому выбору чисел а,, а 2, ..., а„

z/+I(a ) = 0,..., z„(a) = 0. (8.19)

Следовательно, система п линейных уравнений z,(x) = 0 (i = 1, 2, ..., п) 
с п  неизвестными Х \ ,  х 2, ..., х„ имеет ненулевое решение ai, a 2, ..., a n. 
Определитель такой системы должен быть равен нулю (см. следствие 
из теоремы Крамера). Это противоречит тому, что преобразование
(8.15) является невырожденным. Предположение, что 1 < к, приводит к 
такому же противоречию. Отсюда следует равенство к  = /, которое и
доказывает теорему.

Число положительных квадратов в нормальной форме, к кото­
рой приводится данная действительная квадратичная форма, называют
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положительным индексом инерции этой формы, число отрицательных 
квадратов -  отрицательным индексом инерции, разность между поло­
жительным и отрицательным индексами инерции -  сигнатурой формы 
/  Очевидно, если известен ранг формы, то задание любого из трех ука­
занных выше чисел определяет два других.

Теорема 8.5.

Две действительные квадратичные формы от п переменных 
тогда и только тогда конгруэнтны, когда они имеют одинаковые 
ранги и одинаковые сигнатуры.

Д о к а за т е л ь с т в о .
Пусть форма /  переводится в форму (р невырожденным линей­

ным действительным преобразованием. При этом, как известно, ранг 
не меняется. Это преобразование не меняет и сигнатуры, поскольку в 
противном случае формы/ и ср приводились бы к различным нормаль­
ным видам, а тогда форма/приводилась бы к обоим этим нормальным 
видам, что противоречит закону инерции квадратичных форм.

Обратно, если квадратичные формы имеют одинаковые ранги и 
одинаковые сигнатуры, они приводятся к одному и тому же нормаль­
ному виду и поэтому могут быть переведены одна в другую.

8.5. Знакоопределенные квадратичные формы
Действительная квадратичная форма f i x u х 2, ..., х„) называется 

положительно определенной, если она приводится к нормальному ви­
ду, состоящему из п положительных квадратов;
/ ( * , ,  х2, ■ - •, х п) ~ ф (уи у 2, ..., у„), где

ФО, ,У2 > •• •> Л,) = y f  + у! + -■ + у1 , (8-2°)

т.е. если ранг и положительный индекс инерции равен числу неизвест­
ных.

Систему значений х 2, . . . , х„ назовем нулевой, если 
Х\ = х2 = ... =х„ = 0, и ненулевой, если хотя бы одно из них отлично от 
нуля.

Теорема 8.6.

Действительная квадратичная форма f i x и х 2, х„) является
положительно определенной тогда и только тогда, когда она прини­



мает положительные значения при любой ненулевой системе значе­
ний переменныххь х2, х„.

Доказательство.
Пусть f ( x t> х 2, ..., х„) -  положительно определенная форма, т.е. 

преобразуется к виду (8.20) невырожденным линейным преобразова­
нием

(с матрицей В  = (b,j), для которой det В  *  0). Фиксируем любую нену­
левую систему значений х ь х 2, ..., х п. Подставляя эту систему значений 
в (8.21), получаем соответствующую систему значений у г, у 2, ..., у„, 
которая также будет ненулевой. Действительно, в противном случае 
имели бы линейную однородную систему с отличным от нуля опреде­
лителем, обладающую ненулевым решением, что противоречит след­
ствию из теоремы Крамера. При подстановке ненулевой системы зна­
чений у \ ,у ъ  ■■■уУ* в (8.20) получим ц (у \ ,у ъ . . . , у п) > 0

Обратно, пусть квадратичная ф ор м а/ не является положительно 
определенной, т.е. ее ранг или положительный индекс инерции меньше 
п; линейным невырожденным преобразованием (8.21) эта форма при­
водится, в частности, к одному из видов:

В этом случае существует ненулевая система значенийх {, х 2, х„, при
которой ф(хь х 2, ..., хп) = 0 или ф(хь х ъ ..., х п) < 0; такими значениями 
будут значения, полученные из системы (8.21) при у\  = 0, у 2 = 0, .... , 
у^х = 0 , у „ = \ .

Докажем теорему, которая позволит по коэффициентам квадра­
тичной формы установить, будет ли эта форма положительно опреде­
ленной. Предварительно введем вспомогательное понятие. Пусть дана 
квадратичная форма/(Х], х 2, х п) с матрицей А  = (a,j). Главными ми­
норами квадратичной формы/ называются миноры

И
(8.21)

ф О 'р З 'г .-.Л ) = У\ + у 1 + - + Уп-п 

Ч>(У1,У2>-’У,,) = у ;  +У22 + - + у1- 1 - у 1-



«и»
ах, al2 

«21 « 2 2

« I I « 1 2 « Ц « 1 . « 1 2 « 1 л

«2 1 « 2 2 * • • « 2 *
у . * . J

« 2 1 « 2 2 « 2 л

. . . . . . • - * ‘ * ---- * * ' **■

« * 1 « * 2 . . .  а а « „ 1 « л 2 « л п

т.е. миноры порядка 1, 2, n  матрицы А,  расположенные в левом 
верхнем углу; последний из них совпадает с определителем матрицы.

Теорема 8.7.

Квадратичная форма j{x x, х2, ..., х„) с действительной матри­
цей является положительно определенной тогда и только тогда, ко­
гда все ее главные миноры положительны.

Докажем теорему для случая п  переменных, предположив, что 
для квадратичных форм п - 1 переменных она верна. Действительно, при
п = 1 теорема верна, поскольку квадратичная форма <3,,*, -  положи­
тельно определенная тогда и только тогда, когда а хх> 0.

Квадратичную форму п переменных
п п

j { x x, x 2, . . . , х „ )  =  X I  ci ijX'Xj  (см. (8.4)) можно записать в виде
;=1 j =1

Л-1
f  —  f \ ( * 1  5 Х 2 Х п - \  )  ’ a i n X i X n  а п п Х п  ’ ( 8 . 2 2 )

/=1

где/ = / ( * , ,  х 2, ..., x^ i )  -  квадратичная форма п- 1 переменных х х, хг, 
..., Xn-i, составленная из тех членов ф орм ы / которые не содержат пе­
ременной х„. Главные миноры формы f x совпадают с главньши мино­
рами формы f  кроме последнего.

Пусть квадратичная форма f  является положительно определен­
ной, тогда форма f x будет также положительно определенной. Действи­
тельно, если бы существовала ненулевая система значений
Xj , х 2 х п_{ , при которой f\{ дг,0, лг°_, ) < 0, то в силу (8.22)

имелась бы и ненулевая система значений д:,0, х®,..., х°_}, х ° , где

х° = 0 , для которой/^*,0,*®,..., лг°) < 0, что противоречит тому, что/ -
положительно определенная форма. Следовательно, по индуктивному 
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предположению все главные миноры формы f ,  т.е. все главные мино­
ры формы f  кроме последнего, положительны. Последний главный 
минор формы f  или определитель матрицы А , также положителен. В 
самом деле, форма J (x u х 2, ..., х„) может быть приведена к виду

ф(Уь.У2, • Уп) = У\ +  у \  + ... + y l , определитель которой положите­
лен (он равен единице). На основании следствия 1 из теоремы 8.1 оп­
ределители квадратичных форм /  и ф имеют одинаковые знаки, т.е. 
определитель формы /такж е будет положительным. Итак, все главные 
миноры положительно определенной квадратичной формы положи­
тельны.

Обратно, пусть все главные миноры квадратичной формы 
А *  1 , х 2, JCn) положительны, тогда положительными будут и главные
миноры формы/1 в равенстве (8.22). Ф ор м а/ по индуктивному пред­
положению является положительно определенной, поэтому существует 
такое невырожденное линейное преобразование переменных х ь х2,

которое приводит форму /  к нормальному виду 
2 2 2Л  = У\ + У2  + ••• + Уп-\ • Это преобразование можно дополнить до 

невырожденного линейного преобразования всех переменных * ь х 2, 
..., дг„, положив х„ = у  п. Указанным преобразованием форма /  в силу
(8.22) приводится к виду

/  = + 2^Ь „ ,у ,у„  + Ь „ у1  (8.23)
1=1 /=1

где Ь,„ — некоторые коэффициенты. Поскольку
у ]  + 2biny,y„  = (у , + biny n) 2 -  b l y 2n , то невырожденное линейное 
преобразование

z t = У ,+  К,У г, ( ' = 2> О» z„ = У г, 

приводит форму (8.23) к каноническому виду:

/ , = £ * ? + < * ’ . (8.24)
/= I



Убедимся в том, что с > 0. Определитель квадратичной формы/з равен 
с, где с  -  положительное число. Действительно, форма /  получена из 
формы /двум я невырожденными линейными преобразованиями, а оп­
ределитель формы /  как последний из главных миноров этой формы, 
был положительным. На основании следствия из теоремы 8.1 заключа­
ем, что определитель формы также положителен, т.е. с>0. Итак, 
форма (8.24) -  положительно определенная.

Действительная квадратичная форма называется отрицательно 
определенной, если она является невырожденной и приводится к нор­
мальному виду, содержащему только отрицательные квадраты всех 
переменных; эту форму можно привести к виду

ФО 1>Уг> - >Уп) = ~У\ -  Уг ~ -  " У1■ (8-25)

Положительно определенные и отрицательно определенные 
квадратичные формы называются знакоопределенными квадратичными 
формами.

Вырожденные квадратичные формы, нормальный вид которых 
состоит из квадратов одного знака, называются полуопределенными.

Неопределенными называются квадратичные формы, нормаль­
ный вид которых содержит как положительные, так и отрицательные 
квадраты переменных.

Очевидно, для отрицательно определенной квадратичной формы 
п  переменных ее определитель будет положительным при четном п и 
отрицательным -  при нечетном п.

Приведем без доказательства теорему о необходимом и доста­
точном условии того, что квадратичная форма является отрицательно 
определенной.

Теорема 8.8.

Квадратичная форма является отрицательно определенной 
тогда и только тогда, когда ее главные миноры четного порядка по­
ложительны, а нечетного -  отрицательны.

Отметим, что необходимость следует непосредственно из вида 
матрицы.



8.6. Приведение квадратичной формы к каноническому 
виду ортогональным преобразованием переменных
Докажем, что действительную квадратичную форму можно при­

вести к каноническому виду с помощью ортогонального преобразова­
ния.

Теорема 8.9.

Если существует ортогональное преобразование с матрицей С, 
приводящее действительную квадратичную форму/= Д х ь  хъ хп) к
каноническому виду

Ф(Ур^2.-»Л) = V ?  +Х2У1 + - + К у1> (8.26)

то X], Х2, •••? Х„ -  характеристические числа матрицы А квадратич­
ной формы f  причем столбцами матрицы С являются собственные 
векторы-столбцы матрицы А с собственными числами А.ь Х2, ..., Хп.

Доказательство.
Пусть ортогональное преобразование X  = CY, где С  = (с0), при­

водит квадратичную форму /  к каноническому виду (8.26), тогда мат­
рицы формы ф имеют вид

D =

К 0 . ... 0

0 х 2 . ... 0

о 
\

0 . .,■ к

(8.27)

Поскольку D  -  С ТА С  (см. теорему 8.1) и С  -  ортогональная 
матрица, то С7 = С”1; следовательно, D  = С~1Л С , откуда получаем, что 
X, -  характеристические числа матрицы А  (см.п. 7.14).

Принимая во внимание выражения D  = С ТА С , С С 1 = Е  и умно­
жая обе части равенства (8.27) на С слева, получаем (так как 
CD = С С 1А С  = А С )

АС = С
о

о о

о
о

X..

(8.28)



Для элементов Ъ,, ( /=  1, 2, п) матрицы В  ~ А С  согласно правилу 
умножения матриц имеем Ьу — ancXj + a i2c2] + ••• + a mcnj • ^  ДРУгой

стороны, из равенства (8.28) следует, что bt) = с,,Х„ поэтому

a,\C\J + a i2C2J + -  + ainC„j = * JCij O' = 2> -»  ")»

ИЛИ

11... 1о"
1

II С2 j
• w •

1
О*1 ' 1 1

Итак, у-й  столбец (/ = 1, 2,..., л) матрицы С является собствен­
ным вектором-столбцом матрицы Л с собственным числом Х;.

Теорема 8.10.

Для любой действительной квадратичной формы существует 
ортогональное преобразование, приводящее ее к каноническому виду.

Д оказательство.
Теорема верна для квадратичной формы одной переменной

f i x 0 = d ] i x f , которая имеет канонический вид; искомым ортогональ­
ным преобразованием будет тождественное преобразование. Предпо­
ложим, что теорема верна для квадратичных форм п  -  I переменных 
х 2, ..., Хп-ь и докажем ее для квадратичных форм п переменных.

Пусть/ ( х ъ х 2, ..., Хг,) -  квадратичная форма с  матрицей А = (ду), 
X -  одно из собственных чисел этой матрицы и с',\ (/ = 1, 2, п) -  
нормированный собственный вектор-столбец матрицы А  с собствен­
ным значением X. Построим ортогональную матрицу С = (су), первым 
столбцом которой является указанный столбец сп ( /=  1, 2 ,..., п). Рас­
смотрим преобразование

X  = CY, (8.29)

переводящее ф о р м у х 2, ..., х„) в форму ф(уь у 2, ..., у„). Если D -  
матрица формы ф, то, как известно, D  = С ТАС. Найдем эту матрицу,



определив сначала В  — С ГА , потом D  =  В С . Для членов (J = 1 ,2 , гг) 
первой строки матрицы В  имеем

b \j =  с п « и  +  с г\а и  + -  +  с„ \%  U  =  h  2 , . . . ,  п).

С другой стороны, по теореме 8.9 с,\ ( /=  1, 2 ,..., и) -  собственный век­
тор-столбец симметрической матрицы А  с собственным числом А, т.е.

W x j  + с21я2, +... + cnXanj = Асу
Из этих двух равенств следует, что Ь ь = Ас;1. Находим элементы d v 

первой строки матрицы D  ~ В С :

d Xj = Х сх jCj + А.с21с2у + ■ Поскольку С -  ортогональная

матрица, то d\j = А при j  = 1 и ^  = 0 при j  ф 1. Следовательно, сим­
метрическая матрица D  имеет вид

A 0
0
... ...

0 2̂ n

поэтому квадратичную форму ф(уь у 2, можно записать так:

ф0,,.У2,-,>0 = Ъу} +%(У2>Уз>-’УЛ

Согласно индуктивному предположению для квадратичной 
формы Ф1СУ2, Уз, ,У») п - \  переменных у 2, у 3, ■■■, У* существует орто­
гональное преобразование

z 2 = ^ггУг ^гъУг ••• + ^„У,,,

z„ = к„2у 2 + к„ зу3 + ... + кту п,

приводящее ее к каноническому виду (p2(z2, z 3, ..., z„)=

= X2z\  + ... + A„z*. Преобразование



Zl = У}*
z 2 =  К г У г  + К ъ У ъ  + -  + к 2„Уп >  _

= К г У г  + К г У ъ  + -  + К п У „  .

является ортогональным; оно приводит квадратичную форму cp(yh у 2, 
...,у„) к каноническому виду X,z,2 + X2z \  + ... + Xnzft

Итак, квадратичная форма^Ддгь х 2, х „) приводится к канони­
ческому виду X,zf + \ 2z l  + ... + X„z2 ортогональным преобразованием, 
равным произведению преобразований (8.29) и (8.30).

Теорема 8.11.

Для любой действительной симметрической матрицы А суще­
ствует такая ортогональная матрица Т, что Т ХА Т  -  диагональная 
матрица.

Доказательство.
Пусть А  -  действительная симметрическая матрица порядка п, 

f i x ь х 2, х„) -  квадратичная форма с матрицей А . По теореме 8.10 
существует ортогональное преобразование, приводящее эту форму к 
каноническому виду. Матрицу этого преобразования обозначим через 
Г, тогда в силу теоремы 8.1 TrА Т  = D, где D  -  диагональная матрица. 
Поскольку Т  -  ортогональная матрица, т.е. Т т -  Т \  то Т ~ 'А Т  = D -  
диагональная матрица.

С л е д с т в и е .  Любая действительная симметрическая 
матрица может быть приведена к диагональному виду.

Теорема 8.12.

Если линейное преобразование действительного линейного про­
странства имеет действительную симметрическую матрицу в неко­
тором ортонормированном базисе, то существует ортонормирован­
ный базис, состоящий из собственных векторов этого преобразова­
ния.

Доказательство.
Пусть А  -  действительная симметрическая матрица линейного 

преобразования / в ортонормированном базисе еь е2, е„. Согласно
теореме 8.11 существует такая ортогональная матрица Т, что Т 1А Т  -  
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диагональная матрица. Как известно (см. теорему 7.21), ортогональное 
преобразование Т  переводит ортонормированный базис еь е2, е„ в 
ортонормированный базис е'ь е'2, ..., е'„, в котором матрица/являетея 
диагональной. Это означает, что е'ь е'2, е'„ -  собственные векторы
преобразования /

Из доказанных теорем получаем правило нахождения ортого­
нального преобразования, приводящего квадратичную форму п пере­
менных к каноническому виду. Это правило состоит в следующем:
1) записать матрицу данной квадратичной формы, найти ее собствен­
ные значения и п попарно ортогональных собственных векторов, про­
нормировать их; 2) составить матрицу из ортонормированных собст­
венных векторов-столбцов; 3) записать искомое ортогональное преоб­
разование с помощью последней матрицы.

П р и м е р .
Найти ортогональное преобразование, приводящее к каноническому 

виду квадратичную форму двух переменных х }, х2:

f ( x l, х2 ) = 1 Ixf -  \ 6х:х2 ~ *2

Поскольку в данном случае <2ц = 11, а ]2 = -8, я22 = -1, то матрица А 
этой квадратичной формы и ее характеристическое уравнение 
det(А-ХЕ) -  0 запишутся так:

---
--

1

1 оо
1

1 1 - Х  - 8

1
1 00 1

1

* <<11оо1

Характеристическое уравнение -  (11 -  Х)(1 + X) -  64 = 0, или 
Х2- 10Х -  75 = 0, имеет корни X) = -5 , Х2 = 15, которые являются собствен­
ными значениями матрицы А.

Найдем собственные векторы, соответствующие полученным собст­
венным значениям. Координаты (я, Г) этих векторов определяются из сис­
темы уравнений (7.38), которая в данном случае имеет вид

( U - X ) s - S t  = 0,1 
-  85 -  (1 + X)/ = 0.J

При А,, = -5 , Х2 = 15 имеем две системы:



Из этих систем соответственно находим собственные векторы 
и = (s, 2s), где s * О, v = (-2/, t), где t *  0. Положив s = I, / = 1, получим 
а(1,2), b(-2, 1). Пронормировав эти векторы, запишем их координаты в 
столбцы и составим матрицу В:

' 1
V?
2

2 ‘

1 , в =

’ 1 

2

2 ’
" 7 ?

1

А Я V5 .

С помощью матрицы В  записываем искомое ортогональное преобразо­
вание

=
£ У{ V?

У2>

Х2 = } У1 + } ~ 5 У2

или
*2 = ~ ^ ( 2У' + У

Это преобразование приводит данную квадратичную форму к канониче­
скому виду ф (уь  у 2) = - 5 y f  + i5 y 22.

8.7. Упрощение уравнений фигур второго порядка на 
плоскости
Фигурой второго порядка на плоскости называется множество 

точек этой плоскости, декартовы координаты которых удовлетворяют 
уравнению второй степени

2 2 апх  + 2апху  4- а22у + ап х  + аггу + а33 = 0 , (8.31)

где а п , а п , а22 одновременно в нуль не обращаются. Отметим, что это 
множество, в частности, может состоять из единственной точки или 
оказаться пустым.

Первые три члена левой части уравнения (8.31) образуют квад­
ратичную форму двух переменных х х = х , х 2 = у:



с симметрической матрицей

Й 11 a \2 

&2\ a22
(8.33)

По теореме 8.11 эту квадратичную форму ортогональным преобразо­
ванием можно привести к каноническому виду

f l(x' ,y' )  = X}x ' 2 +X2y ' 2 (8.34)

с матрицей

С =
X  о
О X,

(8.35)

где Л-i, А.2 -  характеристические числа матрицы А,  т.е. корни характери­
стического уравнения матрицы А

а\\ ^
а 12

а \2 
2̂2 'X

0. (8.36)

При этом ортогональном преобразовании уравнение (8.31) примет вид

Х}х  + Х2у ’ + a'tJх ' + а23у ' + а ’33 = 0 . (8.37)

Уравнение (8.37) можно привести к каноническому виду путем выде­
ления в левой части полных квадратов.

Фигуру второго порядка, определяемую уравнением (8.31), на­
зывают центральной, если det А  Ф 0, и нецентральной, когда det А — 0.

Отметим, что при ортогональном преобразовании переменных 
определитель матрицы квадратичной формы не меняется. Это следует 
из того, что С  = В ТА В , где В  -  матрица преобразования (см. теорему

8.1), В т = В ~\ det В  =  1 в случае, когда В  -  ортогональная матрица.



Поскольку С  = В~1А В , то det С  ~ det А. Так как det С = (см. 
(8.35)), то

det Л = Х,Х2 (8.38)

Пусть уравнение (8.37) определяет центральную фигуру, т.е. 
det А фО. Здесь возможны два случая: 1) XiX2>0 (числа X] и Х2 одного 
знака), фигура называется фигурой эллиптического типа; 2) АД2<0 
(числа Xt и Х2 имеют разные знаки), фигура называется фигурой гипер­
болического типа.

Если АДг^О, то уравнение (8.37), выделив в его левой части 
полные квадраты, можно привести к виду

X . i x ' - h . Y + X ^ y - K f ^ q

или

ХхХ 2 +X2Y 2 =q,  (8.39)

где

X  = x ' - h v Y ^ y ' - ^ .  (8.40)

Формулы (8.40) выражают зависимость между координатами (*',}>') и 
(X, Y) при параллельном переносе координатных осей в точку 
0 , ф и hi)-

В случае Х\Х2> 0 уравнение (8.39) приводится к одному из кано­
нических видов:



в зависимости от знаков А., и q: 1) A,i<pO, 2) Xiq<0, 3) <7 = 0.
Уравнение (8.41) определяет эллипс, уравнению (8.42) не удов­

летворяют координаты ни одной точки плоскости (иногда говорят, что 
это уравнение определяет мнимый эллипс), уравнению (8.43) удовле­
творяют координаты одной точки (X  -  0 , У = 0 ).

В случае ХДг < 0 уравнение (8.39) приводится к одному из кано­
нических видов:

= 1;
а

(8.44)

У2
2 » 2 а о

= -1; (8.45)

у 2 V2
—  - —  = 0 (8.46)
а о

в зависимости от знаков Х} и q: 1 ) X{q > 0, 2) X^q < 0, .3) q  = 0 .
Уравнение (8.44) определяет гиперболу с действительной осью 

0 \Х , уравнение (8.45) -  гиперболу с действительной осью 0 \У , урав­
нение (8.46) -  пару пересекающихся прямых, так как оно распадается 
на два уравнения:

X  У _ X  У _ = 0, —  + — = 0,
а Ъ а b

или Y = - X ,  У = - - Х .
а а

Обратимся к нецентральным фигурам, т.е. к случаю, когда 
det 4̂ = 0. В силу (8.38) из равенства d e t A = 0  следует, что Х{Х2 = 0. 
Последнее равенство означает, что одно из чисел Х,[, Х2 равно нулю 
(оба числа Xh Х2 в нуль обратиться не могут, так как это означало бы, 
что квадратичная форма (8.34) является вырожденной, чего быть не



может, поскольку а,2, + а 22 + а\2 *  0 ). Если а'1Ъ Ф 0 , то уравнение 

(8.37) можно привести к виду А Д х'-Л ,)2 +a'23y ' + q = 0 и записать 
так:

A ,(x ' -^ )2 = - a ' 3( y - ^ ) .  (8.47)

Осуществим параллельный перенос репера ( Ох, , е'2) на век­

тор ООх =  /7,е| + /^е'о получим новую систему координат О,АТ, при­
чем X  и 7  определяются формулами (8.40). Уравнение (8.47) приведем 
к виду

X 2 = 2 pY . (8.48)

Уравнение (8.48) определяет параболу с осью О х Y
Если в уравнении (8.37) а23 = 0  (и Х2 ~  0), то, выделив полный 

квадрат, его можно записать так:

\ х( х ' - h t f  +q = 0 . (8.49)

Осуществив параллельный перенос репера (О и е',, е'2) на вектор
ООх =h1e\,  т.е. выполнив преобразование X = x ' - h x, Y  = y',  получим
новую систему координат O xXY,  в которой уравнение (8.49) принимает
один из видов:

Х 2 = а 2; (8.50)

Х 2 = - а г\ (8.51)

Х 2 = 0 ; (8.52)

в зависимости от соотношения знаков чисел Ai и q: Xxq <  0, A.^>0, 
q = 0. Уравнение (8.50) определяет пару параллельных прямых Х  = а, 
Х = - а ,  уравнению (8.51) не удовлетворяют координаты ни одной точ­
ки плоскости (говорят, что это уравнение определяет пару мнимых
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параллельных прямых), уравнение (8.52) -  пару совпавших прямых 
Х = 0 , Х = 0 .

Операция перехода от уравнения (8.31) к уравнению (8.37) на­
зывается отнесением фигуры к главным осям. Новые оси координат 
параллельны осям симметрии фигуры. Главными направлениями фи­
гуры, заданной уравнением (8.31), называют направления ортогональ­
ных собственных векторов матрицы квадратичной формы, соответст­
вующей этому уравнению.

Из теорем п. 8.6 следует, что существует декартова прямоуголь­
ная система координат, в которой уравнение (8.31) принимает канони­
ческий вид. Чтобы выбрать эту систему координат, необходимо сде­
лать следующее:
1. Найти ортогональное преобразование, приводящее к каноническо­

му виду квадратичную форму, соответствующую данному уравне-

2. С помощью этого преобразования определить главные направле­
ния фигуры, т.е. векторы е'ь е'2 -  ортонормированные собствен­
ные векторы матрицы указанной квадратичной формы.

3. Найти уравнение фигуры в репере (О, е 'ь е'2).
4. Выделить полные квадраты в полученном уравнении.
5. Совершить параллельный перенос системы (О,  е 'ь е'2) на соответ­

ствующий вектор ООх и составить каноническое уравнение фигу­
ры в репере (О ь е 'ь е'2).

Пример.
Привести к каноническому виду уравнение

-16х у - у 2 переменны х х, у, которая с точностью  до обозначений  

переменны х (jc, =  jc, х 2 = у ,  У\ = * ' ,  у г = у г) в примере п. 8 .6  приведена к 

каноническом у виду ф(х', у 1) = - 5 * ' 2 + 1 5 у '2 посредством ортогонального  

преобразования

нию.

11х2 -  \ 6х}' - у 2 — 26х — 22у  -6 1  = 0

и построить фигуру, определяемую этим уравнением.
Данному уравнению соответствует квадратичная форма f(x,y) = 1 \х2-

1 , 2 , х = -j= {.х -  2 у )  
л/5

У = -?= (2 х' + у ’) 
л/5

Это преобразование переводит данное уравнение в уравнение



11 ■ у ( * ' - 2 / ) 2 - \ 6  ^ ( х , - 2 у ' ) ( 2 х '  + у ' ) - ^ ( 2 х ’ + у ' ) 2 -  

-  26 ~ ( х '  -  2у ')  -  22 - \= (2 х '  +  / )  - 6 1  =  0,
л/5 л/5

ИЛИ

-5*'2 +15/2 ™ ' + i*  '-61 = 0. 
л/5 л/5

Выделяя полные квадраты, приводим это уравнение к виду

- 5
(  \ 

, 7
2 /  л 

1
У + - =  

1 ^ 5 ,
+ 15 >/ + - = -1 5  = 0.

Перейдем к новому координатному реперу (О,, e'l5 е'2), где

ei =
1 2 ' ' _

/  \  
2 1

,л/5 ’ V?,
> 2 “

[ S '

(II)

полученному параллельным переносом старого репера на вектор 0 0 {. Но­
вые координаты (X , Y) связаны со старыми координатами формулами

Х  = х ’ + ~ ,  Y = y'  + ~ -
V5 V?

В новом репере уравнение (II) примет вид

-  5 Х 2 + 15У2 = 15, или ЗУ2 - Х 2 =3.

Координаты нового начала (точки О,) найдем из формул (III), (I):
*  = 0, Y = 0,

х ' + ~т=г = 0 , у ' + - !=  = 0,
л/5 л/5

7 1

(III)

(IV)

_ _ l_ f  7_ 2 ^
Х =  J 5 { у[5 +

У =
14 1

= -1, 

= -3,



Вектор е'] определяет направление оси ОхХ,  он образует с осью Ох угол а, 
для которого tga = 2. Строим систему координат 0 \X Y  (рис. 8.1) и отно­
сительно этой системы гиперболу, определяемую уравнением (IV).

Рис. 8.1

8.8. Упрощение уравнений фигур второго порядка в 
пространстве
Фигурой второго порядка в пространстве называется множест­

во точек пространства, декартовы координаты которых удовлетворяют 
уравнению

а и х 2 + а 22у 2 + a 33z 2 + 2 a , 2x y  + 2 a u x z  + 2 a 13y z  + a ,4x  +
(8.53)

+ a 24y  + a 34z  + a 44 = О,

где а 2п + а\2 + а]3 + а\2 + а 23 + а \3 ф 0.
Сумма первых шести членов левой части уравнения (8.53) пред­

ставляет собой квадратичную форму трех переменных х, у , z:

f ( x , y , z )  = aux 2 +а22у 2 +a33z 2 + 2ап ху + 2a]3xz + 2a23yz  (8.54) 

с симметрической матрицей

ап

А = «.2 °22 а 23 (8.55)

а п ^23 аъг_



Фигура второго порядка называется центральной, если 
det А *  0, и нецентральной, если det А  = 0.

Как известно, с помощью ортогонального преобразования квад­
ратичную форму (8.54) можно привести к каноническому виду
фi x ' , y \  z 1) = А,,*'2 + X2y'2 +  X3z'2 , где А.ь А̂ , А.3 -  корни характеристи­
ческого уравнения det (А-ХЕ ) = 0. Матрица квадратичной формы 
Ф=Ф ( х ' , у \  zO имеет вид

Указанное ортогональное преобразование уравнение (8.53) приводит к 
уравнению

Xjx'2 + Х 2у'2 + X 3z'2 +a'l4x' +  a24y' +  a34z' + a44 = 0. (8.57)

Центральные фигуры.
Если det Л ■£ 0, то det С = А ^Х з^О , ибо det А = det С. Выделяя 

полные квадраты в левой части уравнения (8.57), можно привести его к 
виду

где X  = x '—h j, Y = y '-h 2, Z  =
Поскольку Х{Х{ХЪФ 0, то ни одно из чисел не равно нулю, все эти 

числа могут иметь один знак (А^А^ > 0) или только два из них одного 
знака.

1. Если все числа Аь Аг, А3 одного знака, то уравнение (8.58) 
можно привести к одному из следующих канонических видов:

А,, О О 
С = О А2 О 

О О А,

(8.56)

х , х 2 + x 2y 2+ х гг 2 = \l, (8.58)

(8.59)



—  + T T + —  = 0 (8.61)
я Ь с

в зависимости от и ц: А̂ ц > 0, Â ji < 0, ц = 0.
Уравнение (8.59) определяет эллипсоид, уравнению (8.60) не 

удовлетворяют координаты ни одной точки пространства (иногда го­
ворят, что это уравнение определяет мнимый эллипсоид), уравнению 
(8.61) удовлетворяют координаты единственной точки ( X  = 0, Y = 0, 
Z = 0).

2. Пусть знак одного из этих чисел противоположен знаку двух 
других; предположим, что А^А^ 0. Уравнение (8.58) можно привести к 
одному из канонических видов:

(8.62)
X 2 У 2 2 2  1.
а г 1 ь2 с2 ’

X 2 Y 2 z2 j
а~ с 2

X 1 

а 2

У2
% 2

Z 2
- f = °

(8.63)

(8.64)

в зависимости от X.] и ji: A,]|i > 0, А̂ ц < 0, ц = 0.
Уравнения (8.62), (8.63), (8.64) определяют соответственно од- 

нополостный гиперболоид, двухполостный гиперболоид и конус вто­
рого порядка.

Нецентральные фигуры.
Если det А = 0, или А ^А з = 0, то одно или два из этих чисел 

равны нулю.
1. Пусть Х3 = 0, a'i4 Ф 0 , тогда уравнение (8.57) приводится к ви-

ду

\ Х 2 +А,2У2 + |iZ = 0 . (8.65)

Если А,,Аа > 0 и А̂ р. < 0, то имеем



Уравнения (8.66) и (8.67) определяют соответственно эллиптический 
параболоид и гиперболический параболоид.

2. Пусть = 0 и а'и  = 0 , тогда имеем уравнение

которое приводится к одному из следующих канонических видов:

Уравнение (8.69) определяет эллиптический цилиндр, а каждое из 
уравнений (8.71), (8.72) -  гиперболический цилиндр, уравнение (8.73) 
-  пару пересекающихся плоскостей; уравнению (8.70) не удовлетворя­
ют координаты ни одной точки (говорят, что это уравнение определяет 
мнимый эллиптический цилиндр).

3. Если А̂  = А,3 = 0 и а'24^0, то уравнение (8.57) приводится к 
2

\ Х 2 + Я.2У2 + v = 0, (8.68)



и определяет параболический цилиндр.
4. Если Хг = Л.3 = 0 и а' 2 4  = 0, имеем уравнение XjX2  + v = 0, кото­

рое приводится к одному из канонических видов:

Х 2 = а 2\ (8.75)

Х 2 = - а 2\ (8.76)

Х 2 =0.  (8.77)

Уравнение (8.75) определяет пару параллельных плоскостей (X = а, 
X  = -а ), уравнение (8.77) -  пару совпавших плоскостей; уравнению
(8.76) не удовлетворяют координаты ни одной точки пространства (го­
ворят, что оно определяет пару мнимых параллельных плоскостей).

Глава 9 
ГРУППЫ

В этой главе рассматриваются простейшие факты, связанные с понятием груп­
пы. Понятие группы относится к числу центральных понятии абстрактной ал­
гебры -  одной из наиболее важных и быстро развивающихся областей совре­
менной математики.

9.1. Некоторые общие свойства операций над числами, 
векторами, матрицами и другими объектами
Рассмотрим множество Z всех целых чисел. Сумма любых двух 

целых чисел а  и b  также является целым числом, причём a + b — b + a. 
Операция сложения обладает следующими свойствами:

1) для любых трех целых чисел а, Ь, с {а + Ъ) + с = а  + (Ь + с);
2) если одно из слагаемых равно нулю, то сумма равна друго­

му слагаемому, т.е. а  + 0 = а, 0 + а  = а;
3) для каждого целого числа а  существует противоположное 

ему, т.е. такое целое число -  а , что а  + ( - а ) = 0,(-<я) + а  = 0.
Очевидно, указанными свойствами обладают множества Q  всех 

рациональных чисел, множество R  всех действительных чисел, множе­
ство С  всех комплексных чисел.



Рассмотрим множество всех действительных чисел, отличных 
от нуля. Произведение любых двух таких чисел а  и Ъ будет также от­
личным от нуля, т.е. принадлежит данному множеству, причем 
ab -  Ьа. Операция умножения этих чисел обладает следующими свой­
ствами:

1) для любых трех чисел а, Ь, с  справедливо равенство 
a(bc) = (ab)c\

2) если один из множителей равен единице, то произведение 
равно другому множителю, т.е. а -1 = а, \ а  = а;

3) для любого числа а  этого множества (а  *  0) существует об­
ратное, т.е. такое число а \  что а а 1 = a~la  = 1.

Легко видеть, что аналогичными свойствами обладают и другие 
множества: всех положительных рациональных чисел, всех рацио­
нальных чисел, отличных от нуля, всех положительных действитель­
ных чисел, всех комплексных чисел, отличных от нуля.

Рассмотрим множество векторов в трехмерном пространстве. 
Операция сложения векторов состоит в том, что каждой паре векторов 
а и b ставится в соответствие третий вектор (их сумма), причем 
а + b = b + а. Сложение векторов, как известно, обладает следующими 
свойствами:

1) (а + Ь) + с = а + (Ь + с);
2) а + 0 = 0 + а = а;
3 )  а  +  ( - а )  =  0 ,  ( - а )  +  а  =  О
Аналогичными свойствами обладает операция сложения над 

векторами х = (ль х 2, х„), у  = ( у \ , у2, ■■■, У„) линейного л-мерного
пространства.

Складывать можно не только числа и векторы, но и матрицы. 
Пусть дано множество всех матриц размеров т х п , где т и п -  нату­
ральные числа. Операция сложения таких матриц состоит в том, что 
каждой паре матриц А  и В  по определенному закону ставится в соот­
ветствие третья матрица -  их сумма А + В,  причем А  + В -  В  + А. 
Сложение матриц обладает следующими свойствами (см. п. 4.2):

1) (А + В)  + С = А  + (В + С);
2) А  + 0  = 0  + А = А ;
3) А  + (-А) = О, где О  -  нулевая матрица; ( -А)  -  матрица, про­

тивоположная матрице А.
Матрицы также можно и умножать. Пусть дано множество не­

вырожденных квадратных матриц порядка п. Произведение двух таких 
матриц А  и В  будет невырожденной квадратной матрицей того же по­



рядка. Хотя в общем случае А В ф В А , операция умножения матриц 
обладает следующими свойствами (см. п. 4.2):

1) (А В )С  =  А ( В С );
2) /££  = = А ;
3) АЛ"1 = Л_1Л = £, где £  -  единичная матрица; А~} -  матрица, 

обратная матрицей.
Операции сложения и умножения определены также для линей­

ных преобразований линейных векторных пространств. Операция 
сложения линейных преобразований обладает теми же свойствами, что 
и операция сложения матриц. Операция умножения невырожденных 
линейных преобразований обладает теми же свойствами, что и опера­
ция умножения невырожденных квадратных матриц.

Таким образом, соответствующей операции (умножения или 
сложения) над элементами каждого из рассмотренных множеств ха­
рактерны следующие свойства:

1) ассоциативность операции;
2) существование так называемого нейтрального элемента 

(единицы или нуля), который при данной операции не ме­
няет любого элемента;

3) существование для каждого элемента а  элемента а ' (обрат­
ного или противоположного) такого, что операция над а  и 
а ' дает нейтральный элемент.

9.2. Понятие группы. Примеры групп
Группой называется множество G  элементов а, Ь, с,,.., для кото­

рых определена операция (сложения или умножения), каждой упоря­
доченной паре (а , Ь) элементов G  ставящая в соответствие единствен­
ный элемент с = а о b данного множества, причем операция обладает
следующими свойствами:

1) для любых а , b, се  G

а о (Ь о с) = (а о Ь) о с ; (9.1)

2) в G  существует нейтральный элемент, т.е. такой элемент е , 
что для любого элемента а е  G

а ° е  = ео а  — а\ (9.2)

3) для каждого элемента а е  G  существует обратный ему эле­
мент, т.е. такой элемент а~\ что



Если, кроме того, для любых a, b e  G  выполняется условие

a o b  = b ° a ,  (9.4)

то группа называется коммутативной, или абелевой, группой.
Можно доказать, что в любой группе нейтральный элемент оп­

ределен однозначно; для каждого элемента существует единственный 
обратный элемент.

Группа, состоящая из конечного числа элементов, называется 
конечной. Число элементов группы называют ее порядком. Группа, не 
являющаяся конечной, называется бесконечной.

Группа называется аддитивной, или группой по сложению, ко­
гда групповая операция, ставящая упорядоченной паре элементов 
(а, b) элемент с = аоЬ,  является сложением. В этом случае символ 
операции о заменяется знаком « + », с = а  + Ь, нейтральный элемент 
называют нулем и обозначают символом 0; а  + 0 = 0 + а = а. Элемент, 
«обратный» к элементу а\ называют противоположным и обозначают 
-а: а  + ( -а)  = (-а) + а  = 0.

Группа называется мультипликативной, или группой по умно­
жению, когда групповая операция, ставящая упорядоченной паре (а, Ь) 
элемент с = а ° Ь ,  является умножением. В данном случае произведе­
ние аоЬ  обозначается a b ,  или аЪ\ нейтральный элемент называется 
единицей  и обозначается символом 1: а-1 = \ а  = а.

Пользуясь ассоциативным свойством, можно определить произ­
ведение (сумму) любого числа элементов. Поскольку a{bc) = (ab)c, то 
имеет смысл говорить о произведении a b c  трех элементов, равном по 
определению (ab)c  = аф с).

Произведение п  элементов, равных а, называют п - й степенью 
элемента а  и обозначают ап. Отрицательные степени элемента а мож­
но определить или как элементы группы G, обратные положительным 
степеням этого элемента, или как произведения соответствующего 
числа множителей, равных элементу а~\ Указанные определения сов­
падают, так как верно равенство (а")-1 = (а-1)" (п > 0). Действительно, 
c t  (а  *)" = а  а...а а~1 = е, т.е. а П(а~])" = е, откуда следует, что
(я-1)" -  элемент, обратный элементу сС, или (а Л')п = (а")-1. Эти равные 
элементы обозначим а п. Условимся под нулевой степенью а0 элемента 
а  понимать элемент 1, т.е. а° = 1. Очевидно, в любой группе G  для



степеней каждого элемента а при любых показателях т и п  (положи­
тельных, отрицательных или нулевых) выполняются равенства 
сГат = ап + т, (ап)т = апт.

Отметим, что если операция в группе называется сложением, то 
вместо степеней элемента а  говорят о кратных этого элемента и пишут 
па.

В каждой мультипликативной группе однозначно разрешимы 
уравнения ах = Ь, уа = Ь, первое из них имеет решение х = а~хЬ, вто­
рое - у  = Ьа~\ В самом деле, умножив первое уравнение слева на а~\ 
получим а~'ах = а~'Ь. Поскольку а~ха = е и ех = х, то х = я-1 Ъ. Умно­
жая второе уравнение справа на я-1, находим уаа~х -  Ьа~\ у = Ьа~\ 
Если группа является коммутативной, то эти уравнения не различают­
ся, они имеют одинаковые решения х = у  = а~1Ь.

Принимая во внимание определение группы, свойства операций 
над элементами множеств, рассмотренных в п. 9.1, получаем следую­
щие примеры групп.

1. Множество всех целых чисел с операцией сложения образует 
аддитивную группу. Действительно, сумма а + b двух целых чисел а и 
b также будет целым числом. В этом случае говорят, что множество 
целых чисел замкнуто относительно операции сложения. Сложение 
целых чисел коммутативно: (а + Ь) + с = а + ф  + с). В данном множе­
стве имеется нейтральный элемент, т.е. число 0 такое, что а + 0 = а при 
любом целом числе а. Для каждого элемента -  целого числа а сущест­
вует обратный элемент -  противоположное число, т.е. такое число -а,  
что а + (-а) = 0. Рассматриваемая группа коммутативна, так как 
а + b = b + а.

Замечание 1.
Множество всех целых чисел не образует группу по умножению, так 

как обратные для целых чисел (отличных от -1 и 1) не являются целыми 
числами. Например, для числа 2 обратное число 2_| не принадлежит мно- 
жеству целых чисел._______________________________________________

2. Множество всех действительных чисел, отличных от нуля, с 
операцией умножения образует мультипликативную группу. Эта груп­
па коммутативна, так как ab = Ъа.

Замечание 2.
Множество всех действительных чисел не образует группу по умноже- 

нию, поскольку для числа 0 нет обратного. ________________________

3. Множество всех векторов трехмерного пространства образует 
группу по сложению. Эта группа коммутативна (а + b = b + а).



4. Множество матриц размеров т хп  образует коммутативную 
группу по сложению (А + В  = В  + А). Для матрицы А  «обратным» 
элементом является матрица (-А); нейтральный элемент -  нулевая 
матрица О.

5. Множество всех невырожденных квадратных матриц порядка 
п образует группу по умножению. Эта группа не является коммута­
тивной (в общем случае АВ*ВА).

Замечание 3.
Множество всех квадратных матриц порядка п не образует группу по 

умножению, так как для некоторых его элементов нет обратных (вырож­
денная матрица не имеет обратной).

6. Множество, состоящее только из двух чисел + 1 ,-1 , образует 
группу по умножению. Действительно, каждое из произведений. 
(+1)(-1)=—1, (+1)(+1) = +1, (-1)(-1) = +1 принадлежит данному мно­
жеству. Можно показать, что умножение ассоциативно. Существует 
единица -  число +1, которое удовлетворяет условию (—1)(+1) = —1, 
(+1)(+1) = +1. Для каждого элемента существует обратный: каждое из 
этих двух чисел совпадает со своим обратным.

Замечание 4.
Множество, состоящее из двух чисел + 1, -1, не образует группу по 

сложению, так как сумма ( + 1) + (-1) = О, а число 0 не принадлежит дан­
ному множеству. (В таком случае говорят, что данное множество не явля­
ется замкнутым относительно операции сложения).

7. Множество, состоящее из одного элемента 0, образует группу 
по сложению. Действительно, 0 + 0 = 0, сумма принадлежит данному 
множеству. Свойства операции сложения очевидны.

Замечание 5.
Множество, состоящее из одного элемента 1, образует группу по ум­

ножению.
Замечание 6.

Группа, образованная одним элементом, называется единичной.

9.3. Подгруппа
Подгруппой группы G  называется подмножество Н  ее элемен­

тов, образующее группу относительно операции, определенной в G. 
Чтобы убедиться в том, что подмножество Н  группы G  является ее 
подгруппой, необходимо проверить, что: 1) произведение (сумма) лю­
бых двух элементов а , Ь е Н  принадлежит //;  2) для любого элемента 
а& Н  обратный элемент принадлежит Н. Это будет и достаточно, так



как ассоциативный закон выполняется для любых трех элементов G, в 
том числе и для элементов Н, а нейтральный элемент е (1 или 0) будет 
принадлежать Н(как  произведение aa~l или сумма a + (-a)).

Приведем примеры подгрупп некоторых групп.
I. Множество всех действительных чисел является группой по 

сложению, так как: 1) сумма двух действительных чисел будет дейст­
вительным числом; 2) для любых трех действительных чисел a , b, с 
справедливо равенство (а + Ь) + с = а + (Ъ + с); 3) существует ней­
тральный элемент -  число 0 такое, что а  + 0 = а  при любом а\ 4) для 
любого элемента -  действительного числа а  существует «обратный» 
элемент -  противоположное число -  а  такое, что а  + (-а) = 0.

Подгруппами аддитивной группы всех действительных чисел 
являются, в частности, следующие: 1) аддитивная группа рациональ­
ных чисел; 2) аддитивная группа целых чисел; 3) аддитивная группа 
целых чисел, кратных числу к , в частности, аддитивная группа четных 
чисел. Действительно, каждое из этих множеств (всех рациональных; 
всех целых; всех целых чисел, кратных к\ всех четных чисел) является 
подмножеством множества всех действительных чисел, кроме того: 
1) сумма двух рациональных (целых; целых, кратных числу к\ четных) 
чисел будет рациональным (целым; целым, кратным числу к; четным) 
числом; 2) для каждого рационального (целого, кратного к, четного) 
числа а  существует соответствующее противоположное число (-а).

Отметим, что группа целых чисел -  подгруппа группы рацио­
нальных чисел.

Замечание 1.
Множество нечетных чисел не образует группу по сложению, так как 

сумма двух нечетных чисел будет четным числом (и не принадлежит дан­
ному множеству).

И. Мультипликативная группа всех действительных чисел, от­
личных от нуля, имеет, в частности, следующие подгруппы:
1) мультипликативную группу положительных действительных чисел;
2) мультипликативную группу рациональных чисел, отличных от нуля;
3) множество, состоящее из двух чисел + 1 , - 1  с операцией умноже­
ния.

Замечание 2.
Мультипликативная группа положительных действительных чисел не 

является подгруппой аддитивной группы всех действительных чисел, так 
как групповые операции в рассматриваемых множествах разные (соответ- 
ственно умножение, сложение).



III. Мультипликативная группа невырожденных матриц порядка 
п (которую называют полной линейной  группой)  имеет, в частности, 
подгруппы: 1) группу ортогональных матриц; 2) группу диагональных 
матриц; 3) группу верхних треугольных матриц; 4) группу матриц с 
положительным определителем; 5) группу матриц с определителем, 
равным единице.

Легко видеть, что пересечение двух подгрупп группы С есть 
подгруппа в G. Например, в аддитивной группе целых чисел пересече­
ние подгруппы четных чисел и подгруппы чисел, кратных трем, будет 
подгруппой чисел, кратных шести.

Очевидно, каждая группа является своей подгруппой. Далее, 
каждая группа имеет единичную подгруппу (см. п. 9.2, пример 7, заме­
чания 5 и 6), состоящую из одного нейтрального элемента (единицы 
или нуля). Эти две подгруппы называются несобственными (или три­
виальными) подгруппами. Остальные подгруппы называются собст­
венными (или истинными) подгруппами. Отметим, что в любой группе 
все подгруппы каждой из подгрупп будут в то же время подгруппами 
исходной группы. Например, аддитивная группа целых чисел является 
подгруппой аддитивной группы рациональных чисел, которая, в свою 
очередь, есть подгруппа аддитивной группы всех действительных чи­
сел; аддитивная группа целых чисел -  подгруппа аддитивной группы 
всех действительных чисел.

9.4. Группы преобразований. Симметрическая группа п-й
степени
П реобразованием  множества X  называется взаимно-одно­

значное отображение этого множества на себя. Преобразование мно­
жества X  обозначим буквой Р. Определение преобразования Р  множе­
ства X означает следующее: любому элементу x g X ставится в соответ­
ствие единственный элемент х ' = Р х  того же множества; х ' называют 
образом элемента х, а х  -  прообразом х'. Каждый элемент х ' е Х  имеет 
единственный прообраз хеХ .

Умножением преобразований называется последовательное их 
выполнение. Произведение двух преобразований Р, Q  обозначается 
QP  (справа записано то преобразование, которое выполняется пер­
вым); по определению (QP)x = Q(Px). Очевидно, произведение двух 
преобразований данного множества есть преобразование этого множе­
ства. Отметим, что в общем случае умножение не является коммута­
тивным, т.е. QP Ф PQ. Можно показать, что произведение преобразо­
ваний подчиняется ассоциативному закону. Роль единицы при умно­
жении преобразований выполняет тождественное преобразование Е , 
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ставящее в соответствие каждому элементу множества его самого. Для 
каждого преобразования Р  существует обратное преобразование Р~1, 
которое каждому элементу x 'g X  ставит в соответствие его единствен­
ный прообраз х е Х ,  причем РР~1 = Р~ХР  = Е. Следовательно, множест­
во преобразований Р  данного множества X  образует группу.

Если множество X  конечно и состоит из п элементов, то всевоз­
можные взаимно—однозначные отображения этого множества на себя 
называются подстановками. Подстановку из п  элементов можно обо­
значить так:

1 2 3 ... п '
.. аа, а 2 а 3 "

где ОС], а 2, а„ -  те же числа 1, 2, 3 , п, обозначающие данные эле­
менты и записанные в другом порядке.

Приведем некоторые конкретные примеры подстановок при
п - 5 :

'1 2 3 4 5^ '1 2 3 4 5 Л 2 3 4 5^ (2 1 4 5 3'

, 5  4 3 2 1
У

1
\

2 3 4 5 )
7

3
V

4 5 2 К 4
\

3 2 1 5 /

Первая подстановка означает такое взаимно-однозначное отображение 
множества (1,2,3,4,5) на себя, при котором 1 переходит в 5, 2 -  в 4 и 
т.д. Вторая подстановка называется тождественной, каждый элемент 
соответствует сам себе. Равенство двух других подстановок 
показывает, что расположение столбцов в записи подстановки не 
играет роли. Подстановки, отличающиеся только порядком следования 
столбцов, не считаются различными.

Умножением подстановок называют последовательное их вы­
полнение (сначала правого сомножителя, затем левого). Умножение 
подстановок ассоциативно, но не коммутативно. Например, если

^ 1 2  3 

2 4 1

4̂ 1

3
Q =

2

3

3

4

4̂ 1 

1

то

PQ =
3 4^ 

3 2
QP =

3

2
PQ ф QP.



Единицей при умножении подстановок из п элементов служит тожде­
ственная подстановка

г\ 2 3 ... п '
1 2 3 ... п \  /

Каждая подстановка из п элементов имеет обратную:

' 1 2 3 ... п > II

"а, а 2 а 3 ос ^

tt2 а 3 ... а «> 1\ 2 3 п

Чтобы получить подстановку, обратную данной, необходимо поменять 
местами строки.

Множество подстановок из п элементов относительно введен­
ной операции умножения образует группу. Группа подстановок из п 
элементов называется симметрической группой п-й  степени и обозна­
чается Sn. Очевидно, число подстановок из п  элементов равно и!, по­
этому группа Sn имеет порядок п !

Рассмотрим группу подстановок из трех элементов а, b , с. По­
скольку из трех элементов можно составить всего шесть различных 
перестановок abc, a cb , bac, bca, ca b , cba, то и число различных под­
становок для них равно шести (п = 3, 3! = 1 -2-3 = 6).

Обозначим эти подстановки следующим образом:

fа b сУ fа b с 4 ( а b с \
= > ?г = . р ъ =а b с а с b с b а\ \ \  У

fа ь \с 'а ь с ' r а b с 'иС

, Р5 = . Ре =b а с b с а с а Ь\ \ \ /

Отметим, что Р х -  тождественная подстановка; для каждой под­
становки существует обратная ей: Р~' =  Р ,, Р2_| = Р2 , Р~1 = Р3,

р; '  = р4 , р5-' = р6 , р ;' = р5.
Группа 53 (симметрическая группа подстановок из трех элемен­

тов) некоммутативна, поскольку, например, P4PS - Р 2 , Р5Р4 =Р3 , т.е.

P A *P sP *-
Группу можно представить следующей таблицей умножения, 

в которой слева стоят левые множители Р„ сверху -  правые Р„ а на



пересечении соответствующих строки и столбца -  их произведение. 
Таблицы такого рода называют таблицами Кэли (табл. 2).

Таблица 2

Рх P i Ръ P s Рб
Р \ Рх Р 2 Рз Р а Ps Р6
Р г Р г Рх Ps Рь Ръ Р а

Рз Ръ Рь Р 1 Рь Р а Рг

Р а Р а Ps Р6 Р, Р г Ръ

P s P s Р а Р г Рз Рб Pi
Рв Рв Рг Р а Р г Р. Ps

9.5. Группа вращений правильного многоугольника.
Циклические группы. Группа симметрий правильного 
треугольника
Пусть дан правильный n-угольник А \А 2...А п с центром в точке 

О  (рис. 9.1 соответствует случаю п — 6). Рассмотрим всевозможные 
повороты плоскости вокруг точки О, при которых правильный п -  
угольник совмещается сам с собой. Таких поворотов будет п: а0 -  
поворот на угол фо = 0 (тождественное преобразование); а.\ -  поворот

_ 271 _
на угол ф] = 2тг: п\ а2 -поворот на угол ф2 = ------2 , ...; <я„_ ] -  поворот

п
2пна угол ф„_1 = — ( л -1 ) .  Под умножением поворотов будем понимать
п

последовательное их выполнение одного за другим: а к ° а { = ак+1,
причем ак + п = ак при любом к (к = 0, 1,2, . . . ,  я), в частности, а„ = а0. 
Умножение поворотов ассоциативно (и коммутативно). Множество 
указанных поворотов правильного многоугольника образует группу по 
умножению, роль единицы играет тождественное преобразование -  
поворот а0. Для каждого элемента ак существует обратный элемент
а~1 = а п_к при всех к ( к  = 0, 1, 2, ..., п-1), так как ак °а„_* = а п = а0 ,

т.е. ак о ап_к = а0 , где а0 -  единичный элемент.
Положим а,\ = а, тогда a2 = ci2, а^ = а ,  ..., ап̂ = а  , 

йп -  ап -  ао в этом случае говорят, что группа образована степенями 
одного из своих элементов (или что она «порождается» одним из своих 
элементов); таким элементом здесь будет элемент а = а\. Группы, об­
разованные степенями одного из своих элементов, называются цикли­
ческими. Таким образом, группа вращений правильного п-угольника
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является циклической группой порядка п, эта группа обозначается С„. 
Отметим, что аддитивная группа целых чисел также будет цикличе­
ской, она порождается одним из своих элементов -  числом 1: 
2 = 1  + 1, 3 = (1 + 1)+1 и т.д. Эта группа является бесконечной цикли­
ческой группой, ее обозначают С„.

Рис. 9.1 Рис. 9.2
Пусть дан правильный треугольник A B C  с центром в точке О 

(рис. 9.2). Рассмотрим все симметрии данной фигуры, т.е. те преобра­
зования плоскости, при которых этот треугольник переходит в себя 
(или самосовмещается). К ним относятся: три поворота фо, Фь фг плос­
кости вокруг точки О  соответственно на углы 0, 271/3, 4гс/3 (частный 
случай рассмотренных выше вращений правильного /г-угольника при 
п = 3), три осевые симметрии ф3, ф4, ф5, определяемые соответственно 
осями симметрии I, т, п, проходящими через вершину правильного 
треугольника и середину его противоположной стороны (рис. 9.2).

Будем характеризовать каждое самосовмещение ф подстановкой 
на множестве вершин Д  В, С  правильного треугольника

' А В С л

Ka i а 2 « з  J

где а ь а 2, а 3 -  те же буквы А, В, С, взятые в некотором порядке. При­
нятое нами соответствие между самосовмещениями треугольника и 
подстановками множества его вершин дает

'А В С ' г А В с ' f А В
Фо = А\ В с

J
. Я>1 - В\ с А

J
. Ф2 = С А\ В /



( а  в с } ( а  В сЛ (А  В С")
ф з ~  А С В ’ ф 4~ С В А ■ Ф5= В А С 'V / Ч /  Ч

Очевидно, множество самосовмещений ф0, фь ф2» фз. ф4> ф5 об­
разует группу относительно умножения (последовательного выполне­
ния двух самосовмещений). Роль единицы играет тождественное пре­
образование, каждый элемент данного множества имеет обратный. Эта 
группа называется группой симметрий треугольника. (Сравните ее с 
симметрической группой S3.)

9.6. Изоморфизм групп
Вернемся к некоторым примерам, приведенным в двух преды­

дущих параграфах. Рассмотрим симметрическую группу 53 подстано­
вок из трех элементов а , Ь, с (см. п. 9.4) и группу симметрий правиль­
ного треугольника с вершинами А , В, С  (см. п. 9.5). Эти группы отли­
чаются только обозначениями элементов и названиями соответствую­
щих преобразований. Такие группы называют изоморфными, их мож­
но считать одинаковыми, так как они не различаются между собой с 
точки зрения их «групповых» свойств (т.е. свойств, изучаемых в тео­
рии групп). Введем определение изоморфизма групп.

Группы G\ и G2 называются изоморфными, если между их эле­
ментами можно установить взаимно-однозначное соответствие, со­
храняющее фупповую операцию, т.е. такое, что если х х, yieGj,  х 2, 
y 2(=G2 И х }<н>х2, yi<H>y2, то х х о у, <г-> х 2 ° у 2 -

Если G\  и G2 -  мультипликативные группы, то соответствие <-> 
можно рассматривать как такое взаимно-однозначное отображение /  
группы G, на G 2, при котором f i x  у ) =f(x)f(y)  для всех х, y e  Gb

Е с л и /-  изоморфное отображение группы Gj на G2, то f ( e x) = еъ 
где е\, е2 — единичные элементы групп G i и G2 соответственно, и для

любого x , e G ,  f ( x ; 1) =  [ / О ] ) ] - '- В самом деле, пусть х2 -  произ­
вольный элемент группы G2 и Х\ -  такой элемент группы Gb что 
fiX]) = х 2, тогда х 2 =f(X]) = f x j  e t) = f i x t) f i e }) = x 2f { e t),
x2 =f ixO  = /(e , * ,) = f i e l)f ixl) = f i e {)x2, т.е. / (e ,)  = <?2 -  единица группы
G2. Так как f { x l ) f { x ; l ) = f i x lx ; l ) = f i e x) = e2 и

/(*Г')/(*1) = = e2 'T0
Отметим, что циклическая группа порядка п  -  это группа, изо­

морфная группе вращений правильного /i-угольника; бесконечная



циклическая группа -  это группа, изоморфная аддитивной группе це­
лых чисел.

Замечание 1.
Операции в изоморфных группах могут называться по-разному. На­

пример, мультипликативная группа положительных действительных чисел 
изоморфна аддитивной группе действительных чисел. Изоморфное соот­
ветствие между ними устанавливается отображением Дя) — logc а, где с*1 
-  произвольное положительное число.
Замечание 2.

Множество групп, изоморфных данной, называется абстрактной щуп­
лой.

9.7. Разложение группы по подгруппе
Пусть в группе G  фиксированы подмножества Р, Q. Произведе­

нием P Q  этих подмножеств называется множество элементов группы 
G, каждый из которых хотя бы одним способом представлен в виде 
произведения элемента р е  Р  на элемент q e  Q. Одно из множеств Р, Q, 
разумеется, может состоять лишь из одного элемента а. В этом случае 
получим произведение аР  элемента а  на множество Р  или произведе­
ние Qa множества Q  на элемент а.

Из ассоциативности групповой операции следует ассоциатив­
ность умножения подмножеств группы, т.е. (P Q ) S  = Р  (Q S)

Пусть дана группа G  и некоторая ее подгруппа Н. Фиксировав 
любой элемент х е  G, рассмотрим множество элементов х  ° h ,  где h -  
любой элемент Н. Это множество х  о Н  называется левым смежным 
классом группы G по подгруппе Н, порожденным элементом х. Оче­
видно, элемент х  принадлежит смежному классу х  о Н  , поскольку 
подгруппа Н  содержит нейтральный элемент е и х  ° е = х.

Покажем, что всякий левый смежный класс порождается любым 
из своих элементов, т.е. если у  содержится в смежном классе х  о Н , 
то

у о Н=х <>Н.  (9.5)

В самом деле, так как у е  х  о Н  , то его можно представить в виде 
y = x ° h , где h -  элемент подгруппы Н.  Следовательно, для любых

элементов h \  h"  из Н  будет y o h '  = x o ( h ° h ' ) ,  x ° h '  = у ° (h~x оh ' ) , 
откуда и следует (9.5).



Таким образом, два любых смежных класса группы G  по под­
группе Н  или совпадают, или не имеют ни одного общего элемента (не 
пересекаются). Действительно, если смежные классы х  о Н  и у  о Н

содержат общий элемент z, то j c ° / / = z ° #  = у о Н .
Итак, вся группа G  распадается на непересекающиеся левые 

смежные классы по подгруппе Н. Такое разложение называется лево­
сторонним разложением группы G  по подгруппе Н. Очевидно, одним 
из левых смежных классов этого разложения будет сама подгруппа Н, 
этот смежный класс порождается элементом е  (или любым элементом 
he Н , поскольку h ° Н  = Н  ).

Аналогично вводится понятие правого смежного класса группы 
G по подгруппе Н, порождаемого элементом х\ это множество Н  о х , 

т.е. множество всех элементов вида h ° х ,  где х  -  фиксированный 
элемент G; h -  любой элемент из Н. Аналогичным образом получается 
правостороннее разложение группы G  по подгруппе Н. Если группа G  
является абелевой, то оба ее разложения по любой подгруппе (лево­
стороннее и правостороннее) будут совпадать. В этом случае говорят 
просто о разложении группы по подгруппе. Приведем пример такого 
разложения.

Пусть G  -  аддитивная группа целых чисел и Н  -  ее подгруппа, 
состоящая из всех чисел, кратных числу к. Разобьем группу G  на клас­
сы, относя к одному классу все те числа, которые при делении на к 
дают одинаковые остатки. Очевидно, два числа х  и у  попадают в один 
и тот же класс тогда и только тогда, когда их разность делится на к, 
следовательно, принадлежит подгруппе Н: х - у  = кт  или х  = у  + h, где 
heH. Итак, получено к  классов, считая одним из классов и подгруппу
Н. Разложение данной группы G  по указанной подгруппе Н  состоит из 
к различных смежных классов, порождаемых соответственно числами 
О, 1, 2 ,..., к - 1. В классе, порождаемом числом /, где 0 < / < к - 1, собра­
ны все те числа, которые при делении на число к дают остаток /.

Полученное разложение группы целых чисел по подгруппе чи­
сел, кратных к , при к = 3 можно представить следующим образом:

н . .  -9 -6 -3 0 3 6 9

1 + н ... - 8 - 5 - 2 . 1 4 7 10

2 + Н  ... .  - 7 - 4 -1 2 5 8 11



З а м е ч а н и е .
В некоммутативной группе левостороннее и правостороннее разложе­

ния могут оказаться различными. Обратимся к симметрической группе £3 
(см. п. 9.4). Из таблицы Кэли для этой группы видно, что множество эле­
ментов Pi, Р2 образует подгруппу, обозначим ее В -  {Р\, Рг}- Левосторон­
нее разложение группы S-x, по подгруппе В состоит из классов В, 
PSB = PJB = {Р4, Р5,}, Р?В = РьВ = {Ръ Рь), а правостороннее -  из классов 
В, ВР6 = ВР4 = {Р4, Р6), ВРЪ = ВР3 = {Ръ Ps), т.е. эти разложения раз­
личны. Отметим, что левостороннее и правостороннее разложения этой 
группы по ее подгруппе третьего п о р я д к а = {Pi, Ps, Ре} совпадают; каж­
дое из них состоит из двух классов: А  = {Ри Р5, Р6},
АР 2 ~ РгА ~ {Рг, Ръ Р4}_____ ____________________________________ _

В случае конечных групп существование разложения группы по 
ее подгруппе приводит к важной теореме, устанавливающей связь ме­
жду порядками группы и ее подгруппы.

Теорема Лагранжа.

П о р я д о к  п о д гр у п п ы  к о н е ч н о й  гр у п п ы  я в л я е т с я  д е ли т ел ем  по­
р я д к а  гр у п п ы .

Доказательство.
Пусть G  -  конечная группа порядка п  , Н  -  ее подгруппа поряд­

ка к. Разложим группу G  на левые смежные классы по подгруппе Я  
Обозначим буквой т число полученных классов. Каждый левый класс 
х о Н  состоит ровно из к  элементов. Действительно, если 
х  о hx х  о h j , где h u h2eH , то h\ — h2. Следовательно, общее число
элементов группы п -  кт. Это означает, что п делится на к. Число т 
(делитель п) называется индексом подгруппы Н  в группе G.

С л е д с т в и е  1.  П о р я д о к  л ю б о г о  э л е м е н т а  к о н е ч н о й  груп­
пы  б уд ет  д е л и т е л е м  п о р я д к а  гр у п п ы .

Действительно, каждый элемент g e G  порождает в ней цикличе­
скую группу {g}, состоящую из всех степеней этого элемента. Поря­
док подгруппы {g} совпадает с порядком элемента g  в группе G.

С л е д с т в и е  2.  В с я к а я  к о н е ч н а я  гр у п п а , п о р я д о к  кот орой  
е с т ь  п р о с т о е  число , я в л я е т с я  ц и к ли ч е с к о й .

В самом деле, эта группа должна совпадать с циклической под­
группой, порожденной любым ее элементом, отличным от нейтрального.



9.8. Нормальный делитель
Подгруппа Н  группы G  называется нормальным делителем этой 

группы (или инвариантной подгруппой), если левосторонние и право­
сторонние разложения данной группы по указанной подгруппе совпа­
дают.

Из определения еде дует, что любая подгруппа коммутативной 
группы является в ней нормальным делителем. Далее, в любой группе 
G сама группа и ее единичная подгруппа будут нормальными делите­
лями: разложение группы G  по самой этой группе состоит из одного 
элемента G ; разложения группы G  по единичной подгруппе совпадают 
с разложением группы на отдельные элементы. Приведем примеры 
нормальных делителей в некоммутативных группах.

1. В симметрической группе 53 (см. п. 9.4) подгруппа Н  = {Рь 
Р5, Р 6} будет нормальным делителем, так как левостороннее и право­
стороннее разложения совпадают, они состоят из двух классов: 
Н = {Р 1, Ps, Рб}, H P 2 = Р 2Н  = {Р 2, Р i, p j .

2. В мультипликативной группе невырожденных квадратных 
матриц порядка п  подгруппа матриц с определителем, равным едини­
це, будет нормальным делителем. Действительно, левый и правый 
смежные классы по этой подгруппе, порождаемые матрицей Л/, совпа­
дают с классом всех матриц, определитель которых равен определите­
лю матрицы М (как известно, определитель произведения двух матриц 
равен произведению определителей этих матриц).

Можно дать и другие определения нормального делителя, рав­
носильные исходному. Приведем одно из них.

Подгруппа Н  группы G  называется нормальным делителем этой 
группы, если для любого х е  G

х ° Н = Н о Х , (9.6)

т.е. для любого x&G и элемента he Н  существуют hx, /ъе Я такие, что

х о h = /г, о х, h o x  = x o h 2 . (9.7)

9.9. Классы сопряженных элементов
Чтобы дать еще одно определение нормального делителя, вве­

дем понятие сопряженных элементов группы.
Элементы а  и Ъ группы G  называют сопряженными, если в G  

существует хотя бы один такой элемент х, что



В этом случае говорят также, что элемент b получается из элемента а 
трансформированием с помощью элемента х. Из равенства (9.8) нахо­
дим а  = xb x~1 = (x~ly xbx~\ а  = (х~')~'Ьх~\ т.е. элемент а  при этом по­
лучается из элемента b трансформированием элементом х~\

Теорема 9.1.

Подгруппа Н  группы G тогда и только тогда будет нормаль­
ным делителем в G, если вместе с любым своим элементом h она со­
держит все элементы, сопряженные с ним в G.

Д оказательство.
Если Н  -  нормальный делитель в G, то для фиксированного 

элемента h e H  и любого элемента x e G  существует (в силу 9.7) такой 
элемент h2, что hx = x h 2. Из этого равенства получаем x~]hx = /?2, т.е. 
всякий элемент, сопряженный с /?, содержится в Н.

Обратно, если подгруппа Н  вместе с любым своим элементом 
содержит и все сопряженные ему элементы, то //принадлежит, в част­
ности, и элемент x~]hx = h2. Из этого равенства следует второе из ра­
венств (9.7). Очевидно, Н  содержит и элемент (;Г,)~1/глГ| = xhx~1 = hh 
откуда следует первое из равенств (9.7), т.е. Н -  нормальный делитель.

З а м е ч а н и е .
Как отмечалось, нормальный делитель называют также инвариантной 

подгруппой. Из теоремы 9.1 следует происхождение этого названия. Если 
Н  -  нормальный делитель группы G, то трансформирование любого эле­
мента подгруппы Н  с помощью элемента группы G дает снова элемент 
подгруппы Н (подгруппа Н остается неизменяемой по отношению к опе­
рации трансформирования элементов Н). ___

Теорема 9.2.

Пересечение двух нормальных делителей группы G является 
нормальным делителем этой группы.

Доказательство.
Если Я,и Я 2 -  нормальные делители группы G, то их пересече­

ние Н[Г\Н2 -  подгруппа этой группы (как пересечение двух подгрупп). 
Пусть h -  любой элемент, принадлежащий пересечению Н ХГ\Н2> х -  
любой элемент группы G, тогда элемент x~lhx  должен содержаться и в 
Я | и в Н 2, поскольку оба нормальных делителя содержат элемент h. 
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Следовательно, элемент x~[hx  входит в пересечение / / 1ПЯ2, а это озна­
чает, что Н\Г\Нг -  нормальный делитель группы G.

9.10. Фактор-группа
Если Н -  произвольная подгруппа группы G, то

НН  = Н, (9.9)

поскольку произведение любых двух элементов из Н  принадлежит Н\ 
умножив все элементы из Н  на нейтральный элемент, получим всю 
подгруппу Н.

Пусть дана группа G  и ее нормальный делитель Н. Множество
всех смежных классов (в этом случае левые и правые смежные классы
совпадают) обозначим буквой S  и введем в нем операцию, которую 
будем называть «умножением», положив

х Н у Н = х у Н .  (9.10)

Равенство следует из ассоциативности умножения подгрупп данной 
группы и того, что у Н  = Ну\ следовательно,
хН уН  = хуН Н  = хуН .

Равенство (9.10) означает, что для того, чтобы найти произведе­
ние двух смежных классов группы G  по нормальному делителю Н, 
следует произвольно выбрать в этих классах по одному представителю 
и взять тот смежный класс, которому принадлежит произведение этих 
представителей.

Покажем, что множество S  смежных классов образует группу.
1. Ассоциативность умножения классов следует из ассоциатив­

ности умножения в группе G: ( x H y H ) z H  = (xy)H-zH = (xy)-zH = 
= x(yz)H  = x H { y z ) H  = x H iy H z H ) .

2. Нейтральным элементом является сама подгруппа Н, так как 
Н х Н  -  е Н  х Н  = е х Н  = хН , х Н  Н  = х Н  е Н  = х е Н  -  хН.

3. Обратным классу х Н  будет класс х~1Н, где х”1 -  элемент, об­
ратный элементу х, ибо

х Н х~ ]Н  = xx~lH  = е Н  = Н, х~хН х Н  = x~lx H  = еН =  Н.
Полученная группа называется фактор-группой группы G  по 

нормальному делителю Н  и обозначается G/Н. Более подробно: фак- 
тор-группой группы G  по нормальному делителю Н  называется груп­
па всех смежных классов этой группы G  по подгруппе Н.



Таким образом, с группой G  можно связать некоторый набор 
новых групп -  ее фактор-групп по различным нормальным делителям.

Отметим, что фактор-группа абелевой группы является абеле­
вой, поскольку из условия ху = ух следует 
хНуН -  хуН = ухН = уНхН. Фактор-группа циклической группы 
является циклической группой. В самом деле, если группа G  порожда­
ется элементом g  и если дан произвольный смежный класс хН, то су­
ществует такое целое число к, что х = gk, поэтому хН = (gH)k.

Приведем примеры фактор-групп. Пусть G  -  аддитивная груп­
па целых чисел, Н  -  подгруппа чисел, делящихся на 3. Найдем фак­
тор-группу G/Н. Групповой операцией в данном случае будет сложе­
ние. Число смежных классов равно трем (см. пример в п. 9.7): множе­
ство чисел, делящихся на 3, два множества чисел, дающих при деле­
нии на 3 соответственно остатки 1 и 2; обозначим эти смежные классы 
[0], [1], [2]. В этом множестве введем операцию сложения следующим 
образом: сложив соответствующие числа в квадратных скобках, опре­
делим, какой остаток при делении на 3 дает их сумма, и будем считать 
суммой смежных классов тот, которому принадлежит полученный ос­
таток. «Таблица умножения» для фактор-группы имеет вид 
[0] + [0] = [ 1] + [2] = [2] + [1] = [0], [0] + [1] = [1] + [0] = [2] + [2] = [1],
[0] + [2] = [2] + [0] = [1] + [I] = [2J. Отсюда видно, что фактор-группа 
является абелевой. Кроме того, все смежные классы порождаются 
классом [1J, они совпадают со «степенями» этого класса: [1],
[1] + [1] = [2], [1] + [1J + [1] = [0]. Поскольку фактор-группа порождена 
одним элементом, то она является циклической.

2. Пусть G  -  аддитивная группа целых чисел, Н  -  подгруппа це­
лых чисел, кратных натуральному числу к. Фактор-группой G/Н  будет 
конечная группа порядка к , состоящая из классов [0], [1], [2], ..., [fc-1]. 
Эта фактор-группа является циклической, как и сама группа G.

3. Пусть G  -  мультипликативная группа всех невырожденных 
матриц порядка п, Н  -  подгруппа матриц с определителем, равным 
единице. В примере 2 п. 9.8 было показано, что Н  — нормальный дели­
тель группы G. Покажем, что две матрицы В  и С  принадлежат одному 
и тому же смежному классу группы G  по нормальному делителю Н 
тогда и только тогда, когда они имеют равные определители. Действи­
тельно, пусть В  и С  принадлежат одному классу, тогда В  = СА, где 
А е Н ,  т.е. det А  = 1, поэтому det В  = det (СА) =  det C -d e t А  = det С , или 
det В =  det С . Обратно, пусть det В = = det С .  Так как В  =  С ( С ХВ) и 
det В  = det C -det (С~ХВ), то det С~]В  = 1, а это означает, что С~1ВеН, 
т.е. (У В  = А, где А е Н ,  откуда СС~ХВ  = СА, В  = СА. Следовательно,



каждый смежный класс G  по //вполне характеризуется определителем 
входящих в него матриц. Умножению классов соответствует умноже­
ние произвольных представителей этих классов; произведение классов 
В (матриц с определителем Ь) и С (матриц с определителем с) являет­
ся класс В С  (матриц с определителем Ьс). Таким образом, фактор­
группа G/Н  изоморфна мультипликативной группе отличных от нуля 
действительных чисел.

9.11. Гомоморфизм групп
Введем понятие гомоморфизма групп, частным случаем которо­

го является изоморфизм (см. л. 9.6).
Если G  и G' -  группы и/: G  —» G' -  такое отображение, при ко­

тором для любых элементов jc, у  группы G

f i x y )  = f i x ) f i y ) ,  (9.11)

то /  называется гомоморфным отображением, или гомоморфизмом 
группы G  в группу G'. Отметим, что в определении гомоморфизма 
имеется в виду, что каждый элемент группы G  поставлен в соответст­
вие хотя бы одному элементу группы G', но разным элементам из G  
может соответствовать один и тот же элемент из G'. Другими словами, 
отображение группы G  в группу G '  не предполагается взаимно-одно­
значным, как в случае изоморфизма.

Очевидно, каждая группа гомоморфна себе самой, так как мож­
но положить f{x)  = х  для всех x e G .  Далее, каждая группа гомоморфна 
единичной группе (состоящей из одного нейтрального элемента е). 
Чтобы убедиться в этом, достаточно положить f ix )  = е для всех x e G .  
Приведем другой пример гомоморфного отображения групп. Цикличе­
ская группа Сб шестого порядка с элементами е, а, а2, а3, а4, а 5 гомо­
морфна циклической группе С2 второго порядка с элементами Е, А:
fie) =&аг) = f i a 4) = E ,f ia )  = f i a 3) = f a 5) = A .

Равенство (9.11) означает, что образ произведения двух элемен­
тов равен произведению образов этих элементов, в связи с чем гово­
рят, что гомоморфизм «сохраняет групповую операцию» (которые, 
впрочем, могут называться по-разному в группах G  и С ) .  Гомомор­
физм групп сохраняет не только групповую операцию, но также ней­
тральный и обратный элементы: если f  -  гомоморфное отображение 
группы G  в группу G', то f ie )  = е \  где е, е' -  нейтральные элементы 
групп G и G' соответственно, [Д*)Г‘ =fix~l). Доказательство этого



утверждения аналогично доказательству соответствующего факта для 
изоморфного отображения (см. п. 9.6).

Приведем без доказательства теорему, которая дает ответ на во­
прос, каким вообще группам может быть гомоморфна данная группа.

Теорема о гомоморфизмах.

Каждая группа гомоморфна любой своей фактор—группе. Об­
ратно, если группа G гомоморфна группе G', то G ' изоморфна фак­
тор-группе G по некоторому нормальному делителю Н.

9.12. Представления групп
С точки зрения алгебры изоморфные группы не считаются раз­

личными. О группе, изоморфной некоторой подгруппе группы подста­
новок, говорят, что она представлена подстановками. Верна теорема 
Кэли, которая утверждает, что каждая конечная группа изоморфна не­
которой группе подстановок (т.е. всякую конечную группу можно 
представить подстановками). Следовательно, при описании любой 
конечной группы можно воспользоваться преимуществами группы 
подстановок.

Для теории и приложений наиболее интересными являются ли­
нейные представления конечных групп. Говоря о линейном представ­
лении конечной группы G, предполагают, что дано векторное про­
странство Vn, в котором действуют линейные невырожденные преоб­
разования. Эти преобразования образуют группу G', которой гомо­
морфна исходная фуппа G; при этом говорят, что группа G' представ­
ляет группу G. Введем следующее определение.

Гомоморфное отображение Г группы G в группу G ' невырож­
денных линейных преобразований /2-мерного векторного пространства 
Vn называется линейным представлением  группы G.

Следовательно, если Г -  линейное представление группы G 
группой G', то каждому элементу а& G  поставлено в соответствие не­
вырожденное линейное преобразование F (a )e G '  пространства V„ так, 
что для любых а , he G  справедливо соотношение Г(аЬ) = Г(д)Г(Ь). Как 
известно, при этом Г(е) = Е, где е, Е  — нейтральные элементы групп G, 
G ’ соответственно, и Г(а~') = [Г(я)]"'для любого а е  G.

Пространство V„, в котором действуют преобразования из груп­
пы G \  называется пространством представления группы G. Размер­
ность пространства Vn называют размерностью (или степенью) рас­
сматриваемого представления.



Вместо линейных преобразований часто рассматривают соот­
ветствующие им матрицы. Если в пространстве V„ фиксирован базис, 
то каждому преобразованию Г(<я) будет соответствовать определенная 
матрица, которую обозначим тем же символом Г(я). Следовательно, 
каждому элементу a e G  ставится в соответствие невырожденная квад­
ратная матрица Г (а) порядка п такая, что Г(аЬ) = Г(д)Г(Ь). При п ~  1, 
т.е. в случае одномерного линейного пространства, эта матрица будет 
матрицей первого порядка. Каждому элементу a&G  ставится в соот­
ветствие отличное от нуля число Г(я), причем Т(аЬ) = Г(я)Г(Ь). Ней­
тральному элементу е группы G  ставится в соответствие число 1.

“Важным (хотя и тривиальным) примером является единичное 
представление группы G, т.е. такое одномерное представление, при 
котором каждому элементу a s G  поставлено в соответствие число 1, 
т.е. Г(я) = 1 для любого а е  G.

Если группа G  изоморфна группе G', то представление Г груп­
пы G  группой G' называется томным, в противном случае -  неточ­
ным.

Если G  -  группа линейных преобразований линейного про­
странства, то она -  одно из своих линейных представлений (причем 
точное); это представление называют основным представлением груп­
пы G.

В качестве примера найдем одномерные представления цикли­
ческой группы С2 второго порядка, состоящей из двух элементов е, а, 
причем а2 = е. Если Г -  одномерное представление группы С2, то 
Г (е)=1. Предположим, что Г (а) = а, тогда Г(а2) = [Г(<я)]2 = от. По­
скольку а 1 = е, то Г (а1) = Г(е) = 1. Следовательно, а 2 = 1, а  = ±1; полу­
чено два одномерных представления: Г^е) = 1, Г](а) = 1 -  единичное 
(неточное); Г2(е) = 1, Г2(<з) = -1  (точное).



РАЗДЕЛ II 
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

М атематический анализ -  р азд ел  математики, в  котором изучаю тся функ­
ции. О снову математического анализа составляю т ди ф ф ерен ц и альн ое и 
интегральное исчисление, теория рядов . Заслуга откры тия диф ф еренци­
ального и интегрального исчисления (или ан али за бесконечно малых) при­
надлежит Ньютону1 и Лейбницу2. Развитие ан ализа бесконечно малы х ока­
зал о  огромное влияние на прогресс науки и техники

Глава 10 
ФУНКЦИИ И ПРЕДЕЛЫ

Понятие функции -  одно из основных понятий современной математики. Эго 
понятие прошло сложный путь развития, на каждом этапе которого определя­
лось по-разному. Важным понятием является понятие предела функции, на нем 
основаны многие другие фундаментальные понятия.

10.1. Числовые множества. Отрезок, интервал, промежуток
Совокупность всех рациональных и иррациональных чисел на­

зывается множеством всех действительных (или вещественных) чисел 
(рациональные числа включают в себя и целые, как частный случай). 
Действительные числа упорядочены по величине, т.е. для любых двух 
действительных чисел а  и b справедливо одно и только одно из соот­
ношений: а <Ь,  а = Ь, а > Ь. Действительные числа можно изобра­
жать точками на координатной оси. Между всеми действительными 
числами и всеми точками координатной оси устанавливается взаимно­
однозначное соответствие. Это дает возможность в некотором смысле 
равнозначно употреблять понятия «число х»  и «точка х»,  а также на­
зывать числовой прямой множество всех действительных чисел и го­
ворить, что число а  лежит левее числа Ъ, когда а <Ь.

Если заданы два действительных числа а  и b (а < Ь), то множе­
ство чисел, удовлетворяющих соотношениям а < х < Ь ,  называется 
замкнутым промежутком [а, Ь] (отрезком [а, Ь], или сегментом 
[а, Ь]), т.е. [а, Ь] = {х: а < х  < Ь).

1 Исаак Ньютон (Isaak Newton, 1643 -  1727) -  английский математик и физик.
2 Готфрид Вильгельм Лейбниц (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646 — 1716) -  немецкий мате­
матик и философ.



Система отрезков [аь Ь{\, [а2у Ь2], [л„, Ь„] называется систе­
мой вложенных отрезков (рис. 10.1), если а.\< а2< ... £сгп< 
. . .<bn< . . . < b 2Z b h

О а\ а2 ая ЬЛ bi b\
О

Рис. 10.1 Рис. 10.2

Теорема. 10.1.

Всякая система вложенных отрезков, длина которых стре­
мится к нулю, имеет единственное число, принадлежащее всем этим 
отрезкам.

Доказательство.
Очевидно, отрезки указанной системы имеют общие точки. По 

условию длина ?7-го отрезка стремится к нулю, т.е. для любого числа 
е > 0  существует такое натуральное число N , что b „ - a „ < z  для всех 
n > N .

Предположим, что имеется два числа х  и у,  принадлежащих 
всем отрезкам, причем х  фу.  Для определенности будем считать х  < у,  
тогда ап< х < Ь п и an< y < b n (п = 1, 2, 3, ...). Из неравенств у < Ь п и 
аП<х  получаем у - x < b n- a n, Задав £ > 0 , можно указать такое N,  что 
Ь„-ап < е для всех n > N ;  следовательно, у  -  х  < г. Поскольку е -  любое 
число, то, взяв г = у -  х  ( е > 0 , так как у  > х, у - х >  0), получим 
у  - х  < у  - х,  что противоречиво. Наличие противоречия доказывает 
теорему.

Если а  < Ь, то множество действительных чисел

( а,Ь) = [х : а < х  < Ь}

называется открытым промежутком, или интервалом.
Полуоткрытыми промежутками (или полуинтервалами) назы­

ваются следующие множества действительных чисел:

[а,Ь) = { х :а  < х < Ь ] ,  (а,Ь] = { х : а < х  < Ь ) .



Множества [а, b], (а , Ь], [а, Ь), (а, Ь), называются промежутка­
ми, точки а  и b  -  концами, а все остальные их точки -  внутренними 
точками.

Отметим, что отрезок [а, Ь] включает в себя концы, а интервал 
(а, Ь) не содержит их. Докажем, что интервал не содержит также наи­
меньшего и наибольшего числа. Предположим противное, пусть bQ -  
наибольшее число из интервала ( а , b \  Поскольку Ь0ф Ь (Ь не при­

надлежит интервалу) и Ь0 < Ь Л то b - Ь 0 > 0. Обозначим е =

тогда число Ь0+ г также принадлежит интервалу ( а, b  ) (ибо b0+ z< b )
и b0 + е > bQ (так как е > 0), что противоречит предположению. Анало­
гично доказывается, что интервал не содержит наименьшего числа.

Всякий интервал (х-е, х+е), где е > 0, называется г-окрестно­
стью (или просто окрестностью) точки (числа) х  на числовой прямой; 
обозначим его через 0(х ,  г).

Множество всех действительных чисел называют бесконечным 
промежутком и обозначают (-<», + оо); считают по определению, что -
оо < х  < +оо для любого действительного числа х. К бесконечным про­
межуткам относятся также следующие множества действительных 
чисел:

(а,+°°) = {х : х  > а}, [а,+°°) = {х : х  > а],

(_оо,Ь) = {х\  х<Ь} ,  (-оо,Ь] = {х : х  <Ь}.

Множество X  действительных чисел х  называется ограниченным 
сверху, если существует такое число Ъ, что х  < b  для всех х е Х .  В этом 
случае говорят, что число b  ограничивает сверху множество X.

Множество X действительных чисел х  называется ограниченным 
снизу, если существует такое число а, что х  > а  для всех х  е  X, В этом 
случае говорят, что число а  ограничивает снизу множество X.

Множество X  действительных чисел, ограниченное сверху и 
снизу, называется ограниченным', другими словам множество X  дейст­
вительных чисел х  называется ограниченным, если существуют числа 
а  и b такие, что а  < х  <Ь  для всех х е Х .

Примерами ограниченных числовых множеств являются отре­
зок [3, 4], интервал (1,2), полуинтервалы [0, 1), (2, 3]; множество 
[-3, +«•) ограничено снизу, но не ограничено сверху, множество (-«>, 5)



ограничено сверху, но не ограничено снизу; множество всех целых 
чисел не ограничено ни сверху, ни снизу.

Для ограниченного множества существуют различные числа, 
ограничивающие это множество сверху и снизу, например, любое чис­
ло .V > 5 ограничивает сверху множество X  = (0, 5), любое число х  < О 
ограничивает это множество снизу.

Среди чисел, ограничивающих сверху данное множество, выде­
ляют наименьшее; среди чисел, ограничивающих множество снизу, -  
наибольшее; для этого вводят понятия верхней и нижней грани число­
вого множества.

Число М  называется верхней гранью числового множества X, 
если: 1 ) х  < М  для всех х е Х \  2) для любого числа е > 0 существует та­
кое х £е X , что х £ > М - е.

Верхняя грань множества X  обозначается через supX, или 
supx. Например, для сегмента Х = [ \ , 2 )  sup.Y=2; для интервала
\чХ

Х= ( 2 ,  3 )su p X = 3 .
Число т  называется нижней гранью числового множества х, ес­

ли: 1) х  > т  для всех х е Х \  2) для любого числа е > 0 существует такое 
хгеХ , что х с < т+Е.

Нижняя грань множества X  обозначается через inf ЛГ, или inf л .хе X
Например, если X  = (4, 5), то inf X  = 4; если X  = [6, 7], то inf X  = 6.

Приведенные примеры показывают, что верхняя и нижняя грани 
множества могут принадлежать иди не принадлежать этому множеству 
(если X  = [6, 7), то sup X  = 7, число 7 не принадлежит Х\ inf X  = 6, это 
число принадлежит множеству X).

Если некоторое множество X  действительных чисел не ограни­
чено сверху, полагают по определению sup X  = +«>; если множество не 
ограничено снизу, полагают inf X  =

Если верхняя (нижняя) грань множества является числом, то го­
ворят, что она конечна; если соответствующая грань -  символ +<» (или 
-о®), то говорят, что она бесконечна.

Вопрос о существовании верхней (нижней) грани у ограничен­
ного множества решает следующая теорема, приводимая здесь без до­
казательства.

Теорема 10.2.

Всякое непустое множество действительных чисел, ограни­
ченное сверху, имеет конечную верхнюю грань, а ограниченное снизу — 
конечную нижнюю грань.



Естественно возникает вопрос, будет ли единственной верхняя 
(нижняя) грань числового множества? Ответ на этот вопрос является 
положительным.

Теорема 10.3.

У всякого множества действительных чисел верхняя (нижняя) 
грань единственна.

Предположим противное: существует множество X , имеющее 
две различные верхние грани М \ и М 2. Пусть М \ < М 2, тогда 
М 2-М х > 0; обозначим эту разность через е, т.е., М 2 -  М \ -  е, е > 0. По­
скольку М 2 -  верхняя грань множества X, то: I) х  < М 2 для всех хеХ \ 
2) для е > 0, где е = М 2- М х, существует такое х £, что х г > М 2-  г. Но 
М 2- г  = М х, следовательно, х £ > М и а это противоречит тому, что М х -  
верхняя грань. Единственность верхней грани доказана. Аналогично 
доказывается единственность нижней грани.

10.2. Понятие функции
Рассмотрим множество X  элементов х  и множество У элементов 

у.  Если каждому элементу х е Х  поставлен в соответствие единствен­
ный элемент ye Y, обозначаемый у  =f(x),  то говорят, что на множестве 
X  задана функция у  =f(x)  со значениями в множестве Y. Элементы 
х е Х  называются значениями аргумента, а элем енты ^ Y -  значениями 
функции. Множество X  называется областью определения функции, 
множество всех значений функции -  областью значений этой функ­
ции.

З а м е ч а н и е
Функцию, заданную на множестве X  со значениями в множестве У, на­

зывают также отображением множества X  в множество У. Если множе­
ство У является множеством значений функции, рассматриваемую функ­
цию называют отображением множества X  на множество У.

Функцию, заданную на множестве X, называют также операто­
ром, заданным на множестве^, и обозначают символом/.

В случае, когда X  и У -  числовые множества, соответствующие 
функции называют числовыми функциями. Если рассматриваются дей­
ствительные числа, функции называют действительными (веществен­
ными) функциями одной действительной (вещественной) переменной.



Употребляются следующие обозначения функции: y - f ( x ) ,  
У = F(x), Y  = Ф(х), у  = ср(х), у  = у(х) и т.п. Значение, которое функция 
У =Л Х) принимает при* = а, обозначается через/(д).

Функция и аргумент могут обозначаться также другими буква­
ми, например, 5 = f( t) , и = /(v), г = r(t), х  = x(t) и т.д.

К простейшим областям определения функций относится отре­
зок, интервал, полуинтервалы (см. п. 10.1) или совокупность указан­

ных интервалов. Например, для функции у = - л /9 - х 2 областью опре­
деления является отрезок [-3, 3], а областью ее значений -  отрезок 
[-3, 0J, для функции у  -  х3 область определения и область значений
совпадают с интервалом (-«>, +<»).

К традиционным основным способам задания функции относят­
ся: аналитический (с помощью одной или нескольких формул), графи­
ческий (с помощью графика), табличный (с помощью таблицы значе­
ний).

В последние годы получил широкое распространение четвертый 
способ задания функции -  с помощью указания программы для вычис­
ления ее значений на цифровой вычислительной машине.

Функция, заданная формулой

у= Д х), (10.1)

правая часть которой не содержит у , называется явной функцией.
Рассмотрим уравнение

F(x,y) = 0. (10.2)

Предположим, что существует непустое множество X  значений 
х  таких, что при каждом х 0е Х  уравнение F(x0,y) = 0 относительно у 
имеет действительные решения. Обозначим одно из таких решений 
через уо, будем считать его соответствующим числу х0е X. В результа­
те получим функцию у = у(х), определенную на множестве X  и такую, 
что F(x,y(x))  = 0 для всех х е Х .  Функция у  = у(х),  удовлетворяющая 
уравнению вида (10.2), называется функцией, заданной неявно, или 
неявной функцией. Это название отражает только способ задания 
функции, а не характер функциональной зависимости.

Отметим, что одно уравнение вида (10.2) может определять не­
сколько функций. Например, уравнение х 2 + у 2 — /?2 = 0  определяет

две функции: у, = / ,  (х) = л/ r 2 -  х 2 , у 2 = / 2 U) = —>/л2 - х "  .



Обратимся к функции (10.1). Каждому х е Х  по определенному 
закону ставится в соответствие единственное значение y e  Y. С другой 
стороны, каждому ye Y  будет соответствовать одно или несколько зна­
чений .те А'.

В случае, когда каждому ye  Y  по некоторому закону соответст­
вует только одно значение х&Х,  получаем функцию

* =  <р(у), (10.3)

заданную на множестве Y со значениями в множестве X. Функцию 
(10.3) называют обратной функцией по отношению к функции (10.1). 
Функции (10.1) и (10.3) называются взаимно-обратными. Для взаим­
но-обратных функций, очевидно, выполняются тождества ф(Ях)) = х, 
хеХ;  /(ф (у )) = у,  ye  Y. Примерами взаимно-обратных функций явля-

у ~f~ 3ются: у  = 3 \  х  = log3 у , у  = 2х-3, х  = — —.

Если придерживаться стандартных обозначений (у -  функция, х 
-  аргумент), обратную функцию (10.3) следует писать в виде у  = ф(х). 
Например, можно говорить, что функции у  = 3х, у  = Iog3 х  являются 
взаимно-обратными.

Функцию, обратную к функции у  =f(x),  удобно обозначать 
символом

х  = Г \ у ) .  (10.4)

В этих обозначениях для функций у  -  f ix )  и х  = f ~ ](y) получаем тож­
дества f ~ xf(x)  = х, х & X ,ff~ '(y) = у , y e  Y, где использованы обозначения
/ _!Я*) = f ~ x( f (x) ) , j f~x( y ) 'СУ))-

Если у  = f(u),  и = ф(х) -  функции своих аргументов, причем об­
ласть определения функции/содержит область значений ф, то каждо­
му д: из области определения функции ф соответствует у  такое, что 
У = / ( м)> гДе и = ф(х). Эта функция, определяемая соответствием

У=Л  Ф(*)). (Ю.5)

называется функцией от функции, или сложной функцией. (Применя­
ются также и другие названия: композиция функций ф и f  суперпозиция 
функций ф и j) . Например, если у  = и2, и  = sin х, то у  = (sin jc)2 = sin2 х.



Рассматривают также функции, являющиеся композициями бо­
лее чем двух функций. Например, функция w  = cos lg(l+;T) представ­
ляет собой композицию следующих функций: w  = cos и, и = lg v, 
V = 1+z, z = x 2.

Функция у  =J(x)  называется четной, если для любых х  и - х  из 
области ее определения выполняется равенство f ( - x )  =f(x).  Функция 
у  = (р(х) называется нечетной, если для любых х  и - х  из области ее 
определения выполняется равенство (p(-Jr) = -<р(х). Например, у  -  х2, 
у = cos х  -  четные функции, у  = л3, у  = sin х  -  нечетные функции,

Функция у = /(л) называется периодической, если существует 
число ТУ 0 такое, что при всех х  и х+ Т  из области ее определения вы­
полняется равенство f(x+ T) - f ( x ) .  Число Т  в этом случае называется 
периодом функции. Всякая периодическая функция имеет бесконечное 
множество периодов. Говоря о периоде функции у  =f (x)  (f(x) Ф const), 
обычно имеют в виду наименьший положительный период, так, пе­
риодом функции у  = cos х  является число 2я, периодом функции 
у  = t g x -  число л.

Кроме тригонометрических и обратных тригонометрических 
функций в средней школе изучаются функции: степенная у  = х° 
(iа = const), показательная у  = с? (а = const), логарифмическая у  = \ogax  
(а = const). Все эти функции называются основными элементарными 
функциями.

Элементарными функциями называются функции, которые 
можно получить из основных элементарных функций с помощью ал­
гебраических действий и образования сложных функций. Например, 
функции у  = lg sin х , у  = x 2+cos х, у  = 3lgcos Т+5ШЛ и т.д. являются элемен­
тарными.

10.3. График функции
Рассмотрим плоскость, на которой выбрана декартова прямо­

угольная система координат.
Графиком функции у  =f(x)  называется множество точек плос­

кости, координаты которых удовлетворяют данной функциональной 
зависимости, т.е. точек M(x, f (x)) .  Например, графиком функции

у = -лЦ в -  х 2 будет полуокружность радиуса R  = 4 с центром в начале
координат, расположенная ниже оси Ох. Действительно, уравнение 
д?+у2 = 16 является уравнением окружности радиуса R  = 4 с центром в 
начале координат. Разрешив его относительно у , получим



у  = V 16 - х2 , у -  —>j\6—x 2 ; первое из этих уравнений определяет
полуокружность, расположенную выше оси Ох  (так как у  > 0), второе 
-  полуокружность, расположенную ниже оси О х  (поскольку у  < 0).

Из курса математики средней школы известны графики основ­
ных элементарных функций. В данной книге приводились графики 
линейной функции (п. 2,1), дробно-линейной функции (п. 2.9), функ­
ции у  = ахг +Ьх  + с и др. На рис. 10.2 представлен график функции, 
заданной формулам и /(х) = 0, если х  < 0 ,/(х )  = 1, если х  > 0 (эта функ­
ция называется функцией Хевисайда).

Во всех указанных случаях график функции представляет собой 
некоторую линию на плоскости. График функции от дискретного ар­
гумента не является линией, он состоит из дискретных точек.

Отметим, что график четной функции симметричен относитель­
но оси Оу, график нечетной функции симметричен относительно на­
чала координат. Графики взаимно-обратных функций симметричны 
относительно прямой, на которой лежит биссектриса первого коорди­
натного угла.

Вопрос о построении графиков функций детально будет рас­
смотрен в гл. 12.

10.4. Понятие функции нескольких переменных
Предварительно введем понятие арифметического л-мерного 

пространства. Упорядоченную совокупность п  действительных чисел 
Х\, х 2, х п называют точкой, а сами эти числа -  ее координатами. 
Запись М (хь х2, ..., х„) означает, что точка М  имеет координаты х и 
х 2, х п. Множество всевозможных указанных точек называется 
арифметическим (,координатным) п—мерным пространством.

Обратимся к определению функции, данному в п. 10.2. Функ­
ция, определенная на некотором множестве X  арифметического п- 
мерного пространства, называется функцией п  аргументов у = fixh 
х 2, ..., х п), где X\, Xi, . . . , х п -  координаты точки М ( х х, х 2, ..., х„) данного 
множества. В этом случае говорят, что задана функция точки М, и 
пишут у  =f(M).

Рассмотрим случаи, когда п =  2 и п  = 3. Предположим, что X  -  
некоторое множество точек плоскости, У -  подмножество множества 
всех действительных чисел. Так как в фиксированной декартовой пря­
моугольной системе координат 0 х \х 2 каждой точке М  соответствует 
упорядоченная пара действительных чисел х ь х2 -  ее координаты, то 
функция, заданная на указанном множестве X , является функцией двух



аргументов, т.е. y = f ( x u jc2), где х ь х 2 -  координаты точки М (х \ ,х 2). 
Если координаты точки М обозначить буквами х и у ,  а функцию -  бу­
квой z, то z  = Л Х>У)- Переменные х  и у  при этом называются аргумен­
тами функции или независимыми переменными, Значение функции 
Z = Л х > у), которое она принимает при х  = а, у  = Ь, обозначается через 
Ла, Ь).

Область определения функции двух переменных представляет 
собой некоторое множество точек плоскости.

Графиком функции z  - / ( * ,  у )  называется множеств точек 
Щ х,у ,Л х У ) \  т.е. некоторое множество точек пространства. Например, 
график функции г = х  -  у  представляет собой плоскость в пространст­
ве, проходящую через начало координат и пересекающую координат­
ную плоскость О ху  по прямой, образующей равные углы с осями Ох  и 
Оу, геометрическим изображением функции z  = х 2+у2 является по­
верхность параболоида вращения (см. рис. 6.20), а функции

z = ^ 9 - х 2 -  у2 -  полусфера радиуса R  -  3 с центром в начале коор­

динат, расположенная выше плоскости Оху. Отметим, что первые две 
функции определены на всей плоскости Оху, третья -  в круге радиуса 
R = 3 с центром в начале координат, т.е. в области, заданной неравен­
ством х1+у2 < 9.

Функцию

Z = f ( x , y ) (10.6)

можно представить так: г~Лх -> У) = 0» или в более общем виде:

F ( x , y , z )  =  0. (10.7)

Функция, заданная формулой (10.6), называется явной-, функция, 
определяемая уравнением (10.7), -  неявной.

Действительная функция, определенная на некотором множест­
ве X  точек пространства, т.е. точек М(х, у ,  z), где х, у ,  z  -  декартовы 
координаты, называется функцией трех переменных х, у ,  z. Функцию 
трех переменных х, у ,  z  обозначим буквой и, тогда и = Л Х>У> £)• Значе­
ние функции и = / (* , у ,  z)  при х  = а, у  = b, z  = с  обозначается через 
f(a, b, с). Областью определения функции трех переменных будет не­
которое множество точек пространства. Например, область определе­

ния функции u - ф - х 2 - у 2 - z 2 представляет собой шар радиуса



R  = 1 с центром в начале координат, областью определения функции

и = 1: - f i ~ x 2 - y 2 - z 2 является множество точек, лежащих внутри
2 2 2указанного шара (граничные точки, т.е. точки сферы х  + у  + z = 1, 

исключаются).

10.5. Предел функции
Рассмотрим функцию y = f i x ) ,  определенную в некотором ин­

тервале, содержащем точку х  = а.
Число А  называется пределом функции у  =f (x)  при х,  стремя­

щемся к а  (или в точке а), если для любого числа е > 0 существует та­
кое 6 > 0, что при всех х,  удовлетворяющих условию

0 < | х - а [ < 5 ,  ( 10.8)

выполняется неравенство

| / W - A | < e .  (10.9)

Обозначения предела функции/(х) при х, стремящемся к а:

lim /(jc) = А; (10.10)

f { x )  -»  А при х  —> а. (10.11)

Выясним геометрический смысл этого определения, воспользо­
вавшись графиком функции 
У - f i x ) (Рис- Ю.З). Неравенство 
(10.8) означает, что х  отстоит от 
точки а  не далее чем на 5, т.е. 
принадлежит интервалу ( а-5, 
я + 5 ) или 6-окрестности точки 
а  на оси Ох. Неравенство (10.9) 
означает, что значения функции 
у  - f i x )  не выходят из интервала 
(Л-е, А +г)  оси Оу, т.е. принад­
лежат е-окрестности точки А



этой оси. Следовательно, точки М  графика функции у  = /(х ) должны 
находиться в полоске шириной 2е, ограниченной прямыми у - А - е ,  
у  = А+е для  всех значений х, удаленных от точки а  не далее чем на 5. 
При 5—>0 в случае непрерывной функции (см. п. 10.10) е—>0.

Рис. 10.4

Рассмотрим также односторонние пределы функции: предел 
слева lim  /  (х) =  Д  (х  стремится к а , оставаясь меньше а: х  < а) и

я —> д - 0

предел справа lim / (х) =  А 2 (х стремится к а , оставаясь больше а:
х —> а + 0

х>а) .
Когда а  = 0, то вместо 0 - 0  пишут -0 , вместо 0 +0 пишут +0, 

поэтому последние формулы принимают вид lim  / ( х )  =  А х,
х —>—0

lim / ( х )  =  А 2 .
х-нО

Можно доказать, что если односторонние пределы равны 
(рис. 10.3) lim / (х) = lim  / (х) =  А , то предел А  в точке х = а  су-

х —* а - 0  х - * а + 0

ществует и равен односторонним пределам I im /(x )  =  А. Из опреде-
х - * а

ления предела функции следует, что предел постоянной равен этой 
постоянной.

Если односторонние пределы различны (рис. 10.4), 
lim / ( х )  ф lim  / ( х ) , т.е. А \ ф А 2, или хотя бы один из них не суще-

х - * а - 0  х - > а + 0

гтвует (рис. 10.4, б), то не существует и предел функции в точке х = а.



Сформулируем понятие предела функции при х — т.е. для 
случая, когда х  неограниченно возрастает по модулю.

Число А  называется пределом функции у  = f i x )  при х —><*>, если 
для любого положительного числа е существует положительное число 
N  такое, что для всех значений аргумента х,  удовлетворяющих усло­
вию х  | > N  , справедливо неравенство | f ( x )  — А < £ , Для обозначе­

ния предела функции у  =f ix)  при х — используется символ 
lim / О )  =  А.

Введем понятие предела функции при стремлении х  к бесконеч­
ности определенного знака, т.е. для случаев, когда х  неограниченно 
возрастает по модулю, принимая отрицательные (х —> -°°) или поло­
жительные (х —> +°о) значения.

Число А  называется пределом функции у  -  f i x )  при х —»+оо (при 
х  —» -оо), если для любого положительного числа е существует поло­
жительное число N  такое, что для всех значений аргумента х,  удовле­
творяющих условию х  > N  (х< -N) ,  выполняется неравенство 
| / ( * ) - Л | < £ .

Для обозначения введенных понятий используется следующая 
символика: lim  f ( x )  =  А  ( lim  f ( x )  ~  А).

Х-̂ +оо Х-У-<х>

10.6. Бесконечно малые функции и их свойства
Функция а  = а(х) называется бесконечно малой при х->а (или 

прих  -> оо), если lim а (х )  =  0 ( lim а (х )  =  0 ) .
X — Х — * х >

Например, функция а(х) = (х-3)2 есть бесконечно малая при 

х  —> 3, так как lim а (х )  =  lim (x -  З )2 = 0 ;  функция а(х) = 1: х  являет-
х —>3 х —»з

ся бесконечно малой прих -» оо, поскольку lim а (х ) =  lim — = 0.
д —>оо Х~**> X

Принимая во внимание определение предела функции, опреде­
ление бесконечно малой функции можно сформулировать следующим 
образом.

Функция а  = ос(х) называется бесконечно малой при х  —> а, ес­
ли, задав любое число е > 0, можно указать такое число 5 > 0, что для 
всех х,  удовлетворяющих условию



выполняется неравенство

Свойства бесконечно малых выражаются следующими теоре­
мами.

Теорема 10.4.

Если функция у  = у(х) имеет предел b при X а, то

у(х) = Ь+а(х), у  = Ь+а, (10.14)

где а  = а(х) — бесконечно мйлая при х а. Обратное также верно: 
если выполнено равенство (10.14), то lim у(х)  = Ь.X—КЗ

Доказательство.
Если lim >>(х) = Ь, то по определению \у  -  b < в при

х - * а

О < |х -  а  < 8 . Обозначив у  -  Ъ = а, получим, что |а| < в , когда 

О < х — а  < 5 . Это означает, что а  = а(х) -  бесконечно малая при

х -> а  (см. неравенства (10.12) и (10.13)).
Обратно, если у  = b + а  и а  -  бесконечно малая при х— то 

а |< 8 ,  когда 0 < х - я | < 8 ;  поскольку а  =у-Ь,  то |>>-Z>|<e при

0 < ]х-<з < 8 . Это означает, что предел функции у = у ( х )  равен Ь, ко­

гда х-»д.
Отметим, что равенство (10.14) часто используется при нахож­

дении предела функции.

Теорема 10.5.

Алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых функ­
ций при х  —> а есть бесконечно малая функция при х —> а.

Доказательство.
Пусть и(х) = ос(х) -  (3(х) + у(х), где а(х), (3(х), у(х) -  бесконечно 

малые функции при х— Следовательно, для любого е > 0 можно ука­
зать



Обозначим через 6 наименьшее из чисел 5[, 62, 53, тогда при 
О < \х -  аг| < 5 будут выполнены все указанные неравенства, т.е.

Итак, и(х) = а (х ) -  p(jc) + у(х) -  бесконечно малая при х  -»  а. 

Теорема 10.6.

Произведение бесконечно малой на ограниченную функцию есть 
бесконечно малая функция.

До касательство.
Пусть а  = а(х) -  бесконечно малая при х->а,  а z  = z(x) -  функ­

ция, ограниченная в окрестности точки х = а, т.е. для числа С  > О най­
дется окрестность этой точки, в которой | z {x )  j < С. Для всякого е > О 

можно указать окрестность точки х = а, в которой выполняется нера­

венство |a ( x ) [ <  — .

В наименьшей из этих двух окрестностей будет выполнено не­
равенство

а это означает, что a(x)z(x) -  бесконечно малая функция при х —>а.
С л е д с т в и е 1  . Произведение двух бесконечно малых функ­

ций есть бесконечно малая функция.
С л е д с т в и е 2 .  Произведение бесконечно малой функции на 

постоянную есть бесконечно малая функция.

| и (х) | < | а (х) | + 1 (3(х) | + 1 у(х) | 

| м(х) | < 8.

8 е е
< -  + — + - = 8 ,  

3 3 3

| а (х ) z(x) | = | а (х) 11 z(x) \ < ^  ■ С = е, | а (х ) z(x) | < е,



Эти следствия получаются непосредственно из теоремы 10.6 с 
учетом тех фактов, что бесконечно малая функция и постоянная -  ог­
раниченные функции.

10.7. Бесконечно большие функции
Функция у  = №  называется бесконечно большой при х->а, ес­

ли для любого положительного числа N  можно найти такое число 
8 > 0, что при всех значениях х , удовлетворяющих условию 
0 < |х -  а| < 8 ,  выполняется неравенство |/(х ) | > N .

Бесконечно большая функция не имеет предела при х->а, но 
иногда условно говорят, что ее предел равен бесконечности, и пишут 
Н т /(х )  = оо илиДх)-»оо при х-»я.
X -K J

Если Д х) стремится к бесконечности при х— принимая только 
положительные или только отрицательные значения, то соответствен­
но пишут lim f ( x )  = +оо, Hm / (х) = -оо  .

x —M  х - * а

Если функция Д х) стремится к бесконечности при х—><ю, то пи­
шут lim / ( х )  = оо .

х —*=о

Примером бесконечно большой функции является функция

/ (х) = —- при х->0. В самом деле, при любом N > 0  неравенство 
х

> N  будет выполнено, если I х  I = I х -  ОI < —  = 5. Эта функция
N

1_ 
х

принимает положительные значения при х >  0 (lim /(x ) = +oo) и отри-
х->0

цательные -  при х < 0 ( П т / (х) = -о о  ).
х  —> О

Функция f ( x ) = ---------   -  бесконечно большая при х->2. Дей-
( х - 2 ) 2

ствительно, при любом N > 0  неравенство -----?— - > N  будет выпол-
(х -  2)

нено, если (х-2)2 < —  или I х — 2 1 < - 4 =  = 8 . Данная функция прини-
N  VN

мает только положительные значения.



Если функция а  = а(х) стремится к нулю при х —>а (или ;с->ао) и

не обращается в нуль, то функция jy(je) = —-— стремится к бесконеч-
а ( х )

ности.
Действительно, при любом сколь угодно большом числе N >  О

неравенство г -̂т > N  будет выполнено, если а  I < — . Последнее не- 
| а |  N

равенство выполняется для всех значений а(х),  начиная с некоторого, 
так как а(х)-»0.

10.8. Основные теоремы о пределах функций 

Теорема 10.7.

Функция у  =  у(х) не может иметь более одного предела при
х^>а.

Доказательство.
Предположим противное, пусть функция у  = X *) при х ^ а  име­

ет два предела b xn b 2: l im ^ x )  = Ьх, lim ^ (x ) =  b0 , причем Ьх * Ь2.
х —>с1 х - > а

Согласно теореме 10.4 из этих равенств следует, что у =  Ьх+ а ь 
у  = Ь2+ а 2, где а , и а 2 -  бесконечно малые, поэтому Ьх+ а х = Ь2+ а2, 
или Ь\ -  Ъ2 = а 2-  а х. Последнее равенство невозможно, так как в левой 
части стоит постоянная, отличная от нуля, в правой -  бесконечно ма­
лая функция.

Теорема 10.8.

Если каждая из функций у  =  у(х), z  =  z(x) имеет предел при
х —>а, то сумма, разность и произведение этих функций также име­
ют пределы, причем

lim [^(x)±  z(x)  ]=  lim у(х)  ± lim z(x),  (10.15)
х—И7 r—>a x—ta

lim[y(j;)z(x) ]=  lim_y(x) limz(jc). (10.16)
x—>a x -x i x—Hi



Если, кроме того, lim z(x) *  0 , то и частное y(x):z(x) имеет
д:—>а

предел, причем

vOt) lim :K*) lim£ W  = - 1 2 ------- . (Ю.17)
z(x)  lim z(x)

x ~>a

Доказательство.
Пусть

limjy(;t) = £, limz(x) = c, (10.18)
x-*a x-+(i

тогда на основании теоремы 10.4

;>(*) = 6 + Р(*)> z(x) = c + y(x), (10.19)

где f3(x) и у(х) -  бесконечно малые функции при х —>а.
Принимая во внимание равенства (10.19), получаем 

>>(;<:) ± z(x ) = (Ъ ± с) + [(Р(;с) ± у(х)], где (Ь + с) -  постоянная; (3(х) + у(х) 
-  бесконечно малая функция при х —>а.

Согласно теореме 10.4 из последнего равенства следует, что 
lim[y(*)± 2 (х)]=  Ъ ± с  = lim>>(x)± limz(;c) . Поскольку y(x)z(x) =
x—x i х —*а х—К7

-[Ь + (3(x)][c + у(х)] = Ьс + [Ьу(х) + с{3(х) + (З(х)у(х)], где Ьс -  постоян­
ная; 5(дг) = by(x) + с\3(jc) + (3(jc)y(x) -  бесконечно малая (почему?) при 
х-+а, то на основании теоремы 10.4 получаем 
lim[^(Af)z(x)] = bc = lim у ( х )  • lim z(x) .
х - > а  х —> а х ~ > а

Предположив, что lim z ( x )  = сФ  0, составим разность
х

у(х)  b _ b + р(х) _ Ь_ _  ф ( х ) - Ь { ( х )
z(x) с ' с + у(х) с с[с + у(х)]

Обозначив v(x) = ------ -------- , 5(х) = сР(х) -  Ьу(х) , получим
с[с + у(х)]

У(х \  _  _  = v(x)b(x),  lim v(^:)5(x) = 0, 
z(x) с

так как v(x) -  ограниченная функция, а 8(х) -  бесконечно малая при 
х~>а. Следовательно,



[ilu vU) Ь
*-*a z(x) с lim z(x)x-¥a

С л е д с т в и е 1  . Если каждое слагаемое алгебраической 
суммы функций имеет предел при х —>а, то предел суммы существует 
и равен такой же алгебраической сумме пределов слагаемых.

С л е д с т в и е 2 .  Постоянный множитель мож но выносить 
за знак предела:

lim[cy(x)] = с- lim jv'Cjc). (10.20)
х - h i  х~>а

С л е д с т в и е З .  Если l im у ( х ) - Ъ  и т  -  натуральное чис-

ло, то

Ит[уМ"] = [Ит;К*)Г, 00.21)

в частности.

lim(x'” ) = (lim х )т — ат. (10.22)
г —>а х—>а

Пример 1.
Найти Нт(3л:2 + 8х -  7).X—>1
На основании формул (10.15), (10.20), (10.22) получаем 

lim(3x2 + 8х -  7) = Н т(3х2) + lim(8jc) -  lim 7 = 3 -12 + 8 1 - 7  = 4r-»l X—>1 Х->| r-»I

П р и м е р  2.

4д:2 - 3 jc + 1
Найти lim

х-*-' 2х - 6 х - 4
С помощью формулы (10.17) и формул, указанных в примере 1, нахо­

дим

Ит  4x2 ~ 3x+l  = ~ 3x + I) _ 4 (-1 )2 -3 ( -1 )  + 1 _ i  _ 2
2 х 2 - 6 х - 4  lim(2.x2 - 6 * - 4 )  ~ 2 (-1 )2 - 6 ( - 1 ) - 4  ~ 4 _X — )

Пример 3.

Найти lim
х 2 -З х  + 2



При х —>2 числитель и знаменатель стремятся к нулю, получаем неоп- 
0

ределенность вида — . Чтобы раскрыть ее, предварительно преобразуем 

данную дробь:

l i a , » l z 3 £ ± 2  д й п ( х - . Х х - 2 )  = ,i m £ z j  = J _  = - L
Jf_>2 х  -  5jc + 6 г->2 (х -  3)(х -  2) *->2 х  _ з - 1

Теорема 10.9.

Пусть три функции и -  и(х), у  = у(х), v = v(x) определены в не­
котором промежутке, содержащем точку а .

Если для любого х  из этого промежутка выполняются неравен­
ства

u ( x ) < y ( x ) < v { x )  (10.23)

и функции и — и(х), v  = v(x) имеют одинаковые пределы при х —ю , то 
функция у  = у(х) имеет тот же предел при х —Ю.

Доказательство
Обозначим через Ъ предел функций и = и(х), v = v(x) при х-+а: 

limw(.x) = &, lim v(x ) =  ^ . Из неравенств (10.23) следует, что и ( х ) -
х—>й

-  b <jv(x) -  Ъ < v(jc) -  Ъ. По определению предела функции для любого 
числа 6 > 0 найдутся такие окрестности точки а  0 (а , б]) и 0 (а , 52), в 
которых будут соответственно выполняться неравенства - е  <и(х )~  
Ъ <  Б, - Е  <  V(X) -  Ъ <  Б.

Обозначим через 5 наименьшее из чисел 5|, 62, тогда для всех 
хеО{а,  5) будут выполнены оба эти неравенства, а поэтому и неравен­
ства —е < Х Х) ~ Ъ < г ,  | ^ (х ) -  Ъ | < 8 .

Итак, для любого числа £ > 0 можно указать такое 5 > 0, что при 
всех х,  удовлетворяющих условию ® < \ х - а  < 5 , выполняется нера­

венство I у ( х )  - b  < 8 . Это означает, что lim у(.х) =  b .
• r _ W  f

Теорема 10.10.

Пусть функция у  = f ( x )  определена в некотором промежутке, 
содержащем точку а. Если при х —ю  функция у  — f(x )  имеет поло­
жительный (отрицательный) предел, то найдется 3-окрестность

333



точки а такая, что для всех х е О (а , 5) функция положительна (от­
рицательна).

Доказательство.
Пусть lim / (х ) = Ь . Это означает: для любого числа е > 0 мож-

х ^ > а

но указать такое число 8 > О, что при всех х, удовлетворяющих усло­
вию 0 < | х  -  а  | <  5 , выполняется неравенство | f  (х ) — Ъ | < е , или Ъ -  

е  <Д х) <  Ъ + б.

Если Ъ > О, то, взяв е = ~ Ь , из неравенства b -  е < f ix )  получим

f ix )  > Ь-е -  Ь -  Ы2 = Ы2 > 0, т.е. f i x ) >  0 при 0 < | х - д | < 8 .  Если

Ъ < О, то, взяв е = -Ь/2, из неравенства Д х) < Ъ +  е получимДх) < Ь ~
-  Ы2 = Ы2 < 0, f ix )  < 0 при 0 < | х -  a j < 8 .

Доказанная теорема называется теоремой о сохранении знака 
функции, имеющей предел.

Теорема 10.11

Если функции и(х), v(x) определены в некоторой S-окрестно­
сти точки а, для всех х е О ( а ,  S), х  Ф а, выполняется неравенство 
и(х) <  v(x) и функции имеют пределы при х —Ш, то 
Н т н (х ) < lim v (x ) .
х —>а х —>q

Доказательство.
Пусть lim и(х)  = b,  lim v(x) = с . Требуется доказать, что Ь < с.

х - + а  х —>а

Предположим противное, т.е. Ъ > с.
В силу условия и теоремы 10.8 функция v(x) -  w(x) имеет предел 

lim[v(x) -  ы(х)] = с - Ь у с  - Ь  < 0, ибо Ь > с.Г—»С7
На основании теоремы 10.10 найдется ^-окрестность 0 (а , 5), 

для всех точек которой (х Ф a )  v(x) -  w(x) < 0, или v(x) < и(х), что про­
тиворечит условию.

Следовательно, Ь < с, т.е. lim w(x) <  lim v(x).
J:-*a x->a

З а м е ч а н и е .
Теорему 10.11 кратко можно сформулировать так: в неравенстве, обе 

части которого имеют пределы, можно перейти к пределу, присоедини» 
знак равенства. Например,



5 + л2 > 5 - дг2, **0; lim(5 + x2)=  lim (5-x2) = 5.
x->0 x->0

sin X10.9. Предел функции / ( * )  = -------  при*->0
г

Данная функция не определена только в точке х  = 0, так как 
числитель и знаменатель в ней равны нулю.

Докажем, что эта функция имеет предел при х->0 и

Рассмотрим окружность радиуса R  (рис. 10.5), радианную меру цен-

Поскольку площадь треугольника А О В  меньше площади сектора 
АОВ, а последняя меньше площади треугольника А О С  (А С  -  каса­
тельная к окружности в точке А ), то

(10.24)
r-> 0  X

71трального угла А О В  обозначим через х; будем считать, что 0 < х  < — .

R 2 . R 2 R 2— sm X < — X < — tgX 
 2 2 2

С

А

О а х0 х b

Рис. 10.5 Рис. 10.6

получим



х  1 sin x
1 < ------ < -------- , или cos x < ------- <1.

sinx cos* x

Неравенства (10.25) в силу четности входящих в них функций 
верны не только для положительных, но и отрицательных х  таких, что

0 < I jc I < —.
1 1 2

Отметим, что для всех х  выполняется неравенство

Sin JC (10.26)

В самом деле, sin х  = 0 при х  = 0, если 0 < | х  < —, то неравенство
п

п
| sin х  j < j x  j следует из неравенства (10.25); если х  > — , то

2

|s in x |< l< - |< | х  |, т. е. | s i n * |< |x | .

как l - c o s x  =  2 s i n 2 — =  2
. X

s i n  —
. X

s m  —
х |  ,

<  2 - 1  •-— - =  jc
2 2 2 2  1

l - c o s x < \х  , то ( l - c o s x ) - » 0  прих->0 т. е. lim co sx  =  l .
1 1 ДС-Я)

Обращаясь к неравенствам (10.25), заключаем, что функция 
j(x )  = s in  х х  удовлетворяет условиям теоремы 10.9. Согласно этой тео­
реме получаем равенство (10.24), которое и требовалось доказать.

В заключение покажем, что

tg X
Действительно, lim -5— = lim

JC—>0 X  * -> 0

' s in x  1 ^

ч X  C O SX ,

(10.27)

. .  s i n x , .  1 
= lim  lim  = 1.

X  COS X

10.10.Непрерывность функции в точке
Функция у  = fix ), определенная на интервале (а, Ь), называется 

непрерывной в точке Л'0 е ( я ,  Ъ), если



(т. e. предел функции равен ее значению при предельном значении 
аргумента).

Согласно определению предела функции условие (10.28) равно­
сильно следующему: для любого числа 8 >  0 существует такое число 
5 > 0, что при всех х, удовлетворяющих условию х  -  а  | < 5 , выпол­

няется неравенство | j ( x )  —J{xо) | <  е.
Если Ь) и х е ( а ,  Ъ), то разность

Ах = х-х0 (10.29)

называется приращением аргумента в точке х 0, а разность

= / О )  - /(*о)> или Ау = f ( x 0 + A x ) - f ( x 0), (10.30)

-  приращением функции в той же точке (рис. 10.6); Ау  -  функция Ах.
Необходимое и достаточное условие непрерывности функции 

у  - J {x )  в точке х 0 выражается равенством

lim Ay = 0, или Iim [/(x0 + Ах)- / ( х 0)] = 0. (10.31)Дх->0 Дг->0

Действительно, из равенства (10.28), полагая в нем х = Хо+Алс, 
получаем lim Д х 0 + Дх) = / ( х 0) , l im [ / ( x 0 + А х ) - Д х 0)] = 0.

Дх->0 Лх-»0

Обратно, из равенства (10.31) следует, что 
lim [ / ( х )  -  / ( х 0)] = 0 , lim / ( х )  = / ( х 0) .

X —> X q

Итак, функция непрерывна в точке, если бесконечно малому 
приращению аргумента в этой точке соответствует бесконечно малое 
приращение функции.

Замечание.
Поскольку х0 = lim х , то формулу (10.28) можно переписать так: 

дг->г0

lim f ( x )  = /( lim x ) (10.32)
х-+х„



т.е. для непрерывной функции символы предела и функции перестановоч­
ны.
Пример.

Доказать, что функция у  -  cos х  непрерывна в каждой точке области ее 
определения.

Фиксируем произвольное значение Хое(-оо,+оо) тогда

Ду = cos(x0 + Дх) -  cos х0 = -2  sinf х0 + ~ . Дх sm —  
2

Принимая во внимание неравенство | s i n a | < | a |  (см 
формулу (10.26)), получаем

|Ду| = 2 С Ах) . Ахsin *о + — sin —
1  2 ) 2

Дх
<.2 • 1------- = | Дх | , | Ау | < | Дх |

Из последнего неравенства следует, что lim Ау = 0 . Это означает, что
Дж- уО

функция у  = cos х  непрерывна в точке х0.

Теорема 10.12

Если функции f(x )  и (р(х) непрерывны в точке .х0, то также не­
прерывны в этой точке их сумма f(x )  + <р(х), разность f(x )  -  (р(х), 
произведение f(x)(p(x), а также частное f(x)/(p(x) при условии, что 
(р(х)^ 0.

Доказательство непосредственно следует из определения непре­
рывности функции в точке и теоремы 10.8.

С л е д с т в и е  1.  Целая рационапьная функция
Рп (д:) = а0 + а^х + а 2х 2 + ... + апх п непрерывна при всех х.

Это следует из теоремы и непрерывности функций у  = х™, т = 1,
2 ,..., п  (см. (10.22)), >> = с (с = const) (Ду = 0, lim Ду = 0).

Дг->0
С л е д с т в и е  2 .  Дробная рациональная функция

R(x) _ рп 0 0  _ Лр + д,* + а2х 2 + .. .  + апх п 
Qm  ( * )  К  +  V  +  Ь 2Х 2 + . . .  +  ЬтХ т



непрерывна при всех х, для которых знаменатель не обращается в 
нуль.

Теорема 10.13.

Если функция (р(х) непрерывна в точке х0 ,а функция f (у) непре­
рывна в точке у0 = (р(хq), то сложная функция F(x) = f[(p(x0)J непре­
рывна в точке Xq,

Доказательство.
Зафиксируем число е > 0. Поскольку функция f (y)  непрерывна в 

точке у0= Ф(*о), то найдется такое число ц  > 0, что f (y)  определена на 
интервале (уо~Л< Уо+Л) и выполняется неравенство | / ( у )  -  / ( у 0) | < е

для 0 < | у - у 0|< Г | . Так как функция ф(х) непрерывна в точке х 0, то 

найдется такое число 5 > 0, что функция определена на интервале (х0 -  
-  8, х0 + 5) и |ф(д:) — ф(лг0 )| < Т| для 0 < х  — х 0 < 8 .

Из полученных соотношений следует, что для всех х, удовле­
творяющих неравенству |д: — х 0 < 5 , функция /(ф(х)) определена и

выполняется неравенство | / ( ф ( * ) ) —/(ф(-*о))| £ или

\ F ( x ) - F ( x 0) \ < e ,  что и требовалось доказать. Например, функция

у = cos2* непрерывна при всех х,  как функция от функции у  = v2, где 
v = cos х, каждая из которых -  непрерывная функция своего аргумента.

10.11.Точки разрыва функции
Рассмотрим функцию у  =f(x),  определенную на интервале 

(а, Ь), кроме, быть может, точки Xqе(а,  Ь). Точка jc0 называется точкой 
разрыва данной функции, если в ней функция определена, но не явля­
ется непрерывной, или не определена в этой точке.

Если Хо -  точка разрыва функции f (x)  и существуют конечные 
пределы f ( x 0 — 0) =  lim f ( x ) ,  f ( x Q+ 0) =  lim / ( jc)  , то она на-

л — >jc0 - 0  x - ^ x q +O

зывается точкой разрыва первого рода.
Величина f ( x Q + 0) - Д я 0- 0) называется скачком функции f{x)  в 

точке х 0.

Пример.
х

Функция /(дг) = —:—г в точке хй -  0 имеет разрыв первого рода,
И



Действительно, fix) -  1 при х  < 0 и fix) = -1 при х  > 0, в точке х0 -  О 
функция не определена; lim f ( x )  = 1, lim f i x )  = -1

i - » - 0  x -n -0

Скачок функции в точке х0 = 0 равен -2  (рис. 10.7).__________________

О

Рис. 10.7

Пусть функция y = f t x )  имеет разрыв в точке jc0 и 
f ( x 0 + 0) =f(xо -  0), тогда л:0 называется точкой устранимого разрыва. 
Это название оправдано тем, что если видоизменить или доопределить 
такую функцию (если она не была определена в точке х 0), положив 
f ( x 0) = lim f ( x ) =  lim f { x ) ,  то получится функция, непрерывная

х— +0 jt— —О
в точке X q .

sin x
Например, для функции f (x )  = -------  (см. п. 10.9) точка хо = 0

л:
является точкой устранимого разрыва.



Если Xq -  точка разрыва и по крайней мере один из пределов 
Ддго- 0), /(х 0 + 0) является бесконечным или не существует, то jcq назы­
вается точкой разрыва второго рода.

Так, Хо = 0 -  точка разрыва второго рода для функции/(х) = —,
х
j_

поскольку / (Xq -  0) = -оо, f x 0 + 0) = +оо; для функции /(х ) -  3 1 
(рис. 10.8) точка х0 = 0 является точкой разрыва второго рода, в этом 
случае lim / ( х 0 +  0) =  -н» .

10.12.Непрерывность функции на промежутке
Функция называется непрерывной на интервале, если она не­

прерывна в каждой точке этого интервала.
Если функция определена при х = а и при этом 

lim / ( х )  =  f { a )  , то говорят, что/(х) в точке а  непрерывна справа.
х-м+0
Аналогично, если lim  / ( х )  — f i b ) , то говорят, что в точке b  эта

х —> Ь -0

функция непрерывна слева.
Функция называется непрерывной на отрезке [а, b ], если она 

непрерывна в каждой его точке (в точке а  -  непрерывна справа, в точ­
ке b -  непрерывна слева).

Наибольшим значением функции у  = /(х ) на отрезке \а, b ] назы­
вается такое ее значение/(Xj), что/(х) </(X j) при всех х е  [а, Ь].

Наименьшим значением  функции у  =f(x)  на отрезке [а, b] назы­
вается такое ее значение/(х2), что/(х2) ^ f i x ) для всех хе [а, Ь].

Функции, непрерывные на отрезке, обладают рядом важных 
свойств, которые выражаются следующими теоремами, приводимыми 
здесь без доказательства.

Теорема 10.14.

Функция, непрерывная на отрезке [а, Ь), достигает в нем своего 
наименьшего значения т и наибольшего значения М, т.е. существуют 
такие точки Хь х2 этого отрезка, что f ( x x) — т, /(х2) = М.

Теорема имеет простой геометрический смысл (рис. 10.9). 

Замечание.
Функция, непрерывная на интервале, этим свойством не обладает. На­

пример, функция у  = Зх2 на интервале (0, 1) не достигает значений т -  0 и



М=  3, так как эти значения функция принимает в точках х  0 и х  1, а 
последние данному интервалу не п р и н а д л еж а т .___________________ _

Теорема 10.15.

Если функция у  —f(x) непрерывна на отрезке [а, Ь] и на его кон­
цах принимает неравные значения f(a) ~ A, f(b)  = В, А Ф В, то каково 
бы ни было число С, заключенное меж ду А и В, найдется точка 
се[а, Ь] такая, что f(c)  = С.

Геометрический смысл теоремы иллюстрируется на рис. 10.10. 
Всякая прямая у  -  С, где А < С  < В  (или А > С > В ), пересекает график 
функции у  - f i x ) .

Рис. 10.10

С л е д с т в и е .  Если функция непрерывна на отрезке и на его 
концах принимает значения разных знаков, то на этом отрезке най­
дется хотя бы одна точка, в которой функция обращается в нуль.

Это частный случай теоремы: А В  < 0 , С  ~ 0; геометрический 
смысл: график непрерывной функции y = f i x ) ,  соединяющий точки 
P (a ,fia )), Q(b, f ib)),  для которых f i a ) f i b )  < 0, пересекает ось Ох 
(рис. 10.11).

В заключение отметим, что сумма конечного числа функций, 
непрерывных на некотором отрезке, непрерывна на этом отрезке.



а

Рис. 10.11

10.13.Предел последовательности
Числовой последовательностью  (или последовательностью) 

называется функция

Хя = ф  (п),  п  = 1 ,2 ,3 , . . . , (10.33)

определенная на множестве натуральных чисел. Каждое значение хп 
(п = 1, 2, 3 ,...)  называется элементом последовательности, а число п -  
его номером.

Числовую последовательность с элементом х п обозначают либо 
хп, п=  1 ,2, 3,..., либо (х и х 2, ..., х п, ...), либо (хп).

Примеры числовых последовательностей:
1) (я) = (1, 2, 3,...);

' П  ( .  1 1 '2)

3)

\ n j ls 2 ’ 3 ’ -

И Г
л

1,
1 1

16

4) (cos тг)= (-1, 1, -1 , 1,...);
5) (1) = (1 ,1 ,1 ,...) ;
6) (с) = (с, с, с , ...).



Числовая последовательность всегда содержит бесконечное 
множество элементов; среди них, конечно, могут быть и равные (как в 
примерах 4) -  6)).

Число а  называется пределом последовательности (х л), если для 
любого числа е > 0 найдется такой номер N, что при всех п > N  вы­
полняется неравенство

\хп - а \ < г .  (1 0 .3 4 )

Обозначения предела последовательности (*„): lim х„ = а; хЛ-*»
при я—»оо (читается; х п стремится к а, когда п стремится к бесконечно­
сти).

Последовательность, имеющая предел, называется с хо д ящ ей ся , 
последовательность, у которой нет предела, -  р а с х о д я щ е й с я .

Отметим, что неравенство (10.34) равносильно неравенствам 
а-Е  < х п < а+Е.

Определение предела имеет следующий геометрический смысл; 
число а  является пределом последовательности (хп), если в любой его 
е-окрестности, т.е. в интервале (а -  е, а  + е), содержатся почти все 
члены (.х„) или вне этой окрестности находится лишь конечное число 
членов данной последовательности.

Пример 1.

Последовательность 3 + -
п

сходится и имеет предел а  = 3.

Действительно, каково бы ни было число е >  0, найдется такое нату­

ральное число N, что | хп - а | = з Д
п ,

-3 1 1 кг= — < е, — < е для п > /V; не-
п п

равенство — < е будет выполнено для всех n > N , если N > — , т. е. в каче- 
п г

стве N  можно взять большее из двух последовательных натуральных чисел,

между которыми заключено число — . Например, если Е! = 0,1, то N\ = 10;
е

если е2 =  0 ,01 , то  Л г̂ =  100 и т.д.

Замечание.

Одновременно показано, что последовательность 

нуль, т.е.

имеет пределом



lim — = 0./)-)<“ л

Последовательность
\пк cos—

2
является расходящейся.

В самом деле, каково бы ни было число а, вне его £-окрестности, на­
пример, при 0 < £ < 1, заведомо лежит бесконечное множество элементов 
данной последовательности (хотя среди них и много равных между собой); 
это означает, что а не является ее пределом.

Из определения предела последовательности следует, что пре­
дел постоянной равен этой постоянной: l im e  = с (с = co n st), по-

П —> оо

скольку в данном случае х„ = с, а  = с, ) * „ - #  = 0 < 8  для любого 

£ > 0 .
Из определения следует также, что последовательность может 

иметь только один предел. Действительно, если допустить, что таких 
пределов два: а  и Ь, причем а  < Ь, то каждый из интервалов (я-£, а+г)

и ф-Е, Ь+е), где Е =  > Должен был бы содержать все точки по­

следовательности (хл), за исключением их конечного числа, но это не­
возможно, потому что указанные интервалы не имеют общих точек.

Последовательность (х„) называется ограниченной сверху (сни­
зу), если существует такое число А , что х„<А  (соответственно х п>А)  
для всех номеров п.

Последовательность (х„), ограниченная сверху и снизу, называ­
ется просто ограниченной.

Очевидно, последовательность (хп) ограничена тогда и только 
тогда, когда существует такое число с > 0, что | хп | < с для всех номе­

ров п.

Например, последовательности
М V _ 1  V  кп

1Я Л Л
2 cos—  ограниче­

ны, последовательность (п  ) ограничена снизу, но не ограничена свер­

ху, последовательность 

ху, ни снизу.

 ̂ кп   ̂
п cos— не является ограниченной ни свер-



Если последовательность имеет предел, то она ограничена.

Доказательство.
Пусть последовательность (х„) сходится и lim х п = а . Это зна-

л -> о о

чит, что для любого е > 0 можно указать такое N , что j х п -  а  | < в для

всех п>  N. Будем считать, что е < 1. Обозначим через d  наибольшее из
чисел 1, |* ,-< я |,  \ х 2 - a | , . . . , | x w - а \ , тогда \xn - a \ < d ,  т.е.

a - d  <х„<а  + d  для всех п. Это означает, что последовательность (хп) 
ограничена.

Число а  называется верхней гранью  последовательности (х„), ес­
ли:

1 ) х „ < а  при всех п;
2) для любого е > 0 существует такой номер N, что x N > a-z. 

Верхняя грань последовательности (х„) обозначается sup(jc„), или 
sup х п.

Аналогично определяется нижняя фань последовательности (хп) 
и обозначается inf(x„) или inf х„.

' п - \ 'В качестве примеров отметим, что sup

Гг,
inf

= 1,

' л - 1 ' = 0 , sup(ij2) = оо , inf(«2) = 1.
\  п J

Последовательность (х„) называется монотонно возрастающей 
{монотонно убывающей), если хп < хп+] (соответственно хп > хн+х) при
всех п. Монотонно возрастающие и монотонно убывающие последова­
тельности называются просто монотонными.

Теорема 10.16.

Всякая ограниченная сверху (снизу) монотонно возрастающая 
(монотонно убывающая) последовательность ( x j  имеет предел, при­
чем limx„ = su p (x AI) (соответственно lim х п = in f(x n)).

п—><» П—>00

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Пусть последовательность (хП) монотонно возрастает и ограни­

чена сверху. В силу этих условий она имеет верхнюю грань sup(x„) = а. 
Докажем, что а  = lim х п . Зафиксируем произвольное е > 0. По опре-

/7->оО



делению верхней грани х„< а  для всех п  и существует такой номер N,  
что xN > <з-8, тогда в силу монотонности последовательности при всех 
п >  N  получаем а  -  е < x N< х„< а  < а  + е. Следовательно, 
а  - в < х „ <  а + £, т.е. х п -  а  | < е для п >  N,  а это означает, что 

lim х„ = а.
П~* 00

Аналогично доказывается существование предела для ограни­
ченной снизу монотонно убывающей последовательности.

В заключение отметим, что для пределов последовательностей 
верны теоремы, аналогичные теоремам 10.4 -  10.8.

10.14.Число е
Рассмотрим последовательность

=
V

V п
,«  = 1,2,3, . . . .  (10.36)

Придавая п  различные натуральные значения, получаем таблицу:

n 1 2 10 100 1000 10000 100000
Xn 2 2,25 2,594 2,705 2,717 2,718 2,718

Из таблицы видно, что х„ с возрастанием гг изменяется все мед­
леннее и, по-видимому, стремится к некоторому пределу. Докажем, 
что последовательность (10.36) при и->оо имеет предел, заключенный 
между числами 2 и 3.

Применяя формулу бинома Ньютона (см. п. 11.14), получаем
/

=
1V

1 +  -
, 1 п{п - 1) (  1

= 1 + «• — + — -I —
п 1-2 I п

\ 2
+

п ( п - \ ) ( п - 2 ) (  О 3
1-2-3

n(n - ! ) ...[«  - ( « - ! ) ]
1-2-3. ..n n

( iY  . if . П l (. lV . 2
1+ -  

v n J
=  2 +  —  

2
1-----

n 2-3V 1 я /
1-----

n
+

1 f  1V .  2
1-----

n ,
1 - -

n
« - П

(10.37)



Все слагаемые в этой формуле положительны при п > 1, с воз­
растанием п  увеличивается число слагаемых и каждое соответствую­
щее слагаемое становится больше. Таким образом, последовательность 
(х„) возрастает вместе с п; наименьшее значение равно 2, х х = 2.

С другой стороны, каждое слагаемое правой части формулы
(10.37) увеличится, если все множители знаменателей заменить двой­
кой, а каждые скобки -  единицей, т.е. при всех п

Итак, последовательность (jc„) ограничена и монотонно возрас­
тает, поэтому в силу теоремы 10.16 она имеет предел. Этот предел на­
зывают числом е\ следовательно, по определению

Число е является иррациональным. (Доказательство этого ут­
верждения здесь не приводится.) Укажем значение числа е с первыми 
семью десятичными знаками: е = 2,7182818....

\

/
< 2 н—  н— ~ +.... ч г

2 22 2
< 3 .

2

(10.38)

Можно доказать, что

(  l Yе = lim 1ч—  , (10.39)

где х  принимает действительные значения. Полагая — = а (а>-1),
X

получаем еще одно выражение для числа е:

е -  lim(l +сх)а. (10.40)



Рассмотрим логарифмическую функцию у  =  \oga х . Число а 
(я?*1, £1 > 0) называется основанием логарифмов. Если а  -  10, то у  
называется десятичным логарифмом числа jc и обозначается у  = lg х.

Логарифмы с основанием е = 2,71828... называются натураль­
ными логарифмами и обозначаются In, т.е. logeX = In х.

Функция у  = In х  определена для положительных х  (на 
рис. 10.12 изображен ее график и график функции у = lg х).

Рис. 10.12

Установим зависимость между десятичными и натуральными 
логарифмами одних и тех же чисел. Если y = \ g x ,  то .г = 10'. Лога­

рифмируя левую и правую часть равенства jc =  10 ' по основанию е,

получаем In х  = у In 10, откуда у =  ̂  ̂ In х  . Следовательно, \g x  =

= М Inх, М — ~ 0,434294. Число М называется модулем перехода

от натуральных логарифмов к десятичным.
Если положить х  -  е в равенстве lg v = М  In х, то, поскольку 

l n e =  1, получим выражение числа М  через десятичные логарифмы: 
М  = lg е.

Натуральные логарифмы через десятичные выражаются форму­

лой 1пдс = — Igx, —  = 2,302585. Функция у = 1пЫ определена для 
М М

всех действительных значений х, кроме х  = 0; ее график изображен на 
рис. 10.13.



10.16.Показательная функция. Гиперболические функции
Показательной (или экспоненциальной) функцией называется 

функция у  = а* (а > 0, а  Ф 1). Пусть а  = е (см. п. 10.14), в этом случае 
показательная (экспоненциальная) функция обозначается

у = е*=  ехр х . (10.41)

Показательную функцию с другим основанием можно привести 
к показательной функции с основанием е. Действительно, по опреде­

лению логарифм а = еЬа, поэтому а* = (е|па)' = ekx, где к = In а. 
Гиперболическим синусом называется функция

6х  е~х
sh х = ----   , (10.42)

гиперболическим косинусом -  функция

c h x  = -----  . (10.43)

Аналогично определяются гиперболический тангенс



, sh л: ex -  e xth x  = ------= -----------
ch x  ex + e x

и гиперболический котангенс

cth x  = chx ex +e'
sh jc ex -  e~

(10.45)

Рис. 10.14

Функции, определяемые формулами (10.42) -  (10.45), называют 
гиперболическими.

Названия «синус» и «косинус» объясняются тем, что между 
функциями (10.42), (10.43) существуют соотношения, аналогичные 
соотношениям между обычными (круговыми) синусами и косинусами. 
Например, справедливы формулы

sh2jc = 2shjcchjc, ch2 jc -s h 2 x  = l,
(10.46)

ch2 Jt + sh2 jc = ch2jt, th;ccthjc = l.

Докажем первую из них, воспользовавшись равенствами (10.42), 
(10.43):



„ х  ~ x  x  . - x  „ 2 хe —e e +e e —e

доказательство трех остальных предоставляется читателю.
Эпитет «гиперболический» в названии рассматриваемых функ­

ций связан с тем обстоятельством, что уравнения

х  = a ch t, у -  a sh  t (10.47)

параметрически определяют гиперболу, подобно тому как уравнения 
(1.44) параметрически определяют окружность. Действительно, возво­
дя в квадрат обе части каждого уравнения (10.47), почленно вычитая и 
используя вторую из формул (10.46), получаем уравнение х 1- у 2 = а2.

Рис. 10.15 

Функция у  -  ch х  является четной, поскольку
-X . X б i" ̂

ch(-jc) = -----  = ch х, а функции у  = sh х,  у = th у  = cth д: -  нечет-

ные, так как

sh(-jr) = е х - е х ех - е  х = -sh х,

, ,  . sh(—л) — sh хth(-Jt) = — — -  =-------- = -th  x,
ch(-x) ch .y

cth(-x) = -cth x.



Гиперболические функции имеют вполне определенные значе­
ния при всех значениях х,  кроме функции у  = cth х,  которая в точке 
х  = 0 обращается в бесконечность. Отметим, что sh 0 = 0, ch 0 = 1, как и 
для обычных синуса и косинуса.

Гиперболические функции не обладают важнейшим свойством 
тригонометрических функций -  свойством периодичности. Кроме то­
го, множество значений каждой гиперболической функции существен­
но отличается от множества значений соответствующей тригономет­
рической функции. Функция у  = sh * принимает все действительные 
значения, т. е. множество ее значений совпадает с бесконечным интер­
валом ( - « ,  +°°); у  -  ch х  -  значения, не меньшие единицы
(1 < ch х  < +00); значения функции у  = th х  по модулю не превышают 
единицы (-1 < th х  < I); значения у  = cth х  по модулю больше единицы 
(cth jc > 1 при х  > 0, cth х  < -1 при х  < 0).

Графики гиперболических функций представлены на рис. 10.14
1 Vи 10.15. На рис. 10.14 приведены также пунктирные линии у  = — е и

1 -Л  ку = —е , с помощью которых можно построить линии y = s h x ,
2

у = ch х. Прямые у  = +1, у  = -1 являются асимптотами графиков функ­
ций у  = th дг, у  = cth х  (при х,  достаточно больших по модулю, е~х при­
нимает достаточно малые значения, поэтому достаточно мало отлича­
ются числитель и знаменатель в формулах (10.44) и (10.45)). Кроме 
того, ось Оу  служит асимптотой графика функции у  = cth х.

10.17.Некоторые важные пределы 
Докажем, что

(10.48)
дг-Л х

(10.49)

х



Поскольку

Ioga( l + - )_ = -  logfl (1 + x)  = loga (1 + x y
X X

и логарифмическая функция непрерывна, то

1 \_ 
lim Jgg0(1t £ l  = lim[loge (1 + х У  ] =  logo [Иш(1 + х)*) = logu г,
* - * 0  х  т - Л  дг-»0

откуда и следует формула (10.48).
В частном случае, при а  = е, получаем

lim ln(1t ^  =  l. (10.51)
дг-*0 х

Для доказательства формулы (10.49) положим с?-  1 =у;  в силу 
непрерывности функции Ддг) = а*, у —>0 при х —>0. Из равенства cf- 1 = у 
находим с? = 1 + у, х  -  Ioga( 1+у), поэтому

ах -1  у  1
lim  = lim   ------- = ----------= In а.
х ^ 0  х  loga(l + y) loga е

ех -1
Отметим, что при а  = е отсюда следует формула lim = 1.

*-*> х
Чтобы доказать формулу (10.50), положим \ + х  = е ’\ тогда 

х  = е * - 1; у—>0 при х —>0. С учетом формулы (10.49) при а = е получаем

(1 + *)“ -1  .. еау -1  ( е щ - \  у 1lim ---------------= lim ---------- = а  • l im --------------:—  = а.
х-л х у->° еу у-*> ау еу - \\  /

Пример 1.
tI „ 1п(х2 - 5 * +  7)Наити п т --------------------- .

*-♦2 х - 2
Положим х-2 = а, тогда х2-5дг+7 = (2+а)2-5(2+а)+7 = 1-а+а2,

.. 1п(д: - 5 х  + 7) 1п(1 + о г - а ) с с  - а  , , ,ч
lim---------------------= lim--------г--------- 1---------- = 1 - (—1) = —1.
х~>2 х - 2  а  - а  а



Qx - V  V - t
lim  = lim3х  = 3° In3 = ln3 .
x->0 x  X

Пример 3.

.. Vl + sin x  - 1  (1 + sin x )7 - 1  sin л: 1 , 1
lim ------------------ = lim     = — • 1 = —.
*-*° x sin x  x  1 1

10.18.Сравнение бесконечно малых функций
Рассматриваемые в этом параграфе функции определены на ин­

тервале (а, b ) -  конечном или бесконечном, кроме, быть может, точки 
XqG (а , Ь). Если х 0 = а  или х 0 = Ь, то под пределом в точке х 0 понимает­
ся соответственно предел справа или слева.

В п. 10.6 было показано, что сумма, разность и произведение 
бесконечно малых есть бесконечно малая функция. Что касается част­
ного двух бесконечно малых, то здесь могут встретиться самые разно­
образные случаи.

Бесконечно малые а(х)  и (3(х) при х -* х 0 называются величинами 
одного порядка, если их отношение имеет конечный предел, отличный 
от нуля, т.е.

lim = с, или lim = — (сФ  0). (10.52)
P ( j c )  *-«*> а(х)  с

В этом случае пишут

а(х) = Оф(х))  при х - > х 0 (10.53)

(читается: а(х) есть О большое от (3(х) при х—>х0).
Например, а(х) = sin х и р(х) = 5х  прих->0 являются бесконечно

ot(jc) 1 '
малыми одного порядка, так как lim , <- = —, sin х  = 0{5х)  при х—>0.

*-*о Р(х) 5
Если предел (10.52) равен нулю ( с -  0), то величина а(х) назы­

вается бесконечно малой высшего порядка по сравнению с Р(л:) (а ве-



личина (3(х) -  бесконечно малая низшего порядка по сравнению с 
а(х)). В данном случае применяется обозначение

а(х) = о(р(х)) при х—»лг0 (10-54)

(читается: а(х) есть о малое от (3(х) при х—»х0). Например, х2 = o(sinx)
при х—>0, поскольку

х 2 хlim  — lim х • lim  = 0-1 = 0.
sin х  j-»0 *-*° sin х

Функция Р(х) называется бесконечно малой А:-го порядка отно­
сительно функции а(х), если (3(х) и (а(х))* -  бесконечно малые одного 
порядка, т.е.

lim ^(Д:\  = с (с ф О). (10.55)
— о (а(х))*

Например, если а(х) = х, (3(х) = х 4, то при х-»0  (3(х) -  бесконеч­
но малая четвертого порядка относительно бесконечно малой ос(х) (но 
бесконечно малая второго порядка по сравнению с у(х) = х2).

Две бесконечно малые функции а(х) и (3(х) называются эквива­
лентными (или равносильными) бесконечно малыми при х —»Хо, если 
предел их отношения равен единице, т.е.

lim ■—-^-= 1 или lim - —̂  = 1. (10.56)
*-«о р(х) л-»дг0 а(х)

Эквивалентность бесконечно малых а(х) и J3(x) обозначается 
символом а(х)~|3(х) при х —>х0.

Из результатов пп. 10.9 и 10.17 следует, что при х—>0
х  ~ sin х  ~ tgx, 1п(1+х) -  х.

Теорема 10.17.

Бесконечно малые функции а(х) и (3(х) эквивалентны тогда и 
только тогда, когда их разность есть бесконечно малая высшего по­
рядка, чем а(х) и (3(х).



Доказательство.
Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть а(х)  и р(д:) эквивалентны, т.е. 

выполнены равенства (10.56), тогда

lim £ W - M  = limri _ M )
а(х)  *-«ol а(х)*-«0

1-1  = 0,

lim « U ) - P U ) = o
а(х)

Это означает, что разность а(х) -  Р(х) есть бесконечно малая высшего 
порядка, чем а(дс) и (3(х).

„  а(х)-Р (д;)
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Если lim —-—— - —1 = 0, т. е.

■*-«о а ( х )

l im
X -> X Q

f
1 - PU) I n ™ .  P W

a(x)
= 0, to lim —----- = 1.

a(x)

A a(jc)-p (x )Аналогично, если lim   —  -  0, т.е.
*->•»« (3(jc)

lim
X -* X Q

a(x)

J

Л  г  a W  1=  0 , t o  l im  —------ ~  1.
-*-̂ -*0 P(x).P W

Следовательно, бесконечно малые a(x)  и (3(x) эквивалентны при
X—>Xq.

Теорема 10.18.

сс (х)
Если a(x)~ai(x) В(х)~В\(х) при х^>х0 и существует lim —J----- ,

^ ( 3 , ( х )

ос(х )
то существует lim —----- , причем

Р(х)

а (х ) .. а , (л)
lim —1—  -  lim —1-----
'->-4) р(х) р, (jc)



Д о к а з а т е л ь с т в о .  
В силу условия

Следовательно,

lim, im  ocU ) =  Um a w  O j U )  =  Hm « W  . ) jm  « j W  ш

*-«o p(x) "-«осхДх) P,(x) p(x) ^ -^oa^x) *-”op ,(x) *-«o P(x)

= l l i m £ i M . 1 = l im ^ M ,
Pj (x) *~**0 P, (x)

что и требовалось доказать.
С л е д с т в и е .  Если ai(jc)-p(xJ, а 2{х)~^{х) при х —>хъ то 

ai(x)~a^(x) при х —>Хо.

Пример.
Доказать, что бесконечно малые функции а(х) = х  и Р(х) = х+х2 эквива­

лентны при х —>0.
Поскольку разность Р(х) -  а(х) = х2 есть бесконечно малая высшего по­

рядка по сравнению с каждой из них:

р(х)-а(х) х 2-------------- = —  = х —> О,
а(х) х

р(х)-ос(х) = х 2 _  х  
Р(х) х  + х 2 1 + х

то а(х)~Р(х) при х—>0.

Замечание.
Если отношение а(х):Р(х) двух бесконечно малых функций при х—«о 

не имеет предела и не стремится к бесконечности, то бесконечно малые 
функции а(х) и Р(х) несравнимы между собой.

Например, несравнимы при х—>0 бесконечно малые функции

a(x) -  xsin— , р(х) -  х, так как 
х



.  1ч xsm — ,а(х) x . 1——  = ----- — = sm—
P(jc) X X

.  1и sm— не имеет предела при х —>0. 
х

Глава 11 
ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ

Производная -  одно из важнейших понятий современной математики. С помо­
щью производной можно характеризовать скорость изменения функции, ско­
рость протекания некоторого процесса, явления. С понятием производной тесно 
связано понятие дифференциала. Дифференциал функции -  часть ее прираще­
ния, причем наиболее существенная при достаточно малых приращениях аргу­
мента.

11.1. Задачи, приводящие к понятию производной
К понятию производной приводят многие задачи геометрии, фи­

зики, химии и других наук. Рассмотрим некоторые из них.

Задача о касательной.
Касательной к линии / в точке М 0 называется прямая М 0Т  -  

предельное положение секущей М ^М фис. 11.1), когда точка М  стре­
мится к М 0 вдоль данной линии (т.е. угол у  стремится к нулю) про­
извольным образом.

Рис. 11.1
Задача о касательной состоит в следующем: написать уравнение 

касательной к линии у  =f (x)  в точке М 0(х0, у 0).



Введем декартову прямоугольную систему координат О ху , рас­
смотрим график функции у  = fix ) . Пусть М 0{х0, Уо) -  фиксированная 
точка этого графика и М(х,  у )  -  любая другая его точка, где 
х  = х0 + Аде, у  = у 0 + Ay -  f i x о + Ах). Из треугольника M qM N  находим

tg ф = -  —  , где ф -  угол, образуемый секущей MqM  с осью
M 0N  Ах

Ох.
Пусть М —>М0 вдоль графика^ =fix) ,  М 0Т -  касательная к не­

му в точке М 0, а  -  угол наклона касательной к оси Ох, тогда А х —»О, 
tg ф —> tg а. Следовательно,

Ay / ( х 0 + А * ) ~ / ( * 0) 
t g a = l i m — = h m   -----------------—. (11.1)

Дх->0 Д х  A-t—>0 A jc

Таким образом, задача о касательной приводит к необходимости 
рассмотрения предела отношения приращения функции к приращению 
аргумента, когда последнее стремится к нулю.

О М0 М •----------- •---------- •--------------------►
х

Рис. 11.2

Задача о скорости неравномерного прямолинейного 
движения.
Рассмотрим неравномерное прямолинейное движение точки М, 

осуществляемое по закону х - f i t ) ,  где х  = О М  -  длина пути 
(рис. 11.2); f i t )  -заданная функция времени Г. Пусть при t = t0 движу­
щаяся точка совпадает с точкой Мо(хо), где х 0 = f i t 0), и в момент вре­
мени t находится в точке М. Приращение пути Ах за промежуток вре­
мени At = t - to  выразится формулой А х = f { t 0 + At)  -  f i t 0).

Средней скоростью vcp движения за промежуток времени At на­
зывается частное

_  Ах _  f j t 0 + А t ) - f j t 0) 
At AtvcP = —  = —  г г  • (П-2)

Скоростью движения в момент t0 называется предел отношения 
(11.2), когда At -¥  0, т.е.
360



у = П т ^ = Н т Л ' о + А' > - / « о )  
Д1-+0 д/—>о д ^

Данная задача также сводится к нахождению аналогичного предела.

Задача о скорости химической реакции.
Обозначим через Q  количество вещества, вступившего в хими­

ческую реакцию к моменту времени t, очевидно, Q  = Q{t). За проме­
жуток времени A t это количество изменится на AQ.

Средней скоростью химической реакции за промежуток време­
ни At называется отношение

_ AQ 6(t + A Q - g ( f )  
ер Дг At

а скоростью реакции в момент времени t -  предел указанного отноше­
ния при At -»  О

у = Ц ш ^  = Н т б ( ,  + А 0 - б ( ,)  ( 1 . 4 )
Д/-Ю  Д /  Д/-Ю  Д /

Итак, три различные задачи привели к необходимости рассмот­
рения предела отношения приращения функции к приращению аргу­
мента, когда последнее стремится к нулю. Такой предел называется 
производной данной функции в данной точке.

11.2. Понятие производной, ее геометрический и
физический смысл
Рассмотрим функцию у  = f ix ) ,  заданную в интервале (<а , Ь)\ 

пусть Х ф ( а , Ь) и хе (а ,  Ь), тогда приращение функции в точке х 0 вы­
разится формулой Ay =f (x0 + Ах) - f i x о).

Производной функции у  = f (x)  в точке х0 называется предел от­
ношения приращения этой функции к приращению аргумента, когда 
последнее стремится к нулю.

Производную функции у  = f ix )  в точке Xq обозначают символом 
f ' i xо) (читается: эф штрих otjc0) или у '{ х 0). Следовательно, по опреде­
лению



f ( x 0 + A x ) - f ( x 0)
Ax

или

( 11.6)

Из формул (11.1) и (11.5) следует, что

f ' ( x 0) = l g a . (И-7)

Формула (11.7) выражает геометрический смысл производной: 
производная от данной функции в данной точке равна тангенсу угла 
между осью О х  и касательной к графику этой функции в соответст­
вующей точке (рис. 11.1).

Уравнение касательной к линии у  =f{x)  в точке M q (дсо, Уо) при­
нимает вид (см. (2.8))

Нормалью к кривой в некоторой ее точке называется перпенди­
куляр к касательной в той же точке. Если/' (jco) *  0, то уравнение нор­
мали к линии у  = f i x )  в точке М 0(х0, у0) записывается так:

(см. уравнение (2.8) и условие (2.21)).
Из формулы (11.3) и формулы, аналогичной формуле (11.6), 

следует, что

Формула (11.10) выражает физический смысл производной: 
производная от пути по времени равна скорости прямолинейного дви­
жения точки.

У~Уо = f \ x 0) ( x - x 0). ( 11.8)

У - У о = - (11-9)

/
x'(t0) = v x'(t0) = lim

Лг



Если в формуле (11.5) от точки х0 перейти к другой точке х, по­
лучим другой предел, поэтому f  (х) -  некоторая функция аргумента х:

/'(дг) = lim /< *  + * » > - / < * > . (11.П)
А*

Разумеется, не для всякой функции и не для любой точки х  пре­
дел в правой части формулы (11.11) существует. Например, для функ­
ции у  = | х  | в точке х  = 0 указанный предел не существует, поскольку
Ду . Л Ду

—^ = 1  п р и Д х > 0 и  —  = -1 при Ах < 0.
Ах Ах

Замечание.
Употребляются и другие символы для обозначения производной функ­

ции у  = f{x) или х =fit):
d \ Ay . . .  Ах—L-=  hm — , x=  hm — . 
dx Ar-»0 Ax Af-»0 At

Если отношение Ду : A x  при x—>x0 имеет предел справа (или 
слева), он называется производной справа (соответственно производ­
ной слева). Такие пределы называются односторонними производны­
ми.

Односторонние производные функции/(х) в точке х0 обознача­
ются соответственно символами /_'(х0) ,  /+(х0) :

ч ,• f i x n + A x ) -  f { x n)/_ (х0) = lim --------—  u -  производная слева;
д*->-о Ах

. ,• / ( х п + Д х ) - / ( х 0)/ ' ( * )  = hm -  производная справа.
д*-»+о Ах

Очевидно, функция/(х), определенная в некоторой окрестности 
точки Хо, имеет производную f  (х0) тогда и только тогда, когда одно­
сторонние производные f l ( x 0) , f+ (x0) существуют и равны между

собой, причем / (х0) = /_'(*о) = /+ (х 0) -
Если для некоторого значения х выполняется одно из условий

,• Ду г АУlim —  = +оо, lim —  = -оо,
Ах-м Дх Д*-*0 Ах

то говорят, что в точке х существует бесконечная производная, равная 
соответственно +°°,



Геометрическое истолкование производной как углового коэф­
фициента касательной к графику распространяется и на этот случай: 
касательная параллельна оси О у  (рис. 11.3, а, б).

>  —  1 ► — -----
X  О \ Х о  X  О I Xq

I
->X

а б в г

Рис. 113

Аналогично устанавливается понятие об односторонней беско­
нечной производной. На рис. 11.3, в, г изображены графики функций, 
имеющие острие, направленное вниз или вверх; односторонние беско­
нечные производные различны по знаку, но существует единственная 
вертикальная касательная.

В дальнейшем под выражением «функция имеет производную» 
будем понимать наличие конечной производной, если не оговорено 
противное.

Функция, имеющая производную в данной точке, называется 
дифференцируемой в этой точке. Функция, имеющая производную в 
каждой точке данного промежутка, называется дифференцируемой в 
этом промежутке. Если промежуток является замкнутым, на концах 
его имеются в виду односторонние производные.

Операция нахождения производной называется диф­
ференцированием.

Зависимость между непрерывностью и дифференцируемостью 
функции выражается следующей теоремой.

Т е о р е м а  11.1

Если функция у  = f(x) дифференцируема в данной точке, то она 
и непрерывна в ней.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Пусть функция у  = f (x)  дифференцируема в точке д\ т.е. сущест-

Ау
вует предел у ' ( х )  = lim —̂ .

Ах
^  Лу лТак как Ду = —̂  • Ах  , то



lim Ay = lim —  • lim Ax = y'(x) 0 = 0, lim Ay = 0.
Дх->0 Дх—>0 Д  у  Дг—>0 Дг->0

Замечание.
Обратное утверждение не всегда верно. Например, функция у  — 

непрерывна в точке х = 1 , но не является дифференцируемой в ней.

11.3. Производные некоторых функций
Из определения производной следует схема ее нахождения: 

1) фиксируется значение х  аргумента функции; 2 ) в точке х  аргументу 
придается приращение Дх; 3) вычисляется приращение Ау ,  соответст­
вующее приращению Ах; 4) составляется отношение приращения 
функции к приращению аргумента; 5) находится предел указанного 
отношения, когда приращение аргумента стремится к нулю.

Рассмотрим некоторые примеры нахождения производных.

Пример 1.
Найти производную функции у  = с, где с = const.
Данная функция является постоянной, поэтому у  + Ду = с, Ау = 0,

Ах Дг->0 Дх

с' =  0 ,  (11.12)

т.е. производная постоянной равна нулю.

Пример 2.
Найти производную функции у  = sin х.
Фиксируем некоторое значение х аргумента функции, придадим ему 

приращение Дх, найдем выражение для соответствующего приращения 
функции:

Дх
Ду = sin(x + Дх) -  sin х = 2 sin —  cos

2 \  2

Составим отношение приращения функции к приращению аргумента:



о • A*2 sin— cos
Ay 2
Ax Ax

Ax Ax
2~ Г A x 4— cos jc + —

Ax
2

Переходим к пределу, принимая во внимание формулу (10.24) и не-
.. Ау 1 _

прерывность функции Дх) = cos х: hm —  — 1 • cos х  — cos х , т.е.

(sin х У = cos х. (11.13)

Пример 3.
Найти производную функции .у = ха, где а  -  действительное число.
Область определения степенной функции у  — х  зависит от а. 
Составим отношение приращения функции к приращению аргумента:

Ау _ (х + Ах)а -лг° 
Ах Ах

= х

\ а
- 1

Ах
х

и перейдем к пределу при Ах->0, воспользовавшись формулой (10.50):

1 +---
lim —  = х  lim
Лх-*0 Ду Дх-»0 Ах

- 1
= х а 1 а  = сиса \

Следовательно,

(ха )/ = Оха-1. (11.14)

Отметим частные случаи этой формулы:

(*)' = !, (л/х)' =
Vх /



11.4. Основные правила дифференцирования 

Производная алгебраической суммы функций.

Теорема 11.2.

Производная суммы (разности) двух дифференцируемых функ­
ций равна сумме (разности) производных этих функций.

Доказательство.
Пусть у  = и(х) ±  v(x), где и  =  и(х) и v = v(x) -дифференцируе­

мые функции. Поскольку А у  = Дм ±  Av, то

Ay Дм Av Ау .. А и Ду ,—  = — ± — , lim —̂  = lim — ± lim —  -  и ± 
Ах Ах Ах &х~*° Ах Д*-*0 Ах Д*-*0 Ах

/V .

Следовательно,

(u ± v ) ' = u ± v .  (11.15)

С л е д с т в и е .  Производная конечной алгебраической суммы 
дифференцируемых функций равна такой же алгебраической сумме 
производных слагаемых. Например,

/
/  1 

X4 + > fx------н5 , з 1 1- А х  + — y= + — . 
2 yjx х

Производная произведения функций.

Теорема 11.3.

Производная произведения двух дифференцируемых функций 
равна произведению первой функции на производную второй плюс про­
изведение второй функции на производную первой, т. е.

(uv)' = u v  + uv'. (11.16)

Доказательство.
Пусть у  = u-v, где и  = и(х), v =  v(x) -  дифференцируемые 

функции. Так как А у  = (и  + Au)(v  + Av) — uv,



Ду = uAv  + vAи +  AuAv, = w-^- + v ^ — + ^ - A v  и lim Av — 0 на
Ax Ax Ax Ax Ax->o

основании теоремы 11.1, то l im —  = uv' + v u \  откуда и следует фор-
Дх

мула (11.16). Например,
(х 8 sin х)' =  (х 8)' sin х  + x s (sin х ) ' = 8х7 sin х  + х 8 cos х .

С л е д с т в и е 1  . Постоянный множитель мож но выносить 
за знак производной:

(cv)' = cv'. (11.17)

Например, (4 х 3)' = 4 (х 3)' =  4 • З х2 = 12 х 2.
С л е д с т в и е 2 .  Производная произведения нескольких 

дифференцируемых функций равна сумме произведений производной 
каждой из них на все остальные. Например,

(uvW)' -  u'vw + uv'w  + uvw'. (11.18)

Производная частного двух функций.

Теорема 11.4.

Производная частного двух дифференцируемых функций опре­
деляется формулой

f  u'v — uv'
(v Ф 0). (11.19)

и
vVy V2

Д оказательство.
и

Если у  = —, где и  =  и(х), v =  v(x) -  дифференцируемые функ- 
v

ции, причем v(x) Ф 0, то

А и Av
ду _ и + Аи и = v A u -u A v  Ay _

v + Av v v(v + Av) ’ Ax v(v + Av)



д*->о Ах v
Ay u v - u v  lim —  = -----------

Лг^лЛ А  » . *

так как lim Av = 0 на основании теопемы 111 Няппимрп

( х -  1 /(д :2 + 4) -  (.х2 + 4)'(х  - 1) 

(х2 + 4 )2

1 • (д:2 + 4) -  2х(х  -1 )  _  4 + 2х -  jc2 
(х2+ 4 )2 { х 2 + 4)2

Производная обратной функции.
Если у  = f ix )  и х  =  ф(у) -  взаимно-обратные дифференцируе­

мые функции и у'х Ф 0 , то

откуда и следует равенство (11.20).

11.5. Производная сложной функции
Рассмотрим сложную функцию у  =/(ф(.х)) = F(x), где у = f(u ),

и = ф(дг); в этом случае и  называют промежуточным аргументом, х  -  
независимой переменной.

( 11.20)

Действительно, так как —  = —— , то
Ду Ау
Ах 1

А*->0 Дд;



Если у  = f(u )  и и  — <р(х) -  дифференцируемые функции своих 
аргументов, то производная сложной функции у  = f((p(x)) существу­
ет и равна произведению производной этой функции по промежуточ­
ному аргументу на производную промежуточного аргумента по неза­
висимой переменной, т.е.

/ / / dy dy du „
У, = У, < ’ - Т  = - Г - Г -  <и -21>ах du dx

Д о к а з а т е л ь с т в о .
В соответствии с условием и по определению производной

, г Ау , А иv = lim — , u r = lim — .
Л и -> 0  Д ц  Д х—*0 Д ^

_  Ау Ау Аи Ау Ау Аи , , ,
Так как -*-=■—------, то lim —̂  = hm —=- lim — , y r = v -и.

Ах Аи Ах л*-*0 Ах ди-л Дм &*-»о д*
dy dy duили —̂- = —-----
dx du dx

Пример 1.
Найти производную функции у  = sin(3jc—5).
Данную функцию можно представить так: у  = sin и, и -  Здг-5. По­

скольку у'и = cos и = cos(3x — 5), ил —3,  по формуле (11.21) получаем
(sin(3x -  5))' = cos(3.xr - 5 ) 3  = 3 cos(3x -  5).

Пример 2.
Найти производную функции у = (3-2х)5.
Так как у = и ,  и = 3-2х, у'и = 5и4 = 5(3 -  2х)4 , и'х = - 2 ,  

((3 -  2х)5)' = -1 0 (3  -  2х)4 .

то

11.6. Основные формулы дифференцирования
Выведем формулы для производных логарифмической, показа­

тельной, тригонометрических, обратных тригонометрических и гипер­
болических функций. При выводе этих формул будем пользоваться 
определением производной.



Производная логарифмической функции. 
Рассмотрим функцию >> = lo g a х. Поскольку

Ay = log„ (х  + А х ) -  loga х = logfl '  х  + А х ' 1 (л Ах4 = log 1 1 + —
[  х  ) 1 * J

то

*У.
Ах

log < i + ^
X 1° ё а 1 + Дх

Дх Ах
х

Принимая во внимание (10.48), получаем

г  Ay 1 1lim —— = — • log0 е = -------
Ах х  xln а

Следовательно,

/
(log, х) =

1
xln a

В частном случае, когда а = е, получаем

(in 4 = ~ .  
х

(11.22)

(11.23)

Найдем производную функции у  = In | х  . Как уже отмечалось

(см. п. 10.15), эта функция определена при всех х , кроме х  = 0. Прини­
мая во внимание определение модуля действительного числа, данную 
функцию можно записать с помощью двух равенств: у  = In х  при 
х > 0, у  = In (-х ) при х  <  0.

На основании формул (11.21), (11.23) соответственно получаем

/  = — прих > 0, /  =  —!—(-х ) '  =  -  — (-1 )  = — при х < 0. 
х  - х  х х

,  1
Следовательно, у  = — при х Ф и, т.е.

х



Если и = f(x), где f ix )  -  дифференцируемая функция, причем 
f ix )  > 0, то по формулам (11.21) и (11.23)

(Л \ 1 ' Uх(In и) X = — ■ их = —
и и

или

(In/ ( * ) ) =  (11 25)
f i x )

Например, (ln(x2 +1))' = + -̂  = ..
X + 1 X +1

Производная, определяемая формулой (11.25), называется лога­
рифмической производной функции fix ).

П р о и з в о д н а я  п о к а з а т е л ь н о й  ф у н к ц и и .
Дана функция у  -  с?. Логарифмируя это равенство по основа-

/у
нию е, получаем ln ^  = х  In а, откуда по формуле (11.25) —  = 1п а

У
или у  = у  In а .

Следовательно,

{ах)' = а* \па . (11.26)

В частном случае, когда а  =  е, получаем

ie x)' = ex . (11.27)

Если и  =  и{х) -  дифференцируемая функция аргумента х, то по 
формулам (11.21), (11.26), (11.27) соответственно находим

ia u)'x = a u \n a u 'x ; (11.28)



Производные тригонометрических функций.
Производная функции у  = sin х  уже была получена в п. 11.3 

(см. формулу (11.13)). Найдем производные других тригоно­
метрических функций.

Для функции^ = cos х

. Ах . (  Ах  ̂
Ay = cos(x + A x )-c o sx  = -2sin  —  sin x  + ~^~

Ax Ax
A Sin

—  =  -2  2
Ax Ax

r A H sm —
2 ■ f  A x )

sin x + — = -------—— sin x  + —I 2 J Ax I 2 J

т.е.

lim —  = -  lim

. Ax sin —  
2 lim sin

Ду it—>0 Ax Ax—>0
~2

x  +
Ax = — 1 • sin x,

(cos x)' = -s in x .

Применяя формулы (11.13), (11.19), (11.30), находим

/
''s in x ^  (sin x /c o s  x  -  sin x(cos x)' _

(tg x)' =
cosx cos X

cos2x + sin2 x 1
cos2 X cos X

(11.30)

(11.31)

(tg x )f =
cos2 X

Аналогично получаем



(ctg X ) '  — — .
si n X

Производные обратных тригонометрических функций.
_  . . л к
Пусть у  = arcsin х> т.е. х  = sin у , причем ~ — < у <  — ,

2 2

-1 <  х  < 1. Поскольку х у = cos у = д/l  — sin2 у  = s } \ - x 2 , по формуле
(11.20) имеем

, 1 1 
Ух= —  = I ,■» 

VI - X 2

т.е.

(arcsin х)' = . (11.33)
2X

Аналогично находим

(arccos х)' = — , . . (11.34)
■ S T 7

Если у = arctgх, т.е. х  = tg у, то х' = — \ — = 1 + tg2y = 1 + х2,
cos у

, 1 1ух = —  =   f , поэтому
х у 1 + х

(arctg х)' (11.35)
1 + х

Аналогично получаем

(arcctg х)' = ----- 1— . (11.36)
1 + х



Производные гиперболических функций.

Т а к к а к зЬ х = -— - — , (е~х)' = —е~х , (е* )' = е х ,то  
2

X , -X
(shx)' = ------------=  ch х, (shx)' = chx. (11.37)

Аналогично находим

(chx)' = sh x . (11.38)

„  , sh хПоскольку in х -  , то
ch х

, ,  (sh x)'ch x  -  (ch x)'sh x ch2x - s h 2x 1 (th x) =  -----   -
ch x ch x ch x

(th х)' = - ^ - .  (11.39)
ch x

Аналогично получаем

(cthx)' = — (11. 40)  
sh x

11.7. Производные высших порядков

В дальнейшем производную у  = f \ x )  функции у  = f{x)  будем
называть первой производной этой функции.

Второй производной (или производной второго порядка) функ­
ции У = Л Х) называется производная от ее первой производной. Обо­
значения второй производной функции у  =J{x):

" ( t *( \  / t ' t  w r ^  У d f  (х)У = (У ) » / ( * )  = ( / ( * ) ) .  — Т  = — — .
ах ах



f ' ( x )  = l2 x 2 - 6  = 6(2х2 - 1 ) .
Выясним физический смысл второй производной. Пусть закон 

движения точки М  по оси О х  выражается уравнением х  -  f i t ) ,  в мо­
мент времени t точка М  имеет скорость v, а в момент t  + A t -  скорость 
v + Av, т.е. за промежуток времени At скорость изменилась на Av. 
Средним ускорением этого движения за промежуток времени At назы-

Av
вается отношение wco = —  .

A t
Ускорением точки М  в момент времени t называется предел

Av /
указанного отношения при At—>0, т.е. w = hm —  , w = v . . По-

? д/-»о At
скольку v =  f ' ( t ) , то v' =  ( f ' ( t ) ) '  = f * { t ) , т.е. w  = f ( t ) .  Следователь­
но, ускорение прямолинейного движения точки равно второй произ­
водной от пути по времени (точнее, от абсциссы движущейся точки).

Аналогично определяется третья, четвертая производная. Во­
обще, и-й производной функции у  = Д х )  называется производная от ее 
(я-1)-й производной:

У"> = ( / - » ) ' ,  f w (x) = ( f {n~ii(x))'.

Первые три производные обозначаются штрихами, последующие -  
римскими цифрами. Например, если у  = sin х, то y '^ c o s x ,

=  — sin .г , у "  = -  cos х , y r v = s in .r ,  y v = c o s x  и т.д.

З а м е ч а н и е .
Для /7-й производной от функции у  =Дх) употребляется также сле­

дующее обозначение:

d ny _ d 
dx" dx

( jn-i }d у
dxЛ“1

(левая часть читается так: дэ эн игрек по дэ икс эн). В частности, при п = 2 
получаем

d 2y d 
dx2 dx

dy

\ dx j



(читается: дэ два и гр ек  по дэ икс квадрат).

Пример.
Н а й ти  ш естую  производную  ф ункции у  =  х 1 +  х $ +  х 3 -  х  +  cos х . 
П рим еняя правило дифференцирования алгебраической суммы ф унк­

ций, формулы (1 1 .1 4 ), (1 1 .3 0 ) и определение п - й  производной

(п  =  1 , 2 ,  . . . ,  6 ), последовательно получаем —  = 1 х 6 + 5 * 4 +  З х 2 - 1  -  sin х  ,
dx

2 /  5
4 -4 -  = 42л-5 +  2 0 * 3 + 6 ; c - c o s j c ,  — ^  =  2 5 2 0 х 2 -н 120 — sin л :,
dx d x 5

d 6.y
— 4-  = 5 0 4 0 л - c o s х . 
d x 6

11.8. Понятие дифференциала, его геометрический и 
механический смысл
Рассмотрим функцию у  = f[x ), имеющую производную в каж­

дой точке ее области определения.
Дифференциалом  функции у  = f{ x ) называется произведение 

производной этой функции на приращение независимой переменной х:

dy = у'Ах, d f{x) = f \ x ) A x .  (11-41)

Для функции у  = х  получаем dy  = dx, d x  =  х'хА х = 1 • Ах

dx = Ах . (11.42)

Следовательно, дифференциал независимой переменной равен прира­
щению этой переменной.

Из формул (11.41), (11.42) следует, что

dy = y'dx, d f(x )  = f \ x ) d x  , (11.43)

т.е. дифференциал функции равен произведению ее производной на 
дифференциал независимой переменной.

Из формулы (11.43) находим, что

у ' = ^ ~  или f \ x )  = ^ ^ ~ .  (11.44)
dx dx



Это означает, что производная функции равна отношению дифферен­
циала данной функции к дифференциалу ее аргумента; правую часть 
формулы (11.44) можно рассматривать и как частное (раньше это был 
символ для обозначения производной, см. п. 11.2).

Так как по определению у = jim — , то

*У -= у ' + а ,  (11.45)
Ах

где

а  —> 0 при Ах —»0. (11.46)

Умножая обе части равенства (11.45) на Ах, получаем

Ду = у'Ах + аДх (11.47)

или

Ду = dy + аДх. (11.48)

Поскольку
Ду -  dy 

Ах
а  и выпол­

нено условие (11.46), то дифференциал 
функции есть часть приращения данной 
функции, отличающаяся от всего при­
ращения на бесконечно малую величину 
высшего порядка по сравнению с Дх 
(см. п. 10.18). В соответствии с этим 
говорят, что дифференциал функции 
является главной линейной частью ее 
приращения (главной, так как оставшая­
ся часть -  бесконечно малая по сравне­

нию с Дх, линейной, поскольку она линейно выражается через Дх).

Замечание.
Формулу (11.48) можно записать и виде Дy = dy + o(Ax), где символ

о(Дх) означает, что данное слагаемое есть бесконечно малая высшего по­
рядка по сравнению с Дх (см. п. 10.18).

Рис. 11.4



Покажем на примере, чем отличается дифференциал от прира­
щения функции у  = х 2, выражающей площадь квадрата со стороной х  
(рис. 11.4). Когда аргумент получает приращение Дх, функция получа­
ет приращение Ду = (х + Ах)2-  х 2 = х 2 + 2хАх + Ах2-  х 2,
Ду = 2хАх + Дх , состоящее из двух слагаемых: первое из них линейно 
зависит от А х  и является дифференциалом.

Обратимся к графику функции у  = Дх). Пусть М (х, у)  -  произ­
вольная точка его (рис. 11.5), М \ х  + Ах, у + Ау) -  другая точка, коор­
динаты которой равны приращенным значениям х  и у. Построим каса­
тельную к графику в точке М , обозначим буквой Т  точку пересечения 
касательной с прямой, проведенной через точку М '  перпендикулярно 
оси Ох, буквой N  -  точку пересечения указанной прямой с прямой, 
параллельной оси Ох, тогда N M ' = Ду, N T  = tg а  ■ Ах = f \ x ) A x  -  dy .

Следовательно, дифференциал функции равен приращению ор­
динаты касательной к графику данной функции, когда аргумент полу­
чает приращение Дх. Это утверждение выражает геометрический 
смысл дифференциала.

Рис. 11.5

Как видно из рисунка, dy < Ду (рис. 11.5,а) или dy > Ду 
(рис. 11.5, б); если функция равна постоянной, то dy = Ау = 0.

Выясним механический смысл дифференциала. Рассмотрим не­
равномерное прямолинейное движение точки, осуществляющееся по 
закону s —J{t), где s -  длина пути, t -  время. Приращенному моменту 
времени t + A t соответствует приращенное значение пути 
s + As = j{ t + At), откуда A s ~ j{ t  + A t) - f i t ) .  Эта формула выражает 
истинное приращение пути за промежуток времени At.



Вычислим дифференциал пути. Так как s ' =  f ' ( t )  -  v(/) -  ско­
рость в момент t, то ds = s \ t)d t  = f ( t ) d t  =  v(t)d t, ds = v(t)dt.

Следовательно, дифференциал пути равен приращению пути, 
полученному в предположении, что, начиная с данного момента вре­
мени t, точка движется равномерно, сохраняя приобретенную ско­
рость.

Пример.
Дана функция у  = х3-2х + 5. Найти: 1) выражение для дифференциала, 

соответствующее аргументу х  и приращению Ах; 2) dy и Ау при переходе 
от точки Xi = 1 к точке х2 = 1,1.

1) По формуле (11.43) получаем dy = (х 3-  2х + 5)'dx, dy = (Зх2-  2)dx.
2) Так как х  = 1, Ах = 1,1 -  1 = 0,1, dx = 0,1, то dy = (3 -  2) 0,1 =0,1; 

А>' = у(1,1)-у(1) = 4,131 - 4  = 0,131.

Замечание 2.
Дифференциал функции можно определить и по-другому. Если прира­

щение функции у = f[x) в точке х представимо формулой

Ау = Л Ах + о(Ах), (11.49)

где А не зависит от Ах, о(Ах) -  бесконечно малая высшего порядка по 
сравнению с Ах, то слагаемое А Ах называют дифференциалом данной 
функции в данной точке, а функцию у = fix) в этом случае называют диф­
ференцируемой в точке х. Обозначив дифференциал функции у =f(x) через 
dy, по определению получим dy = Л Ах.

Теорема 11.6.

Если приращение функции у  -  f(x )  в точке х  представимо фор­
мулой (11.49), то A  —f  (х).

Д оказательство.

Разделим равенство (11.49) на Ах Ф о, тогда = А +  .
Ах Ах

Переходя к пределу при Ах—>0 и принимая во внимание, что
.. о( Ах) А у ,
lim —-—  = 0 , находим lim —  = Л , /  (х) =  А .  Следователь-Д*->0 Д_£ д*-»о Дд-

но, dy  = А Ах = Д х)А х, dy = f \x )A x ;  получена формула (10.41), с по­
мощью которой ранее определялся дифференциал функции. Поскольку 
Ах = dx, то dy = f(x )d x .



11.9. Применение дифференциала в приближенных 
вычислениях

Теорема 11.7

Бесконечно малое приращение функции эквивалентно диффе­
ренциалу этой функции при всех значениях независимой переменной, 
для которых производная функции конечна и отлична от нуля.

Доказательство.
Поскольку функция у  = f{x)  дифференцируема, для нее спра­

ведлива формула (11.48). Так как у Ф  0 ,  то при Длг̂ О

dy = y 'dx  Ф 0 ,  поэтому, разделив обе части равенства (11.48) на dy , 
Ау  ос

получим —  = 1 + — . Переходя к пределу при Дх—>0 и принимая во 
dy у

Д у
внимание (11.46), получаем lim —  = 1, а это означает, что Ду и dy

А*—>0 d y

эквивалентны при А х —>0.
От формулы (11.48) перейдем к приближенной формуле

Ay ~ dy, Ау = у'Ах, ( 11.50)

т.е. f ( x  + Ах) -  f ( x )  ~ f \ x ) A x  или

f ( x  + Ax)~f (x )  + f'(x)A x. (11.51)

Формула (11.51) позволяет вычислить приближенное значение
функции, соответствующее приращенному значению аргумента, если 
известно ее значение в некоторой точке и значение производной в этой 
точке, когда приращение аргумента является достаточно малым.

Выбирая в качестве f ix )  конкретные функции f i x )  = ’4 х  ,
f { x )  = In х  , f { x )  =  arctg x  и т.д., получаем формулы

пу/ х + Ах = (11.51а)
пЦхп-1

1п(д: + Ах) ~ \ п х  + — ,
Л'



Дх
arctg (х +  Ах) ~ arctg х  н---------=- (1 1 .5 1 b)

и т.д.

Пример.
Вычислить приближенно ^/l,15 .
Пользуемся частным случаем формулы (11.51а), полагая в ней п = 4, 

х = 1, Лх = 0,15:

yfx + Ах = л[х +
Дх

4 * 4 7 ’

Vl + 0 ,1 5 = V T + - ^ i  = l + — = 1,0375. 
4 V ?  4

Дифференциалы применяются также при оценке погрешностей. 
Пусть для данной функции у  = Д х) предельная абсолютная погреш­
ность ее аргумента х  равна о^, т.е.

Ах (11.52)

Найдем предельные погрешности функции у :  абсолютную осу и 
относительную Ьу.

Из формулы (11.50) следует, что Ау Дх поэтому с

учетом (11.52) Лу < у  (Хх . Следовательно, можно принять

а > = а , , тогда

5
У

(In у)' “ *■ (11.53)

11.10.Свойства дифференциала
Дифференциал функции обладает свойствами, аналогичными 

свойствам производной.
1. Дифференциал постоянной величины равен нулю:



Если у  — с, где с — const, то у '  = 0; формула (11.43) принимает 
вид (11.54).

2. Дифференциал алгебраической суммы нескольких дифферен­
цируемых функций равен такой же алгебраической сумме дифферен­
циалов слагаемых

С л е д с т в и е .  Если две дифференцируемые функции отли­
чаются постоянным слагаемым, то их дифференциалы равны

Формула (11.56) следует из формул (11.55) и (11.54).
3. Дифференциал произведения двух дифференцируемых функ­

ций равен произведению первой функции на дифференциал второй 
плюс произведение второй на дифференциал первой, т. е.

Действительно,
d(uv) = (uv)'dx = (uv' + u'v)dx = u(v'dx) + v(udx) =

= udv + vdu; d(uv) = udv + vdu .
С л е д с т в и е .  Постоянный множитель можно выносить 

за знак дифференциала:

d(u  -  v + w) = du -  dv + d w . (11.55)

В самом деле,
d(u -  v + w) = (и — v + w)'dx = u'dx -  v'dx + w'dx = d u - d v  + d w .

d(u + c) = du. (11.56)

d{uv) = udv + vdu. (11.57)

d(cu ) = cdu (c = const). (11.58)

Формула (11.58) следует из формул (11.57) и (11.54).

4. Дифференциал частного — (v^  O) двух дифференцируемых 

функций и  = и(х)  и v  =  v ( a:) определяется формулой

(11.59)



/
/  и Л ( и Л , u v - u v '  v(udx)  -  u(v'dx) _  vdu -  udv 

d  “* — — dx — « dx — 2  2
V V V V vV /  \  I

5. Дифференциал сложной функции (функции от функции) ра­
вен произведению производной данной функции по промежуточному 
аргументу на дифференциал этого промежуточного аргумента.

Если у  = Д х), х  = <р(Г) -  дифференцируемые функции своих ар­
гументов, то производная функции у  = /  (ф (0 ) выражается форму­

лой у ' = у'х • х '. По определению dy — y 'd t.  С учетом предыдущей 

формулы получаем dy  =  y 'd t  = у'х • x 'd t  = у '  (x 'd t ) = y'xd x ,

dy = yxdx (11.60)

Замечание.
Формулы (11.43) и (11.60) имеют один и тот же вид, но между ними 

есть принципиальное различие: в формуле (11.43) dx — А х , поскольку х  -  
независимая переменная; в формуле (11.60), вообще говоря, dx Ф А х , так 
как х  -  функция независимой переменной t.

Из формул (11.43) и (11.60) следует свойство независимости ви­
да дифференциала от выбора независимой переменной: дифференциал 
функции равен произведению производной на дифференциал аргумен­
та, независимо от того, является ли этот аргумент независимой пере­
менной или функцией другой независимой переменной.

Принимая во внимание основные формулы дифферен­
цирования, получаем таблицу для дифференциалов:

I. dxa = o x  a~]dx. II. dax = a 1 In adx.

III. d(\oga x )=  , 
х In а

< и Щ ) = — .
X

IV. d(  sin x) = cosxdx .

V. d  (cos x) = -  sin xdx. VI. j , . dx d (tg x) = — —  .
COS X

VII. d(c tgx)  = — . VIII. d  (arcsin x) =



IX. d  (arccos *) = — - *** .
V l - * 2

X. d  (arctg x) — —dx_ 
1 + x

XI. d(  arcctgjr) = —
1 + X

XII. d(sh x) = ch xdx.

XIII. d (ch jc) = sh xdx. XIV. d ( t h x ) =  ^  . 
c h  jc

XV. d  (cth x) = — .
sh x

XVI. df (u)  = f ' (u)du.

11.11.Дифференциалы высших порядков
Если х  -  независимая переменная и у  = Д х )  -  диф­

ференцируемая функция, то d f ( x )  = f ' ( x ) d x , т.е. дифференциал функ­
ции есть функция, зависящая от двух аргументов х  и dx. Этот диффе­
ренциал будем называть также дифференциалом первого порядка (или 
первым дифференциалом). Считая dx  постоянной, получаем, что 
dfcx)- функция одной переменной. Предположим, что функция 
У=ЛХ) имеет не только первую производную, но и п- 1 последова­
тельных производных в некотором интервале (а, Ь):

/  = / ' « .  у ' У ' 4 ’ = = / ' ”'(*).
Обозначим символом 5 дифференциал в некоторой точке 

х0 е (а,Ь) функции dy —f  (x )d x , зависящей только от х  (т. е. при фик­
сированном dx), тогда

5 (dy) = b \f'(x )d x \  |Л8ЧЧ) = [ /V )d x ] | Ьх = f * ( x Q)dx Sx, (11.61)

где §х -  новое приращение независимой переменной х.
Определение второго дифференциала можно сформулировать 

так: значение дифференциала 5 (dy), т.е. дифференциала от первого 
дифференциала, при 8х = dx  называется вторым дифференциалом

функции у  =  f i x )  в точке х 0 и обозначается d  у  :

d zy = f ' ( x 0)dx2 (dx2 = (dx)2). (11.62)

Отметим, что второй дифференциал независимой переменной х  
равен нулю:



так как при вычислении дифференциалов приращение dx = А х  мы 
считаем постоянным.

Дифференциал и—го порядка d ny  функции у  — f ix )  в точке д:0 
определяется как дифференциал от дифференциала (и— 1)-го порядка 

d n~xy , для которого 5л: = dx:

d ny  =  S ( d " - ' y ) \ ^ -  (11-64)

Докажем по индукции, что

d ny  = y M dx",  п = 1 ,2 ,3 , . . .  (11.65)

Действительно, при п = 1 и я  = 2 эта формула верна. Пусть она 

справедлива для дифференциала порядка п— 1: d n - ' у  = у {" - ' ^ " - \

Для вычисления дифференциала «—го порядка согласно определению 
надо взять дифференциал (обозначим его символом 5) от дифферен­

циала d n~iy :

5 ( d tt~ly) = b ( y{n~l)dxn~l) = (У{п-1)с1хп-1уЬх = y w dxn-lbx

и положить Ьх = dx  : d ny  — 8 ( d n ’у) =  y^n)d x n.
Ъ х~ с1х

Формула (11.65) доказана. Из этой формулы следует, что

у(л> = - ^ Х  (11.66)
У dxn

Замечание.
Формулы (11.65) и (11.66) при п > 1 справедливы тогда и только тогда, 

когда х  является независимой переменной (в отличие от случая п = 1. когда 
они верны и для х  -  x(t), где t -  новая переменная).



Теорема Лагранжа1.

Если функция f(x) непрерывна на отрезке [а, Ь] и дифференци­
руема в интервале (а, Ь), то существует такая точка с е  (а, Ь), что

f { b )  — f  (а) = f ' (c) (b -  а) (а < с < Ь ). (11.67)

Д о к а за т ел ь ст в о .
Через точки А (а, f ( a )) и B (b , f i b )) графика данной функции 

(рис. 11.6) проведем секущую АВ. Угол, образуемый секущей А В  с 
осью Ох, обозначим через ос, тогда

Ъ - а

Рис. 11.6 Рис. 11.7
Будем перемещать эту секущую параллельно исходному поло­

жению до тех пор, пока она не превратится в касательную к графику 
функции у  = Л х )  в некоторой точке С  (с, f c ) ) ,  где а  < с < b  (здесь 
опускается доказательство того факта, что такое предельное положе­
ние существует). Согласно построению и геометрическому смыслу 
производной tg а  =/'(<:). Из двух полученных равенств следует ра­
венство

1 Жозеф Луи Лагранж  (Joseph Louis Lagrange, 1736 -  1813) -  французский математик и 
механик.



= f ( c )  (a < c < b )
b - a

и равенство (11.67), которое и требовалось доказать.
С л е д с т в и е 1  . Если производная функции равна нулю в 

каждой точке некоторого промежутка, то функция есть тождест­
венная постоянная в этом промежутке.

Пусть / ' ( х ) = 0 для всех х  из данного промежутка. Если х 0 и х  -  
две точки этого промежутка, то по доказанной теореме 
Д х )  -  Д х 0) = f ( c ) ( x  -  х0), х 0 < с < х. Поскольку Г  (с)  = О, 

то Д х )  -  Д х 0) = 0, Д х )  = Д х 0) = co n st..
С л е д с т в и е 2 .  Если две функции имеют равные производ­

ные в некотором промежутке, то они отличаются в этом проме­
жутке лишь постоянным слагаемым.

Действительно,если

Л (*) = Л (*)> * G la> b] . то I/i (*) “  f i (*)I = Л (*) "  Л (*) = o.
В силу следствия 1 /J (*) -  / 2 (х) = С, i e  (а, b ) . 

Замечание.
Формула (11.67) называется формулой конечных приращений.

Прежде чем переходить к формулировке следующей теоремы, 
введем одно вспомогательное понятие.

Корнем (или нулем) функции у  = f ix )  называется такое значение 
х =  Хо ее аргумента, при котором функция эта обращается в нуль. Гео­
метрически корень функции означает абсциссу точки, в которой гра­
фик функции пересекает ось Ох  или касается ее.

Теорема Ролля.1

Между двумя различными корнями дифференцируемой функции 
содержится по меньшей мере один корень ее производной.

Доказательство.
Пусть а  и Ъ -  различные корни дифференцируемой функции, 

т.е. J[a) = 0, j [b)  = 0. Из формулы (11.67) получаем f  (c)(b - а )  = 0 
(а < с < Ь).

Так как Ъ -  а  *  0 (корни различны), то f  (с) = 0, где а < с <Ь, 
что и требовалось доказать.

1 Мишель Ролль (Michele Rolle, 1652 — 1719) — французский математик
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Замечание 1.
Теорема имеет простую геометрическую интерпретацию. Между зна­

чениями а и b имеется по меньшей мере одно значение с такое, что в точке 
С{с, j{c)) графика функции касательная к графику параллельна оси Ох 
(рис. 11.7).
Замечание 2.

Теорему можно сформулировать в более общем виде. Если y - f { x )  -  
функция, дифференцируемая на отрезке [я, Ь] и Да) =j\b), то между а и b 
найдется точка с, в которой производная равна нулю, т.е. f  (с) = 0. Дейст­
вительно, случай Да) —j{b) = 0 рассмотрен выше; если Да) Ф 0, то введем 
функцию F(x) = Дх) -  Да), тогда F(x) дифференцируема и F' (*) = /'(*), 
F(a) =j{a) -Д а )  = 0, F{b) =ftb)  -  Да) = 0, т.е. для функции F(x) выпол- 
нены условия теоремы Ролля._______________________________________

Теорема Коши1

Если у  = f ( x )  и у  = (р(х) -  две функции, непрерывные на отрезке 
[а, Ь] и дифференцируемые в интервале (а, Ь), причем (р'(х)^Ю для 
любого ХЕ(а,Ь), то меж ду а  и b найдется такая точка с, что

т - м = Ш ,  (1I-6g)
ф (Ь ) - у ( а )  ф(с)

Замечание.
Знаменатель в левой части равенства (11.68) отличен от нуля (допустив 

противное, т.е. ф(£>) = ф(а), получили бы ф' (с) = 0, что противоречит ус­
ловию), поэтому выражение (11.68) имеет смысл.

Доказательство.
Введем в рассмотрение функцию

F(x)  = f ( x ) -  f ( a )  / ( а )  [<р(л) -ф (а)]. (11.69)
ф(/?)-ф(а)

Эта функция удовлетворяет условиям теоремы Ролля. Она диф­
ференцируема в интервале (а, Ь), так как дифференцируемы в нем 
функции Дх) и ф(х):

1 Огюстен Луи Коши (Augustin Louis Cauchy, 1789 -  1857) -  знаменитый французский 
математик.



F \ x )  =  f \ x ) -  f<?  <p'(x).
(p(b)-(p(a)

F(x) непрерывна на отрезке [a, b], поскольку непрерывны на нем 
функции/(Ос) и (p(jt). На концах отрезка [а, Ь] функция F(x)  обращается 
в нуль, что проверяется непосредственной подстановкой значений 
х  = а , х  = b  в правую часть формулы (11.69).

Следовательно, между а  и b  найдется такая точка с, для которой 
F \c ) = 0, т.е.

Ф (Ь ) -  ф {а)

Разделив это равенство почленно на ф '(с )  Ф 0, получим равенст­
во (11.68).

11.13. Формула Тейлора 1
В п. 11.9 мы видели, что замена приращения функции ее диф­

ференциалом дает возможность получить многие приближенные фор­
мулы (см. (11.51, я, б, в)). Оказывается, эти формулы можно уточнить, 
если применить дифференциалы высших порядков.

Предположим, что функция у  = f ix )  имеет все производные до 
(п + 1 )-го порядка включительно в некотором промежутке, содержа­
щем точку х  = а. Найдем многочлен Р п{х) степени не выше п, такой, 
что

Рп (а) = f ( a ) ,  Р; (а) = f ' ( a) ,  Pn'  (a) = f *  (а) , ...

■ = (11.70)

т.е. в точке х  = а  значения многочлена и функции, а также их соответ­
ствующих производных совпадают. Многочлен Р„(х) будем искать в 
виде

Pnix) = С0 + Сх{ х - а )  + С2( х - а ) 2 + ... + Сп( х - а ) п. (11.71)

1 Брук Тейлор (Brook Taylor, 1685 -  1731) -  английский математик, последователь Нью­
тона.



Коэффициенты этого многочлена определим из условий (11.70), 
для чего предварительно найдем его производные:

Р '  (дг) =  С, + 2С2( х - а )  + ЗС3( х - а ) 2 +. . .  + пСп( х - а ) п~\

P"(jc) = 2С2 + 2- З С3( х - а )  + ... + п (п - 1 )С„ (х -  а )п~2,

Р" (jc) = 2 ■ ЗС3 + .. .  + п(п -  1)(п -  2)Сп ( х - а ) п~ \  К 11.72)

pn(n) ( X)  = п ( п  - 1  )(л -  2 ) ( п  -  3)... 2 -1 С..

ем
Подставляя значениех  -  а ъ  формулы (11.71) и (11.72), получа-

Рп(а) = С0, Р »  = Ср Р »  = 2С2,

/>„>) = 2 ■ ЗС3 />„(">(а) = л(л -1 ) . . .  2С„.

Из равенств (11.70) и (11.73) находим

С0 = / (а ) ,  С, = / ' (а ) ,  С2 

г  / ~ »  г  /<"Ча)Ц-Q — ) 1
1-2-3 1-2-3 ...п

(11.73)

(11-74)

или
= / w (fl) £ = ^

* к!
к \ = \ -2 -3 . . . к ,  f ° ( a )  = f  (а), 0! = 1,1! = 1.

Подставляя эти значения Ск (к — 0, 1, . . . ,  п) в формулу (11.71), 
получаем искомый многочлен:

Р„(х) = + + +...
1! 2!

п\



Обозначим через R„(x) разность между данной функцией 
У ~ Л Х) и многочленом (11.75):Д.х) -  Р п(х) = R n(x), откуда

Rn(x) называется остаточным членом.
Следовательно, при тех значениях х, для которых R n(x) доста­

точно мало, вместо функции у  = f {x)  можно рассматривать ее много­
член (11.75).

Замечание 1.
Очевидно, R„(x) = 0, если функция является многочленом степени п, 

т. е. J{x) = Р„(х) = а0 + ахх + а2х2 + ... + апх". В этом случае многочлен 
(11.75) представляет лишь другую форму данного многочлена. Любой та­
кой многочлен можно разложить по степеням (х — а). Например, много­
член Р2(х) = х2 + 2 х - 5 можно разложить по степеням (х — 3). Для этого 
нужно в правую часть подставить выражение х = [3 + (х -  з)] и раскрыть 
квадратные скобки, оставив круглые:

Читателю предлагается убедиться в том, что это разложение получает- 
ся с помощью формулы (11.75)._____________________________________

Оценим величину остаточного члена R n(x). Запишем его в виде

где Q(x)  -  функция, которую нужно определить. Формула (11.77) при­
нимает вид

f ( x )  = P„(x) + RK{x), (11.76)

или

/ ( * )  = f ( a )  + £ ^ - ( x - a )  + . . . + J ^ - ( x - a T  +R,(x) ,  (11.77) 
1! п\

Р2(х) = [з + {х -  З)} + 2[з + (х -  З ) ] -5 =

= 9 + 6(х -  3) + (х -  З)2 + 6 + 2(х -  3) -  5 = ( х - 3 ) 2 + 8(* -  3) + 10.

(11.78)

f ( x )  = f ( a )  + ~ а) + — -  а )2 + ...



При фиксированных значениях х  и а  функция Q(x)  имеет определен­
ное значение, обозначим его через Q. Введем в рассмотрение вспомо­
гательную функцию переменной t  (a < t  <х):

F(t) = f i x ) -  f i t )  - ~ П 0  ~ f ’it) - . . .

(11.80)

п\ (л + 1)!

где Q имеет значение, определенное формулой (11.79) при фиксиро­
ванных а  их .

Применяя правила дифференцирования алгебраической суммы 
и произведения двух функций, находим производную этой функции:

F'it) = - (* ~ 'Г /<"*"(О + -(— ■ Q. 
п\ п\

Из формулы (11.80) следует, что F(x) = 0, F(a) = 0. Следова­
тельно, к функции F(t) применима теорема Ролля, т.е. существует та­
кое значение ? = ,̂ заключенное между а  и х, что F'(£)  = Q или

-  { Х ~ ® "  / (л+,)©  +  (Х ~ Р ~  2 = 0 ,  откуда в  = / ("+,)©  • Под- 
п\ п\

ставляя это выражение в формулу (11.78), получаем так называемую
форму Лагранжа для остаточного члена:

Rn (*) = {х~ а)П~  / (л+1) ф .  (11.81)
(л + 1)!

Поскольку % заключено между а  и х,  его можно представить в 
виде £ =  а  +  0 ( х  -  а ) , где 0 < 0  < 1, тогда

R A x ) =  ( £ z £ > _ /»*'>(„ + © (* -„ )) .
(л+1)!

Формула



Д х )  = Д а )  + ■£ i p - ( x  -  а ) + ■ о) 2 + -
'• (11.82) 

...+ Г М  ( х _ в ) .  + /  (а  + е ( х - д ) ) ( л _ а ) » 1
л! (я + 1)!

называется формулой Тейлора с остаточным членом в форме Лагран­
жа.

Если а = 0, то формула принимает вид

(11.83)

f ' ( 0) / ' ( 0 )  2
f i x )  = / ( 0 )  +  Ш  х  + ...

. / ' " ’ ( 0 )  .  / ' ” Н( 0 Х )
• • ♦ Т  Л  Т  л  ^

я! (и + 1)!

где 0 < 0  < 1; называется она также формулой Маклорена1.
Формулу (11.82) можно записать в виде

f i x )  =  f i a ) + £ ^ i x - а ) + Y ^ - i x - a ) n + о Ц х - а ) п ) (И  g4)

где о((х -  а)п) -  бесконечно малая порядка выше w-го по сравнению с 
х  -  а; эта форма остаточного члена была указана Пеано2.

Замечание 2.
Если в формулах (11.82) и (11.84) перенести в левые частика) и обо­

значить х -  а = Лх, f ( x )  -  f ia )  -  Д /(а) , то

tf(a)=f'{a)Ax + £ - & A x 2+...+ f{ ̂ а) А х "  + Д х »+>
2! п! (л +1)!

£f(a)= f '(a]Ax + ̂ -  f ' (a )Ах2 + ... + -^ - /(п)(а)Д;сп +о(дх").
2! л!

Если в этих формулах Ах  заменить на dx и принять во внимание фор­
мулы (11.62), (11.65), (11.66), получим соответственно

1 Колин Маклорен (Colin Maclaurin, 1698 -  1746) -  шотландский математик.
2 Дж узеппе Пеано (Giuseppe Реапо, 1858 -  1932) -  итальянский математик.



ДГ (а) = df(a) + 1  d2f(a) + ... + 1  d"f(a) + — 1—  d "*1/ © .
2! n! (« + 1)!

ДГ(а) = £?/(«)+^-^2/(а )+ ...+ -^ " /(а )+ о (А д :п).
2! n\

Следовательно, если предположить, что Ад:—>0, то по этим формулам 
из бесконечно малого приращения функции АДа) можно выделить не 
только его главный член -  первый дифференциал, но и члены более высо­
ких порядков малости, совпадающие (с точностью до факториалов в зна­
менателях) с последовательными дифференциалами
d 2f (a ) ,  d 3f  ( а ) ,  d nf ( a ) .

11.14.Формула Тейлора для некоторых функций
Рассмотрим конкретные разложения по формуле (11.83) некото­

рых важнейших элементарных функций.

Разложение функции/(х) = е х .
Поскольку

f \ x )  =  е х , / ' ( * )  =  / « " ’ (ДО =  е \  / ‘" " W  =  « ' ,

/ (0 )  = 1, / '(0 )  = 1, / ' ( 0 )  = 1, 0) = 1, = ел ,

формула (11.83) для функцииДх) = е* принимает вид

2 я  я+1

е* =1 + £  + ± _  + ... + £ _  + ̂  eQx (0 < © < 1). (11.85)
1! 2! л! (л  +  1)!

Отметим, что при любом х  остаточный член формулы (11.85) 
стремится к нулю при неограниченном возрастании п,  т.е.

хл+|
lim Rn (x) = lim  — евх = 0.

л-*” (л + 1)!



Действительно,.при фиксированном х  величина е@х, где 0 < 0 <  1, ог­
раничена (она меньше е* при л: > 0 и меньше 1 при х  < 0), а

и+1
lim ----

(л + 1)!
- = 0.

Разложение функцииДх) = sin х. 
Так как

f \ x )  = cos х  — sin x + — 
2

f * ( x )  = -sin(jr) = sin x + 2-
к

f m(x) = -  cos x  = sin x + 3-
к

, f w (x) = s m x  = sm f  л 71  ̂x + 4  —
2

f w (x) = sin X +  ■ , / (n+V ) = s i n x  + •
( n  +  1)71

/(0 )  = 0, / ' ( 0) = 1, / '(0 )  = 0, Г (0 )  = -1, / IV(0) = 0, ...,

/ (n)(0 )= s in -y >  f (n+l) (0л) = sin 0.X +

TO

.V3 X5 x 1 x n . ПКsin д: = x  + ------------ h... H sin —  +
3! 5! 7! n\ 2
л+1

•sin ©ДГ +
(n+  1)7U

( 11.86)

Остаточный член



(л +  1)!

формулы (11.86) также стремится к нулю при л-»°°.

Разложение функции/(;с) = cos х.  
Поскольку

f \ x )  = - s i n  х  = c o s
f  к '  

x  +  —
2

. /  ”(x) = -  COS(JC) =  cos

f m(x) = sin л: = cos . / l v ( x )  =  c o s x  =  c o s x + 4 •
71

/ (n>( * )  =  c o s x + ■ , / (л+|)( х )  =  COS X +
(л  +  1)71

/ ( 0 )  = 1, / '(0 )  = 0, / ' ( 0) = -1, /" (0 ) = 0, / IV(0) = 1,

f  *л) (0 )  =  c o s  , / (n+1)(0x) = c o s 0 X  +
(л +  1)71

TO

4  6 лX X X  X Л7С
cosx = 1--------1--------------1- ... H----- cos------h

2! 4! 6! л! 2
/̂1+1 /

(л  +  1)!
-c o s 0 x  + (л  +  1)я

( 1 1 .8 7 )

Каково бы ни было х,  остаточный член формулы (11.87) стре­
мится к нулю при п—

Разложение ф ункции/(х) = ( а  +  х ) п, 
где а  -  действительное число, п -  натуральное число.

Поскольку к-я производная данной функции

f {k)(x) = п(п — 1)...(л — к + 1 )(а + х)л * (к = 1, 2, ..., п )



при х  = 0 принимает значение

/ (*Ч0) = п(п -  1)...(л -  к +1 )ап~к (к = 1, 2, л ) ,

то

(а + х)п = а" + пап~ххЛ
2!

| п ( п - \ ) ( п - 2 )  
3!

„п-Ъ „3 . ,а х  + ...-+

Это равенство называется формулой бинома Ньютона.

11.15. Приближенные формулы
Если в формуле (11.83) отбросить остаточный член, то получит­

ся приближенная формула

заменяющая данную функцию многочленом п -й степени. Качество 
этой формулы оценивается двояко: указываются границы погрешности 
Rn(x) с помощью выражения (11.81) для остаточного члена, либо поря­
док малости этой погрешности при х —>0 R n(x) = oix’'). Для примеров 
обратимся к рассмотренным в п. 11.14 разложениям некоторых функ­
ций по формулам Тейлора.

В случае функции f (x)  = е* получаем приближенную формулу

/ ( х ) * / ( 0 )  + Г (0 ) Л. , П О ) л.2 f ( n ) (  0 )

1— — х \  (11.89)
л!

+ ... + — . 
л!

(11.90)
1! 2! 3!

Поскольку R n(x) = ----------- х п.+], то, например, при х  > 0 по-
(п + 1)!

0Хе П+1

грешность оценивается неравенствами 0 < R„(х) <  хл+|.
(л +  1)!

В частности, при х  = 1 получаем



1! 2! n \ ' (n +  1)!

Если взять n = 8 и произвести вычисления с пятью десятичными 
знаками, то получим £ = 2,71827. Здесь верны первые четыре знака,

так как ошибка не превосходит ^  или 0,00001.

Взяв/(л:) = sin х  и положив в равенстве (11.86) п = 2т, получим 
приближенную формулу

л:3 х 5 c_ n m_1 г2"1*1
sinx = x  + --------... + -— -------------, (11.91)

3! 5! (2т - 1)!

остаточный член которой

sin
f  я ^

Ох+(2т  +1) —
2 2ш + 1

R2m(x) = — - — — — ^ x 2m+l = ( - l ) mcos0jc-
(2m + 1)! (2т  +1)!

t (2m+I\х\
оценивается соотношением |/?,m(x)| <

1 2m 1 (2т  +1)!
Для функции f (x)  = cos х  аналогично получаем (положив в 

формуле (11.87) п -  2т)

х 2 х 4 ;с2т
cosх  ~ I  + -------... + ( - 1 Г ---------• (11.92)

2! 4! (2т)!

Погрешность приближенной формулы (11.92) выражается оста-
X

точным членом R*,m+](x) = ( - l ) '”+i со$0л ------------- и оценивается нера-
(2т + 2)\

2т+2

венством | R2m+l (*)| £
i2m+2

(2т + 2)\

х 2 х 4
Например, для формулы cosx = 1--------1 погрешность

2! 4!

д 5« | - < 1 ^  = — .
6! 720



Глава 12 
ПРАВИЛО ЛОПИТАЛЯ -  БЕРНУЛЛИ. МАКСИМУМЫ 
И МИНИМУМЫ

Эта глава посвящена некоторым приложениям производной. С помощью произ­
водной можно находить многие пределы (раскрывал, соответствующие неопре­
деленности), исследовать функции, строить их графики, решать задачи на оты­
скание наибольших и наименьших значений функций.

12.1. Правило Лопиталя -  Бернулли
При исследовании функций может появиться необходимость 

нахождения предела дроби/(x):cp(jt), числитель и знаменатель которой 
при х —>а стремятся к нулю или бесконечности. Нахождение таких 
пределов называют раскрытием неопределенностей соответствующе­
го вида. Основой его является правило Лопиталя -  Бернулли1, выра­
жаемое следующей теоремой.

Теорема 12.1.

Если функции f(x) и (jо(х) дифференцируемы в окрестности точ­
ки х  = а, обращаются в нуль в этой точке и существует предел от­
ношения f'(x):cp'(x) при х —>а, то существует предел отношения самих 
функций, равный пределу отношения производных:

Ъ т т = ш т  ( Ш )
-г~>а ф(л) ф (х)

Д оказател ь ств о .
Пусть точка х Ф а  принадлежит интервалу, в котором функции 

дифференцируемы. По теореме Коши

/ ( * ) - / ( а )  _  / ' (с )
(рС*) -  ф ( я )  ф '( с )  ’

где с  лежит между х  и а.
По условию f (a)  = ф ( а )  = 0, поэтому

1 Правило сформулировано швейцарским математиком И.Бернулли (1667- 1748). Опуб­
ликовано в первом печатном учебнике анализа бесконечно малых (1696), написанном 
французским математиком ГЛопиталем (1661 -  1704).



/ (* )  = fXc)
ср(дс) ф'(с) '

Если х —ьа, то и с —*а, так как с  заключено между * и а. Перехо­
дя к пределу в последнем равенстве, получаем

г /(•*) v f ' ( c) г f \ x )lim = hm = lim - T — ,
x^ a ф(л) <=-*a ф (с) *-»" ф (x)

откуда и следует формула (12.1).

Пример 1.
sin АхНайти lim

2х -  sin Зх
При х  = 0 числитель и знаменатель обращаются в нуль, имеем неопре- 

0
деленность вида —. Чтобы раскрыть ее, применяем правило Лопиталя- 

Бернулли:

sin 4х 4 cos 4* 4hm--------------   lim ----------------= --------= -4.
*->o 2x -  sin 3x *-»o 2 - 3  cos 3x 2 - 3

Замечание 1.
Теорема верна и в том случае, когда функции/(х) и ф(х) не определены 

в точке х  = а, но lim /С*) = 0, Ит ф(х) = 0 . Действительно, этот случай
х->а х ~>а

можно свести к рассмотренному в теореме, если доопределить функции 
fix) и <р(дг) так, чтобы они были непрерывны в точке х  = а, для чего нужно 
положить / ( а )  = lim f ( x )  = 0 ,  ф(<я) = lim ф(дг) = 0; предел отноше-

х -* а  х -»о

ния/(д):ф(л:) прих-*а  не зависит оттого, определены ли данные функции в 
точке х  -  а.

Замечание 2.
Теорема верна и при а = «=, т.е. когда lim f { x )  = 0, lim ф(х) = 0.

X—>оо X —►

В самом деле, положив х  = 1: z, видим, что z—>0 при х —>«> и 

lim /
г—»0

далее,

V V= 0, lim ф = 0
г\ г—>0



];

Следовательно,

ф(х) *-»- ф (XJ
( 12.2)

если предел в правой части существует.
Замечание 3.

Если f \ a )  = 0, ф'(а) = 0 , функдии f \ x ) , ф'(х) дифференцируемы 
в окрестности точки х = а и существует предел отношения f ”(x): ф^(л) 
при х —> а , то

Другими словами, правило Лопиталя -  Бернулли при выполнении со­
ответствующих условий можно применять несколько раз.

Правило Лопиталя -  Бернулли применимо и при раскрытии не­

определенностей вида —, поскольку ее можно привести к неопреде-

х >̂а ф (X) ф (X)
(12.3)

оо

оо

ленности вида , представив рассматриваемую дробь так:

/ ( * ) _  1 . 1
ф(х) ф(х) / ( * )

Пример 2.
1пх

Найти l im  , где а  > 0.
х а



При х—н-°о числитель и знаменатель неограниченно возрастают, имеем 

неопределенность вида — . Чтобы раскрыть ее, применим правило Лопи-
оо

таля -  Бернулли:

I- Ь х  г 1lim —— = lim * = lim  = 0.
х  х -» + ~  (Хх *->+<■> CLXa

Этот пример показывает, что при неограниченном возрастании х  лога­
рифмическая функция растет медленнее степенной функции.
Пример 3.

*л
Найти lim —  , где п -  натуральное число.ДГ— £Х
Применяя правило Лопиталя -  Бернулли п раз, получаем 

хп ,. пхп~х л (л -  1)хл~2 _lim —  -  lim -------- = lim
ех ех ех

... = lim = о.

Следовательно, при неограниченном возрастании аргумента степенная 
функция растет медленнее показательной функции.

С помощью тождественных преобразований к основному виду
0 оо __-  или — можно свести неопределенности других видов, таких как 
о °°
о  • о о 5 оо — о о } 1“ 5 0 ° ,  ° ° 0 .

Неопределенность вида 0 ■ °°, т.е. произведение /(х)ф(х), где
0 °°

/(*)->0, <p(jc)-»°° при х —>а, приводится к виду — или — по формулам
0 °°

/ ( x ) - (p U )  = / ( x ) : — , / (х)ф(х) = ф (х ): 1
ф(х) ’ f i x ) '

а затем применяется правило Лопиталя -  Бернулли.
Аналогично раскрывается неопределенность вида °о-оо, т.е. на­

ходится предел

lim [/(х) -  ф(х)]Х—*й

при условии, что l im /(x )=  Н тф(х) = С помощью преобра-
х - * а  х - * а

зования



эта неопределенность сводится к неопределенности вида

1

/ ( * ) фМ
о 
о ’

Раскрыть неопределенность вида 1~- это значит найти предел 

при условии, что lim / ( х )  = 1, lim ф(х)=«>. С приме-
х-*а  х —>а х —

ром неопределенности вида 1°° мы уже встречались (п. 10.14).
Раскрыть неопределенности вида 0°, -  это значит найти пре­

дел li m(f (x)Yix) при соответствующем условии:
х - * а

1) lim f ( x ) = 0, lim ф(х) = 0; 2) lim f ( x )  ~ lim ф(х) = 0.
х —)а  х —*а х —* а  х —>а

Неопределенности 1°°, 0°, °°0 раскрываются с помощью способа,
в котором используется тождество ( / ( х ) ) ^  =  е ч>(х)]п/ ( х\

При раскрытии неопределенностей вида 1°°, 0°, со0 данное выра­
жение предварительно логарифмируют и находят предел его логариф­
ма.

Пример 4.
I

Найти lim x ,_JC . и
I

Это неопределенность вида 1”. Обозначим у  = х 1~х и прологарифми-

1п хруем равенство, получим In у  =
1 -  х

Применяя к правой части этого равенства правило Лопиталя -  Бернул­
ли, находим

J_

lim In у = lim -П х = lim = -1 .
дг->1 x ~ * i  1 — х  л-»1 — 1

I
Следовательно, lim In у =  -1, lim y = е~\  Iim x1_t = е"1.

лг—>1 л -» 1  : г - И

12.2. Признаки постоянства, возрастания и убывания 
функции

Рассмотрим функцию у  = с, где с = const, сохраняющую одно и 
то же значение. Принимая во внимание следствие 1 из теоремы Ла­



гранжа и формулу у '  -  0, заключаем, что необходимое и достаточное 
условие постоянства функции выражается равенством

у = 0. (12.4)

Введем определения возрастающей и убывающей функции. 
Функция у  ~f{x)  называется возрастающей в некотором про­

межутке (а, Ь \  если для любых двух значений Xi и х 2, принадлежащих 
этому промежутку, из неравенства

х { < х2 (12.5)

следует неравенство

f ( x l ) < f ( x 2) (12.6)

(рис. 12.1, а).
Функция у = Д х ) называется убывающей в некотором проме­

жутке, если для любых двух значений, принадлежащих этому проме­
жутку, из неравенства (12.5) следует неравенство

/ ( * , ) > / ( * 2) (12.7)

(рис. 12.1, б).
Достаточное условие возрастания (убывания) функции выража­

ется следующей теоремой.

Теорема 12.2.

Если в данном промежутке производная функции положитель­
на, то функция возрастает в этом промежутке; если производная 
отрицательна, то функция убывает в соответствующем промежут­
ке.

Доказательство.
Пусть х г и х 2 принадлежат промежутку, в котором f \ x )  > 0;

будем считать, что Х\ < х 2. По теореме Лагранжа

f ( x 2) - f ( x t ) = f ' ( c ) ( x 2 - x }) f (12.8)



где x t < с < х 2.
Поскольку f \ c )  > 0 , то разности / ( х 2) -  / ( х , ) и (х2 - х ,) од­

ного знака, причем х 2 -  х 1 > О, поэтому / ( х 2) - / ( х , )  > 0. Следова­
тельно, из неравенства Х\ < х г следует неравенство / ( х , )  < / ( х 2) , т.е. 
функция возрастает в промежутке, где /'(•*) > 0 •

Рис. 12.1

Если / '(х )  < 0 для всех х  из данного промежутка, то /'(с )  < 0 • 

Из неравенства (12.8) следует, что / ( х 2) - / ( х , )  < 0 при х 2 -  х, > О, 

т.е. / ( х , )  > / ( х 2) , когда х, < х2 . Это означает, что функция убывает 
в данном промежутке.

Замечание.
Теорема имеет простой геометрический смысл. Если в некотором про­

межутке касательная к графику функции у  = Дх) образует с осью Ох ост­
рый угол a  (tg а  > 0), то функция возрастает в этом промежутке 
(рис. 12.1, а). Если касательная к графику образует с осью Ох тупой угол 
ос (tg а  < 0), функция убывает (рис. 12.1, б).

Пример.
Найти промежутки возрастания и убывания функции

/  (х) = х 3 — 6х2 + 9х — 2.
Находим производную функции и разлагаем на множители соответст­

вующий квадратный трехчлен:
/ '(х )  = Зх2 -1 2 х  + 9 = 3(х2 - 4 х  + 3), f \ x )  = 3 (х -  1>(х —3).

Если х < 1 и х > 3, то / ' ( х ) > 0; функция возрастает в интервалах
(-«>, 1), (3, + оо). Если 1 < х < 3 , то/(х)<0; функция убывает в интервале
(1,3).



12.3. Экстремум функции. Необходимое условие 
экстремума
Рассмотрим функцию у  =f(x),  областью определения которой 

является промежуток (а, Ь).

Р и с . 12.2

Если можно указать такую 6-окрестность точки х ь принадле­
жащую промежутку (а, b ), что для всех x g  О (хх, 5), х  Ф х и выполняет­
ся неравенство

f ( x l) > f ( x ) ,  (12.9)

то у\ = f ( x x) называют максимумом функции у  = f (x)  (рис. 12.2). Мак­
симум1 функции у  =Дх)  обозначим через шах/(х).

Если можно указать такую 5-окрестность точки х 2, принадле­
жащую промежутку (а, Ь), что для всех х е  О (х2, 5), х  Ф х 2, выполняет­
ся неравенство

f ( x 2) < f ( x ) ,  (12.10)

то у 2 =f (x2) называют минимумом функции у  =f (x)  (рис. 12.2). 
Минимум функции у  = f ( x ) обозначим через min/(jc).
Другими словами, максимумом (минимумом) функции у  = f ( x ) 

называют такое ее значение, которое больше (меньше) всех других 
значений, принимаемых в точках, достаточно близких к данной и от­
личных от нее.

1 Латинские слова maximum и minimum означают соответственно «наибольшее» и «наи­
меньшее» (значение).



Отметим, что максимум и минимум функции имеют локальный 
характер (это наибольшее и наименьшее значение функции в доста­
точно малой окрестности соответствующей точки); отдельные мини­
мумы некоторой функции могут оказаться больше максимумов той же 
функции (рис. 12.3).

Максимум и минимум функции называются экстремумом1. Зна­
чение аргумента, при котором достигается экстремум, называется точ­
кой экстремума. Необходимое условие экстремума выражается сле­
дующей теоремой.

Теорема 12.3.

В точке экстремума дифференцируемой функции производная 
ее равна нулю.

Доказательство.
Пусть Xq — точка экстремума дифференцируемой функции 

У =Л Х)- Для определенности предположим, что х 0 -  точка максимума,

у  iL

о  Х \ ЛГ2 *3 х4 х5 X

Рис. 123

тогда при достаточно малых

/ ( * о) > / ( * о +  поэтому f ( x 0 +  Ах) -  f ( x 0 ) <  0 ;

откуда при переходе к пределу получаем

< 0  (Д х>0),

Латинское extremum означает «крайнее» (значение).
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/ ' ( х 0) = lim /_Ц +А *) /О о )  £ 0 (Дс 0)
Д*-*0 A*

Поскольку f '  (x0) является числом, не зависящим от способа 
стремления Лх к нулю, два последних соотношения совместимы лишь 
в том случае, когда

/'(*о ) = 0. (12.11)

Аналогично доказывается теорема и для случая, когда х0-  точка 
минимума функции.

Рис. 12.4

Теорема имеет простой геометрический смысл: касательная к 
графику дифференцируемой функции в соответствующей точке парал­
лельна оси Ох  (рис. 12.2).

Замечание 1.
Если/'(х0) = 0, то отсюда еще не следует, что х0 -  точка экстремума. 

Например, для функции Дх) = х3 /(х ) = Зх2, /'(О) = 0, но х0 = 0 не является 
точкой экстремума, так как Дх) > 0 при х > 0 и Дг) < 0 при х < 0 (неравен­
ство (12.9) здесь не выполняется).
Замечание 2.

Функция может достигать экстремума также в точке, в которой произ­
водная не существует. Например, функция у = - х + 1 не имеет произ­

водной в точке х = - I , но достигает в ней максимума: у  = 0 при х = -1, а
2 3

для всякой другой точки у  < 0 (рис. 12.4, а). Функция у  = —(1 — х 3 )2 не
2

имеет конечной производной в точке х = О, поскольку у'  = (1 -  х 3 )х 3



при х  = 0 обращается в бесконечность, но в этой точке функция имеет ми- 
нимум: ДО) = -1, f jx) > -1 при х  * 0 (рис. 12.4, б ) . ____________________

Точка, в которой производная равна нулю, называется стацио­
нарной. Стационарная точка, а также точка, в которой функция имеет 
бесконечную производную или в которой производная не существует, 
называется критической. Из сказанного следует, что точки экстремума 
следует искать среди критических точек.

12.4. Достаточное условие экстремума
Для формулировки теоремы, выражающей достаточное условие 

экстремума с помощью первой производной, нам понадобится одно 
предварительное понятие.

Говорят, что функция у  =f(x)  меняет знак при переходе через 
точку х  = х0, если /  (х}) /  (х2) < О для любых Х\ и х 2 из некоторой ок­
рестности этой точки, удовлетворяющих неравенствам Х\ < Xq < х2; 
знак меняется с плюса на минус, еслиДхО > 0, а /(х 2) < 0; знак меняет­
ся с минуса на плюс, еслиДхО < 0 ,/(х 2) > 0.

Рис. 12.5

Формулируя теоремы 12.4 и 12.5, будем предполагать, что 
функция у = /(х ) дифференцируема в некоторой окрестности точких0.

Теорема 12.4.

Если в точке х  = хо производная функции у  =f(x) равна нулю и 
меняет знак при переходе через точку, то х0 является точкой экс­
тремума, причем: 1) xq — точка максимума, если знак меняется с плю­
са на минус; 2) х0 -  точка минимума, если знак меняется с минуса на 
плюс.
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Доказательство.
Пусть в точке х 0 производная равна нулю и меняет знак с мину­

са на плюс, т.е. f ' ( x 0) = 0, f  (д:) < 0 при х 0-  е < х < *0, / ' ( * )  > 0 при 
Хо<х<  х0 + е (Е > 0 ), тогда по теореме 12.2 функция f (x)  убывает в 
промежутке (х0 -  е ,' х0)> возрастает в промежутке (.*0, х 0 + е), т.е. 
Лхо) < А Х) Для всех х е  ( х 0- е ,  Хо + е). Это означает, что х0 -  точка ми­
нимума.

Аналогично доказывается первое утверждение теоремы.
Теорема имеет следующий геометрический смысл: если в точке 

К(Хо,  J \x0)) графика дифференцируемой функции касательная парал­
лельна оси Ох, в точках слева от М 0 образует острый угол с осью Ох, в 
точках справа -  тупой, то Xq -  точка максимума (рис. 12.5, б).

Замечание.
Теорема верна и в случае, если х0 -  точка непрерывности функции/(х), 

производная в ней не существует и меняет знак при переходе через эту 
т о ч к у . ________________________________________________________

Достаточное условие экстремума можно выразить также с по­
мощью второй производной.

Теорема 12.5.

Если в точке х = xQ первая производная функции у =f(x) равна 
нулю, а вторая производная отлична от нуля, то xq является точкой 
экстремума, причем: 1) xq — точка минимума, если f * ( x 0) > 0 ; 2) Ло­
точка максимума, есл и /'(  х0)<0.

Доказательство.
По определению второй производной

л , . _ / ' ( * ) - / ' ( *  о)/  (х0) = hm -------------------- ,
X  -  Х0

поэтому

/ ’(■*)
/  (*о)= hm  ’*->*0 х -  XQ

так как/'Схо) = 0.



Если/" (Xq) > 0, то в некоторой £-окрестности точки Хо (см. тео­

рему 10.10) > 0 , т. е. f ( x )  > 0, когда х 0< х <  х 0 + е, f ' ( x )  < 0,

когда лго- 8 < л: < л:о.
Из последних неравенств на основании теоремы 12.2 заключа­

ем, чтоДх) убывает в промежутке (х0-  е, х 0) и возрастает в промежут­
ке (хо, х 0 + е), т.е./(.Хо) <f(x)  для всех х е ( х 0-  е, х 0 + £). Следовательно, 
х 0 -  точка минимума.

Второе утверждение теоремы доказывается аналогично.

Пример 1 .
Найти экстремумы функции fix) = х4-10х2 + 15.
Поскольку/'(х) = 4х3-20д: = 4х(х2-5), то критическими точками (для 

которыхf \ x )  = 0) являются х, = -л/5 , х2 = 0, х3 = -yfs .
Исследуем знак второй производной f \ x )  = 12х2-20 в этих точках: 

/ " ( - V 5) = 12 • 5 -  20 > 0 , Л ' ф )  = 12 • 5 -  20 > 0 ,
/" (0 )  = -2 0  < 0 .

Следовательно, х, = —у/5 и х3 = л/ J  -  точки минимума, х2 = 0 -

точка максимума, причем т т Д х )  -  -JF) = /( V ?) = 25 -  50 + 15 = -10, 
max/(x) =/(0) = 15. Данная функция достигает максимума, равного 15. при

х = 0 и минимума, равного -10, при х  = — -J5 , х  = л[5 .

12.5. Исследование функций с помощью формулы Тейлора
Теорема 12.5 не дает ответа на вопрос о наличии экстремума, 

если первые две производные функции в некоторой точке равны нулю.
Исследование этого случая проводится с помощью следующей 

теоремы.

Теорема 12.6.

Пусть в точке х0 первые п производные равны нулю, а (п + 1)-я  
отлична от нуля и непрерывна в этой точке, тогда: 1) если (п + 1) -  
четное число, то х0 -  точка экстремума, причем точка максимума
при / (л+1)(х0) < 0 и точка минимума при / (л+|)(х0) > 0 ; 2) если
(п + I) — нечетное число, то х0 не является точкой экстремума.



Доказательство.
Так как в соответствии с условием f ' i xo )  = 

= /"  (Ло) = ••• = f M (xо) = 0, то разложение данной функции в окрестно­
сти х 0 по формуле Тейлора принимает вид

/ U )  = /U „ )  +  ̂ ----------------------------------------- (12.12)
(п +1)!

где  ̂лежит между х  и Aq.
Формулу (12.12) перепишем так:

/ ( * )  -  f i x о) = ^ -  JC0)"+I. (12.13)
(П + 1)!

Поскольку/(л + 1’(л:) непрерывна в точке х 0, то найдется такая окрест­
ность этой точки, в которой эта производная сохраняет знак. Будем 
считать, что в формуле (12.13) х  принадлежит этой окрестности. Пред­
положим, что (п + 1) -  четное число, тогда (х -х 0) "+1 > 0. Если 
/ (”+и(хо) < 0, т о / (л +u(jc) < 0 для х, достаточно близких к точке х0, и 
/ (п +1)(^)< 0, поэтому из формулы (12.13) следует, что f ix )  - f ( x 0) < О, 
T.e.f(x0) >Дх),  х 0 -  точка максимума. Аналогично доказывается, что х0 
-  точка минимума, есл и /'”+ и(хо) > 0.

Если (п + 1) -  нечетное число, то выражение (х- ,х:0)л + 1 меняет 
знак при переходе от точки х ] < х 0 к точке х 2 > х 0, поэтому меняет знак 
и правая часть формулы (12.13). Это означает, что дс0 не является точ­
кой экстремума.

Пример 1.
Найти точки экстремума функции

fix) = г - 5 /  + 5х3 + 4.

Первая производная / ' ( х) = 5хл -  20х3 + 15*2 = 5хг{х2 -  Ах + 3) об­
ращается в нуль при х { = 0, х2 = 1, х3 = 3. Вторая производная 
f ' i x )  = 20л;3 -  60л2 + ЗОх в этих точках принимает соответственно зна­
чения / #(0) = 0, /*(1) = -10 < 0, /'(3 ) = 90 > 0 .

Следовательно, х2 = 1 -  точка максимума, х3 = 3 -  точка минимума. 
Чтобы исследовать точку х х = 0, обратимся к третьей производной



f i x )  = 60л2 - 120x +  30 . Поскольку / ' ( 0 )  =  30 *  0 , п + 1=3, то х, =  0 не 
является точкой экстремума.
Пример 2.

Найти точки экстремума функции

Дх) =  х4 + 4*3 +  6 х 2 +  4 х  +  3 .

Первая производная 
f \ x )  = 4х3 + 12х2 + \ 2х + 4 = 4(х3 + Зх2 + Зх + 1) равна нулю в единст­
венной точке jc = - l .  Находим выражения последующих производных и их 
значения в критической точке х = - \ :  f*(x) -  12*2 + 24* +12 ,
/ '( -1 )  = 0 , Г ( х )  = 24* + 24, f ( - 1) = 0, / IV(x) = 24. Поскольку

/ v(-l)  > 0 и « + 1 = 4 (четное число), то х  -  -1 -  точка минимума, причем 
minftx) = /(-1) = 2.

12.6. Направления выпуклости, точки перегиба
График функции у  =f(x)  называется выпуклым вниз (вогнутым 

вверх) в данном промежутке, если он целиком расположен выше каса­
тельной в его произвольной точке (рис. 12.6, а).

Рис. 12.6

График функции у  = f ix )  называется выпуклым вверх (вогнутым 
вниз) в данном промежутке, если он целиком расположен ниже каса­
тельной в его произвольной точке (рис. 12.6, б).



Если вторая производная функции у  = fix ) в данном промеэ/сут- 
ке положительна, то график ее является выпуклым вниз в этом про­
межутке; если f " (х)<0, то график функции является выпуклым вверх 
в соответствующем промежутке.

Доказательство.
Пусть функция у  = f (x)  такова, что/"(.г)>0 для всех х  из проме­

жутка (а, Ь). Фиксируем х0е (а, b ), запишем уравнение касательной в 
этой точке, обозначив текущую координату через Y:

У - П х 0) = / \ х 0Х х - х 0). (12.14)

Разложим данную функцию в окрестности х в по формуле Тей­
лора, приняв п = 2:

У = /(* )  = /U p) + f ' ( x 0)(x -  X Q )  + f  ^  {x -  x0)2, (12.15)

где % лежит между x  и x0.
Из формул (12.14) и (12.15) получаем

у - у (12.16)

Поскольку (х -Xq)2 > 0 и по условию /"(£) > 0, то у  -  Y > 0, или у  > Y.
Последнее неравенство означает, что график функции у  =f(x)  

лежит выше касательной, проведенной в его произвольной точке
M(x, f (x)) ,  где хе  (а, Ь). Следова­
тельно, в промежутке (яг, Ь) гра­
фик функции у  = f ( x ) является 
выпуклым вниз (рис. 12.6, а).

Аналогично доказывается 
второе утверждение теоремы, 
геометрическая иллюстрация ко­
торого дана на рис. 12.6, б.

Точкой перегиба графика 
функции у = f {x)  называется такая 
его точка М 0 (рис. 12.7), в которой 
выпуклость меняется на вогну-



тость (по отношению к одному и тому же направлению: вверх или 
вниз).

Теорема 12.8.

Если в точке х  = Ло вторая производная функции у  = f(x) обра­
щается в нуль и меняет знак при переходе через нее, то Mq(xq, /(xq)) -  
точка перегиба графика этой функции.

Доказательство.
Пусть f \ x о) = 0, f ' ( x )  < 0 при Xq- г  < х  < х 0 (е  > 0) и f \ x )  > 0 

при Jt0 < х  < jc0 + е, тогда по теореме 12.7 график функции является 
выпуклым вверх в промежутке ( x o - t ,  Хо) и выпуклым вниз в проме­
жутке (х0, x Q + г). Следовательно, в точке М 0(х0, /С*о)) выпуклость 
вверх меняется на вогнутость вверх, т.е. Мо -  точка перегиба, что и 
требовалось доказать.

Пример.
Найти интервалы выпуклости и точки перегиба графика функции 

fix) = х^-бх2 + 9х + 1.
Поскольку вторая производная f ' (x)  = 6х -  12 = 6(;с -  2) обращается в 

нуль при jc =  2 и меняет знак при переходе через это значение, то х  =  2 -  
абсцисса точки перегиба; ордината этой точки у - f i 2 )  = 3, т.е. М(2, 3), -  
точка перегиба.

Так как/"(х)<0 при х<2 и f \ x )>0 при х>2, то график функции явля­
ется выпуклым вверх в интервале (-<«, 2) и выпуклым вниз -  в интервале 
(-2, + «).

12.7. Асимптоты
В п. 2.4 рассматривались асимптоты гиперболы. Многие другие 

линии также имеют асимптоты, т.е. прямые, к которым неограниченно 
приближается данная линия, когда ее точка неограниченно удаляется 
от начала координат.

По виду уравнений относительно выбранной декартовой систе­
мы координат различают асимптоты вертикальные (параллельные оси 
Оу) и наклонные (пересекающие ось Оу).

Переходим к определениям и рассмотрению необходимых и 
достаточных условий, при которых график данной функции имеет 
асимптоты.

Прямая х  = а  называется вертикальной асимптотой графика 
функции у  = fix ) ,  если хотя бы одно из предельных значений 

lim f ( x ) ,  lim f ( x )  является бесконечным. Например, прямая
х - > а - 0  .г—>а+0



х  -  2 -  вертикальная асимптота графика функции у  = --------- , так как
х  — 2

г  6  1 - 611Ш ---------  =  —оо, hm --------  =  +00.
*-*2-0 X -  2 дг-»2+0 X — 2

Предположим, что функция у  =f (x)  определена при сколь угод­
но больших (по модулю) значениях аргумента; для определенности 
будем рассматривать положительные значения аргумента.

Прямая

у = кх + Ь (12.17)

называется наклонной асимптотой графика функции у  = /(х ), если эта 
функция представима в виде

f ( x )  = kx + b + a(x) ,  (12.18)

где

lim а(х) = 0. (12.19)
Х—*+<х>

Покажем, что график функции у  = Д х ) имеет при х —»+°о на­
клонную асимптоту (12.17) тогда и только тогда, когда существуют 
два конечных предела

li m ^ ^ -  = k, lim [ f ( x ) - k x ]  = b. (12.20)
л->)°° х  х 11 ”

Пусть график функции у  = f ( x ) имеет асимптоту, определяемую 
уравнением (12.17), тогда справедливы равенства (12.18) и (12.19). 
Следовательно,

lim
х

f { x )  .. kx + b + a ix)
= l im -------------------= lim

x
lim

Д — Н - О О

, b a{x)  к + — h — — =  k ,

lim [ f i x )  ~ k x ] ~  lim [b + a(x)] -  b,
X -  > I 00 x

т. e. существуют предельные значения (12.20). 

И Зак. 444



Обратное также верно. Пусть существуют предельные значения
(12.20). Второе из них означает, что разность [fix) -  кх\ -  b является 
бесконечно малой при х—н-°°. Обозначая эту разность через а(х), по­
лучаем f(x) -  к х -  b = а(*), или f(x) = к х + b + а(х), где а(;с)->0 при 
х~ъ +оо. Следовательно, функция fix) представима в виде (12.18), пря­
мая у  = кх + b является асимптотой графика этой функции.

Пример.
*2 + х

Найти асимптоты графика функции /  (л:) = ---------- .
х  -  1

Прямая х  = 1 является вертикальной асимптотой (рис. 12.8), так как 
lim f ( x )  = °о..
Х —*\

х 2 + х  2 2Поскольку f i x )  = ---------- — х  + 2  и Lim = 0, то
х -  1 х -  1 х — 1

график функции имеет и наклонную асимптоту у  = х + 2.

12.8. Исследование функций и построение их графиков
Под «исследованием функций» понимают изучение ее измене­

ния в зависимости от изменения аргумента. На основании исследова­
ния функции строят ее график, предварительно изображая характер­
ные точки.

Исследование функций и построение их графиков можно про­
водить по следующей схеме.

1. Найти область определения функции, ее точки разрыва.



2. Изучить изменение функции при стремлении аргумента к 
концам промежутков области определения.

3. Найти точки экстремумов, промежутки возрастания и убыва­
ния функции.

4. Вычислить значения экстремумов, построить соответствую­
щие точки.

5. Определить промежутки выпуклости и вогнутости графика, 
найти точки перегиба.

6. Найти точки пересечения графика с координатными осями.
7. Найти асимптоты графика функции.
Порядок исследования иногда целесообразно выбирать, исходя 

из конкретных особенностей данной функции.
Если рассматриваемая функция четная или нечетная, то ее дос­

таточно исследовать при положительных значениях аргумента из об­
ласти ее определения и принять во внимание, что график четной 
функции симметричен относительно оси ординат, график нечетной 
функции симметричен относительно начала координат.

Отметим также, что графики взаимно-обратных функций сим­
метричны относительно прямой, на которой лежит биссектриса перво­
го координатного угла.

Пример.
+ 1

Исследовать функцию f ( x ) = —z  и построить ее график.
х  -  1

1. Функция не определена лишь при .v = -1 и х  = 1 (в точках, в которых 
знаменатель обращается в нуль). Следовательно, область определения со-



стоит из трех интервалов: (-«о, -1), (-1, 1), (1, +°°), два из которых являют­
ся бесконечными.

2. При стремлении аргумента к концам промежутков области опреде­
ления соответственно получаем

х 2 +1 л .. х 2 +1 jc2 +1
lim —------- = 1, lim —-= -и», lim —г =

X  —  1 * -> -1-0 х  _ 1  , — 1+0 х 2

х2 +\  х2 +1 х2 + 1 ,lim —-----= lim —т----- = +оо, lim —z------= 1.
лг-Н-0 -  1 *->1+0 X — 1 X — 1

3. Находим производные данной функции:

- 4* л 4(3*2 +1)

Поскольку f ' ( x )  > 0 при х  < -1 и -1 < х  < 0, то функция возрастает в 
интервалах (-<», -1) и (-1, 0). Так как/ '  (х) < 0 при 0 < х  < 1 и х > 1, то 
функция убывает в интервалах (0, 1) и (1, + °°).

Поскольку / '  (jc0) = 0 при х0 = 0 и f " ( x о) =/"(0)<0, то Xq= 0 -  точка 
максимума.

Других критических точек нет, ибо f ' ( x )  не определена только при х = - 
1 п х  = 1, но в этих точках не определена и сама функция.

4. Вычисляем значение максимума функции

max f { x )  = / ( 0 )  = ■ = -1 .
0-1

5. Поскольку/"(х) > 0 при х  < -1 и д: > 1, то график функции является 
выпуклым вниз в интервалах (-°о, -1) и (1, + °°). Так как f " ( x)  < 0 при 
-1 <х < 1, то график функции будет выпуклым вверх в интервале (-1,1).

Точек перегиба график данной функции не имеет, ибо вторая произ­
водная в нуль нигде не обращается и не определена в тех же точках, в ко­
торых не определена и сама функция.

х 1 +1
6. Г рафик функции не пересекает Ох, так как уравнение —;------ = О

х" — 1
не имеет действительных корней. Если х = 0 (уравнение оси Оу), то у =-1, 
в точке В(0, -1) график пересекает ось Оу.



7. Из пункта 2 следует, что график функции имеет две вертикальные 
асимптоты х = -1 и х  = 1 и горизонтальную асимптоту у  = 1. Последнее

вытекает также из того, что — ------ = 1 + —------  и lim ----------= 0.
а2 -  1 х 2 -  1 л2 -  1

Заметив еще, что fix) > 0 при х  <-1 и х  > 1, f(x) < 0 при -] <х < 1. 
строим график функции (рис. 12.9).

12.9. Задачи на наибольшие и наименьшие значения
Наибольшим значением функции у  = f{x)  на отрезке [а, Ь] назы­

вают такое ее значение, которое больше всех других значений, прини­
маемых функцией на данном отрезке. Чтобы найти наибольшее значе­
ние функции на отрезке, необходимо вычислить значения максимумов 
на этом отрезке и значения функции на концах отрезка, из полученных 
чисел выбрать самое большое. Аналогично определяется и разыскива­
ется наименьшее значение функции.

В математике, физике, химии, технических и других науках, а 
также в повседневной жизни часто встречаются задачи на отыскание 
наибольших и наименьших значений некоторых функций.

Общая схема решения таких задач состоит в следующем. Сна­
чала устанавливается зависимость рассматриваемой величины у  от 
некоторой независимой переменной величины х  (обозначения, разуме­
ется, могут быть другими). Из условия задачи определяется промежу­
ток, в котором может изменяться аргумент функции. Функция у  =f(x)  
исследуется с помощью теории, рассмотренной в предыдущих главах.

Пример 1.
Найти наименьшее значение суммы двух положительных чисел, произ­

ведение которых постоянно и равно а.
Обозначим искомые числа через х  и у. По условию ху = а, где а>0, по-

а _ а
этому у  = —. Сумма этих чисел S = x+>\ S{x) = х + — является функ- 

X х
цией переменной х; в соответствии с условием х>0. Находим производные

функции S ( x ) : S  (х) = 1---- —, 5^(х) = ——. Приравнивая нулю первую
X X

1 а  Лпроизводную, получаем уравнение 1------   = 0 , из которого находим кри-
х “

тические точки х, = —л[а, х2 = s/ci', первое значение не принадлежит 
области изменения аргумента данной функции. Поскольку



> 0, то х  точка минимума, причем

min 5(;с) = s { ja  ) = 24 а  .

Пример 2.
Газовая смесь состоит из окиси азота и кислорода. Найти концентра­

цию кислорода, при которой содержащаяся в смеси окись азота окисляется 
с максимальной скоростью (см. [11]).

В условиях практической необратимости скорость реакции
2NO + 0 2 = 2N02 выражается формулой v = сх2 у, где х  -  концентрация
N0 в любой момент времени; у  -  концентрация 0 2; с -  константа скорости 
реакции, не зависящая от концентрации реагирующих компонентов и зави­
сящая только от температуры (оО).

Выражая концентрации газов в объемных процентах, получаем 
у  =  100 -х,  v  =  сд (̂100 - х)  =  с (  100аг2- г 3). Исследуем функцию v =  v(jc).

Находим ее производные: v'(x) = с(200х — З х 2), v '{x) = с(200-6*).
Приравнивая нулю первую производную, получаем уравнение
с(200д —Зд2) = 0, из которого находим критические точки

х, = 0, х 2 = . Поскольку v#(0) > 0, v‘
У

200
ка минимума, х 2 =  точка максимума.

< 0, то х. = 0 — точ-

200
Таким образом, при х = ——  = 66,7% у  = 100 -  х  — 33,3% или 

при_у:х = 0,5 скорость окисления имеет максимальное значение.



Глава 13 
КРИВИЗНА

В главе рассматривается вопрос об исследовании кривизны линии с помощью 
производных. Кривизна является важной характеристикой линии. Кривизна ли­
нии -  это мера изогнутости данной линии.

13.1. Эквивалентность бесконечно малой дуги и
стягивающей хорды. Дифференциал дуги плоской 
кривой
Пусть на отрезке [а, Ь] задана дифференцируемая функция

У ~ А Х)> графиком которой является дуга А В  (рис. 13.1). Отрезок 
[а, Ь] разобьем на п  частей точками jtb х 2, ..., Этим точкам будут

соответствовать точки М \, М 2, М п j дуги А В , соединим их лома­

ной линией, которую называют ломаной, вписанной в дугу АВ  . Пери­
метр данной ломаной обозначим через s„, т.е.

Длиной дуги линии называется предел периметра вписанной в 
нее ломаной, когда число звеньев M ^\M k  неограниченно возрастает, а 
длина наибольшего из них стремится к нулю.

Обозначив длину дуги через S , получим

п

О  а х х х г х 3 х 4 b х О  а  х  дг+Дх b х

Рис. 13.1 Рис. 13.2



5 = lim = lim V I  M k_tM k Ln-+® X-*-0 « l I* = l

где X -  длина наибольшего звена.
Будем отсчитывать длину дуги от некоторой ее точки, например

А.  Пусть в точке М (х , у )  длина дуги AM  равна s, а в точке 

М'( х  + Ах, у  + Ду) длина дуги A M ' равна 5 + As, где As -  длина дуги

М М '  (рис. 13.2). Из A M N M ' находим длину хорды ММ': 

М М ' = ^ А х 2 + А у2 .

Из геометрических соображений следует, что

М М ' . . .  As ,lim ------- = 1, lim ,---------   = 1, (13.1)
м'-*м М М ' и х 2 + Ду 2

т.е. бесконечно малая дуга линии и стягивающая ее хорда эквивалент­
ны.

Преобразуем формулу, выражающую длину хорды ММ':

М М ' As 
As Ах

f  * \ 2Ау  
х А х ,

Переходя к пределу в этом равенстве, получаем формулу для 
производной функции s  = 5(д:):

dx у \ d x j

из которой находим

ds = -Jdx2 + dy2. (13.2)

Формула (13.2) выражает дифференциал дуги плоской кривой и 
имеет простой геометрический смысл: выражает теорему Пифагора



для бесконечно малого треугольника M T N  (рис. 13.2, ds = МТ,

Ду = М М ' ) .  Дифференциал дуги пространственной кривой определя­
ется формулой

ds = уjd x2 + dy2 +d z2. (13.3)

13.2. Понятие кривизны плоской линии
Рассмотрим плоскую линию, определяемую уравнением у  =j{x). 

Проведем касательную к этой линии в точке М 0(х0, у 0). Обозначим че­
рез а  угол, образованный касательной с осью Ох  (рис. 13.3). Пусть

касательная в точке М образует с осью Ох угол а  + Д а .
Угол Д а  между касательными в указанных точках называют уг­

лом смежности. Можно сказать, что при переходе из точки М 0 в точку 
М данной линии касательная к ней повернулась на угол Д а ,  которому 
будем приписывать соответствующий знак в зависимости от направле­
ния поворота. Величина угла поворота дает некоторое представление о

степени изогнутости линии на дуге М 0М  . Однако сама по себе вели­
чина угла Да еще не может служить мерой этой изогнутости; важно то,

какая доля угла приходится в среднем на единицу длины дуги М 0М  .

Средней кривизной дуги М 0М  данной линии называется абсо­
лютное значение отношения угла смежности Да к длине Дs дуги

М ^ М :



л: = — . (13.4)
*  As

Отметим, что разные дуги одной и той же линии могут иметь 

разную среднюю кривизну (на рис. 13.4 средняя кривизна дуги М 0М

значительно больше, чем дуги А В ). Желая охарактеризовать степень 
изогнутости линии в данной ее точке, вводят понятие кривизны линии 
в этой точке.

Кривизной линии в данной точке М 0 называется предел средней 

кривизны дуги М 0М  при М —> М 0:

К = lim
Д а

, К = lim
Д а

M-*MQAs Дл—>0 As

Найдем кривизну прямой линии и окружности. В любой точке 
прямой касательная к ней совпадает с самой прямой, поэтому Да = О, 
средняя кривизна (и кривизна) равна нулю в любой ее точке.

В случае окружности угол смежности Да равен углу между ее

радиусами О М 0 и О М  (рис. 13.5), длина дуги M M Q выражается фор­
мулой As = RAа, где R  -  радиус данной окружности. Следовательно,.

К = —
р As R R



т.е. к р и ви зн а  о к р уж н о с ти  постоянна  и равна  величине, обратной  ра­
д и у су  э то й  о кр уж н о сти .

13.3. Формула кривизны
В ы в е д е м  ф о р м ул у  для вы ч и сл ен и я  кр и ви зн ы  л и н и и , заданной  

уравнением  у  = f t x \  в ее ф и кси р ован н ой  то ч ке  М 0(х0, >>о)- П р е д п о л о ­
жим , что  ф ун кц и я  у  = j{x )  им еет  первы е  две прои зводн ы е  в точке  х 0-

О бозначим  через s  д л и н у  д у ги  A M  граф ика  д а н н о й  ф ункции , о гр ан и ­
ченной то ч кам и  А(а, Ъ), М {х , у). Д л и н а  д у ги  является ф ункцией  абс ­
циссы  х  к онца  этой  д у ги , т.е. s  = $(*). У г о л  наклона  касательной  к гра ­
фику у  ~ f ix )  является ф ун кц и ей  а б сц и ссы  х  т о ч к и  касания М(х, у), т.е. 
а  = а (х ). Б удем  считать , что  ф ун кц и и  ■?(*) и  а ( х )  диф ф еренцируем ы . 

П реобразуем  п р авую  часть  ф о рм улы  (13 .5). Т а к  как

Д а Д а As Д а .. Д а As  , , а '
  -----: — , l im  = l im  : lim —  = а х : л ' =
As Ах Ах  д 5 дг-»о д *  дг->о д х

Д а а '  
l im ----- = —L ,
Д*-*0 As s i

то ф ормула (13 .5) п р и н и м ае т  в и д

К  =
a v

(13.6)

П о скольку  tg  a  = y'r , a  = a rc tg  y'z , t o

1 + X
12 • (13.7)

Подставляя вы р аж ен и я  (13 .2 ) и (13 .7 ) в равен ство  (13 .6), получаем  и с ­
ком ую  ф о р м ул у  для кр и ви зн ы  л и н и и  у  = / ( х )  в то ч ке  М 0:

К  =
Ух

(l + y ? f  '
(13.8)



О бращ аем  вним ание  на то , ч то  ф о рм ула  (13 .8 ) сод ер ж и т  значе­
ния первой  и в торой  прои зводной  д ан н ой  ф ун кц и и , вы ч и сл ен н ы е  при 
х =х0.

Пример.
Найти кривизну косинусоиды у = cos х в точке М0{0, 1).
Поскольку у '= - s inх, у"--cos*, кривизна косинусоиды в ее произ­

вольной точке определяется формулой

-  cos х\ К = — *---------
(1 + sin2 х)̂ 2

При х = 0 получаем К =----- -——г = 1.
(1 + О у 2

Замечание 1.
Если линия задана параметрическими уравнениями

х = /1(0. у = Л(0. (I3.9)

то

> Уг 0 xi}'i - Х,У,
У Х = £ Т ,  У х =  f3 , (13.10)

поэтому формула (13.8) принимает вид

^  \х У ~ х У \К=  ------------------------------------------------ (13.11)

Замечание 2.
Если линия задана уравнением

Р = Р(Ф) (13.12)

в полярных координатах, то ее параметрические уравнения примут вид

х = Р(ф) cos (р, у — р(ф) sin ф, (13.13)



где роль параметра играет полярный угол <р.
Вычислив величины, входящие в формулу (13.11), получим

_ 2 . /■* /2 р +  2р -  рр

13.4. Окружность кривизны. Центр и радиус кривизны
Радиусом кривизны д ан н ой  л и н и и  в д а н н о й  ее точке  называется 

величина R, обратная кривизне  К  э той  л и н и и  в р а ссм атриваем ой  точке:

П ри н и м ая  во  вним ание  ф о р м улу  (13.8), получаем  следую щ ее  вы раж е­
ние для р ад и уса  кри ви зн ы  л и н и и  у  =J(x) в точке  М (х , у):

ностъю кривизны э той  л и н и и  в точке  М.
О чевидно , в д ан н ой  точке  М  кри ви зн а  кр и во й  и  криви зна  о к ­

р уж но сти  кри ви зн ы  равны  м е ж д у  собой .
В ы в е д е м  ф о рм улы  для коорд и н ат  центра  кри ви зн ы , обозначив

их через а  и  (3.
У р а в н е н и е  н орм али  к л и н и и  у  = f(x )  в точке  М (х ,у )  имеет вид

Л = —  
К

(13 .15)

М

Н а  норм али  к  кривой  в

Рис. 13.6

точке  М  о тло ж и м  отрезок 
М С  = R  в с то р о н у  во гн уто сти  
кр и во й  (ри с  13.6). Т о ч к а  С  
назы вается  центром кривизны 
д ан н ой  л и н и и  в точке  М. О к ­
р уж н о сть  ради уса  R  с ц ентром  
в точке  С  называется окруж-



где X, Y  -  т е кущ и е  координаты  то ч к и  норм али ; х , у -  к о о р д и н а ты  то ч ­
ки  М.

П о с к о л ь к у  точка  С ( а ,  (3) л еж и т  на норм али , ее координаты  
удовлетворяю т  у р авн ен и ю  (13 .17)

Р  -  У = - Л ( «  -  *)• ( 1 3 1 8 >у

Т о ч ка  С ( а ,  (3) удалена  о т  точки  М  на р а сстояние , равное р ад и усу  кри­

визны  R, п о этом у

( а - х ) 2 + ф - у ) 2 = RZ. (13.19)

И з  уравн ен и й  (13 .18 ) и  (13 .19 ) н а хо д и м

( а - х ) г +-4т(а - * )2 = (а ~ х)2 = Т̂ ~~п R1'
У 1 + У

у
о ткуд а  а  = х ± . ■■ - - R , п о это м у

Р = I 1 -R-

П о д стави в  в эти  ф о рм улы  равенство  (13 .16), п о л уч и м

. УО + У 2) г) _ 1  + У 2
“ = * “  й  ’ р = > ,+ т г

Д ля  реш ения  вопроса  о то м , какие  зн аки  н уж н о  взять в послед­
н и х  ф орм улах , н е о б хо д и м о  р а ссм о тр е ть  о тдельн о  сл учаи , ко гда  у " >  О 
и у " <  0. Е сл и  у " >  0, то  в с о о тв е т с тв ую щ е й  то ч ке  кривая вогнута 
вверх. Следовательно , (3 > у  и н е о б хо д и м о  взять н и ж н и е  знаки , т.е. 
координаты  центра  кр и ви зн ы  определяю тся  ф о р м ул ам и

a=x_i^l±z!l? p = j, + !±2LL (13.20)



Эти формулы остаются справедливыми и в случае у " < 0 \  читателю 
предлагается убедиться в этом самостоятельно.

Если кривая задана параметрическими уравнениями (13.9), 
формулы (13.20) с учетом равенств (13.10) примут вид

Р ->  + ̂ £ .  03.21)ху - ху ху -  X у

М ножество всех центров кривизны данной линии называется ее 
эволютой. По отношению к своей эволюте исходная линия называется 
эвольвентой (или разверткой) .

Если линия задана у р а в н е н и е м =J{x), уравнения (13.20) можно 
рассматривать как параметрические уравнения ее эволюты (с парамет­
ром jc).

В случае параметрического задания кривой уравнения (13.21) 
являются параметрическими уравнениями эволюты (входящие в пра­
вые части этих уравнений величины зависят от параметра /).

13.5. Переменная векторная величина.
Вектор-функция скалярного аргумента
Рассмотрим точку М(х, у ,  z), движущуюся по некоторой линии у

в пространстве (рис. 13.7). Радиус-вектор г =  О М  точки М  будет 
иметь определенное направление и длину в фиксированный момент 
времени t. С течением времени направление и длина вектора

О М  будут изменяться1.

Таким образом, здесь имеем дело с переменным вектором О М  
или с переменной векторной величиной

г = г(0 , (13.22)

зависящей от времени /. Равенство (13.22) называется векторным 
уравнением движения точки М.

Координаты переменного вектора О М  = г(Г) = {x(t)y y{t), z{t)} 
являются также переменными величинами (скалярными), зависящими 
от времени V.

1 Направление не меняется, когда у есть луч, исходящий из начала координат. Когда 
линия лежит на поверхности шара, длина не меняется. Но для двух различных значений 

h  и в  этих случаях векторы r(/i), г(/2) будут различными.



/  N

Рис. 13.7 Рис. 13.8

x = x{t),y = y(t),z = z{t). (13.23)

Уравнения (13.23) являются параметрическими уравнениями рассмат­
риваемой линии у.

Переменная векторная величина и называется вектор-функцией 
( и л и  векторной функцией) скалярного аргумента t, если каждому зна­
чению t0e Т, где Т - некоторый интервал, соответствует определенный 
вектор и(£0); в этом случае пишут

и = и(0. (13.24)

Если и = и(0, то и проекции и„ иу, и, переменного вектора и на 
оси декартовой системы координат будут (скалярными) функциями 
аргумента t:

11 х ~ их(0, и у = и ДО. м. =.иД0- (13.25)

Пример вектор-функции скалярного аргумента дает рассмот­
ренный выше случай радиуса-вектора г = г(0 точки, движущейся по 
некоторой линии в пространстве.

Годографом переменной векторной величины называется гео­
метрическое место концов всех ее отдельных значений при условии, 
что все они отложены из одной точки. Годографом постоянного векто­
ра является точка (конец вектора). Г одограф вектор-функции и = и (t) 
представляет собой некоторую линию. Если вектор и = и(0 сохраняет



постоянную длину, то ее годограф -  линия, лежащая на сфере. Годо­

графом радиуса-вектора г  =  ОМ движущейся точки М  является тра­
ектория этой точки.

Введем понятия предела и непрерывности для вектор-функции. 
Пусть а -  постоянный вектор и г = г(7) -  вектор-функция, определен­
ная в некотором интервале, содержащем точку t0.

Вектор а называется пределом вектор-функции г = г(0 при /—>/0>

если для любого е > 0  существует такое 5 = 5(e) > 0, что г ( 0  — а с е

для всех t, удовлетворяющих неравенству / - 10 

(рис. 13.8). Обозначения предела вектор-функции:

с  8 , t Ф

lim г(/) -  а; (13.26)

г(0 -»  а при /—»/0. (13.27)

Очевидно, равенство (13.26) эквивалентно равенству

lim
I-*Iq

Г (О -  а = 0 . (13.28)

Если r (0  = {x(t), y{t), z{t)} и а  =  (аи а2, аг), то равенство (13.26) 
выполняется тогда и только тогда, когда

lim х (0  = а , , lim y{t) = а2, lim z(t) = а 3. (13.29)
/ — t —+f Q / —►/q

Действительно, так как

r ( 0  -  a | = iIWO ~ a\f + LKO ~ a2f  + [z( t) - a3]2 , (13.30)

TO

r ( f ) - a | > | x ( 0 - a i

Из последнего соотношения следует, что условие

г ( /)  — а  | —> 0  при t—>to влечет за собой условие лс(^) — ах —» О



при t—>t$, т.е. первое из равенств (13.29). Аналогично доказываю тся 
два других равенства (13.29). Обратно, если выполнены равенства

(13.29), то из (13.30) получаем, что г ( / )  -  а  —> 0 при t-*to, т.е. 

lim  г ( 0  =  а .

Если lim  г ( /)  =  а , то lim  г ( 0 а ; это следует из неравен­

ства а < г  -  а и формулы (13.28).

Если вектор-функции г ,( / )  и г2 (Г) определены в некоторой 

окрестности точки t0, сущ ествуют пределы

lim г, ( 0  = a, lim r2(/) = b (13.31)

скалярная функция fit) имеет предел при то сущ ествуют также 
пределы

lim [r , ( 0  + г2 (0 ] -  а +  Ь; (13.32)

lim /(/)г, (0 = lim / ( 0  lim г, (/); (13.33)
t—>f0 f-+10

lim r ,( / ) r 2(0  = ab ; (13.34)t-*t0

lim[r, ( 0 , r , ( 0 ]  = [a ,b ]. (13.35)

Э т и  сво й ств а  пределов в е к то р -ф ун кц и й , в ч а с тн о сти , м о ж н о  до­
казать  с  п о м о щ ь ю  ф о рм ул  (13.29) и с о о т в е т с т в у ю щ и х  св о й ств  скаляр­
н ы х  ф ун кц и й , е сли  п ерейти  о т  в е к т о р н ы х  с о о т н о ш е н и й  к координат­

н ы м . Н ап р и м ер , е сли  r i ( 0  =  {*)(0>  .Vi(0> z i ( 0 b

r 2 ( 0  = {*2 ( 0 .  Ж О ,  ^ ( О Ь  а  =  (а{,а2,аг),  b  = {Ьх,Ъ2,Ъъ) , то

r ,( 0 r 2( 0  = х ,(0 * 2 ( 0  + yx{t)y2(t) + z ,( r )z 2(/),



Вектор-функция r = г (Г), определенная в точке лс0 и некоторой ее 
окрестности, называется непрерывной в этой точке если

lim r(f)  =  r(f0). (13.37)l-*'0

Из эквивалентности условий (13.26) и (13.28) следует, что век­
тор-функция г ( 0  =  {х(Г), у(Т), z(t)} непрерывна в точке t0 тогда и только 
тогда, когда непрерывны в ней функции x(t), y(f), z{t).

13.6. Дифференцирование вектор-функций
Рассмотрим вектор-функцию u  = u(v) скалярного аргумента v. 

Зафиксируем значение аргумента v, найдем соответствующее значение 
u(v). Придадим аргументу приращение Av и найдем новое значение 
вектор-функции u(v + Av), а также ее приращение Ди = u(v  +  Av)—  
u(v). Составим соотношение

Au _  u(v +  Av) -  u(v) (13 38)
Av Av

и перейдем к пределу при Av— >0 (разумеется, не для всякой вектор- 
функции и = u(v) и не для лю бого значения v такой предел существу­
ет).

Предел отношения приращения вектор-функции к приращению 
аргумента, когда последнее стремится к нулю, называется производной 
вектор-функции u  = u(v) в точке v. Производная вектор-функции обо­
значается одним из символов

'/  \ du и , u  (v), — .av

Итак, по определению

u(v + A v ) -u (v )
u  (v) =  lim -------------------------. (13.ЗУ)

Ду-»0 Ду



Выясним геометрический смысл производной u ,(v )^ : 0. Обра­
тимся к годографу вектор-функции

(рис. 13.9). Е сл и  u ( v )  =  О М ,

u(v  + Av) = ON , то A u =  M N -  

Отношение A u/A v есть вектор,

имеющий направление вектора M N ,  
если Av > 0 , или противоположное 
ему направление, если Av < 0 (на 
рис. 13.9 изображен случай A v > 0 ).

Вектор М Р  = A u / A v  направлен по

секущей к годографу. Если Av—>0, то

N-+M, поэтому предельное положение вектора МР направлено по 
касательной MQ к годографу в точке М, а это предельное положение и 
является производной u'(v). Следовательно, производная вектор- 
функции в данной точке есть вектор, направленный по касательной к 
годографу данной вектор-функции в соответствующей точке.

Отметим, что при другом значении v получим новое значение 
u'(v), т.е. производная вектор-функции также является вектор-функци­
ей. Вектор-функция, имеющая производную, называется дифференци­
руемой.

Дифференциалом вектор-функции u = u(v) называется произве­
дение ее производной на дифференциал аргумента

du = u'(v)dv, (13.40)

где dv = Av.
Из формулы (13.40) следует, что

u '(v) = -^ - .  (13.41)av

Правая часть последнего равенства представляет собой отношение 
двух дифференциалов.

Необходимым и достаточным условием существования произ­
водной вектор-функции



в некоторой точке является дифференцируемость функций x(v), y(v), 
Z(v) в этой точке, причем в данном случае

u '(v ) = {jc'(v), / ( v ) ,  z'(v)}. (13.43)

Это утверждение следует из эквивалентности двух подходов (13.26) и 
(13.28) к определению предела вектор-функции

u(v + Av) -  u(v) _
Av

_  J x(v + Av) — x(v) y(v +  Av) -  y(v) z(v +  Av) -  z(v)1 
“  { Av ’ Av ’ Av J ’

Правила дифференцирования вектор-функции аналогичны пра­
вилам обычного дифференциального исчисления. Если Uj = u,(v), 
u2 = U2(v) -  дифференцируемые вектор-функции скалярного аргумента 
v; с -  постоянный вектор; /(v )  -  дифференцируемая скалярная функ­
ция; к -  постоянная скалярная величина; w -  скалярный аргумент, свя­
занный с v формулой w = w(v), где w(v) -  дифференцируемая функция, 
то правила дифференцирования выражаются следующими формулами: 

dc



ofa, duy dw
6 )  =  .dv dw dv
Докажем, например, формулу для дифференцирования скаляр­

ного произведения двух вектор-функций, т.е. формулу 4).
Пусть

u ,(v ) = {x,(v), y ,(v), z,(v)}, u 2(v) = {x2(y)t y2(v), z 2 (v)},

тогда

u , (v)u 2 (v) = x, (v)x2 (v) + y, (v)y2 (v) + z, (v)z2 ( v ) . 

Следовательно,

^(Ц|Ц2) _  
dv

= x[(v)x2(v) + x ,(v )x '(v ) + y[(v)y2(v) +

+ y ^ y W  + z[(y)z2(v) + z ,(v )z2(v) =

=  № 2  +  У \ У 2 +  Z IZ 2 )  +  0 ] * 2  +  У 1У 2 +  h z ' l )  =  U 2 +  U 1dv dv

С помощью этой формулы легко доказывается следующая лем­
ма.

Л е м м а .  Если модуль вектор-функции u = u(v) сохраняет 
постоянное значение, то производная u ' =  u '(v ) перпендикулярна ей, 
короче, если u(v) = const, то u'_Lu.

2  ̂ i f 7Действительно, u u  =  u  = u = к, u u  =  к, где к - постоянная.

Дифференцируя, получаем u ’u + u u ' = 0, 2 u 'u  = 0, u'_Lu.
Пусть

г = r(/), г(0 = x{t) i + y(t) j  + z(O k (13.44)

-  векторное уравнение движения точки М  в пространстве. Прираще­

нию At времени t соответствует приращение Д г =  М0М  вектор-

функции г  = г(/). Отношение Дг/Д/  называется вектором средней 
скорости, этот вектор направлен по прямой MqM. Предел указанного 
отношения при At—>0 называется вектором скорости в момент to (или



// ч d r
v =  r ( f )  =  — .

d t

С ледовательно , вектор  м гн о вен н о й  ско р о сти  д ви ж ущ ей ся  точки  
направлен по  касательной  к ее траектории . В е к то р  r'(t) характеризует 
направление и б ы с тр о ту  движ ения  точки . В  сам о м  деле, полагая для 
определенности  At > О, получаем

',*ч I ,• I r(t + At) ~ r(t) Iг (г) = l i m ------------------ - .
1 Д/—>0 Д^

П о с к о л ь к у  | г(г + At) -  г  (г) | вы раж ает д л и н у  хо р д ы  M qM, с тя ги ­

ваю щ ей д у гу  М 0М  траектории  точки , а ука зан н ы е  хорда  и д у га  э кв и ­

валентны  (см . равенство  (13.1)), то

г ' ( 0

т.е. длина вектора  ско р о сти  есть  предел о тн ош ен и я  п ути , пройденно го  
за пром еж уток  врем ени  At к  длине  э то го  пром еж утка . Н аправление  
вектора г'(0 определяет направление д ви ж ения  то ч ки  М.

П р и н и м ая  во  вни м ан и е  равенство  (13.1), н а ход и м

As 

I Аг]
Аг

—  ̂1)
dr

= lim
Аг

A s ds Д5-*0 As
= 1, \d r  = \ds\ (13.46)

Следовательно , е сли  для в е кто р -ф ун кц и и  г = г(?) в качестве па ­
раметра t  вы брать  д л и н у  д у ги  s, о т сч и ты ваем о й  о т  некоторой  точки  
М 0, то  производная  в е кто р -ф ун кц и и  б уд ет  равна  е д и н и ч н о м у  вектору, 
направленному по  касательной . О б о зн ачи в  э то т  вектор  через т, п ол у ­
чим

dr 1 1 1  

* =т> | т | = 1 '



Отметим, что из равенства j <ir j =  ds j следует выражение для 

дифференциала длины дуги в декартовых координатах:

ds  = I dr  I -  I d(x i  +  yj + zk) I = dxi +  dyJ +  dzk  L

ds =  yjdx2 + dy2 + dz2, ds = ^x2 + y' 2 + z'2dt. (13.48)

Второй производной вектор-функции u  = u(v) называется про­
изводная от ее производной ti'(v):

и »  = [ и » ] ' .  (13.49)

Для функции (13.42) имеем

u'Cv) =  (x '(v ), / ( v ) ,  z'(v)}, (13.50)

если существуют вторые производные функций x(v), y(v), z(v). Анало­
гично определяются производные более высокого порядка для вектор- 
функции и = u(v).

13.7. Кривизна пространственной линии
Рассмотрим пространственную линию  у (рис. 13.10, а), задан­

ную векторно-параметрическим уравнением

r  =  r(f), r(t) = x(t)i +y(t)j+z(t)k. (13.51)

Фиксируем значение параметра t, ему соответствует некоторая 
точка М  кривой у. Проведем касательную к линии у в точке М. Если s 
- длина дуги, то единичный вектор касательной X определяется фор­
мулой (13.47). Придав аргументу t приращение At, получим точку N
линии у и соответствующий единичный вектор касательной X + Ах. 
Степень изогнутости кривой можно характеризовать скоростью пово­
рота вектора X.

Кривизной линии у в точке М  называется модуль производной 
вектор-функции X = X(s) в данной точке, т.е.



dx

ds

В

6

Рис. 13.10

Это определение кривизны равносильно определению, данному 
для плоской линии в п. 13.2. Действительно, из рис. 13.10, б получаем

к =

„  . Д а
dr = lim

Ai—>0
Дт

= lim
As—»0

BC
= lim

Ai—>0

2  sin —  
2 = lim

&s-> 0
Д а

ds As As As As

к = lim 
д?—>о

Д а
As

последнее равенство совпадает с равенством (13.5).

Выведем формулу для вычисления кривизны. Так как т  =  1 и

dxfdsl-Т (согласно лемме п. 13.6), то угол между векторами t's и т 

равен 90°, поэтому

к =
dr
ds

dx
ds sm

dx 
T’ ~dsJ

dt
ds (13.53)



т =
dr _ dr dt 
ds dt ds x =

Дифференцируя еще раз, находим

ch_
ds

dx _ dx dt _ t '  
ds dt ds s'

I n t rt t ■»r  s - s r 1

A

dx
ds

r”s' -  s V
(13.55)

Подставляя выражения (13.54) и (13.55) в равенство (13.53), получаем 
формулу для кривизны пространственной линии:

dx
" ж ’ т

г , г
/3

или

к =
| [*•”. г '] |

(13.56)

так как г' — s' (что следует из равенства dr = ds ).

Кривизну линии можно выразить в координатах. Поскольку
r(o = «o, т ,  т }, rxo = {*«, y \t), г щ , г"(о=мо, у 'ш
z’Xt)), на основании формулы (5.76)

<■’} =
j к

9 ft ЯУ
(13.57)

Следовательно,



J ( y V  - y "z f  + ( * V  -  x"z'f + ( * ' / ' -  х’УУ к ----------------------------------------------------  . ( 1 3 . 5o)
(x ' 2 + / 2 +z'2Y 2

Отметим, что формула (13.11) является частным случаем фор­
мулы (13.58), ибо в этом случае z{t) = 0 (линия лежит в плоскости 
Оху).

П р и м е р .
Найти кривизну винтовой линии r(/)  = {a cos /, a sin t, bt}.

Поскольку х' — -a sin t, у' = a cos t, z' = b, x"=~a cos t, у " = -a sin t, 
?' = 0 , то

M  =

i j  k
-  a sin t a cos t b
- a cos t -  a sin / 0

I [r', r"] = yja2b2 + a4 = a4 a2 + b2, r' = si a2 + b

к = a
a2 +b2



Глава 14 
ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ

В курсе математики средней школы рассматривались точные методы решения 
некоторых классов уравнений.
Существуют точные методы решения алгебраических уравнений третьей и чет- 
вертой степени. Формулы, выражающие корни этих уравнений через их коэф­
фициенты, являются довольно громоздкими, поэтому ими редко пользуются. 
Что касается алгебраических уравнений степени п (п £  5), то в общем случае для 
них нет таких формул; эти уравнения в радикалах не решаются.
При применении точных методов полученными результатами во многих случаях

можно воспользоваться лишь приближенно, например, результатом x = -j5 
и т.п. По указанным причинам широко пользуются приближенными методами 
решения уравнений. Важнейшие из этих методов будут рассмотрены в данной 
главе.

14.1. Графическое решение уравнений. Отделение корней 
уравнений
Всякое уравнение с одним неизвестным может быть записано в

виде

fix) = 0, (14.1)

где fix) - некоторая функция переменной х.
Корнем уравнения (14.1) называется такое значение х = X, при 

котором левая часть уравнения обращ ается в нуль, T.e.fiX) = 0. Корень 
уравнения (14.1) геометрически представляет собой абсциссу точки 
пересечения графика функции y=fix) с осью Ох (рис. 14.1, а), точки 
касания этого графика с той же осью (рис. 14.1, б) или другой общей 
точки графика и оси Ох (рис. 14.1, в).

Рис. 14.1

Из геометрической интерпретации корня следует графический 
способ решения уравнения с одним неизвестным: чтобы реш ить урав­
нение (14.1), необходимо построить график функции y=fix) и найти



абсциссы точек пересечения графика с осью Ох (у = 0). Например, 
уравнение 2х~3 = 0 имеет корень х= 1,5; уравнение х2- 4х + 3 = 0 -  два 
корня: *! = 1, лг2 = 3; уравнение х3-х2-2х = 0 -  три корня: х, = - 1, 
х2 - 0, * 3 = 2; уравнение х4- 5х2 + 4 = 0 -  четыре корня: хх = -2 , х2=-\,
Xj = 1, л*4 = 2 .

Отделить корень уравнения (14.1) -  это значит найти такой ко­
нечный промежуток, внутри которого имеется корень данного уравне­
ния, причем корень является единственным в этом промежутке.

Для отделения корней уравнения (14.1) применяют следующий 
критерий: если на отрезке [а, Ь] ф ун кц ия^*) непрерывна и монотонна, 
а ее значения на концах отрезка имеют разные знаки, то на рассматри­
ваемом отрезке имеется единственный корень этого уравнения. Доста­
точным признаком монотонности функции f(x) на отрезке является 
сохранение знака ее первой производной (есл и /С ?) > 0 , функция воз­
растает на отрезке, есл и /С х ) < 0 , функция убывает).

Отделение корней уравнения (14.1) можно выполнить графиче­
ски, если удается построить график функции y =f{x), по которому 
можно судить о том, в каких промежутках находятся точки пересече­
ния его с осью Ох.

В некоторых случаях уравнение (14.1) целесообразно предста­
вить в эквивалентном виде

У; (х) = / , ( * )  (14.2)

с таким расчетом, чтобы графики функций у =/{х), у =f2{x) строились 
проще. Корень уравнения (14.2) геометрически представляет абсциссу 
точки пересечения графиков у  =f\(x) uy=f2(x).

Таким способом легко, например, отделить корень уравнения 
х* +рх + q = 0. Это будет абсцисса точки пересечения прямой у = -рх ~ q 
и линии y = xi. Аналогично отделяются корни уравнения 
дг3 + ах2 + Ьх + с  = 0 .

Пример.
Отделить корни уравнения х3 + 6.x-5 = 0.
Поскольку f\x) = Ъх2 + 6 > 0 для всех х, функция возрастает на любом 

промежутке. При отрицательных х, очевидно, функция принимает отрица­
тельные значения; при достаточно больших положительных х, например 
при х>1, - положительные значения (/(0) < 0, 1) > 0). Следовательно,
уравнение имеет единственный действительный корень на отрезке [0 , 1].



Замечание 1.
Можно указать отрезок меньшей длины, на котором находится корень.

а + b
Для этого введем в рассмотрение величину с —---------, т.е. середину от­

резка [а, Ь], в данном случае с = . Так как / =  -V  +  - - 5  < 0 ,а

Д 1) > 0, то корень лежит в интервале (0,5; 1). Этот процесс можно продол­
жить: поскольку Д0.75) < 0, а / ( 1 ) > 0 ,  корень принадлежит интервалу 
(0,75; 1).

Замечание 2.
Корень данного уравнения можно отделить и графически. Придадим 

уравнению вид х3 = -6х + 5, т.е. вид (14.2). Рассмотрим графики функций
у = х3, у - ~6х + 5 (рис. 14.2). Из рисунка 
видно, что указанные графики пересекаются 
в точке М, абсцисса которой находится в 
интервале (0 , 1).

Замечание 3.
Идея деления пополам отрезка [а, Ь], на 

котором находится единственный корень 
уравнения f(x) = 0 , лежит в основе так назы­
ваемого метода «вилки» -  метода прибли­
женного вычисления корней. «Вилкой» на­
зывают всякий отрезок [а, Ь], для концов 
которого f(a)f(b) < 0. Пусть с -  середина 
отрезка [а, Ь]. Если fic) - 0, то с -  корень 
уравнения. В случае Дс) *  0 обозначим через 
[аь b{\ один из двух отрезков [а, с], [с, Ь], 
на котором находится корень. Продолжая 
аналогичные рассуждения, имеем две воз­
можности: 1) функция fix) равна нулю в 
середине некоторого отрезка (тогда корень 
найден); 2 ) указанный процесс можно про­
должать неограниченно; в этом случае по­

лучаем систему вложенных отрезков [а,, Ь{], [а2, Ь2], .... [ап, Ь„], длина ко­
торых стремится к нулю. Согласно теореме 10.1 эта система имеет общую 
точку Можно доказать, что/(£,) = 0, т.е. 2; -  корень уравнения.

14.2. Метод хорд
Предположим, что функция Дх), стоящая в левой части уравне­

ния (14.1), на концах промежутка [а, Ь\ принимает значения различных 
знаков, а ее производная на указанном промежутке сохраняет знак,



тогда в интервале {а, b) имеется один и только один корень уравнения 
(14.1).

В качестве первого приближенного значения корня данного 
уравнения возьмем абсциссу точки пересечения оси Ох и хорды, со­
единяющей точки A (a, fta)) и Вф,/ф)) -  концы дуги графика функции 
y=fix) (рис. 14.3). На основании формулы (2.10) получаем уравнение 
прямой АВ

y-f(a) =х~а 
/ ( b ) -  f(a) b-a

(14.3)

i
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Рис. 14.3

Положив в этом уравнении у = О, найдем первое приближение

Х1=а-Ш Ь~ *  „  am -bfia) 
f(b )-f(a ) / № ) - / ( « )



Чтобы получить второе приближение х2 искомого корня X  дан­
ного уравнения, применим указанное рассуждение к тому из отрезков 
[а, хх], [хь Ь], на концах которого функция имеет разные знаки. В слу­
чае, когда выполняется условие (см. рис. 14.3, а, б)

f{a)f\x)>  0, (14.5)

находим

) -*,/■(«) ( | 4 6 )
2 / ( * , ) - / ( < > )

в случае (см. рис. 14.3, в, г), когда

f(b)f\x)>  О, (14.7)

получаем

х2

Продолжая аналогичные рассуждения, находим последующие 
приближения корня х3, х4, х 5, .... Если известно (я -1 )-е  приближение 

то п-е приближение х„ вычисляется по формуле

(л = 1 ,2 ,3 ,...) , (14.9)
/ ( * „ - , ) - / ( * )  

когда выполняется условие (14.5), или по формуле

= bf(xn_y) -  х f{b) = з

г  - т

при выполнении условия (14.7).
В первом случае за начальное приближение принимается b, т.е. 

х 0 =  Ъ, во втором -  а, т.е. х0 = а (см. рис. 14.3).
Из геометрических соображений следует, что последователь­

ность чисел х„(п = 1 , 2 , 3 ,...)  сходится к корню, т.е.



lim x =XЛ-»**

Пользуясь формулами (14.9) и (14.10), вычисления проводят до 
тех пор, пока в двух последовательных приближениях не станут сов­
падать десятичные знаки с учетом заданной точности.

Отметим, что оценка абсолютной погрешности метода хорд оп­
ределяется неравенством

Чтобы доказать формулу (14.12), применим к выражению 
f{xn) =f(xn) - f(X ) (fiX) = 0, ибо X  -  корень уравнения fix) = 0) фор­
мулу Лагранжа. В результате получим f(x„) -f{X) = (x„-X)f' (£;„), где 
^  находится между х„ и X, и л и /(д :л) = (хп- X) f  (£,„), откуда и следует 
(14.12).

Пример.
Методом хорд найти действительный корень уравнения х3 + * - 1  = 0.
В данном случае /(х) = х3 + х - 1. Поскольку /(0,5) <0, Д1) > 0 и 

fix) = Зх2 + 1 > 0 для всех х, то в интервале (0,5; 1) находится единствен­
ный действительный корень уравнения.

Так как/"(х) = 6х и/(1)/"(х) > 0, т.е. выполнено условие (14.7), то 
пользуемся формулой (14.10), положив в ней b - 1, *0= 0,5;

(14.12)

где

ц. = min|/'U)|, /'(*) * 0./i<! v-CTb* 1 (14.13)

Лхо) =/(0,5) = (0,5)3 + 0,5 -  1 = -0,375:

b f { x Q) -  x j j b )  _ 1(—0,375) -  0,5 • 1 
f ( x 0) -  f ( b )  -  0,375 - 1

* 0,636364;

bfix^-xjib) _  1(-0,105935)-0,636364 
*2 ~ fixx)-f{b) ~ -0,105935-1

= 0,671196;

bfix2)-x2fib) _ 1(-0,026428)-0,671196• 1 
*3 “  fix2)-fib) ~ -0,026428-1

« 0,679662.



Аналогично вычисляем последующие приближения: х4 = 0,681691.
х5 = 0,682176, х6 = 0,682292, * 7 = 0,682319, х8.  0,682326, = 0,682327. Сле-
довательно, с точностью до 0,0001 получено значение корня Х= 0,6823.

14.3. Метод касательных
Метод касательных (или метод Ньютона) нахождения дейст­

вительных корней состоит в следующем. Пусть в промежутке {а, Ь) 
находится единственный корень уравнения (14.1). Проведем касатель­
ную к графику функции у =f(x) в точке A(a,f(a)). Ее уравнение в со­
ответствии с формулой ( 1 1 .8 ) принимает вид

У ~  f ( a )  = Г(а)(х-а). (14.14)

Полагая в этом уравнении у =  0, находим абсциссу точки пере­
сечения касательной с осью Ох:

(14.15)

е с л и /’(а) ф 0 .

Формула (14.15) дает первое приближенное значение корня. 
Чтобы получить второе приближение, применим аналогичные рассуж­
дения к промежутку (*,, Ъ). Касательная к графику функции (рис. 14.4) 
в точке A i(a:i,/(X i)) определяется уравнением

У- f{*\) = fix  , ) ( * -* ,) .



Положив в этом уравнении у — 0, получим второе приближение:

* 2 = * | - 4 Ц -  (14.16)
Л * . )

Аналогично вычисляются последующие приближения корня. 
Если известно (w -l)-e  приближение, то п-е приближение корня урав­
нения (14.1) находится по формуле

^ - * « - - 7 ^ 4  (« -1 ,2 ,3 ,.. .) ,  (14.17)
/  (*»-! )

в которой за нулевое приближение дг0 принимается такое значение из 
отрезка {а, 6 ], для которого выполняется условие

/ ( * „ ) / ’(* )>  0, (14.18)

т.е. начинать нужно не обязательно с точки А (рис. 14.4).
Соотношения (14.11) -  (14.13) остаются справедливыми и для 

метода касательных.

Пример.
Методом касательных найти действительный корень уравнения х 3 + х - 

- 3  = 0.
Придавая данному уравнению вид (14.2), получаем х3 = -х  + 3. Постро­

ив графики функций f(x) = х 3 н/г(х) = -  х + 3, найдем, что единственный 
действительный корень уравнения принадлежит интервалу (1, 2). Укажем 
промежуток меньшей длины, на котором находится корень. Поскольку 
fi\,2) = (1,2)3 + 1,2 -  3 = -  0,072 < 0, /(1,3) = (1,3)3 + 1,3 -  3 = 0,497 > 0, то ко­
рень лежит в интервале (1,2; 1,3). Рассмотрим еще середину отрезка [1,2; 
1,3], т.е. точку х = 1,25. Так как7(1,25) = (1,25)3 + 1,25 -  3 = 0,203125 > 0 и 
fii,2) < 0, то искомый корень принадлежит отрезку [1,20; 1,25].

Данная функция fix) = х3 + х -  3 имеет производные f\x) = З.г + 1, 
f'(x) = 6х, принимающие положительные значения на этом отрезке.

В качестве начального приближения возьмем х0 = 1,25, так как для этой 
точки выполнено условие (14.18).

Результаты вычислений, выполненных по формуле (14.17), заносим в
табл. 3 , из которой видно, чтоХ= 1,21341.



п *«

/ ( * „ )  = 

+ х п - 3

/ ' ( * , )  = 
= 3*„2 +1

/ ( * „ )
/ '< * . )

= * „ -  

/ ( * „ )  
/ Ы

0 1,25 1,953125 0.203125 5,6875 0,035714 1,214286
1 1,214286 1,790452 0,004738 5,42347 0,000874 1,213412
2 1,213412 1,786590 0,000002 5,417107 0,0000004 1.2134116

14.4. Комбинированный метод
К о м б и н и р о в а н н ы й  м етод  с о с то и т  в од н о вр ем ен н о м  использова­

нии  метода  х о р д  и метода  касательны х. Е го  уд о б н о  применять , если 
вторая производная f'(x) сохраняет  знак  в пром еж утке , на  котором  на­
ходи тся  корень уравнения  f(x) = 0. В э то м  случае  граф ик ф ункции  не 
имеет точек  перегиба, является в ы п у к л ы м  вверх или  вниз (рис. 14.5), 
п о это м у  м о ж н о  гарантировать  п ри бли ж ен и е  к ко р н ю  с  д в у х  сторон: 
касательная пересекает о сь  Ох со  с то р о н ы  в ы п укл о сти , а хорда  -  со 
с то рон ы  во гн уто сти  граф ика  ф ун кц и и  у =J(x). П р и б л и ж е н и я  по  методу 
касательны х б у д у т  располагаться  с о д н о й  с то р о н ы  корня , а приближ е­
ния по м етоду  хор д  -  с другой . Т а к и м  образом , п ол уч аю тся  все более 
суж и ваю щ и еся  отрезки , в н утр и  к о то р ы х  за клю ч ен  корень. Д лина  по­
следнего  из отрезков  дает в ели ч и н у  а б со л ю тн о й  п о гр е ш н о сти  прибли­
ж енно го  значения корня.

Пример.
Комбинированным методом найти корень уравнения лс3 -  Zx + 7 = 0.
Действительный корень данного уравнения находится на отрезке 

[-2,3; -2,2]. Условие (14.18) выполнено для ,х0 = -2,3. Приближения по мето­
ду хорд будем помечать штрихом. Пользуемся формулами (14.9) и (14.17). 
Замечая, что а = х0 = -2.3. Ь=х!0 = -2,2, / ( “2,3) = -0,567, /(-2,2) = 0,752, по 
этим формулам находим

* , = * „ -  — = -2 Г3 -  ~°,56? = -2,3 + 0,040879 = -2,259121,
1 0 f\x0) 13,87

= в /(* о ) -* о /(в )  = (-2,3) • / ( - 2 ,2 ) -  ( - 2 ,2 ) • /(-2 ,3 )  = _ 2 25ШЪ 
‘ Д * о ) - / ( я )  Л - 2 ,2 ) - Л - 2 ,3)

х2 = -2,258259, х2 = -2,258231, х3 = -2,2582589, = -2,258259.

Следовательно, Х~- 2,258259 -  корень данного уравнения.



14.5. Метод итераций .
Метод итераций (или метод последовательных приближений) реше­

ния уравнения (14.1) состоит в следующем. Каким-либо способом получа­
ют приближенное значение *о корня данного уравнения (это может быть 
произвольное значение из интервала, содержащего корень; как было видно 
из приведенных выше примеров, такой интервал можно сделать достаточ­
но малым).

Уравнение (14.1) представляют в виде

х = ф(;с), (14.19)

что всегда можно сделать, причем различными способами, например,

x = x + cf(x), (14.20)

где с -  произвольная постоянная.
Обозначим через х} результат подстановки х0 в правую часть уравнения 

(14.19):

*| =  ф (*0) ’ (14.21)

далее, х2 = <p(JCi). Продолжая указанные действия, получаем

хп = Ф(*„_1) (« = 1,2,3,...). (14.22)

Процесс последовательного вычисления чисел х„ (п = 1, 2, 3,...) по 
формуле (14.22) называется методом итераций, или методом последова­
тельных приближений.

Условия сходимости этого процесса выражаются следующей теоремой.

Теорема.

Е сли  в  пром еж ут ке, со д ер ж а щ ем  ко р ень  X у р а в н е н и я  (14.19)  и его  п о ­
следо ва т ельны е пр и б ли ж ен и я  хо, Х\, х ъ .... х„, .... вы числяем ы е по  ф орм уле  
(14.22), вы п о лн ен о  усло ви е

I ф'Сх) < q < 1, (14.23)

т о п р о ц есс  ит ер а ц и й  сходит ся, т.е.

lim  х п = X  . (14.24)
П —> 00



Доказательство.
Поскольку X  -  корень уравнения (14.19), то Х= ц>(Х). Вычитая из этого 

равенства равенство (14.21) и применяя теорему Лагранжа о конечном 
приращении, получаем

Х - х ^  Ф(* )  -  <р(х0) = {X - xQ )ф'(4 . ) ,
где £о -  число, заключенное между X  и *0.

Аналогичные равенства получаем и для последующих приближений:
X - хг = <р(*) -  Ф(х, ) = (X -  х, )ф'($,) ,
Х - х ,  = <р(Х) - q>(x2 ) = (X - хг ) ,

X - х„ = <р(Х) - ф(*„_,) = (X - )Ф'(^„_,) ,
где £,-(/ = 1, 2 ,..., п-\) -  некоторое число из промежутка между х, иХ.

Перемножая почленно выписанные равенства и производя сокращения, 
находим

Х-хя =(Х-х, )Фи 0 ) Ф ^ 1)-.ф '(^ ,-1).

П р и н и м ая  во вним ание  (14.23), п олучаем  неравенство

\Х-х„\<\Х-*0 \д".

Поскольку О < <? < 1 и lim qn = 0 , то выполняется и равенство (14.24).

Пример 1.
Методом итераций найти действительный корень уравнения

X1 + X + 4 = 0 .
Представив данное уравнение в виде х7 = х 4  и построив графики 

функций fx(х) = х1, f2[x) = -х - 4, найдем, что искомый корень принад­
лежит отрезку [-2, -1]. Можно указать отрезок меньшей длины, на котором 
находится корень. Поскольку Д -1 ,2) < 0 и /(-1 , 1) > 0, корень лежит на от­
резке [ - 1, 2 ; - 1, 1].

Из данного уравнения находим

х = У-х-4, ф (х) = V--х- 4 ,  ф' (х) = — — .
7 V( - * ~ 4 ) 6

Для функции ф(х) условие (14.23) выполнено, ибо при -1,2 й х < -1,1

|ф'(*)| = !■  ..... 1 < q = 0,06 < 1.
7 )б



В качестве начального приближения возьмем х0 = —1,15. Результаты вы­
числений, выполненных по формуле х„ = lj- х -  4, сводим в табл. 4, из 

которой видно, чтоХ = -1,1607 -  корень данного уравнения.
Таблица 4

п *л-1

1 -1,15 -2,85 -1,1614
2 -1,1614 -2,8386 -1,1607
3 -1,1607 -2,8393 -1,1607

Замечание.
Данное уравнение можно переписать в виде x = cp,(x), где

Ф, (лс) = - 4 -  д-7. Поскольку для функции ф ,(х) условие (14.23) не выпол­
нено, то этим представлением пользоваться нельзя для вычисления корня 
на отрезке [—1,2 ; - 1,1].
Пример 2.

Вычислить объем одного моля метана при 0°С и 50 атм (см. [11]).
В этих условиях газ заметно отклоняется от идеального состояния. Для 

вычисления объема воспользуемся уравнением Вандер-Ваальса, которое 
запишем в следующем виде:

RT а V = ----------- 1- b,
а

p+s
где V - объем одного моля газа; а = 2,253 л2 атм моль 2; b =  0,0428 л-моль"1.

В качестве нулевого приближения возьмем объем, полученный из 
уравнения состояния идеального газа, т.е.

=  0 ,0 8 2 .2 7 3  

0 р  50

Подставляя это значение в правую часть исходного уравнения, получаем 
первое приближение

vi = ------2У 2 5 з~  + 0,043 * 0,409.
50 + -j—- 'ц'

(0,44s)2

Аналогично вычисляем следующие приближения: V2& 0,395, Из w 0,391, 
И4« 0,390, И5 = И6« 0,389. Следовательно, с точностью до трех десятичных 
знаков находим К = 0 , 3 8 9 ( л ) . _____ _______________________________

14.6. Метод малого параметра
Метод малого параметра, как и метод итераций, принадлежит к числу 

универсальных математических методов. Этот метод (его называют также 
методом возмущений) состоит в следующем.



Пусть требуется найти решение уравнения, содержащего кроме извест­
ных и неизвестных величин еще некоторый параметр а , т.е. уравнения ви­
да

F ( x , a )  = 0. (14.25)

Предположим, что это уравнение при некотором значении параметра 
а  -  а 0 решается сравнительно легко; уравнение принимает вид f{x) = 0 и 
имеет решение х  = х 0. Последнее решение называется невозм ущ енны м . По­
скольку очень часто принимают а 0 = 0, то рассматриваются достаточно 
малые а, отчего и происходит название метода.

Решение уравнения (14.25) при а , достаточно близких к ссо, ищут в виде 
разложения по степеням (а  -  а 0), т.е. в виде

х  =  д г ( а )  =  а о +  а  ( а  -  а о )  +  а ,  ( а  -  а с ) ! +  я  ( а  -  а о ) ’ ♦ . (14.26)

Отметим, что свободный член разложения (14.26) получается при 
а  =  а 0, а именно а 0 = х {ь т.е. совпадает с невозмущенным решением. По­
следующие члены дают поправки на «возмущение» решения, они имеют 
различный порядок малости по сравнению с (а -  Оо)-

Подставляя выражение (14.26) в уравнение (14.25), получаем

с  - t - c  ( a - c t o ) + c  ( а - а о ) 7 + с  ( а - а с + . . .  ^

. . . +  с „ ( а - а о ) "  +  . . .  =  0 ,

где с, = фДа*) -  некоторые функции коэффициентов разложения (14.26).
Обращая в нуль коэффициенты с„ находят систему уравнений, из кото­

рой определяются коэффициенты разложения (14.26).
Этот метод определения коэффициентов разложения (14.26) называется 

м ет о д о м  н ео п р ед еленны х к о эф ф и ц и ент о в .
Метод малого параметра дает хорошие результаты лишь при а, доста­

точно близких к а 0. Чем меньше j а  -  а о | , тем меньше нужно взять членов

в разложении (14.26), т.е. тем меньше нужно вычислять коэффициентов 
искомого разложения.

Пример.
Найти действительный корень уравнения xi + 0,1* -  1 = 0.
Это уравнение никакого параметра не содержит и имеет постоянные 

коэффициенты, поэтому его можно решить с помощью методов, изложен­
ных в предыдущих параграфах.

Можно найти его решение и методом малого параметра. Введем в рас­
смотрение уравнение, содержащее параметр а:
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Исходное уравнение получается из уравнения при а  = 0,1.
Найдем решение уравнения при малых | а  | с точностью до величин 

порядка a J включительно. Решение уравнения ( 1) ищем в виде

X = Х(а) = а + ba + с а 2 +da3 + o ( a 3), (2)

где а, Ь, с, d- коэффициенты, которые нужно определить.
Подставляя выражение (2) в уравнение (1) и выполняя необходимые 

преобразования, получаем
[а + Ьа + са2 + da3 + o (a 3 )]3 + a  [а + ba + са2 + da3 + o (a3)] - 1  = 0 ,

(а3 - 1) + (а + За2Ь)а + (Ь + 3ab2 + 3а2с)а2 +

+ (b3 + 3 a2d + 6  abc + с) а3 + о( а 3) = 0 .
Приравнивая нулю коэффициенты при степенях а , находим систему урав­
нений

Следовательно, искомое разложение с заданной точностью принимает
вид

С помощью этой формулы, взяв a  = 0,1, получим решение исходного урав­
нения х3 + 0 ,1 х - 1 = 0 ,  Х= 0,967.

Замечание.
Формула (3) позволяет находить решения многих уравнений, получаю­

щихся из уравнения (1) при малых значениях параметра а. Так, уравнение 
г ’-ОДлг- 1 = 0  имеет решение X- 1,033; уравнение х3 + 0,01*— 1 = 0 -  ре­
шение Х= 0,996667; уравнение .г3 + 0,001л: — 1 = 0 -  решение Х= 0,999667 
и т.д.

а 3 - 1  = 0; 

а + За2Ь = 0;
►

b + 3 ab2 + За2с = 0 ; 

b3 + 3 a2 d + 6  abc + с = 0 ,

из которой а= \,Ь= -  —, с = 0 , d= — .
3 81
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Глава 15 
НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

В данной главе рассматривается задача, обратная задаче о дифференцировании 
функций. Задача состоит в следующем: дана функция f ix ) ,  являющаяся произ­
водной некоторой функции F(x)\ требуется найти функцию F(x). К такой мате­
матической задаче приводят многие физические, химические и другие задачи, 
например, задача об отыскании закона неравномерного движения материальной 
точки вдоль прямой по заданной скорости, задача о нахождении закона химиче­
ской реакции по известной ее скорости.

15.1. Первообразная функция. Неопределенный интеграл и 
его свойства
Функция F(x), определенная в промежутке (а, Ь), называется 

первообразной данной функции fix) в этом промежутке, если для лю­
бого значения хе{а, Ь) выполняется равенство

F'{x) = f(x). (15.1)

Например, функция F(x) - х4 - первообразная функции f(x) = Ax' в 
интервале (-оо, +оо), поскольку (х4) ' = 4х3 для всех х; функция

F(x) = In х  -  первообразная функции f{x )  =  — в интервале (0 , +оо) так
х

как (In х ) ' =  — ; функция ^ (х )  = arcsin х  -  первообразная функции 
х

/ ( х )  =  —  ̂ —  в интервале ( - 1, 1), ибо (arcsin х )’ =  . .
V 1 -  X2 Ф - Х 2 -

Если F(x) - первообразная функции f(x), то

Ф (х) = F(x) + С , (15.2)

где С -  произвольная постоянная, также является ее первообразной,
поскольку Ф '(х) = [F(x) + С ]' = F ’{x) + 0 = fix ) .  Обратно, если F{x) и 
Ф(х) -  две первообразные функции f ix ) ,  то они отличаю тся произволь­
ным слагаемым, т.е.

Ф(дг) -  F{x) = С, Ф (х) = F{x) + С . (15.3)

Это следует из теоремы Лагранжа (см. п. 11.12, следствие 2).
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Таким образом, выражение (15.2), в котором функция Д х ) удов­
летворяет условию (15.1), определяет множество всех первообразных 
данной ф ункцииД х) в заданном промежутке {а, Ь).

Неопределенным интегралом от данной функции Д х ) называется 
множество всех ее первообразных

] / ( * ) < & - F ( * ) + С ,  (15.4)

где F'(x) =Д х). Знак \ называется знаком неопределенного интеграла;

фуйкция Д х ) -  подынтегральной функцией; выражение f[x)dx -  подын­
тегральным выражением.

Операция нахождения первообразной данной функции называ­
ется интегрированием.

Неопределенный интеграл обладает следующими основными 
свойствами.

1. Производная неопределенного интеграла равна подынте­
гральной функции; дифференциал неопределенного интеграла равен 
подынтегральному выражению:

( J / М Л )  = / ( * ) ;  (15-5)

d ̂  f  (x)dx = f  {x)dx . (15.6)

2. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой 
функции равен этой функции с точностью до постоянного слагаемого:

р ф ( х )  = Ф(х) + С . (15.7)

3. Постоянный множитель можно выносить за знак неопреде­
ленного интеграла:

^kf(x)dx = k^f(x)dx (к = const, к * 0). (15.8)



4. Е сл и  ф у н к ц и и / ,  (х ) и f i(x )  и м е ю т  первообразны е , то  ф ункция  

f ( x ) + f i i x ) такж е им еет  п ервообразную , причем

| Ш * >  +  =  J / . W *  +  / Л М * -

Первое свойство следует из определения неопределенного инте­
грала. Третье и четвертое свойства доказываются сравнением произ­
водных от обеих частей равенств (15.8) и (15.9), при этом учитывается, 
что неопределенный интеграл определен с точностью до постоянного 
слагаемого.

Чтобы доказать второе свойство, обозначим 

|(Уф(х) = jV(jt)<ix = F(x). На основании первого свойства получаем

ф'(*) = F'(x), откуда F(x) = ф(х) + С, т.е. |</ф(.х) = ф(х) + С .

15.2. Таблица основных неопределенных интегралов
Таблицу простейших неопределенных интегралов нетрудно по­

лучить, воспользовавшись тем, что интегрирование является операци­
ей, обратной дифференцированию. Будем исходить из формулы (15.7), 
которую запишем следующим образом: если dF(x) =ftx)dx, то

jf(x)dx = F(x) + С . Например, поскольку d(sin х) = cos xdx, то

Jcos xdx = sin x + С .
Применяя аналогичное рассуждение к каждой из формул табли­

цы дифференциалов (см. п. 1 1 . 1 0 ), получаем следующую таблицу про­
стейших неопределенных интегралов:

1. j*l dx = jdx = х + С.
Г х“ +1

2. I xadx = -------+ С (о с * -1 ) .
J а  + 1

3. = J ~  = Ч * |+ С■
Г  Х4. \axdx = —— + С (а > 0).
J In а

4a. Jexdx = ех + С  .

5. Jcosxcfo: = sin х + С.



6 . Jsinxa!x = - c o s x  + C.

7. f— dx = f— = tg x  + C.
J cos x J COS X

8 - f- 1— &=  f ~ 7 “  = ~ c tg *  + C.
Jsin  x Jsm  x

.. г dx ^
9. ' j—  = arcsin x + С = -  arccos x + C ,.

J V l - x 2

10. f—C——̂ = arctg x + С = -a rcc tg  x + C,.
J 1 + x

1 1 . Jsh  xdx = ch x + С .

12. Jch xi& = sh x + С .

13. \—y ~ = th x + С .
J ch x

14. f 4  = -c th  x + С .
J sh x

О тм е ти м , что  все у ка зан н ы е  ф о р м ул ы  сп раведливы  в тех  п р о ­
меж утках , в к о то р ы х  определены  со о тв е т с тв у ю щ и е  ф ункции . Н а п р и ­
мер, ф ормула  3 справедлива  для л ю б о го  п р ом еж утка , не содерж ащ его  
точку  х  = 0; ф о рм ула  9 -  для интервала  ( -1 ,  1) и т.п .

З а м е ч а н и е .
В таблице основных интегралов предполагалось, что х является незави­

симой переменной. Однако формулы этой таблицы остаются справедливы­
ми и в случае, когда х = ср(0 , где <р(Г) -любая дифференцируемая функция 
новой переменной t. Действительно, пусть

F (x )  + С  =  jV (x )c& , F \ x )  =  f ( x )  (1 )

и и = ф(х) -  дифференцируемая функция х. В силу инвариантности формы 
первого дифференциала dF(u) = F'(u)du = f(u)du, dF{u) = f(u)du, 
откуда

F ( u )  + С  =  J  f ( u ) d u .  (2 )

Итак, из справедливости формулы (1) следует справедливость формулы 
(2 ) которая получается из первой формулы формальной заменой х на и,



На основании этого свойства получаем обобщенную таблицу простей­
ш их интегралов:

где и -  любая дифференцируемая функция х.
При использовании формул этой таблицы для преобразования подын­

тегрального выражения к виду J(x)fix = g(u)du применяются простейшие 
преобразования дифференциалов:

1) dx = d(x + b), где b = const;

2 ) dx = — d(ax), a #0;

15.3. Понятие об основных методах интегрирования
К наиболее важным методам интегрирования относятся методы: 

непосредственного интегрирования; замены переменной; интегрирова­
ния по частям.

Метод непосредственного интегрирования основан на свойстве 
4 неопределенного интеграла. Если ф ункцииf(x ),f2(x), ...,f„(x) имеют 
первообразные в некотором промежутке, то функция 
Лх) =f ( x) +Л(Х) + ••• +/>(*) также имеет первообразную в том же 
промежутке, причем

je"du = е" + С , Js in  udu = -  cos и + С и т.д.,

а
3) dx = — d(ax + b), а ^ 0 ;

а

4) xdx = -i- d(x2+b);

5) sin xdx = d(-cos x);
6) cos xdx = cf(sin x);
7) ф'(д:)dx = dq>(x).

Например,
f Г 1 1 Г cos lx
J sin Ixdx = j  sin lx - — d{lx) = — J sin 7xd(lx) = ------ - —  + C:



т.е. н еоп ределен н ы й  ин те грал  о т  ал гебраической  с у м м ы  конечно го  
числа  ф ун кц и й  равен  та ко й  ж е ал гебраи ч еской  с у м м е  неопределенны х 
интегралов  о т  сла гаем ы х . В  ча стности ,

J ( a 0 + ахх + а2х 2 + ... + anx")dx =

= ja0dx + jâ xdx + ja 2x2dx + ... + janx"dx =

= a0 j d x  + a, jx d x  + a2 j x 2dx + ... + a„ jx"dx  =

a.x2 a2x 3 a,,*"*'
= aQx + — —  + — —  + ... + — ------

2 3 n + 1
+ C.

Следовательно , для  в ся ко го  м н о го ч л ен а  степ ен и  п с ущ е ств уе т  перво ­
образная, равная м н о го ч л е н у  степ ен и  п + 1.

Пример 1.

Найти неопределенный интеграл J"(cos х — sh л: + ех)сЬс
На основании формулы (15.10) и формул 4а, 5, 11 таблицы простейших 

интегралов находим

(cos х -  sh х +  e x )d x  =  Jco s  x d x  -  j*sh.x:fl!x +  J e *dx  =  sin x  - ch x  + ex + C.

Пример 2.
Найти неопределенный интеграл

dx

1С помощью формул 2 и 3 ( при а  = -  —, а  = -2  ) таблицы интегралов

получаем

\

dx = In * + 2fx + -  + С.

Метод замены переменной (и ли  метод подстановки) о снован  
на сл е д ую щ е й  теореме.



Если F(x) -  первообразная функции f(x), а х  = <p(t) -  дифферен­
цируемая функция, то функция f[(p(t)](p '(0 также имеет первообраз­
ную, причем

J  /  [ф (0] ф 'О ) dt = F  [Ф(0 ]  + С  •

Д оказательство .
П о  правилу  диф ф еренцирования  сл о ж н о й  ф ун кц и и

{F M 0 )Y ,  = ^ - ф ;  = Л ф (0 1 ф '( 0 ,

т.е. ф у н к ц и я /[ф (/ ) ]  ф '(0  им еет в качестве  од н о й  из с в о и х  первообраз­

н ы х  ф ун кц и ю  F[<p(0].
Следовательно ,

| / [ ф ( 0 ] ф ' ( 0 ^  = ^ [ф (0 ]  + С,

что и требовалось  доказать.

П о ск о л ь к у  F  [ф (0] + С  = F(x) + С  = | / {x )d x  , то

j/(x )< fc  = |Л ф ( / ) ] ф ’(г)Л . (15.11)

П о  ф орм уле  (15 .11) о сущ ествляется  зам ена  перем енной  в неоп­
ределенном  интеграле.

Пример 3.

Найти неопределенный интеграл j*sin(2 -  ?>x)dx.

2 - t
Введем новую переменную по формуле 2 - 3 х = t, тогда х  = — -— ,

л  dt dx =  и
3



\ Ъ
I f .  1 1~  I sin tdt - — cos t + С = — cos(2 -  3.x) + C.
3 J 3 3

f dx
Найти неопределенный интеграл I г-  - .

J <Jx2 + ос

Применим так называемую подстановку Эйлера ух2 + а - t - х
или / = х + yjх2 + а . Поскольку

dt = 1 + dx = jc + л]х2 + a dx = tdx
■\}x2 + a  y jx 2 + a  y jx 2 + a

или

dx _  dt 
y jx 2 + a  {

TO

f , _ = f—  = ln lfl + С = In x + ylx2 + a  
^ x 2 + a  J '  1 1

+ C.

Следовательно,

I
dx = In X  + yjx2 + a + С .

Пример 5.

Найти jV ^ 2 ~ * 2^  (a > 0).

Положим * = a cos t, тогда dx = -asix\t dt. Следовательно,

j [̂a2~-x2dx = jyja2 - a2 cos2 f ( -a s in  t)dt =
2 Г • 2 j 2 f 1 “  cos2t = -a2 Js in 2 tdt = -az J  - -dt =

= _  [dt + —  fcos 2t • -  rf(2f) = -  sin 2/ + C.
2 J 2  J 2 2 4

(15.12)



муле:

f '\ja2 - x2dx = —ija2 - х2 - —  arccos — + С. (15.13)
J 2  v 2  a

Метод интегрирования no частям основан на следующ ей фор-

judv = uv- j  vdu. (15.14)

Поскольку d(uv) = udv + vdu или udv =  d( uv)-vdu, to

J  udv = uv - j  vdu,

Пример 6.
Найти J  x sin 2xdx. Положим x = u, sin Ixdx = dv или

1 1  1d  cos 2x = dv , тогда dx - du,  cos 2x = v .
I  2 J  2

По формуле (15.14) находим

1 ч ) f f  1 „ x cos 2x I fI x sin 2xdx = x  cos 2x — I  cos 2x ix = ------------- + — I cos Ixdx -
J у 2 J 2  j 2 2 J

x cos 2.x 1 Г _ . . .  „ xcos2x  sin 2x _
= --------------+ — cos 2xd(2x) = --------------+ --------- + C.

2 4 J 2  4

Пример 7.

Найти J  yjx2 + a dx.

Положим yjx2 + a = и , dx = dv , тогда ■ ^  = du, x = v.
\ x 2 + a

По формуле (15.14) получаем

f  д / х 2 +  adx =  xyjx2 +  a  -  f  x  *  ■ dx =  x-y/x2 +  a  -  f  .x....̂ =.
J J Vx2 + a  J y/x2 + a

Преобразуем последний интеграл:



x2dx f U 2 + a )  -  af  x dx _  j*

J . / Л Г  ~ J
■dx =

yjx2 + a   ̂ V * 2 + a

= f * + a  дГу -  a  f ^  = f -(x̂ +adx -  a  С
J V7 T ^  J v

Следовательно

f  д/ x 2 + a d *  = x-jx2 + a  -  f  J x 2 + adx  + a  f  . ***■ .... 
J J J Va‘2 + a

откуда 2 f V-v2 + adx  = xyjx2 + a  + a  Г г. .‘̂ L . -  . Принимая 
J J Jx 2 +a

во внимание

формулу (15.12), получаем

J  y jx 2 + adx  = - j [x y jx 2 + a  + a  In x + -jx 2 + a ] + C. (15.15)

15.4. Интегрирование рациональных дробей с квадратным 
трехчленом в знаменателе

П у с т ь  треб уе тся  н ай ти  j* R ( x ) d x , где

К(Х) = р = А,-уп + А , - ! * " " ' + -  + Л 2х 2 + Ахх + \
Р2(х) ах2 + Ьх + с

П роизведя  деление , п о л уч и м

Л , ч кх + 1
R(x) = Qm(x) н 2 . 1  , ’

a x  + b x  + c

где -  м н о го ч л е н , с теп ен ь  к о то р о го  ниж е  степ ен и  м н о го член а

Рп(х).
П е р во о б р а зн ая  о т  м н о го ч л е н а  Q m(x) н а хо д и тся  л е гко  (см . 

п. 15.3), о стается  н ай ти  п ер во о б р азн ую  ф у н к ц и и



kx + 1 
ax2 + bx + с

Рассмотрим сначала некоторые основные интегралы:

с dx г dx г xdx
J х 2 + а2 ’ J х2 - а2 ' J х2 + а

Первый из этих интегралов приводится к табличному простым преоб­
разованием подынтегрального выражения

\а;

7  + *
1 +

Г \ 2 х
\ а

1 X— arctg — + с; а а

г dx 1 х
I — г  = —arctg — + с.
J х ‘ + а ' а а (15.16)

Чтобы найти второй интеграл, преобразуем подынтегральную функ­
цию

1
2 2 х - а

 1_______   1 (х + а) - (х — а)
(х -  а)(х + а) 2 а (х  -  а)(х + а)

2 а
1 1 Л

ух - а х + aj

Следовательно,

Г dx Г J _ f  1______ 1__
J х2 -а2 J 2а\х-а х + а

_  1 f d(x- а) 1 rd(x + a)
х-а 2a J х + ал . - L f

2а J

= ——[ l n l x - a l - l n l x  + a h  + C  = —̂ -1п 
2  а  1 1 1 |J 2 о

х — а
х + а + С;



f dx
2 a x + a

Третий интеграл также легко приводится к табличному

л:2 + ос 2  J х2 + а 2

xdx _  1 г d(x2 + а )  1
= — In х2 + а  + С;х + а

г xdx 1 , 2  ~I —=-------- = — In х + а  + С.
J х~ + а 2

(15.18)

Интегралы (15.16) - (1 5 .1 8 )  следует присоединить к таблице ос­
новных интегралов и запомнить их.

Неопределенный интеграл

в случае к= О приводится к интегралу (15.16) или (15.17); в случае 
кф 0 -  к интегралу (15.18) и одному из интегралов (15.16), (15.17). Ос­
новной способ нахождения этого интеграла состоит в предварительном 
выделении полного квадрата из квадратного трехчлена и применении 
формул обобщенной таблицы интегралов, соответствующих формулам

Выделение полного квадрата осуществляется следующим обра­
зом:

(15.16) - (1 5 .1 8 ).

ах2 + Ьх + с = а х2 + 2  хл г - ------
^ 2а 4а ) 4а
(  2 ~ Ь Ъ2 Л Ъ2

X +  2   X Н г -  ; + С =

( ьл2 ь2- а хл ------- + с,\ 2а) 4а



h т Х+ 3Найти | —— —— dx. 
х +2х + 5

J х +2х +5 2 J г +  2л + 5 2 J * + 2лг + 5 J
d(x + \) 

(jc +  1)2 + 4

= —lnfx2 +2х + 5 
2 1

+ 2 —arctg * +  ̂ + с = — 1п(дг2 + 2х + 5) + arctg -х + - + с 
2 2 2 5 2

15.5. Интегрирование рациональных функций
Интегрирование рациональных дробей означает нахождение не­

определенных интегралов / R(x)dx, где R(x) -  правильная рациональ­
ная дробь, т.е.

г»/ n Л* + А,х + Л2х2 +...+ Л х" .R(x) = —̂ - = —2------!------- 2-7------------2—  (п<т) .  (15.19)Q(x) В0 +Вхх + В2х2+...+ Втхт }

Нахождение указанных интегралов основано на разложении рацио­
нальной дроби в сумму элементарных дробей, т.е. дробей вида

т (15.20)(х-а)

Вх +СТ -2------------------------------------------------ (15-21)(х + рх + q)

где а ,  Р -  натуральные числа; а, р, q, А, В, С - действительные числа;
pi
——  q < 0  (корни трехчлена являются комплексными).

Это разложение определяется теоремой, которая здесь приво­
дится без доказательства. Доказательство можно найти в учебниках 
математического анализа, например [5 , 6 ].

Теорема 15.2.

Если дана рациональная дробь (15.19) и



Q(x) = (x - ax)“■ ...(x -  ar)“'  (x 2 +  pxx + qx)Pl ... (x 2 + psx + qs)Ps,

где at (i - 1, 2 , -  попарно различные вещественные корни много­
члена Q(x) кратности а „  а х2 + + qk = (х - zk ) 0  -zk), где zk и zk
(к = 1, 2 , ..., j )  -  попарно различные при разных к комплексные корни 
многочлена Qix) кратности |3*, то существуют вещественные числа

4 е ( / * 1, 2 , ...г; а  = 1, 2 , В\Х I (* = 1, 2 , ( 3  = 1, 2 , . . . ,р*)

такие, что

Р(х) 4  | 4  | ^ ,  4 tt| , 4  ^
Q(x) х-а{ ( х - а , ) 2 {х-ах)щ (х-аг)

А; А*' В\х + С\ В2х + С2
__________С_______ _̂_________ 1__________ j 1__________ !_______|__________ !__________ !_________ j_

(x-ar ) 2 ( х - а г)“'  x2 +pxx + qx (x2 +pxx + q])2

Bf'x + С,р’
... Н '---------   h ...(х2 +pix + qif '

Blx + Cl В2х + С2 £?х  + С?'
х 2 + psx + qs (х 2 + psx + qs ) 2 (x 2 + psx + qs f '

Отметим, что каждому действительному корню а кратности а  
многочлена Q(x) в этом разложении соответствует сумма а  элементар­
ных дробей вида (15.20), т.е. сумма

А. А2 А
1 + -------— Г + -.. + -------—

х -  а (х -  а) (х -  а)а

а каждой паре комплексно—сопряженных корней z и z (таких, что 
(x -z )(x -z )  = х2 +рх + q) кратности (5 -  сумма элементарных дробей 
вида (15.21), т.е. сумма

Д,х + С, ( В2х + С2 [ t У  + Ср 
х2 + рх+ q (x2+px + q)2 (x2 + px + qf

Приведем примеры разложения рациональных функций на эле­
ментарные дроби:



1хг - х  + 1 1хг-х + \ _ А Вх + С
х 3 + 1 (х + 1)(х2 - х  + 1) х + \ х2 -  X + 1 ’

1х2-х + \ (А + В)х2 +(В + С - А ) х  + (А + С ). 
х 3 + 1  х3 + 1

1х2 - х + 1 = (А + В)х2 +(В + С-А)х + (А + С);

Ал-В-1 ,В+ С - А =-\, А + С = \\

Л = 3, £  = 4, С =  -2 ;

7х2 - х  + 1 3 4 х - 2
------------ i ------------------  — ------------------'--------7----------------------•

X  +  1 Х  +  1 х - х  + 1

В следующих примерах приводятся вид разложения и оконча­
тельные результаты; промежуточные выкладки предоставляются чита­
телю.

5х2 -1 4 х  + 11 _  5х2 - 1 4 х  + 11 
х 3 - З х 2 + З х - 1  ~  ( х - 1)3

Ах Аг А3 _ 5 4 2
х - 1  + ( х - 1)2 + ( х - 1)3 “ х - 1  ( х - 1)2 + ( х - 1)3 ’

х 3 -  х 2 + Зх -  1 _  х3 -  х 2 + Зх — 1 
х 4 + 2 х 2 + 1  (х 2 + 1)2



BjX + Ct  ̂ Вгх + С2 _ x-I 2x
x2+l (x2 +l)2 ~ x2 +l + (x2 + l)2 '

Пример.

Найти fJ Г  -
5*2 -14ДГ + 11

dx
x - - 3 x 2 +  3 x - l

Воспользовавшись разложением этой рациональной функции на эле­
ментарные дроби и проинтегрировав их, получим

Г 5 x z - I 4 x  +  1 1

• З х  + Зх  - 1
■dx ■J - + •

х - \  ( J C -I)2 ( х - 1 ) 3
dx  =

= 5 !n |x - l |+ ■ + С.

15.6. Интегрирование простейших иррациональных 
функций

Неопределенный интеграл I—т =
V А)

dx
выделением пол-

ix +Вх + С
ного квадрата в подкоренном выражении и введением новой перемен­
ной и = х + Ь, в зависимости от знака А, приводится к одному из инте­
гралов:

f —====== = arcsin — + С;
1 JS - u 1 “

(15.22)

du
■yju2 +а

и + л/й + сх + С. (15.23)

Интеграл (15.23) в других обозначениях получен в п. 15.3 (см. 
пример 4). Интеграл (15.22) приводится к табличному

dx -dx
= arcsin — + С. а

а
( ^2 л:



Пример 1.

Найти

Так как

J dx
+ 6 х + 4

Зх2 + 6х + 4 = 3 (Х + 1 У +

то, положив х + 1 = и, по формуле (15.23) получим

I dx
V3 J1 f _d(x +1) 1

х* + 6 x + 4 ' J(1(х + 1 У + -
2 1 л/3

In (х + 1) + . | (х + 1)2 + — + C.

Неопределенный интеграл J  V Ах2 + Вх + С , в зависимости от знака А,

приводится к одному из интегралов:

f Г~2 ~ , и Г~2 г а1 и _л/я -м  аи = —уа - и  arccos —+ С;
J 2 2 а (15.24)

j* yju2 +adu - — ^ и 2 + а  + —InJ 2 2 и + л]и2 + а + С. (15.25)

Эти интегралы также были получены в п. 15.3.

Пример 2.

Найти J  yjx2 +  6x+ 13dx  .

Поскольку х2 + 6х + 13 = (х2 + 6х + 9) + 4 = (х + З)2 + 4, 
и =х + 3, по формуле (15.25) находим

J  у]х2 + 6х + 13 Лх = ̂ -^-^/(х  + 3)2 + 4 + —In (х + 3) + -^(х + 3)2 + 4

полагая

+ С =

х + 3
Vx2 + 6х + 13 + 21п (х + 3) + Vx^ + 6х + 13 + С.

Отметим, что



J  = 1 /[< *)]"*# (*) = Ш ^ И  + с = 2/гйУ + С.

2

К рассмотренным здесь интегралам приводится также интеграл

ах + ЬJ V  Ах2 +Вх + С 

Пример 3.

dx.

Найти J  , 7 dx.9-4х
у[5 + 8х-4х2 

Поскольку 
(5 + 8х - 4.x2)' = 8 -  8* = -  8 (х ~ 1),
9 -  4х = -4х + 4 + 5 = -4{х - 1) + 5,
5 + 8х -4л2 = -4[(х2-2х + 1) -  1] + 5 = -4{х- I)2 + 9 = 

9 , „ 2
- - ( * - 1)4

= 4

на основании формул (15.22) и (15.26) получаем

9 - 4 *  j р -4 0 с-1 ) + 5 _ Г - 8 U - 1  )dx
-9 - 4jt * . [    ,  __________

J \5 + 8х-4х2 J \5 + 8х-4х2 2J yl5+8x-4x̂
c f  d ( x - l )  ГГ -0----- Г Г  5 . 2{x- 1) ^+ 5 -----   = V 5 + 8x -  4x + —arcsin-----------+ C.J fo Г 2  3

15.7. Интегрирование некоторых тригонометрических 
выражений
Неопределенные интегралы вида

J  s in  а х  s in  bxdx, J  cos ах cos bxdx, J  s in  axcosbxdx

(15.27)



с помощью тригонометрических формул

sin a  sin Р = -^-[cos(a -  (3) -  co s(a  + Р)];

cos a  cos Р = -^-[cos(a -  Р) + cos(a  +  Р)];

sin a  cos Р = ^-[sin(a -  Р) + s in (a  + Р)]

приводятся к интегралам

1 .

[c o s  took = f coskx—d(kx) = — sin kx + C; J j к к

r cos kx
sin kxdx  -------------hC.

J к

Пример 1.

Найти J  cos8 jccos6 x d k .

Поскольку

cos 8,x cos 6x =  ^ (cos 2 x  + cos 14oc),

TO

jcos8jccos6xdx = ~  j  (cos 2* + cos 14.x)£i!x = - - n̂ x  + + C-

Неопределенные интегралы вида I n m = |  s in ” jc c o s '” xdx, где n

и m -  натуральные числа, находятся с помощью тригонометрических 

формул s in 2x = ^ - ( l - c o s 2 x), cos2 х = - -̂(1 + co s 2 x ) ,

1 . „cos xsm  x = —sin 2x , если п и т  являются четными.
2



Если хотя бы одно из чисел п или т  - нечетное, то от нечетной 
степени отделяется множитель и вводится новая переменная. В част­
ности, если т  = 2к + 1 , то

In.m ~  J* 5*п " XC0SUH xdx = j" sin" x c o s2* xcosxdx =

= J  s in ' '* ( ] -  s in 2 x )V (s in x )  = | « " ( 1 -m 2)* du.

Последний интеграл находится непосредственно (как интеграл 
от алгебраического многочлена).

Пример 2.

Найти J  sin 8 x c o s 5 х<&.

Поскольку одна из степеней является нечетной (т  = 5), интеграл можно 
найти следующим образом:

j*sin8xcos5 xdx= j *  sin8 xcos4 xcosx*£c = J  sin8 x(l - s in 2 x)2d(sinx) =

sin9x 2 sinu x sin13x _--------------------- + ----------+ C.
9 11 13

Рассмотрим неопределенный интеграл

j  Z?(sin x, cos x)dx ,

где i?(sin x, cos x) -  рациональная функция от sin x  и cos x. 
Введем новую переменную по формуле

tg j  = t, (15.28)

тогда

^ ■ х х о + х2 s m — co s— 2 t g — 0
„ . х х  2 2  2 _ 2(

s in x  = 2 sm —cos — = —  --------------------------  — -  - т
2  2  2 X  ■ 2 Х  1 4. 2 х  1 + Гcos2 -  + sin -  1 + tg —



It 
1 +  f

2 X . 2 X , „ 2 X
C O S ----- sm  — 1 - t g  — , .22 x ■ 2 X 2 2 2cos x = cos — sm — = -------------------- = ------------ = ------r

2 2 2 * • 2 , 2 * l+-fcos —+ sin — 1 + tg —

cos X = ■
1 -t‘
1+r 2 ■

2dt
Из равенства (15.28) следует, что х =  2arctg t ia dx —------т-

1 + r
В результате указанной замены переменной получаем

|  i?(sin х, cos x)dx = J R 2 1 1 -t2 ] 2dt
1 +  f 1 +

где Ry(t)~ рациональная функция переменной t.
Пример 3.

f 1 + s in .t — co s*  .
Найти --------------------- dx .

J 1 -  siism x +  cosx
Преобразуя подынтегральное выражение, получаем

Г 1 + s in x - c o s x ^  Г 2-(1 
J 1 -  sin х + cos х J 1 —

2 - ( l - s in ; t  + cos;t)
sm x+cosa:

dx = 2 f --------—----------- f dx.J 1 —sin jc+cosjc J

Чтобы найти первый интеграл, применим подстановку (15.28):

dx
sin х + cos* ■J

■t1 + f"
21 1-Г

1 -  + -
■dt =

1 +  f 2 1 + f 2

-In X ,
tg - 1 + c .

Следовательно,

J
1 + sin x - cos x 
1-sin  jt + cosx

■dx = -x- 2  In + C.



В предыдущих параграфах рассмотрены вопросы интегрирова­
ния простейших классов функций. В частности, было показано, что для 
всякого многочлена существует первообразная, являющаяся много­
членом, т.е. элементарной функцией. Неопределенный интеграл от 
рациональной функции также выражается через элементарные функ­
ции (рациональные функции, логарифмы, арктангенсы).

Ограничиваясь рассмотренными классами функций, обращаем 
внимание на то, что имеются специальные справочники, в которых 
приведены наиболее распространенные неопределенные интегралы; 
укажем, например, [14], [15].

Поставим следующие вопросы. Для всякой ли непрерывной 
функции существует первообразная? Всякая ли первообразная являет­
ся элементарной функцией? Оказывается, для всякой непрерывной 
функции существует первообразная (см. п. 16.6). Но эта первообразная 
для некоторых функций не является элементарной функцией. Соответ­
ствующие неопределенные интегралы называют «неберущимися», 
примерами их могут служить следующие:

Каждый из этих интегралов представляет собой функцию, не выра­
жающуюся в элементарных функциях.

Интеграл от дифференциального бинома, т.е. интеграл вида

где а , (3 , у -  рациональные числа, выражается через элементарные

лером в 1768 г. В 1853 г. П. JI. Чебышев1 доказал, что интеграл (15.30).

dx
• (15.29)

(15.30)

-  целое число;

3 ) + у -ц елое число. Эти случаи интегрируемости указаны JI. Эй-

1 Пафнутий Львович Чебышев (1821 -  1 894)- знаменитый русский математик.



за исключением этих трех случаев, не выражается через элементарные 
функции.

15.9. Примеры простейших дифференциальных уравнений
Дифференциальным уравнениям будет посвящен специальный (третий) 

раздел данной книги.
В этом параграфе ограничимся начальными сведениями об обыкновен­

ных дифференциальных уравнениях первого порядка и простейшими при­
мерами.

Дифференциальным уравнением называется уравнение, связываю­
щее независимую переменную, искомую функцию и ее производную. На­
пример, уравнения у' + у ~х = 0 , у'~у = 0 , у'-х = 0, у' = 0 являются 
дифференциальными уравнениями, так как все они содержат производную 
неизвестной функции у = у(х). Отметим, что некоторые из них могут и не 
содержать аргумента, функции или того и другого одновременно, но обяза­
тельно должны содержать производную или соответствующие дифферен­
циалы. Приведенные уравнения можно записать в виде

±  + у . х т 0 , * - ,  = 0 , —  - х  = 0 , £  = 0 . dx dx dx dx

Решением дифференциального уравнения называется функция

у = ф(х), обращающая это уравнение в тождество. Так, функция у = ̂ х2

/

является решением уравнения у'-х = 0 ,ибо л:2 j( =х и подста­

новка производной в это уравнение дает х - х = 0. Его решением будет
1 2

также функция у  = —х +С , где С -  произвольная постоянная. Эта

функция называется общим решением данного уравнения. Общее реше­
ние уравнения у'-х = 0 можно получить следующим образом. Представим 
это уравнение в виде dy ~ xdx, возьмем интегралы от обеих частей, вос­
пользовавшись вторым свойством неопределенного интеграла:

у = —х2 +С.
2

Читателю предлагается найти общие решения уравнений у' = О 
и у'-у = 0  .

Пример 1.
Химические реакции первого порядка (см. [II]).



Обозначим через а начальную концентрацию вещества Л, через х -  ко­
личество молей на литр, прореагировавших за время t от начала реакции, 
тогда действующая масса к этому времени равна а - х, а скорость реакции 
выразится производной х].

Согласно закону действующих масс (скорость, с которой вещество 
вступает в реакцию, пропорциональна концентрации этого вещества, т.е. 
количеству молей в единице объема) для мономолекулярных реакций, или 
реакций первого порядка, справедливо уравнение

dx
—  = к(а-х) ,  
dt

где к -  коэффициент пропорциональности.
Чтобы найти неизвестную функцию х ~ *(/), необходимо решить это

_  dx .
дифференциальное уравнение. Переписав уравнение в виде --------= kdt иа-х
взяв неопределенные интегралы от обеих частей, получим 
-1п(д -  х) = kt -  In С , , где In С\ = С - произвольная постоянная.

Из последнего равенства следует, что

x(t) = a- Cxe'kl

Поскольку х = 0 при / = 0 (в начальный момент времени нет продукта ре­
акции), то а -  С] = О, С| = а.

Следовательно, x(t) = а( 1 -  e~kl).

Пример 2.
Химические реакции второго порядка (см. [11]).
Имеется два вещества А и В, начальные концентрации которых, выра­

женные в молях на единицу объема, равны соответственно a w b (предпо­
ложим, что а < b). За время t образуется x(t) молей продукта химической 
реакции.

Согласно закону действующих масс для бимолекулярной реакции, или 
реакции второго порядка, скорость пропорциональна произведению дейст­
вующих масс (а-х) и (b -х), т.е. х\ — к(а — х)(Ь — х) , где к - коэффици­
ент пропорциональности.

Найдем функцию х = x(t), удовлетворяющую этому дифференциально­
му уравнению. Перепишем уравнение в виде

 ±------- = * л
( а - х ) ( Ь - х )



Предварительно функцию (а-х){Ь-х) разложим на элементарные

дроби:

I 1

(а-х)(Ь-х) (а-b) х-а х-Ь

Интегрируя, находим

kt = -
a-b

■In
х~а
х-Ь

I а-х+ С = ------ In + С,а-b Ь-х

поскольку х< а <Ь.
Значение постоянной С определяется из начального условия: х = 0 при

/ = 0, т.е. -------In — Ь С = 0 ,  С  =  In — .а-b b b-a b
Следовательно,

a~b i _ £  b-ae(°-h)k‘
Ь



ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ
Определенный интеграл -  одно из основных понятий современной математики. 
К этому понятию приводят задачи на нахождение предела интегральной суммы 
(см п. 16.1).
Определенный интеграл тесно связан с неопределенным интегралом. Эта связь 
выражается формулой Ньютона -  Лейбница, о которой будет идти речь в п 16.7.

16.1. Задачи, приводящие к интегральным суммам и их 
пределам
Задача о площади криволинейной трапеции.
Рассмотрим криволинейную трапецию аАВЬ (рис. 16.1), т.е. 

плоскую фигуру, ограниченную сверху графиком функции у - f{x) 
ij{x) > 0 ), слева и справа -  отрезками аА и ЬВ прямых х = а, х = Ь, сни­
зу -  осью Ох. Отрезок [а, Ь] точками а = х0 <ху <х2< ... < хп \ < хп - b 
разобьем на п элементарных отрезков [а, д^], [хь дг2], [*„ ьЬ], длины
которых обозначим через Дх* =хк-хк \ {к - 1, 2, 3, п). В каждом из
элементарных отрезков [дск_ь дс*] выберем произвольно точку и вы­
числим в ней значение данной функции Произведение f(^k)lsxk 
выражает площадь прямоугольника с основанием Ахк и высотой fib,k). 
Составим сумму всех таких произведений

S „ = Z /№ » ) A * , -  (16.1)
к=1

Р и с. 16.1 Р ис. 16.2



Эта сумма (ее называют интегральной суммой для функции 
У ~АХ) на отрезке [а, Ь]) выражает площадь ступенчатой фигуры, со­
стоящей из прямоугольников и приближенно заменяющ ей данную 
трапецию. Очевидно, сумма (16.1) зависит от способа разбиения и вы­
бора точек

Обозначим через X длину наибольшего из элементарных отрез­
ков [** |, х*] (к-  1 ,2 ,. .. ,  п), т.е. X = шах Ахк {к = 1 ,2 ,. .. ,  п).

Число S называется пределом интегральной суммы (16.1), если 
для любого числа е > О можно указать такое число 5 > 0, что при X < 5 
выполняется неравенство Sn — S | <  Б независимо от выбора точек ^

на отрезках [.хк ], **].
Предположим, что рассматриваемая сумма имеет предел, когда 

число элементарных отрезков неограниченно возрастает, а длина наи­
большего из них стремится к нулю; этот предел и называется площа­
дью криволинейной трапеции, т.е.

• ( 16-2)

Покажем, например, как вычислить площадь S криволинейной 
трапеции, ограниченной дугой параболы у = х2, прямой х = b и осью 
Ох (рис. 16.2).

Отрезок [О, Z>] разобьем на п равных частей длиной Лдг* = —
п

точкам ихк = к—. Возьмем = хк, тогда п

к 2Ь2
А Ы  = Ц -п

и

с  _ ^ к 2Ь2 b _ ^ к 2Ь3
« 2~, 2 — 2  ̂ з*=| п п к=] п

Поскольку (см., например, [15], стр. 15)



n(n + 1)(2 « + 1) 
6

TO

Задача о вычислении длины пути по заданной скорости. 
Пусть точка М  движется прямолинейно с переменной скоро­

стью v Вычислим длину пути, пройденного точкой М  за проме­
жуток времени от t0 до Т. Промежуток [/0, Т\ разобьем на п элементар­
ных промежутков [tQ /j], [ /ь /2] , [tn ь 7] длиной Дtk - tk-tk i (t„ = T). 
В течение малого промежутка времени Atk скорость движения можно 
приближенно считать постоянной и равной _Д t'k ), где t'k -  некоторое

значение t из промежутка [tk. ь tk], поэтому длина пути, пройденного за 
этот промежуток, приближенно равна j{ t[ )Atk. Складывая все частич­

ные длины J[t'k)Atk, получаем приближенное значение длины пути, 

пройденного точкой за промежуток от /0 до Т.-

гае X = max Atk (к = 1, 2, ..., п).
Итак, пройденный путь равен пределу интегральной суммы

(16.3) функции v = / ( / )  на отрезке [/0, Т\.

(16.3)

Переходя к пределу, находим точное значение длины пути

5 = Н т £ / ( 4 )д ** , (16.4)



Поскольку к необходимости рассмотрения пределов интеграль­
ных сумм приводят многие другие задачи, то эти пределы стали пред­
метом особого исследования. Называют их определенными интеграла­
ми и обозначают

ж” .\f(x)dx =  •
*=i

16.2. Понятие определенного интеграла
Пусть дана функция у = fix), определенная на отрезке [а, Ь], где 

а < Ь. Отрезок [а, Ь] точками а  = х 0 < х х < х2< ... < хп i < х„  = b  разо­
бьем на п элементарных отрезков [а, Х|], [хь х 2], [х* ь х к], ...,[х„ и Ь],
длины которых обозначим через ЛхА, т.е. Дх* = x*-x*_i (k = I, 2, п; 
х0 = а, х„ = Ъ). В каждом из элементарных отрезков [х*_ь хк] выберем 
произвольно одну точку £*, значение функции в этой точке fi£k) умно­
жим на длину отрезка Дх*, получим произведение / (^ к)Ахк. Составим 
сумму всех таких произведений

S „  = £ / ( ? .  ■ <16 5>
*=|

Сумма (16.5) называется интегральной суммой для функции 
У = Л Х) на отрезке [а, £].

Обозначим через X длину наибольшего из элементарных отрез­
ков [х* ь хк] при данном п, т.е. А. = шах Лх* (к = 1 ,2 , ..., п).

Определенным интегралом от функции у =fix) на отрезке [а, Ь] 
называется конечный предел ее интегральной суммы, когда число эле­
ментарных отрезков неограниченно возрастает, а длина наибольшего 
из них стремится к нулю. Определенный интеграл обозначается сим- 

ь
волом J /(x ) (^ y  (читается: определенный интеграл от а до Ъ)\ fix) на-

а
зывается подынтегральной функцией, х  -  переменной интегрирования', 
а - нижним пределом интегрирования, b - верхним пределом интегри­
рования.

Следовательно, по определению



* п
J f{x)dx = И т ^ / ( ^ ) Д х *
a ^=l

Из определения следует, что величина определенного интеграла не 
зависит от обозначения переменной интегрирования, т.е.

Ь h Ь

] / ( * ) < & = $т< и = . . .= ш и . (16.7)
а а и

Функция, для которой существует предел (16.6), называется интегри­
руемой на отрезке [а, Ъ].

Очевидно, если функция fix) интегрируема на отрезке [а, Ь], то 
она и ограничена на этом отрезке. В самом деле, если fix) не ограниче­
на на отрезке [а, Ь\, то она не ограничена на некотором элементарном 
отрезке [х* ь хк]. За счет выбора точки ^  интегральную сумму можно 
сделать сколь угодно большой, а такая интегральная сумма не имеет 
конечного предела.

На примерах можно показать, что обратное утверждение невер­
но: существуют ограниченные функции, не являющиеся интегрируе­
мыми. К ним относится функция Дирихле, равная единице в рацио­
нальных точках и нулю -  в иррациональных. На любом отрезке [а, Ь] 
эта функция ограничена, но не является интегрируемой на нем. Дейст­
вительно, если в каждом элементарном отрезке [х*_ь хк] выбрать ра­
циональную точку , то интегральная сумма

П п н
S п = X  ̂ ) Лх* = Х = X ~  } =

к= I к=1 к=I

= (х, -  х0 ) + (х2 - х ,) + ... + (х„_, -  х„_г) + (х„ - х„ч ) = х„-х0 =Ь-а.

Если выбрать иррациональную точку т о ^ ( ^ )  = 0 и S„ = 0. Предел 
интегральных сумм для функции Дирихле не существует, поэтому 
функция не является интегрируемой.

Отметим без доказательств, что справедливы следующие утвер­
ждения:

1. Если функция fix) интегрируема на отрезке {а, b], то она ин­
тегрируема на любом отрезке [с, d], содержащемся в [а, b].

2. Если функция fix) непрерывна на отрезке [а, Ь], то она и ин­
тегрируема на этом отрезке.



3. Если функция fix) имеет на отрезке [а, b] конечное число то­
чек разрыва первого рода, то она интегрируема на [а, Ь].

16.3. Геометрический смысл определенного интеграла
Возвратимся к задаче о площади криволинейной трапеции и оп­

ределению определенного интеграла.
Если а < b и J(x) > 0, то из формул (16.2) и (16.6) следует, Что

ь

J f{x)dx =S9 (16.8)
а

т.е. определенный интеграл от ф у н кц и и ^  =/(х) по отрезку [а, £] равен 
площади криволинейной трапеции, ограниченной сверху графиком 
функции у =j(x), слева и справа -  отрезками прямых х =  а, х = Ь, сни­
зу -  отрезком оси Ох (рис. 16.3).

Если а < Ъ и J(x) < 0, то

а

О

О а

Рис. 16.3 Рис. 16.4

Л
J / ( x ) a f r  = - £ , (16.9)

т.е. определенный интеграл от функции, принимающей неположитель­
ные значения, равен площади соответствующ ей криволинейной трапе­
ции, взятой со знаком минус (рис. 16.4).



Если а < b nfi[x) меняет знак на отрезке [а, Ь], то определённый 
интеграл равен алгебраической сумме площадей соответствующих 
криволинейных трапеций (рис. 16.5):

Рис. 16.5

А
jf(x)dx = S} -S2 +S3. (16.10)
а

16.4. Основные свойства определенного интеграла
При введении понятия определенного интеграла предполага­

лось, что а < Ь. Рассмотрим случаи, когда а = b и а > Ъ. Полагаем по
определению

а
^ f ( x ) d x  = 0, (16.11)
а

где j f r )  -  любая функция;

Ь и
^f{x)dx = -^f(x)dx, (16.12)
а Ь

Smfix) - функция, интегрируемая на отрезке [b, а] (b < а).



Замечание.
Равенство (16 .11 ) имеет следую щий геометрический смысл: соответст­

вующая криволинейная трапеция вырождается в отрезок прямой, площадь 
такой «криволинейной трапеции» равна нулю.

Равенство (16.12) м ожно интерпретировать следующим образом: эти 
определенные интегралы являются пределами интегральны х сумм, отли­
чаю щ ихся лишь знаком, так как все Ах* = хк-хк , в случае b  < а  (рис. 16.6) 
будут отрицательными (при а  < b  все Ах* >  0), поэтому интегралы отлича- 
ются только знаком. __________________________________________________

Определенный интеграл обладает следующими свойствами:
1. Если функция Д х ) интегрируема на наибольшем из отрезков 

[йг,&], [а, с], [с, b], то она интегрируема на двух других отрезках, при­
чем

О С Л

j / ( x ) < & =  j / ( x ) * & +  j f ( x ) d x

при любом расположении точек а, b, с.

Рис. 16.7

При а < с < b это равенство имеет простой геометрический 
смысл (рис. 16.7). Другие случаи сводятся к данному. Например, если 
а < Ъ < с, то

C h ^
J / ( x ) < & =  J / ( * ) < & +  J / ( x ) a f r ;



h с с L Ь

I f ( x ) d x  = j f ( x ) d x -  j f ( x ) d x  = j f ( x ) d x +  j f (x ) dx .  
a a h a c

2. Если функция J(x) интегрируема на отрезке [а, b], то функция 
kfix), где к = const, также интегрируема на этом отрезке, причем

Л b

J kf(x)dx = к ̂ f {x)clx.
и а

3. Е слиД х) и ф(;с) -  функции, интегрируемые на отрезке [а, Ь\, 
то их сумма и разность также интегрируемы на этом отрезке, причем

ь ь ь
j [ / 0 0  ± y(x)]dx = ^f(x)dx±^{x)dx.
а а а

Эти свойства доказываются путем построения соответствующих 
интегральных сумм и перехода к пределу при X—>0.

Докажем, например, свойство 3. Отрезок [а, b] разобьем на эле­
ментарные отрезки [** ь .г*]. Составим интегральные суммы для функ­
ций fix), ф(дг), yfc)±(p(.r). Точки ,, хк] выберем произвольно, но
одни и те же для всех сумм, тогда получим

П п п
] T [ / ( ^ ) ± c p ( ^ ) 3 A x *  = ^ / ( £ .* ) Д х *  ± ]Г ф (5 * )Д х А.
*=1 к=\ А = 1

Каждая из интеф альны х сумм в правой части имеет предел при
X—>0, равный соответствующему определенному интегралу, поэтому 
интегральная сумма в левой части также имеет предел, т.е. функции 
fix) ± ф(д:) интегрируемы на отрезке \а, Ь]. Переходя к пределу при 
X—>0, получаем равенство, которое требовалось доказать.

Следующие свойства определенного интеграла выражаются с 
помощью неравенств.

4. Если функция fix) интегрируема на отрезке [а, Ь], где а <Ь, и 
fix) > 0 для всех х е  [а, Ь], то



b

I* f ( x ) d x  > 0
a

Действительно, в этом случае неотрицательны также интегральные 
суммы и их предел.

5. Если функции fix), cp(jc) интегрируемы на отрезке [а, b], где 
а < b, w fix) < (p(x) для всех х е  [а, Ь), то

Это свойство следует из предыдущего, так как в данном случае 
Ф(х) -fix) > 0 на отрезке [а, А].

6. Если функция j{x) интегрируема на отрезке [а, Ь], где а < Ь,

Это свойство примем без доказательства. Последнее неравенст­
во легко интерпретировать с помощью геометрического смысла опре­
деленного интеграла (см. п. 16.3).

16.5. Оценка определенного интеграла. Теорема о среднем 
Докажем сначала равенство

которое понадобится в последующем.
Подынтегральная функция равна единице, fix) = 1; интегральная 

сумма для нее выразится формулой

h b

а а

то функция также интегрируема на [а, b], причем

ь ь
!*/(*)<&  < j] / ( * )  \dx-
а а

Ь
(16.13»

а

и п п
=Х Л** -xk-i) = b-a.



Итак, любая интегральная сумма для данной функции равна b -  
-  а, поэтому и предел ее равен b -  а, т.е. справедливо равенство 
(16.13).

Теорема 16.1.

Если функция f(x) интегрируема на отрезке [а, Ь], где а < Ь, и 
для всех х е[а, Ъ] выполняется неравенство

m<f(x)<M , (16.14)

то

ь
m{b -а)< j f  (x)dx <M(b-a). (16.15)

Доказательство.
На основании свойства 5 из неравенств (16.14) находим, что

ь ь ь
j m f i f c c  < ^f(x)dx< J Mdx,
a a a

ИЛИ

h h b

m |*й£с < j"f(x)dx < M
a a a

Принимая во внимание формулу (16.13), получаем неравенства (16.15), 
что и требовалось доказать.

С помощью неравенств (16.15) можно оценить определенный 
интеграл, т.е. указать границы, между которыми заключено его значе­
ние. Неравенства (16.15) выражают оценку определенного интеграла.

Пример.
Я

Оценить определенный интеграл J(3 4- s in 6 x)dx.
о



Поскольку в данном случае а « О, Ъ = к, b - а -п, для функции 
fix) = 3 + sin‘ jc, w = 3, Л/ 4, т.е. 3 < 3 + sin* x < 4, то

Я

U

Теорема 16-2.

Если функция f(x) интегрируема на отрезке [а, Ь] и для всех 
хе[а,Ь] выполняются неравенства т  < f(x) < М , то

А
J  f(x)dx = ]i(b - а), (16.16)
и

где т<р<М.
Доказательство.

Если а < Ь, то на основании теоремы 16.1 выполняются нера­
венства (16.15), из которых находим

1т <— f̂{x)chc< М.

Полагая

А
—  [/(*)<&  =  ц, (16.17)b- a Jа

получаем равенство, которое требовалось доказать.
а Ь

В случае а > Ь имеем J / ( ; c ) c £ c  = \х(а- b), ^f{x)dx = \x(b-a).
h а

Доказанная теорема называется теоремой о среднем.
Замечание.

В случае, когда функция fix) непрерывна на отрезке [а, Ь], равенство
(16.16) принимает вид

jf(x)dx = f(c)(b~a), (16.18)
а



где се  [а, Ь\.
Число ц =У(с), определяемое 

формулой (16.18), называется сред­
ним значением функции Дх) на от­
резке [а, Ь].

Равенство (16.18) имеет сле­
дующий геометрический смысл: 
площадь криволинейной трапеции, 
ограниченной непрерывной линией 
У =АХ) (Ах) -  0), равна площади 
прямоугольника с тем же основа­
нием и высотой, равной ординате 
некоторой точки этой линии 
(рис. 16.8).

16.6. Существование первообразной для непрерывной 
функции
Введем сначала понятие определенного интеграла с перемен­

ным верхним пределом.
Рассмотрим функцию у = Д х), интегрируемую на отрезке [а, Ь\ 

Если х е [я , Ь\, то функция Д х ) интегрируема также на любом отрезке 
[а, х]. Предположим, что х меняется на отрезке [а, Ъ], тогда на этом 
отрезке определена функция

х
Ф(х)= J / ( 0 ^ ' -  (16.19)

а

Докажем, что функция (16.19) непрерывна на отрезке [а, Ь]. Ар­
гументу х придадим приращение Ах такое, что (х0 + А х )е[а , b], тогда 
по свойству 1 определенного интеграла получим

Г+Дг X Т-1-Д* *+Дг

Ф (х + Ах) = J  f{t)dt = J / ( 0 < r t  + = Ф ( * )  + \f(.t)dt,
о а х х

дг+Дг х+Дг
Ф (х + Ах) -  Ф (х) = АФ -  jf(t)dt.

X X

1 Переменную интегрирования обозначили буквой t, переменный верхний предел бук­
вой х.



|  f(t)dt = ii&x,

где т  <\\< М< т  - наименьшее, М -  наибольшее значение функции 
fix) на отрезке (х, х + Дл]; эти значения существуют, так как функция 
интегрируема, следовательно, и ограничена.

Из двух последних равенств следует, что ДФ = цДдг, откуда 
ДФ—>0 при Дд->0. т.е. Ф(.г) -  непрерывная функция. Функция (16.19) 
будет и дифференцируемой, если f(x) -  непрерывная функция, о чем 
свидетельствует.следующая теорема.

Т еорем а 16.3.

Если подынтегральная функция непрерывна на отрезке fa, bj. 
то производная определенного интеграла с переменным верхним пре­
делом существует и равна значению подынтегральной функции д.чя 
этого предета, т.е.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Аргументу х функции (16.19) придадим приращение Дх такое, 

что (.г + Д х )е |а , Ь], ему соответствует приращение функции

Ф '(*) = f(x). ( 16.20)

Применяя формулу (16.18), получаем

[х, х + Д д - j, £, = -V + 0 Д * .  0  < 0  < 1. 

Итак, Д Ф  =fi£>)Ax. откуда

ДФ ДФ
 =  fit), l im  =  lim f it ) =  lim /  ix +  0 Д _ \ )  =  fix).
Д  у Дг-*() Д  X Дх-♦<) Ai ->(l



что и требовалось доказать.
С л е д с т в и е .  Определенный интеграл с переменным верх­

ним пределом является одной из первообразных для непрерывной по­
дынтегральной функции. Другими словами, для любой непрерывной на 
промежутке функции существует первообразная.

Замечание.
Интеграл с переменным верхним пределом интегрирования использу­

ется при определении многих новых функций, например.

j 'еч dt, j*sinr</f, Jco src //.

Эти функции не являются элементарными; как уже отмечалось (см. 
п. 15.8). первообразные указанных подынтегральных функций не выража­
ются через элементарные функции.

16.7. Формула Ньютона-Лейбница
Связь между определенным и неопределенным интегралом вы­

ражает следующая теорема.

Теорема 16.4.

Определенный интеграл от непрерывной функции равен разно­
сти значений любой ее первообразной для верхнего и нижнего предела 
интегрирования.
Д о к а з а т е л ь с т в о .

Рассмотрим интеграл с переменным верхним пределом

д

Ф U ) = | / ( / ) Ж  ,
и

где х принадлежит отрезку [а, Ь], в котором /(д) непрерывна. Согласно 
теореме 16.3 Ф '(х) = f(x).



Пусть F{x) -  первообразная функции f(x), т.е. F'(x) =fix). Итак, 
функции Ф(л:) и F{x) имеют одинаковые производные; на основании 
следствия 2 из теоремы. Лагранжа заключаем, что

Ф(дг) = F(x) + С.

Поскольку Ф{а) = 0 (см. равенство (16.11)), при х = а т  по­
следнего равенства получаем 0 = F(a) + С, откуда С  = ~F(a). 

Следовательно,

х
Ф(х) = F(x) - F(a), ff(O d  = F(X) - F(a),

a

где F'(x) = f (x ).
В частности, при x - b получаем

ь

j f ( x)dx = Fib) - F (a ), (16.21)
a

что и требовалось доказать.
Формула (16.21) называется формулой Ньютона-Лейбница; ее 

можно переписать в виде

ь
j /(x )< fe  = F (x )|* ,
а

где

F (x)|‘ = F ( 6 ) - F ( a ) ,  (16.22)

левая часть читается так: двойная подстановка от а до b для функции 
Fix).

Приведем пример применения формулы Ньютона -  Лейбница:



(выясните геометрический смысл этого определенного интеграла и 
сравните решение с решением соответствующего примера из п. 16.1).

16.8. Замена переменной в определенном интеграле. 
Интегрирование по частям

Теорема 16.5.

Если выполнены условия: 1) функция f(x) непрерывна на отрезке 
[a, bj; 2) отрезок [а, Ь] является множеством значений функции 
х =jp(t), определенной на отрезке a<t</3 и имеющей на нем непре­
рывную производную; 3) <р(а) - а, cp(fi) ~ Ь, то справедлива формула

ь р
|> (д г )А  = | /{ф « )]ф '« )< *  . (16 .23)
а  а

Доказательство.
Пусть F(x) - первообразная для функции f (x)  на отрезке [а, Ь),

ь
т.е. F'(x) = f tx )  для всех хе [а, Ь], тогда J / ( x )d x  =  F ( b ) -  F(a) .

а

Поскольку функции F(x), х — ф(/) являются диффе­
ренцируемыми на соответствующих отрезках, сложная функция 
■F[cp(/)] дифференцируема на отрезке [а, Ь\.

=^'<р; = / w - < p ;  = л ч к о к ,

F;= fm .D W )-

Следовательно, функция /^ф (/)] -  первообразная для функции 
/ [ Ф (0 ]ф '(0  на отрезке [а , Р]. По формуле Н ью тона-Лейбница получа­
ем

| / [ ф ( 0 М 0 л  = /г [ ф (/ ) ] | ^ /г [ ф (р ) ] - /г [ ф (сх)]-

Принимая во внимание условие 3) данной теоремы, находим



F  [ ф((3)] ~ F  [ ф (а ) ] = F{b) -  F{a) = f̂(x)dx.
a

Из двух последних равенств следует формула (16.23), которую назы­
вают формулой замены переменной под знаком определенного инте­
грала.

Пример 1.
з

Вычислить | . . -  dx.
У Jx  + l

Введем новую переменную t по формуле / = \Х + I .из которой* г-1, 
dx -  2tdt. Определяем новые пределы интегрирования: из равенства 
I = -Jx + 1 при Х| = 0 получаем t\ = 1, при х2 = 3 t2 = 2. т.е. а  = 1, (3 = 2.

На основании формулы (16.23) находим

2 .2
\— L = d x  =  f------ - - 2 td t  =  2 f ( r2 - 1  )d t.
Jyfx + \ J 1 }

Последний интеграл сводится к двум табличным:

J('2 - 1W '- " ' f  = j ( 2 ’ - I 3) - ( 2 - i )  = y

Следовательно, I , dx -
з

Теорема 16.6.

Если функции и - и(х), v = v(x) имеют непрерывные производ­
ные на отрезке [а, Ь], то справедлива формула

О о

Jw(.v)v'(x)£ic = u(x)v(x)|* -  Jv(jt)M'(jt)atc • (16.24)



Доказательство.
Поскольку функция и(x)v(x) -  первообразная для функции 

u'(x)v(x) + u(x)v'(x), то

о
J[m(x)v'(x) + «'(x)v(x)]atc = «(x)v(x)|* ,

откуда и следует формула (16.24), которую можно записать в виде

о Р
Judv = uv|* -  jvdu (16.25)

Пример 2.

Вычислить \хе2х dx

С помощью формулы (16.25) получаем

f x e 2xdx  = j  j x d ( e 2x) = j х е 21^  -  ^ е 2хd x  = ^ х е 2х^  J V V ( 2х)  =

1 2* = — х е  
2

1 - 1  e2xf  = —(е2 + 1) и 2,097. 
0 4 1о 4

16.9. Приближенное вычисление определенных интегралов
Точное вычисление определенного интеграла по формуле Нью­

тона -  Лейбница не всегда оказывается возможным (так как первооб­
разная подынтегральной функции иногда не выражается в элементар­
ных функциях) или не представляется целесообразным (поскольку на­
хождение первообразной часто сопряжено с громоздкими выкладка­
ми). В этих случаях, а также в случае, когда подынтегральная функция 
задана табличным способом, целесообразно определенные интегралы 
вычислять приближенно. Существуют различные методы численного 
интегрирования функций. Рассмотрим применение простейших из них.

Формула трапеций.
Пусть требуется вычислить определенный интеграл



b

I = j  f(x)dx ,
a

который, как известно, равен площади соответствующей криволиней­
ной трапеции (рис. 16.9).

Рис. 16.9

Отрезок [а, Ь] разобьем на п равных элементарных отрезков 
длиной

И = ̂ - .  (16.27)п

Пусть х0, хи х2, ..., хп -  точки деления (х0 = а, хп = b)\ у0, v ь >’2, 
...,у„- ординаты соответствующих точек М0, М2, ..., М„ (М0 = А,
Мп = В) графика функции у -fix), тогда

xk=a + kh (к = 0 ,1 ,2 ,...,п) , (16.28)

где И - шаг разбиения, определяемый формулой (16.27),

yk=f(xk) (к = 0 ,1 ,2 ,...,я ) .  (16.29)

Соединим каждые две последовательные точки Мк ь Мк 
(к = 1 ,2 , ..., п) отрезком прямой, в результате получим п прямолиней­
ных трапеций одной и той же высоты. Они составляют фигуру, «впи­
санную» в данную криволинейную трапецию. Площадь этой фигуры 
выражается формулой



2 2 2 

= ^ у  + >;1+ ^ 2 + -  + Л - | + у  .

поэтому

* ,

J / ( * ) < f r  * - [ С у 0  + ; ' „ )  +  2(у] +у2 + ... + у„_,)]. (16.30)

Формула (16.30) и называется формулой трапеций. 
Отметим без доказательства, что если R„ -  остаточный член 

приближенной формулы (16.30), т.е.

j/(x)dx = ^[y0+2(yi +у2 +... + у „ . 1) + у „ ] + Я „ ,  (16.31)

то

\«,,\<-(Ь: ? м . (16.32)
12и

где

М = max I / " ( * )  I. (16.33)
а<х<Ь

Формула парабол.
Определенный интеграл (16.26) можно вычислить приближенно и дру­

гими способами.
Отрезок [а, Ь\ разобьем на четное число т  = 2п равных элементарных 

отрезков, длина каждого из которых

А = — . (16.34)2п



Криволинейную трапецию аАМ̂ с2 (Рис- 16.10) заменим соответ­
ствующей параболической трапецией, ограниченной сверху дугой па­
раболы, проходящей через три точки А, Мь М2, ось которой параллельна 
оси Оу. Уравнение такой параболы имеет вид у = ах2 + Ьх+ С, коэффици­
енты этого уравнения определяются из условия, что парабола проходит че­
рез три точки А, М], М2. Аналогичную замену осуществляем для других 
точек М2, Mj, Л/4; Л/4, Мь, М6 и т.д.

Вычислим площадь одной параболической трапеции. Покажем, что ес­
ли криволинейная трапеция ограничена параболой у = сот + Ьх + с, осью 
Ох и прямыми х = -  И, х = И, то ее площадь определяется формулой

S  = ~ { У о  + *У\ + У 2 ). (16.35)

где уо = jKxo) = у\=у(х{)= ><0), у2 = у(х2) = y(h).
Коэффициенты уравнения параболы у = ах2 + Ьх + с определяются из 

системы уравнений

yQ=ah2-bh + c, у{ =с, y2=ah2+bh + c. (16.36)

Считая коэффициенты а. Ь, с известными, находим площадь рассмат­
риваемой параболической трапеции

П
S = J( ях2 + bx + c)dx = ах Ьх  + —

2

— + сх
-h



С другой стороны, из системы (16.36) следует

Из двух последних формул получаем формулу (16.35).
Поскольку

Ь *2 *4 *2п
j/(x)<fc= j/(x)<& + j/(x)<fr+...+ j f(x)dx,
a  a  x 2 r 2 „ - 2

то с помощью формулы (16.35) находим 

ь
J/(*)<& * - (^ о  + 4^, + у2 ) + ~{у2 + 4у3 + у4 ) + ... + -  (у 2ц-2 + 4-У2п- I + У 2п )

или

о

\ f  (*)<& * - [ у о  + У2л + 4(у, + Д'з +... + y 2ll_,) +
а

+ Ч У 2 + У а + -  + У2„-2)]-

Это и есть формула парабол; она называется также формулой Симпсона. 
Для остаточного члена формулы (16.39) выполняется неравенство

| | ^ ( Ь - а ) 5 М  ( ] 6 4 0 )

1 1 180(2«)

где

М  =  m a x  I / l v ( x )  . ( 1 6 . 4 1 )
a<>x<.b I

Пример.

По формуле трапеций, приняв /7=10, вычислить j ‘Sin 'Ya!x



Составим таблицу значений функции fix) - -------, необходимых для
' X

приближенного вычисления данного определенного интеграла (табл. 5).
Таблица 5

к хк sin хк
ч sin** 

Л - /(* * )=  „Хк
Уо, У ю Ук

(к = 1,2,...9)
0 0 0 1
1 0,1 0,09985 0,99850
2 0,2 0,19867 0,99335
3 0,3 0,29552 0,98507
4 0,4 0,38942 0,97355
5 0,5 0,47943 0,95886
6 0,6 0,56464 0,94107
7 0,7 0,64422 0,92031
8 0,8 0,71736 0,89670
9 0,9 0,78333 0,87037
10 ~ 1,0 0,84147 0,84147
I 1,84147 8,53778

Поскольку уо + Ую = 1,84147, 2{ух + у2 + -Уэ) = 2x8,53778 = 17,07556, 
h = 0,1, то по формуле (16.30) получаем

I
etc « М  (184147 + ] 7,07556) = 0,94585.

J х  2о

Замечание.

Соответствующий неопределенный интеграл J Sin Х dx не выражается

в элементарных функциях (см. п. 15.8), поэтому формулу Ньютона -  Лейб­
ница здесь применить нельзя.

16.10.Несобственные интегралы
При введении понятия определенного интеграла пред­

полагалось, что выполняются условия: 1) пределы интегрирования а и 
b являются конечными; 2) подынтегральная функция fix) ограничена 
на отрезке [а, Ь]. В этом случае определенный интеграл называют соб­
ственным. Если хотя бы одно из двух указанных условий не выполня­
ется, интеграл называют несобственным.



Интегралы с бесконечными пределами.
Пусть функция у - fix) непрерывна при любом х>а. Рассмотрим 

интеграл с переменным верхним пределом

ь
/ ( & )  =  J  f(x)dx . (16.42)

а

Как было показано в п. 16.4, интеграл (16.42) является диффе­
ренцируемой функцией верхнего предела. Предположим, что при 

функция (16.42) имеет конечный предел; этот предел называет­
ся сходящгиися несобственным интегралом от функции/(jc) по проме­
жутку [а, + °о) и обозначается

+«* Ь

J  f(x)dx = Jim  j *  f(x)dx. (16.43)
a a

Если предел (16.43) не существует или равен бесконечности, то несоб­
ственный интеграл называется расходящимся.

Рис. 16.11 Рис- 1612

Геометрически несобственный интеграл от неотрицательной 
функции выражает площадь бесконечной криволинейной трапеции, 
ограниченной сверху графиком функции у =f(x), слева -  отрезком' 
прямой х — а, снизу -  осью Ох (рис. 16.11) (в случае сходящегося ин­
теграла эта площадь является конечной, в случае расходящегося -  бес­
конечной).



'dx 
х*i

Если a * I , то

г dx
Исследовать, при каких а  сходится несобственный интеграл J——

* -a -H

f— = lim 
J Xa h-+-rx J xa b-y*x—a + 1
I I

lim — — (6'~a -1)
Л— ] — (X

Следовательно,

IfflCt 1 , '[dx
I  -------- при a  > 1, I =  -их. при a  < 1.
J.vu a  -1  J * ui i

A

С dx  xВ случае a  = l —  = 1гис|ж = +oc . Итак, несобственный интеграл схо- 
J *I

дится при a  > 1.

Если F(x) -  первообразная дляД х), то

h
[f(x)dx = lim [/(х)аЬг = lim [F (6 ) -  /•"(#)] = F (-ko) -  F (a ), (16.44)
J A —>+j J A ->-+ ж
t/ a

где F ( + cc) = lim F (A ) .

Аналогично определяется несобственный интеграл с бесконеч­
ным нижним пределом

/• А
J/(A -)a t = Jim  J / ( x ) r f r  (16.45)

-Л о

й несобственный интеграл с обоими бесконечными пределами

* * I vl

j/(.v)< fr = j f(x)dx+ j f(x)dx, (16 46)



где с -  любая точка из интервала (-«>, + °°).
Приведем без доказательства две теоремы, с их помощью можно 

исследовать вопрос о сходимости некоторых несобственных интегра­
лов.

Теорема 16.7.

оо

Если при х£а выполнены неравенства 0 < ф(д) < f(x) и jf(x)dx
а

о о  о о  о о

сходится, то сходится и J* ф(дс)^/х, причем jy(x)dx <j f(x)dx; если
а а а

оо
J  ф(х)г£с расходится, то расходится и J f{x)dx.
а а

Геометрическое значение этой теоремы иллюстрируется на 
рис. 16.12.

Теорема 16.8.

Если в промежутке [а, + оо) функция у = f(x) меняет знак и
« в

J|/U )|<£t сходится, то сходится также j* f(x)dx.
а  “_________________

Интегралы от неограниченных функций.
Если функция у =f(x) не ограничена в окрестности точки с  от­

резка [а, Ь] и непрерывна при а <х < с и с <х <Ь, то несобственный 
интеграл от этой функции определяется формулой

Ь I—Е Ь
J /(*)<&  = lim jf(x)dx + lim ^f{x)dx < (16.47)

С +Т)

где е > О, Т) > 0. В случае с = b или с -  а получаем

b b - t

J / (x)dx = lim |  f(x)dx\ (16.48)



J /( jc )d !r  =  lim  J f(x)dx.
a o+ri

Несобственный интеграл (16.48) или (16.49) называется сходя­
щимся, если существует конечный предел соответствую щ его опреде­
ленного интеграла; в противном случае интеграл называется расходя­
щимся.

Несобственный интеграл (16.47) называется сходящимся, если 
сущ ествуют и конечны оба предела в правой части.

Для интегралов от неограниченных функций справедливы тео­
ремы, аналогичные теоремам 16.7 и 16.8. Они применяются для иссле­
дования вопроса о сходимости несобственных интегралов и оценки их 
значений. В качестве функции, с которой сравниваю т подынтеграль­

ную функцию, часто выбирают ф (дс)=   — —. Легко видеть, что
(х-а)*

J '  ■■ —  а сходится при а < 1, расходится при а  > I.
в

Пример 2.
Исследовать, сходится ли интеграл

2

Подынтегральная функция не ограничена в окрестности точки х = 0. По­
скольку

1 1 f  dx f  dx

сходится, то сходится и данный интеграл.

16.11.Понятие об эйлеровых интегралах
Гамма-функция, или эйлеров интеграл второго рода, определя­

ется формулой



«и*

Этот интеграл является несобственным, так как верхний предел беско­
нечен; кроме того, если р  -  1 < 0, то подынтегральная функция не ог­
раничена при х—Ю.

Разобьем этот интеграл на-два интеграла

1 +~
Г(Р) = + j e - xxp-'dx

О 1

и исследуем сходимость каждого из них.
~ х  |  I |

Поскольку при 0 < х < 1 е~ххр~х = —;—  < ------  и | —1-Р Y Р J Г1-о *
dx

■ схо-р

дится в случае 1 -  р  < 1 или р >  0, то первый интеграл сходится, когда 
р> 0.

д | 2
Так как е хр < х при достаточно больших х

( е'ххр~1 х**х ха
( — т2— = —7“ < 1» и^° (см- пример 3 п. 12.1)) их е х—»-н*> е

1

dx _  1
X2 X = 1 ,

то при любом р  сходится и второй интеграл.
Следовательно, интеграл (16.50) сходится при р  > 0. Каждому 

положительному значению р  соответствует вполне определенное зна­
чение Г (р). Функция Т(р) не является элементарной.

Чтобы получить одно важное свойство этой функции, к инте­
гралу (16.50) применим метод интегрирования по частям:

« О  М  OD

Г(р  +1) = J  e~xx{̂ d x  = J  e xxpdx = J -  xpd(e~x) =
О 0  0

ел
= -e~Jxp\~ + e^x^dx  = -е~ххр q + рГ(р).



о» L  хр
=  lim 0

0 j —> t е\ )

Г(р + 1) = рГ(р).

П рир = 1 интеграл находится непосредственно:

м

Г(1)= J e~xdx = ~e~ 1  =1

Подставляя в формулу (1 6 .5 1 ) значенияр-  1 ,2 , ...,п получаем 
Г (2 ) =  1 Г (1 ) =  1 =  1!, Г (3 ) =  2 Г (2 )  =  2 1 =  2!,

Г(4) =  ЗГ(З) = 3-2-1 = 3!,

Рис. 16.13 Рис. 16.14

Г (л +  l )=  п(п - l ) . . .  2 • 1 =  л! (16.52)

Итак, при натуральных значениях аргумента гамма-функция 
совпадает с факториалом, т.е. с функцией fin) = п\ Но гамма-функция 
определена не только при натуральных п, но и при лю бых положи­
тельных значениях аргумента.



Из формулы (16.52) следует, что 0! = Г (1 )=  1. График гамма- 
функции изображен на рис. 16.13.

Замечание.
Гамма-функция определяется и при отрицательных значениях р. В 

этом случае необходимо применить формул}/ (16.51), переписав ее в виде

Г (р) =  Г (р  + ]) (16.53)
Р

(формулой ( 16.50) пользоваться уже нельзя, поскольку при р <, 0 интеграл 
расходится).

Если -1 <р < 0, то 0 <р + 1 < 1, поэтому правая часть формулы (16.53) 
имеет смысл, ею и определяется Г(р) при этих значениях р, отметим, что в 
этом случае Г(р) < 0. Продолжая аналогичные рассуждения, убеждаемся в 
том, что гамма-функция определена для всех отрицательных значений р, 
кроме р = -к, где к = 1, 2, 3 , ..., п и кромер = 0.

График гамма-функции при отрицательных значениях р изображен на 
рис. 16.14.

Бета-фунщия, или эйлеров интеграл первого рода, определяет­
ся формулой

I

B{p,q) = J  л '" 1 (l -  * Г ‘ ( 1 6 -54)
о

Подынтегральная функция не ограничена в окрестности точки х = 0 
при р - 1 < 0 и в окрестности точтси х = 1 при q - 1 < 0.

Разобьем интеграл (16.54) на два интеграла

B(p,q)=\ х'-' (1 -  xf-' dx+j (1 -  х)* dx.
О 0,5

0,5 0,5 dx
Так как xp~l{[-x)q ] <схр~] при 0 < х < 0 ,5  и Jx p 1dx= j —jzf

о о х
сходится при 1 ~р< 1, т.е. при р> 0, то первый интеграл также схо­
дится при р > 0. Аналогично можно показать, что второй интеграл 
сходится при q > 0.

Следовательно, интеграл (16.54) сходится прир > 0, q > 0.
17 5ак -144



Отметим, что между б ета- и гамма-функциями существует 
связь, выражаемая формулой

(16.55)
П  p + q)

Доказательство равенства (16.55) можно найти, например, в [6]. 

Полагая в формуле (16.55) р = q = , получаем

dx
т]х(1-х)

, А х - i
Л

х-х
‘ • ' I

1 'X----
2

a rc s in (2 * -l) ||) =п,

ч 2 ,
= п .

Так как Г(р) > 0 прир> 0, то

' I '  

ч 2 ,
=  л/я = 1,772. (16.56)

С помощью формулы (16.56) можно вычислить j e  х dx. Дей-
о

ствительно, полагая x = ̂ ft , находим

je-x2dx = -je-‘t 2dt = ̂ je~'t1 f - 1 . 7  J .  _  ^2 dt = -Y\ 
2

m
v 2 ,



ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА
Понятие определенного интеграла широко применяется при решении многих за­
дач. С помощью определенного интеграла можно вычислить площадь криволи­
нейной фигуры, длину дуги кривой, длину прямолинейного пути по заданной 
переменной скорости, определить объем и поверхность тела вращения, массу и 
центр тяжести неоднородного стержня, работу, производимую переменной си­
лой, и др.

17.1. Площадь криволинейной фигуры в прямоугольных 
декартовых координатах
Как было показано в п. 16.3, площадь криволинейной трапеции 

аАВЬу ограниченной сверху графиком функции у =f(x), слева и справа 
-  прямыми х = а и х = b соответственно, снизу -  осью Ох (см. 
рис. 16.3), вычисляется по формуле

ь
S = jf(x)dx. (17.57)

Рис. 17.1

Площадь криволинейной трапеции cCDd (рис. 17.1), ограни­
ченной справа графиком функции х = ф(у), сверху и снизу -  соответст­
венно прямыми у = d,y = с, слева -  осью Оу, определяется формулой



J

S = jq(y)dy.
С

Площадь криволинейной фигуры А\АгВ\Вг, ограниченной свер­
ху графиком функции уг =fi(x\ снизу -  графиком функции у] = /,(* ), 
слева и справа -  прямыми х = а, х = b (рис. 17.2, а), вычисляется по 
формуле

О
S = | [ / 2 ( * ) - / ] ( * № • (17.3)

Эта формула получена с помощью формулы (17.1), так как ука­
занная фигура представляет разность двух криволинейных трапеций.

О

Рис. 17.2

Площадь фигуры C 1D ]D 2C 2, ограниченной слева и справа соот­
ветственно графиками функций Х\ = (pi(y), х2 = Фг00> снизу и сверху -  
прям ы м иjy = c,y = d (рис. 17.2, б), определяется формулой

О
•5 =  J  [ф 2( V ) — ф, (>)3<5(у. (17.4)



В более общем случае криволинейную фигуру разбивают на 
части, площади которых вычисляются по приведенным формулам или 
определяются непосредственно.

Пример 1.
Вычислить площадь криволинейной фигуры, ограниченной параболой 

у = Л'2 и прямой у = х  (рис. 17.3).
Данные линии пересекаются в точках 0(0, 0) и N( 1, 1). Воспользуемся 

формулой (17.3), поскольку данная фигура -  частный случай фигуры 
A\.AiB2B\ (рис. 17.2, а), точки А\ и Л2 совпадают с точкой О, точки Bt и 
Вг~ с точкой N. Полагая в этой формуле

У\ = /i (*) = * 2 > У2 - /г  (•*) = •*> а=0, b = 1, получаем

!
= 1 - 1 - 1  
~  2 3 ~  6 'о

I
S = J (х- x2)dx = Гх2 X

~3

Рис. 17.3

Рассмотрим случай, когда линия, ограничивающая криволиней­
ную трапецию сверху (рис. 16.3), задана параметрическими уравне­
ниями

х = Ф,(г), у — Ф2(0> (17.5)

где а  < t < (3, ф !(а) = а, ф]((3) = Ь.
Уравнения (17.5) определяют некоторую функцию у =f{t) на от­

резке [а, Ь]. Площадь криволинейной трапеции вычисляется по фор­
муле



ь о
S = j y d x = j  f(x)dx.

a  a

Перейдем к новой переменной по формуле х = <Pi(f), тогда 
dx = (pl(t)dt. На основании уравнений (17.5) получаем

У = Л * )= Я ф 1 (0 ] = ф2(0.
Следовательно,

s = J< i>j (0 ( p; « * .  (17.6)

Пример 2.
Вычислить площадь области, ограниченной эллипсом х = a cos t, 

у = b sin t.
В силу симметрии эллипса относительно координатных осей достаточ­

но вычислить площадь области, лежащей в первой четверти, и результат 
умножить на 4. Замечаем, что в этом случае х меняется от 0 до а, поэтому t

К
будет меняться от — до 0, по формуле (17.6) находим

я я
О 2 2 г

S =  4J  {Ь sin t)(-a sin t)dt = 4abj s in 2 tdt = 4abj
Я О О V

1 -  cos 21 ~)dt =

r
-  4 ab t sin 21

= 7lab, S =  nab.

Замечание.
В частном случае, когда a-b-R, получаем S = nR2 - площадь круга 

радиуса R.

17.2. Площадь в полярных координатах
Рассмотрим криволинейный сектор ОАВ (рис. 17.4), ограничен­

ный линией, заданной уравнением р = р(ср) в полярных координатах, 
двумя лучами О А и ОВ, для которых соответственно <р = а , ф = |3. Сек­



тор ОАВ разобьем на элементарные секторы ОМк_\Мк (к = 1 ,2 , п, 
Мо = А, М„ — В). Обозначим через Дф* угол между лучами ОМк_j и 
ОМк, образующими с полярной осью углы (p*_i и ф* соответственно. 
Каждый из элементарных секторов ОМк̂ Мк заменим круговым секто­
ром с радиусом р* = р(ф'*), где ф* -  значение угла <р из промежутка 

1ф*-| > Ф* ] > и центральным углом Дер*. Площадь последнего сектора

выражается формулой Ask =  -^р*Дф4.

Сумма

*=i “  ■“ *=i
выражает площадь «ступенчатого» сектора, аппроксимирующего 
(приближенно заменяющего) данный сектор ОАВ.

Площадью сектора ОАВ называется предел площади «ступенча­
того» сектора при я — и X = шах ДсрА. —> 0 :

Л '  j  я   ̂ |

5 = Н т £  -  [р(ф', )]2 Дф, =  Н т  ̂ -  р I Д ф ,.

Так как

" 1 I f
П т У - р ^ Д ф ,  = -  Гр2(фМф,

2



5 = - ^ - |р 2(фУф.
а

Пример.
Вычислить площадь области, ограниченной лемнискатой 

р 2 =  а2 sin 2ф.
Принимая во внимание симметрию линии относительно ее оси 

(рис. 17.5), по формуле (17.7) получаем

Я  п

~4 4

— S=—ja 2sin2(pd(p = ̂ -a2jsin2(pd(2(p) = 
о о

а= - — cos2m = — а , S -а. 
4 4

17.3. Длина дуги кривой
В п. 13.1 дано определение длины дуги кривой, в п. 13.6 получе­

на формула для дифференциала длины дуги пространственной линии. 
Если эта линия задана параметрическими уравнениями

х = Ч>М ;У = Ф2М г  = Ф3(0  ( а < г < Й  (17.8)

где ф,(Г) (/ = 1, 2, 3) -  дифференцируемые функции аргумента f, то

ds =  yj x'2 + у'2 + z,2 dt. (17.9)

Интегрируя равенство (17.9) по промежутку [а , (5], получаем
формулу для вычисления длины дуги линии (17.8)

Р
s = ^ x ,2 + y'2 + z,2dt. (17.10)

а

Если линия (17.8) лежит в плоскости Оху, то z = 0 при всех fe[ot, (3]5 
поэтому



s - J  Vx?  +  У? dt. 
a

В случае, когда плоская линия задана уравнением у = f(x) 
(а <х < Ь), гд е /(х )  -  дифференцируемая функция, последняя формула 
принимает вид

ъ
* = jj\  + y'x2dx. (17.12)

а

Пусть плоская линия задана уравнением р = р(ф) (<х < ф < Р) в 
полярных координатах. Принимая во внимание формулы (1.17), полу­
чаем параметрические уравнения рассматриваемой линии х = р(ф)совф, 
у = р(ф)5тф, в которых роль параметра играет полярный угол ф. П о­
скольку х'у - р'(ф) cos ф -  р(ф) sin ф , у ' =  р'(ф) sin ф + р(ф) cos ф ,

х2 +у'2 =  р 2 + р /2, формула (17.11) принимает вид

Р ________
5  = J V p 2 + р ,2^Ф- (17.13)

a

Формула (17.13) выражает длину дуги линии р = р(ф) ( а  < ф < Р) 
в полярных координатах.

Пример 1.
Вычислить длину дуги винтовой линии х = a cos t, у = a sin t, z- bt 

между точками, для которых t = 0, t = р.



p
= jV a 2 +b2dt = yja2 + Ьг P, s = Ja 2 +b2 P

Пример 2.
Найти длину кардиоиды р = 2а(1 —совф) (рис. 17.6).

Так как р/ =  2<35Шф, р 2 + р '2 = 4 а 2 s in 2 ф +  4 а 2(1 -с о з ф )2

2 2 2 = 8а (1 -  cos ф) = 16а sin —, то по формуле (17. 13) получаем
2

я п .

= 2 J  4а sin d(p = 16а J  sin у  di у = -16а  cos— 
2

= 16 а.

17.4. Объем тела
Покажем, что объем тела можно вычислить с помощью опреде­

ленного интеграла, если известна площадь лю бого поперечного сече­
ния этого тела, перпендикулярного некоторому направлению.

Разобьем данное тело на элементарные слои плоскостями, пер­
пендикулярными оси Ох и определяемыми уравнениями х = const 
(рис. 17.7). Для любого фиксированного * е [ а, Ь] известна площадь 
S = S(x) поперечного сечения данного тела.

Элементарный слой, отсеченный плоскостями х = хк_ь х = хк 
( £ = 1 ,2 ,  Хо = а, хп = Ь), заменим цилиндром с высотой Axk=xk-xk.i 
и площадью основания 5(£Д  2Це [хк.ъ jc*].

Объем указанного элементарного цилиндра выражается форму­
лой Avk = 5'(^t)AjcJt.
Составим сумму всех таких произведений

=  (17.14)
i=l *=]

являющуюся интегральной суммой для данной функции S = S(x) на 
отрезке [а, Ь\. Она выражает объем ступенчатого тела, состоящего из 
элементарных цилиндров и приближенно заменяющего данное тело.
522



Объемом данного тела называют предел объема указанного сту­
пенчатого тела при X—>0, где А, -  длина наибольшего из элементарных 
отрезков Ахк. Обозначим через V объем данного тела, тогда по опреде­
лению

v  =  ]£ $ ($ *  )Д** • (17.15)
л -> 0  *=i

Рис. 17.7

П и
С другой стороны, lim  S(^k )Ахк = J  S (x)dx .

к= 1

Из двух последних равенств следует искомая формула для вы­
числения объема тела по заданным поперечным сечениям

О
V = J s ( jc ) if r .  (17.16)

Если тело образовано вращением вокруг оси Ох криволинейной 
трапеции аАВЬ, ограниченной сверху дугой непрерывной линии 

у =f(x), где а < х < b (рис. 17.7, б), то 5 (х ) = ш2 =  %у2 = nf2(x) и фор­
мула (17.16) принимает вид

ь ь
Vx = n jy2dx или Vx = n jf2(x)dx . (17.17)



Замечание.
Объем тела, полученного вращени ем вокруг оси Оу криволинейной 

трапеции CcdD (рис. 17.7, в), где CD - - дуга кривой х = <р(у) (с < у < d), 
определяется формулой

d
Vy =njx‘ldy

С

ИЛИ

а
у  у = njy2(y)dy. (17.18)

Рис. 17.8

Пример 1.
Вычислить объем тела, полу­

ченного вращением вокруг оси Ох 
криволинейной трапеции, ограни­
ченной линиями ху = 6, .X = 1, 
х — 6 (рис. 17.8).

Из уравнения гиперболы 
ху = 6, ограничивающей сверху 
данную трапецию, находим выра­
жение для у и применяем формулу
(17.17):

Vx =7tJ-p-<k = -36л—х = -3671
\

----1
6

= 3071.

Пример 2.
Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг оси Оу криво­

линейной трапеции, ограниченной линиями у = дг, х = 0, у = 2;
Пользуемся формулой (17.18). В рассматриваемом случае с = 0, d = 2, 

х2 = у, поэтому

Г у2Vy = 71J ydy = 7t— = 2к.



17.5. Площадь поверхности вращения
Рассмотрим поверхность, полученную вращением дуги линии 

У =ЛХ) (а<х<Ь) вокруг оси Ох (предположим, что функция у =f(x) 
имеет непрерывную производную). Фиксируем значение хе [а, Ь], ар­
гументу функции придадим приращение dx, которому соответствует 
«элементарное кольцо» (рис. 17.9), полученное вращением элементар­
ной дуги А/. Это «кольцо» заменим цилиндрическим кольцом -  боко­
вой поверхностью тела, образованного вращением прямоугольника с 
основанием, равным дифференциалу дуги dl, и высотой h = f{x). Разре­
зав последнее кольцо и развернув его, получим полоску шириной dl и 
длиной 2ку, где у = /(д;).

Следовательно, дифференциал площади поверхности выразится 
формулой

dS =  2nydl - 2.Ky-J\ + у'2 dx, (17.19)

откуда

ь
S = 2njyi]\ + y'2dx. (17.20)

a

Ф ормула (17.20) выражает площадь поверхности, полученной 
вращением дуги линии у =f(x) (а <x<b) вокруг оси Ох.

Пример.
Вычислить площадь поверхности, полученной вращением отрезка пря­

мой^ = х (0 < х < h) вокруг оси Ох.



Л h
S = 2%\xyfl + idx = 2^/2n{xdx = ̂ l2nx2\h =л/2тxh2

lo
о о

17.6. Работа переменной силы
Под действием переменной силы F  = F(x) материальная точка 

М  движется по прямой Ох\ направление силы совпадает с направлени­
ем движения. Требуется найти работу, производимую силой F = F(x), 
где F(x) -  функция, непрерывная на отрезке [а, b], при перемещении 
точки М  из положения х - а в положение х = Ь.

Отрезок [а, b] разобьем на п элементарных отрезков [хк_х,хк] 
длиной Ахк = хк-хк„] (к = 1, 2 ,..., п, х0 = а> х„ = Ь). В каждом элемен­
тарном отрезке [ , xk ] произвольно выберем точку ^  и образуем

произведение F ( ^ )Ахк, выражающее приближенно работу силы на пу­
ти Дх* (здесь предполагается, что сила на элементарном пути постоян­
на и равна F(^.)). Составим сумму всех таких произведений

которая выражает приближенно работу силы F-  F(x) на отрезке [а, Ь].
Сумма (17.21) является интегральной суммой для непрерывной 

функции F= F(x) на отрезке [а, Ь]. Предел этой интегральной суммы 
при л —>оо и X—>0, где X -  длина наибольшего из отрезков Ахк, сущест­

вует и выражает работу переменной силы F  = F(x) на прямолинейном 
пути от х = а до х = Ь:

п
(17.21)

ь

а



17.7. Понятие об эллиптических интегралах 
Интегралы вида

J  R ( x ,  •)Jax3 + b x 2 + cx + d ) d x ,

J* R ( x , -Jax* + Ь х г + c x 2 + d x + e  )dx ,

где R -  рациональная функция своих аргументов, называются эллиптиче­
скими интегралами. В общем случае эти интегралы не выражаются через 
элементарные функции.

Эллиптические интегралы с помощью элементарных подстановок (с 
точностью до слагаемых, выражающихся в конечном виде) приводятся к 
следующим трем стандартным интегралам:

z dzГ dz г____
J  . I n  _  , 2 V 1 _  Ь 2 „ 2 \  j  I n  _  - 2 '/"1 '  f -2 - 2

J
V d - z 2) ( l - * V )  

dz
(\ + hz2)^(l-z2K\-k2z2)

V 0~ z")(l-^ :"z") 

(0 < * < 1).
(17.24)

Интегралы (17.24) называются эллиптическими интегралами соответствен­
но первого, второго, третьего рода.

Подстановкой z = sin <p 

гралам

^  71О < (р < — 
2

эти интегралы приводятся к инте-

d(p

 ̂ k2 si
г

sin2 ф
, J д/ l -& 2 sin2 ф d(p,

<17.25)

(1 ч- /zsin2 ф) /̂1 — A:2 sin2 ф

и их комбинациям.
Интегралы (17.25) называются эллиптическими интегралами первого, 

второго и третьего рода в форме Лежандра.1
Особое значение и многочисленные приложения имеют первые два ин­

теграла. Лежандр ввел в рассмотрение функции

1 Адриан Мари Леж андр (Adrien Marie Legendre, 1752 -  1833) — французский математик



y]l-k2 sin2 t
Для функций F(k, ф), E(k, ф) составлены таблицы их значений при раз­

личных ф и к, построены графики. Изучены свойства этих функций: уста­
новлен ряд формул, относящихся к ним.

В случае, когда ф = ^ , интегралы (17.26) и (17.27) называются полны­

ми эллиптическими интегралами первого и второго рода:

F(k)
?

- I
-F'k ?  

’ 2
; (17.28) Е(к) = J-^/l -  /с2 sin2 cf>d<p = F ^ k ,  (17.29)

Замечание 1.
Эллиптические интефалы F(k, ф) и Е(к, ф ) являются примерами функ­

ций, которые изучаются по их интегральным выражениям и широко при­
меняются, хотя и не могут быть выражены через элементарные функции. К 
таким функциям относятся многие другие, например, функции:

1 ) а д  = р !!!1 л
О

2)Ci4*) = - p y ^ A
X

X
3 ) l i ( j c ) = f —  ( J f> 0 )

J Inf '0

f e14 )E i( jc )=  J — d t
- X

X I
5) S i x )  =  J s i n / 2^ /. C(jc) =  j* c o s /2<i/ {и нт егр а лы  Ф р ен е л я )’,

о о
,Г

2 Г .2
6) Ф(.т) = —j=  \ e ' d t  (и н т егр а л  ве р о я т н о ст ей ).

■ у1п {
Все приведенные функции являются неэлементарными, они хорошо 

изучены, для них составлены таблицы значений; эти функции находят ши- 
рокое применение.__________________________________________________

(интегральный синус);

(интегральный косинус)'.

(интегральный логарифм);

(интегральная показательная функция)'.
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П Р Е Д М Е Т Н О -И М Е Н Н О Й  У К А З А Т Е Л Ь

Абсцисса 11,18 
Алгебра линейная 7 
Алгебраическая линия n -го порядка 31 
Анализ
-  бесконечно малых 314
-  математический 314 
Аппликата 18 
А ргументы )
-  комплексного числа 85
-  промежуточный 369
-  функцииу ^ /(х )  318
-  -  z=f(x. у)  323
~ - u =f ( x , .  х2........хя) 322
Асимптота (ы) 416
-  вертикальная 416
-  гиперболы 52, 53
-  графика функции 417
-  наклонная 417

Базис
-  евклидова пространства 226 
-ли н ей н ого  пространства217
-  ортогональный 233
-  ортонормированный 2 3 1, 232 
Бернулли Д. 4
Бернулли И. 400 
Бесконечно малая (ые) 326
-  высшего порядка 355
-  Jfc-ro порядка 356
-  несравнимые 358
-  -  одного порядка 355
-  эквивалентные (равносильные) 356 
Бета-функция см. Интеграл эйлеров 
первого рода 513

Вектор (ы) 7, 136, 212 
-б ази сн ы е 147
-  единичный 136, 232
-  коллинеарные 136, 217, 230, 321
-  компланарные 137, 217
-  линейного пространства 212
-  нормированный 232
-  нулевой (нуль-вектор) 136
-  ортогональные 230
-  переменные 431
-  противоположные 137
-  равные 137
-  свободный 137
-  связанный 137
-  скользящий 137

-  скорости средней 438
-  мгновенной 439
-  собственный 242, 245
-  составляющие (компоненты) 147 
Вектор-функция 431 ,432
-  дифференцируемая 436
-  непрерывная 435 

вторая производная 440 
годограф 432 
дифференциал 436 
дифференцирование 435

Векторное произведение двух векторов 
157
-  в координатах 161, 162 
В еличина(ы )
-  векторные 136
-  переменные 431
-  направленного отрезка 8
-  скалярные 136 
Верхняя грань
-  -  последовательности 346
-  числового множества 317 
Взаимное расположение
-  двух плоскостей 187
 прямых 191
--п р я м о й  и плоскости 194 
Винтовая линия 178

Гамма-функция см. Интеграл эйлеров 
второго рода 510 
Гаусс К. 129 
Геометрия
-  аналитическая 4, 7
-  дифференциальная 4
-  неевклидова 5
-  элементарная 4 
Гипербола(ы ) 50

вершины 54 
действительная ось 54 
каноническое уравнение 50, 52 
мнимая ось 54 
оси 54
параметрические уравнения 352 
полуоси 54
полярное уравнение 61 
фокальные радиусы 55 
эксцентриситет 54

-  равносторонняя 54
-  сопряженные 54 
Г иперболический



-  косинус 350
-  котангенс 351
-  синус 350 
-тангенс 350 
Гиперболоид
-  двуполостный 207
-  однополостный 207 
Гиперболоид вращения
-  -  двуполостный 204
-  -  однополостный 203 
График функции

вогнутость 414 
выпуклость 414 
построение 418

-  -  y-fix )  321
-  -  z=f(x. у) 323
Г руппа (ы) 291,293 
гомоморфизм 311
-  абстрактная 304
-  аддитивная 294
-  бесконечная 294
-  единичная 296
-  изоморфные 303
-  коммутативная (или абелева)294
-  конечная 294
-  мультипликативная 294
-  преобразований 298
-  полная линейная 298
-  симметрий треугольника 303
-  симметрическая л-й степени 300
-  циклическая порядка п 301

Декарт Р. 7
Деление отрезка в данном отношении 12, 
150
Детерминант см. Определитель 104 
Дефект линейного преобразования 236 
Директриса (ы)
-  гиперболы 56
-  параболы 58
-  эллипса 56 
Дифференциал
-  второго порядка 385
-  дуги плоской кривой 423,424
-  пространственной кривой 425, 440
-  л-го порядка 386
-  функции 377 
Дифференцирование 364 
Длина дуги линии 423, 520
Дополнение алгебраическое 105 

Евклид 4

Жуковский Н. Е. 4

Задача (и)
-  о длине пути 485
-  о касательной 359
-  о площади криволинейной траиеции 
483
-  о скорости неравномерного 
прямолинейного движения 360
-  о скорости химической реакции 361
-  основные аналитической геометрии на 
плоскости 28
-  , приводящие к интегральным суммам и 
их пределам 483
Зависимость
-  между матрицами одного и того же 
преобразования в различных базисах 238
-  между непрерывностью и 
дифференцируемостью функции 364 
Значение(я)
аргумента 318
-  собственное линейного преобразования 
243
-  -  симметрической матрицы 245
-  т-кратное 245
-  функиин 318, 323
-  -  наибольшее 421
-  -  наименьшее 421
-  среднее 495

Инвариантность формы первого 
дифференциала 382 
Интеграл (ы)
-  вероятностей 529
-  «неберущиеся» 479
-  неопределенный 458,459
-  несобственные 506
-  расходящиеся 507, 510
-  с бесконечными пределами 507
-  сходящиеся 507, 510
-  от неограниченных функций 509
-  определенный 483, 486
-  с переменным верхним пределом 495, 
497
-  Френеля 529
-  эйлеров второго рода 510
-  первого рода 513
-  эллиптические 527 
Интегральный
-  косинус 529
-  синус 529
-  логарифм 529 
Интегрирование 459
-  дифференциальных биномов 479
-  простейших иррациональных



функций 473
-  -  рациональных функций 470
-  рациональных дробей с квадратичным 
знаменателем 467
-  тригонометрических выражений 475
-  Интервал см. Промежуток открытый 
315
Исчисление
-  вариационное 4
-  дифференциальное 314
-  интегральное 314

Касательная к линии 362, 379, 387 
Квадрант (координатная четверть) 11 
Квадратичная форма(ы) 260
-  -  действительная 260 
 знакоопределенная 274
 отрицательно определенная 274
 положительно определенная 270
-  каноническая 265, 275
-  -  комплексная 260
-  -  конгруэнтные 263
-  нормальная 265 

закон инерции 268 
отрицательный индекс 270 
положительный индекс 270 
сигнатура 270

Конус
-  вращения 204
-  второго порядка 208 
Координатная плоскость 18 
Координаты 7

начало 8, 10, 18 
преобразования 62, 151, 223

-  аффинные в пространстве 172
-  -  на плоскости 172
-  вектора линейного пространства 214, 
219, 220
-декартовы  вектора 146, 147 
 заданного двумя точками 149
-  -  прямоугольные 10, 11, 17
 линейной комбинации векторов 150
 точки в пространстве 18
 точки на плоскости 10, 11
 произведения вектора на число 148
- - с у м м ы  (разности) векторов 149 
-т о ч к и  на прямой 7, 8
-  точки «-мерного арифметического 
пространства 322
-  полярные 16
-  сферические 24
-  цилиндрические 23 
Коши 0. 4, 228

Корень 
отделение 444, 445

-  уравнения 444
-  функции 388
-  характеристического многочлена 241, 
245
Косинус(ы)
-  направляющие 147, 189
-  угла между векторами евклидова 
пространства 230
Крамер Г. 128 
Кривизна
-  винтовой линии 443
-  линии плоской 426
-  -  пространственной 440, 442
-  окружности 426,427
-  прямой 426
-  средняя 425

Лагранж  Ж. 4, 387 
Лаплас П. 4 
Лебег А. 5 
Леж андр А. 527 
Лейбниц В. 314
Линейная зависимость векторов 167,215
-  независимость векторов 167, 215 
Линейная комбинация векторов 145. 215 
 нетривиальная 215
 тривиальная 215
Линейные операции
-  над векторами 138
-  -  над матрицами 96 
Лобачевский Н. И. 5 
Логарифмы натуральные349 
Лопиталъ Г. 400
Лузин Н. Н. 5 
Ляпунов А. И. 4

Маклорен К. 394 
Максимум функции 407 
Матрица(ы) 92 

размеры 92 
ряд 92

-  диагональная 94. 247
-  единичная 94
-  квадратичной формы 261
-  квадратная 93
-  -  вырожденная (особенная) 117 
--н евы р о ж д ен н ая  (неособенная) 117
-  главная диагональ квадратной матрицы 
94
-  порядок квадратной матрицы 94
-  квазитреугольная (ступенчатая или 
трапециевидная) 95



-  коммутативные 100
-  комплексная 103
-  комплексно-сопряженные 104
-  линейного преобразования 236
-  нулевая 93 
-обратная 115
-  ортогональная 254
-перестановочные (коммутативные) 100
-  перехода от одного базиса к другому 
223
-  подобная 240
-  приводимая к диагональному виду 248
-  присоединенная 116
-  противоположная 97
-  равные 93
-  симметрическая 94
-  системы векторов 222
-  согласованная 97
-  столбцовая 93
-  строчная 93 
-транспонированная 102
-  треугольная 95

элементарные преобразования 120 
Метод
-  «вилки» 446
-  Гаусса 129
-  замены переменной (подстановки) 463, 
499
-  интегрирования по частям 466, 500
-  итераций (последовательных 
приближений) 453
-  касательных (Ньютона) 450
-  комбинированный 452
-  малого параметра (возмущений) 455
-  неопределенных коэффициентов 456
-  непосредственного интегрирования 462
-  хорд (секущих) 446 
Минор
-  главный квадратичной формы 271
-  элемента матрицы 11!
--определителя 105
Многочлен от квадратной матрицы 101 
-аннулирующий 102
-  характеристический 241 
Множество
-действительных чисел 314

-  ограниченное 316 
--с в е р х у  316 
- - с н и з у  316
-  числовое 317 
Модуль 
-вектора 136
-  -  в координатах 147

-  комплексного числа 84
-  перехода 349
Направляющий вектор прямой 189 
Непрерывность
-  вектор-функции 435
-  функции в точке 336
 слева 341
 справа 341
-  на промежутке 341 
Неравенство треугольника 229 
Нижняя грань
-  -  последовательности 346
-  -  числового множества 317
Норма вектора евклидова пространства 
227
Нормаль к линии 362
Нормальный вектор плоскости 181 
Нормирующий множитель 185, 232 
Нуль-вектор 136 
Ньютон И. 314

Объем тела 522, 523
-  вращения 523 
Окрестность точки 316 
Окружность

каноническое уравнение 27 
общее уравнение 41 
параметрические уравнения 29

-  кривизны 429 
Октант 19 
Оператор 318
-  линейный 234
Определитель второго порядка 104 
я-го порядка 111
-  произведения матриц 115 
-третьего  порядка 104 
Ордината 11,18
Орт 146
Основной прямоугольник 53 
Остаточный член формулы Тейлора 392
 в форме Лагранжа 394
 в форме Пеано 394
Остроградский М. В. 4 
Ось 7
-  абсцисс 11,18
-  аппликат 18
-  координатная 9
-  ординат 11,18
-  полярная 16 
Отображение 318 
Отрезок
-  направленный 7
-  нулевой 7



-  числовой 314 

Парабола 58
каноническое уравнение 59 

полярное уравнение 61.
Параболоид
-  вращения 205
-  гиперболический 210
-  эллиптический 208 
Параллельный перенос 62,151 
ПеаноД. 394 
Первообразная 458
-  для непрерывной функции 495 
Пересечение линий 27
Площадь криволинейной трапеции 484
-  -  фигуры 515
-  в полярных координатах 518, 519
-  поверхности вращения 525 
Поверхность(и)

параметрические уравнения 179
-  вращения второго порядка 202
-  n-го порядка 175
-  цилиндрическая 198 

направляющая 198 
образующая 198

Подгруппа 296
-  инвариантная (нормальный делитель) 
307
-  несобственная (или тривиальная) 298
-  собственная (или истинная) 298 
Подпространство линейного 
пространства 214
 тривиальное 215
 нетривиальное 215
Поворот координатных осей 63 
Подстановка 299
-  тождественная 299
-  Эйлера 465
Подынтегральное выражение 459 
Полуинтервал см Промежуток 
полуоткрытый 315 
Полюс 16
Полярный радиус 16 
-у г о л  16
Последовательность 343
-  монотонная 346
-  ограниченная 345
-  -  сверху 345
-  -  снизу 345
-  расходящаяся 344
-  сходящаяся 344
-  числовая 343 
Правило

-  Лопиталя -  Бернулли 400
-  параллелепипеда 139
-  параллелограмма 138
-  треугольника 138 
Предел
-  вектор-функции 433
-  интегральной суммы 484
-  интегрирования верхний 486
-  -  нижний 486
-  последовательности 344 
-- функции 324
-  при х->о° 326
-  -  односторонний 325
-  -  слева 325
-  -  справа 325

-  функции f  ( х )  = Sm — при
д:

X -> 0 335
Представление(я) групп 312
-  линейное 312
-  неточное 313
-  основное 313 
-т о ч н о е  313 
Преобразование(я)
-  взаимно-обратные 252, 253
-  взаимно- однозначное 234
-  квадратичной формы 263
-  линейное (линейный оператор) 234
-  -  в координатах 237, 242
-  вырожденное 252
-  невырожденное 252
-  множества 298
-  обратное 253
-  ортогональное 257
-  тождественное 235 
Приближенное вычисление
-  корней уравнений 446-457
-  определенных интегралов 501-506 
Признак
-  возрастания функции 405
-  постоянства функции 404
-  убывания функции 405 
Приращение
-  аргумента 337
-  функции 337 
Произведение
-  вектора на число 140
-  двух матриц 97
-  матрицы на число 97
-  преобразований 249 ,250  
Производная 361



-  бесконечная 363
-  вектор-функции 435
-  логарифмическая 372
-  логарифмической функции 371
-  обратной функции 369
-  односторонняя 363
-  показательной функцни 372
-  произведения функций 367
-  слева 363
-  справа 363
-  суммы (разности) функций 367
-  сложной функции 369
-  частного двух функций 368 
Производные
-  высших порядков 375
-  гиперболических функций 375
-  обратных тригонометрических функций 
374
-  тригонометрических функций 373
-  функций у —с. y=.4inx, у=х? 365, 366 
Промежуток 316 
-бесконечный 316
-  замкнутый (отрезок) 314 
-открытый (интервал) 315
-  полуоткрытый (полуинтервал) 315 
Пространство(а)
-  арифметическое «-мерное 322
-  евклидово 226 
-линейное 212
-  -  бесконечномерное 218
-  -  действительное 212 
- -  изоморфные 219 
--ком плексное 212
-  -  конечномерное 218 
--« -м ерн ое 217 
-представления группы 312
Прямая как пересечение двух плоскостей 
193
-  в пространстве 181-187
-  на плоскости 31-40 
Пуанкаре А. 4 
Пучок прямых 33

Радиус-вектор 137,146
Радиус кривизны 429
Разложение вектора по двум
неколлинеарным векторам 169
--п о т р е м  некомпланарным векторам
170
-  определителя по элементам строки 
(столбца) 109
-  элемента линейного пространства по 
базису 219

Размерность линейного просгранства 217 
Разность
-  векторов 139
-  -  линейного пространства 213
-  матриц 96 
Ранг
-  квадратичной формы 261
-  линейного преобразования 236
-  матрицы 119
-  системы векторов линейного 
пространства 222
Раскрытие неопределенностей 400-404 
Расстояние между двумя точками 10, 20, 
22
-  точки до плоскости 196
-  точки до прямой 39
-  фокусное 44, 50 
Ролль М  388

Сегмент см. Отрезок числовой 314 
Система вложенных отрезков 315 
Система векторов
-  ортогональная 230
-  ортонормированная 232
Система декартовых координат левая 64, 
157
 правая 64, 157
Система(ы) линейных уравнений 12 1
 неоднородная 122
 несовместная 122
 однородная 122
 совместная 122
  неопределенная 122
 определенная 122
 равносильные 123

исследование 133 
матричный вид 125 
основная матрица 124 
расширенная матрица 125 
решение 122 

Скалярное произведение двух векторов 
152
 в координатах 154
--------------в ортонормированием базисе
233
Скалярный квадрат вектора 152, 226 
Смешанное произведение трех векторов 
164
 в координатах 166
Сфера 174 

каноническое уравнение 175 
общее уравнение 176, 177 
параметрические уравнения 179



Сумма
-  векторов 138
-  матриц 96
-  преобразований 250,251 

Таблица
-  дифференциалов 384, 385
-  интегралов 460,461
-  Кэли 301. 306
-  Тейлор Б. 390 
Теорема
-  аннулирования 115 
-замещ ения 114
- Коши 389
-  Крамера 128 
-К ро н скер а-К ап ел л и  134
-  Лагранжа 306,387
-  Ролля 388
-  о переходе к пределу в неравенстве 334
-  о сохранении знака функции, имеющей 
предел 334
-  о среднем 494 
Теория
-  вероятностей 5
-  множеств 5
-  приближения функций 5
-  рядов 4, 314
-  функций вещественной переменной 5
-  комплексной переменной 4 
Тождество 24
-  основное для величин направленных 
отрезков 8
Точка
-  арифметического «-мерного 
пространства 322 
-внутренняя 316
-  единичная 8
-  критическая 410
-  перегиба 415
-  приложения вектора 136
-  разрыва функции 339
-  -  второго рода 341
-  -  первого рода 339
-  стационарная 410
-  устранимого разрыва 340
-  экстремума 408 
Тройка векторов 156 
- - л е в а я  156
-  правая 156
Тройки одной ориентации 157
-  различной ориентации 157

Угловой коэффициент прямой 32 
Угол

-  между векторами евклидова 
пространства 230
-  между двумя плоскостями 188 
 прямыми 36, 190
-  -  прямой и плоскостью 196
-  смежности 425 
Умножение
-  вектора на число 138
-  матриц 97
-  матрицы на число 96
-  поворотов 301
-  подстановок 299
-  преобразований 298 
Уравнение(я)
-  алгебраическое второй степени 31,41, 
69, 72
-  векторное движения точки 431
-  дифференциальные 480
-  касательной 362
-  линии на плоскости 25 
 параметрические 29
-  линии в пространстве 176 
 параметрические 178
-  нормали 362
-  плоскости 181-186
-  параметрические 181
-  поверхности 174
-  параметрические 179
-  вращения 201, 202
-  -  прямой в пространстве (различные 
виды) 189, 190
-  на плоскости (различные виды) 31-36
-  равносторонней гиперболы 
относительно ее асимптот 65
-  характеристическое линейного 
преобразования 240
Условие
-  коллинеарности двух векторов 142,149, 
230
-  компланарности трех векторов 165
-  линейной зависимости векторов 167, 
170,217
-  линейной независимости векторов 222
-  ортогональности двух векторов 231
-  параллельности двух прямых 37. 38
-  перпендикулярности двух векторов 153. 
155
-  перпендикулярности двух прямых 38. 
39
-  экстремума достаточное 410,411
-  -  необходимое 408



Фактор-группа 309 
Ферма П. 1 
Фигура 25
-  второго порядка в пространстве 287 
 нецентральная 289
 центральная 288
 на плоскости 280
 нецентральная 281
 центральная 281
Фокальный параметр 60 
фокус(ы) 44, 50, 58 
Формула(ы)
-  бинома Ньютона 398 
-конечны х приращений 388 
-К рам ера 128
-  кривизны 427, 428. 441
-  Маклорена 394
-  Муавра 89
-  Ньютона -  Лейбница 497, 498
-  Тейлора 390 
-трапеций 501, 503
-  парабол (Симпсона) 503, 505
-  приближенные 398 
Функция(и) 318
-  бесконечно большая 329
-  -  малая 326
-  возрастающая 405
-  гиперболические 351
-  двух переменных 323 
-дифференцируемая 364
-  интегральная показательная 529
-  интегрируемая 487
-  нескольких переменных 322
-  неявная 319,323
-  обратная 320
-  от функции (сложная) 320
-  первообразная 458
-  периодическая 321
-  подынтегральная 486
-  показательная (экспоненциальная) 350 
-тр ех  переменных 323
-  убывающая 405
-  Хевисайда 322
-  числовая 3 18
-  элементарные 321 
--о с н о в н ы е  321 
-явная 319, 323 
Фурье Ж. 4

Центр
-  гиперболы 54
-  кривизны 429
-  пучка прямых 33

-  тяжести системы масс 14
-  эллипса 47 
Циклоида 29

параметрические уравнения 30 
Цилиндр(ы)
-  второго порядка 199
-  гиперболический 199
-  параболический 200 
-эллиптический 199

Чебышев П. Л. 5, 479 
Число(а)
-  действительное 314 
- е 347, 348
-  комплексное 78
-  мнимое 78
-  сопряженное 79
-  характеристические 241

Эвольвента 4 3 1 
Эволюта 431 
Эйлер Л. 4
Экстремум функции 407 
Элемент(ы)
-  группы 293
-  нейтральный 293
-  обратный 293 
— сопряженные 307
-  линейного пространства (вектор) 212 
 нормированный 232

 нулевой 211
 противоположный 211
-  матрицы 92
-  определителя 104
-  последовательности 343 
Эллипс 44

большая полуось 48 
вершины 47
каноническое уравнение 46 
малая ось 48 
оси 47
параметрические уравнения 49 
полярное уравнение 61 
проекция окружности на плоскость 49 
фокальные радиусы 48 
эксцентриситет 48 

Эллипсоид 207
-  вращения 207 
-тр ех о сн ы й  207
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