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ПРЕДИСЛОВИЕ

Второе издание этой книги является переработанным 
и дополненным. Оно подготовлено в соответствии с но­
выми программами по высшей математике для студентов 
химических, биологических, геологических и географиче­
ских специальностей университетов.

Первый том вклю чает программный материал по р аз ­
делу «Аналитическая геометрия и линейная алгебра» и 
некоторой части второго раздела «М атематический 
анализ».

В первом томе наиболее существенной переработке 
'Подверглись начальные главы  обоих разделов.' П ерера­
ботана первая глава: объединены два параграф а, посвя­
щенные выводу формул для расстояния между- двумя ' 
точками на плоскости и в пространстве (при этом суще- 
Ьтвенно сокращ ен первый из них), написан новый п араг­
раф «Центр тяж ести системы масс», добавлен параграф  - 

-«Параметрические уравнения линии» (перенесен из 
гл, 3 ), исключен параграф  «П лощ адь треугольника». Г ла­
ва «П рям ая линия» и глава «Кривые» объединены в одну 
главу «Алгебраические линии первого и второго поряд-

- ка», причем первая из указанны х глав значительно со­
кращ ена. Глава «Элементы линейной алгебры» разбита 
на две: «М атрицы и определители», «Системы линейных v 
уравнений». В первую из этих глав включены новые п а ­
раграф ы : «О братная матрица», «Ранг матрицы», «Комп­
лексные числа. Комплексные матрицы», вторая из них со­
держ ит новый параграф  «Исследование систем линейных 
уравнений».

В одну главу «Функции и пределы» объединены две 
главы: «Функция», «П ределы и бесконечно малые», при­
чем исключены параграф ы , относящиеся к свойствам пре­
делов последовательностей. Главы «Производная», «Д иф ­
ференциал функции», «Теоремы о конечных прираще-



Нйях» во Втором изданий представлены одной главой 
«Производные и дифференциалы».

У казанная переработка обусловлена содержанием 
Школьного курса математики и новыми программами по 
высшей математике для студентов естественных спе­
циальностей вузов.

Во втором издании‘первого тома имеются новые гл а ­
вы: «Линейные пространства. Линейные преобразова­
ния», «Квадратичные формы», «Группы».

Считаю своим приятным долгом выразить искреннюю 
признательность и сердечную благодарность докторам 
физико-математических наук, профессорам Л . Д . К уд­
рявцеву, Н. М , М атвееву, М. М. Смирнову, а такж е всем 
сотрудникам каф едры  общей математики Л енинградско­
го государственного университета за  критические зам еча­
ния и полезные советы.

Автор



ВВЕДЕНИ Е

М атематика — одна из самых древних наук. Первые 
математические сведения и понятия восходят к доистори- 

: ческим временам. Они возникли в процессе практической 
^деятельности людей. Из самой природы человек заим ст­

вовал  геометрические формы, в процессе реш ения ж и з­
н ен н ы х  задач  зарож дались арифметика и геометрия.

'  Основные особенности математики — абстрактность, 
логическая строгость, исклю чительная широта ее прило­
жений. Разумеется, абстракция свойственна не только 
Математике, но и другим наукам, всему человеческому 

f  мышлению. Но если в других науках для доказательства 
•-своих утверждений исследователи постоянно обращ аю тся 

-К  опыту, то в математике справедливость рассм атривае­
мого ф акта доказы вается не проверкой его на примерах, 
не проведением экспериментов, а чисто логическим путем; 
теоремы доказы ваю тся только путем рассуждений и вы ­
кладок. Следовательно, не только понятия, но и методы 
математики являю тся отвлеченными.

Ч резвычайная ш ирота приложений математики — 
,одна из самых характерны х ее особенностей. В повседнев­
ной жизни и практике постоянно пользуются наиболее 
распространенными понятиями арифметики и геометрии. 
Б ез применения математических методов была бы невоз- 

' мож на современная техника, так  как  без надлеж ащ их 
расчетов не обходится ни одно техническое усоверш енст­
вование, тем более создание новых областей техники. 
Точные науки (астрономия, механика, физика, химия) 
развиваю т свои теории, используя математический аппа­
рат, их прогресс был бы немыслим без математики. 
С другой стороны, потребности этих наук всегда оказы ­
вали и оказываю т реш аю щ ее влияние на развитие м ате­
матики, способствуют разработке новых математических 
методов и теорий.
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Б лагодаря созданию быстродействующих Электрон­
ных вычислительных машин математические методы н а­
чали не только еще шире использоваться в точных нау­
ках, но и применяться в тех областях, где математика 
раньш е применялась мало, либо ее применение даж е не 
представлялось возможным (биология, медицина, эконо­
мика, лингвистика, социология и т. п .).

Абстрактный характер математики порож дает (и по­
рож дал еще в древности) идеалистические представления
о ее независимости от материальной действительности. 
Видя крайнюю абстрактность математических понятий и 
убедительность ее выводов, идеалисты считают, что м а­
тем атика не зависит от опыта, происходит из чистого 
мышления, является продуктом собственного творчества 
ученых. В озраж ая против такой точки зрения, Ф. Энгельс 
писал: «Но совершенно неверно, будто в чистой м атем а­
тике разум  имеет дело только с продуктами своего собст­
венного творчества и воображения. П онятия числа {I ф и­
гуры взяты  не откуда-нибудь, а только из действительно­
го мира. <  . . .  >  Чистая м атематика имеет своим 
объектом пространственные формы и количественные от­
ношения действительного мира, стало б ы т ь — -весьма р е­
альный материал. Тот факт, что этот материал прини­
мает чрезвычайно абстрактную  форму, может лишь 
слабо затуш евать его происхождение из внешнего 
м и р а» 1).

Основы теоретической арифметики и элементарная 
геометрия сложились еще в Д ревней Греции. «Н ачала» 
Евклида, написанные в III в. до н. э., служ ат основой для 
школьных учебников геометрии во всех странах в течение 
более двух тысяч лет.

К концу XVI в. м атематика склады валась из арифме­
тики, алгебры, геометрии и тригонометрии. Это бы ла м а­
тем атика постоянных величин.

В XVII столетии в связи с запросами практики мате­
матические исследования необычайно расш иряю тся и 
возникает несколько новых направлений: аналитическая 
геометрия, анализ бесконечно ^малых, теория вероятно­
стей и др. Создание аналитической геометрии и анализа 
яврлось подлинной революцией в математике. В центре 
исследований оказались новые объекты и методы. Через 
анализ в математику проникает идея движения, измене-

*> Маркс К-, Энгельс Ф. Соч.— М., 1961, т. 20, с. 37.



рия и, стало быть, диалектика. М атематика переш ла к 
изучению переменных величин и функций, как аналогов 

"механического движения и любого изменения вообще.
Одновременно с дифференциальным и интегральным 

•исчислением возникли другие разделы  анализа: теория 
рядов, теория дифференциальных уравнений, приложение 
анализа к геометрии, выделивш ееся позже в особую об­
ласть геометрии, называемую  дифференциальной геомет­
рией. >

Крупнейшие достижения анализа всегда были связа­
ны с решением задач  точного естествознания. Н ачиная с 

"Н ью тона, величайшие ученые Д . Бернулли (1700.— 1782), 
Л . Эйлер (1707— 1783), Ж . Л агран ж  (1736— 1813), 
П, Л ап лас (1749— 1827), Ж . Фурье (1768— 1830), А. П у­
анкаре (1854— 1912), М. В. Остроградский (1801— 1861), 
А. М. Л япунов (1857— 1918), как и многие другие, в своих 
математических трудах исходили из насущных задач  ме­
ханики и физики. В связи с запросами механики Эйлер 
и Л агр ан ж  создаю т вариационное исчисление. П уанкаре 
и Л япунов — качественную теорию дифференциальных 
уравнений. Эта теория реш ает задачи об устойчивости 
движения, работы механизмов, злектроколебательных 
систем и т. п.

В XIX в. анализ обогатился новой важной ветвью — 
теорией функций комплексной переменной, оформленной 
в трудах французского м атематика О. Коши (1789— 1857). 
Зачатки  этой теории имелись уж е в Сочинениях Эйлера 
и некоторых других математиков. Эта теория наш ла су­
щественные приложения к решению важ ны х задач  самой 
математики, физики и техники. Так, основная теорема
Н. Е. Ж уковского (1847— 1921) о подъемной силе кры ла 
самолета доказана средствами этой теории. В. И. Ленин 
назвал Н. Е. Ж уковского «отцом русской авиации».

В 1826 г. гениальный русский математик Н. И. Л о б а­
чевский (1792— 1856) открыл неевклидову геометрию; 
с этого времени началось принципиально новое развитие 
геометрии.

В связи с уточнением основ анализа возникла новая 
область м атем атики .— теория множеств, созданная не­
мецким MafeMaTHKOM Г. Кантором (1845— 1918). Общие 
идеи теории множеств проникли во все области м атем а­
тики. Эти идеи явились основой новой главы  анализа — 
теории функций действительной переменной, развитие 
которой многим обязано Н. Н. Л узину (1883— 1950) и его
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школе, а такж е французским математикам  Э. Борелю  
(1871— 1956) и А. Л ебегу (1875— 1941).

В анализе возникли и другие новые теории, например 
теория приближения функций, основоположником кото­
рой является великий русский математик П. Л . Чебышев 
(1821— 1894). Возникновение этой теории было обуслов­
лено необходимостью решения важ ны х практических з а ­
дач, связанны х с вопросами конструирования паровых 
машин. П. Л . Чебышев подчеркивал роль практики в р а з ­
витии теории, их полезные взаимосвязи.

Д о Великой Октябрьской социалистической револю ­
ции м атем атика в России концентрировалась, лиш ь в 
трех-четырех научных центрах. С лаву русской математи­
ке создавали П етербургская математическая ш кола, у ко­
лыбели которой стоял Эйлер и которая переж ивала р ас­
цвет в период, когда творили П. Л. Чебышев и его уче­
ники, и К азан ская ш кола, основанная Н. И. Л обачев­
ским.

В короткое время после революции были созданы но­
вые научные школы, новые направления, обеспечившие 
успехи советской математики и получившие мировое при­
знание. Р яд  новых математических школ был создан в 
союзных республиках, в городах, бывших до революции 
окраинами царской России.

С оветская математика заним ает передовое место в 
мировой математической науке. Наш и ученые имеют бле­
стящие достижения во всех основных областях современ­
ной математики, а во многих из них результаты  совет­
ских математиков играю т определяющую роль.

Коммунистическая партия и Советское правительство 
уделяю т большое внимание развитию  науки, в частности 
математики, и внедрению ее достижений в производство. 
Ученые призваны обеспечить «дальнейшую разработку 
проблем теоретичвской и прикладной математики и ки­
бернетики для более широкого применения в народном 
хозяйстве математических методов и электронно-вычис­
лительной техники, автоматизации процессов производ­
ства и соверш енствования управления» 1).

В «Основных направлениях экономического и соци­
ального развития ССС Р на 1981— 1985 годы и на период 
до 1990 года» указано на необходимость развития м ате­
матической теории, повышения эффективности ее исполь­
зования в прикладны х целях. ,

*) Материалы XXIV съезда КПСС,— М., 1971, с. 244.



Р А 3 Д Е Л I

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
И Л И Н ЕЙ Н АЯ АЛ ГЕБРА

Линейная алгебра исследует системы линейных уравнений, т. е. урав­
нений, содержащих неизвестные только в первой степени. Аналитиче­
ская геометрия — раздел математики, в котором изучаются геометри­
ческие объекты с помощью алгебраических методов. Основным мето­

дом аналитической геометрии является метод координат.

Г л а в а  1 

МЕТОД КООРДИНАТ

Координатами точки называются числа, заданием которых опре­
деляется положение точки на прямой, плоскости или в пространстве. 
Метод координат позволяет геометрические задачи сводить к алгеб­
раическим. Заслуга введения метода координат принадлежит Декар­
ту *> и Ф ерма2).

§ 1.1. Координаты на прямой

Рассмотрим некоторую прямую. Фиксируем одно из 
двух определяемых ею направлений и назовем его поло­
жительным, другое — отрицательным. П рям ая, на кото­
рой указано положительное направление, назы вается

А В
------------ •---------------- »--------- ^

Рис. 1.1

осью (на чертеже положительное направление обычно 
обозначается стрелкой, рис. 1.1). Выберем масш таб, т. е.

Рене Декарт (Rene Descartes, 1596—1650) — французский фи­
лософ, математик.

2> Пьер Ферма (Pierre Fermat, 1601—1665)— французский мате­
матик, по профессии юрист.
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а
А С В

5
В А С

б
В С А

г
С А В

д
С В А

ёдйНЙЦу длины длй измерения длин любых отрезков этой 
оси.

Отрезок, ограниченный точками А я В,  назы вается на ­
правленным отрезком, или вектором, если указано, какая 
из данных точек является началом, а какая — концом. 
Н аправлением отрезка считается направление от начала

к концу. Н аправленный от- 
А В С  резок с началом в точке А

и концом в точке В  обозна­
чается символом АВ.  Д ве 
различные точки А и В опре­
деляю т два направленных 
отрезка А В  и ВА.  Если точ­
ки А и В совпадают, отрезок 
АА называется нулевым;  ну­
левой отрезок не имеет опре­
деленного направления.

Величиной направленно­
го отрезка А В  некоторой ocft 
назы вается его длина, в зя ­

тие- I-2 тая со знаком плюс, когда
направление этого отрезка 

совпадает с положительным направлением оси, и  со зн а ­
ком минус, когда оно совпадает с отрицательным направ­
лением оси. Величину направленного отрезка А В  будем 
обозначать через АВ;  очевидно,

А В  =  - В А .  ' (1.1)

При любом расположении трех точек А, В, С на оси 
(рис. 1.2) величины направленных отрезков АВ,  ВС,  А С  
связаны  соотношением

А В + В С = А С ,  (1.2)

которое назы вается основным тождеством.
Действительно, пусть точки А, В,  С расположены на 

оси в порядке, указанном  на рис. 1.2, а. По свойству длин 
отрезков |A B | +  |B C | =  \А С \ .  Но в данном случае 
\ А В \ = А В ,  |£ С |  = В С ,  \ А С \ —АС,  поэтому А В + В С =  
= А С .

В случае, изображенном на рис. 1.2,6, |А С | +  |С В | =  
=  |Л В |,  А С -{ -С В = А В .  Принимая во внимание формулу



(1.1), из последнего равенства получаем А С  = А В — СВ =  
= Д В + В С ,  А В - \ - В С = А С ,  т. е. равенство (1.2) выполня­
ется. Все остальные случаи (рис. 1.2, б—е) рассм атрива­
ю тся аналогично. Отметим, что равенство (1.2) выполня­
ется и тогда, когда один из отрезков является нулевым 

. ^ли  все три отрезка — нулевые.
Фиксируем на прямой х  две различные точки О и Е; 

точку О назовем началом координат,  точку Е  — единич­
ной точкой. В качестве масш таба примем отрезок ОЕ,  
с помощью этого отрезка будем измерять длины всех 
других отрезков оси. Выберем на прямой положительное 
направление, совпадаю щ ее с направлением отрезка ОЕ 
(рис. 1.3). * .

О £  М— «---------•-----------•----------»-
х  ■

Рис. 1.3

П рям ая Ох,  на которой фиксировано положительное 
направление, начало отсчета и выбран масш таб для изме­
рения длин, назы вается координатной осью.

Координатой произвольной точки М  координатной оси 
назы вается величина направленного отрезка ОМ  этой 
оси. Если обозначить координату точки М  через х, то по 
определению

х = О М ,  (1.3)

где ОМ  — величина направленного отрезка ОМ  оси Ох. 
Запись М ( х )  означает, что М  имеет координату х.

Таким образом, если д ан а точка координатной оси, 
можно указать число, являю щ ееся ее координатой на 
этой оси; если дано число, на координатной оси можно 
построить единственную точку, для которой это число 
является координатой указанной точки. Следовательно, 
между множеством точек координатной оси и множест­
вом действительных чисел установлено взаимно-одно­
значное соответствие. Это дает возможность вместо точ­
ки рассматривать соответствующее число — ее коорди­
нату.

Величину направленного отрезка и его длину можно 
выразить через координаты начала и конца этого о т ­
резка.
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Теорема 1.1. Если M i(x t), М2{х2) — две заданны е точ­
ки оси, то величина направленного отрезка MtM2 и его 
длина вы раж аю тся соответственно формулами

М 1М2= х 2— х 1; (1.4)

-  (1.5)

" Д о к а з а т е л ь с т в о .  Основное тождество (1.2) 
для трех точек О, М и М 2 координатной оси принимает 
вид О М х-\-МхМ 2= О М 2, откуда M iM 2= O M 2— OMi.  В со­
ответствии с определением (1.3) х2 — ОМ2, Xi =  ОМ ь по­
этому М^М2= х 2— Хй формула (1.4) доказана. Т ак  как
длина направленного отрезка равна модулю его величи­
ны, то \MiM2 \ =  \x2— xi \ ,  что и требовалось доказать.

Сущность формулы (1.4) можно выразить -следующи­
ми словами: чтобы найти величину направленного отрез­
ка, необходимо из координаты его конца вычесть коор­
динату начала.

/
З а м е ч а н и е .  Формулу (1.5) можно записать в виде

p(Afi, М2) =  \x2—xi\ ,  (1.5')

где p(M t, М 2) — расстояние между точками Mi и Мг.
Поскольку |х 2—* i| =  |x i—*2|, то смысл формул (1.5) и (1.5') вы­

ражается так: чтобы вычислить расстояние между двумя точками оси, 
нужно из координаты одной точки вычесть координату другой и взять 
модуль полученной разности.

П р и м е р .  Даны две точки Mi (1), М 2 (—5). Найти величину на­
правленного отрезка М 1М 2 и расстояние между точками.

В данном случае * i= l ,  х 2= — 5; по формулам (1.4) и (1.5) на­
ходим MiM2 = — 5—il =  — 6, p(Mi, М2) =  | — 5— 11 =  I —6 1 =6.

§ 1.2. Декартовы прямоугольные кбординаты 
на плоскости

Будем говорить, что на плоскости введена система ко­
ординат, если указан  способ, позволяющий устанавливать 
положение точки заданием чисел. Существуют различные 
способы определения положения точки на плоскости, 
в зависимости от которых рассматриваю т разны е систе­
мы координат: декартовы  прямоугольные, полярные и др.

Д екартова прямоугольная система координат на пло­
скости вводится следующим образом. Выберем масш таб 
для измерения длин любых отрезков на плоскости. В д ан ­
ной плоскости проведем две взаимно перпендикулярные

12



З Ш р ^ ряи ыятнир. оси: горизонтальную  Ох  (ось абсцисс) и 
Щ ^ й Я ’Икальную Оу  (ось ординат). Точку О пересечения 
^ •координатных осей назовем началом координат (рис. 1.4).

Отметим, что если £ i  и Ег — единичные точки коор- 
У -Дйнатных осей, то

- | 0 £!| = | 0 £2| = 1. (1.6)
N

' Равенство (1.6) означает, что для  измерения длин ко- 
^  ординатных осей вы брана одна и та ж е единица масш та- 

б а  (совпадаю щ ая с единицей масш таба для измерения 
. .  длин любых отрезков на 

Плоскости).
Пусть дана произвольная 

точка М  рассматриваемой 
нлоекости. Проведем через

■ точку М  прямую, п араллель­
ную координатной оси Оу, 
точку; пересечения этой пря-

- мой с осью" Ох  обозначим 
\  через М х, проведем через М

такж е прямую, параллель- 
ную оси Ох,  до пересечения 

;  с осью О у  в точке М у.
* ' Декартовыми прямо­

угольными координатами  
точки М  на плоскости назы ваю тся числа, определяемые

- формулами
х = О М х, у  = О М у, (1.7)

где ОМ х, ОМу — величины направленных отрезков О Мх, 
ОМу соответствующих координатных осей.

Первая координата назы вается абсциссой,  вторая — 
=. ординатой данной точки М.  Запись М( х,  у) означает, что
- точка М  имеет координаты х, у ,  если дано несколько то- 

чек, то их координаты записываю тся с соответствующи- 
... ми индексами* например, М^( хи yi ),  Мг{х2, у2) и т. д. 

Отметим, что для точек, леж ащ их на оси Оу,  х = 0 ;  для 
точек, леж ащ их на оси Ох, у = 0; начало координат — 
точка О имеет координаты х = 0 ,  у  =  0. Координатные оси 
разбиваю т на четыре части множество тех точек плоско-, 
сти, которые не леж ат на осях. К аж д ая  из этих частей 
назы вается координатной четвертью, или квадрантом.  
Н а рис. 1.4 указаны  знаки координат точек в каж дой чет­
верти.

‘ 'Ч*
13
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К аж дой точке М  плоскости поставлена в соответствие 
упорядоченная пара чисел {х, у ) ,  определяемых форму­
лами (1.7). С другой стороны, если д ан а упорядоченная 
пара чисел (х, у ) ,  то можно построить единственную точ­
ку, для которой х н у  будут декартовы ми прямоугольны­
ми координатами.

§ 1.3. Деление отрезка в данном отношении
Рассмотрим две различные точки Mi  и М 2 некоторой 

плоскости (точка считается первой, точка М 2 — вто­
рой). П роведем через данные точки прямую, заф икси­

руем на ней полож итель­
ное направление (т. е. сде­
лаем  ее осью) и выберем 
масш таб. Пусть М  — лю ­
бая, принадлеж ащ ая этой 
прямой точка, отличная 
от М 2.

Отношением, в- кото­
ром точка *М  делит на- 
правленный отрезок MiMo, 
ограниченный точками М\  
и М 2 (рис. 1.5), назы вает­
ся число

, _  МгМ

CL мг м Мг

гГ " л мг м

в
М  M j Мг

У,

М у /̂
У л 1

мх  1 1
' I  1 '

1 1 1 
1 1 1 __

0 Р, Р рг  *

Рис. 1.5 1

ММ* ( 1.8)

где MiM, М М 2 — величи­
ны нап равленных отрез­
ков MiM, М М 2 указанной 
оси. Отношение (1.8) не 
изменится, если по-друго­

му фиксировать положительное направление оси или вы ­
брать другой масш таб, так как в обоих случаях числи­
тель и знаменатель умнож атся на одно и то же число 
(в первом случае — на ( — 1 )) .

Если точка М  принадлежит отрезку [М1М2](рис. 1.5, а ) , 
то Х > 0  (так как M iM  и М М 2 одного зн ак а ); в этом слу­
чае говорят, что М  делит отрезок Mf.M2 внутренним об­
разом. Если точка М  леж ит вне отрезка [М 1.М2] 
(рис. 1.5, б, в) ,  то Х < 0  (числа M iM  и М М 2 имеют проти­
воположные зн а к и ); в этом случае говорят, что точка М  
делит отрезок M iM 2 внешним образом. Отметим, что
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к ф  — l. (1.9)
Действительно, предположив противное, т. е. Л =  — 1,

получим =  — 1, М гМ  =  —  М М 2, М гМ  +  М М 2 =
=  0, М гМ 2 — 0, что возможно лишь в случае, когда М у 
совпадает с М 2, а это противоречит условию (точки М х и 
М 2 различны).

Если точка М  совпадает с М и то Л =  0; если М  неогра­
ниченно приближается к точке М 2, то |Л | неограниченно 
возрастает.

З ад ач а  о делении отрезка в данном отношении ф ор­
мулируется следующим образом. Д ано отношение К, в ко­
тором точка М  (неизвестная) делит отрезок М^Мг, о гра­
ниченный данными точками М \  и М 2. Требуется найти 
точку М  (т. е. определить ее координаты). Реш ение по­
ставленной задачи дает следую щ ая теорема. _____

Теорема 1.2. Если точка М ( х , у )  делит отрезок MiM2, 
ограниченный точками M i ( x lt г/i) , М 2(х2, у 2),  в отноше­
нии Я, ее координаты определяю тся формулами

х +  ^х2 _ 1̂ ~Ь ^У‘.

В частности, координаты середины отрезка М \ М 2 вы­
числяются по формулам

xi +  х2 У1 +  Уг
Х =  ------ 2------ > У = ------ 2------ • ( 1 Л 1 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Точки Mi,  М,  Мг  спроектируем 
на ось Ох,  обозначим их проекции соответственно через 
Pi, Р, Р2 (рис. l v5 , г) .  И спользуя условие, теорему эле­
ментарной геометрии о пропорциональности отрезков 
прямых, заключенных между параллельны ми прямыми, 
и формулу (1.4), получаем

MiM } РгР МгМ РХР , р р _ у _ у
ММ2 ~  ’ РР2 ~  ММг ’ РРг _ л ’ 1 х  ■

РР% ~  Л-2 Z V — к, X Ху - % (JC2 Я)»Л?2 — л
х(1  - f  X) = % +  %х2. (1-12)

Принимая во внимание условие (1.9), из равенства
(1.12) находим первую из формул (1.10). В торая из этих 
формул устанавливается аналогично (точки М и  М  и М2 
необходимо предварительно спроектировать на ось Оу) .
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Если точка М  находится в середине отрезка М ХМ 2, то 
M i M —MMz  и Л = 1 . П олагая в формулах (1.10) Л = 1 , по­
лучаем формулы (1.11).

П р и м е р .  Даны две точки Afi(— 1, —2), Мг(3,А).  На прямой 
(MiMz} найти точку М, которая в три раза ближе к Ми чем к Мг, 
и находится вне отрезка MiM2. Найти середину этого отрезка.

Искомая точка М делит отрезок /И1М2 в отношении X =  — .
По формулам (1.10), считая в них хх =  — 1, ух =  — 2, х2 =  3, у2 =  
=  4, находим

Л1(— 3, — 5).
С помощью формул (1.11) находим точку N (\, 1 )— середину 

отрезка М 1М 2 .

Д ан а  система масс т и т 2, . . . ,  т „ ,  помещенных соот­
ветственно в точках Afi(xb yt ) , М г {х2, у2),  . . , , М п {хп, уп) 
некоторой плоскости. Требуется найти формулы, вы ра­
жаю щ ие координаты центра тяж ести этой системы масс.

Рассмотрим сначала случай / г = 2: массы mi, т 2 поме­
щены в точках Mi(Xi, i/t), М2(х2, уг).  Согласно известно­
му принципу механики центр тяж ести  М ( х ,  у) системы 
данных масс делит отрезок M iM 2 на части, обратно про­
порциональные массам mi, т 2, т. е. в отношений Л =  
=  m 2 : m i. П о формулам (1.10) получаем координаты 
центра тяж ести М (х , у)  этой системы:

Аналогичные формулы находим и для координат цент­
ра тяж ести М ( х ,  у) системы масс т и т 2, rris, помещенных 
соответственно в точках М х{хи yi ) ,  М 2(х2, у2),  Мз(*з, Уз)- 
П оложение точки М ( х ,  у)  не изменится, если массы

=  —3, у =

+  ( -  а )

§ 1.4. Центр тяжести системы масс

X s=s

Х̂/П-у -{-
ttl\ -f- /W2
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mi  и m2 сосредоточить в центре тяж ести М '(х ' ,  у ' )  этой 
системы. Точку М{х ,  у)  будем рассматривать как центр 
тяж ести  системы двух масс: массы т3, находящ ейся в 
точке М3, и массы т ^ т г ,  сосредоточенной в точке 
М '(х ' ,  д') — центре системы масс т и т г, где х '  и у '  опре­
деляю тся соответственно правыми частями формул (ч1.13). 
Находим центр тяж ести М ( х ,  у)  как точку, делящ ую  от­
резок М ’М 3 в отношении X =  m3: (m i+ m 2). Применив ф ор­
мулы (1.10) в этом случае, найдем

т3 , *1%  +  *2«2 . щ х 3
х  т х - f  Щ Хз Щ  -f- т 3 Щ.Л- т 2

Х ~  | 1  т з ~  _  т1 +  т2 +  щ ~  ’
mi +  т г +  Щ

У\Щ +  У2т2 т3у3
т1 -{- tfii -f- /Ид

^  =  wt +  щ  +  « Г  ’
т х +  т 2

ximx +  х2т 2 +  х3т3 +  у 2т2 +  у3т3
X = --------- j------ :--------- , У  = --------- !------ i--------- • (1-14)

mi  +  Щ +  тз mi  +  т2 +  т3 '  ■

М етодом математической индукции можно доказать, 
что искомые формулы имеют вид

, _  ЧЩ  +  *2«2 +  • • • +  хптп yxiпг +  у2щ  +  . . .  +  у птп
Х ~~ ttii +  т 2 +  • . .  +  тп ' У ~~ щх -|_ т 2 +  . . .  +  тп ’

(1.15)
или

П '
2  Уктк

—п-------- * (Ы 6 )

h—l

где 2  — сумма однотипных слагаемых.

§ 1.5. Полярные координаты

Пусть дана некоторая плоскость. Зафиксируем на 
этой плоскости точку, обозначим ее буквой О и назовем 
полюсом.  Луч [О Р ), исходящий из полюса, назовем по­
лярной  осью.  Выберем масш таб для измерения длин от-
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резков и условимся, какие повороты вокруг точки О бу­
дем считать положительными; обычно считают полож и­
тельными те повороты, которые соверш аю тся против ч а­
совой стрелки.

Рассмотрим произвольную точку М  заданной плоско­
сти, обозначим через р ее расстояние до полюса и назо­
вем полярным радиусом  (рис. 1.6); угол, на который нуж ­
но повернуть полярную ось [О Р ), чтобы она совпала с 
[ОМ ), обозначим через <р и назовем полярным углом.

Рис. 1.6 Рнс. 1.7

Полярными координатами точки М  назы ваю тся ее по­
лярный радиус р и полярный угол ф. К аж дой точке пло­
скости соответствует вполне определенное значение р ^ О . 
Значение <р для точек, отличных от полюса, определено с 
точностью до слагаемого 2kn, где k  — любое целое число: 
Д ля  полюса р =  0, а значение <р не определено. Чтобы 
каж дая точка плоскости получила вполне определенные 
значения полярных координат, достаточно считать, что 
0 ^ Ф < 2 я ,  а в полюсе <р =  0. У казанны е значения ф назо­
вем главными.

Н аряду  с введенной полярной системой координат 
рассмотрим прямоугольную декартову систему такую, 
что полюс совпадает с началом, а полярная ось — с по­
ложительной полуосью Ох  (рис. 1.7). Если М  — произ­
вольная точка плоскости, (х , у ) — ее декартовы, а (р, ф) — 
полярные координаты, то, очевидно,

х = р  cos ф, г/= р  sin  ф. (1-17)

Ф ормулы (1.1V) вы раж аю т прямоугольные декарто­
вы координаты точки плоскости .через ее полярные коор­
динаты.

П олярные координаты точки вы раж аю тся через ее д е­
картовы  координаты формулами
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.которые следуют из формул (1.17). Чтобы получить пер­
в у ю  из формул (1.18), достаточно возвести в квадрат обе 
формулы  (1.17) и почленно сложить (первая из формул
(1.18) имеет простой геометрический смысл, она вы ра­
ж ает  теорему П иф агора для треугольника О М М х).

§ 1.6. Прямоугольные декартовы координаты 
в пространстве

Прямоугольная декартова система координат в про- 
.странстве определяется заданием  масш таба (отрезка 
для  измерения длин) и трех пересекающихся в одной 
точке взаимно перпендикуляр­
ных осей, занумерованных в 
определенном порядке.

Тонка пересечения осей н а­
зы вается началом координат,  а 
сами оси — координатными  
осями,  причем первая из них — 
осью абсцисс,  вторая — осью 
ординат, третья — осью а п п л и ­
кат. Обозначим начало коорди­
нат буквой О; координатные 
оси — соответственно через Ох,
Оу, Oz  (рис. 1.8).

Пусть М  — произвольная 
точка пространства. П роведём 
через нее три плоскости, пер­
пендикулярные координатным осям, и точки пересечения 
с осами обозначим соответственно через М х, М у, M z. 
Прямоугольными декартовы ми координатами точки М  
называю тся числа, определяемые формулами

х = О М х, у  = О М у, z = O M z, (1.19)
где ОМ х, ОМу, OMz — величины направленных отрезков 
ОМх, ОМу, OMz соответствующих координатных осей. 
Число х  назы вается первой координатой, или абсциссой, 
число у  — второй координатой, или ординатой, число z  — 
третьей координатой, или аппликатой, точки М.  Запись 
М ( х ,  у, z)  означает, что точка М  имеет координаты 
x , y , z .



К аж д ая  пара координатных осей определяет коорди­
натную плоскость. Координатные плоскости обозначают 
соответственно Оху, Oxz, Oyz.  Л егко видеть, что прямо­
угольные декартовы  координаты точки М  представляю т 
собой расстояния этой точки до соответствующих коор­
динатных плоскостей, взяты е с надлеж ащ им и знаками 
(абсцисса х  — расстояние до координатной плоскости 
Oyz,  взятое со знаком плюс, если М  — впереди плоскости 
Oyz,  со знаком  минус, если М  — сзади плоскости Oyz,  
когда положительное направление оси Ох  и взаимное 
расположение осей выбраны так, как показано на 
рис. 1.8).

Н а основании сказанного заклю чаем, что для точек, 
леж ащ их в плоскости Oyz,

х = 0 \  (1.20)

для точек, леж ащ их в плоскости Oxz,
У =  0; (1.21)

д ля  точек, леж ащ их в плоскости Оху,
z=0 .  (1.22)

Точки оси Ох  характеризую тся двумя равенствами
у  =  0, z =  0; (1.23)

точки оси Оу — равенствами

х = 0 ,  z = 0 ;  (1-24)

точки оси O z — равенствами

я = 0 ,  у = 0. - (1-25)

Н ачало координат имеет все нулевые координаты: х = у  = 
=  2 =  0 .'

Координатные плоскости Оху, Oxz,  Oyz  делят все точ­
ки пространства, не принадлеж ащ ие этим плоскостям, на 
восемь' частей, назы ваемы х октантами. Исходя из октан­
та  I, в котором все координаты положительны, перенуме­
руем октанты  (I, II, III, IV) верхнего полупространства 
( z > 0 )  против часовой стрелки (для наблю дателя со
стороны положительной оси O z ) . В нижнем полупрост­
ранстве ( z < 0 )  произведем соответствующую нумерацию 
октантов (V, V I, V II, V III) так, чтобы V находился под 
I, VI — под II, V II — под III, V III — под IV. Знаки^коор- 
динат точек в различных октантах приведены в та'бл. 1.
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Т а б л и ц а  1

S i p Октанты
К о о р д и н а ты

I п ш IV V VI V II V III

Щ:":-
W i - . х + — — + + — — +

§£-■- У + + — — + + — —

* l Z + + + . + — —  ' — —

. Очевидно, знаки координат однозначно определяют 
^  октант пространства.

И так, если задан а система прямоугольных декарто- 
«  вых координат в пространстве, то каж дой точке про- 
^  странства можно поставить в соответствие упорядочен- 
\  ную тройку чисел (х , у, z) — ее координаты. О братно, 

если задан а упорядоченная тройка вещественных чисел 
**(х, у, z ) , можно указать  точку, для которой х  будет аб ­

сциссой, у  — ординатой, z  — аппликатой. Чтобы по­
строить эту точку, необходимо на оси Ох  отложить на­
правленный отрезок ОМ х, величина которого равна х, на 
йси Оу  — отрезок О М у, величина которого равна у, на 

"^Оси Oz  — отрезок ОМг, величина которого равна z.  Через 
точки М х, М у, М г провести плоскости, перпендикулярные 
соответственно осям Ох, Оу, Ог\  точка пересечения ука- 
занных плоскостей и будет искомой. Следовательно, меж- 

точками пространства и упорядоченными тройками 
чисел установлено взаимно-однозначное соответствие.

*у

§1.7 . Расстояние меж ду двумя точками

Пусть относительно прямоугольной декартовой систе­
мы координат в пространстве заданы  две точки, т. е. у к а ­
заны  их координаты. Требуется вывести формулу, по ко­
торой можно вычислить расстояние между данными точ­
ками. Реш ение этой задачи д ает  следую щ ая теорема.

Теорема 1.3. Если M i { x u у и Zi), М 2(х2, уг, z2) — две 
-любые точки пространства, то расстояние между ними 
определяется формулой

р (Мь  М а) = Y ( x %-  Xir  +  {Уг ~  Уг? +  &  -  гг) \  (1.26)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ч ерез точки M i и Мг проведем
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плоскости, параллельны е координатным плоскостям, 
и рассмотрим получившийся прямоугольный п араллеле­
пипед (рис. 1.9). Точки Mi  и Мг  являю тся противополож­
ными верш инами этого параллелепипеда. Концы трех 
взаимно перпендикулярных ребер, исходящих из верши-

Рнс. 1.9

ны Mi, обозначим через А, В, С, причем А ( х 2, у\, Zi), 
В ( х  1, г/2, £ i), С ( х  1, г/i, г2).  Н а основании известной теоре­
мы стереометриЬ получаем \ M iM 2\2'= \М^А |2- f  |M i 5 |2- f  
+  |М 1С |2, где |M iM a|, | Mi Л | , |M t5 | ,  |M iC | — длины 
диагонали и боковых ребер.

Обозначив p (M t, M2) =  |M iM2|,  найдем р {Ми М2) =  
=  V  |МХЛ |2 - f  | М гВ  I2 - f  | МхС | 2. Подставляя в это равен­
ство вы раж ения \MiA\  =  \ x 2 — х^\,  |M iB | =  | у2 — yi \ ,  
\MiC\  = \z2—Zi\,  получаем формулу (4.26). В частном- 
случае, если точка М 4 леж ит в начале координат, т. е. 
если *i =  */i=zi =  0, то

Р (О, М 2) =  У х*  +  у \  +  4  (1.27)

П р и м е р  1. Вычислить расстояние между точками M t (2, 1, —2) 
и М2(4, —3, — 6), а также расстояние от точки М 4 до начала коор­
динат.

По формулам (1.26) и (1.27) соответственно получаем 

p(Mi, M2) = V  ( 4 - 2 ) 2+ ( - 3 - 1 ) г+ ( - 6 + 2 ) г = 6 ,  

р(О, М , ) = У 2 2 + Р + ( - 2 ) 2=3.

Формулы (1.26) и (1.27) упрощаются, когда точки Mi и Мг ле­
жат в плоскости, параллельной одной из координатных плоскостей 
или в самой этой плоскости. Пусть точки Mi[xi, у{), Мг(х%, у2) ле­
жат в плоскости Оху, тогда
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р(ЛГь M2) =  У (x2—* i)2+ ( ( /2—(/i)2;

p ( 0 ,  M2) =  У *®  +  г/2.

(1.28)

(1.29)

Эти формулы можно получить и непосредственно, рассмотрев 
^  прямоугольные треугольники M tNM2 (рис. 1.10) и ОМ2Р2 (рис. 1.11).

Щ;: У,
Qz ______ Мг

11

---------[--------

v
i

Р, 0 рг
Рис. 1.10

П р и м е р  2. Вычислить расстояние между точками Mi(5, —2), 
А1г(8, —6), и расстояние от точки М2 до начала координат.

Так как лг±=5, у i ==—2, лг2 =  8, г/2= —6, то по формулам (1.28) и 
(1.29) соответственно находим

р(М и М2) =  У ( 8 - 5 ) 2+ [ - 6 - ( —2)12=5, р (О, М2) =  У82+ ( - 6 ) 2=10.

г-  § 1.8. Цилиндрические и сферические координаты

В некоторой плоскости II фиксируем точку О 
(рис. 1.12) и исходящий из нее луч [О Р ). Через точку О 
проведем прямую, перпендикулярную плоскости П, и у ка­
ж ем -на ней положительное направление; полученную ось 
обозначим Oz. Выберем масш таб для измерения длин. 
П усть М — произвольная точка пространства, N  — ее 
проекция на плоскость П, М г — проекция на ось Oz. Обо­
значим через р и ф полярные координаты точки N  в пло­
скости П относительно полюса О и полярной оси ОР. Ц и ­
линдрическими  координатами точки М  называю тся числа 
Р> ф. 2 , где р, ф — полярные координаты точки N  (р ^ О , 
0 ^ Ф < 2 я ) ,  a z = O M z — величина направленного отрезка ш2 оси Oz. Запись М ( р, ф, z)  означает, что точка М  
имеет цилиндрические координаты р, ф, z. Н аименование 
«цилиндрические координаты» объясняется тем, что ко- 
ррдинатная поверхность p =  const (т. е. множество точек, 
Имеющих одну и ту ж е первую координату р) является 

Ц илиндром  (на рдс. 1.12 он изображ ен пунктиром).



Если выбрать систему прямоугольных декартовы х ко­
ординат так, как показано на рис 1.12, то декартовы  ко­
ординаты х, у, z  точки М  будут связаны  с ее цилиндриче­
скими координатами р, <р, z  формулами

х  = р COS ф, у  =  р s i n  ф, 2  =  2 . (1.30)
Сферические координаты вводятся следующим обра­

зом. Выберем масштаб, для измерения длин отрезков, з а ­

фиксируем плоскость П с точкой О и полуосью Ох,  ось 
Oz,  перпендикулярную плоскости П (рис. 1.13). Пусть 
М — произвольная точка пространства (отличная от О),  
N  — проекция ее на плоскость П, г. — расстояние точки М  
до начала коорд и нат,©  — угол, образуемый отрезком 
ОМ  с осью Oz,  ф — угол, на который нужно повернуть 
ось Ох  против часовой стрелки (если смотреть со сторо­
ны положительного направления оси Oz) ,  чтобы она сов­
пала с лучом ON; 0  назы вается широтой, ф — долготой.

Сферическими координатами точки М  называю тся три 
числа г, 0 ,  ф, определенные пыше. Если точка М  имеет 
сферические координаты г, 0 ,  ф, то пишут М(г,  0 ,  ф).

Наименование «сферические координаты» связано с 
тем, что координатная поверхность r = c o n s t (т. е. множе­
ство точек, имеющих одну и ту ж е координату г) являет­
ся сферой (на рис. 1.13 одна из таких сфер изображ ена 
пунктиром; фиксировав другое значение г, получим дру­
гую сф еру).
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Для того чтобы соответствие между точками про- 
панства и тройками сферических координат (г, 0 ,  ф) 

, ^ л о  взаимно-однозначным, обычно считают, что г, 0 ,  
„ ^  изменяются в следую щ их-границах: 0 ^ л < + о о ,  0=^ 

0 ^ ф < 2 п .  Если вы брать оси прямоугольной д е­
к а р то в о й  системы координат так, как указано на 
Jpne. 1.13, то декартовы  координаты х, у, z  точки М  свя­
з а н ы  с ее сферическими координатами г , 0 , ф формулами

* = r s i n  0  cos ф, у  —г sin 0  sin ф, 2 = r c o s  0 . (1.31)

§ 1.9. Геометрическое значение уравнений 
между координатами на плоскости

«ж *
Ф ЁЬ В § 1.2, 1.5, 1.6 было установлено соответствие меж- 
;1сГ'ДУ точками плоск'ости (пространства) и упорядоченными 

йарам и (тройками) действительных чисел, что позволи- 
^■'ЛО вместо точек рассм атривать их координаты. Решение 

. ^'.Яростейших геометрических задач, рассмотренных в 
Щ/% 1.3, 1.4, сводилось к нахождению  некоторых чисел по 
ф: определенным формулам, т. е. осущ ествлялось алгебраи- 
W вескими методами.
Я £л Выясним, какой геометрический образ соответствует 
в И ^ а в н е н и ю  меж ду'координатами на плоскости. Уравнение 
•Ip jg  Двумя переменными х  и у  в общем виде записывает- 
Щ р я  так:
Ж *  F ( X ,  у)  =  0, (1.32)

F{x,  у)  — некоторая зависимость между х  и у,, на- 
чДример, F(x,  у) = х — у, F(x ,  у ) = х*+у*— 1, F {х, у ) = у — 

—sin  х  и т. п.
Рассмотрим м нож ество2) всех точек плоскости, коор- 

динаты которых удовлетворяю т уравнению (1.32). Будем 
•.«; говорить, что уравнение (1.32) определяет указанное мно- 
>чЦкество (фигуру). Например, уравнение х — у = 0 опреде­
л я е т  прямую линию — биссектрису первого и третьего 

координатных углов (декартовы  прямоугольные коорди- 
'" 'й ат ы  любой точки этой биссектрисы удовлетворяю т дан- 
t  ному уравнению; это следует из определения декарто-

*> Напомним, что указанным уравнением называется соотношение 
*,„Внда (1.32), которому удовлетворяют не все пары действительных чи- 

s* Сел х и у, в отличие от тождества, справедливого, для всех пар зна- 
У 5ений х  и у; примеры уравнений: х + у —3=0, х*-\-уг—9= 0; примеры 
> Квждеств: (х-\-у)—х —у = 0, (х-\-у)г— я 2—2ху—у2=0.

21 Множество точек плоскости называют фигурой.



вых прямоугольных координат и свойства биссектрисы — 
множества точек, равноудаленных от сторон угла). У рав­
нение л:2+ г /2— 1 = 0  определяет окруж ность радиуса R =  1 
с центром в начале координат, уравнение у — s i n * = 0  —
линию, называемую синусоидой, уравнение -^ -L  -|— =х у
=  0 — множество точек, лежащих внутри второго и четвер­
того координатных углов.

М ножество, определяемое некоторым уравнением, мо­
ж ет состоять из одной точки (например, уравнению 
(х —2 )2+ ( г / + 3 ) 2= 0  удовлетворяю т координаты только 
одной точки М(2,  —3)) . Такое множество может о казать­
ся пустым, т. е. не содерж ащ им ни одной точки (напри­
мер, уравнению дг2+ г /2+ 4  =  0 не удовлетворяю т коорди­
наты ни одной точки плоскости).

Аналитическая геометрия на плоскости изучает гео­
метрические объекты, соответствующие алгебраическим 
уравнениям первой и второй степени относительно д екар ­
товых координат. В дальнейш ем будет показано, что 
уравнение первой степени определяет прямую линию, а 
уравнение второй степени — одну из линий: окружность, 
эллипс, гиперболу, параболу, пару прямых, точку или пу­
стое множество.

Будем исходить из наглядного представления о линии 
(кривой), известного из курса математики средней ш ко­
лы. Введем понятие уравнения линии.

Уравнение линии на плоскости. Уравнением линии на 
плоскости (относительно выбранной системы координат) 
назы вается такое уравнение с двумя переменными

F ( x , y ) =  0, (1.33)

которому удовлетворяю т координаты х, у2) любой точки 
данной линии и не удовлетворяю т координаты ни одной 
точки, не леж ащ ей ца этой линии.

И з определения уравнения линии следует решение 
простой задачи: выяснить, леж ит ли данная точка на з а ­
данной линии. Если при подстановке координат точки в 
уравнение линии получается числовое равенство (тож де­
ство), то точка леж ит на данной линии; если тождество 
не получается, то точка линии не принадлежит.

М В частных случаях уравнение может не содержать одной из 
переменных.

2> Если речь идет о полярных координатах р, <р, то уравнение 
линии записывают в виде F(р, <р) =0.
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v П р и м е р .  Составить уравнение окружности радиуса R  с цент­
ром :вцточке С (а, Ь).

'Пусть М  — произвольная точ­
ка данной окружности (рис. 1.14), 
х, у — ее декартовы прямоуголь­
ные координаты (их называют те­
кущими координатами, так как 
они меняются при переходе от од­
ной точки окружности к другой).
Поскольку окружность — множе- 

' ство точек плоскости, равноуда-' 
ленных от данной точки (центра), 
и расстояние между любой точкой 
окружности и ее центром равно R, 
то

р (C ,M )= R .  (1.34) О

На основании формулы (1.28) Рис. 1.14

р (С, М) =  У  ( х -  а)2 +  (у - Ь ) \
Из двух последних равенств получаем

(1.35)

.или

(1.37)
= 0, называется канониче-

( х - а ) 2+ ( г , - 6 ) 2= Я 2. (1.36)

Итак, координаты любой точки данной окружности удовлетворя­
е т  уравнению (1.36). Если точка N(x, у) не лежит на рассматривае­
мой окружности, то

р ( C , N ) < R  нли р(С, N) > R ,

■поэтому ее координаты не будут удовлетворять уравнению (1.36). 
Следовательно, в соответствии с определением уравнение (1.36) и 
является уравнением данной окружности. Уравнение

х2+г/2=Я2,
полученное из уравнения (1.36) прн а=Ь-  
ским уравнением окружности.

З а м е ч а н и е .  Неравенству
( х - а )  2+ ((,-& ) 2< t f 2 (1.38)

удовлетворяют координаты всех точек, лежащих внутри окружности, 
определяемой уравнением (1.36); неравенству

(х—а )2+ ((,-& ) 2> t f 2 (1.39)

удовлетворяют координаты всех точек, лежащих вне этой окруж­
ности.

Данные утверждения следуют из простых геометрических сооб­
ражений, неравенств (1.38), (1.39) и формулы (1.28).

Пересечение линий. Рассмотрим две линии, опреде­
ляемы е уравнениями

F ( x , y ) =  0; ' (1.40)



Ф(*1 у)  = 0 . (1.41)
Требуется найти точку пересечения этих линий.

Точка пересечения данных линий принадлежит пер­
вой и второй линии, поэтому ее координаты удовлетво­
ряю т как первому, так и второму уравнению, т. е. удов­
летворяю т системе уравнений

Обратно, если координаты хо, Уо некоторой точки удо­
влетворяю т системе (1.42), то точка М 0(х0, у 0) леж ит на 
линии (1.40) и на линии (1.41), т. е. является точкой их 
пересечения.

Следовательно, чтобы найти точки пересечения ли ­
ний, необходимо решить систему их уравнений. Число 
решений равно числу точек пересечения. Если система
(1.42) действительных решений не имеет, линии (1.40) и 
(1.41) не пересекаю тся.

П р и м е р .  Найти точки пересечения линий х2+г/2=  1, *2+  
+  (</—1)2= 2. Решим систему уравнений

Вычитая почленно второе уравнение из первого, получаем 2г/=0, 
у—0. При у = 0 из первого уравнения следует, что x i= —-1, *2=1. Най­
дены две точки пересечения (рис. 1.15): 0), М2(1, 0).

нением относительно некоторой системы координат.
Следовательно, по геометрическим условиям, зад аю ­

щим линию, находят ее уравнение и затем  по алгебраи-

(1.42)

У Д ве основные задачи ан а­
литической геометрии на пло­
скости состоят в следующем.

х  тельно какой-либо системы ко­
ординат.

1. Н а плоскости задана ли­
ния как множество всех точек, 
удовлетворяю щ их определен­
ному условию. Требуется соста­
вить уравнение линии относи-

2. Д ано уравнение с двумя 
переменными. Требуется выяс­
нить вид и расположение фи­
гуры, определяемой этим урав-

Рис. 1.15
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г Ческим свойствам уравнения исследуют геометрические 
свойства этой линии. Таким путем геометрические за д а ­
чи можно сводить к алгебраическим.

§ 1.10. Параметрические уравнения линии

Пусть относительно системы декартовых прямоуголь­
ных координат на плоскости задан а некоторая линия. 

!^--К рординаты  (х, у)  ее произвольной точки часто можно 
^ “вы разить через некоторую новую переменную (пара- 
'СГ.метр) t:

* = ф 1 00 . г /=ф г(0- (1.43)

Уравнения (1.43) н а зн ­
а ч а ю т с я  параметрическими  
'-Оу р а в н е н и я м и  линии, если при 

зменении t в конечном или 
|есконечном промежутке 
формулы (1-43) даю т коор- 
янаты любой точки данной 

динии и не даю т координаты 
аи одной точки, не леж ащ ей 

этой линии. 
v' ' Если дана окружность 

р а д и у с а  R  с центром в на- 
|§ а л е  координат (рис. 1.16),
“ >, в зяв  в качестве п арам ет­

ра t угол, образуемый отрез­
к о м  ОМ  с осью Ох,  получим 
* *ения

x = R  cos t, у

У

лA t  1 \
\  ^ мх  1 х

Рис. 1.16

ее параметрические урав- 

R  sin  t ( 0 ^ < 2 л ) .  (1-44)

I Исключив из этих уравнений t (для чего можно возвести 
Квадрат оба равенства и почленно слож ить), получим 

равнение (1.37).
Рассмотрим линию, являю щ ую ся траекторией фикси- 

Ованной точки окружности радиуса R,  катящ ейся по пря- 
^мой. Линия эта назы вается циклоидой.  Указанную  

ррямую примем за ось Ох  декартовой прямоугольной си- 
'.•ФГемы координат (рис. 1.17). Предположим, что фиксиро- 
5 ванная точка при начальном положении окружности на- 

^ ’.Ходилась в начале координат, а после того, как  окруж- 
““  :ость повернулась на угол t, заняла положение М.
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Р к

Рис. 1.17

х

П оскольку х ~ О Р  = О К — РК, у  =  М Р  = C K — CN  и О К —
■ = M K = K t ; - P K = M f i  = R  sin t, CK. = R, CN = R  cos t, t o  x —  

= R t — R  sin t, y = R — R  cos t, или

x = R ( t — sin t),  y  = R ( l — cos t) .  (1-45)

Уравнения (1.45) называю тся параметрическими ура вне ­
ниями циклоиды.

Г л а в а  2

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ Л ИНИИ ПЕРВОГО  
И ВТОРОГО ПОРЯДКА

Алгебраической линией (кривой) п -го порядка называется ли­
ния, определяемая алгебраическим уравнением п -й степени относи­
тельно декартовых координат. В этой главе изучаются линии первого 
порядка, т. е. линии, определяемые уравнением первой степени Ах-\- 
+ В г /+ С = 0, где А г-{-Вгф 0, и линии второго порядка, т. е. линии, 
определяемые уравнением второй степени

A x2+ B x y + C y 2+ D x + E y + F = 0  (Аг+ В г+ С гФ 0).

Будет показано, что линии первого порядка являются прямыми, а к 
важнейшим линиям второго порядка относятся окружность, эллипс, 
гипербола, парабола.

§ 2.1. Прямая на плоскости

П рямую  линию на плоскости относительно системы 
декартовы х прямоугольных координат можно зад ать  р аз­
личными способами. П рям ая однозначно определяется 
углом, образуемым ею с осью Ох,  и величиной направ­
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А
0 X

Рис. 2.1

ленного отрезка, отсекаемого на оси Оу,  координатами 
двух точек и т. п. В зависимости от способа задания пря­
мой рассматриваю т различны е виды ее уравнения.

Различные виды уравнения прямой на плоскости. Р а с ­
смотрим прямую, параллельную  оси Оу  прямоугольной 
декартовой системы координат (рис. 2.1). Обозначим 
буквой А  точку пересечения этой прямой с осью Ох,  
(о, 0) — ее координаты, где а — ОА.  Уравнение -

х = а  (2.1)
является уравнением д ан ­
ной прямой. Действительно, 
уравнению (2.1) удовлетво­
ряет координата х  любой 
точки М (х ,  у)  этой прямой и 
не удовлетворяет координа­
та х  ни одной точки, не л е­
ж ащ ей на прямой. Если 
а = 0, то прямая совпадает с 
осью Оу,  которая, следова­
тельно, имеет уравнение

* = 0 . (2.2)
Из курса математики средней школы известно уравне­

ние прямой, пересекающей ось Оу:
~  y  = k x + b ,  (2.3)

в котором k  — угловой коэффициент, определяемый фор­
мулой

k = t g  а ,  (2.4)

где а  — угол между прямой и осью Ox; b =  О В  — величи­
на направленного отрезка ОВ,  отсекаемого прямой на оси 
Оу  (рис. 2.2). Уравнение (2.3) назы вается уравнением  
прямой с угловым коэффициентом.  Если прямая п арал ­
лельна оси Ох, т. е. а  =  0, k  = 0, то уравнение (2.3) прини­
мает вид4

У = Ь. (2.5)

Отметим, что ось Ох  определяется уравнением •
У = 0. (2.6)

В ыразим угловой коэффициент прямой (2.3) через ко­
ординаты ее двух различных точек M y(xi, yi ) ,  М 2(х2, у2).
Т ак как  эти точки леж ат на прямой (2.3), то их коорди­
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наты удовлетворяю т данному уравнению, т. е. yi = kxi-\-b,  
y%=kx2-\-b. Вычитая первое равенство из второго, полу­
чаем y 2— yi = k ( x 2— xi),  откуда

поскольку х 2— х 1Ф 0  (прям ая пересекает ось Оу,  поэтому 
х \ ф х 2).  Равенство (2.7) имеет простой геометрический 
смысл: оно определяет тангенс угла Mi  в прямоугольном 
треугольнике M iM 2N  (рис. 2.2).

П усть заданы  угловой коэффициент k  прямой-и ее 
точка Mi(xi ,  yi) .  Составим уравнение этой прямой. З а ­
фиксируем произвольную точку М (х ,  у)  данной прямой 
и найдем выраж ение для ее углового коэффициента по
формуле (2.7), положив в ней у г — у, х 2 = х : Ъ  =
откуда

y — yi = k (  x — xi).  (2.8)

Уравнение (2.8) называется уравнением прямой, прохо­
дящей через данную точку в данном направлении.

Пучком  прямых  на плоскости назы вается множество 
всех прямых этой плоскости, проходящих через данную 
точку (центр пучка). Будем считать, что в уравнений ви­
да (2.8) k  может принимать любые действительные зн а­
чения. Заф иксировав значение k = k u получим уравнение 
некоторой прямой; взяв другое значение k=k%, получим^ 
уравнение другой прямой и т. д. Уравнение (2.8) в этом 
случае будет определять множество всех прямых, прохо­
дящ их через точку Mi{xi ,  yi ),  за  исключением одной пря­
мой, параллельной оси Оу, уравнение которой имеет вид
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= *1 (в соответствии с (2 .1 )). Следовательно, пучок пря­
м ы х  с центром в точке М i(x i, z/i) определяется уравне- 

„/-.ниями
y — yi = k ( x — xi),  х = х и  (2.9)

Ш где k  может принимать любые действительные значения. 
| С о с т а в и м  уравнение прямой, проходящей через две 
г данные различные точки М {(хи  г/i), М 2(х2, у2),  где x i ф х 2, 

у х Ф у *  П оскольку эта прям ая проходит через точку 
Mi(xi ,  уО,  уравнение (2.8) с  учетом формулы (2.7) запи­
шется так:

У — Ух =  - f = T - l ( x  ~  *i). или - f ~ y'  =  (2- Ю)xi  — xi У г — Ух х% — xi
■ Уравнение (2.10) назы вается уравнением прямой, прохо­

дящей через две данные точки.
Обозначив равные отношения буквой t, получим 

= y~ y i =
£  x = x i + ( x 2— Xi)t ,  « / = « / ! + (г/2— г/ i ) Л (2 . 11)

t Отметим, что при t = 0 из уравнений (2.11) получаем ко­
ординаты  точки Mi(xi ,  у i) , при t = \  — координаты точки 
М г( хг, у2),  при O c ^ d  — координаты любой внутренней 

^--точки отрезка [М^М2]; когда t  меняется в бесконечном про- 
межутке ]— оо, -|-оо[, точка М (х ,  у)  описывает рассм ат­
риваемую  прямую. Уравнения (2.11) называю тся пара- 
метрическими уравнениями прямой.

П усть прямая (А В ) (рис. 2.3) отсекает на координат- 
I' иых осях отрезки, величины которых соответственно р ав ­

ны а и Ъ, т.; е. ОА = а, ОВ = Ь, А (а, 0 ), .8(0, Ъ). П рименяя 
уравнение (2.10) для этого случая, т. е., полагая х\ = а, 
2/i==0, ЛГ2= 0, у2=Ь,  получаем уравнение в отрезках на
осях координат:

У ~ °  =  х ~ а . J L  , J L  =  1 /9 12)
6 —0 • — а ’ а +  6 К*-1*)

Рассмотрим общее уравнение первой степени относи­
тельно прямоугольных декартовы х координат х, у

А х + В у + С  =  0, . (2.13)
где А  и В  одновременно не равны  нулю, т. е.

А 2-\-В2ФО.  (2.14)
Вопрос о том, какая линия определяется этим уравне­
нием, реш ает



Теорема 2.1. К аж дое уравнение первой степени отно­
сительно декартовы х координат определяет прямую. Об­
ратно, каж дая  прямая на плоскости в фиксированной 
декартовой прямоугольной системе координат определя­
ется уравнением первой степени.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если В Ф О ,  то, разреш ив
(2.13) относительно у, получим уравнение

А С
У =  — 2 Г х  — в~ ’ и л и  У =  k x + b ,

где

k = ~ 4 - ' Ь  = ----- (2Л5>

которое, как  известно, является уравнением прямой с 
угловым коэффициентом. Если 5  =  0, то в силу условия
(2.14) А ф 0, поэтому уравнение (2.13) можно привести

с пк виду х = а ,  где а =  —  В этом случае уравнение опре­

деляет прямую, параллельную  оси Оу.  Следовательно, 
уравнение (2.13) определяет некоторую прямую на пло­
скости.

Обратно, если данная прямая пересекает ось Оу,  то 
она имеет уравнение y = kx-\-b или k x — y-\-b =  0; если пря­
мая параллельна оси Оу, то она определяется уравнением 
х —а, или х —а = 0 .  К аж дое из этих уравнений является 
уравнением первой степени относительно декартовы х ко­
ординат.

Д оказан н ая  теорема означает, что линии первого по­
рядка — прямые.

Уравнение (2.13) назы вается общим уравнением пря­
мой. П ервая из формул (2.15) определяет угловой коэф­
фициент этой прямой, если В ф 0. В случае В = 0 уравне­
ние (2.13) принимает вид х  — а (а — ------ j - j  и определяет

прямую, параллельную оси О у (а =  90°, tg a  =  оо); такая 
прямая не имеет углового коэффициента.

З а м е ч а н и е .  Коэффициенты А, В в общем уравнении прямой
(2.13), где Л и В не равны нулю одновременно, являются координа­
тами ненулевого вектора п= (А , В), перпендикулярного этой прямой 
Действительно, пусть Мо(*о, Уо) — фиксированная точка прямой
(2.13), тогда Ллг0+В г/о+С =0. Вычитая это равенство из уравнения
(2.13), получаем равносильное уравнение А (х—хй)-{-В(у—уо) =0,
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Рассмотрим вектор МоМ = (х—х0, у —у о), где М(х, у ) —  произ­
вольная точка прямой А х + В у + С = 0 (рис. 2.4), векторы п = (А ,  В) 
и а =  (В, — Л). Первое из полученных равенств означает перпенди­
кулярность векторов п н ЛШ0 (нх скалярное произведение равно ну* 

j  лю), а второе —- параллельность векторов а и АШ0 (их координаты 
пропорциональны). Отметим, что n_La, т. е. па=0, так как Л -В +  
+ В ( - Л ) = 0 .  Т

Угол между двумя прямыми. Условия параллельно­
сти и перпендикулярности двух прямых. Рассмотрим две 
прямые; предположим, что ни одна из них не п араллель­
на оси Оу  (рис. 2.5). В этом случае прямые можно задать

- их уравнениями с угловыми коэффициентами

y - k i X + b u  (2.16)

y  = kzx-\-bz, (2.17)
где

I &i =  tg  a i, &2= t g a 2 (2.18)

(в силу предположения a i# 9 0 ° ,  агт^90°, k ^ o o ,  kz¥=oo).
Обозначим через 0  угол наклона второй прямой к 

первой, т. е. угол, на который нужно повернуть вокруг 
точки пересечения первую из них, чтобы она совпала со 
второй. Выведем формулу, по которой можно найти угол 
6 ,  если известны &i и k 2. И з треугольника A iA 2N  (рис. 2.5) 
следует, что « 1 + 0  =  « 2, 0  =  а 2— а ь  поэтому

tgOjj — tgCCj



П одставив выражения (2.18) в последнее равенство, 
получим искомую формулу

&2-- 1̂tg 0 (2.19)1 &1&2
Если одна из прямых параллельна оси Оу  (рис. 2.6), 

то угол 0  находится непосредственно. (Если a i  =  a ,  a 2=

2 ’ то 0  — лт ■ а . )

З а м е ч а н и е .  При другой нумерации прямых (замене ki на кг 
и ki на ki) правая часть формулы (2.19) меняет зиак; в этом случае 
формула определяет тангенс другого угла 0' между двумя прямыми, 
причем 0 + 0 '=  180°.

Необходимое и достаточ­
ное условие параллельности 
прямых (2.16) и (2.17) вы­
раж ается равенством

ki = k2. (2.20)

Действительно, если пря­
мые параллельны , то a i  =  a 2, 
t g a i  =  t g a 2, т. е. выполнено 
равенство (2.20). Обратно, 
если выполнено равенство
(2.20), то tg  a i  =  tg  a 2 и, так 
как углы заключены между 
0 и л, a i  =  a 2, т. е. прямые 
параллельны .

Пусть прямые, заданны е уравнениями (2.16) и (2.17),
о  яперпендикулярны, т. е. 0 =  - у  

следовательно,
1 1 +

в этом случае c t g 0  =  O,

c tg 0 t g e 0, 1 +  &1&2 ~~ 0,

откуда
‘(2.21)

Обратно, если выполнено условие (2.21), то &i&2+ l  =

=  0, c t g 0  =  O, 0 = - ^ ~ .  т. е. прямые перпендикулярны.

И так, равенство (2.21) вы раж ает необходимое и доста­
точное условие перпендикулярности прямых (2.16) и 
(2.17). Это равенство формулируется следующим обра-
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Зои: угловые коэффициенты перпендикулярных прямых 
обратны по величине и противоположны по знаку.

Если прямые заданы  общими уравнениями
A =  0; (2.22)
АгХ-{-В2у-{-С2.= 0, (2.23)

то тангенс угла между ними определяется формулой

• (2 .24)

В самом деле, разреш ив уравнения (2.22), (2.23) относи­
тельно у  и сравнив их соответственно с уравнениями
(2.16), (2.17), получим вы раж ения для угловых коэффи­
циентов

Sb <2-25>
Ф ормула (2.24) следует из формулы (2.19) и равенств
(2.25).

Необходимое и достаточное условие параллельности 
прямых (2.22) и (2.23) вы раж ается равенством

т г  -  - f h  <2 -26>
или

А х =  1А2, В х =  1В2, (2.27)
а условие их перпендикулярности — равенством

------5 Г  =  " I T -  или A iA * +  В ' В* =  ° ' (2 28)

Отметим, что прямые, заданны е соответственно урав­
нениями

Ах~\-Ву~\~С—0, В х —Ау-\~С= 0,

взаимно перпендикулярны, так  как для них выполнено 
условие (2.28).

П р и м е р  2. Найти угол между прямыми, определяемыми урав­
нениями Зх—5г/+15=0, 8х—2у— 1=0.
' Согласно условию A i —З, В i =  —5, Л2= 8, S 2=  —2; по формуле 

{2.24) находим
3 (  2) 8 (  5) 34

“  3 - 8 +  ( — 5)(  — 2) “  34 “  °  ^

. З а м е ч а н и е .  При другой нумерации прямых (Л4= 8 , Bi = — 2, 
Л2= 3, В2= —5) получаем t g 0 '=  —1, в ' =135°. Очевидно, 0-j-0'=18O° 
(сделайте чертеж).
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Расстояние от точки до прямой. Д ана прямая своим 
общим уравнением (2.13), т. е. уравнением Ах-\ -Ву- \ -С=  
—О, и точка M i ( x it yi)  относительно прямоугольной де­
картовой системы координат (рис. 2.7). Требуется выве­

сти формулу для вычисле­
ния расстояния от точки 

y t) до прямой Ах+,  
-\-Ву+-С =  0. Это расстояние 
равно длине отрезка перпен­
дикуляра, опущенного нз 
точки Mi  на данную пря­
мую. Пусть М 2(х2, г/2)_— 
основание этого перпендику­
ляра, тогда искомое рас­
стояние d  по определению 

Рис. 2.7 вы раж ается формулой
d = \ M i M 2\. (2.30)

А.
П рям ая (2 . 13) имеет угловой коэффициент k =  — -g  

(см. первую из формул (2 .15 )), а прямая, перпендику­

лярная ей,— угловой коэффициент что следует

из условия (2.21). Выразим угловой коэффициент пря­
мой, проходящей через точки Mi(Xi,  yi)  и М 2(х2, у2),  по 
формуле (2.7), обозначим равные отношения буквой t 
и найдем х 2, у2:

g  У1- — Х*~д—“  =  ^  лга =  -f- At,Уг — Уг В
х2 — хх А

У2

У» =  У1 +  Ы-
Запиш ем формулу (1.28) для точек M i ( x u  2/1), M 2{xi-\- 
-j-At,  y i - j -Bt ) :

d  =  I М М =  V  {At)2 +  [ B t f  =  V A * + B * \ t \ ,

\ M lM %\ = V #  +  B i \ t \ .  (2.31)

-Определим значение t. Так как точка М 2 леж ит на д ан ­
ной прямой А х + В у +  С = 0 , то ее координаты удовлетво­
ряю т данному уравнению, т. е. А х 2-{-Ву2- { - С = 0, или 
A  (Xi - \ -At ) - \ -B(y i - { -Bt ) -{ - C= Q,  откуда A x i + B y i - \ - C - \ - A 4 -\- 
+ В Ч = 0 , A x i + B y i + C + { A * + B * ) t  =  Q,

<2 - 3 2 >
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поскольку А 2-\-В2Ф 0  в силу условия (2.14). И з равенств 
(2.30) — (2.32) следует искомая формула для вычисления 
расстояния от точки M i { x u г/i) до прямой А х + В у + С = 0:

| Ахг +  Вуг +  С\ 
d  =  - — ' . (2.33)

}Л4* +  В* V ;

П р и м е р .  Найти расстояние от точки Mi(—6, 3) до прямой, за­
данной уравнением Здг—4(/+15=0.

По формуле (2.33) получаем
| 3-( — 6) — 4 - 3 +  15 | 1 — 18— 12 +  151 | — 15 | ^

d =  У з» +  ( _  4J5 =  5 =  5 = 3 -

§ 2.2. Общее уравнение окружности

Рассмотрим алгебраическое уравнение второй степени 
относительно декартовы х координат х  и у:

A x * + 2 B x y + C y 2+ D x + E y + F = 0 ;  (2.34)

предполагается, что коэффициенты А,  В,  С одновремен­
но в нуль не обращ аю тся, т. е.

А * + В * + & Ф  0. (2.35)

В § 1.9 было записано каноническое уравнение 
окружности (см. уравнение (1 .36)). Если в этом уравне­
нии раскроем скобки, то получим уравнение второй сте- 

" пени вида (2.34), в котором А = С =  1, В =  0.
Рассмотрим теперь уравнение (2.34) при А — С и В — 0 

(т. е. уравнение второй степени, имеющее равные коэф­
фициенты при квадратах  координат и не содерж ащ ее чле­
на с произведением координат). Вопрос в том, какую  ли­
нию определяет указанное уравнение, реш ает

Теорема 2.2. Если уравнение
..Ax2+ A y * + D x + E y + F = 0 (2.36)

относительно декартовы х прямоугольных координат х  и у  
определяет некоторую линию на плоскости, то этой ли­
нией является окружность.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разделив почленно уравнение 
(2.36) на А ( А ф 0 в силу условия (2 .35)), получим

x z+ y 2+ d x + e y + f = 0, '  (2.37)
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П реобразуем уравнение (2.37), выделив в левой его 
части полные квадраты :

Алгебраическая сумма в правой части уравнения 
(2.38) может быть положительной, равной нулю или от­
рицательной. Исследуем каж дый случай в отдельности.

определяю щ ее окружность радиуса R  с центром в точке 
С (а, Ь).

Этому уравнению удовлетворяю т координаты единствен-

Уравнению (2.41) не удовлетворяю т координаты ни од­
ной точки плоскости, линии оно не определяет.

И так, уравнение (2.36) либо не определяет -никакой 
линии, либо определяет точку, либо определяет окруж ­
ность. Теорема доказана.

П р и м е р  1. Найти центр и радиус окружности, определяемой 
уравнением 4х2+ 4 уг—8х+16г/-]-19=0.

Преобразуем данное уравнение:

( ^ Ч 2 4 '  +  т ) +  (*‘ + 2 т » + т ) +

d2 е2
1. Если —т- — j ------- /  >  0, то, введя обозначения

получим уравнение
( x - a ) > + ( y - b ) > = R * ,  (2.39)

d? е22. Е с л и —  + ------/  =  0, уравнение (2.38) принима­
ет вид

{ x - a f + ( y - b f  =  0. (2.40)

ной точки х  =  а, у  =  b(^a = ----- Ь = -----------
d2 е2 d2 е2 г3. Если —  +  ------/  <  0, то, положив - - - / =

=  — R 3, получим

(.x - c t ) 2+ ( y - b ) 2 = - R 2. (2.41)
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** +  ^ - 2 *  +  4 у + _ 1 р = 0 ,  (je* _ 2 * + l )  +  ( ^  +  4y +  4) - 1-

19 1
- 4  +  —  =  0, (х - \ ) *  +  (у +  2)*— т = 0 ,  ( x - l ) *  +  (y +  2)* =

_  _1_
~  4 •

Сравнивая последнее уравнение с уравнением (2.39), заключаем, что 

центр окружности находится в точке С (1, —2) и ее радиус R =

П р и м е р  2. Какое множество точек плоскости определяет урав­
нение х г+ у г+ 6 х—8i/+25=0?

Так как это уравнение сводится к уравнению (*+3) 2+ (</—4 )2=0, 
которому удовлетворяют лишь координаты х = — 3, f/=4, то оно опре­
деляет единственную точку С (—3, 4).

§ 2.3. Эллипс

Определение эллипса и вывод канонического уравне­
ния. Эллипсом  назы вается множество всех точек плоско­
сти, для каждой из которых сумма расстояний до двух 
данных точек (фокусов) той 
ж е плоскости есть величина 
постоянная (больш ая, чем 
расстояние между фокуса­
ми). Обозначим фокусы бук­
вами F j и F2, расстояние 
между ними — через 2 с, т. е.

| FiFz | =  2с, (2.42)

и назовем фокусным рас­
стоянием. Постоянную вели­
чину, о которой идет речь в
определении эллипса, обозначим через 2а. Пусть М  
произвольная точка эллипса, тогда по определению

|Л М | +  |* У И |= 2 а , (2.43)

где ,|.FiiW|, \F2M  \ — длины соответствующих отрезков.
И з треугольника F iM F2 (рис. 2.8) следует, что |.FiiW| +  

-l-l/V W | >  IFjFal- Это неравенство, с учетом (2.42) и
(2.43), принимает вид

2 а > 2 с ,  а > с . (2.44)
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Соетавим уравнение эллипса относительно некоторой 
системы декартовы х прямоугольных координат. Выберем 
ось Ох  так, чтобы она проходила через фокусы (рис. 2.8) 
и имела положительное направление от Fi  к F2. Н ачало 
координат поместим в середине отрезка [FiF^,  тогда 
F i ( — с, 0 ), Fz{c, 0 ); текущие координаты точки М  обозна­
чим через х, у.

Н а основании формулы (1.28)

|F ,M |= y  (х + с ) * + у \  \FZM \ = H  ( х - с ) 2+ у 2. (2.45)

П одставив выраж ения (2.45) в равенство (2.43), по­
лучим

V (л :+ с )2+ г /2+ У  (х —с ) 2-\-у2=2а.  (2.46)

Уравнение (2.46) является уравнением эллипса, так  
как ему удовлетворяю т координаты любой точки эллип­
са и только они. Упростим это уравнение. Перенесем 
один из корней в правую часть, возведем в квадрат 
полученное уравнение и приведем подобные члены:

У (х-\-с)2-\-у2 =  2а—У ( х - с ) г-\-уг, хг-\-2сх-\-с2-\-у2= 4 а 2—
—4а У (х—с)2-\-у2-\-х2—2cx-\-c2-\-yi , 4 a Y  (х — с)2 +  у2 =  
=  4 а2 — 4 сх, a Y (х — с)2 +  уг — а2 — сх.

Возводя в квадрат последнее уравнение, получаем 

а2 (х2— 2сх-\-с2-\-у2) — ai — 2a2cx-lr c2x2,
(а2— с2) х 2+ а 2у2= а 2(а2—с2). (2.47)

Так как а2— с2> 0 (см. условие (2 .44 )), то можно вве­
сти обозначение

Ь2= а 2—с2\ (2.48)

уравнение (2.47) принимает вид 62jc2+ a 2i/2==fl262 или

=  (2.49)

Таким образом, координаты любой точки эллипса удо­
влетворяю т уравнению (2.49). П окаж ем  обратное: если 
координаты точки М  удовлетворяю т уравнению (2.49), то 
точка М  леж ит на эллипсе, т. е. выполняется равенство
(2.43). И з уравнения (2.49) найдем у 2, подставим его вы­
раж ение в формулы (2.45) и воспользуемся равенством
(2.48):
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, \F1M \ = V ( x + c ) * + t f  =

=  У  x z +  2 c x  +  +  | / _ ^ ! _ + 2 сд; +  а2 =

Зн ак  нужно выбрать так, чтобы правая часть была по­
ложительной. Поскольку с < .а  и | х | ^ а  (последнее сле­
дует из уравнения (2 .49)), необходимо вы брать зн ак  
плюс, т. е.

\F XM \  =  а-\- ~ х .  (2.50)

Аналогично можно получить формулу 

| FZM  | =  а - • JC. (2.51)

И з последних двух равенств следует равенство (2.43), 
а Это означает, что точка М  леж ит на эллипсе. С ледова­
тельно, уравнение (2.49) является уравнением эллипса; 
оно назы вается каноническим уравнением эллипса.  П о­
скольку это уравнение второй степени, то эллипс — ли­
ния второго порядка.

Исследование формы эллипса. И з уравнения (2.49) 
следует, 4TQ Jt2^ a 2, т. е. |лг| ^ а ,  — а ^ л г ^ а  и у 2^ Ь 2, т. е. 
— b ^ y ^ . b ,  а это означает, что эллипс располож ен це­
ликом в прямоугольни- 
ке, основание которого 1
равно 2а, высота — 26, 
центр находится в нача­
ле координат (рис. 2.9).
П оскольку в уравнение
(2.49) х  входит только 
во второй (четной) сте­
пени, то эллипс сим­
метричен относительно 
ОСИ Оу. Действительно, 
если точка Му(ху, yi)
леж ит на эллипсе, то точка М 2(—х и yi) такж е леж ит на 
эллипсе, ибо

в

т 1 1 - - -  м,
S А .

а. X

Рис. 2.9

( *i)s ,
------ Т~55Г

у\ = 1,
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а точки Mi  и Л42 симметричны относительно оси Оу  
(рис. 2.9). Аналогично доказы вается, чтсГэллипс симмет­
ричен относительно оси Ох, так  как  в уравнение (2.49) 
у  входит только в четной степени.

В силу симметрии эллипса относительно координат­
ных осей достаточно исследовать его форму в первой чет­
верти. Разреш ив уравнение (2.49) относительно у, по­
лучим -

У =  -  у  =  +  4  (2-52)

П ервое из уравнений определяет половину эллипса, 
расположенную  ниже оси Ох, второе — другую полови­

ну, расположенную  выше этой оси. Рассмотрим второе 
из уравнений (2.52). Если х  возрастает от 0 до а, то у  
убывает от Ь до. 0; при х = 0 , у  = Ь получаем точку В (0, Ь), 
при х  = а, у  =  0 — точку А (а, 0 ). Соответствую щ ая дуга 
эллипса, располож енная в первой четверти, изображ ена 
на рис. 2.10, а, а весь эллипс — на рис. 2.10, б.

Точки пересечения эллипса с координатными осями 
назы ваю тся вершинами эллипса  (точки А,  А и В, В х на 
рис. 2.10). Оси симметрии эллипса (оси Ох  и Оу) назы ­
ваю тся просто осями,  точка пересечения осей — центром 
эллипса. Осями называю тся такж е отрезки AiA = 2a, 
B i B = 2 b ,  полуосями — отрезки ОА — а, ОВ^=Ь и их дли­
ны. В случае, когда фокусы расположены на оси Ох, 
а > Ь  (это следует из равенства (2 .48)); отрезок ОА = а 
назы ваю т большой полуосью,  отрезок ОВ = Ь — малой по­
луосью.

У равнение (2.49) можно рассм атривать и в случае
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b > a ,  оно определяет эллипс с большой полуосью ОВ = Ь, 
фокусы такого эллипса л еж ат на оси Оу.

В случае b = a = R  уравнение (2.49) принимает вид 
л?-{-y2= R 2 и определяет окружность радиуса R  с цент­
ром в начале координат.

Эксцентриситет эллипса. Эксцентриситетом эллипса 
назы вается отношение фокусного расстояния к длине 
большой оси. В случае а > Ь  эксцентриситет эллипса
(2.49) вы раж ается формулой

e = - j U  (2.53)

Так как для эллипса 0 < с < С а , т о 0 < е < 1  (для 
окружности е =  0, так  как с =  0 ).

П ринимая во внимание равенство (2.48), получаем

И з этих формул следует, что эксцентриситет характери­
зует форму эллипса; чем больш е эксцентриситет, тем бо­
лее вытянут эллипс.

Фокальные радиусы. Фокальными  радиусами точки М  
эллипса называю тся отрезки прямых, соединяющих эту 
точку с фокусами Fi и F2 данного эллипса. И х длины 
Г\ и Гг определяю тся формулами (2.50) и (2.51); с уче­
том (2.53) эти формулы принимают вид

П =  а + е х ,  г г = а — гх.  (2.54)
Эллипс как проекция окружности на плоскость.

О кружность радиуса а, леж ащ ую  в плоскости П, спроек­
тируем на плоскость IT, острый угол между плоскостями 
обозначим через <& (рис. 2.11). Предположим, что пло-



Аналогично находим \FZM\  = ± ( - £ - х — a j. В этих форму­

л ах  знаки  нужно вы брать так, чтобы правые части были 
неотрицательны. Поскольку \ х \ ~ ^ а  (это следует из урав­
нения (2.59)) и а < с  (неравенство (2 .57)), то для х > а

(2.61)■а,

поэтому \ F i M \ -  

\ W  

IFJH

- \ F zMj =2а.  Д л я  x < z — а

==- ( - r x +  fl) =  - - r x - fl> 

=  _j_£.x_ a) =  _ _ £ _ x +  fl>
(2.62)

следовательно, | FiM  | — | FZM  | —— 2a.
И так, уравнения (2.58) и (2.59) равносильны. У рав­

нение (2.59) назы вается каноническим уравнением гипер­
болы. Так как это уравнение второй степени, то гипербо­
ла — линия второго порядка.

Исследование формы гиперболы. Асимптоты. И з урав­
нения (2.59) следует, что хг~ ^ а \  т. е. х < — а и х > а .  Это 
означает, что в полосе между прямыми х = — а и х = а  нет 
ни одной точки гиперболы. Поскольку в уравнение (2.59) 
х н у  входят только во второй (четной) степени, то ги­
пербола симметрична относительно координатных осей; 
достаточно изучить ее форму в первой четверти, в кото­
рой она определяется уравнением y = - ^ - V x i — а2. При х  =
=  а получаем у  — 0, точка А (а ,  0) принадлеж ит гипербо­

ле (рис. 2.13). И з уравнения 
видно, что у  неограниченно 
возрастает при неограничен­
ном возрастании х. П ока­
жем, что точка дуги гипер­
болы неограниченно прибли­
ж ается к прямой, опреде­
ляемой уравнением

У ~ - ~ х ,  (2.63)

при ее неограниченном уда­
лении от начала координат.

Фиксируем некоторое значение х, ему будет соответ­
ствовать точка М ( х ,  у)  гиперболы и точка N ( x ,  У) пря-
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мой (2.63). И з точки М  опустим перпендикуляр М Р  на 
прямую. Отметим, что дуга гиперболы подходит к пря­
мой снизу, так  как

Y== ~ г х  = - т У х 2 > ^ - У ^ ^  =  у;  Y > y ,  

длина отрезка M N  выразится формулой

| M N  | =  Y  —  у  =  (х  — У х ^ а 2).

Выясним, как изменяется длина отрезка MN,  когда х  
неограниченно возрастает, для чего предварительно пре­
образуем правую чдсть последнего равенства:

I \Ат  I ь / 1 fZ * -------а\ ь (x— V х2—а?)(х+ У х3—а?)МАМ =  — (х — У  х2 — а2) = --------------------- .—  --------  
1 1 ’ а х + У х * ~ а *

\  =  _Ь_ [ха - ( х а - а 2_)1_ | Л, Лн _  ob
а х + У х *  — а* ’  1 1 х +  Ух* — а*

И з этого равенства видно, что длина отрезка M N  стре­
мится к нулю, когда х  неограниченно возрастает. Так как 
\ М Р \  <  | AlJVj, то \ М Р \  такж е стремится к нулю, т. е. р ас­
стояние от точки М  до прямой стремится к нулю, когда 
эта точка неограниченно удаляется от начала координат. 
Отметим, что гипербола (2.59) и прямая (2.63) общих то­
чек не имеют, так как система их уравнений не имеет ре­
шений.

П рям ая, определяемая уравнением (2.63), назы вается 
асимптотой гиперболы.  Л егко видеть, что гипербола 

f  (2.59) имеет две асимптоты:
lb  ь

У =  —  х ,  у  =  ~  —  х.

И зобразим гиперболу на чертеже. Построим сначала 
так  называемый основной прямоугольник, центр которо­
го совпадает с началом координат, стороны равны 2а и 
26, параллельны  соответственно осям Ох  и Оу.  Прямые, 
проходящие через противоположные вершины основного 
прямоугольника, являю тся асимптотами гиперболы. П о­
строив асимптоты, строим саму гиперболу (рис. 2.14);

* она состоит из двух частей, назы ваемы х ветвями (левой 
и правой). Разумеется, на рис. 2.14 изображ ены  лишь 
конечные дуги ветвей (сами ветви простираются неогра­
ниченно). Центр симметрии гиперболы назы вается ее 
центром. Оси симметрии гиперболы назы ваю тся просто ее
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осями ; одна ось пересекает гиперболу в двух точках, на­
зываемых верш инами  (на рис. 2.14 точки Ai  и Л2), эта ось 
назы вается действительной осью гиперболы , другая ось — 
мнимой осью, она не имеет общих точек с гиперболой. 
Длины отрезков \AiA%\=2a  и \ B i B z \ = 2 b  такж е назы ва­

ются осями. Величины а и b назы ваю тся полуосям и ги ­
перболы. Если а = Ъ, гипербола назы вается равносторон: 
ней, ее уравнение

х 2— уг = Ф. (2.64)
У равнение

„3 „2 г-...-—

— ЗГ +  “р - = 1  (2 -65>

определяет гиперболу с действительной осью Оу
(рис. 2.15).

Гиперболы, определяемые уравнениями (2.59) и (2.65) 
в одной и той ж е системе координат с одинаковыми зн а ­
чениями а и Ь, называю тся сопряж енными.

Эксцентриситет гиперболы. Эксцентриситетом гипер­
болы назы вается отношение ее фокусного расстояния к 
расстоянию  между ее вершинами. Если действительной 
осью является ось Ох, то по определению

« =  (2-66)

Т ак как  для гиперболы с> а , то е > 1 . Приняв во вни­
мание формулу (2.60), получим
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Следовательно, эксцентриситет гиперболы характери­
зует форму основного прямоугольника и форму самой ги­
перболы.

Фокальные радиусы гиперболы. Фокальными ради - 
усами  точки М  гиперболы называю тся отрезки, соединяю­
щ ие эту точку с фокусами данной гиперболы. Их длины 
r i = \ F i M \ ,  r2=\F%M\  вы раж аю тся формулами (2.61),
(2 .62). С учетом (2.66) эти формулы для правой ветви ги­
перболы принимают вид

r± =  ejc-f-a, rz = e x — а, (2.67)
для левой ветви

ri = — ex— a, г2= — елг+а. (2.68)

П р и м е р .  Найти полуоси, координаты фокусов и эксцентриситет 
гиперболы, заданной уравнением 5дс2—4t/2=20. Вычислить длины фо­
кальных радиусов точки М (—4, V 15).

^2 у8
Разделив обе части уравнения на 20, получим —̂ ---------g— =  1.

Сравнивая это уравнение с уравнением (2.59), заключаем, что а2 =  
=  4, Ь2 =  5, т. е. а =  2, b — УЪ.  Так как Ьг =  с2 — а2, то с2 =

=  a2 +  ft2 =  9, с =  3, Fx ( — 3, 0), F , ( 3, 0), s =  -£ -  =  - | - -  По­
скольку точка М  лежит иа левой ветви гиперболы, при вычислении

3
/ i  и гй необходимо пользоваться формулами (2.68): г1 =  — ~2 ' Х

3
Х( — 4) — 2 =  4, г8 =  — ~2 "~( — 4 ) +  2 =  8. Отметим, что гг — г1 =  
=  8 — 4 =  4 =  2 а.

§ 2.5. Директрисы эллипса и гиперболы

Директрисами эллипса  назы ваю тся две прямые, пер­
пендикулярные большой оси эллипса и расположенные 
симметрично относительно центра на расстоянии а:е  от 
него (а — больш ая полуось, е — эксцентриситет эллип­
са ). Если эллипс задан  каноническим уравнением (2.59), 
причем а > Ь ,  то в выбранной системе координат его ди­
ректрисы определяю тся уравнениями

* =  (2.69)

Так как для эллипса 0 <  е <  1, >  а• Это означает,
что директрисы эллипса не имеют с ним общих точек 
(рис. 2.16).
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Директрисами гиперболы  назы ваю тся прямые, перпен­
дикулярные действительной оси гиперболы и располож ен­
ные симметрично относительно центра на расстоянии а :е  
от него (а — действительная полуось, е — эксцентриситет 
гиперболы). Если гипербола зад ан а  каноническим урав­
нением (2.59), то в данной системе координат ее директ­
рисы определяю тся уравнениями (2.69). П оскольку для

гиперболы е > 1 ,  то — это означает, что директрисы

гиперболы не имеют с ней общих точек (рис. 2.17).

Свойство директрис эллипса и гиперболы вы раж ается 
следующей теоремой.

Теорема 2.3. Отношение расстояния г произвольной 
точки эллипса (гиперболы) до фокуса к расстоянию  d  
этой точки до соответствующей директрисы есть постоян­
ная величина, равная эксцентриситету эллипса (гипербо­
лы ), т. е. r/d = e.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим, например, левый 
фокус и левую директрису. Пусть М ( х ,  у)  — произволь­
ная точка эллипса (рис. 2.16), тогда

Если М  (х, у)  — произвольная точка левой ветви ги-
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перболы (рис. 2.17), то г — — e x — a, d =  — х ------—, =
& й

— ех  — а

Все остальные случаи рассматриваю тся аналогично.

З а м е ч а н и е .  Свойство, выраженное теоремой 2.3, можно по­
ложить в основу определения эллипса и гиперболы. Множество точек, 
для которых отношение расстояния г до фиксированной точки (фоку­
са) к расстоянию d до фиксированной прямой (директрисы) есть по­
стоянная е, оказывается эллипсом, если е < 1 ,  гиперболой, если е > 1 .  
Чтобы убедиться в справедливости этого утверждения, необходимо 
определенным образом выбрать систему декартовых координат, полу­
чить уравнение указанного множества точек и установить, что оно 
является уравнением эллипса при е < 1  и уравнением гиперболы при 
е > 1 .  Вопрос о том, что представляет собой это множество точек в 
случае е=1, рассматривается в § 2.6.

§ 2.6. Парабола

П араболой назы вается множество всех точек плоско­
сти, равноудаленных от данной точки (фокуса) и данной 
прямой (директрисы).

Пусть р — расстояние от фокуса F  до директрисы А. 
Ось Ох  декартовой прямоугольной системы координат 
выберем так, чтобы она проходила через F  перпендику­
лярно А, ее положительное направление — от А к F 
(рис. 2.18), начало координат поместим в середине отрез­
ка BF,  где В  — точка пересечения Ох  и Д. В этой системе 
координат точки F  и В  имеют следующие координаты: 
F{pl2] 0 ) ,  В ( — р/2; 0 ) .

Возьмем произвольную точку М ( х ,  у)  параболы, обо­
значим через г расстояние до фокуса, через d  — расстоя­
ние до директрисы ( r = \ M F \ ,  d = |W F |- ) ,  по определению 
параболы  r= d .  Поскольку

d =  * + - f ,  г =  У ( х - +

то

У { х - ^ г )2 +  у'  =  х + ^ г - (2 -70>

Уравнение (2.70) является уравнением параболы. В оз­
ведя почленно в квадрат это уравнение И приводя подоб­
ные члены, получаем
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у*=2рх.  (2.71)
Л егко видеть, что уравнения (2.70) и (2.71) равносильны.

Уравнение (2.71) назы вается каноническим уравне­
нием параболы. И з уравнения (2.71) следует, что х ^ О  
(так  как р > 0 ), т. е. парабола леж ит целиком справа от 
оси Оу  (при указанном выборе оси Ох).  П арабола сим­
метрична относительно оси Ох  (так как  у  входит в урав-

Рис. 2.19

нение только во второй степени); когда х  неограниченно 
возрастает, у  такж е неограниченно возрастает.

Д уга параболы, для которой у =  У 2рх,  изображ ена на 
рис. 2.18, дуга всей параболы  — на рис. 2.19.

Уравнение директрисы  ̂как прямой, параллельной

оси Оу и проходящей через точку В  -̂---- 1-, o jj  имеет вид

х  =  —  р /  2.

З а м е ч а н и е .  Каждое из уравнений у2——2рх, x2=2qy, х2= 
= —2qy определяет параболу.

§ 2.7. Полярное уравнение эллипса, гиперболы,
параболы

' Пусть у  — дуга эллипса, гиперболы или параболы 
(рис. 2.20). Если г  — расстояние произвольной точки М  
этой дуги до фокуса F, d  — расстояние ее до соответст­
вующей директрисы Д, то в силу теоремы 2.3 и определе­
ния параболы

- Г  =  е. (2-72)
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Проведем через фокус F  пря­
мую, перпендикулярную дирек­
трисе А. Пусть А  — точка их пе­
ресечения, N  — проекция точки М  
на эту прямую. Через точку F 
проведем перпендикуляр к пря­
мой A N  (оси линии y ) до  пересе­
чения с дугой у  в точке Р. Д лину 
отрезка FP  обозначим' буквой р,

\ F P \ = p ,  (2.73)

и назовем ее фокальным парамет­
ром ли ни и  у.

Пусть р и <р — полярные координаты точки М  в систе­
ме координат с полюсом в точке F  и полярной осью FN,  
тогда

Г = р, (2.74)

d = Q M = A N = A F - f-p cos q>. (2.75)

Равенство (2.72) выполняется для всех точек линии у, 
в том числе и для точки Р, поэтому

FP
ВР е, AF =  е, A F  =  S - ,  ’ 8 ’

следовательно,

d — —  +  р cos <р. в (2.76)

П одставляя выражения (2.74), (2.76) в равенство 
(2.72) и преобразуя его, получаем

<2.77)
■ 8 COS ф

Уравнение (2.77) назы вается полярным уравнением  
эллипса, гиперболы, параболы  (это уравнение определяет 
одну из двух ветвей гиперболы ).

Отметим, что для параболы  фокальный параметр сов­
падает с параметром р, входящим в уравнение (2.71). 
Д ля  эллипса и гиперболы, заданны х соответственно урав­
нениями (2.49) и (2.59), он вы раж ается формулой

Р =  -£ - •  (2-78)
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Действительно, по определению фокальный параметр р а ­
вен модулю ординаты точки Р  (считаем, что ось A N  явл я­
ется осью Ох).  П одставив координаты точки Р ( — с, у)  
эллипса в уравнение (2.49), получим

( - с ) 2 , У2 - ^  I #(2_а 2 / .  с * \ _  Ь Ц а * -с* ) р
с? ~  у  у  ~  а* } 5* Ж  ’

откуда и следует формула (2.78). Тот ж е результат будет 
при подстановке координат точки Р ( —с, у)  в уравнение

(2.59). П одстановкой координат точки У )

в уравнение (2.71) проверяется тот факт, что фокальный 
параметр параболы  равен расстоянию  от фокуса до ди­
ректрисы.

9
П р и м е р .  Какую линию определяет уравнение р =  4 — 5 cosy 

в полярных координатах?
Разделив числитель и знаменатель правой части иа 4, приведем

9
4

это уравнение к виду (2.77): р = ---------g------- , следовательно, р =
1 — -^-coscp

Ь2 9 с 5
=  s =  —  =  >  1. Данное уравнение определяет ги­
перболу с полуосями а =  4, Ь =  3.

§ 2.8. Преобразования декартовых прямоугольных 
координат

Одна и та же точка имеет различные координаты в 
разны х системах декартовы х координат. Установим связь

между координатами точки 
в разны х системах коорди­
нат, рассмотрев предвари­
тельно простейшие случаи 
взаимного расположения 
двух систем.

П араллельны й перенос. 
Пусть даны две системы де­
картовы х прямоугольных ко­
ординат с общим масш таб­
ным отрезком: Оху  (старая) 
и O iXY  (н овая), соответст­
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вующие оси которых параллельны  (рис. 2.21), полож и­
тельные полуоси имеют одинаковые направления. Н ачало 
новой системы находится в точке Oi(a,  Ъ), старые ко­
ординаты которой х = а ,  у  = Ь (новые координаты ее р ав ­
ны нулю ). Относительно таких систем говорят, что одна 
получена из другой путем параллельного переноса.

И з основного тож дества для трех точек О, А,  Мх (оси 
Ох),  О, В, М у (оси Оу) и определения координат полу­
чаем выраж ения старых координат х, у  точки М  через ее
новые координаты и старые координаты нового начала:

х = Х + а ,  y = Y + b .  (2.79)

Очевидно, новые координаты через старые вы раж а- 
4 ются формулами

Х = х — а, Y = y — b. (2.80)

Поворот координатных осей. Н овая система Ох'у '  
получена путем поворота старой на угол а  вокруг точки 
О. С каж дой из них свяж ем полярную систему коорди­
нат, как  показано на рис. 2.22, тогда р '= р ,  <p=a-f-q/.

П ринимая во внимание эти равенства и формулы
(1.17), вы раж аем  старые декартовы  прямоугольные ко­
ординаты х, у  точки М  через ее новые координаты х', у ’:

х = р  cos <р =  р ' c o s ( a + q / )  =  (р ' cos <p')cos a —
— (р ' sin q>') sin  а  — х '  cos a —у '  sin a , 

y ~ p  sin <p =  p ' s in (a+ < p ') =  (p ' cos q /)s in  a +
-f-(p ' sin q /)cos a = J tr 's in  a - f -^ 'c o s  a ,
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т. е.
х  =  х '  cos а — у '  sin а, 
у  =  х '  sin а +  у' cos а.

(2.81)

Чтобы  выразить х' ,  у '  через х, у, необходимо разре­
шить систему (2.81) относительно х',  у' .  М ожно сделать 
проще: считать систему Ох'у '  старой, тогда переход к но­
вой системе Оху  соверш ается поворотом на угол (—а ) ,  
поэтому в ф ормулах (2.81) достаточно поменять местами 
х  и х' ,  у  и у',  записать (— а )  вместо а .

В общем случае, когда даны две системы Оху  и О'х'у '  
(рис. 2.23), вводя промежуточную систему 0 ' х " у "  и при­
меняя последовательно формулы (2.79) и (2.81), полу­
чаем

З а м е ч а н и е .  Система координат Оху, в которой кратчайший 
поворот положительной полуоси Ох до совпадения с положительной 
полуосью Оу совершается против часовой стрелки, называется пра­
вой; если указанный поворот совершается по часовой стрелке, систе­
ма называется левой. До сих пор рассматривались только правые си­
стемы. Формулы (2.82) остаются прежними, еслн обе системы коор­
динат являются левыми. Еслн одна система правая, другая — левая, 
то в формулах (2.82) изменится знак перед у', так как в случае про­
стейшего преобразования координат разноименных систем формулы 
имеют вид х = х  , у = —у'.

§ 2.9. Простейшие приложения 
формул преобразования координат 

к упрощению уравнений линий второго порядка

Линии, определяемые уравнениями х = А у 2 +  В у  +  С, 
y  = axz-\-bx-\-c. П реобразуем уравнение x = A y z-\-By-\-C,  
выделив в правой части его полный квадрат:

(2.82)

Переходя к новым координатам по формулам

* = * + ( - & — с ) .  Y  =  » + 1 T SХ = * + ( - Т А -------4  У  =  У +
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(т. е. осущ ествляя параллельны й перенос, так  как  это 
формулы вида (2 .80)), перепишем преобразованное у р ав ­

нение в виде X = A Y Z или Yz= 2 p X  ( - j j - = 2р j .  П оскольку

последнее уравнение определяет параболу в системе 
OiXY,  уравнение x = A y z-\-By-\-C такж е является уравне­
нием параболы. Отметим, что ось этой параболы п ар ал ­
лельна оси Ох.

Уравнение y  — axz-{-bx-{-c аналогичным образом при­
водится к уравнению X 2 =  2qY; следовательно, оно опре­
деляет параболу с осью, параллельной оси Оу.

Уравнение равносторонней гиперболы относительно ее 
асимптот. Асимптоты равносторонней гиперболы, опре­
деляемой- уравнением (2.64), взаимно перпендикулярны 
(это, в частности, следует из простых геометрических со­
ображений: основной прямоугольник является квад­
ратом ).

Возьмем эти асимптоты в качестве осей новой систе­
мы координат Ох'у' ,  фиксировав положительные направ­
ления так, как указано на рис. 2.24. Ф ормулы преобра­
зования (2.81) в данном случае ( а  =  —45°) примут вид

т/2 1^2
х  =  (* ' +  у ') ,  у  — - V -  (У' — х' ).  Подставляя эти вы-

Г V 2  I 2ражения в уравнение (2.64), получаем (х'  +  у’)\  —

-  Р ? -  W  -  * ')  ]2 =  «а> 4 ( * ' а + 2 х ' У  +  У'2) - ^ ' 2-
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— 2 х ' у '  +  t / '2) =  а2, 2х ' у '  =  а2, х ' у '  =  — , x 't / ' =  С (с =  

=  - у - = ^ ° ) .

Если взять а  = 45°, то л :V  =  — С^С =  =#= oj. Сле­

довательно, уравнение

ху  = С (С ^ О )  (2.83)

определяет равностороннюю гиперболу в системе Оху,  
для которой координатными осями являю тся ее асимпто­
ты (рис. 2.25).

З а м е ч а н и е .  Уравнение ху=*С рассматривалось в курсе ма­
тематики средней школы при изучении обратной пропорциональной 

С
зависимости и = -----.а х

ах 4- Ь
Линия, определяемая уравнением у  =  сх _^d . Пред­

положим, что в уравнении
ах +  Ь

у = <2 -84>

с ф О  (в случае с — 0 уравнение принимает вид y = k x - \ - m  
и определяет прямую ),

a d — ЬсфО  (2.85)

(в случае a d — bc =  0 уравнение принимает вид у  = 1 и так­
ж е определяет прям ую ).

Уравнение (2.84) преобразуем следующим образом:

У =
ах +  Ь “ ( * + " г )  ° ( * + Т ------ r  +  ~ f )

« ( . + 4 )

cx - \ -d  ( d \  ( d \

be — ad i)C — ad

( * + 4 - )

=  - г + -
г*

* + ' —

У =  ^ + — V - *  (2 -86>
х + ~

где С =  bc~2ad , причем С ф  0 в силу условия (2.85).
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Запиш ем уравнение (2.86) в виде

и перейдем к новым координатам по формулам

Х  =  х + ^ ,  Y  =  y - - f .  (2.88)

В новой системе координат O iXY  уравнение (2.87) 
принимает вид

Y  =  или Х Г  =  С (С ф  0). (2.89)

Уравнение (2.89) определяет равностороннюю гиперболу, 
поэтому уравнение (2.84) такж е определяет гиперболу.

П р и м е р .  1. Построить линию, определяемую уравнением 

2у =  х 2 — 2 х - \-5. Преобразуя это уравнение, получаем у  =  х 2 —

— х  +  ~2~ . у =  ~2 ~ (х 2 — 2де -(- 1 ) — ~2 ~ +  2  ’ У =  2

у — 2 =  -g-(je— 1)*.
В новой системе координат OiXY, где Х = х — 1, У=г/—2, уравне­

ние принимает вид У =  - у  X 2 и определяет параболу. Строим сис­
темы координат Оху, OxX Y  и параболу в новой системе по ее кано­
ническому уравнению (рис. 2.26).

П р и м е р  2. Построить линию, определяемую уравнением 
4х +  14

" =  * + 2 -
У Y У

f i i/ \ *

- J
г о, J  0, X
1 - - г -

\ - / ~
0 1 5  V  2 X

Рис. 2.26 Рис. 2.27
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Преобразуем уравнение: у (х + 2 )—4х—14=0, у(х-\-2)~-Ах—8 —6 =  
=  0 , у ( х + 2 ) - 4 ( * + 2 ] - 6 = 0 ,  (х+ 2 ) ( у - 4) = 6 .

Переходя к  новым координатам по формулам Х = х + 2 , У = у —4, 
получаем уравнение Х У = 6 . Строим гиперболу в системе OiXY  
(рис. 2.27).

§ 2.10. Упрощение уравнения второй степени, 
не содержащего члена с произведением 

координат

Пусть дано уравнение
A x 2+ C y 2+ 2 D x + 2 E y + F = 0  (2.90)

относительно декартовы х координат, для которого
А * + & Ф  0. (2.91)

Рассмотрим три случая: 1) коэффициенты Л и С одно­
го зн ака ( Л С > 0, уравнение в этом случае называется 
уравнением эллиптического ти па); 2 ) коэффициенты 
Л и С разны х знаков (Л С < 0 , уравнение гиперболическо­
го ти па); 3) один из коэффициентов равен нулю (Л С = 0, 
другой коэффициент отличен от нуля в силу условия 
(2.91); уравнение параболического типа).

1) В ы деляя полные квадраты  в левой части уравне­
ния (2.90), получаем

'4 (* , + 2 Н г * +  ж )  +  с ( ^ + 2 - § - » + - § - ) - - т г -

------5 - + F - 0 , 

л ( * + - г ) ‘ +  с ( ! ' + - г - ) ,  =  - т - +  T r - F - <2-92>

Переходя к новым координатам по формулам

Х  =  х '*+'ПГ' У =  У +  П Г  (2.93)

и обозначая правую часть уравнения (2.92) через К, т. е. 
D2 Е2

К  — —д— 1— q-------г ,  перепишем его в виде

А Х 2+ С Г = К .  (2.94)
В зависимости от того, каково /С(/СЛ,>0, /С Л < 0 , 

/С = 0), уравнение (2.94) можно привести к одному из 
уравнений:

62



где

а
1 А 1

Y2 V  2
4 — 1— нГ~ ~  1 » (2-95)

а2 К ’ 6г /С ’
X2 , К2
а2 Г &2 =  -  1, (2.96)

а и b выраж аю тся предыдущими формулами:
X 2 Y 2

0, (2-97)

=  Л, J L  =  С (при Л >  0). (2.98)

Уравнение (2.95) определяет эллипс с полуосями а  и b
(окружность в случае а = Ь ), уравнение (2 .9 7 )— точку 
(Х = 0 , У= 0  — в новой системе координат, ее старые ко­
ординаты находятся с помощью формул (2 .93)), уравне­
ние (2.96) линии не определяет.

2) Поскольку Л С < 0 ,  уравнение (2.94) приводится к 
одному из уравнений

=  <2">
в _ 1 , *2 _ =  1Г (2 . 100)

Ь2 ’ а2 ~  Ь2
X 2 Y 2

Ь2 =  0 . (2 . 101)

Уравнение (2.99) определяет гиперболу с действи­
тельной осью 0 \Х , уравнение (2 . 100) — гиперболу с дей­
ствительной осью OiY, уравнение (2 . 1 0 1 ) — пару пересе­
кающихся прямых, так как оно распадается на два урав­
нения: Y  = ----- Ь— Х ,  Y't = ' - ^ - X .

3) Пусть Л =  0, С ф 0. П редполагая, что D # 0 ,  полу-'
чаем

С (у* +  2 -§-*/ +  -§-)■+ 2Dx - - g -  +  F =  0,

c ( y + ~ r J  - ~ 2D ( *  +  ■

Е2
С

2D } '

Y* =  2pX,  (2.102)
, FC — E2 „  , Е D

где Х  =  X Н-2 CD— ’ Y  =  У +  ~~С~ ’ Р ~  С~‘
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СУ2 =  L,
/  Е2 vгде L  =  - g ------- / \

(2.103)

Уравнение (2.103) сводится к одному нз уравнений

в зависимости от того, каково L ( L C > 0, L C < 0, L =  0).
Уравнение (2.102) определяет параболу с осью Oi.X', 

уравнение (2.106) — пару совпавших прямых, уравнение 
(2.104) — пару параллельны х прямых, уравнение (2.105) 
линии не определяет.

З а м е ч а н и е .  Если С =0, А Ф 0 , то уравнение (2.90) приводит­
ся к виду X 2 = 2qY, когда Е Ф 0, и к одному из уравнений Х г= а2, 
Хг= —аг, Л’2=0, когда £'=0.

П р  и м е р. Построить линию, определяемую уравнением 9у2—
-16х*4-,18Н -32х-151=0.

Преобразуем это уравнение: 9(t/2+ 2 t/-f  1) — 16(д:а—2jc-f-1) — 9 +  
+ .1 6 -1 5 1 = 0 , 9 ( t /+ 1)2— 16(jc— U*=144,

( y +  i ) .  ( j c —  1) *  ( * - l ) «  ( t /  +  l ) a

16 ~  9 - 1. — 9  +  i 6  — 1-

Перейдем к новой системе координат OiXY, полученной из ста­
рой путем параллельного переноса начала в точку O i(l, —1). Новые 
координаты через старые при этом преобразовании выражаются фор­
мулами Х = х — 1, K =t/+1, а само уравнение принимает вид

X я Y 2
— —g— +  —jg— =  1. Это уравнение определяет гиперболу с дейст­
вительной осью OiY и параметрами а= 3 , & =  4. Строим старую и но­
вую системы координат и гиперболу относительно системы OiXY 
(рис. 2.28). Тем самым построена линия, заданная исходным уравне­
нием, в старой системе координат.

Рассмотрим общее уравнение второй степени относи­
тельно декартовы х прямоугольных координат х  и у, т. е. 
уравнение A x 2-{-2Bxy-{-Cy2-{-2Dx-{-2Ey-\-F=0. Будем счи­
тать, что в этом уравнении В ф 0 (случай, когда В — 0, 
изучен в § 2 . 10 ).

=

Y2 = - b \

У2= 0 ,

(2.104)

(2.105)

(2.106)

§ 2.11. Упрощение общего уравнения 
второй степени
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Перейдем к новым координата^ х?, у '  по формулам 
(2.81). П одставляя эти формулы в данное уравнение, по­
лучаем

A lx >2+ 2 B ix ' y '+ C iy '2+ 2D iX ,+ 2 E iy >+ F = 0 ,  (2.107);
где

A i —A  cos2 сс+ 2В  cos a  sin c t+ C s in 2 а,
B i=  (С — A )  cos a  sin  a + B ( c o s 2 a —sin2 a ) ,

C i= A  sin2 a —2В  sin  a  cos a + C  cos2 a .

Угол поворота a  выберем так, чтобы в уравнении
(2.107) обратился в нуль коэффициент В и т. е. 
(С —Л) cos a  sin  a + B ( c o s 2 a —sin 2 a )  = 0 .

И з этого уравнения находим

c tg 2 ;a (2-108)

Д окаж ем , что коэффициенты A i  и C t при этом одно­
временно в нуль обратиться не могут. Действительно, 
предполагая противное, т. е. Л 1 =  0, Ci =  0, получаем урав­
нения Л cos2 a + 2 B  cos a  sin  a + C  sin2 a  =  0, A  s in 2 a — 
—2 5  cos a  sin a + C  cos2 a  =  0, из которых следует, что 

2 Вctg 2 a  = ' -----A — С ' Сравнивая это равенство с равенством
2 Q Д _ Q

(2.108), заключаем, ч т о -----д _ с  = — 2 В ~ ’ откУда 4 5 2 =
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= — (Л — С)2. Последнее возможно лишь в случае В =  О, 
что противоречит условию (В ф О ) .

Тем самым доказано, что при переходе к новой си­
стеме координат, полученной из старой путем поворота 
осей на угол а , степень уравнения понизиться не может. 
Степень уравнения не может понизиться при параллель­
ном переносе, а такж е при общем преобразовании коор­
динат (формулы (2 .82)). Если данная линия в некоторой 
декартовой системе координат определяется уравнением 
второй степени, то в любой другой декартовой системе 
она такж е определяется уравнением второй степени.

3 а м е ч а н ие. В формулы преобразования (2.81) входят sin а 
и cos а, чтобы найти их, необходимо воспользоваться известными три­
гонометрическими формулами

Знаки в этих формулах можно выбрать по своему усмотрению. По­
средством найденных значений sin а  н cos а  определяются коэффици­
енты уравнения (2.107).

Уравнение (2.107) принимает вид

Приведение уравнения (2.109) к каноническому виду ' 
осущ ествляется способами, указанны ми в § 2 .10 .

Выводы § 2.10 и 2.11 можно сф ормулировать следую­
щей теоремой.

Теорема 2.4. Общее уравнение второй степени относи­
тельно декартовы х прямоугольных координат определяет 
или пустое множество, или точку, или пару прямых (пе­
ресекающихся, параллельных, совпавш их), или одну из 
линий: эллипс (окружность), гиперболу, параболу.

П р и м е р .  Определить вид, параметры и расположение линии, 
заданной уравнением 5х2—6xy-j-5t/2-{-16x— l6t/=0.

А — С 5 — 5
По формуле (2.108) получаем ctg 2 а  =  — g g — =  —_  g =  O'.

Взяв 2 а  =  90°, формулы (2.81) запишем в виде

Подставим эти выражения в данное уравнение и преобразуем его:

cos 2  а  =
ctg 2  а

- ± у
1 — cos 2  а

±  У I +  ctg2 2  а
, sm a =

2

2

A lx '2+ C ly '2+ 2 D lx '+ 2 E ly ' + F l = 0. (2.109)

* =  — 2— (х ’ — у ' ) , у = — 2— (х' +  у')- а )
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(jc'» -  2 x 'y ' +  y '* ) - 3 ( * '* - 0 '») +  (* '2+ 2 * y + ( / ' 2) + 8 / 2 (*' -

— у ')  — 8  У 2 (x ' +  i/') =  0, 2x ' 2 +_8 y ' 2 — 16 / 2 у’ = 0 ,  x'* +  4.у' 2 —
— 8 / 2 ^  =  0 , л: ' 2 +  4( ; / ' 2 — 2 / 2 y ' + 2 ) — 8  =  0 , x ' 2 -+ 4 (V —
— 1^2) 2 =  8 . Переходя к новым координатам по формулам

X =  х ’ , Y  =  i f  — / 2 ,  (II)

преобразуем последнее уравнение к виду
V2 V2

Х2 +  4 К2 =  8 , или —g -  +  —2 ~  = 1 -  (1 и )

Уравнение (III) определяет эллипс с полуосями а = 2 f 2 ,  Ь=~\/2 
(эти полуоси легко построить, У 2  выражает длину диагонали квад­
рата, сторона которого равна единице). Центр эллипса находится в 
точке, для которой Х =0, У=0. С помощью формул преобразования 
(II) и (I) находим х'= 0 , у ’=  у 2, х=  — \, у=  1; центр эллипса и на­
чало новой системы OiXY находятся в точке Ot (—1, 1). Строим эл­
липс, определяемый уравнением (III), относительно системы OiXY 
(рис. 2.29), тем самым линия построена относительно старой системы 
Оху. Отметим, что эллипс проходит через начало старой системы ко­
ординат (исходное уравнение ие содержит свободного члена, ему- 
удовлетворяют координаты х = 0 , у = 0 ).

Г л а в а  3 

МАТРИЦЫ  И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ

В этой главе рассматриваются матрицы и действия над ними, 
изучаются свойства определителей. Матрицы и определители широко 
используются при решении систем линейных алгебраических урав­
нений.

§3 .1 . Матрицы. Основные определения

Матрицей назы вается система m -п  чисел, располож ен­
ных в прямоугольной таблице из т  строк и п  столбцов. 
Числа этой таблицы назы ваю тся элементами м атр и ц ы 1). 
Обозначения матрицы:

<*11 а12 • • аы f  <*11 а 12 ■ • а1 п

Й21 а22 ■ а22 • ■ °2П

а т1 ат 2  • ■ а т п  _ \  а т 1 ат 2 • • а т п

*> Элементами матрицы могут быть и другие объекты.
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Оц “ l2 • • “ in

«2J агг . • агп

aml аШ2 ■ • а т п

Элементы аи, щ 2, . . . ,  сцп составляю т i-ю  строку ( /=  
=  1 , 2 , элементы a ih, 02f t l omft — k -й столбец
(k =  1 , 2 , . . .  , п ) \  — элемент, принадлеж ащ ий i-й стро­
ке и k -му столбцу матрицы, числа i, k  назы ваю т индекса­
ми элем ент .  Строки и столбцы матрицы называю т ее 
рядами-, под двумя параллельны ми рядам и понимают две 
строки или два столбца матрицы. М атрицу, имеющую 
т  строк и п  столбцов, назы ваю т матрицей размеров 
т Х п  (читается т  на п).  Употребляются и более краткие 
обозначения матрицы разм еров т Х п :  (аш)тп,
\WihWmn. М атрицу обозначаю т такж е одной заглавной 
буквой, например,

“ 11 “ l2 • • “ in Ьц ^12 • • Ьщ
“ 21 “ 22 • • “ 2л , в  =

Ь 21 &22 • •

_  “ m l “ m2 • • а т п  _ Ьщ1 • • ьтп ^

Если необходимо отметить, что матрица А  имеет, т  
строк и п столбцов, т. е. необходимо указать  ее размеры, 
то пишут А тХп, или А тп.

Д ве матрицы А тп=  (аа)тп, B pq=  (bih)Pq называю тся 
равными, если р = т, q = ti и а гь =  &гй ( i=  1 , 2 , . . . ,  т; k  =  
=  1 , 2 , . . . ,  п ) ,  другими словами, если они одинаковых 
разм еров и их соответствующие элементы равны.'

М атрица, состоящ ая лиш ь из одной строки, назы вает­
ся строчной матрицей, или матрицей-строкой. Строчная 
матрица имеет вид

[ f l u ,  f l i 2 ,  . . • , f l l n ] .

М атрица
“ и  “

“ 21 
• »

_  “ m l _

имею щая лиш ь один столбец, назы вается столбцевой 
матрицей, или матрицей-столбцом.
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М атрица, все элементы которой равны нулю, назы ва­
ется нулевой  матрицей. Обозначим нулевую матрицу бук­
вой О, тогда по определению

0  =

О о 
о о

о о о

(3.2)

Квадратной матрицей назы вается матрица, у которой 
число строк равно числу столбцов (т = п ), т. е. матрица 
вида

“ 11 “ 12 • • “ l  п

°21 а 22 • • °2 П (3.3)

“ л1 “ «2 • • апп _

П орядком  квадратной матрицы назы вается число ее 
строк (или столбцов). К вадратная матрица первого по­
рядка отождествляется со своим единственным элемен­
том. Выпишем квадратны е матрицы первых трех по­
рядков:

, г “и “w 1 Г 012 013
l “ lll>  I I “ 21 “ 22 °23

L “ 21 “ 22 J  I а 32 а 33 -

а пп квад-Будем говорить, что элементы аи, а 
ратной матрицы (3.3) образую т ее главную  диагональ,  
а элементы ain, а2,п- и  • ■ ■, ат  — вторую диагональ.

К вадратная матрица назы вается симметрической, 
если aih =  aki, т. е. равны ее элементы, симметричные от­
носительно главной диагонали. Н апример, симметричес­
кими являю тся матрицы

[ »  и  °и”“ И И  1L 2 3 J L “ 12 “ 22 J L 3 5 7 J L “ 13 “ 23 “ 33 J
Диагональной  матрицей назы вается квадратная 

матрица, у которой все элементы, не принадлеж ащ ие 
главной диагонали, равны нулю, т. е.

diag (au , о22, ап п) —

“ и

О

матрица 
О . . .  О 

■ О

О о

(3.4)
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Единичной матрицей назы вается диагональная матри­
ца, у которой все элементы главной диагонали равны 
единице. Обозначим единичную матрицу буквой Е, тогда

1 0 . . .  О
О 1 . . .  О

Е = (3.5)

=

О 0 . . .  1

Единичную матрицу кратко обозначаю т так: £  =  [6jfc], где 
6гк — символ К ронекера *>, т. е.

1 , если i =  k,
0 , если I Ф к.

Ж елая  отметить, что единичная матрица имеет поря­
док п, пишут Е п.

Треугольной матрицей  назы вается квадратная матри­
ца, все элементы которой, расположенные по одну сто­
рону от главной диагонали, равны нулю. Различаю т со­
ответственно верхнюю и нижнюю треугольные матрицы:

f lu а 12 а 13 • • а1П
0 а 22 а 23 • • а2П
0 0 а зз • • азп

0 0 0  . • апп

ап  О О
О21 О22 О
а 31 а 32 а33

О
о
о

an i апч апз

М атрица произвольных размеров

(3 .6 )

flll а 12 а 13 • • а1г . • а 1п
0 а 22 а 23 • ■ а 2Г • • а 2 П
0 0 а зз • ■ азг • • аЗП

0 0 0  . ■ а „  . • а г п

0 0 0  . . 0  .. . 0

(3 .7 )

где а ц ф О  ( t =  1 , 2 , . . . ,  г),  назы вается квазитреугольной  
(ступенчатой или трапециевидной).

§  3 .2 .  Д е й с т в и я  н а д  м а т р и ц а м и

Линейные действия над матрицами. Л инейными дей­
ствиями над матрицами называю тся сложение и вычита­
ние матриц, умножение матрицы на число. Сложение и

*> Леопольд Кронекер (Leopold Kronecker, 1823—1891)— немец­
кий математик.
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вычитание матриц определяю тся только для матриц оди­
наковых размеров.

Суммой двух матриц А — (аш)тп, B = (b ik )m n  н азы ва­
ется такая  матрица С =  ( с ^ ) т п , что

Cik=aik+ bik ( i = l ,  2, . . . ,  т\ k = \ ,  2, . . . ,  п ) ,  (3.8)

т. е. матрица, элементы которой равны суммам соответ­
ствующих элементов матриц слагаемых. Сумма двух 
матриц А  и В  обозначается Л + В .

П р и м е р  1. 
3 —2 4
5 —1 —6- [

В = А +  В
- [

6 1 
-5 3

' 3  4 2 ' ' 1 5 —1 ' ' 2 — 1 3 '
, В = , А — В =

9 8 — 5 6 3 — 9 3 5 4

1 8 — 3

2 —4 9

Под суммой Л + B -f-C  трех матриц А, В, С понимается 
матрица, полученная в результате последовательного 
сложения этих матриц, т. е.

А + В + С = { А + В )  +  С.
Аналогично определяется сумма матриц для большего 
числа слагаемых.

Разностью  А—В двух матриц A = ( a ih) mn, B = ( b ik)mn 
назы вается матрица D =  (dih) mn, для которой

dik = aik— bik ( i = l ,  2, . . . ,  т; k = \ ,  2, . . . ,  п).  (3.9) 
П р и м е р  2.

А =

Произведением матрицы A = (a ,ik )mn на число а  (или 
числа а  на матрицу А) назы вается матрица В=  (Ьщ)тп, 
для которой

bih = a a ih ( i = l ,  2 , . ..  , т; k = l ,  2 , . . . ,  п ) ,  (3.10)

т. е. матрица, полученная из данной умножением всех ее 
элементов на число а. Произведение матрицы А на чис­
ло а  обозначается Аа, или а А.

М атрицу (— 1)Л будем назы вать матрицей, противо­
положной матрице А, и обозначать —А.

З а меч а ние .  Разность А—В двух матриц можно определить
так:

А - В = А + ( - В ) .  (3.11)

Линейные операции над матрицами обладаю т следую ­
щими свойствами: 1. Л + 5  =  5 + Л .  2. (А-\-В)-{-С=А-{-  
+  ( 5 + С ) .  3. Л + О  =  А. 4. Л + ( - Л )  =  0 . 5. 1-Л =  Л.



6. а(|ЗЛ ) =  (а{$)Л. 7. а {А -\-В )  = а А - \ - а В .  8. (а + |3 )Л  =  
=  а Л + р Л , где А, В, С —  матрицы одних и тех ж е разм е­
ров; О — нулевая матрица; (—Л ) — матрица, противо­
полож ная матрице Л; а,  |3 — лю бые действительные 
числа.

Д окаж ем , например, первое из них. Т ак как  (Л + В )  =
т п ,  ( 8 + Л )  —  ( b ih -^ -C L ih )  т п , d i k - \ - b i k  —  b i h - \ - d i k

(г =  1, 2 , . . . ,  т; k =  \, 2, . . . ,  п ) ,  то Л + В  =  В + Л . Д о к аза ­
тельства остальных свойств предоставляю тся читателю.

Умножение матриц. Это действие определяется для 
согласованных матриц. М атрица Л назы вается согласо­
ванной  с матрицей В, если число столбцов матрицы Л 
равно числу строк матрицы В: матрица А тп согласована 
с матрицей B ni («ширина» матрицы Л равна «высоте» 
матрицы В ).  Отметим следующее: 1) из согласованности 
матрицы Л с матрицей В не следует согласованность 
матрицы В  с матрицей Л; 2) если Л и В  — квадратны е 
матрицы одного порядка, то они взаимно согласованы 
(Л согласована с В, В  согласована с Л ). Поясним это по­
нятие на примере. Д аны  три матрицы

М атрица Л согласована с матрицей В  (Л имеет 3 столб­
ца, В  — 3 строки), матрица В  не согласована с матри­
цей Л (В  имеет 3 столбца, Л — 2 строки), но согласована 
с матрицей С, матрица С согласована с матрицей В и не 
согласована с матрицей Л.

Произведением матрицы Лт п =  (а,-*)тп  на матрицу 
B ni= (b ik )n i  назы вается такая  матрица Cmi = ( c ik)mi, для 
которой

П

c ik =  +  Я*2&2k “( ■• • •  +  a inbnfo c ik =  2  (3 .12)
/= 1

т. е. элемент Сщ матрицы Cmi равен сумме произведений 
элементов i-й строки матрицы А тп на соответствующие 
элементы k-vo столбца матрицы В пь М атрица Cmi имеет 
т  строк (как и матрица А тп) и I столбцов (как и матри­
ца В п{). Произведение матрицы Л на матрицу В  обозна­
чается АВ.

З а м е ч а н и е .  Из того, что матрицу А можно умножить на 
матрицу В, не следует, что матрицу В  можно умножать на А (так 
как из согласованности А с В  не следует согласованность В с А).
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Произведение А В  рассматриваю т как результат умно­
жения матрицы А на матрицу В  слева или умножения 
матрицы В  на матрицу А справа.

П р и м е р 4. Даны две матрицы второго порядка

А В :

Найти произведения А В  и ВА.
Пользуясь формулой (3.12), для матриц Л = ( а « ) 22, В=>(Ьц, } 22 

находим общие выражения указанных произведений:
Г вМ 1 Г *11 1 _ Г Оц Ьц  +  %2*21 а11*12 +  а12*22 1
L Л и J L *si J L a a i* n  +  ^22*21 a  21*12 +  Я22&22 J

_ Г *11 ^12 1 Г а11 а12 1 _ Г *11а11 +  *12 2̂1 *11а12 +  1
L *21 *22 J L «21 «22 J L *21а11 +  *22а21 *21а12 +  *22°22 J

В случае данных матриц А и В  получаем 
, _ Г 3 0 1  Г О О П  Г 3-0 -J- 0-4 3-0 +  0-0 I _  Г 0 0 I

L 0 0 J'L 4 О J L 0-0+0-4 0*0 +  0-0 J L О о J’
A B ­

BA
- [

О о
0 0 1 Г 3 О 1 _  Г 0 - 3 +  0-0 О . О + О - О Т Г  0 0 ]
4 о J • L О О J-L 4 - 3 +  0-0 4*0 + 0-0 J [ 12 0 ]'

Для этих произведений А В ф В А .  Отметим, что АВ  — нулевая 
матрица. Этот пример показывает, что произведение матриц может 
быть нулевой матрицей, когда оба множителя не являются нулевыми 
матрицами.

П р и м е р  5. Даны две матрицы

11 2  3 —1 '
0 4 5 —2 
7 1 0 —3 .

В  =

Wi-’Z 
5 4
3 2
1 —5 
9 —7

Найти произведение АВ. Можно ли получить произведение ВА?
Число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В («ши­

рина» матрицы А равна «высоте» матрицы В), поэтому произведение 
АВ  определено.

В соответствии с формулой (3.12), умножая «строку матрицы Л 
на столбец матрицы В», получаем

1 .5 + 2 -3 + 3 -1 + (—1)-9 1 -4 + 2 -2 + 3 (—5 )+ (—1)(—7) 
0 -5 + 4 -3 + 5 -1 + (—2)-9 0 • 4 + 4  -2+5(—5 )+ (—2)(—7) 
7 .5 + I -3 + 0 -1 + (—3)-9 7• 4+1 • 2 + 0 (—5 )+ (—3)(—7) J

А В  =

-[ -J - S 1.
L 11 51 J

Произведение ВА ие определено, так как число столбцов матрицы В 
не равно числу строк матрицы А.

73



Если для матриц А и В  определены произведения А В  
и В А,  то не всегда А В  =  ВА.  В случае, когда

А В  = ВА,  (3.13)

матрицы А и В  называю тся перестановочными, или ком­
мутативными.

Л егко видеть, что
А Е = Е А  = А-, (3.14)

А 0  = 0 А  =  0 ,  (3.15)

т. е. при умножении матриц единичная матрица Е  играет 
роль единицы, нулевая матрица О — роль нуля.

Умножение матриц обладает следующими свойствами. 
Если имеют смысл соответствующие действия, то
1. (А В ) С = А ( В С ). 2. а ( А В )  = ( а А ) В = А ( а В ) .  3. ( А +  
-\-В) С -А С - \ - В С .  4. С(А-\-В) = С А -\-С В .  Первое свойство 
назы вается свойством сочетательности, или ассоциатив­
ности, третье — свойством распределительности (дистри­
бутивности) умножения справа относительно сложения 
матриц.

Д окаж ем  первое из этих свойств: (А В ) С = А ( В С ).
Пусть даны три матрицы: /4 =  (a ift)m„, B = (b ik )n q ,  С =  
= (cih)qi\ очевидно, матрица А согласована с матрицей 
В , матрица В  согласована с матрицей С. Так как матри­
ца А В  согласована с матрицей С и матрица А согласо­
вана с матрицей ВС, то обе части равенства имеют смысл. 
М атрицы (А В ) С  и А (ВС)  имеют одинаковые размеры 
m X l .  Введем обозначения: A B  =  D*= (diV) mq, B C = G  =  
=  ( Ы ш ,  У =  И В )С  =  (цц)га1, v  =  А(ВС) =  (vik)ml. По-

п q q

скольку d(yf aiy.bp.'j, g\i.k == b^c^k, то и гк == di\C, k =
[).= 1 v=l v=l

q /  n  '  q n  n

~  I ai\y.bp.4 I cvfe =  а^Ь^Счь, =
v=l \p.=>l /  v=l jj,—1 H-= l

n  /  q \  n  q q n

ац j. I by^c v aj; ̂  a % с у /г —z Сле-
p.= l \V=1 )  ,i=l v=l v=lll=l

довательно, uik =  v ik (i =  1, 2 , . . . ,  m; k =  1, 2 , . . . ,  /),
т. e. U =  V, или (AB)C  =  A(BC).

Многочлены от матриц. Целой положительной степенью A k 
(& > 1 ) квадратной матрицы А назы вается произведение 
k  матриц, каж дая из которых равна А, т. е. A k =
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*=Л-Л . . . . А .  М атрица А к имеет тот ж е порядок, что и
k раз

матрица А. Н улевой  степенью квадратной матрицы 
А ( А ф О )  назы вается единичная матрица того же поряд­
ка, что и А,  т. е. А° = Е. Первой степенью А 1 матрицы А 
назы вается сама матрица А, т. е. А 1 = А . Многочленом  
(или полиномом)  степени k (k  — целое неотрицательное 
число) от квадратной матрицы А называется выражение 
вида

ahA h-{-ah-i.Ah- i-{- . .  . + a 2/42+ a i / 4 + a 0/40,

где ai ( i = 0 , 1 , 2 , . . . ,  k)  — любые числа, причем аифО. 
Обозначим многочлен от матрицы А через Р (А ) ,  тогда по 
определению Р (А )  = ahA h+ a h- i A k- l4- ■.. -\-a2A 2-[-aiA-{- 
+ а 0Л°, или

Р (А )  =  ahA h-\~ah^ iA h~l +  . . .  + a 2/ l 2- |~ aH + а о £ .

И з определения следует, что многочлен от матрицы 
можно получить, если в обычный многочлен Р (х )  =
— ahx h-{-ah-iXh~l-\- . . .  -\-aiX-\-a0 вместо х  подставить квад­
ратную матрицу (и учесть, что ао = аоХ°).

Пусть дан многочлен Р (х ) .  Если Р (А )  является нуле­
вой матрицей, т. е. Р ( А ) = 0 ,  то матрица А называется 
корнем многочлена Р (х ) ,  а многочлен Р ( х ) — аннУли- 
рующим многочленом для матрицы А.

П р и м е р  6. Показать, что матрица Л =
1 —1
2 —3

является

корнем многочлена Р(х) — хг +  2х — 1.
Подставив в данный многочлен вместо х матрицу Л, получим

Р,Л )=.Л . +  2Л - £ , [ ‘ - ‘ ]’ +  2 [ ^  ] - [ J “ ] =

Так как Р(А) = Л 2+ 2 Л —Е = 0 ,  то матрица Л — корень данного мно­
гочлена.

Транспонирование матрицы. М атрица, полученная из 
данной заменой каж дой ее строки столбцом с тем ж е но­
мером, назы вается матрицей, транспонированной  отно­
сительно данной. М атрицу, транспонированную относи­
тельно матрицы Д, обозначим через А '  или А т. Таким об­
разом, если
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1

ъ а12 •• • °1П «11 • • • а т1

А =
^21 а22 • • °2П

, ТО А' = а12 • • ат 2

1 » 3 м ат 2  • • ат п  __ аы а2П •• • ат п  _

Отметим, что если А — матрица разм еров т Х п ,  то 
матрица А '  имеет размеры  п х т .  Операция нахождения 
матрицы, транспонированной к данной, назы вается тран­
спонированием  матрицы. Справедливы следующие свой­
ства: 1. ( Л ') '= Л .  2. ( а Л ) ' =  а Л '. 3. ( А + В ) ’= А ’+ В ’. 
4. (Л В )' =  В 'Л '.

В справедливости первых трех свойств читатель лег­
ко может убедиться самостоятельно. Д окаж ем  свойст­
во 4. П реж де всего, заметим, что левая часть равенства 
(Л В ) ' =  В 'Л ' имеет смысл только в том случае, когда 
матрица Л согласована с матрицей В, т. е. в случае Л =  
=  Атп и В  =  В п1. Так как В ' =  В[п, А '  =  А'пт, то матри­
ца В '  согласована с Л ' и произведение В 'А '  определено. 
Чтобы доказать равенство (АВ)' =  В 'А ' ,  необходимо убе­
диться в том, что матрицы (АВ)' и В ' Л'_ имеют одинако­
вые размеры и их соответствующие элементы равны между 
собой. Произведение А В  — матрица размеров m X  Л поэтому 
транспонированная к ней матрица (АВ)' имеет размеры 
1 х т .  М атрица В 'А '  имеет такж е размеры  1 х « ,  
п о с к о л ь к у  В ' — В ’ы, А '  =  А'пт. Элементы матриц Л, 
В, А В  обозначим буквами а, Ь, с с соответствующими ин­
дексами, а элементы матриц Л ', В ' ,  (АВ)' — теми же бук­
вами а, Ь, с со штрихом. Пусть c ’ik — элемент матрицы 
(АВ)',  стоящий в i-й строке и k -м столбце матрицы АВ.  
Элемент c'ik равен элементу cki матрицы А В ,  принадлежа­
щему ее k-й строке и i-му столбцу, т. е. c'.k — cki. В соот­
ветствии с правилом умножения матриц получаем c'lk =  cki =

П
— 2  akjbji, где ak!, bji — элементы матриц Л и В соот- 

i=i
ветственно. Поскольку <% — a'jk, b}i =  b'{j, то c ’k =

П tl
— 2  a]kKi ~  Kfl'jk' Последнее выражение, представляю-

/=i /= i
щее собой сумму произведений элементов t-й строки 
матрицы В '  на соответствующие элементы k -то столбца

76



матрицы А',  является элементом матрицы В 'А ',  принад­
леж ащ им i-й строке и k -шу столбцу. Следовательно, со­
ответствующие элементы матриц { А В ) '  и В 'А ’ равны 
между собой. Свойство 4 доказано.

§ 3.3. Определители второго и третьего порядков 
и их свойства

Определителем квадратной матрицы второго порядка

л - \  аи °1г 1 L Ŝl а22 J
назы вается число, равное —^ 12^21 и обозначаемое
символом

=  011022 — O lA l- (3- 17)

Ч исла аи, a i2, а2и а22 называю тся элементами определите­
л я  .матрицы второго порядка. К аж ды й элемент определи­
теля обозначается буквой а с двумя индексами: первый 
( 1 ) обозначает номер строки, второй (2 ) — номер столб­
ца, на пересечении которых находится соответствующий 
элемент (например, элемент а21 принадлежит второй 
строке и первому столбцу определителя).

Определитель матрицы назы ваю т такж е детерминан­
том. Д л я  определителя матрицы А употребляю тся сле­
дующие обозначения: | Л | , A, det Л, det (a it) .

Определителем квадратной матрицы третьего по­
рядка

Oil а12 , т. е. Oil а12
а21 а22 а21 а22

Г а 1 1  a12 a13 I
I a2l °22 a23 I
L a31 a32 a33 J

назы вается число

: а11а22а33 “Ь a12a23a31 +  а21а32а13 a13a22a31 '
Г а11 а1 » а13 "1
I a«l a22 a23 I =  1
L °31 a32 a38 J

— а12а21°33 — 2̂3̂ 32̂ 11 * (3.18)

Заметим, что каж дое слагаемое алгебраической сум­
мы в правой части формулы (3.18) представляет собой 
произведение элементов определителя, взятых по одному 
и только по одному из каж дой строки и каждого столбца. 
Этому произведению приписывается соответствующий 
знак. Чтобы запомнить, какие произведения следует
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+
Рис. 3.1

(3.19)

брать со знаком плюс, какие со знаком минус, полезно 
правило, схематически изображенное на рис. 3.1.

Минором  какого-либо элемента определителя назы ва­
ется определитель, полученный из данного вычеркиванием

той строки и того столбца, ко­
торым принадлежит данный 
элемент. Минор элемента aih 
обозначим Mik-. Н апример, ми­
нором элемента а21 определи­
теля (3.18) является определи­
тель второго порядка

а 12 а 13

а 32 а 33

минором элемента а21 определителя (3 .17)— элемент a i2 
(определитель первого порядка).

Алгебраическим дополнением  элемента определи­
теля назы вается его минор, взятый со знаком (— l ) i+ft. 
Например, алгебраическим дополнением элемента a2i 
определителя (3.18) является определитель (3.19), взя­
тый со знаком минус. Алгебраическое дополнение эле­
мента aih будем обозначать через Aik. В соответствии с 
определением

A lk =  ( - i y + kM tk. (3 .20)
О пределители матриц второго и третьего порядка бу­

дем короче назы вать определителями второго и третьего 
порядка. Свойства определителей второго и третьего по­
рядка вы раж аю тся следующими теоремами.

Теорема 3.1. 1) О пределитель не изменится при зам е­
не всех его строк соответствующими столбцами; 2 ) при 
перестановке двух столбцов (строк) определитель меняет 
знак; 3) определитель с двумя одинаковыми столбцами 
(строками) равен н у л ю ;^ )  множитель, общий для эле­
ментов некоторого столбца (строки), можно выносить за 
знак определителя; 5) определитель равен нулю, если все 
элементы некоторого столбца (строки) равны нулю.

Д оказательство проведем для определителя третьего 
порядка.

а  1. В определителе (3.18) каж дую  строку заменим 
столбцом с тем ж е номером, получим новый опреде­
литель

°11  а 21 а 31
=  a ll& 22a 33 +  a 2 la 32a L3 +  а 12а 23а 31 —  а 31а 22а 13а12 aZ

а1з аг
а 32

азз
—  а 21а 12а 33 —  a 32a 23e l l -
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С равнивая это равенство с равенством (3.18), заклю ­
чаем, что определители равны, так  как равны правые ча­
сти указанны х равенств.

< 2  Л  В определителе (3.18) переставим, например, вто­
рой и третий столбцы, тогда

а 11 а 13 a v i  

^21 2̂3 а22
а 31 а 33 а 32

&

а 11а 23а 32 +  а 13а 22а 31 +  а 21а 33а 12— а 12а 23а 31— а 13а 21а 32—

—  а 22а 33а 11 =  —  ( а И а 22а ЗЗ +  а 12а 23а 31 +  а 21а 32а 13 —  

а 13а 22а 31 —  а 12а 21а зЗ —  a 23a 32a l l )  •

А лгебраическая сумма в скобке равна правой части 
формулы (3.18), новый определитель отличается от 
исходного только знаком.

—̂  Другие случаи рассматриваю тся аналогично.
3. Определитель (3.18) обозначим через Д. П усть он 

содержит два одинаковых столбца. П ереставив эти 
столбцы, получим тот ж е определитель Д. По свойству 2 
определитель при этом изменит знак, т. е. Д =  —Д, отку­
да Д =  0.
(& /4 .  Пусть в определителе (3.18) элементы второго 
столбца имеют общий множитель К, тогда

Оц XGEi2 а 13 аи а 12 а 13

а21 Я̂ 22 а 23 =  % а 21 а22 а 23

а 31 Ал 32 азз а 31 а 32 азз

так как  ац^а^азз  -}- ^ 0.12(123^31 -f- U21XU32CI13 — 3^^22031 —
— 'ка^а^азъ—Я,йз2й2за и =  ^(ацЯггЯзз +  Я12Я23Я31 -J- £*21032013 — 
--  013̂ 22̂ 31 — Я12Я21Я3З — а 32̂ 23̂ 11) .

Д ругие случаи рассматриваю тся аналогично.
С л е д с т в и е .  О пределитель с двумя пропорцио­

нальными столбцами (строками) равен нулю.
Действительно, выделяя общий множитель элементов 

одного из этих столбцов (коэффициент пропорциональ­
ности) и вынося его за знак  определителя, получаем 
определитель с двумя одинаковыми столбцами, равный 
нулю.
(5  ̂ 5. Если все элементы некоторого столбца (строки) 
равны нулю, то каж дое слагаемое алгебраической сум­
мы в правой части (3.18) равно нулю, как  произведение, 
содерж ащ ее нулевой множитель.

Все свойства определителя второго порядка доказы ­
ваю тся аналогично, при этом используется формула 
(3.17).

( g ;  Теорема 3.2. Определи,тель не изменится, если к эле- 
_k ментам некоторого столбца (строки) прибавить соответ-
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ственные элементы другого столбца (строки), предвари­
тельно умножив их на один и тот ж е множитель.

Пусть, например, к элементам третьего столбца опре­
делителя (3.18) прибавлены соответственные элементы 
второго столбца, умноженные на множитель Я, тогда

Oil ola ais +  ^Oia a i i  Oia ° i3 Оц a ia ^°12
0*1 0^2 O23 -f* »̂0g2 = o*i Ojj  Оаз + o*i Oga Я,Оаа
O31 Og* G33 -f- %Лз* O31 Os* Ogg O31 Из* >̂Оза

О ц Oia O13 О ц Oia Oia a n  a i* a 13
= 0*1 о** 0 » -f - o*i Oaa Oaa = Oal Oaa 0*8

Osi 0 ^ 0*8 O31 ам  о** O31 Oja 0*8

ПОСКОЛЬКУ 0 ц 0 2 2 (Я з з - |-Л 0 з 2 )  ( й г з - )- ^ « 22)  «3i-|-Q 21«32(<2i3—f—
, +  Ал 12) —  (й(1з -f- Яа 12) 022^31 —  fli2 ^ 2i (йзз -j- АЛ32) —  (ага -j- 
+  ЯЛ22) а320ц =  flu022̂ 33 +  «12023031 + , 021032̂ 13 — 013^22031—
—  Ql2a 2la 33— а 2зЯз2а 11 - |-  A, (0111^22^32 “Ь  Q-i3.Ch2.Q-Zl - |-  ^21^32^12 —
— Я12Я22О31 — Я12Я21Я32 — ЯггЯзгЯн).

З а м е ч а н и е .  Одновременно доказано, что если в определителе 
все элементы некоторого столбца (строки) равны суммам двух сла­
гаемых, то такой определитель равен сумме двух соответствующих 
определителей.

Q.  Теорема 3.3. О пределитель равен сумме произведений 
элементов любой строки (столбца) на их алгебраические 
дополнений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля  определителя второго по­
рядка теорема очевидна, утверж дение ее следует из фор­
мулы (3.17).

П реобразуем  правую часть формулы (3.18). Т ак  как

аи а22азз +  < hifhefki +  a*x°ssfli3 — а1,зсЧяАз1 — a i*a s ia as — e*se asa n  =  

=  ^ll(0tt°S3 — at8a8t) +  a12(°i8a81 — °МаЗз) +  ;— OftOgi) =

=  “u
Ojj Ojg 
°3 2  a 88

+  fl12
а»з 0*1
a 33 a 31

a 21 °2 2  

asi a32

An —
On 0»
aS2 ass

, A lt  =  —

TO

0*1 0*3 
°>1 °33

AiS —
0*1 Ojj
Osi °st

(3.21)

A — an/4n+ai2i4i2+ai3/li3, (3.22)

где через А обозначен определитель (3.18); A n ,  A 12, A i3 — 
алгебраические дополнения элементов аи, аа, ai3.
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Ф ормула (3.22) назы вается разлож ением определи­
теля по элементам первой строки. Аналогично получает­
ся разлож ение по элементам  других строк и столбцов.

Теорема 3.4. Пусть Д — некоторый определитель 
третьего порядка. Сумма произведений алгебраических 
дополнений элементов какой-нибудь строки (столбца) на 
любые числа q\, q2, q3 равна определителю Д', который по­
лучается из данного Д заменой упомянутой строки 
(столбца) строкой (столбцом) из чисел qi, q2', q3.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим определитель
01 Яг Яз 

=  flgx ***2 ®*8 
я31 азг аю

полученный из определителя Д (см. (3.18)) заменой пер­
вой строки строкой из чисел qu q2, qs- Н а основании тео­
ремы (3.3) A '= q iQ i+ q 2Q2+ q s Q 3, где Q it Q2, Q3 —  алгеб­
раические дополнения элементов qi, q2, q3. Т ак как  Qi =  
= Л ц . Qz= A i 2, Q3= ^ i 3) где A iU A i2, А 13 определяю тся фор­
мулами (3.21), то Д '= qiAu-{-q2A i2-{-q3A i3, что и требова­
лось доказать.

Теорема 3.5. Сумма произведений элементов какой- 
н и б у д ь  строки (столбца) на алгебраические дополнения 

соответствующих элементов другой строки (столбца) р ав ­
на нулю. ■

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля  определителя второго по­
рядка теорема очевидна (получаем определитель с дву­
мя одинаковыми строками).

Пусть дан  определитель Д (3.18). П окаж ем , напри­
мер, что a iH 2i + a i 2/422+ a i H 23= 0 . По теореме 3.4

Оц а13
al l A n  +  а 1*^И +  a 13^23 =  а11 °12 °13

а31 °32 °23

Поскольку этот определитель равен нулю (как содер­
ж ащ ий две одинаковые строки), то ацА и -\-а\гА^-\- 
+ a iH 2 3 = 0 - Остальные случаи рассматриваю тся ан ало­
гично.

П р и м е р .  Вычислить определитель третьего порядка
1 —2 3

—1 5 
- 8  7

тремя способами (по определению, по теореме разложения, преобра­
зованием его с помощью свойств).
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2. Д =  1 +  3
4 —1 
6 —8

=  1-33+  2( — 2 )+

i. Д =  —7 - 6 0 —9 6 + 1 8 + 5 6 + 4 0 ------49.
—1 5  4 5

+  2 •—8 7 6 7
+  3( — 26) =  — 49.

3. Умножая первую строку на (—4) и прибавляя ко второй, за­
тем умножая первую строку на (—6) и прибавляя к третьей, по­
лучаем

1 —2 3
Д =  0 7 —7

0 4 —11
Разлагая этот определитель по элементам первого столбца, на- 

\  Z u  = ( - 7 7  +  28) =  - 4 9 .ходим Д =  1

§ 3.4. Определители л-го порядка

Перейдем к выяснению понятия определителя любого 
порядкам , г д е п ^ З .

Рассмотрим квадратную  матрицу n -го порядка

а 11 а12 • ■ • а1п

А = а21 а22 ••• а2п
(3.23)

аП1 аП2 • • апп

Понятие определителя этой матрицы или определите­
ля порядка п  введем индуктивно, считая, что уж е введе­
но понятие определителя порядка п — 1 , соответствующе­
го квадратной матрице (п — 1 )-го порядка.

Минором  элемента аш матрицы п-то порядка (3.23) 
называю т определитель порядка п — 1 , соответствующий 
той матрице, которая получается из матрицы (3.23) в ре­
зультате вычеркивания г'-й строки и k-ro столбца. Минор 
элемента aih обозначим через М щ. Алгебраическим д о ­
полнением ̂ элемента назовем его минор, взятый со 
знаком (— l ) i+h, и обозначим через Aik, т. е. Л , а  =  

=  ( - 1  ) i+hM ih.
Определителем порядка п, соответствующим матрице

П
(3.23), назы ваю т число, равное 2 ]  (~~ l ) 1+ft«ifcMifc и обо-

fc=i
значаемое одним из символов

“и а 12  • а1 П
Д, det Л, а21 а 22 •

ап1 аП2  • • апп



Итак, по определению
°11 а12 • • ■ а1П
Й21 агг • • • агп

п

ат  аП2 • • • апп
• k=\

или
п

det А =  2  aikAik- (3.24)

П оследняя формула вы раж ает правило составления 
определителя порядка п  по элементам первой строки со­
ответствующей ему матрицы и по алгебраическим допол­
нениям этих элементов, являю щ имся определителями по­
рядка п — 1, взятыми с надлеж ащ им и знаками. И з фор­
мулы (3.24) при п =  2 получаем формулу (3.17), при п = 
=  3 — формулу (3.22).

Естественно возникает вопрос, нельзя ли использо­
вать для получения величины определителя элементы и 
соответствующие им миноры не первой, а любой строки 
матрицы, а такж е вопрос о разлож ении определителя по 
элементам любого столбца. Ответ на эти вопросы даю т 
две следующие основные теоремы, приводимые здесь без 
доказательств.

Теорема 3.6. К аков бы ни был номер строки i (£ =  
=  1, 2, . . . ,  п),  для определителя . n -го порядка (3.24) 
справедлива формула

назы ваем ая разлож ением этого определителя по i-й 
строке.

Теорема 3.7. К аков бы ни был номер столбца k (k =  
=  1, 2, . . . ,  п),  для определителя п -го порядка (3.23) 
справедлива формула

П
det Л =  2  ( ~  l) i+kaikMik..

ИЛИ
п

det Л =  2  aikAik (i =  1. 2, ... , п), (3.25)

П
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или

det А =  ^  alkA lk (k =  1, 2, ... , п), (3.26)
i=i

назы ваем ая разлож ением этого определителя по k -му 
столбцу.

П р и м е р .  Вычислить определитель матрицы

А  =

~1 —1 2 2~ 1 - i % 2

1 —2 3 2 1 —2 3 2

4 —1 5 15 , т. е. d e t 4  = 4 —1 5 15
6 —8 7 9 6~ — 8 7 9

Применяя формулу (3.24), получаем

—2, 3 2 1 3 2 1 —2 2 1 —2 3
det А  = —1 5 15 + 4 5 15 +  2- 4 —1 15 — 2. 4 — 1 5

—8 7 9 6 7 9 6 —8 9 6 —8 7

Вычисляя определители третьего порядка, находим deti4 =  
=  —147+ 98+ 2(—49)—2(—49) = —49.

З а м е ч а н и е .  Этот определитель можно вычислить путем его 
преобразований на основании свойств:

1 —1 2 2 1 0 0 0
—1 1 0

1 —2 3 2 1 —1 1 0-- -- 3 —3 7
4 —1 5 15 4 3 —3 7 о
6 — 8 7 9 6 —2 - 5 —3

— Z -----О-----О

- 1 0  0 
3 0 7

-2  —7 —3
=  (—1) 49== — 49.

(Второй определитель получен из первого путем прибавления 
первого столбца ко второму, умножения иа (—2) первого столбца и 
прибавления к третьему, а затем к четвертому столбцу.)

Отметим, что для определителей n -го порядка ( п > 3) 
такж е верны теоремы 3.1—3.5. Сформулируем теорему 
3.4 (теорему замещ ения) и теорему 3.5 (теорему аннули­
рования) для  определителей n -го порядка.

Теорема 3.8 (теорема замещения). С умма произведе­
ний произвольных чисел Ьи Ь%, . . . ,  Ьп соответственно на 
алгебраические дополнения элементов некоторого столб­
ца (строки) матрицы порядка п  равна определителю
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матрицы, которая получается из данной заменой элем ен­
тов этого столбца (строки) числами bit Ь2, • • • , Ьп.

Н апример, если Aiu, Аги, • • •, A nk — алгебраические 
дополнения элементов k-ro  столбца определителя

Я ц а 12 • . aik . . .  а1п аи а 12 . . . by. . • а1п
ал °22 • «hk аш

, т о
ал ап  . . . ьг . •• ain

ап 1 ап2 ‘ ■ ank . . .  апп ап 1 ап2 ••• ь„ . •• апп

= biA-ik + A k  + b/iAnk • ( 3 .

Теорема 3.9 (теорема аннулирования). Сумма произ­
ведений элементов одного из столбцов (строк) матрицы 
на соответствующие алгебраические дополнения элемен­
тов другого столбца (строки) равна нулю.

Например, если дана квадратная матрица Л = ( а ^ )  
порядка п, а ^ ,  dzh, . . . ,  dnk — элементы k-vo столбца, 
Аи, А п , • • •, Ani — алгебраические дополнения элементов 
/-го столбца ( 1ф к ) ,  то

Q'ihAu-\-&2hAn~]r • • • -\-йпь.АП1= 0, (3.28)

где&=#=/, l ^ k ^ n ,  1 ^ / ^ п .
Приведем без доказательства теорему об определите­

ле произведения матриц.
Теорема 3.10. Определитель произведения двух ква­

дратных матриц одного порядка равен произведению 
определителей перемножаемых матриц.

Если А =  ( a i k ) n n ,  В =  ( b i h ) n n , то

det (А В )  =  det Л • det В.  (3.29)

§ 3.5. Обратная матрица

М атрицей, обратной квадратной матрице А,  назы вает­
ся квадратная матрица В,  удовлетворяю щ ая равенствам

А В  = В А = Е ,  (3.30)

где Е  — единичная матрица. И з определения следует, что 
обратная матрица может сущ ествовать только для квад ­
ратной матрицы и обе матрицы имеют один и тот ж е по­
рядок. М атрицу, обратную матрице А,  будем обозначать 
через Л-1.
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Рассмотрим квадратную  матрицу п- го порядка
«11 «12 . . .  а1п

А = «21 «22 . . .  а2п
(3.31)

_ anl °П1 ■ ■ ■ апп __
М атрицей, присоединенной к матрице А,' назы вается
матрица

Ап . Л21 АП 1

С = Л12 Л 22 • ■ • Ап j (3.32)

Ain А 2 п Апп
где Aik  — алгебраическое дополнение элемента а, 
цы Л. Отметим, что алгебраические дополнения 
тов i-й строки матрицы А  расположены в t-м 
матрицы С.

Теорема 3.11. Если А — квадратная матрица 
я, а С — присоединенная к ней матрица, то 

А С = С А = Е  det А,  
где Е  — единичная матрица п -го порядка.

Обозначим произведение АС  матриц (3.31) 
буквой D, т. е.

k матри- 
элемен- 
столбце

порядка 

(3.33) 

и (3.32)

" «п « 1 2  • • «1/1  " Лц A2i . • Ащ

D = « 2 1 « 2 2  • • « 2 Л ^ 1 2 Ла 2 • Ап 2

_ « П 1 « Л 2  • • « П Л  _ _Ащ Ащ . A(in_
Согласно определению произведения матриц элемент dik 
матрицы D  равен сумме произведений элементов i-й стро­
ки матрицы А  на соответствующие элементы k-vo столбца 
матрицы С, присоединенной к матрице А. Д ля  элементов 
da  ( г = 1 , 2 , . . . ,  п ) ,  принадлеж ащ их главной диагонали, 
эта сумма является определителем матрицы А (по тео- 
рем.е о разлож ении определителя по элементам любой 
строки), для всех остальных элементов dik (,1ф к )  равна 
нулю (по теореме аннулирования). Следовательно,

deL4=£ det А.

“ det Л 0 . . 0 1 0 . . 0"

АС=
0 det Л . . 0

=
0 1 . . 0

0 0 . . det А 0 0 . . 1

Аналогично доказы вается, что С А = Е -det А.
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К вадратная матрица назы вается невырожденной, или 
неособенной, если определитель ее отличен от нуля. Если 
определитель матрицы равен нулю, матрица назы вается 
вырожденной, или особенной.

Теорема 3.12. Д ля  невырожденной матрицы А сущ е­
ствует единственная обратная матрица Л-1, определяемая 
формулой

А ~‘ =  т е т  с - <3-34>

где С — матрица, присоединенная к матрице А.
Так как Л — невырож денная матрица, то detA = ^0 . 

Из равенств (3.33) находим

А  ( ж  с ) =  ( ~ м т  с ) а  =  е .

Это означает, что выполнены равенства (3.30) и матрица
(3.34) является обратной к матрице Л.

Матрица Л - 1  — единственная матрица, удовлетворяю­
щая условиям (3.30). Действительно, если матрица А Т 1 

такова, что ЛАГ1 =  А Т 1 А  =  Е, то Л Г 'Л Л - 1  = Л Г 1(ЛЛ_1) =  
=  А Т 'Е  =  Л 7 \  А Т 'А А - 1 =  (А Т 1 А) Л” 1 =  Е А ~ 1 =  А ~ \  от­
куда А Т 1 =  Л -1.

Д ля невырожденных матриц выполняются следующие 
свойства: 1. det Л - 1  =  2. (Л_ 1)_ 1 = Л .  3. (Л*)- 1  =
=  (Л-1)*. 4. (АВ) - 1 =  В ' 1 А - 1.

З а м е ч а н и е .  Вырожденная матрица не имеет обратной. 
П р и м е р .  Найти матрицу Л- 1 , обратную матрице

2 0 —1"
А — —3 1 1

2 —1 0

Вычислим определитель матрицы А н алгебраические дополнения 
ее элементов:

2 0 —1 2 0 — 1 -
det А = —3 1 1 = —1 1 0

2 —1 0 2 —1 0

—1
2 — 1 =  1. Аа  =

I
—1 = 1,
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—3 1 —3 1 0 —1
2 0

~  2 , Ахз —
2 —1 — 1 > ^21 — —

—1 0
Л22 — 2, A23 — 2, Лз! —* 1 , Л 32 — 1, Л33 — 2 . 

В соответствии с формулой (3.34) получаем

'1 1 Г '1 1 Г
2 2 1 , А - 1 = 2 2 1
1 2 2 1 2 2

§ 3.6. Ранг матрицы 

Рассмотрим матрицу размеров т х п

« и а 1а ащ

4  =
°21 агп

_ am l ат г  • • • аМ п_

Выберем в ней произвольно s  различны х строк и s  р а з ­
личных столбцов, причем 1 <  s ^  m in (m , п ) ,  где 
m in (т, п)  — меньшее из чисел т и п .  Элементы, стоящие 
на пересечении выбранных строк и столбцов, образую т 
матрицу порядка s. О пределитель этой матрицы назы ­
вается минором порядка s  матрицы А.  Н апример, если 
дана матрица

"1 —2 3 4 5 
0 —4 1 2 7 ,
I —7 3 6 8

то, взяв первую и вторую строку, третий и четвертый стол­
бец, получим матрицу второго порядка и ее определитель

Г 3  4 1 I ®  4 = 2[ l 2J ’ I 1 2

Этот определитель является минором второго порядка 
для исходной матрицы. Аналогично можно получить и 
другие миноры второго порядка, а такж е миноры третьего 
порядка. Н екоторые из миноров могут оказаться равны ­
ми нулю.

Рангом  матрицы назы вается наибольший из порядков 
ее миноров, отличных от нуля. Р ан г матрицы будем обо­
значать буквой г. Если все миноры матрицы равны иулю, 
ранг ее считается равным нулю.
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Из определения ранга матрицы получаем следующие 
утверждения.

1. Р анг матрицы вы раж ается целым числом, заклю ­
ченным между 0 и меньшим из чисел т, п, т. е. 0 ^г=£^ 
s=:min(m, п ).

2 . Ранг матрицы равен нулю тогда и только тогда, 
когда матрица является нулевой.

3. Д л я  квадратной матрицы я-го порядка г —п  тогда 
и только тогда, когда матрица — невырожденная.

При нахождении ранга матрицы можно пользоваться 
свойствами миноров. Если все миноры порядка k  данной 
матрицы равны нулю, то все миноры более высокого по­
рядка такж е равны нулю. Это следует, например, из тео­
ремы о разлож ении определителя по элементам любой 
строки (столбца). Таким образом, если среди миноров 
порядка k  данной матрицы есть отличные от нуля, а все 
миноры порядка k-\- \  равны нулю или не существуют, то 
r —k.

И так, ранг матрицы может быть найден следующим 
образом. Если все миноры первого порядка (элементы 
матрицы) равны нулю, то г = 0. Если хотя бы один из ми­
норов первого порядка отличен от нуля, а все миноры 
второго порядка равны нулю, то r =  1. В случае, когда 
имеется минор второго порядка, отличный от нуля, иссле­
дуют миноры третьего порядка. Т ак поступают до тех 
пор, пока не обнаружится одно из двух: либо все миноры 
порядка k  равны нулю, либо миноры порядка k  не сущ е­
ствуют, тогда г —k — 1 .

П р и м е р  1. Найти ранг матрицы

-Д 0 —2 о"
3 0 —6 0 .
4 0 —8 0

Среди миноров первого порядка "этой матрицы (ее элементов) 
есть отличный от нуля, поэтому г > 0. Из элементов данной матрицы 
можно составить миноры второго и третьего порядка, но все они рав­
ны нулю. Следовательно, г—1.

Указанный выше способ нахождения ранга матрицы 
не всегда бывает удобным, так  как во многих случаях он 
связан  с вычислением большого количества определи­
телей.

Отметим некоторые очевидные свойства ранга 
матрицы.



1. Р анг матрицы, полученной из данной транспониро­
ванием, равен рангу исходной матрицы.

2. Р ан г матрицы не изменится, если вычеркнуть или 
приписать нулевой ряд, т. е. ряд, все элементы которого 
равны  нулю.

Элементарными преобразованиями матрицы назы ва­
ются следующие преобразования: 1 ) умножение некото­
рого ряда матрицы на отличное от нуля число; 2 ) прибав­
ление к одному ряду матрицы другого, параллельного 
ему ряда, умноженного на любое число; 3) перестановка 
местами двух параллельны х рядов матрицы. М ожно до­
казать, что при элементарных преобразованиях ранг 
матрицы не меняется. Это следует, например, из опреде­
ления ранга матрицы и свойств определителей. С по­
мощью элементарных преобразований матрицу можно 
привести к квазитреугольной форме (см. (3 .7 )). Р ан г ква- 
зитреугольной матрицы (3.7) равен г, поскольку ее минор 
с главной диагональю  aiU а22, ■ . . ,  агг равен произведе­
нию ацйгг. . .  аггфО,  а все миноры более высокого поряд­
ка равны нулю (как  содерж ащ ие нулевые строки).

П р и м е р  2. Найти ранг матрицы

"1 —1 0 3 2"
4 —2 5 0 3
2 —3 0 6 1
7 —6 5 9 6

Применяя элементарные преобразования, получаёй

~1 —1 0 3 2“ “ 1 —1 0 3 2“ "Ь —1 0 3 2~

4 —2 5 0 3 -> 0 2 5 —12 —5 — 0 1 5 —12 —8
2 —3 0 6 1 0 —1 0 0 —3 0 —1 0 0 —3
7 —6 5 9 6 0 1 5 —12 —8 0 2 5 - 1 2 —5

- 1 —1 0 3 2 ' ~1 —1 0 3 2“
0 1 5 - 1 2 — 8 0 1 5 —12 — 8
0 0 5 —12 —11 0 0 5 - 1 2 —11
0 0 —5 12 11 0 0 0 0 0

(Вторая матрица получена из первой путем поочередного умно­
жения первой строки на (—4), (—2), (—7) и соответственного при­
бавления ко второй, третьей и четвертой строке; поменяв местами 
вторую и четвертую строки во второй матрице, получили третью 
матрицу; четвертая матрица получена из третьей путем умножения
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второй строки На (—<2) и прибавления к четвертой строке, сложения 
второй и- третьей строк.)

Так как ранг последней матрицы равен трем, для исходной матри­
цы также г = 3.

§ 3.7. Комплексные числа. Комплексные матрицы

Введем в рассмотрение множество чисел, каж дое из 
которых определяется упорядоченной парой действитель­
ных чисел. Д ействительные числа будем обозначать бук­
вами а, Ь, с, , а упорядоченные пары  действительных 
чисел — буквами а , (3, у, . . .  и соответственно писать а =  
=  (а, Ь),  р =  (с, d) и т. д. Комплексным числом  а  назовем 
упорядоченную пару действительных чисел (а, Ь). Комп­
лексное число а  = (а, Ь) равно нулю, если а = О, Ь =  0. Д ве 
упорядоченные пары a i  =  (fli, bi),  а г =  («2, bz) считаются 
равными, если а^ = аг, bi = b%.

Определим операции над упорядвченными парами 
действительных чисел. 'Суммой двух упорядоченных пар 
a  =  (й, b),  р = (с ,  d)  назы вается упорядоченная пара у  =  
=  ( a + c ,  b -\-d ):

(a, b)-\-(c ,  d) =  (a-\-c, b - f d ) ;  (3.35)

произведением — упорядоченная пара 6 — (ac— bd, ad-\- 
-f-be) :

(a, b) (c, d) = (ac— bd, ad-\-bc). (3.36)

М ожно показать, что для этих операций существуют 
обратные операции — вычитание и деление (кроме деле­
ния на нуль). Разностью  упорядоченных пар а = ( а ,  b) 
и р =  (с, d) служит упорядоченная пара {а— с, b— d ),  т. е.

а —р =  (а— с, b— d ).  (3.37)

Упорядоченной парой, противоположной для упорядочен­
ной пары a  = ( a ,  Ь), будет пара —a  =  {— а, — b),  так  как 
а + ( — а ) =  (0, 0).

Если Р=^=0, то частное -|г- существует и однозначно 
определяется формулой

а  (  а с -\-bd bc — a d \  /о оо\
У  ~  [ с2 +  d* ’ с2 +  сР Г

П олагая в этой формуле а  =  р (т. е. а  =  с, b — d) ,  находим, 
что единицей при умножении упорядоченных пар служит 
упорядоченная пара (1, 0 ). П оложив а = 1  =  (1, 0 ), из
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формулы (3.38) получим, что при р=#= 0 упорядоченной па­
рой, обратной для р, будет упорядоченная пара

с2 +  d2 ’ ca +  da- £ # ) •  (3-39>

И так, построено множество чисел, операции над кото­
рыми определяю тся по формулам (3.35) и (3.36). Это 
множество чисел назы вается множеством комплексных 
чисел.

М ножество комплексных чисел в качестве своего под­
множества содержит все действительные числа. Чтобы 
показать это, рассмотрим упорядоченные пары вида 
(а, 0 ). К аж дой паре (а, 0) поставим в соответствие дей­
ствительное число а, в результате получим взаимно-одно­
значное соответствие между множеством упорядоченных 
пар и множеством всех действительных чисел. Применяя 
к указанны м упорядоченным парам  формулы (3.35) и 
(3.36), имеем (а, 0) +  (Ь. 0) =  (ог|-6 , 0 ), (а, 0) • (Ь, 0) =  
=  (аЬ, 0 ). С ледовательно, упорядоченные пары вида 
(а, 0 ) склады ваю тся и умножаются так  же, как соответ­
ствующие действительные числа. Таким образом, множ е­
ство упорядоченных пар действительных чисел, рассм ат­
риваемое как  часть множества комплексных чисел, по 
своим алгебраическим свойствам не отличается от мно­
ж ества действительных чисел. Это позволяет положить

т. е. не различать упорядоченную пару (а, 0) действи­
тельных чисел и действительное число а. В частности, 
нуль (0 , 0) и единица ( 1 , 0 ) множества комплексных чи­
сел оказываю тся обычными действительными числами
0 и 1 .

П окаж ем , что среди комплексных чисел содержится 
корень уравнения *24 -1 = 0 . Корнем уравнения х г-\-1=0 
является такое число, квадрат которого равен действи­
тельному числу — 1. Это будет упорядоченная пара (0, 1). 
Действительно, применяя формулу (3.36), получаем 
(0, Г) (0, 1) =  (— 1, 0 ) =  — 1. Обозначим эту упорядочен­
ную пару через i, т. е. 1=  (0, 1 ), тогда

Н айдем  произведение действительного числа b на упо­
рядоченную пару (0, l ) = i :

(а,  0 ) = а , (3.40)

/2 =  — 1 , t =  V —  1 . (3.41)
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b i= ( b ,  0 )(0 , 1) =  (0, b).  (3.42)

Если (a, b) — произвольная упорядоченная пара, то 
из очевидного равенства (а, Ь) — (а, 0) +  (0, Ь) и формул 
(3.40), (3.42) следует

(a, b ) = a + b i .  (3.43)

И так, комплексное число а  =  (а, Ь) может быть запи­
сано в виде

a-\-bis=a-\-ib, (3.44)

где а и b — действительные числа; i — мнимая единица, 
определяемая соотношением (3.41). В ыражение a-\-bi на­
зы вается алгебраической формой комплексного числа. 
Число а назы вается действительной, число b — мнимой 
частью комплексного числа a-\-bi. О бозначая комплекс­
ное число a-\-bi одной буквой а ,  пишут

а =  R e a ,  6 =  Im  а ,  (3.45)

где R e — начальные буквы латинского слова rea lis  (дей­
ствительный); Im — начальны е буквы латинского слова
im ag in ariu s  (мнимый). Ч исла вида bi называю тся чисто 
мнимыми числами, или просто мнимыми числами.'

Д ва  комплексных числа a-\-bi, c-\-di считаются р ав ­
ными тогда и только тогда, когда равны между собой со­
ответственно их действительные и мнимые части, т. е. 
а =  с, b = d. Отметим, что из равенства a-\-bi =  0 следуют 
равенства а = 0 , Ь =  0 .

Если дано комплексное число a  = a-\-bi, то число а — 
— bi, отличающ ееся от а  только знаком прй мнимой ч а ­
сти, назы вается числом, сопряженным с а ,  и обозначает­
ся а.  Числом, сопряженным с а , будет, очевидно, число 
а ,  поэтому можно говорить о паре сопряженных чисел. 
Действительные числа, и только они, сопряжены сами 
себе.

Сложение, вычитание, умножение и деление комплекс­
ных чисел a-\-bi, c-\-di производятся по следующим фор­
мулам:

(cz-j-bi)  -}- (c-\-di) =  (й -f-с) -f- (b-\-d) i, (3.46)

(a-\-bi) — (c-\-di) =  (a— c)-{-(b— d)i,  (3.47)

(a-\-bi) (c-\-di) =  (ac— b d ) +  (ad-\-bc) i, (3.48)

a +  bi __ ac-\-bd  , be — ad . /а ла\
c +  di ~~ ca +  d2 +  c* +  d* u
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Эти формулы следуют из формул (3.35) — (3.38). П ер­
вая из них означает, что при сложении комплексных чи­
сел склады ваю тся отдельно их действительные и отдель­
но их мнимые части. Ф ормула (3.47) вы раж ает правило 
вычитания комплексных чисел: при вычитании комплекс­
ных чисел вычитаются отдельно их действительные и от­
дельно их мнимые части. Формулу (3.48) можно полу­
чить, приняв во внимание свойства умножения и равен­
ство i2 =  — 1. Действительно,

( а + 6/) ( c + d i)  = ac-\-adi-\-bci-\-bdi2 —

=  ac-\-(ad-\-bc)i— b d = ( a c — bd)-\-(ad-\-bc)i.

Формулу (3.49) можно вывести, умножив числитель 
и знам енатель дроби на комплексное число, сопряженное 
знаменателю . В самом деле,
. a-f- bi _  (а bi) (с — di) _ (ас +  bd) -\- (be — ad) i _

с +  di (с -f- di) (с — di) са -f- d%

_  ac~\-bd be — ad ■
— c* +  d* +  ca - M a

Таким образом, действия над комплексными числами 
производятся по обычным правилам алгебры; для полу­
чения окончательного результата необходимо принять во 
внимание соотношение i2=  — 1 и привести подобные 
члены.

Отметим, что сумма и произведение сопряженных ком­
плексных чисел являются действительными числами. Так, 
если а  =  а  - f  bi и а  =  а — bi, то а  +  а  =  2а, а а  =  а2+ bz.

Можно показать, что для комплексных чисел a=a-\-bi,  
Р =  с -j- di, а  =  а — bi, Р =  с — di выполняются следую­
щие равенства:

^Г + Р  =  а  +  Р, ( f - )  =  y .  (3-50)

Комплексные числа можно изображ ать точками пло­
скости. Фиксируем некоторую плоскость и выберем на ней 
деКартову прямоугольную систему координат. К аж дом у 
комплексному числу a  =  a + 6 i поставим в соответствие 
точку плоскости с прямоугольными декартовы ми коорди­
натами (а, Ь); обратно, каждой точке (а, Ь) ставится в 
соответствие комплексное число a  =  a + 6t. Плоскость, 
точки которой отождествлены с комплексными числами,
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назы вается комплексной плоскостью. Д ействительные 
числа a  = a-\-0 i= a ,  определяемые упорядоченными п ар а­
ми (а, 0) = а,  изображ аю тся точками на оси Ох  (рис. 3.2), 
поэтому ее назы ваю т действительной осью. Чисто мни­
мые числа a = 0+ 6i =  6i, определяемые упорядоченными 
парами (0, 6) , изображ аю тся точками оси Оу, которую 
называю т мнимой осью. М нимая единица i, определяе­

мая упорядоченной парой (0 , 1 ), изображ ается точкой 
оси Оу, расположенной на расстоянии, равном единице, 
вверх от начала координат. Лю бое комплексное число 
а  = а -\-1Ъ \(аф 0, Ъф Ь)  изображ ается точкой комплекс­
ной плоскости, не леж ащ ей на осях координат. С опря­

женные комплексные числа а  и а  изображ аю тся точка­
ми комплексной плоскости, симметричными относитель­
но действительной оси.

Комплексные числа и точки комплексной плоскости 
часто обозначают буквой z  и пишут z  — x + iy ,  где х  — дей­
ствительная часть ( * = R e z ) ,  у  — мнимая часть (</ =  
=  Im z ) . Комплексную плоскость назы ваю т такж е пло­
скостью комплексного переменного г. С каждой точкой г  
комплексной плоскости можно связать радиус-вектор 
r = O z  этой точки (рис. 3.3). Комплексное число z= x-} - iy  
изображ ается точкой 2 с пр'ямоугольными декартовыми 
координатами (х, у)  или той ж е точкой с полярными ко­
ординатами (г, ф ) ,  где г — расстояние точки 2  до полюса
О, или длина радиуса-вектора Oz, а ф — величина угла 
наклона радиуса-вектора г к оси Ох.

М одулем комплексного числа z= x-} - iy  назы вается
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длина г  радиуса-вектора соответствующей точки z. М о­
дуль комплексного числа z  обозначается символом |z | .  
С ледовательно, по определению r = \ z \  ( | г | ^ 0 ) ;  если 
z = x - \ - iy ,  то |z | .=  "j х 2-\-уг. Аргументом комплексного чис­
ла z  назы вается величина угла <р наклона радиуса-векто- 
ра r = O z  к оси Ох. Аргумент комплексного числа обозна­
чают символом A rg 2 . Отметим, что A rg  z = a r g  z-\-2kn, 
& =0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ,  где a r g 2 — главное значение аргу­
мента, определяемое условиями —n C a r g z ^ n .  Другими 
словами, модуль и аргумент комплексного числа равны 
соответственно полярным координатам точки, изобра­
жаю щ ей данное комплексное число. Т ак как x = rc o scp , 
У—г sin<p, то комплексное число z= x -} - iy  можно предста­
вить в тригонометрической форме

z —т(cos ф-)- / sin  ф ). (3.51)

Очевидно, г(созф-{-1' 8т ф )  =  г(со8(ф + 2& я)-Н зт(ф -{-2& я)). 
Д ва комплексных числа, заданны х в тригонометрической 
форме, равны  тогда и только тогда, когда их модули р ав ­
ны, а аргументы отличаются на величину, кратную 2я. 
Число z, сопряж енное числу (3.51), имеет тригонометри­
ческую форму 2 = r ( c o s ( —ф )+ <  51п(—ф )), поэтому |г ]  =  
=  \ z \ ,  a r g z  — —  a r g z.

М ожно показать, что произведение и частное двух 
комплексных чисел

Zi = t"i (cos ф1“НГ sin Ф1) , г2 =  г2 (со8 ф2+ 1 з т ф 2) (3.52) 

вы раж аю тся соответственно формулами

ZiZz==t\Т2(cos (ф1 ~}— ф2) -\-i sin  (ф1 ~f-фг)), (3.53)

-Г- =  -7 - (cos (<рг — ф3) +  г sin (фх — фа)). (3.54)г% г2

Комплексное число (3.51) возводится в степень п  (п  — 
натуральное число) по формуле

2 П =  (r(co s ф- f /  sin ф) ) n = rn (cos « ф + / sin  rap), (3.55)

которая назы вается формулой М уавра. При r =  1 полу­
чаем формулу

(cos ф +г sin  ф)n =  cos гар+/ sin  ra p .  (3.56)

М атрица, элементами которой являю тся комплексные 
числа, назы вается комплексной матрицей. Н а д  комплекс­
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ными матрицами определяю тся действия, аналогичные 
действиям над действительными матрицами: сложение, 
вычитание, умножение матрицы на число, умножение 
матриц. Определителем квадратной комплексной м атри­
цы будет комплексное число.

Если элементами матрицы Z являю тся комплексные 
числа Zhj—Xkj-biifki, то ее можно представить в виде Z =  
= X -\- iY ,  где матрицы X  и У составлены из элементов 
Xhj, Ук} соответственно; матрица X  назы вается действи­
тельной частью, матрица У — мнимой частью матрицы Z. 
Д ве комплексные матрицы Z 1 =Xi-}-iYi, Zz=Xz-\-iYz  счи­
таю тся равными тогда и только тогда, когда равны  их 
действительные и мнимые части, т. е. X t =Xz> Yi =  Y2.

М атрица Z, составленная из элементов Zuj=Xhj— it/kj, 
назы вается комплексно-сопряженной матрице Z, элемен­
ты которой — комплексные числа Xhj+iyhj- Отметим, что

Zx + 'Z X =  Z* - f  Za, Z ^  = Z X Z ^  d e tZ  =  det Z. (3--57) 

Г л а в а  4

С И С ТЕМ Ы  Л И Н Е Й Н Ы Х  У РА В Н ЕН И Й

В этой главе изучаются линейные алгебраические уравнения, т. е. 
уравнения, содержащие неизвестные только в первой степени. Рас­
сматриваются методы исследования систем линейных уравнений.

§4.1 . Системы m  линейных уравнений 
с п  неизвестными

Системой m линейны х уравнений  с п неизвестными 
Xi, хг, ■. ■, х„ (или линейной системой) назы вается систе­
ма вида

O l l* l  +  O i2 * 2 +  ■ ■ ■ ~ \-0 .ln X n  —  b i ,

021*1 +  022*2+  • . • + 62n*n=&2, (4-1)

#ml*l+Om2*2+| * • • + 0?nn*n—Ьт,
где « а , bi — числа. Ч исла йг* ( /= 1 ,  2, . . . ,  т; 4 = 1 ,  2, . . .  
. п) назы ваю тся коэффициентами, числа bi (i =
=  1, 2..........т ) — свободными членами. Коэффициенты
обозначены буквой а с двумя индексами i и к; первый
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индекс (i) указы вает номер уравнения, второй — (k ) — 
номер неизвестной, к которой относится данный коэффи-' 
диент. Число т  уравнений может быть больше, равно или 
меньше числа п  неизвестных.

Л инейная система назы вается неоднородной,  если сре­
ди свободных членов имеются отличные от нуля. Если все 
свободные члены равны нулю, линейная система н азы ва­
ется однородной. Однородная линейная система имеет 
вид

a±iXi-{-atzXz-{-. . .  + a t n J c « = 0 ,

£*21*1 +  0 2 2 * 2 +  . . . +  О 2 п * п = 0 ,  (4 .2 )

О т  l * l -f“Om2*2~f-  • • . + 0 т  n * n  ~  0.

Решением  линейной системы (4.1) назы вается упоря­
доченная совокупность п  ч и сел 4);

си . . . ,  сп, (4.3)

подстановка которых вместо х и х2, . . . ,  х п соответственно 
(xi = Cu x2 = с 2, . . . ,  Хп — Сп) обращ ает в тождество каж дое 
из уравнений этой системы.

Система, имеющая хотя бы одно решение, называется 
совместной, а система, не имеющая ни одного реш ения,— 
несовместной. Отметим, что однородная система всегда 
совместна, так  как она имеет нулевое решение: jci =  0 , х2=  
~  0, . . . ,  х п — 0 .

Совместная система назы вается определенной,  если 
она имеет единственное решение, и неопределенной,  если 
имеет более одного решения.

Д ве системы называю тся эквивалентными  или равно­
сильными, если любое решение одной из них является 
такж е решением другой и обратно, т. е. если они имеют 
одно и то ж е множество решений. Лю бы е две несовмест­
ные системы считаются эквивалентными.

Элементарными преобразованиями линейной системы 
называю тся следующие преобразования: 1 ) умножение 
уравнения системы на число, отличное от нуля; 2 ) при­
бавление к одному уравнению системы другого ее урав­
нения, умноженного на любое число; 3) перестановка 
местами двух уравнений системы. Д окаж ём , что при эле­
ментарных преобразованиях системы получаем систему, 
эквивалентную  данной.

*> Числа (4.3) образуют одно решение, а не п решений.
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Умножим обе части одного из уравнений системы
(4 . 1 ) на число ХфО  и прибавим к соответствующим ч а ­
стям другого уравнения той ж е системы, в результате по­
лучим новое уравнение. Например, если умножить на 
КфО  первое уравнение и прибавить ко второму, то полу­
чим уравнение

к  (011* 1+ 012*2+  • • • +£Zin*n) +
+  (021* 1+ ^ 22*2+  • • • + 0 2  п х п )  =lkbi-\-bz (4.4)

или
@2 1Х1 +  '̂22^2 +  ^2* (4*5)

где ..........................
а'2к =  kalk +  a2k {k =  1 , 2 , ... , п), б ' =  Щ  +  й2. (4 .6) 

Рассмотрим систему уравнений

an x i  +  а\2х г +  • • • +  ат  х п =  Ьг > 

а 21*1 +  а 22х 2 +  • • • +  а 2пх п ~  t>2’ 

а 31Х 1 +  О ю х 2 +  • • • +  0 з п Х п  = -  &з, (4-7)

a m lx l  +  а т г х 2 + • / • • +  а т п х п / ~  Ьт ,

отличающуюся от системы (4.1) лишь вторым уравне­
нием — уравнением (4.5). •>

Если съ с2, . ■., сп — решение системы (4.1), то оно 
будет решением системы (4.7), т. е. если значения *ь =  сь 
(k = \ , 2 , п) удовлетворяю т каж дому уравнению
(4.1), то они будут удовлетворять и каж дому уравнению
(4.7), так  как все они, кроме второго, те же, что и в си­
стеме (4.1), а второе уравнение — это уравнение (4.4). 
Обратное такж е верно: если ci, с%, . . . ,  сп — решение си­
стемы (4.7), оно будет решением системы (4.1), посколь­
ку второе уравнение (4.1) получается путем умножения 
первого (4.7) на (—X) и прибавления ко второму (4.7), 
а остальные уравнения одинаковы в обеих системах. С ле­
довательно, системы (4.1) и (4.7) эквивалентны.

Понятно, что если к системе (4.1) будут несколько, 
раз применены указанны е преобразования, новая система 
будет эквивалентна исходной системе (4.1).

В процессе преобразований указанного типа может 
оказаться, что в новой системе появится уравнение, все 
коэффициенты которого равны нулю. Если и свободный 
член такого уравнения равен нулю, то уравнению будут

4* 99



удовлетворять любые значения неизвестных; отбрасы вая 
это уравн ен ие1), получаем систему уравнений, эквива­
лентную исходной. Если ж е в рассматриваемом уравне­
нии свободный член отличен от нуля, то уравнение не мо­
ж ет быть удовлетворено ни при каких значениях неизвест­
ных, поэтому полученная система уравнений, как и экви­
валентная ей исходная система, будет несовместной.

Линейную систему (4.1) можно записать в матричном 
виде. М атрица

(4.8)

~ 0 и ai2 ■
1-----------------------------------------------

«з4
А  =

а21 а 22 • <4 п

am i О-т.2 •• ат п

составленная из коэффициентов линейных уравнений си­
стемы (4 .1 ) ,назы вается основной матрицей системы (или 
матрицей системы). М атрица

А =

а 11 а 12 

а 21 а 22

ащ h
<hn b2 (4.9)

полученная из основной присоединением столбца из сво­
бодных членов, назы вается расширенной матрицей систе­
мы (4.1).

Рассмотрим столбцевые матрицы, составленные из не­
известных и свободных членов

(4.10)

П оскольку матрица А  согласована с матрицей X,  то м ож ­
но найти произведение

au xi +  а12хг "Ь • • • +  аш х п 

а21х 1 +  а22х 2 4~ ' • ' ~f" а2Пхп

~ Х1 ~ h  ~
хг ь2

= В =

-  хп _ -Ь/П-

А Х  = (4.11)

Таких уравнений может оказаться несколько. Следовательно, 
число уравнений преобразованной системы в некоторых случаях ока­
зывается меньше числа уравнений исходной системы.
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Элементами этой столбцевой матрицы являю тся левые 
части уравнений системы (4.1), поэтому на основании 
определения равенства матриц

А Х  = В. (4.12)
Таким образом, система линейных уравнений (4.1) запи­
сана в виде одного матричного уравнения (4.12), где 
А, X, В определяются формулами (4.8) и (4.10); эта з а ­
пись системы назы вается матричной.

К аж дой линейной системе (4.1) соответствует единст­
венная пара матриц А, В и обратно: каж дой паре
матриц — единственная линейная система. Система (4.1) 
может быть записана и в таком виде:

(4.13)

Если (си  с2, ... , сп) — решение системы (4.1), то матрица
Cl

а ц а12 а1п Ьх

«21
Х1 +

а22
Х2 +  • • • +

а 2П
х п —

Ь 2

_  am i _ _ аШ 2_ _ атп_ _

С =
с2

(4.14)

назы вается вектором-решением этой системы. М атрица 
(4.14) удовлетворяет уравнению (4.12).

Выражение «решить систему» означает выяснить, сов­
местна она или несовместна; в случае совместности — 
найти все ее решения.

§ 4.2. Решение систем линейных уравнений 
с помощью определителей

Рассмотрим систему п линейных уравнений с п неиз­
вестными х±, х2, . . . ,  х п:

а1 1 х1 "Ь а12х 2 +  •••■}- а1пхп =  Ьх ,
°21 Х1 +  а22*2 +  • • • +  а2ПХП — ^  jgj

atllXl "Ь аП2х 2 +  • • • "Ь аппхп — Ьп.
Определителем системы (4.15) назы вается определи­

тель матрицы А  из коэффициентов уравнений этой систе­
мы, обозначим его через Д (А =  det А ) .
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Обозначим через Д* определитель; полученный зам е­
ной в определителе А столбца из коэффициентов при не­
известной Xk столбцом свободных членов системы (4.15), 
т. е.

(4.16)

« и а12 • • alk  • ■ aln «XX а12 •.. . • а1п

д =
°21 а11 • • a2k • • а2П

, д*= °21 а22 • • ь2 . • °%П

ап1 ап2 • ank • ■ апп ат аП2 • ■ Ьп • апп

где k  — одно из чисел 1 , 2 , . . . ,  п.
Теорема 4.1. Если определитель системы (4.15) отли­

чен от нуля, то система имеет единственное решение

Д,А .
д

Ля
д (4.17)

где Д и А* (&= 1, 2, . . . ,  п) определены формулами (4.16).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Систему (4.15) запишем в 

матричной форме АХ =В .  По условию A =  d e t.4 # :0 , по­
этому для матрицы А существует обратная матрица А~1, 
определяемая формулой (3.34). Умножив обе части р а ­
венства АХ —В слева на матрицу А~\  получим А~1АХ=  
= А~1В. Т ак как  A~iA —E , E X = X ,  то равенство А ^ А Х =  
= А~1В примет вид

Х = А ~ 1В.  (4.18)

Эта формула является матричной записью решения си­
стемы (4.15). М атричное равенство (4.18) можно запи­
сать так:

~Xi •4а Ац • ■ Ап1
* 2

__ 1
Al2 А 22 • АП2

Xk д Aik A 2k • Ank

хп _А\п А2П Апп__

1•о1
1

Ь 2

bk

_ 6« _

или

*1 A i -j- л21 ь2 +  • • +  Anl bn
Х2

_  1 
д

•̂ 12 bi +  Az 2 &2 +  • ■ +  A„2 bn

Xk A\k bi +  A2k b2 -J- • ■ +  Ank bn

_хп _ _  Aln bx A2n b2 -J- • • +  Ann bn ^
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Из последнего равенства следуют формулы (4.17), по­
скольку в силу теоремы замещ ения (см. § 3.4) A ibb i+  
■Ь-АгйЬг-}" • • • ~\~Anhbn=&h (k =  1 > 2 , . . . ,  ri).

Д оказанн ая теорема назы вается теоремой К рамера, 
а формулы (4.17) — формулами К рамера Ч

П р и м е р .  Решить систему уравнений 
х —2(/+3z=2,

4х— i/+5z=15,
6x—8y+ 7z= 9.

Неизвестные здесь обозначены буквами х, у , г, причем 
ся первой неизвестной (xi), у — второй (Хг), г  — третьей ( 

Составим определитель системы Д 
=  1, 2, 3):

х  являет-
z  — третьей (х3) . 

и определители Дь {k=

1 —2 3
д = 4 —1 5

6 —8 7

1 2 3
дг = 4 15 5

6 9 7

Ах =

Д~ —

2 —2 3 
15 —1 5 
9 —8 7

1 —2 2 
4 —1 15 
6 —8 9

Определитель системы Д = —49=5^0, т. е. выполнено условие тео­
ремы 4.1. Вычисляем определители Ai, Дг, Дз и пользуемся формула­
ми (4.17), полагая в них п = 3. Поскольку A i= —147, Д г= — 98, Дз= 
=  —49, то система имеет единственное решение:

—147
—49 =  3, </ =  -

—98
-49 =  2, г =

-49
-49 ■ =  1 .

С л е д с т в и е  из теоремы К рамера. Если однород­
ная система

diiXi-\-ai2Xz~\-. . .  -\~GinXn =̂0,
Ct2lXi~\~Ct22Xz-{- . . . +Я2п*п = 0,

ani*i+an2*2-|- •.. +<1пп'*п = 0

имеет ненулевое решение, то ее определитель Д . равен 
нулю.

Действительно, если Д ^ О , то система имеет единст­
венное нулевое решение (так как  все Д* =  0, k = l ,  2, . . .  
. . . ,  п, поскольку содерж ат нулевой столбец).

1> Габриэль Крамер ( Gabriel Cramer, 1704—1752)— швейцар­
ский математик.
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§ 4.3. Метод последовательного исключения 
неизвестных

Пусть дана система т  линейных алгебраических урав­
нений с п  неизвестными x if Хг......... х п:

anXi+ai2X2-\-. . .  +flinXn =  &i,
<121*1 +  022*2 +  • • • +  02n*n =  &2,
Оз1*1+Оз2*2 +  . . . +  Озп*п=&3| (4.19)

От 1*1+0 7п2-̂ 2”Ь, • • • "t-Om n%n ~&m-

М етод последовательного исключения неизвестных 
(или метод Г а у с с а 1)), применяемый для решения систе­
мы (4.19), состоит в следующем.

Предполагая, что ап Ф О  (это всегда можно сделать за 
счет нумерации уравнений), умножая первое уравнение
системы (4.19) н а -------------  и прибавляя ко второму, полу­
чаем уравнение, в котором коэффициент при хх обращается 
в нуль. Умножая первое уравнение н а ------и прибав­
ляя к третьему, получаем уравнение, также не содержа­
щее члена с xv  Аналогичным путем преобразуем все 
остальные уравнения, в результате чего придем к системе, 
эквивалентной исходной системе уравнений:

а 11*1 +  а 12х 2 +  • • • +  а 1Л *л —  ,

° 2 2 Х 2 +  - • +  а 2 п х п  —  &2 ’

а 3 2 * 2  +  • • +  аЪпх п =  ^ 3  ’

ат  1 х 2 +  • • +  ат п х п =  Ът  ’

где a'ik (i =  2 , 3, , т\ k  — 2 , 3, , п) — некоторые но­
вые коэффициенты.

Предполагая, что а ' 2 Ф  0, и оставляя неизменными 
первые два уравнения системы (4.20), преобразуем ее 
так, чтобы в каж дом из остальных уравнений коэффи­
циент при х 2 обратился в нуль. П родолж ая этот процесс, 
систему (4.20) можно привести к одной из следующих 
систем:

*> Карл Фридрих Гаусс (Carl Friedrich Gauss, 1777— 1855] — 
знаменитый немецкий математик,
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’̂l A  +  ci i x 2 +  см х з +  • • • +  cin x n —  d t  > 

cttX 2 ~Ь 2̂3̂ *3 +  • • • +  сгпх п =  ^2 >

с 33-*"3 +  > • • +  c 3nxn

nx n — d-n i

(4.21)

где Chk¥= 0 ( k = l ,  2, . . . ,  n ) ;  ckk 
енты; dk — свободные члены;

C11X 1 +  C1ZX 2 + • • ' • +  Cl k x k  +  • 

C22X2 +  • • • +  C2kxk +  •

некоторые коэффици-

+  cln x n ---^1 >

• +  ctnx n  =  d-2 ,

где k  <  n;
ckkx k +  • • • +  cknx rt — d „ ,

CU X 1 +  C12X 2 +  • • • +  Cln Xrt —  d-1 , 

! +  • • • +  C2nx n ~  d-2 ,

(4.22)

0 • xn — dk,

(4.23)

где k ^ n .
Система (4.21) имеет единственное решение, значение 

х п находится из последнего уравнения, значение xn- i  — 
из предпоследнего, значение Xi — из первого.

Система (4.22) имеет бесконечное .множество реш е­
ний. И з последнего уравнения можно выразить одно из 
неизвестных (например, Xk) через остальные п — k  неиз­
вестных (xk+i, Xk+2, х п),  входящих в это уравнение. 
И з предпоследнего уравнения можно вы разить Xh-i через 
эти неизвестные и т. д. В полученных формулах, вы ра­
жаю щ их х и хг, . . . ,  Xk-i, xk через xk+i, xk+2, . . . ,  х п, неиз­
вестные Xk+u Xk+2, . . . ,  х п могут принимать любые зн а ­
чения.

Система (4.23) несовместна, так  как  никакие значе­
ния неизвестных не могут удовлетворять ее последнему 
уравнению.

И так, метод последовательного исключения неизвест­
ных применим к любой системе линейных уравнений. Р е ­
ш ая систему этим методом, преобразования соверш аю т 
не над  уравнениями, а над  матрицами, составленными из 
коэффициентов при неизвестных и свободных членов.

П р и м е р  1. Решить систему уравнений 
Xl+* *2+ 4*8+ 3 * 4  =  2,
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Х \ —  X z~i~ l2x  3~f"6^4 — 6 ,

4 a' i + 4 x 2—  4 х з+ З х 4 =  0,

2x i+ 2^2+  8x3—3x4= 1.
Составим матрицу из коэффициентов при неизвестных и свобод­

ных членов, преобразуем ее:

"1 1 4 3 2 ~ “ 1 1 4 3 2 '
1 —1 12 6 6 0 —2 8 3 4
4 4 —4 3 0 0 0 —20 —9 —8
2 2 8 —3 1 0 0 0 —9 —3

Вторая матрица получена из первой путем поочередного умно­
жения первой строки на (—1), (—4), (—2) н прибавления соответ­
ственно ко второй, третьей и четвертой строке первой матрицы; вер­
тикальной чертой отделен столбец из свободных членов.

Второй матрице соответствует система уравнений 
Х х  -f- х2 -f- 4х3 -f- 3*4 — 2,

— 2х2 ^^4 ==  ̂>
—20х3 — 9*4 =  — 8,

— 9*4 =  — 3 ,

из которой находим х4 =  -g - ,  20х3 =  8 — 9х4, 20х3 =  5, х3 =

2хг — 8 x3 —|- 3 * 4  4, х% — ~ 2  » =  2 *2  4х3 3 *4 , х±
1

=  2 ‘
Следовательно, исходная система имеет то же решение

_ _ 1 _  _  _1_ _ _ 1 _  _ _ 1 _
Х\ — 2  » х2 — 2 * *3 — 4 * — 3 *

П р и м е р  2. Решить систему уравнений

Xi~\~  Х2~Ь Х $-\-  *4  =  5 ,

2 *1—3*2+ х3— *4  =  0,

5xi+ 4*3+ 2 x4 =12,

3Xi +  4*2 —2х3 +  6х4 =  — 1.

Составим матрицу системы и преобразуем ее:

“ 1 1 1 1 5 " “ 1 1 1 1 5 "
2 —3 1 —1 0 0 —5 —1 —3 —10
5 0 4 2 12 0 - 5 —1 —3 —13
3 4 —2 6 —1 0 1 —5 3 —16

106



"  1 1 1 1 5 ~
0 - 5 — 1 —3 — 10

0 0 0 0 — 3
0 1 - 5 3 —16

Система несовместна, так как последняя матрица содержит стро­
ку, соответствующую уравнению, в котором все коэффициенты при 
неизвестных равны нулю, а свободный член отличен от нуля. 

П р и м е р  3. Решить систему уравнений

Xl~f- Х3— Х4=1,
3x*-(- х2-}~2хз 2^4 = 2,
2xi—4х2—Зхз+ 6 х4 =  7,
7х1+ 5х2+ 6хз—6х4 = 6.

Поскольку 1

“ 1 1 1 —1 1 " “ 1 1 1 — 1 1 “
3 1 2 —2 2 0 —2 —1 1 —1
2 —4 — 3 6 7 0 —6 —5 8 5
7 5 6 —6 6 0 —2 —1 1 —! _

“  1 1 1 — 1 Г
0 —2 — 1 1 — 1

0 0 —2 5 8

0 0 0 0 0

то данная система сводится к системе трех уравнений:

Х 1 ~t~ Х2 “Ь  Х3 —  х 4 —  1 >

2 х2 +  х3 — х4 =  1,
2х3 — 5х4 =  — 8,

5 3 5 3откуда х3 =  — х4 — 4, 2х2=  1 — х3 - f  х4 =  5 ---- х 4, х2 =  _ — — х4,

I 5 3 \  / 5 \  5 3
* 1 — 1 — хг— х 3 +  х 4 —  1 —  I 2 —  ^  * 4 I —  I 2 xt  —  41 - } -  дс4 =  g  —  4 xi-

Следовательно, исходная система также имеет решение

5 3 5 3 5
xi --2 ~ ~ ~ 4 ~ х*’ *2 ------- 2 ~ ~ ~ 4 ~ Х*’ Х3 -----

где х4 может принимать любые действительные значения.



§ 4.4. Исследование систем линейных 
уравнений

К ак уже отмечалось, метод Гаусса применим к любой 
системе линейных уравнений. Этот метод позволяет вы ­
яснить, совместна ли данная система; с его помощью на­
ходятся все решения совместной линейной системы.

Исследование систем линейных уравнений можно осу­
щ ествлять с помощью других методов, основанных на тео­
ремах, которые приводятся здесь без доказательств.

Пусть дан а система т  уравнений с п неизвестными
• • • j Хп.

«11*1 +  «12*2 +  • ■ + а 1пх п = Ь 1,

«21*1 +  «22*2 +  • ■ +  а2ПХп — &2>
(4.24)

ат 1 х 1  +  ат  2Х 2 +  • • Ч-  ат п х п ~  Ьщ'

Рассмотрим основную матрицу А этой системы и ее р ас­
ширенную матрицу Л:

«11 «12 • • « 1л

С4ы 

1_______

• «1Л ^1

А = «21 «22 • «2Л , А = «21 «22 • «2Л Ь2

_ « m l  « m 2  • • « ш л _ _ «ял « m 2 • ■ ат п  Ь т

Теорема 4.2 (Кронекер.а— Капелли). Д л я  совместно­
сти системы (4.24) необходимо и достаточно, чтобы ранг 
ее матрицы был равен рангу расширенной матрицы.

Теорема 4.3. Если ранг матрицы совместной системы 
равен числу неизвестных, то система имеет единственное 
решение.

Теорема 4.4. Если ранг матрицы совместной системы 
меньше числа неизвестных, то множество ее решений 
является бесконечным.

Базисны м минором матрицы назы вается отличный от 
нуля ее минор, порядок которого равен рангу этой матри­
цы. Базисны ми неизвестными совместной системы, ранг 
матрицы которой равен г, назовем г неизвестных, коэф ­
фициенты при которых образую т базисный минор. 
Остальные неизвестные назовем свободными.

И з теорем следует, что решение системы линейных 
уравнений можно проводить следующим образом.

1. Н аходят ранг г матрицы А системы и ранг г рас­
ширенной матрицы Л. Если г ф г ,  то система несовместна.
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2. Если r = r ,  то выделяю т базисный минор и базисные 
неизвестные. Исходную систему уравнений зам еняю т 
эквивалентной ей системой, состоящей из тех г уравне­
ний, в которые вошли элементы базисного минора.

Отметим, что в случае, когда число базисных неизве­
стных равно числу неизвестных системы, система имеет 
единственное решение, которое можно найти по форму­
лам  К рамера. Если число базисных неизвестных меньше 
числа всех неизвестных, то из соответствующей системы 
находят выражения базисных неизвестных через свобод­
ные, используя, например, формулы К рамера. П ридавая 
свободным неизвестным произвольные значения, полу­
чают бесконечное множество решений исходной си­
стемы.

П р и м е р .  Решить систему уравнений

Х\— 3xz~{~ 2хз =  1,

2xi+  х2—4х3=5, 

5xi—8x2+2xs=8.
Поскольку

А =
1 —3 2 ' ]  --3 2 1 Г * —3 2
2 1 —4 0 7 —8 ° 7 —8
5 —8 2 0 7 —8 J Lo 0 0

'  1 —3 2 I Г - 3 2 1 '
А = 2 1 —4 5

м
0 7 —8 3

5 —8 2 8 0 7 —8 3

1 —3 2 1
О 7 —8 3 
0 0 0 0

, г = 2 , г = г,

то система совместна. В матрице А минор

г =  2 ;

отличен от нуля,
1 - 3
2 1

ему соответствует система уравнений хг — Зд?2 =  1 — 2х3, 2xt +  х2 =  
=  5 -J- 4х3, в которой Х\ , х2— базисные неизвестные, х3 — свободная 
неизвестная. Решая эту систему по формулам Крамера, находим

10*3+  16
■Ч —  у  , Х 2 — у  ,

где х3 может принимать любые действительные значения.

8лг3 +  3

109



Г л а в a 5

В Е К Т О РЫ

Некоторые физические величины (например, температура, масса, 
работа) могут быть охарактеризованы одним числом, которое выра­
жает отношение этой величины к соответствующей единице измере­
ния; такие величины называются скалярными. Другие величины (на­
пример, сила, перемещение точки, скорость, ускорение) характеризу­
ются числом и направлением, эти величины называются векторными. 
Для геометрического изображения физических векторных величин 
служат векторы.

§ 5 .1 . Основные понятия

Вектором назы вается направленный отрезок. Н а ри­
сунке направление вектора обычно обозначаю т стрелкой 
(рис. 5.1). Если начало вектора находится в точке А, ко­
н е ц — в точке В,  то вектор обозначается символом А В
или АВ.  Н ачало вектора назы ваю т такж е точкой его при­
ложения. Вектор иногда обозначается одной строчной 
буквой жирного ш рифта а, b и т. д. или такой же буквой 
светлого ш рифта с черточкой наверху а, Б и т. д.

М одулем  вектора а назы вается его длина, он обозна­
чается через | а |  или просто а. М одуль вектора — скал яр ­
ная неотрицательная величина.

А______J

С D_________  

М ■ N L ' К

Рис. 5.1

Нуль-вектором  (или нулевым вектором) называется 
вектор, начало и конец которого совпадаю т, обозначает­
ся символом 0. М одуль нуль-вектора равен нулю, а н а­
правление не определено.

Единичным  вектором назы вается вектор, длина кото­
рого равна единице.

Векторы, леж ащ ие на параллельны х прямых (или на 
одной прямой), называю тся коллинеарны ми  (на рис. 5.1 
векторы CD и M N, K L  и M N, CD  и KL) .
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Коллинеарные векторы, имеющие одинаковые направ­
ления и равные длины, назы ваю тся равными.  Н а рис. 5 .2 ,а 
изображ ен параллелограм м  A B C D ,  где векторы В С  и AD  
равны. Т ак как векторы А В  и CD  имеют противополож- 
ные направления, то А В ф С О ,  хотя \ AB \  = \ CD\ .  О тме­
тим, что О Ш ф О М 2, где M i и М 2 — две различные точки

В С

и
A D

а $

Рис. 5.2

окружности радиуса R  с центром в точке О (рис. 5 .2 ,6 ), 
поскольку векторы QMi и ОМ 2 имеют разные направ­
ления.

Векторы, противоположно направленные и имеющие 
равные длины, называю тся противоположными (векторы 
А В  и CD на рис. 5.2, а).  Вектор, противоположный век­
тору а, обозначается через —а.

Векторы, леж ащ ие в параллельны х плоскостях (или 
в одной плоскости), назы ваю тся компланарными.

Из определения равенства векторов следует, что кат­
ков бы ни был вектор а  и точка Л, всегда можно постро­
ить единственный вектор Л В с началом в точке Л, равный 
вектору а, т. е. ЛВ =  а, или, как  говорят, перенести век­
тор а  в точку Л. Вектор, точка приложения которого мо­
ж ет быть выбрана произвольно, назы вается свободным.

В дальнейшем преимущественно будем рассматривать 
свободные векторы.

З а м е ч а н и е .  Иногда свобода перемещения вектора ограничи­
вается. Если точка приложения вектора строго фиксирована, то 

~вектор называется связанным. Примером связанного вектора может 
служить радиус-вектор точки М (см. § 5.5). Если задана прямая, на 
которой должен быть расположен вектор, то он называется сколь­
зящим. Примером такого вектора является вектор угловой скорости 
при вращательном движении, который располагается на оси вра­
щения.
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§ 5.2. Линейные операции над векторами

Л инейны м и операциями  над векторами называю тся 
сложение, вычитание и умножение вектора на число.

Суммой  двух векторов а и b назы вается третий вектор 
с, начало которого совпадает с началом вектора а, а ко­
нец — с концом вектора b при условии, что вектор b от­
ложен из конца вектора а  (рис. 5 .3 ,а ) . Вектор с получа­
ется по правилу треугольника (рис. 5.3, а) или по прави­
лу параллелограм м а (рис. 5.3, б) .

Рис. 5.3

Аналогично определяется сумма трех и более векто­
ров. Суммой п  векторов аь . ■., а п назы вается вектор, 
начало которого совпадает с началом первого вектора ai, 
конец — с концом последнего а п при условии, что к а ж ­
дый последующий вектор а*+1 отлож ен из конца преды ­
дущего as ( k =  1, 2, . . . ,  п).  У казанны й способ построения 
суммы назы вается правилом замыкаю щ ей. Н а рис. 5.4 
изображ ена сумма трех векторов а, Ь, с. Очевидно, сум­
ма векторов обладает свойством переместительности 
(коммутативности )

a + b = b + a ,  (5.1)

так  как  О В = О А + А В = а + Ь  и ОВ = О В'-\-В 'В  = Ъ-\-ъ. 
(см. рис. 5.3, б ) , и свойством сочетательности (ассоциа­
тивности)

( a + b ) + c ==a + ( b - |- c ) ,  (5.2)

поскольку ОС  =  ОВ-\-ВС = J f iA - \ - A B )^ r B C  = ( a + b ) + c  
и О С =  О Л +  Л С = О Л + ( Л В  +  В С ) =  а +  ( Ь + ,с )  (см. 
рис. 5.4).

При определении суммы не предполагалось, что векто­
ры являю тся компланарными. Сумма трех неком планар­
ных векторов а, Ь, с, наряду с правилом замыкаю щ ей, по­
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лучается и по правилу  параллелепипеда : сумма а + Ь + с  
равна вектору OD, где OD — диагональ параллелепипеда, 
построенного на векторах ОА =  а, ОВ = Ъ, О С = с, отло­
женных из одной точки О (рис. 5 .5 ).

Из определения суммы следует, что

а + 0  =  а, (5.3)

т. е. нуль-вектор при сложении векторов играет ту же 
роль, что-и число 0 при сложении чисел,

а + ( —а) = 0, (5.4)

т. е. сумма противоположных векторов равна нуль-век- 
тору.

Рис. 5.5

Разностью а —b двух векторов а и b назы вается такой 
вектор d, который в сумме с вектором b дает вектор а:

a —b =  d, если b + d  =  a. (5.5)

Чтобы получить разность а —b двух векторов а и Ь, необ­
ходимо отложить их из одной точки и соединить конец 
второго вектора с концом первого (рис. 5.6, а) .

Отметим, что
а —Ь =  а + ( —Ь), (5.6)

т. е. разность а —b равна сумме двух векторов а и 
(—Ь), где (—Ь) — вектор, противоположный вектору b 
(рис. 5.6, б).

Векторы-диагонали параллелограм м а О А В С  (рис. 
5 .6 ,в ), построенного на векторах ОА =  а, ОВ = Ъ, являю т­
ся соответственно суммой и разностью  этих векторов.

Произведением  вектора а на число а  назы вается нр- 
вый вектор

Ь = а а , (5.7)
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a 5
Рис. 5.6

в

удовлетворяю щ ий условиям: 1 ) |b |  =  | a |  {a {; 2 ) b и a 
одинаково направлены при а > 0 ; 3) b и а имеют проти­
воположные направления при а < 0  (на рис. 5 .7, а изо­
браж ены  векторы а, —2а, 3,5 а); очевидно, Ь =  0, если 
а  =  0 или а =  0 .

S

Рис. 5,7

Произведение вектора на число обладает следующи­
ми свойствами:

а (р а )  =  (а р )а ;  (5.8)
a ( a + b )  = a a + a b ;  (5.9)
( а + Р ) а  =  а а + |З а . (5.10)

Д окаж ем  эти свойства. Векторы а (Р а )  и (а р )а  име­
ют равны е длины, так  как

|а ( р а ) |  =  | а |  | pa I =  ] сс | |р | | а | ,
[ ( а р ) а [  =  |а р |  | а |  =  [а [  |р |  | а | ,

и одинаковые направления, поскольку эти направления 
совпадаю т с направлением вектора а при сф > 0  и проти­
воположны ему при а р < 0, следовательно, а (р а )  =  
=  (ар ) а, т. е. выполнено равенство (5.8).
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Если а > 0 ,  то равенство (5.9) следует из подобия тре- 
угольников ОАВ и OAiBj (рис. 5 .7 ,6 ), где ОА =  а, АВ =  Ь, 
O A i =  оса, OBi =  a b ,  когда векторы а  и b не коллинеар­
ны, или треугольников SOB, SOiBi (рис. 5.7, в ), где 
SOi = aSO, ОА = а, АВ = Ь, когда а  и b коллинеарны. 
Случай а < 0  рассматривается аналогично. При «  =  0 р а ­
венство (5.9) очевидно.

Предположим, что « р > 0 .  Очевидно, векторы, стоящие 
в обеих частях равенства (5.10), имеют одинаковые н а­
правления. Поскольку | с и а + Р а |  =  |сиа| +  | р а |  =  | « I  1а 1 +  
+ IPI 1а1 = (М  +  | Р | ) а =  |« + Р |  |а |  = | ( а + р ) а | ,  то они 
'.меют такж е и равные длины. Следовательно, ( а + р ) а  =
— а а + р а .

Если а р < 0  и, например, | р | > | с с | ,  то a + р  и (—а )  
имеют одинаковые знаки; на основании доказанного 
( а + р ) а +  (— а ) а =  ( a + р — а ) а  =  ра, ( а + р ) а  =  а а + р а . ■

С помощью метода математической индукции можно 
доказать следующие равенства:

a ( a i - f a 2- f  . . .  - f a „ )  =  cca1- f  a a 2- f  . . .  - f a a „ ;  (5.11) 

(cci-j-oc2-f- . .  . “f-ocn)а== ocai-{-oca2-f- . . .  -|-ocan. (5.12)

Д окаж ем , например, равенство (5.11). Д ля п = 2 оно 
доказано (равенство (5 .9 )). Пусть оно верно для п — 1 
слагаемы х ( п > 1 ), тогда оно будет верным и для п  сл а­
гаемых, ибо

сс [ai+"a2+  . . .  + a n- i + a n] =

=  а  [ ( a i - f  а г +  . .  . -f-an—i) -f-an] =

=  a ( a i + a 2+  . . .  - j-an- i )  -j-ccan =

=  ocai-j-oca2-j“ . . .  -j-ocan_i-{-ocan .

§ 5.3. Условие коллинеарности двух векторов 
3L

С делаем предварительное замечание. Если а — неко­
торый ненулевой вектор а и а».— единичный вектор то­
го ж е направления (рис. 5 .8), то из определения произ­
ведения вектора на число следует равенство

а = | а | а 0. (5.13)
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У множая обе части этого равенства на число а  — 
=  (|а| ф  0), получаем

»о =  -jif а » или ао =  -щ- (5-14)

а

<*

Рис. 5.8

Д окаж ем , что необходимое и достаточное условие 
коллинеарности двух векторов а  и b вы раж ается равен­
ством

Ь =  оса. (5.15)

Действительно, если выполнено равенство (5.15), то век­
торы b и а коллинеарны, что следует из определения 
произведения вектора на число. Обратно, если Ь и а кол­
линеарны, то единичные векторы а0 и Ьо одинаково на­
правлены (рис. 5.8, а) или имеют противоположные н а­
правления (рис. 5.8 ,6),  т. е.

а0 =  Ь0 или а0= —Ьо. (5.16)

П ринимая во внимание формулу (5.14), последние 
равенства можно записать так:

а b а _  b
Й Г  “" Ж  ИЛИ М  |Ь| ‘

Из этих равенств следует, что Ь =  а или b =
1Ы и  |Ь| |Ъ|=  — -Lj- а, т. е. b =  аа, где а  =  -ĵ j- или а  =  —

§ 5.4. Проекция вектора на ось
3> __

В пространстве заданы  вектор А В  и ось п  (рис. 5.9). 
Пусть Ai  — проекция точки А на ось п, В\ — проекция 
точки В,  т. е. основания перпендикуляров, опущенных из 
данных точек на эту ось.
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П роекцией  *) вектора на ось п  назы вается вели чи н а2) 
направленного отрезка (вектора) Л ^  оси п. Проекция
вектора А В  на ось п  обозначается через пр„ЛВ, т. е.

A i B i ^ n p n M . (5Л7)
Очевидно,

п р„Л £ =  \ АВ \  cosqj, (5Л8)

где ф — угол между вектором А В  и осью п.

Рис. 5.10

И з равенства (5Л8) следует, что если а = Ь , то

пр„а =  пр„Ь, (5.19)

т. е. равные векторы имеют равные проекции (на одну 
и ту ж е о с ь ) .

Проекция вектора на ось обладает следующими свой­
ствами:

прп (а + Ь )  =  п р „а+ п р „Ь ; (5.20)
п р „ (а а )  =  ап р„а . (5.21)

Пусть ЛВ =  а, ВС = Ъ, ЛС =  а + Ь , А и Ви Ci — про­
екции точек Л, В, С на ось п  (рис. 5.10). Запиш ем основ­
ное тождество (см. § 1.1) для трех точек А и Ви С i оси п : 
AiBi-\-B iC i = AiCu

Д алее, по определению Л 1В1 =  прпа, BiCi =  npnb, А С =  
=  п р „ (а + Ь ) .  Подставив три последних равенства в пре-

*> Эту проекцию иногда называют алгебраической, в отличие от 
геометрической проекции — вектора A iB t. В дальнейшем, если это 
не оговорено особо, будем рассматривать алгебраические проекции. 

. *> См. § 1.1.
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дыдущее, получим равенство (5.20). Равенство (5.21) сле­
дует из подобия треугольников O A A it O B B i (рис. 5.11). 
С помощью метода математической индукции можно до­
казать, что

npn ( a i+ a 2+  • • • ”Ьа п) —
=  npna i+ n p na2+  . . .  + п р „ а „ . • (5.22)

В

S
Рис. 5.11

Это доказательство предоставляется читателю. 
Если

ai, &2) ■ • ■ 1 Зп (5.23)

— произвольная конечная система векторов, « 1, а%, . . .  
. . . ,  а п — произвольная система действительных чисел, 
то вектор

a =  a i a i + a a 2+ • • • + “ nan (5.24)

назы вается линейной комбинацией  векторов системы 
(5.23).

И з равенств (5.21) и (5.22) следует:

npn ( a i a i + a 2a2+  . . .  + a na n) =  

a in p „ a i+ a 2np„a2+  • ■ • -Ь а пПрпа Г1. (5.25)

§ 5.5. Декартовы прямоугольные координаты 
вектора в пространстве. Длина вектора.

Ц Направляющие косинусы вектора

Рассмотрим в пространстве декартову прямоуголь­
ную систему координат. Радиусом-вектором  точки М  н а­
зы вается вектор

г =  ОМ, (5.26)

точка приложения которого совпадает с началом коорди­
нат, а конец находится в точке М  (рис. 5.12).
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Декартовыми прямоугольными координатами X, Y, Z  
вектора г называю тся его проекции на координатные оси

^  =  пржг, Y = пр„г, Z =  npzr. (5.27)

К аж дая из записей

г (X, Y, Z ) ,  г — {X, Y, Z},  г = (X, Y, Z)  (5.28)

означает, что вектор г имеет координаты X, Y, Z.
Если х, у, z  — декартовы  прямоугольные координаты 

точки М,  то
Х  = х, Y —y, Z = z ,  (5.29)

т. е. координаты радиуса-вектора ОМ  равны координатам 
точки (это следует из определения координат вектора г и 
координат точки М).

Введем в рассмотрение единичные векторы i, j, к ко­
ординатных осей (их назы ваю т ортами) и векторы

Ш  =  Х\ ,  ОВ =  Yj ,  ОС =  Zk, (5.30)

где А,  В, С — вершины прямоугольного параллелепипеда, 
для которого ОМ  является диагональю  (А, В, С — про­
екции точки М  на координатные оси, О А = Х ,  O B — Y,
O C = Z  — проекции вектора ОМ  на координатные оси). 
По определению суммы ОМ = ОА-\-ОВ-\-ОС,  поэтому

r = X i  +  Y ]+ Zk .  (5.31)

Ф ормула (5.31) вы раж ает р а з ­
ложение вектора г по базисным  
векторам i, j, к. Векторы, стоящие 
в правой части формулы (5.31), 
называю тся составляющими,  или 
компонентами,  вектора г.

Н а основании теоремы о квад ­
рате диагонали прямоугольного 
параллелепипеда получаем фор­
мулу, выражаю щ ую  длину векто­
ра (5.28) (или (5.31)) через его 
координаты:

|rf =  V X 2 + Y 2 + Z 2. (5.32)

И з равенства (5.19) следует, что равные векторы 
имеют равные координаты, поэтому координаты вектора 
не зависят от его точки приложения.
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Координатами любого вектора н азы вается  его прб- 
екции на координатные оси.

Н аправляю щ ими косинусами вектора называю тся 
косинусы углов ос, р, у, образуемых им с координатными 
осями.

П ринимая во внимание формулу (5.18), для вектора 
(5.28) получаем

Х =  | г | cos ос, У =  ] г | cos р, Z =  | г | cos у.  (5.33)

И з равенств (5.32) и (5.33) находим формулы для н а­
правляю щ их косинусов вектора г: х

X  Уcos а  =  — -г~. ___ ■, cos р
Y  х 2 +  Y 2 +  Z 2 ' у х 2 +  Y 2 +  Z2 ’

cos у =  —  Z ------- - (5.34)
V x *  +  Y* +  Za

Возводя в квадрат обе части каж дого равенства
(5.34) и почленно склады вая, имеем

cos2 oc+cos2 p + c o s 2 y = 1 ;  .(5.35)

следовательно, сумма квадратов направляю щ их коси­
нусов вектора равна единице.

Из формул (5.33) следует, что координаты единично­
го вектора е равны его направляю щ им косинусам, т. е.

е =  (cos ос, cos р,  c o s y ) .  (5.36)
I

П р и м е р .  Дан вектор а = (1 , —2, 2). Найти его длину и еди­
ничный вектор а 0 направления вектора а.

По формуле (5.32) находим длину вектора a: \ a \= Y  12+ ( —2)2+ 2 2 =
=  3, а по формулам (5.34) — его направляющие косинусы: co sa  =  

1 2 2 / 1 2 2 '
=  -g - , cosp =  — -g - , cos v =  - 3 - ,  ао = ( " з _ . 3 * 3

§ 5.6. Переход от векторных соотношений 
к координатным

При рассмотрении некоторых вопросов теории и ре­
шении практических задач  часто бывает необходимым 
переход от векторных соотношений к координатным. Если 
даны  векторы (т. е. известны их координаты) и указаны  
определенные соотношения между ними, то они равно­
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сильны аналогичным числовым соотношениям между ко­
ординатами. Приведем простейшие примеры.

Координаты произведения вектора на число. Пусть 
дан вектор а = ( Х ,  У, Z) и число а=й=0. Найти координа­
ты вектора Ь =  оса.

Н а основании определений (см. (5.7), (5 .27)) и 
свойств проекций (см. (5.21)) заклю чаем, что искомые 
координаты Х 2, У2, Z2 вектора b вы раж аю тся формулами

так  как Х2= п р жЬ =  прж(а а )  = а п р жа =  аХ 1, У2= п р г/Ь, Z2 =  
=  пр2Ь.

Равенства (5.37) вы раж аю т необходимое и достаточ­
ное условие коллинеарности двух векторов: а = ( Х ь У1; 
Z j), Ь =  (Х2, У2, Z2). Если ни одно из чисел X lt Yi, Zi не 
равно нулю, то эти равенства можно записать так:

Координаты вектора, заданного двумя точками. Н а­
чало вектора AfiAf2 находится в точке Afi(*i, у  и Zi)> ко­
н е ц — в точке М2(л:2, г/2, z2). Н айдем выражения для его 
координат через координаты точек Mi и М 2.

Введем в рассмотрение радиусы-верторы точек M i и 
Мг, т. е. п  —OMi, г2= О М 2 (рис. 5.13). Очевидно, M iM 2=  
=  г2—гь В силу равенств (5.29) r i= ( * i ,  уи z i ) ,  г2=

Х 2 — aXi ,  У2 =  осУ1, Z2==aZi, (5.37)

z

И так, векторы коллинеарны
тогда и только тогда, когда М;
пропорциональны их одноимен­
ные координаты.

Координаты суммы (разно­
сти) двух векторов. Пусть д а ­
ны два вектора а =  (Xi, Уi, Z i), 
Ь = ( Х 2, У2, Z2). Н а основании 
формул (5.20) и (5.27) полу­
чаем координаты X, У, Z векто­
ра суммы а+Ь :

Рис. 5.13

У

Х = Х 1+ Х 2, У = У 1+ У 2, Z = Z i + Z 2. (5.39)

Т ак как а—Ь =  а + ( —Ь), то

X ' = X i - X 2, Y '=Yi—У2, Z '= Z i—Z2, (5.40)

где X' , Y', Z ’ — координаты разности a —b.
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=  (*2, г/2. z2). С помощью формул (5.40) получаем коор­
динаты  X,  У, Z вектора M iM 2

Х = х 2— х и Y = y 2— y u Z = z z — Zi. (5.41)

С ледовательно, чтобы получить координаты вектора, 
необходимо из координат его конца вычесть соответст­
вующие координаты начала.

Координату линейной комбинации векторов. Заданы  п  
векторов a ^ f X i ,  Yu Z t}, а2 = { Х 2, У2, Z2}, а„ =  
=  (Хп, Yп, Z n} и их линейная комбинация

а =  а 1а 1+ а 2а2+  . . . -j-К иап- (5.42)

П ринимая во внимание формулы (5.25) и (5.27), з а ­
ключаем, что координаты вектора (5.42) определяются 
ф ормулами

X  =  И]Хх +  d2X 2 -f- ... -f- anX n;

У — a i ^ i  ~Ь cc2K2 ~Ь ••• +  anYn> (5.43)
Z =  a]ZX -f- a 2Z2 -f- ... -f- a nZ n.

Деление отрезка в данном отношении. Д аны  две точ­
ки в пространстве M i ( x u y lt Zi), М 2 (х2, у2, z2).  Н айти 
координаты точки М,  делящ ей отрезок МуМ2 в отноше­
нии К.

По определению (см. § 1.3) =  Я, где М гМ  и

М М 2— величины направленных отрезков М ХМ, М М 2 оси, 
проходящей через точки Mi  и М 2, поэтому М гМ  =  ХММ2.

Введем в рассмотрение р ад иусы-векторы точек М и 
М, М 2, т. е. векторы и  = ОМи  г = ОМ, г2= О М 2 (рис. 5.13). 
Поскольку Ti-\-MiM = r и M iM  = h M M 2, М М 2 = г2—г, т. е. 
Ш Й = М г 2- г ) ,  то r i+ J i ( r 2—г) = г ;  ( 1 +-Х )г=Г!+Я г2, от­
куда

г = т т х < г> г = - т т г -  . (5 -44>
Т ак как  координаты линейной комбинации векторов 

равны таким же линейным комбинациям их координат 
(см. формулы (5 .43)), то

Хх +  \ х 2 У1 - \ -к у 2 2Х -f  %Z2
х = — р г >  ^ -  “ Г +  зГ -  2 - -Т + 1 Г *

где х, у, z  ■— координаты точки М  (и координаты ее р а ­
диуса-вектора г).
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В частности, координаты середины отрезка определя­
ются формулами

Уг УгX = Xi
У г 1 ~ Ь  г 2 (5.46)

Преобразование де­
картовых прямоугольных 
координат при параллель­
ном переносе. Рассмотрим 
две декартовы  прямо­
угольные системы коор­
динат с одним и тем ж е 
масш табным отрезком и 
одинаковыми направле­
ниями одноименных коор­
динатных осей (рис. 5.14).
Н ачало  новой системы н а­
ходится в точке Oi(a,b ,c) .
Пусть -М — произвольная 
точка пространства; (х , у,
z) — ее координаты в старой системе, (X, Y, Z ) 
вой; г = ОМ, ri = OiM — ее радиусы-векторы.

Посколькуj r = O O i+ r i ,  или r = r i+ O O i ,  и г = ( х ,  у, z ) ,  
14=  (X , Y, Z ), O O j=  (а, b, с),  то

в но-

Очевидно,
х= Х -\ -а ,  y= Y - \ -b ,  z=Z-\ - c .  

Х = х — а, Y = y ~ b ,  Z  = z —с.

(5.47)

(5.48)

§ 5.7. Скалярное произведение 
^  двух векторов

Скалярным произведением  двух векторов а и b назы ­
вается число, равное произведению их длин на косинус 
угла между ними. Если обозначить скалярное произве­
дение через ab, то

a b = | a |  | b | c o s ф. (5.49)

Т ак как |b | cos<p =  n p ab и |а | cos<p=npba (рис. 5.15), то 
равенство (5.49) можно представить в виде

a b = | a |n p ab (5.50)

а Ь = |Ь |п р ьа. (5.51)
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Понятие скалярного произведения происходит из ме­
ханики. Если вектор а  и зображ ает силу, точка прилож е­
ния которой перемещается из начала в конец вектора Ь, 
то рабвта w  указанной силы определяется равенством 
w = l а | |b |  c o s ф.

Скалярным квадратом вектора а  назы вается скаляр­
ное произведение вектора а  на себя:

а2 =  а а = | а |  | а | cos 0° =  | а | 2, а2= | а | 2. (5.52)

И так, скалярный квадрат вектора равен квадрату его 
длины, поэтому а 2, > 0 ,  когда | а |= ^ 0 ,  а 2= 0 ,  когда | а | = 0 .

П усть векторы а  и b перпендикулярны, т. е. ф =  90°, 
тогда cos ф =  0 и

ab =  0. (5.53)

В Обратно, если выполнено
равенство (5.53), то ф=90°, 
когда а  и b — ненулевые век­
торы, т. е. a_Lb. Если один 
из векторов нулевой, то его 
можно считать перпендику­
лярным другому (так как 
нулевой вектор не имеет 

Р и с. 5.15 определенного направле­
ния).

С калярное произведение обладает свойствами:
1 ) переместительности (коммутативности)

ab =  ba; (5.54)

2 ) сочетательности (ассоциативности) относительно 
числового множителя

( a a )b  =  ceab; (5.55)

3) распределительности (дистрибутивности) относи­
тельно суммы векторов

a ( b + c )  = a b + a c .  (5.56)

Д окаж ем  справедливость формул (5.54) — (5.56). Ф ор­
мула (5.54) следует из (5.49). П рименяя формулы (5.51) 
и (5.21), получаем (5.55):

( а а ) Ь =  | Ь | п р ь ( а а )  =  | Ь | а п р ь а  =

=  a |b |n p b a =  a ( a b )  = a a b .
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Аналогично доказы вается формула (5.56), при этом 
используются формулы (5.50) и (5.20):

а (Ь + с ) =  | а  | пра (Ь + с )  =  | а | (пр аЬ + п р ас) =

=  |а |п р аЬ + |а |п р ас - а Ь + а с .

И з формул (5.54) и (5.55) следует, что ■

(a a )(p b ) =  (a p )(a b ). (5.57)

Действительно,
(а а )  (pb) =  a  (a (p b )) =  а  ( (pb) а) =  а  (р (b a ) ) =

=  a p (b a )  = a p ( a b ) .

Д оказанны е свойства даю т возможность при скал яр ­
ном умножении векторных многочленов выполнять дейст­
вия почленно. Н апример, (За — 4b) (5 c+ 2 d ) =  15ас — 
— 20b c + 6ad —8bd.

Вопрос о выражении скалярного произведения в ко­
ординатах реш ает следую щ ая теорема.

Теорема 5.1. С калярное произведение двух векторов
а =  (Хи Yu Z i), b =  (Ха, У2> Z2) (5.58)

вы раж ается формулой
ab =  X1X2+ y 1y2+ Z 1Z2. (5.59)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С помощью формул (5.52) и 
(5.53) получаем «таблицу скалярного умножения» базис­
ных векторов:

\* =  1 , ij =  0 , ik =  0 ; )
| i  =  0, j 2 = l ,  j k  =  0; (5.60)

k i  =  0 ,  k j  =  0 ,  k 2 =  1 .  J
Воспользуемся разлож ениям и векторов а  и b по б а­

зисным векторам (см. (5 .31)):
a = X i i + y j + Z i k ;  b =  Хг*-4—,У2j —f-^гк.

П ринимая во внимание формулы (5.54) — (5.57) и таб ­
лицу (5.60), находим

a b =  (X ii+ K ii+ Z tк) (X2i + y 2j + Z 2k) =
=  XiX2i2+ X t Уг1 j + X 1Z2i k +  y tX2j i + y t y2j j + .

+  y ^ jk + Z iX a k i+ Z i  y2kj +_ZiZ2k*= 
= x 1x 2+ y 1 y2+ z 1z 2l
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что и требовалось доказать. И так, скалярное произведе­
ние двух векторов равно сумме произведений одноимен­
ных координат.

За ме ч а н ие .  Если Ь =  а, формула (5.59) принимает вид 
аа —  X f  +  Kj +  Z j . Поскольку аа =  а2 =  |а|2, то

|а|* =  X* +  Y f  +  Z \ .  И  =  V x f + y f T z l -  (5 6 1 >
Мы получили формулу (5.32) другим путем. Читателю предла­

гается получить самостоятельно формулу для расстояния между точ­
ками M i (Xi, у i, Zi) и М2(х2, (/2, 2г)

р ( М и  Щ  --= У  (х£—  х\)2 -f  (г/2 —  ( л ) 2 +  (г2 —  г ,)2.

С л е д с т в и е  1. Косинус угла между векторами 
(5.58) определяется формулой

cos ф =  — ------+  ^  +  --------- . (5 62)
Vx* + Y* + Z*Vx* + Yl + Z*

Ф ормула (5.62) следует из формул (5.49), (5.59) и (5.61).
С л е д с т в и е  2. Необходимое и достаточное условие 

перпендикулярности двух векторов (5.58) вы раж ается р а ­
венством

X i X z + Y J z + Z ^ O .  (5.63)

Формула (5.63) следует из формул (5.53) и (5.59).
С л е д с т в и е  3. Если ось п  образует с координатны­

ми осями углы а ,  р, у  соответственно, то проекция век­
тора s =  (X, Y, Z) на эту ось определяется равенством

npns =  X cos а + У  cos j i+ Z  cos у. (5.64)

Действительно, если е — единичный вектор оси п, то 
с помощью формулы (5.50) находим

e s =  |e |n p es =  1 •npns =  npns, npns = e s .

П риняв во внимание формулы (5.36) и (5.59), из послед­
него равенства получим формулу (5.64).

П р и ме р .  Даиы векторы а = (7 , 2, — 8), Ь=(11, — 8, —7). Най­
ти угол между ними.

По формуле (5.62) получаем
7 .Ц  + 2 ( - 8 )  +  ( - 8 )  ( - 7 )



§ 5.8. Правые и левые тройки векторов. 
Правые и левые системы координат

Три некомпланарных вектора ОА =  а, ОВ = Ъ, ОС =  с, 
взяты х в указанном порядке (а — первый вектор, b — 
второй, с — третий) и приложенных в одной точке 
(рис. 5.16, а, Ь),  называю т тройкой векторов а, Ь, с. Будем 
смотреть с конца вектора с на плоскость, определяемую 
векторами а и Ь. Если кратчайш ий поворот от вектора 
а к вектору b соверш ается против часовой стрелки, то 
тройка векторов а, Ь, с назы вается п р а в о й (рис. 5.16,а ) ,

если указанны й поворот соверш ается по часовой стрелке, 
тройка а, Ь, с назы вается левой  (рис. 5.16, Ь).

Д ве тройки, обе правые или обе левые, называю тся 
тройками одной ориентации; если одна тройка является 
правой, а другая — левой, они называю тся тройками раз­
личной ориентации.  При круговой перестановке векторов 
(первый заменяется вторым, второй — третьим, третий — 
первым), схематически изображенной на рис. 5.16, в, ори­
ентация тройки не меняется (см. рис. 5.16, а, б) .

Если поменять местами два вектора, то ориентация 
тройки меняется, например, если а, Ь, с — правая тройка 
(см. рис. 5.16, а),  то тройка Ь, а, с (тех же векторов, в зя ­
тых в данном порядке) будет левой.

Следовательно, если даны три некомпланарных векто­
ра а, b и с, то они образую т шесть троек, из которых 
тройки а, Ь, с, Ь, с, а, с, а, b являю тся тройками одной

*> В случае правой тройки а, Ь, с векторы а, Ь, с располагаются
• так, как большой, указательный и средний пальцы правой руки; если 

тройка а, Ь, с является левой, то векторы а, Ь, с располагаются так, 
как указанные пальцы левой руки.

О

5

Рис. 5.16.

ва
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ориентации, тройки b, а, с, а, с, Ь, с, Ь, а — тройками 
другой ориентации.

Д екартова прямоугольная система координат назы ­
вается правой,  если тройка базисных векторов i, j, к яв л я ­
ется правой; если эта тройка левая, то система координат 
назы вается левой.

В данной книге будем пользоваться правыми систе­
мами координат.

§ч5.9. Векторное произведение двух векторов

Векторным произведением  вектора а на вектор Ь н а­
зы вается третий вектор, обозначаемый символом [а, Ь] 
и удовлетворяю щий следующим условиям:

1 ) |[а, Ь]| =  |а |  | b | sin ф, где ф — угол между вектора­
ми а и Ь;

2) вектор [а, Ь] перпендикулярен каж дому из векто­
ров а и Ь;

3) тройки (a, b, [a, b]) (i, j, к) являю тся тройками од­
ной ориентации.

З а м е ч а н и е ^  Для векторного произведения применяются и 
другие обозначения, например a x b .

З а м е ч а н и е  2. Поскольку будем пользоваться только пра­
выми системами координат, условие 3) можно заменить другим — 
тройка (а, Ь, [а, Ь]) является правой.

П онятие векторного произведения имеет свой источ­
ник в механике. Если вектор b изображ ает силу, прило­
женную в точке М,  а вектор а — ОМ,  то [а, Ь] вы раж ает
момент силы b относительно точки О.

И з условия 1) следует, что модуль векторного про­
изведения [а, Ь] равен  площ ади S параллелограм м а, по­
строенного на векторах а и b (рис. 5.17), т. е.

I [а, Ь] | =  S, (5.65)

поэтому (см. (5.13))

[a, b ]= S e , (5.66)

где е — единичный вектор направления вектора [а, Ь].
П усть векторы а и b коллинеарны, т. е. ф = 0  или 

Ф =я, тогда 8Щ ф =0, | [а, Ь]| =  0; следовательно,

(а, Ь] =  0. (5.67)
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Если выполнено равенство (5.67), то в случае ненуле­
вых векторов s in tp = 0 , откуда ф = 0 , ф = л , т. е. векторы 
а и b коллинеарны. Если один из векторов есть нуль- 
вектор, его можно считать коллинеарным другому век­
тору. И так, равенство (5.67) вы раж ает необходимое и

б
Рис. 5.17 Рис. 5.18

достаточное условие коллинеарности двух векторов 
а и Ь, в частности, для всякого вектора а

[а, а] =  0. (5.68)

Векторное произведение двух векторов обладает свой­
ствами:

1 ) антиперестановочности множителей
[а, Ь ]= [Ь, а]; (5.69)

2 ) сочетательности относительно скалярного множи­
теля

[ (а а ) , b] =  a[b, а]; (5.70)
(a, (pb)] =  p[a, Ы; (5.71)

3) распределительности относительно сложения
[ (а + Ь ) , с ]= [а , с]+0>, с]; (5.72)
[а, (Ь + с )]= (а , Ь]+[а, с]. (5.73)

Равенство (5.69) следует из определения векторного 
произведения.

Д окаж ем  равенство (5.70). Векторы [ (а а ) , Ь] и а[а, Ь] 
имеют одинаковые длины, так  как при а > 0  (рис. 5.18)

|[ (а а ) ,Ь ] | =  |а а |  |Ь | sin  ф =  N  1 а 1 |Ъ | s in  tp,

при а < 0
| [ ( а а ) ,  Ь]| =  | а а | | b | s i n ( n — ф ) =  | а 1 1a | | b | s in  ф.
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Эти векторы такж е одинаково направлены, поскольку 
при а > 0  имеют направление вектора [а, Ь], а прн а < 0— 
направление, противоположное направлению  вектора 
[а, Ь]. Ф ормула (5.71) следует из формул (5.69) и (5.70). 
Действительно,

[а, (рЬ)]-------С(рЬ), а] = —р[Ь, а ]= р [а , Ь].
Равенство (5.72) докаж ем  сначала для случая, когда 

вектор с — единичный, т. е.

t ( a + b ) ,  с0]= [а , со]+[Ь, с0] ( |с 0| =  1). (5.72')

С

( О | л 7

а

Рис. 5.19

П редварителёЬо укаж ем  способ построения векторного 
произведения произвольного вектора а на единичный век­
тор Со. О тложим от фиксированной точки О вектор ОС =  
=  с0 и вектор ОА =  а, через точку О проведем плоскость 
П, перпендикулярную вектору с0 (рис. 5.19). Пусть A t — 
ортогональная проекция точки А на плоскость П. Вектор 
OAi  повернем на угол 90° вокруг точки О в плоскости П 
по часовой стрелке, если смотреть со стороны вектора сб. 
Вектор ОЛг, полученный в результате этого поворота, и 
буДет векторным произведением [а, со]. В самом деле,

п
1) IОЛ21 =  IОЛх I =  |a|cos (~2-----у )  =  |а| sin <р =  |а| |с0| sin ср;

2 ) вектор ОА 2 перпендикулярен каж дому из векторов
а, ср;

3 ) векторы а, с0, ОА2 образую т правую  тройку. 
П роведем построение (рис. 5 .1 9 ,6 ), аналогичное по-
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строению, указанному на рис. 5.19, а. И з точки А  отло­
жим вектор А В  = Ъ, тогда 0 £  =  а + Ь . Пусть А х и Bi  — 
ортогональные проекции точек Л и В на плоскость П. 
Повернув треугольник ОА1В 1 на угол а  =  90° вокруг точ­
ки О в плоскости П, получим треугольник ОА2В 2.
П оскольку ОВ2=ОА2-\-А2В2 и ОВ2= [ ( а + Ь ) ,  Со], ОЛ2=  
= (а , со], Л2В2=[Ь, со], то из этих равенств и следует равен­
ство (5.72 '). Умножив его почленно на |с |  и приняв во 
внимание формулу с =  [с|Со (см. равенство (5 .13)), полу­
чим равенство (5.72). Равенство (5.73) следует из р а ­
венств (5.69) и (5.72): [а, ( Ь + с ) ] = — [(b + с ) ,  а ] = —[Ь, а]— 
—[с, а ]= [а , Ь ]+ [а, с].

Вопрос о выражении векторного произведения через 
координаты перемножаемых векторов реш ает следую щ ая 
теорема.

Теорема 5.2. Векторное произведение [а, Ь] двух век­
торов

а = ( Х ь Уи г , ) , Ь ^ ( Х 2, Y2, Z 2) (5.74)
вы раж ается формулой

[а, Ь] =
У Л Х Л Х г Г г

У^ 2
i — x 2z2 j + х 2у 2 к. (5.75)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из определения векторного 
произведения и равенства (5.68) следует «таблица век­
торного умножения» ортов i, j, к в правой декартовой 
прямоугольной системе координат:

[i, i ] = 0 ,[ i, j ]= k ,[ i ,  k ] = — j;
[j, i ] = — k, [j, j ] = 0 ,[ j , k ]= i;
[k, i ]= j ,  [k, j] =  — i,[k , k] =  0 .

П ринимая во внимание свойства векторного произве­
дения (формулы (5.69) — (5.73)) и указанную  таблицу,
находим

[a, b ]= [(X 1i + F , j + Z 1k ), (* 2i + y 2j + Z 2k)] =

=  ( М - В Д Р ,  j] + ( X i Z 2- Z i X 2)fl, k ]+
+ , ( y 1z 2- z 1y 2) 0, k ] ,

т. e.

[a, b ]=  (Yi/T2—Z iy2) i — (X 1Z2—ZiX2)j +  (X iy2— yiX2)k.
Переходя к определителям второго порядка, из по- 
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следней формулы получаем формулу (5.75). Эту форму­
лу можно выразить через символический определитель 
третьего порядка

i j k
[a, b ] =  X ^ Z ,  . (5.76)

x 2r2z2

З а м е ч а н и е .  Составим матрицу из координат векторов а и Ь: 
( Х х У ^ Л

U* ^2 zj*
Координаты векторного произведения [а, Ь]_ равны минорам вто­

рого порядка этой матрицы, полученным путем* поочередного вычер­
кивания первого, второго и третьего столбцов, причем второй минор 
нужно взять со знаком минус.

С л е д с т в и е  1. П лощ адь параллелограм м а, постро­
енного на векторах (5.74), вычисляется по формуле

(5.77)
У 2^2 I +

Эта формула следует из формул (5.32) и (5.75).
С л е д с т в и е  2. П лощ адь треугольника A B C  опреде­

ляется формулой

S = - i - | [ A 6 , АС]\,  (5.78)

которая следует из формулы (5.65), так  как площ адь тре­
угольника A B C  составляет половину площ ади параллело­
грамма, построенного на векторах А В  и АС.

П р и м е р  1. Даны два вектора а =  (7, —5, —6), b = (1, —2, —3). 
Найти координаты векторного произведения [а, Ь].

По формуле (5.76) получаем

k - 5 - 6J 7 —6 
1 —3 j +

7 —5 
1 —2

i
[а, b] =  7 —5 —6 

1 —2 —3
[a, b] =  3i +  15j — 9k, [а, b ] = { 3 ,  15, —9}.

П р и м е р  2. Вершины треугольника находятся в точках А 
(—1, —1, 1), В(1, —3, 4), С (3, —1, —5). Вычислить его площадь.

С помощью формул (5.41) находим координаты векторов А В  и 
АС': А В =  (2, - 2 ,  3), Л С = (4, 0, - 6 ) .  Так как

[АВ, АС] =
- 2  3 2 3 2 —2

СО1о ’ 4 —6
)

4 0
■(12, 24, 8),
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ta
S =  ~  | [AB, AC] | =  -2~  V 122 +  242 -J- 82 =

=  ~  V 4 2 (3a +  62 -I- 22) =  -^ -7 -4  =  14 (кв. ед.).

§5.10. Смешанное произведение трех векторов

Пусть" даны три вектора а, Ь, с. Вектор а умно­
жим векторно на Ь, векторное произведение [а, Ь] 
умножим скалярно на с, в 
результате получаем число, 
которое называю т векторно­
скалярным  произведением, 
или смешанным произведе­
нием  [а, Ь] с трех векторов 
а, Ь, с.

Геометрический смысл 
смешанного произведения 
трех векторов выясняет еле- рИс. 5.20
дую щ ая теорема.

Теорема 5.3. Смеш анное произведение [а, Ь] с трех 
некомпланарных векторов равно объему параллелепипе­
да, построенного на векторах ОА =  а, ОВ = Ъ, ОС =  с, 
взятому со знаком плюс, если тройка (а, Ь, с) — правая, 
со знаком минус, если эта тройка — левая.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим параллелограм м, 
построенный на векторах ОЛ =  а, ОВ = Ъ (рис. 5.20), л е ­
жащ ий в основании указанного параллелепипеда. Его 
площ адь 5  вы раж ается формулой (5.65), а векторное 
произведение [а, Ь ]— формулой (5.66), поэтому [а, Ь]с =
=  (S e )c = S (e c ) .  П рименяя формулу (5.50), получаем
(ес) =  |е |  прес ~ п р ес. С другой стороны, npe c =  ± / i ,  где 
h — высота параллелепипеда, опущенная на основание 
O AD B  (рис. 5.20), знак плюс получается в случае, если 
(а, Ь, с) — правая тройка, знак минус — если эта тройка 
левая.

Из трех последних равенств получаем

[a, b ]c =  ± S A , [a, b ]c  =  ± V , (5.79)

что и требовалось доказать.
Отметим, что

F = m o d  ([а&]с). (5.80)
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С л е д с т в и е  1. Векторы а, Ь, с компланарны тогда 
и только тогда, когда их смешанное произведение равно 
нулю, т. е.

[а, Ь]с =  0. (5.81)

Действительно, если векторы компланарны, то 
[а, Ь]_1_с; равенство (5.81) выполняется. Обратное такж е 
верно. Если выполнено равенство (5.81), то векторы 
компланарны. П редположив противное, т. е. что векторы
а, Ь, с некомпланарны, построим на них параллелепипед, 
тогда по теореме 5.3 [а, Ь] с — ± У ф О ,  что противоречит 
условию.

С л е д с т в и е  2. Справедливо равенство [а, Ь ]с =  
=  а{Ь, с].

В самом деле, так  как скалярное произведение не з а ­
висит от порядка множителей, то а[Ь, с]=[Ь, с] а. По тео­
реме 5.3 [а, Ь]с =  ± У , [b, с ]а  =  ± У ,  поскольку речь идет об 
одном и том же параллелепипеде. С огласн о .§ 5.8 (а, Ь, с) 
и (Ь, с, а ) — тройки одной ориентации, поэтому в двух по­
следних равенствах нужно брать один и тот же знак. С ле­
довательно,

[а, Ь] с= [Ь , с ]а  =  а[Ь, с].

П ринимая во внимание эти равенства, смешанное про­
изведение [а, Ь] с и а [Ь, с] обозначают' abc, т. е.

abc =  [a, b ]c = a [b ,  с]. (5.82)

З а м е ч а н и е .  Если поменять местами два вектора, то смешан­
ное произведение изменит лишь знак (см. § 5.8). Для трех векторов 
а, Ь, с

abc =  bca= cab= —bac= —cba =  — acb.

Теорема 5.4. Смешанное пргазведение трех векторов 

а =  (Х и Yu Zi) ,  b =  (Х2, Y2, Z2),  c =  (X 3, Y3, Z 3) (5.83) 

определяется формулой
X x У, Zx

abc =  X 2 Y 2 Z 2 . (5.84)
X 3 Y 3 Z3

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П оскольку abc=[ab]c, то с 
помощью формул (5.75) и (5.59) получаем

Y 1 Zi X i Zz XxFx
abc =  Х 3

У 2 Z 2
- Y a x 2z2 +  z 3 x 2 y2
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что равносильно формуле (5.84), так как правая часть 
последнего равенства является разложением определи­
теля третьего порядка по элементам третьей строки.

Следствие 1 из теоремы 5.3 теперь можно сформули­
ровать следующим образом. Необходимое и достаточное 
условие компланарности трех векторов (5.83) вы раж ает­
ся равенством

П  Zx
X 2 Y 2 Z2 = 0 .  (5.85)
Х 3 Y s Zs

И з формул (5.80), (5.82) и (5.84) следует, что

Х г Y,  Z x
V — mod Х 2 Y 2 Z 2 

X 3 Y 3 Z3

(5.86)

П р и м е р .  Найти объем параллелепипеда, построенного на век­
торах а={3, 1, 2}, Ь= {2, 2, 3}, с =  {1, 3, 1}.

По формуле (5.86) получаем
3 1 2 0 —8 —1

V =  mod 2 2 3 =  mod 0 —4 1 =  mod
1 3 1 1 3 1

—8
—4

=  1 - 1 2 1 12.

§ 5.11. Л инейная зависимость векторов

Векторы ai, . . . ,  а„  назы ваю тся линейно зависимыми,  
если существуют действительные числа а ь  аг, . . . ,  а„ , 
из которых по меньшей мере одно отлично от нуля, такие, 
что

• - - - |- а n&n — Q- (5.87)

В противном случае (т. е. когда таких чисел не сущ ест­
вует) векторы называю тся линейно  независимыми;  дру­
гими словами, векторы линейно независимы, если равен­
ство (5.87) выполняется лиш ь при

a i  =  a 2=  . . .  = а „  =  0 . (5.88)
Если один из векторов, например аь  является нуле­

вым, то система а ь а2, . . . ,  а„ окаж ется линейно зависи­
мой, так  как равенство (5.87) будет выполнено при a i = l ,  
а 2. — а з =  . . .  = a n =  0. Если часть векторов а ь а2, . . . ,  а*
линейно зависима, то и вся система а^  аг, . . . ,  а„  линейно
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зависима, поскольку из равенства a i a i +  . .  . -{-а^аь — О 
(а 2 - f  ... +  а\  Ф  0) следует равенство (5.87), в котором
«/н-i - ak+2 =  . . .  =  a n =  0 .

Теорема 5.5. Чтобы векторы а ь а2, . . . ,  а п ( « > 1 )  бы­
ли линейно зависимы, необходимо и достаточно, чтобы 
по меньшей мере один из них был линейной комбинацией 
остальных.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость.  Пусть данные 
векторы линейно зависимы, тогда выполняется равенство 
(5.87), причем хотя бы одно из чисел ак (k = \,  2, . . . ,  п) 
отлично от нуля. П редположим, что а пф 0 ,  тогда

а„ =  — - ^ - а х— - ^ - а 2— . . . — " (5.89)<Хп «-/1
т. е. а„ — линейная комбинация остальных векторов.

Достаточность. Пусть один из векторов, например а„, 
является линейной комбинацией остальных:

a n =  aia i-{-a2a2- f - . . .  -\-a,n—i&n—i>
откуда

a i a i + a 2a2- f - . . .  + a n- i a n- i - f - (— l ) a n =  0,

т. e. выполнено равенство (5.87), в котором а „  =  — 1Ф0]  
это означает, что векторы линейно зависимы.

Отметим, что система из одного ненулевого вектора а 
линейно независима, так  как равенство а а  =  0 возможно 
только тогда, когда а  =  0 ; система из одного вектора ли ­
нейно зависима тогда и только тогда, когда а =  0.

Выясним, что представляю т собой линейно зависимые 
системы из двух и трех векторов.

Теорема 5.6. Д ва  вектора ai и а 2 линейно зависимы 
тогда и только тогда, когда они коллинеарны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть данны е векторы колли­
неарны, тогда (см. (5.15)) а2 =  а а ь откуда a a i + ( —-1)а2 =  
=  0 , a ia 2+ a 2a2 =  0 , т. е. векторы линейно зависимы, так 
как  выполнено равенство (5.87), где « =  2, а 2 = — 1 ф 0 .

Обратно, если векторы а 4 и а2 линейно зависимы, т. е. 
a ia i- f -a 2a2 =  0, где хотя бы одно из чисел отлично от нуля, 
например а 2ф 0 , то

а ± I а,__О TITTTT О -------- - 14 П I Г# __  __а 2 =  — ах, или а 2 =  а ах (а  =  —
'2 \ “2

а это означает, что векторы коллинеарны. 
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Теорема 5.7. Если е4 и е2 — два неколлинеарных век­
тора некоторой плоскости, то любой третий вектор а той 
ж е плоскости можно единственным образом разлож ить 
по ним, т. е. представить в виде

a =  x 1e i+ x 2e2. (5.90)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  О тложим из одной точки О 

все три вектора: 0 £ 'i =  ei, ОЕ 2 = е2, О А =  а (рис. 5.21). Ч е­
рез точку А  проведем две прямые, п араллельны е'соот­

ветственно векторам ei и е2; обозначим через Ai и А2 точ­
ки пересечения этих прямых с прямыми, на которых ле­
ж ат  векторы е4 и е2.

По определению суммы OA = OAi-\-A^A, но ЖА = ОА2, 
поэтому

a =  OA =  OA!-f-OA2. (5.91)

Поскольку векторы е4 и О/Ц коллинеарны, то 6^41 =  x 1ei
(см. (5 .15)), по той ж е причине OA2 =  x2e2. П одставив эти
выражения в равенство (5.91), получим формулу (5.90).

Коэффициенты Xi и х 2 разлож ения (5.90) определяю т­
ся однозначно. Предположим, что существует разлож ение

a =  (/!ei+(/2e2. (5.92)

Вычитая почленно равенство (5.92) из равенства (5.90), 
получаем (Xi—yi ) t i -{ - (x 2— */2)е 2 =  0. По условию векторы 
е4 и е2 не коллинеарны. Из теоремы 5.6 следует, что они 
линейно независимы, поэтому последнее равенство вы- ^  
полняется лиш ь при Xi— y ^ O ,  х 2— у2 = 0 , откуда Xi = yu 
х 2 = у2.

Теорема 5.8. Три вектора ai, а2, аз линейно зависимы 
тогда и только тогда, когда они компланарны.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть векторы к и аг, линей­
но зависимы, тогда по теореме 5.5 один из них, например 
а3, есть линейная комбинация остальных: a 3= a a i + « 2a2. 
С ледовательно, вектор а3 леж ит в той плоскости, что и 
векторы a t и аг, т. е. векторы ai, аг, а 3 компланарны.

Обратно, если данные векторы компланарны  и векто­
ры &i, а2 не коллинеарны, то по теореме 5.7 а ^ а ^ + с х г а г ,  
откуда « ^ + 0̂ 2+  (— 1 ) а 3= 0, т. е. векторы линейно з а ­
висимы, так  как выполнено равенство (5.87) при а 3 =  
=  — 1 =7̂ 0 ; если а! и а2 коллинеарны, то a2= a a i .  С ледова­
тельно, a2 =  (x a i+ 0 -a3, поэтому векторы линейно зависи­
мы (по теореме 5.5).

Теорема 5.9. Если векторы e t, е2, е3 не компланарны, 
то любой вектор а можно единственным образом р азло­
жить по ним, т. е.

а =  * ie i+ * 2 e 2 + *зе3. (5.93)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з некоторой точки О отло­
жим все четыре вектора: ОЕ i= ,ei, ОЕ 2= е 2, 0 £ 3= е 3, ОА =  
=  а. Через точку А проведем три плоскости, параллель­
ные соответственно плоскостям, определяемым каждой 
парой векторов (е2, е3) , (еь е3) , (еь е2) . Пусть А и А 2, А 3 —  
точки пересечения указанны х плоскостей с прямыми, на 
которых соответственно леж ат векторы ei, ег, ег. В ре­
зультате этого построе^шя получим параллелепипед 
(рис. 5.22), для которого О А — диагональ.

По определению суммы трех векторов

a = f f i  = O A l+ 6 A » + O A 3. (5.94)

П одставляя в это равенство выраж ения O A l = Xiei, ОА 2=  
= х 2е2, ОА 3= х 3е3, получаем разлож ение (5.93). Единст­
венность этого разлож ения доказы вается так  же, как  и 
в теореме (5.7).

Теорема 5.10. Всякие четыре вектора линейно зави­
симы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть среди векторов аь  аг, 
а 3, а 4 имеется три некомпланарных вектора, например 
аь  аг, а 3, тогда a 4 =  a i a i + a 2a2-f-a3a 3 (теорема 5.9), т ,.е . 
векторы линейно зависимы (по теореме 5.5).

Если векторы а 4, а2, а3 линейно зависимы, то a i a t+  
+  сс2а 2 +  а 3а3 =  0 (а^ -f- +  а |  Ф  0), следовательно, a ^ - f
- f  а 2а2 - f  а 3а3 +  0а4 =  0 , т. е. векторы аь  а 2, а3, а4 линей­
но зависимы.
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§ 5.12. Понятие об аффинных координатах

Зафиксируем некоторую точку О заданной плоскости и выберем 
два неколлинеарных вектора еи ег. Назовем эту точку началом коор­
динат, векторы ei, ег — базисными. От точки О отложим векторы 
ОЕi = e t и ОЕ2 =ег, проведем прямые, которым принадлежат векто­
ры OEi и ОЕ2. Фиксируем на них положительные направления, сов­
падающие с направлениями OEi и ОЕ2 соответственно. Получим две 
координатные оси Ох а Оу 
(рис. 5.23). Будем говорить, что 
построена общая декартова, или 
аффинная, система координат 
{О, в!, ег}.

Пусть а — любой вектор дан­
ной плоскости. Отложим из точки
О вектор ОА = а, тогда по теоре­
ме 5.7

a= xe i+ (/е2. (5.95)

Числа х а  у формулы (5.95) 
называются общими декартовыми, 
или аффинными, координатами 
вектора а в системе (О, ei, ег), они 
называются также аффинными ко­
ординатами точки А в той же си­
стеме, т. е. а = (я , у), А(х, у).

Так как OAt—xti, ОА2 = уе2, то х  и у — величины направленных 
отрезков OAi и ОАг координатных осей; jxj — длина отрезка OAtl 

, измеренная с помощью масштабного отрезка ОЕй \у \ — длина отрез­
ка ОЛг, измеренная с помощью масштабного отрезка ОЕ2. Другими 
словами, аффинными координатами точки А (и вектора а =  ОЛ) на­
зываются числа х н у ,  определяемые формулами

х = О А ь у= О А 2, __  ___ (5.96)
где ОЛ1, ОЛ2 — величины направленных отрезков OAi и ОЛ2 коорди­
натных осей (Л1 — проекция точки Л на ось Ох, взятая параллельно 
оси Оу, Лг—проекция точки Л на ось Оу, взятая параллельно оси Ох; 
длины отрезков на каждой оси измеряются с помощью своего масш­
табного отрезка).

В частном случае, когда векторы ef и ег перпендикулярны, при­
чем | et [ =  |Са 1 =  1 (их называют ортами и обозначают соответственно 
через I, j) , получаем декартову прямоугольную систему координат.

Аналогично вводится аффинная система координат в простран­
стве. Фиксируем начало координат — точку О, базис — три ^ к о м ­
планарных вектора ei, ег, ез, отложим из точки О векторы OEi=ti,  
O E z= t2, ОЕз—ез, координатные оси Ох, Оу, Oz. Если а — любой 
вектор, то, отложив из точки О вектор ОЛ =  а, по теореме 5.9 по­
лучим

a= xe i+ ye 2 + z e 3. (5.97)
Общими декартовыми, ,или аффинными, координатами вектора 

а (и точки Л) называются числа х, у, г  в разложении (5.97).
Пусть Л 1 — проекция точки Л на ось х, взятая параллельно ко-
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ординатной плоскости Oyz (определяемой векторами ег, е3), т. е. 
точка пересечения оси Ох и плоскости, проходящей через точку А и 
параллельной плоскости Оуг\ Аг — проекция точки А на ось Оу, 
взятая параллельно плоскости Охг\ А 3— проекция точки А на ось 
Oz, взятая параллельно плоскости Оху, тогда OAi=xeit ОА2 = уе2, 
OA3 = ze3. __

Следовательно, х, у, z  — проекции вектора О А на координатные 
оси, т. е. величины направленных отрезков ОАi, ОЛ2, ОА3, длины 
отрезков на каждой координатной оси измеряются с помощью сво­
его масштабного отрезка (ei — на оси Ох, е г— на оси Оу, е3 — на 
оси Oz).

Г л а в а  6

ЭЛЕМЕНТЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 
В ПРОСТРАНСТВЕ

В главе рассматриваются некоторые линии и поверхности в про­
странстве. Будем исходить из наглядного представления о линии и 
поверхности, известного из курса математики средней школы. Вво­
дятся понятия уравнений поверхности и линии в пространстве. Как 
будет показано, поверхность в пространстве определяется одним 
уравнением с тремя переменными, а линия — двумя такими уравне­
ниями. Основное внимание уделено случаям, когда данные уравнения 
являются алгебраическими уравнениями первой или второй степени.

Отметим, что в § 6.1—6.10 будут использоваться только декар­
товы прямоугольные координаты.

§ 6.1". Уравнение поверхности.
Уравнения линии в пространстве

У равн ен ием  поверхности  (в фиксированной системе 
координат) назы вается такое уравнение с тремя перемен­
ными, которому удовлетворяю т координаты любой точки 
данной поверхности и только они.

Из этого определения вытекает способ решения сле­
дующей простой задачи: выяснить, леж ит ли данная точ­
ка на поверхности, определяемой заданным уравнением. 
Д ля  решения задачи необходимо подставить ее коорди­
наты в данное уравнение, если получается числовое р а ­
венство, то точка леж ит на поверхности, в противном слу­
чае точка поверхности не принадлежит.

Всякое уравнение с тремя переменными х, у, z  можно 
записать как
~_________ F(X, у, 2) =01), (6.1)

*> В некоторых случаях уравнение может не содержать одной 
или двух переменных.
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где F(x,  у, z)  — некоторая зависимость между х, у, z\ 
в частных случаях, например, F(x,  у, z ) = x — y +  z,  
F ( х, у, 2 ) =  jt2+ y 2+ 22-  16, F ( x , У, 2 ) =  х2+ у 2- 22- 1 
и т. д.

В качестве примера составим уравнение сферы радиу­
са R  с центром в точке С (а, Ь, с).  Исходя из определения 
сферы как множества точек пространства, равноудален­
ных от данной точки (центра), для произвольной ее точ­
ки М  (х, у, z)  получаем

р ( C , M ) = R .  (6.2)
Т ак как

р(С , М) =  V ( x - a f + ( y - b f  +  ( z - c f ,
то

V ( X -  a f  +  ( у -  b f  +  (2 — с)2 =  R,
или

(х—tf)2+ ( y —b )2+ ( z - c ) 2= £ 2 . (6.3)

Д ля точки N,  не леж ащ ей на данной сфере, равенство
(6.2 ) не будет выполнено, поэтому ее координаты не удов­
летворяю т уравнению (6.3). Следовательно, уравнение
(6.3) и является уравнением сферы радиуса R  с центром 
в точке С (а, Ь, с).

В частном случае, когда центр сферы находится в 
начале координат {а = Ь = с = 0), уравнение (6.3) прини­
мает вид

jt2+ y 2+ z 2 =  tf2. (6.4)

Уравнение (6.4) назы вается каноническим  уравнением 
сферы.

Приведем еще один пример. И з определения декарто­
вых прямоугольных координат точки^(см. § 1 .6) следует, 
что координатные плоскости Oyz , Oxz, Оху  определяю тся 
соответственно уравнениями х = 0 , у  =  0 , 2 =  0 (я =  0 — 
уравнение плоскости Oyz  и т. д .).

Поверхность, определяемая алгебраическим уравне­
нием' п -й степени относительно декартовых координат,, 
назы вается поверхностью п-го порядка.  В § 6.4, 6.9—6.10 
рассматриваю тся поверхности первого и второго порядка. 
В § 6.4 показано, что поверхностью первого порядка 
является плоскость. Отметим, что сфера — поверхность 
второго порядка (см. уравнения (6.4) и (6 .7 )).

Линию в пространстве можно рассматривать как пе­
ресечение двух поверхностей, поэтому она определяется



двумя уравнениями. Пусть I — линия, по которой пе­
ресекаю тся поверхности, определяемые уравнениями 
Fi(x ,  у, z )  = 0  и F2 (x, у, z )  = 0 , т. е. множество общих то­
чек этих поверхностей, тогда координаты любой точки ли­
нии I одновременно удовлетворяю т обоим уравнениям

Fi (x ,  У, г) =  0П
(х, У, z) =  0. J  ̂ ' *

Уравнения (6.5) и являю тся уравнениями указанной ли­
нии. Н априм ер,уравнения

*а +  г/2 +  г2 =  9; 1 
z =  0 j

определяю т окружность радиуса R  = 3, леж ащ ую  в пло­
скости Оху  (первое уравнение определяет сферу радиуса 
R =  3 с центром в начале координат, второе — координат­
ную плоскость О ху) .  Запиш ем уравнения координатных 
осей декартовой системы координат. Ось Ох,  как линия 
пересечения плоскостей О хг  и Оху,  определяется уравне­
ниями у  =  0, z = 0, ось Оу, как  линия пересечения плоско­
стей Oyz,  О х у ,— уравнениями * = 0 ,  2 = 0 ; ось Oz  — урав­
нениями * = 0 , у  =  0 .

§6 .2 . Геометрическое значение 
одного и двух уравнений 

между координатами в пространстве

Пусть дано уравнение относительно декартовы х пря­
моугольных координат х, у, z

' Ф(*, у, 2 ) = 0. (6.6)

Рассмотрим множество точек пространства, координа­
ты которых удовлетворяю т уравнению (6 .6). Всякое мно­
жество точек пространства назы вается фигурой; мы не 
исключаем случая, когда это множество содержит "лишь 
одну точку или оказы вается пустым. Следовательно, вся­
кое уравнение (6 .6) определяет некоторую фигуру в про­
странстве.

Выясним, какое множество точек пространства опре­
деляет уравнение

A x 2+ A y 2+ A z 2+ 2 B x + 2 C y + 2 D z + E  = 0. (6.7)
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Это уравнение второй степени, имеющее равные коэффи­
циенты при квадратах  координат ( А Ф 0) и не содерж а­
щ ее членов с произведением координат.

Теорема 6.1. Если уравнение (6.7) определяет некото­
рую поверхность в пространстве, то этой поверхностью 
является сфера.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т ак как А Ф 0, то обе части 
уравнения можно разделить на А,  после чего оно примет 
вид

x 2-\-y2-\-z2-\-2 bx-\-2 cy-\-2 dz-\-e =  0.

В ыделяя полные квадраты , получаем

(x + b ) * + ( y + c ) * + ( z + d ) * = f ,  (6.8)

где f =  &2+ с 2+ # ^ - е .  В зависимости от того, каково 
/ ( / > 0 , /  =  0, / < 0), уравнение (6.8) сводится к одному из 
уравнений

( x + b ) 2+ ( y + c ) 2+ ( z + d ) 2 = R 2- (6.9)

(*.+& )*+ ( у + с ) 2+  ( z + d ) * = 0 ; (6.10 ) .

( x + b )  2+  (г /+ с) (z + d ) 2 =  -Я * .  (6.11)

Уравнение (6.9) определяет сферу радиуса R  с цен­
тром в точке С (—Ь, — с, — d) ,  уравнение (6 .10 ) — у казан ­
ную точку, уравнение (6.11) — пустое множество. Теоре­
ма доказана.

Отметим, что уравнение х = а  определяет плоскость, 
перпендикулярную оси Ох,  уравнение х 2— а2 =  0 — две 
плоскости (уравнения которых х —а, х = — а);  уравнению

* 2у
\У\

удовлетворяю т координаты точек пространства, заполня­
ющих два октанта.

П усть заданы  два уравнения
F  (х, у, z) =  0;
Ф (х, у,  г) =  0 .

Если каж дое из этих уравнений определяет поверхность 
и поверхности пересекаю тся по некоторой линии, то си­
стема (6.1 2 ) задает  линию их пересечения; если эти по­
верхности имеют только одну общую точку, система 
(6. 1 2 ) определяет эту точку; если поверхности не пере­
секаю тся, система определяет пустое множество. В об­
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щем случае эта система задает  некоторое множество то­
чек пространства. Н апример, система уравнений

1 ;
2 г

=  0
1*1 ' \У\ I г I

определяет множество точек сферы x 2-\-yl -\-zz=  1 , при­
надлеж ащ их первому и седьмому октанту.

§ 6.3. Параметрические уравнения 
линии и поверхности

Параметрическими уравнениями линии  в пространстве 
называю тся уравнения вида

* =  ф1 (t ),  </ =  ф2 (0» 2  =  ф з(/), (6.13)

где ф!(0 » фг(0 , фз( 0  — функции некоторой переменной- 1 
(п арам етра), если, при каждом значении t  из конечного 

или бесконечного промежутка они даю т координаты точек 
данной линии и только таких точек.

П араметрические уравнения часто применяются в ме­
ханике для описания траектории движущ ейся точки; роль 
парам етра t в таких случаях играет время.

В качестве примера приведем параметрические у р ав ­
нения винтовой линии. Винтовой лини ей  называется ли­
ния, описываемая точкой, равномерно движущ ейся по 
образую щ ей кругового цилиндра, который при.этом вра­
щ ается вокруг своей оси с постоянной угловой скоростью.

Выберем ось вращ ения цилиндра в качестве оси Ог  де­
картовой прямоугольной системы координат в простран­
стве (рис. 6.1). Обозначим через v постоянную скорость 
прямолинейного движения точки вдоль образующей, че­
рез (£> — скорость вращ ательного движения, через R  — 
радиус цилиндра. Пусть в начальный момент точка нахо­
дилась на оси Ох  (совпадала с точкой Л ), а в момент вре­
мени t — в положении М.  Обозначим буквой N  проекцию 
точки М  на плоскость Оху,  буквой Р  — проекцию точки N  
на ось Ох, буквой Q —  проекцию точки N  на ось Оу. Обо­
значая через ф угол между ОР  и ON,  получаем х = О Р  =  
= R  c o s ф, y = O Q  = R  s i n ф, z = N M = v i .

Поскольку ф=ю£, то

x  = R  cos <оt, y  = R  s in  a>t, z  = vt. (6.14)
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Уравнения (6.14) являю тся параметрическими уравне­
ниями винтовой линии.

Параметрическими уравнениями 'поверхности назы ­
ваю тся уравнения вида

x  = f i (u,  v ) ,  y = f 2 (u, и),  z = f 3(u, v ) ,  (6.15)

где ft (и, v ) ,  f2 (u, v ) ,  f3 (u, v ) — функции двух переменных 
и и v (парам етров), если при любых значениях и и v 
(меняющихся в некоторой области) они даю т координаты 
всех точек данной поверхности и только таких то ч ек1'.

Рассмотрим примеры параметрических уравнений по­
верхностей.

1. Составим параметрические уравнения сферы р а­
диуса R.

Введем в рассмотрение систему декартовых прямо­
угольных координат с началом в центре сферы и систему 
сферических координат с началом в той ж е точке 
(рис. 6.2). Пусть М  — произвольная точка сферы, N  — 
ее проекция на плоскость Оху.  Обозначим угол, образуе­
мый вектором ОМ  с осью Oz,  через и (широта)-, угол, 
образуемый вектором O N  с осью Ох ,— через v (долгота).  
Принимая во внимание определение декартовых коорди­
нат (или связь между декартовы ми и сферическими ко­
ординатами, см. § 1 .8), получаем параметрические урав- 

' нения сферы

*> Правые части уравнений (6.15) содержат два параметра, а 
правые части уравнений (6.13) — только один параметр.

145



x = k  sin  и cos v, у = к  sin и sin v, 2 = #  cos и, (6.16)

где О ^ м ^ я ,  0 ^ и < 2я.
Исклю чив из этих уравнений парам етры  и и и (для

чего нужно возвести в квад­
рат обе части каж дого урав­
нения и почленно слож и ть), 
получим уравнение (6.4), вы ­
веденное ранее другим пу­
тем.

2. Составим парам етри­
ческие уравнения плоскости, 
проходящей через точку 
-Мо(*о, г/о, 2о) и параллель­
ной двум неколлинеарным

векторам а =  (ai, а2, а3) , Ь =  (Ьь Ь2, Ь3).  ___  . ___
Отложим от точки Мо два вектора: М0Л =  а и МоВ =  

= Ь  (рис. 6.3). Пусть М  (х , у, г) - произвольная точка 
плоскости, тогда вектор МаМ принадлежит плоскости, 
определяемой векторами МоА и МоВ.  Этот вектор можно 
разлож ить по векторам а и b (см. теорему 5 .7), т. е. пред­
ставить в виде

Af0Af =  « a + u b , (6.17)'

где и и v — некоторые числа. М еняя точку М,  получаем 
новые значения и, v.

Заметив, что М 0М  =  (х— х 0, у — уо, z — z0),  от вектор­
ного соотношения (6.17) перейдем к координатным

х  — х  0 =  иах +  vbL;
У —  У0 =  иа2 - f  vb2) 
г — z0 =  иаъ +  ч&з

Уравнения (6.18) 
уравнениями плоскости.

х  =  Х 0 +  и а 1 +  v b v  '

, или , у  =  г/0 +  маа +  иЬ2; (6.18) 
г =  г0 +  ыа3 +  vb3. 

называю тся параметрическими

§ 6.4. Плоскость в пространстве

П лоскость в пространстве можно задать различными 
способами (тремя точками, точкой и вектором, перпенди­
кулярным плоскости, и т. п .) . В зависимости от этого рас­
сматриваю т различные виды ее уравнения.
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Уравнение плоскости, проходящей через данную точ­
ку перпендикулярно данному вектору. Д ан а точка 
■Мо(хо, Уо, z0) и ненулевой вектор

п =  (А, В, С).  (6.19)
Требуется составить уравнение плоскости, проходящей 
через точку Мо перпендикулярно к указанному вектору п 
(этот вектор назы ваю т нормальным  вектором плоскости).

Рассмотрим произвольную точку М (х ,  у, г) данной 
плоскости. Так как  вектор М йМ = ( х — х о, у —у0, z — z0) 
леж ит на плоскости, то он 
перпендикулярен вектору п 
(рис. 6.4). Следовательно, их 
скалярное произведение равно 
нулю (см. условие (5 .53 )), т. е.

пЛШ0 =  0. (6.20)

Пользуясь выражением ск а­
лярного произведения в коор­
динатах (см. формулу (5 .59)), 
получаем искомое уравнение

А (х — х 0) + В { у — г/о) +  С (г —г0) = 0 , (6.21)

которому можно придать вид

Ax-\ -By-\ -Cz-\ -D =  0, (6.21х)

где D =  — (Axo-\-Byo-\-Czo).
Подчеркнем, что в уравнениях (6.21) и (6.2 Г) коэф­

фициентами при х, у, г являю тся координаты нормально­
го вектора плоскости.

Общее уравнение плоскости. У равнение первой
степени относительно декартовы х координат

A x- \ - B y - \ - C z + D  =  0, (6.22)

где А,  В, С одновременно в нуль не обращ аю тся, т. е.

А 2+ В 2+ С * ф  0 (6.23)

определяет плоскость в пространстве. Действительно, 
пусть хо, уо, Zo — три числа, удовлетворяю щ ие уравнению
(6.22), т. е. Ахо+Вуа- \ -Сгй- \ -0=$.  Вычитая почленно
это тождество из уравнения (6.2 2 ), получаем

А (х — хо) + В  ( у — уо) +  С (2 —Zo) =  0,
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Это уравнение вида (6.21), оно определяет плоскость, 
проходящую через точку Мо(х0, t/о, 20) и имеющую нор­
мальный вектор п =  (Л, В, С) (в силу условия (6.23) этот 
вектор не является нулевым). С ледовательно, уравнение
(6.22) тож е определяет плоскость. Уравнение (6.22) н а­
зы вается общим уравнением плоскости. Поскольку это 
уравнение первого порядка относительно декартовы х ко­
ординат, плоскость является поверхностью первого поряд­
ка (в соответствии с определением, данным в § 6. 1 ).

Рассмотрим частные случаи уравнения (6.22), когда 
один или несколько коэффициентов его обращ аю тся в 
нуль.

.1) 6  = 0. Уравнение (6.22) принимает вид

A x - \ - B y - \ - C z = 0. (6.22а)

У равнение (6.22а) определяет плоскость, проходящую че­
рез начало координат (рис. 6.5, а ) , так  как  координаты 
х = 0 , у  =  0 , 2 = 0  удовлетворяю т ему.

2) С =  0. Уравнение (6.22) принимает вид

A x + B y + D  =  0. (6.226)

Вектор п =  (Л, В,  0) перпендикулярен оси Oz  (см. опреде­
ление координат вектора в § 5.5) и данной плоскости (как 
ее нормальный вектор), поэтому плоскость, определяемая 
уравнением (6.226), параллельна оси O z  (рис. 6.5, б).

3) С =  0, D =  0. Уравнение

А х + В у  =  0 (6.22в)

определяет плоскость, проходящую через ось Oz
(рис. 6.5, в ) ; это следует из двух рассмотренных случаев.
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4) В =  О, С =  0. Уравнение (6.22) сводится к уравнению

A x - \ - D  =  0, и л и л : = а ^ а  = ----- (6.22г)

которое определяет плоскость, параллельную  координат­
ной плоскости Oyz,  поскольку вектор п =  (А, 0, 0) перпен­
дикулярен оси Оу  и оси Oz  (см. определение координат 
вектора), а такж е перпендикулярен данной плоскости 
(как  ее нормальный вектор). Другими словами, уравне­
ние х = а  определяет плоскость, перпендикулярную оси Ох  
и отсекающую на ней отрезок ОР,  величина которого р ав­
на а, т. е. ОР — а.

5) В =  0, С =  0, D =  0. Уравнение (6.22) сводится к 
уравнению

А х = 0, или х = 0  (6.22д)
(поскольку А ф О  в силу условия (6 .23)), и определяет 
координатную плоскость Oyz:  это частный случай пре­
дыдущего (.0 =  0 , поэтому а —0 ).

Отметим, что уравнения (6.22г) и (6.22д) можно по­
лучить непосредственно, использовав определение д екар ­
товых прямоугольных координат точки (см., например, 
§ 6.1).

Читателю  предлагается аналогичным образом р ас­
смотреть другие возможны е случаи: 6 ) £  =  0; 7) В — 0, 
D =  0; 8) Л = 0 ; 9) Л =  0, D =  0; 10) Л =  0; С =  0 и т. д. 
й сделать соответствующие рисунки.

Нормальное уравнение плоскости. Пусть дана некото­
рая плоскость. Через начало координат проведем прямую, 
перпендикулярную этой плоскости, и обозначим буквой Р 
точку их пересечения (рис. 6.6). Установим на указанной 
прямой (нормали п)  положительное направление, совпа­
даю щ ее с направлением вектора ОР.  Обозначим через а , 
Р, у  углы, образованны е нормалью  п  с Координатными 
осями Ох, Оу, Oz  соответственно, через р — величину 
вектора ОР,  т. е.

р ^ О Р .  (6.24)

Если М(х,  у, z ) — произвольная точка плоскости и г =
=  ОМ  =  ( jc , у, z ) — ее радиус-вектор, то

пр „ОМ =  р. (6.25)
Н а основании следствия 3 из теоремы 5.1 (см. § 5.7)

прп ОМ — х  cos а  +  у  cos Р +  z cos Y- (6.26)
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И з соотношений (6.25) и (6.26) получаем уравнение

х cos a -j-y  cos cos у —р =  0, (6.27)

которое назы вается нормальным уравнением  плоскости.
Общее уравнение плоскости (6.22) можно привести к 

виду (6.27). Умножив обе части уравнения (6.22) на чис­
ло ц=т*=0, получим

\ iAx-\-\iBy-\-\iCz-\-\iD = 0, (6.28)

определяю щ ее ту ж е плоскость, что и исходное уравне­
ние. Выберем ц так, чтобы

p/4 =  c o s a ,  nB =  co sp , hC  =  co sy , ц Р  = — р. (6.29)

Возводя в квадрат обе части каж дого из первых трех 
уравнений (6.29) и почленно склады вая, находим

ц2 (Л2+ B2- f  С2) =  cos2 a - f  cos2 p -fc o s2Y =  l

(здесь использовано равенство (5 .35)). Т ак как выполне­
но условие (6 .2 3 ) ,то

a  = -----  1 ...............   (6.30)
±  У  А 2 +  В 2 +  С2 4

Число ц> определяемое равенством (6.30), называется 
нормирующим мнвжителем.  П ринимая во внимание чет­
вертое равенство (6.29), заклю чаем, что в формуле (6.30) 
нужно выбрать знак, противоположный знаку D  (ибо 
р >  0).
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■Следовательно, уравнение (6.28) принимает норм аль­
ный  вид

Ах  - f  By +  Cz +  D .  ,л „ п

T V W T b ' ( 3 )
где следует взять знак, противоположный знаку D  в урав­
нении (6.2 2 ).

Уравнение плоскости, проходящей через три точки. С о­
ставим уравнение плоскости, проходящей через три точки 
Ml (XI, у  и Z\), М 2 (х2, г/2, 22), М$(х3, у 3, z3), не леж ащ ие 
на одной прямой. Пусть М  {х, у, z ) — произвольная точка 
этой плоскости (рис. 6.7). Рассмотрим векторы

M i M  — (x—xi, у—уи z—Zi),

M iM 2= (x2— x iy г/г—Уи-zz— zi),

M iM 3= (x3— x u у3— уи zs— z i ) .

Эти векторы ком планарны, поэтому их смеш анное про­
изведение равно нулю: МуМ ■ МуМ2 -M iM 3=Q (см. условие 
(5 .81)). Принимая во внимание выраж ение смешанного 
произведения в координатах, получаем искомое у р ав ­
нение

х  — x t  У — г/i г  — zx

х 2 --Х1 У 2---Ул. ^ 2---
Х3 Хх г/з Уу г3 —  z±

=  0. (6.32)

З а м е ч а н и е .  Разлагая определитель по элементам первой 
строки, уравнение (6.32) можно Представить в виде A (x—x t) +  
+ В ( у —y i )+ C ( z —zi) =0, где через А, В, С обозначены соответству­
ющие определители; эти определители одновременно в нуль обра­
титься ие могут (векторы М 1 М 2 и MjM3 ие коллииеариы), так что 
условие (6.23) будет выполнено.

Читателю предлагается составить уравнение плоскости, проходя­
щей через две точки Mi(Xi, уи z i), М2 (х2, у 2, z2) и параллельной
вектору a =  (ai, а2, a3), а также уравнение плоскости, проходящей
через точку Mi (xi, у и zi)  и параллельной двум иеколлииеариым век­
торам а =  (аь а2, аз), Ь =  (6±, Ь2, 6з).

Взаимное расположение двух плоскостей. Рассм от­
рим две плоскости, заданны е уравнениями

A i X + B i y + C i Z + D ^ O - ,  (6.33)

A 2x- \-B2y-\-C2z-\-D2 — 0. (6.34)

П ервая из них имеет нормальный вектор п 1= ( Л 1, В и 
Су), вторая — нормальный вектор п2=  (Л2, В 2, С2).  П ло­
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скости параллельны , когда векторы щ  и п2 коллинеарНЫ, 
поэтому из условий (5.37) и (5.38) следует, что необхо­
димое и достаточное условие параллельности двух пло­
скостей (6.33), (6.34) вы раж ается равенствами

А% =  XAi, В% XBi, С2 — ХСх
или

■ £ = т Н т Ь  (б'35)

Условие совпадения двух плоскостей вы раж ается р а ­
венствами

A 2 =XAi,  C2=XCi, Z)2=XOi,
или

^2 _ ^2 ________  ̂ 2 ________ 4 D 2 /о орл
Аг ~  Вг С,  ■ Di ’ (Ь-С*Ь)

так  как в этом случае коэффициенты уравнения второй 
плоскости получаются из соответствующих коэффициен­
тов уравнения первой путем умножения на одно и то же 
число, отличное от нуля (такие уравнения определяют 
одну и ту ж е плоскость).

Если условие (6.35) не выполнено, плоскости пересе­
каю тся. В частности, когда плоскости перпендикулярны, 
то- перпендикулярны и векторы гц, п2, поэтому их ска­
лярное произведение равно нулю, т. е. n in2 =  0, или

A iAz-\~BiBi-\-CiCz= 0. (6.37)

Равенство (6.37) вы раж ает необходимое и достаточ­
ное условие перпендикулярности двух плоскостей, зад ан ­
ных уравнениями (6.33) и (6.34).

Угол между двумя плоскостями. Пусть даны две пло­
скости уравнениями (6.33) и (6.34). Угол ф между этими 
плоскостями равен углу между их нормальными векто­
рами lit и п2, поэтому

cos ф =  =  AA*+  В*В* +  C l ° 2 ------ - (6.38)
ni 11 n21 V a \  +  b \  +  c \  V a \  +  b \  +  c I

П р и м е р  1. Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точку Af0(4, —б, 6) и имеющей нормальный вектор п={1, 2, —3}.

Так как в данном случае х 0~4, уо = —5, г0= 6, /1=1, В = 2, 
С = —3, то уравнение (6.21) принимает вид 1 (jc—4) + 2 (г/+5) — 
—3 (г—6) =  0, или х + 2 у —Зг+24 =  0.

П р и м е р  2. Составить уравнение плоскости, проходящей через 
три точки Afi(l, —4, 9), Мг(—2, —5, 7], М 3 (3, —6, 8).
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В соответствии с формулой (6.32) получаем
X— 1 У +  4 г — 9 х  — 1 у +  4 г — 9

— 2 — 1 — 5 +  4 7 — 9 =  0, — 3 — 1 — 2

3 — 1 — 6 +  4 8 — 9 2 — 2 — 1

=  0;

— 1 — 2 — 3 — 2
( * - 1 ) — 2 — 1

- ( < /  +  4)
2  — 1 +

I — 3 — 1
+  (г — 9) | 2 — 2

=  0; Зх +  7у —  8г +  97 =

П р и м е р  3. Уравнение 2х—</+2г—15=0 привести к нормаль­
ному виду.

По формуле (6.30) находим

|Х =
1

/ 22 + ( - 1)2 +  22
(взят знак плюс, так как D = 

2 1
нение, получим-g - х  — ~з- # +  ~з_ г — 5 =  0.

15). Умиожив на (х исходное урав-
2

§ 6.5. П рям ая в пространстве

Векторно-параметрическое уравнение прямой. Н а ­
правляющим вектором прямой  назы вается любой вектор, 
леж ащ ий на .прямой или п ар ал ­
лельный ей.

На правляю щим и косинусами  
прямой  называю тся направляю ­
щие косинусы ее направляю щ его 
вектора.

Составим уравнение пря­
мой, проходящей через точку 
М а{я, г/о, z 0) и имеющей направ­
ляющий вектор а = (ait а2, а3).
О тложим из точки М 0 вектор 
М 0А  =  а (рис. 6.8). Пусть 
М  (х, у, z ) — произвольная точка данной прямой, г =
=  О М  — ее радиус-вектор, а__г0= О М 0 — радиус-вектор
точци М 0, тогда ОМ 0+-МоМ= ОМ, M 0M = a t ,  поэтому

r = r 0+ a f .  (6.39)

Уравнение (6.39) назы вается векторно-параметрическим 
уравнением прямой.
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=  О М = (х , у, г ) ,  Го — ОМо— (Хо, Уо, z0),  а = ( а ь а2, а3) , от 
векторного соотношения (6.39) перейдем к координатным 
соотношениям

x = x 0+ a i t ,  y= t j o + a 2t, z = z 0+ a 3t. (6.40)

Уравнения (6.40) называю тся параметрическими урав не ­
ниями прямой  (см. § 6.3).

Канонические уравнения прямой. К аж дое из уравне­
ний (6.40) разреш им относительно t :

х *о __  ̂ У — У о j. г — гв __ ±
ai ’ аг ’ а3 ’

откуда
* — *0 _  у — Уа _  г — г0

а1 а3

Параметрические уравнения прямой. Заметив, что г =

(6.41)

Уравнения (6.41) называю тся каноническими уравнения­
ми  прямой.

Уравнение прямой’, проходящей через две данные точ­
ки. Пусть даны  две различные точки M i { x x, у и Zi) и 
М 2(х2, Уг, Zz). В качестве направляю щ его вектора прямой 
можно взять вектор а = М 4М2=  (х2—х и уг— Уи z%— Zi). П о ­
скольку прямая проходит через точку Му(х  i, у  и Zi), ее ка­
нонические уравнения в соответствии с (6.41) запиш ут­
ся так:

х *i _  У Ух __ г 2i /g 42)
х2 — г/г гг — гх

Уравнения (6.42) являю тся уравнениями прямой, прохо­
дящ ей через две указанны е точки.

Угол м еж ду двумя прямыми. Рассмотрим две прямые, 
заданны е параметрическими уравнениями-

x = x i  -{-ait, y —yi-\-a2t, z=Zi- \ -a 3t; (6.43)

x  = X2-{-bit, y=y-LJrbt t ,  z = z 2-\-b3t ; (6.44)

первая из этих прямых проходит через точку М 1 (х 1, у и Zi), 
вторая — через точку М2(х2, г/2, z2) , прямые имеют соот­
ветственно направляю щ ие векторы

а =  (а ь а2, а3), Ь =  {Ьи Ь2, Ь3) . (6.45)

П оскольку угол между прямыми равен углу между их 
направляю щ ими векторами, то
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COS Ф =
ab QjPl "Ь #2̂ 2 “Ь 3̂̂ 3

la| |bl ' Va\ +  al +  alVb\ +  b\ +  bl
(6.46)

3 '  "1 ~r v2
Очевидно, условие перпендикулярности прямых (6.43) 

и (6.44) вы раж ается равенством
0. (6.47)

П ринимая во внимание формулы (5.37), (5.38-), заклю ­
чаем, что необходимое и достаточное условие параллель­
ности прямых (6.43) и (6.44) вы раж ается равенствами

bi=Xcii, Ьг — ’кчг, Ьз = Кйз, . (6.48)
или

bi _ _ 63
аг а2 а3 (6.49)

Взаимное расположение прямых в пространстве. И с­
следуем вопрос о взаимном расположении двух прямых 
в пространстве, заданных уравнениями (6.43) и (6.44). 
Кроме векторов (6.45) рассмотрим еще вектор M lM z=  
=  (х2— х и Ui— Уи z 2— Zi).

Очевидно, данные прямые являю тся скрещ иваю щ ими­
ся тогда и только тогда, когда векторы а,Ь  и M iM 2 неком­
планарны, в этом- случае их смешанное произведение от­
лично от нуля, т. е. [a, b] M iM 2¥=0 , или

а3
Ьх Ь2 Ь3 =f= 0. (6.50)

, х г —  хг Уъ —  Уг z2 — Z-l
Д анны е прямые леж ат в одной плоскости тогда и 

только тогда, когда векторы a, b, М 1М2 компланарны, а 
в этом случае [a, b] M iM 2= 0 , или

% а2 а3

Ьг Ь2 Ь3 = 0 .  (6.51)

х2 — *1 У2 —  У1 z2 — гх
Прямые будут пересекаться, если условие (6.49) не вы­

полнено (т. е. если первые две строки определителя в 
формуле (6.51) не пропорциональны); они будут п ар ал ­
лельными, если условие (6.49) выполняется (т. е. первые 
две строки указанного определителя пропорциональны), 
прямые совпадут, если все три вектора a, b, M iM 2 колли- 
неарны (все строки этого определителя пропорциональны ).
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П р и м е р  1. Составить параметрические ураййения прямой, пре­
ходящей через точку Мо(2 , —3, —7) и имеющей направляющий век­
тор а =  (4, —6, 5).

Поскольку по условию х 0 = 2, 1/о = — 3, г 0 = — 7, а i =  4, а г = — 6, 
а3=5, в соответствии с формулами (6.40) получаем искомые уравне­
ния х = 2 + 4 1, y = - 3 - 6 t ,  z = - 7 + 5 t .

П р и м е р  2. Исследовать взаимное расположение двух прямых, 
заданных уравнениями:

z =  3 — 7t:х  =  1 — 91,
х  =  6 — 2<,

г/ =  2 +  « ,  

У =  5 +  3t, z =  4 -M .
Так как

— 9 8 — 7 — 9 8 — 7

— 2 3 1 = — 2 3 1

6 — 1 5 — 2 4 — 3 5 3 1
— 9 8 — 7

t"-100

— 7 0 ' 0 =  7

5 3 1 3 1

= 7(8 +  21) Ф 0 ,

то прямые скрещиваются.

§ 6.6. Задачи на прямую и плоскость в пространстве

Прямая как пересечение двух плоскостей. Рассм о­
трим две плоскости, заданны е общими уравнениями 
(6.33) и (6.34). П редположим, что условие (6.35) для 
этих плоскостей не выполнено. Пусть

Аг
В, т. е.

АгВг
Л2В2 Ф 0 .

В этом случае плоскости пересекаю тся по прямой, 
определяемой уравнениями

AiX +  Bit) +  CiZ +  D x =  0 

A%x +  B%y +  C2z +  Z)2 Г о °'} (6.52)

Уравнения (6.52) приведем к параметрическому виду, 
для чего нужно выбрать точку этой прямой и направляю ­
щий вектор. В качестве последнего можно взять вектор 
a = [n 1, n j, где ni и п2 — нормальные векторы рассм атри­
ваемых плоскостей. Так как щ = { А и В и Ci), п2= (Л 2, 
Вг, Сг) (см. формулу (6.19) § 6.4), то (см. § 5.9)

£ i  Ct А! С, А,  В !
а =  ( в% с2 у А% С2 » А% В 2
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Чтобы выбрать точку, фиксируем произвольное зйачё- 
ние z = z 0 в уравнениях (6.52), получим систему двух 
уравнений

А±х - ) -  В^у =  — ■ CiZ0  —  Di',
А%Х -{- В%У — C^Zq ^2*

Реш ая эту систему (определитель ее отличен от нуля), 
получаем значения х = х 0 и у =  уо- И так, фиксирована 
точка М ( х 0, у о , г 0).

Искомые параметрические уравнения принимают вид

х =  х 0 +
в г с х
в% с% t, 1II At  Сх

А% С%

z = го +
Аг Si 
А% В% t.

t,
(6.53)

П р и м е р  1. Составить параметрические уравнения прямой 
3jc — 4t/ -f- г — 2 =  0;
7х — 5у +  5г — 9 =  0.

Положив, например, 2 о =  0, получим систему уравнений ^
3*—4(/=2;
7х—5у=9,

из которой находим *о=2, У о = \ ;  фиксирована точка М0(2, 1, 0) этой 
прямой.

Поскольку П!=(3, —4, 1), п2= (7 , —5, 5), то

а =  1П1 > П2] =
— 4 1. 3 1

С
О — 4

— 5 5 1 7 5 У 7 1 С
Л =  ( - 1 5 ,  - 8 ,  13}.

Следовательно, искомые уравнения имеют вид * = 2 —151, у=  
= 1- 8<, г=\Ы.

Взаимное располож ение прямой и плоскости. Р а с ­
смотрим прямую, заданную  параметрическими уравне­
ниями (6.40), и плоскость, определяемую  общим уравне­
нием (6.2 2 ).

Чтобы найти общие точки прямой и плоскости, необ­
ходимо решить систему их уравнений. П одставляя вы ра­
ж ения (6.40) в уравнение (6.22), получаем

или
А (хо-\-ctit) -|-В (y0-\-a,2t ) - \ - C  (zo+ азО  =  0

(Aai-\-Ba,2-\-CcLi)t-\- (Ахо-^Вуй-^Схо-^-О)  = 0 . (6.54)



Исследуем возможные случай, касаю щ иеся коэффи­
циентов этого уравнения. Если

Acii+ В а г + С а  зфО,  (6.55)

то уравнение (6.54) имеет единственное решение

j. _ _ __ Ах0 -j- Ву0 -j- Cz0 +  D
Ва2 —|— Cflg

П рям ая и плоскость пересекаю тся в единственной точ­
ке, координаты которой находятся подстановкой значе­
ния t в уравнения (6.40). Если

Aai-\ -Ва2+ С а 3 =  0, Лл;о+{5г/о+С2о+.0=^0, (6.56)

уравнению (6.54) не удовлетворяет ни одно значение t\ 
прям ая и плоскость общих точек не имеют. Если

А й 1~\-Вй2~{-Соз = 0, Ахо~{-Byg-{-Czo~{-D— 0, (6.57)

уравнению (6.54) удовлетворяю т любые значения t\ пря­
мая целиком леж ит в плоскости.

З а м е ч а н и е ,  Первое из равенств в формулах (6.56), (6.57),
т. е.

=  0, (6.58)

выражает необходимое и достаточное условие параллельности прямой 
и плоскости; это условие можно получить непосредственно, так как 
векторы п = (Л , В, С) и ? =  (oi, «г, аз) в этом случае перпендикуляр­
ны и их скалярное произведение равно нулю.

П р и м е р  2. Исследовать взаимное расположение плоскости 
x + y + z —3 = 0  и прямой —t, у=2+3<, z = 6 —At.

Поскольку условие (6. 58) не выполнено, то прямая и плоскость 
пересекаются. Подставив выражения для х, у, z  через t в уравнение 
плоскости, получим (1—<) +  (2+ 30  +  (6—4^)—3= 0, —2^+6=0, t = 3. 
Из уравнений прямой находим координаты точки пересечения х =  
=  1—3 = —2, у = 2 + 9 = 1 1 , 2 = 6 -1 2  =  - 6 ,Л Г ( -2 ,  11, - 6 ) .

Угол м еж ду прямой и плоскостью. Н айдем угол ф 
между прямой x=xo-\-a,it, y = y 0-}-azt, z  = z 0-\-a3t и пло­
скостью Ax-\-By-\ -Cz-\ -D = 0.

П оскольку вектор п =  (А, В,  С)  перпендикулярен дан­
ной плоскости, направляю щ ий вектор a=( f l i ,  az, а3)

прямой образует с вектором п угол г[) =  -^-----ф или гр =

=  +  ф (рис. 6.9). Так как под ф понимаем острый по­

ложительный угол, то sin ф =  | cos \|) | .
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По формуле (5.62) находим
Sin ф =  ----------- 1 Аа, +  Ва2 +  Са3 \ (6.59)

Расстояние точки д о  плоскости. Пусть дана плоскость 
нормальным уравнением (6.27) и произвольная точка 
Мо(хо, Уо, z 0) пространства. Отклонением б точки М й от 
плоскости назовем ее расстояние d  до этой плоскости.

взятое со знаком плюс, если Мо и начало координат л е­
ж ат  по рдзные стороны от плоскости (рис. 6 .10 ) , и со зна­
ком минус, если они л еж ат  по одну сторону от плоско­
сти, т. е.

6 = ± d ,  d = \ 8 \. (6.60)
Спроектируем точку Мо на нормаль п  к плоскости. 

Пусть Q — ее проекция, тогда б = PQ = O Q — OP,  где PQ,  
OQ  и ОР  — величины соответствующих направленных от­
резков нормали.

Поскольку OQ =  np„ ОМо, О Р —р  и пр„ ОМ0 = 
=  Хо cos a + t/o  cos p + zo  c o s -у (см. следствие 3 из теоремы 
5.1), то

6 =Xo cos a +г/о cos Р + г 0 cos у — p. (6.61)

Следовательно, расстояние точки Мо(хо, г/о, г0) до пло­
скости (6.27) определяется формулой

| * о  cos a + г / о  cos р + г 0 cos у — р  | . (6.62)

З а м е ч а н и е .  Если плоскость задана общим уравнением (6.22), 
то с учетом ее нормального уравнения (6.31) получаем

I Аха +  Ву0 +  Cz0 +  D |
« - ----- У л . +  в . +  с . • (6 б з>
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П р и м е р  3. Вычислить расстояние от точки Мо(7, —8, 3) до 
плоскости х + 2 у—2 z — 12=0.

По формуле (6.63) получаем
t |1  . ?  +  ( — 8)2 — 2 - 3 — 12|  1 - 2 7 |  „

У~13 +  23 +  (— 2)2 3

§ 6.7. Уравнение цилиндрической поверхности  
с образую щ ей, параллельной координатной оси. 

Цилиндры второго порядка

Цилиндрической поверхностью назы вается поверх­
ность, описываемая прямой (образующей ), движущ ейся 
вдоль некоторой линии (на правляю щей ) и остающейся 
параллельной исходному направлению  (рис. 6.1 1 ). 

Рассмотрим уравнение

F ( x , y ) =  0, (6.64)

особенность которого состоит в том, что оно не содержит 
переменной г. •„

П окаж ем , что если это уравнение определяет некото­
рую поверхность, то она является цилиндрической поверх­
ностью с образующей, параллельной оси Oz. Если Хо, 
уо — значения переменных х  и у, удовлетворяю щ ие урав­
нению (6.64), т. е. точка М 0{х0, у0, zo) принадлеж ит по­
верхности, определяемой уравнением, то ей будет при­
надлеж ать и точка М ( х о, уо, z ) ,  так  как z в уравнение 
(6.64) не входит. Следовательно, поверхности целиком 
принадлеж ит прямая, проходящ ая через точки М$, М,  а
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эта  прямая параллельна оси Oz.  И так, поверхность, опре­
деляем ая уравнением (6.64), является цилиндрической 
поверхностью с образующей, параллельной оси Oz.

Отметим, что в плоскости Оху  уравнение (6.64) опре­
деляет линию (направляю щ ую ), которая в пространстве 
задается уж е двумя уравнениями

F{X’ У)==0’ I ffifW
2 = 0  (6 '65)

(уравнения (6.65) задаю т эту линию как пересечение ци­
линдрической поверхности (6.64) и координатной плоско­
сти О х у ) .

Цилиндром второго порядка  назы вается цилиндриче­
ская поверхность, направляю щ ей которой является эл ­
липс (окруж ность), гипербола или парабола.

К цилиндрам второго порядка относятся эллиптиче­
ский цилиндр  (рис. 6. 1 2 ), определяемый уравнением

х*
^а2 +  ■М— =  1 (6 .66)

в некоторой системе декартовы х прямоугольных коорди­
нат; гиперболический цилиндр  (рис. 6.13), определяемый 
уравнением

(6.67)

параболический цилиндр  (рис. 6.14), определяемый урав­
нением

а-2= 2  qy  (6.68)
или уравнением

уг=2рх. (6.69)

6 З а к .  1051 lei



З а м е ч а н и е  1. Если уравнение
^ ( * ,z ) = 0  (6.70)

определяет некоторую поверхность, то ею является цилиндрическая 
поверхность с образующей, параллельной оси Оу.

З а м е ч а н и е  2. Если уравнение
( Р ( у , г ) =  0 (6.71)

определяет некоторую поверхность, то ею является цилиндрическая 
поверхность с образующей, параллельной оси Ох.

§ 6.8. Уравнение поверхности вращения

Рассмотрим поверхность, полученную вращ ением ли­
нии /, заданной уравнениями

х = ф  i ( z ) ,  у = ф 2( г )1), (6.72)

вокруг Оси Oz.  Пусть М  — произ­
вольная точка этой поверхности, 
X, Y, Z  — ее текущ ие координаты. 
Через точку М  проведем пло­
скость, перпендикулярную оси 
Oz; эта плоскость (ее уравнение 
z = Z )  пересечет поверхность по 
некоторой окружности с центром 
в точке O i(0 , 0 , z)  на оси Oz  
(рис. 6.15). Обозначим буквой N 

'у точку пересечения указанной 
окружности и линии /, а буквами 
х, у, z  — ее координаты.

П оскольку длины отрезков 
ОуМ и OiN  равны между собой 
(как радиусы одной и той же 

окруж ности), т. е. р (О ь М)  =  р (О ь  N ) и

р (Ох, М) =  V * 2 +  У2. Р (Оь  N)  =  V ^ T y \
то

У Х 2 +  Y 2 =  У х 2 +  У \  X 2 +  V 2 =  х2 +  У2- (6.73)

Д ля  координат точки N  х = щ ( г ) ,  у  = щ { г ) ,  z  — Z,  по­
этому уравнение (6.73) принимает вид

X 2 + Y 2 = 4 l ( Z )  +  y l (Z ) .  (6.74)

*> Здесь предполагается, что уравнения (6.5) линии можно пред­
ставить в таком виде, т. е. выразить х  и у  только через Z.
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Уравнение (6.74) явл яется ' уравнением поверхности, по­
лученной вращением линии (6.72) вокруг оси Oz.

Если обозначить текущ ие координаты точки поверх­
ности буквами х, у, z, уравнение (6.74) можно перепи­
сать так:

х 2 +  у2 =  ф2 (г) +  ф | (г). (6.75)

Обратно, если задано уравнение
x 2+ y2 ^ f {z) \ (б.7б)

где f ( z ) ^ 0 , то оно определяет поверхность вращ ения, 
так  как в сечении ее с плоскостью z = h  будет окружность

x 2-\-y2 = f ( h ) ,  z = h .  (6.77)

З а м е ч а н и е .  Уравнение (6.75) поверхности вращения полу­
чается из уравнений линии I в результате следующих формальных 
действий: возведения в квадрат обеих частей каждого из уравнений 
(6.72) и почленного их сложения.

§ 6.9. Поверхности вращения второго порядка

Поверхностью вращения второго порядка  назы вается 
поверхность, образованная вращ ением линии второго по­
рядка вокруг ее оси.

2 1

У

Рис. 6.16

Эллипсоидом вращения  назы вается поверхность, полу­
ченная вращением эллипса вокруг одной из его осей 
(рис. 6.16).
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Пусть в плоскости Oyz задан  эллипс уравнениями

-f£- +  - J -  =  1, * =  0 ‘>. (6.78)

Составим уравнение эллипсоида сращ ения, получен­
ного вращ ением эллипса (6.78) вокруг оси Oz. Уравнения
(6.78) приведем к виду (6.72). Поскольку в уравнение 
поверхности вращ ения входят квадраты  х  и у, достаточно 
выразить их из уравнений (6.78):

У2 =  Ь2 [ 1 *а = 0 .

На основании (6.75) получаем х 2 -\- у 2 =  b2 | l -----или

- w + i r  +  - w = h  (6 -79)

Уравнение (6.79) является уравнением эллипсоида 
вращ ения, полученного вращ ением эллипса (6.78) вокруг 
оси Oz.

Однополостным гиперболоидом  вращ ения называется 
поверхность, полученная вращением гиперболы вокруг ее 
мнимой оси (рис. 6.17).

Составим уравнение однополостного гиперболоида 
вращ ения, полученного вращением гиперболы

1 , * =  0 (6.80)

вокруг оси Oz:

У2 =  b2{\  +  - ^ - j ,  х 2 = 0 ,  x 2 + y 2 = b 2 ( 1 +  

откуда
у2 */2 уЧ

- W  +  T T - - ? - - 1- <6 -81>

Уравнение (6.81) является, уравнением указанного одно­
полостного гиперболоида вращ ения.

*> Линия в пространстве определяется двумя уравнениями отно­
сительно декартовых координат (см. § 6.1, систему (6.5)); в данном 
случае первое уравнение определяет эллиптический цилиндр с осью 
Ох (см. уравнения (6.66) и (6.71)), второе — координатную плос­
кость Oyz; пересечение указанных поверхностей является эллипсом 
с полуосями б и с .
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Двуполостным гиперболоидом вращения  назы вается 
поверхность, полученная вращ ением гиперболы вокруг 
ее действительной оси (рис. 6.18).

Рис. 6.17

Составим уравнение двуполостного гиперболоида, по­
лученного вращением гиперболы

й2 =  1 , х  — О (6.82)

вокруг оси Oz:

y 2 =  b2 1 , х2 =  0, у 2 +  х 2 =  Ь2 - j ------1 •

Отсюда следует искомое уравнение 

х2 _j_ У2 ?2 __
Ь2 ъ2 —  1. (6.83)

Конусом вращения  назы вается поверхность, получен­
ная вращением двух пересекаю щ ихся прямых вокруг бис­
сектрисы угла между ними.

Составим уравнение конуса, полученного вращ ением 
прямых

у2 г2
~Ь2 ё5

1 6 5



вокруг оси Oz  (рис. 6.19). Поскольку 

У2 = ^ г 2, х2 = 0 ,

то

x 2 +  y 2 = ~ z 2, или - у г  +  - £ ------- * -  =  0 . (6.84)

У равнение (6.84) является уравнением указанного ко­
нуса вращ ения.

Параболоидом вращения  назы вается поверхность, по­
лученная вращением параболы  вокруг ее оси (рис. 6 .20 ).

Уравнение параболоида вращ ения, полученного вр а­
щением параболы

y 2 = 2pz, х —0 (6.85)

вокруг оси Oz,  имеет вид

х 2 +  У2 — 2 рг, или ~ ~  +  =  2 г. (6 .86)

§ 6 .1 0 . Поверхности второго порядка, 
заданны е каноническими уравнениями

Введем сначала понятие одного преобразования то­
чек пространства, которым будем пользоваться в д ал ь­
нейшем. «Сжатием к плоскости» П назы вается такое
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преобразование, которое каж дой точке М  пространства 
ставит в соответствие точку М ' , леж ащ ую  на перпендику­
ляре М Р  к плоскости П (рис. 6.21), такую, что

~WP~ — <6 -87)

где МР, М 'Р  — величины направленны х отрезков перпен­
дикуляра, опущенного на плоскость П (Р — основание 
перпендикуляра), число k  назы вается коэффициентом 
«сжатия», k > 0 .  Отметим, что при & > 1  будет сж атие, при 
k <  \ — растяжение, при k =  \ — тождественное преобра­
зование (каж д ая  точка остается на месте).

Если плоскость П — одна из координатных плоско­
стей, то формулы преобразования имеют простой вид, так 
как  две координаты остаю тся прежними, меняется лишь 
третья из них. Н апример, если П — плоскость Oyz,  то 
формулы преобразования имеют вид

x = k X ,  y = Y ,  z = Z ,  (6 .88)

где (х, у, г) — координаты точки М\  (X , У, Z) — коорди­
наты точки М'.

Эллипсоидом назы вается поверхность, полученная в 
результате сж атия эллипсоида вращ ения к плоскости, со­
держ ащ ей ось вращ ения.

Эллипсоид вращ ения, определяемый уравнением
(6.79), подвергнем преобразованию  «сжатия» к плоско­
сти Oyz  по формулам

х = ~ Х ,  y = Y ,  z =  Z.  (6.89)

167



П о д стави в  форм улы  (6.89) в уравнени е  (6.79), полу­
чим уравнени е  эллипсоида

(6.90)

Если текущ ие координ аты  точки эллип сои да  обозначить  
х, у,  z,  то уравнени е  примет вид

у2 1/ 2 2̂
~  +  - | г  +  ^ - = 1 .  (6.90а)

Э ллипсоид  отсекает  на осях координ ат  Ох, Оу, O z  от ­
резки 2а, 26, 2с, которы е назы ваю тся  осями, а =  ОА,  
Ь =  ОВ,  с — О С — полуоси элли п сои да  (рис. 6.22). Если 
а ф Ь ,  Ь ф с ,  а ф с ,  то поверхность назы вается  трехосным  
элли п со и д о м .

З а м е ч а н и е .  В случае равенства двух полуосей получаем 
эллипсоид вращения, если все полуоси равны a=b = c—R, имеем 
сферу радиуса R, уравнение которой х 2+ y 2 + z 2 = R 2. Это уравнение 
было выведено ранее другим путем (см: § 6.1 уравнение (6.4)).

П о д в ер гая  преобразованию  «сж ати я»  к плоскости O y z  
по ф о р м у лам  (6.89) поверхности (6.81), (6 .83), (6 .84), 
получаем  соответственно однополостный гиперб оло ид,  
определяем ы й уравнением

у 2  1,2 у 2

- ^  +  - ^ - - ^ - = 1 ,  (6.91)

двуполостиый гипе рб ол ои д,  имею щ ий уравнение
у  2  «у2 у 2

~а2~ Цр с2' =  (6.92)

конус  второго поря дка ,  определяем ы й уравнением
у 2  f /2  ^ 2

1 Г + - Т *— =  (б-93)
П одвергн ув  п реобразованию  «сж ати я»  к плоскости 

O x z  поверхность п араб олои да  вр ащ ен и я  (6.86) по ф о р ­
мулам

Х =  X ,  у  =  Y ~ J ~  Y ,  z = Z { p q > 0), (6.94)

получим поверхность, назы ваем ую  эллипт ическим п а р а ­
болоидом.

Э ллиптический параболои д  имеет уравнение
х2 , у 2 п _г.



Поверхность эллиптического параболоида можно полу­
чить и другим способом.

Рассмотрим две параболы

У2 =  2gz;
х =  О

х 2 =  2 pz; j 
У =  0, j

(6.96)

(6.97)

имею щие общ ую  вершину, общую ось и расп олож ен н ы е  в 
перп ен ди кулярны х плоскостях  O y z  и O x z  (рис. 6.23). 
Н ай д ем  поверхность, описанную  параболой  (6.97) при т а ­
ком непрерывном перемещ ении ее, когда  ось не меняет 
н ап равлени я , а верш ина все врем я находится на п ар аб о л е  
(6.96), причем плоскости, в которы х л е ж а т  п о д в и ж н ая  и 
н еп одвиж ная  параболы , остаю тся  взаим но  перп ен ди ку­
лярны м и. Возьмем  произвольную  точку М ( Х , У, Z)  и ск о ­
мой поверхности и проведем через нее плоскость, перпен­
дикулярную  оси Оу  (рис. 6.23). Эта  плоскость имеет 
уравн ен и е  у =  У, где У — о р д и н ата  точки М.

П р и  своем д ви ж ен и и  п а р а б о л а '  (6.97) в некоторый м о ­
мент времени зай м ет  полож ение, при котором ее п ло­
скость совпадет  с проведенной плоскостью  y  =  Y. П усть 
N  — верш ина параболы , тогда  N  (О, У, z ) ,  т а к  к а к  эта 
точка  л еж и т  в плоскости O y z  и в плоскости y = Y .  У р а в ­
нение п араб олы  с верш иной в точке N ( 0 ,  У, г )  имеет  вид

( X  —  О)2 : 
У = ¥

2р (Z —  г)
или

X z = 2 p ( Z  —  z) 

У — Y
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П оско л ьк у  точка  N  л еж и т  на п а р аб о л е  (6.96), то Y2 =  2qz,  
Y 2

откуда z  =  -щ -.
С ледовательно , уравнение  искомой поверхности имеет 

вид

или
V  2 V 2

- ^ +  — =  2Z. (6.98)

В о зм о ж н ы  д в а  случая: 1) числа р  и q одного зн ак а  
{ p q > 0 ) ,  т. е. н ап равлен и я  осей п ар аб о л  (6.96) и (6.97) 
одинаковы , например, р  =  а2, q =  b2, тогда  иском ая  поверх­
ность имеет уравнение

=  22, (6.99)

следовательно , является  поверхностью эллиптического 
п ар аб о л о и да ;  2) числа р  и q имеют р азн ы е  знаки  ( p q < 0), 
т. е. н ап р авл ен и я  осей дан ны х п ар аб о л  противополож ны , 
например, р = — a2, q =  b2, тогда  уравнени е  поверхности 
примет вид

=  2z. (6.100)

Эта поверхность н азы вается  ги п е р б о л и ч е с к и м  п а р а б о л о и ­
дом  (рис 6.24).

З а м е ч а н и е .  При рассмотрении поверхностей второго поряд­
ка мы исходили из наглядного геометрического представления об их
образовании, затем составили уравнения. Можно поступать по-дру­
гому. Задать поверхности уравнениями, рассмотреть линии, получаю­
щиеся в сечении их координатными плоскостями, и по этим линиям 
составить представление о виде поверхности. J

Г л а в а  7

ЛИ Н ЕЙ Н Ы Е ПРОСТРАНСТВА. 
Л И Н ЕЙ Н Ы Е ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Понятие линейного пространства (многомерного векторного про­
странства) является одним из основных в современной математике. 
Это понятие возникает в результате обобщения некоторых свойств 
векторов.
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§7 .1 . Понятие линейного пространства.
' П одпростр анство

Р ассм о тр и м  м н ож ества  V элем ентов  х, у, z  и м н о ж е ­
ство R  действительны х чисел. О пределим  операцию  с л о ­
ж ен и я  элем ентов  м нож ества  V (ее н азы в аю т  внутренней 
оп ераци ей):  любой упорядоченной паре  элем ентов  х е К ,  
у е У  поставим в соответствие третий элем ент  z e l / ,  н а ­
зы ваем ы й  их сум м о й ; будем писать  в этом случае  г  — 
= х + у .  Введем  т а к ж е  операцию  ум нож ен ия  элементов 
м н ож ества  V на дей стви тельны е числа (эту операци ю  
н азы в аю т  внеш ней); к а ж д о м у  элем енту  х е 1 /  и д ей стви ­
тельн ом у числу а е Л  поставим  в соответствие элем ент  
z =  а х = х а ,  где z e V .  П отребуем , чтобы операция  с л о ж е ­
ния элементов м нож ества  V и операция  ум нож ен ия  э л е ­
ментов этого м нож ества  на действительны е числа у д о ­
влетворяли  следую щ им аксиомам:

I. С лож ени е  коммутативно, т. е. х + у = у + х  д л я  л ю ­
бых х е К ,  у е 1 / .

II. С лож ени е  ассоциативно, т. е. ( х + у ) + z = x + ( y + z )  
д л я  лю бы х х е  V, y e  V, z e  V.

III .  Сущ ествует нулевой элемент, т. е. такой  элемент, 
который в сумме с лю бы м  элем ентом  х д ае т  тот ж е  э л е ­
мент х; обозначим этот элем ент  символом 0, тогда  х + 0  =  
= х д ля  лю бого  х е  V.

IV. Д л я  к аж д о го  элем ен та  х е 1 /  сущ ествует противо­
полож ны й элемент, т. е. т акой  элемент, который в сумме 
с дан ны м  дает  нулевой элемент; элемент, п роти воп олож ­
ный элем енту  х, обозначим через —х, тогда  x-f~(—х , ) = 0  
для  лю бого х е К .

V. У множ ение на число 1 не меняет элем ента , т. е. 
1 х = х  для  лю бого х е 1 Л

Д л я  лю бы х х, у ^ У ,  а,  ) 3 е ^ :
VI. а( |3х) =  (а |3)х.
V II .  а ( х + у )  = а х + а у .
V II I .  (a - f -P )x  =  ax-f-|3x.
М нож ество  V элем ентов  х, у, z, . . . ,  в котором опреде­

лены  операции слож ения  элем ентов  и ум нож ен ия  эл ем ен ­
т а  на действительное число, удовлетворяю щ и е  аксиомам  
I—V III ,  н азы вается  действительным ли н е й н ы м  простран­
ством, или действительным векторным пространством. 
Э лементы  действительного  линейного пространства  н а ­
зы в аю т  векторами.
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З а м е ч а н и е .  Аналогично определяется комплексное линейное 
пространство: вместо множества R действительных чисел рассматри­
вается множество С комплексных чисел. В дальнейшем будем изучать 
преимущественно действительное линейное пространство и называть 
его просто линейным пространством.

И з определения линейного пространства  вы текаю т 
следую щ ие утверж дения .

1. В линейном пространстве  имеется единственный 
нулевой элемент.

2. Д л я  лю бого  элем ента  х линейного пространства  су­
щ ествует единственный противоп олож ны й элем ент  —х.

3. Д л я  элем ента  —х противополож ны м  будет э л е ­
мент х . '

4. Д л я  лю бого  элем ента  х произведение 0х =  0, где 0 — 
число нуль, 0 — нулевой элемент.

5. Д л я  лю бого  элемента  х  — 1 х  =  — х, где ( — х ) — э л е ­
мент, противополож ны й элем енту  х.

6. Д л я  лю бого  числа а  произведение а 0  =  0, где 0 — 
нулевой элемент.

7. Если а х  =  0 и а ф О ,  то х =  0.
8. Е сли  а х  —0 и х ф О ,  то а  =  0.
Д о к а ж е м  эти утверж дения . 1. П р едп олож и м , что в V 

имею тся д в а  нулевы х элем ента  Oi и 0>, тогда  0i-f-02 =  0 t 
и 01+ 02 =  02, поэтому 0 | =  02. 2. П р едп олож и м , что д ля  э л е ­
мента х сущ ествует  два  п ротивоп олож ны х элемента 
Xi и х2, т. е. x -fx i =  0 и х + х 2 =  0 , тогда X i=  (x2-f-x) + X i =
= x 2- f  (x -f  Xi) = x 2, или Xi =  x2. 3. П оскольк у  — x - fx  =
=  x - f  ( —x) (по аксиоме I) и x - f  ( —x) = 0  (по аксиоме I I I ) , 
t o  —x - f  x =  0, а это означает, что x — элемент, противопо­
лож н ы й  элем енту  —х. 4. Т а к  к а к  Ox-f 0 =  0 x -f  (x-f- (—х ))  =  
=  (Ох +  х ) +  (—х) =  (0 +  1)х +  (—х) =  x-f- (—х) =  0, т. е. 
0 х + 0  =  0, то-0х =  0 . 5. П оскольку  — 1- x - f x =  (— 1-f 1)х =  
=  0х =  0 , или — l - x - f x = 0, то — 1 -х — элемент, проти­
вополож ны й элем енту  х, т. е. (— 1 )х  =  —х. 6. а 0 =  
— а ( х  - f  (—х))  =  а ( х  +  (— 1 )х) =  ах  -f- а ( — 1 )х  =  а х -f- 
+  ( — а х ) = 0 ,  а0  =  0. 7. П усть  ах  =  0 и а=й=0, тогда

— - а х  =  0, или х =  0. 8. П усть а х  =  0 и х ф О ,  тогда  а  =  0. 
сс

Д ействительно , предполож ив противное, т. е. а ф О ,  по­

лучим ■— (а х )  =  —  -0 =  0, или — - а х = х  =  0, что противо-
СС СС сс

речит условию.
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С л е д с т в и е .  Р ав ен ств о  ах  =  0 вы полняется  тогда 
и только  тогда, когда а  =  0 или х =  0 .

Это непосредственно вы текает  из 4, 6— 8.

З а м е ч а н и е .  Сумму х + ( —у) обозначают х —у и называют 
разностью элементов х и у.

П риведем  прим еры  линейны х пространств.
1. М нож ество  всех свободны х векторов а ( а ь  а 2, а 3), 

где а и аг, а3 могут п р и ним ать  лю бы е действительны е з н а ­
чения, д л я  которы х определены  слож ени е  и умнож ение 
вектора  на число так, как  в § 5.2, явл яется  линейным п ро­
странством . О бозначим  это линейное пространство  сим ­
волом Уз- Отметим, что роль нулевого элем ента  здесь  
играет  нуль-вектор; д л я  лю бого  вектора а проти воп олож ­
ным явл яется  — а. Аксиомы I—V II I  вы полняю тся, о чем 
свидетельствую т ф орм улы  (5.1) — (5.4), (5.7) — (5.10).

2. М нож ество  всех м атр и ц  разм еров  т Х п ,  д ля  кото­
рых определены  слож ени е  м атр и ц  и ум нож ен ие  м атрицы  
на число соответственно ф о рм улам и  (3.8), (3 .10), я в л я е т ­
ся линейным пространством . Р о л ь  нулевого элем ента  
здесь  играет  нулевая  м атри ц а ;  д ля  м атри цы  (aih)mn п ро­
тивоположной будет м атр и ц а  (— aih)mn. Л егко  видеть, что 
аксиомы  I—V II I  вы полняю тся  (см. § 3.2, свойства 1— 8 
линейны х операций над  м а т р и ц а м и ) .

3. М нож ество  { Р п ( х ) }  всех алгебраических  многочле­
нов степени, не превы ш аю щ ей натурального  числа п, для  
которых операции слож ен и я  многочленов и ум нож ения 
многочлена на действительное число определены  обы чны ­
ми п р ави лам и , явл яется  линейным пространством . Р о л ь  
нулевого элем ента  играет  многочлен, все коэффициенты  
которого равны  нулю; д ля  многочлена Р п (х) = а 0х п -{- 
+  aiXn~l +  . . .  +  ап~iX +  а п противополож ны м  будет 
— Р п ( х )  =  — а0х п — а1х п- 1— . . .  — a n- i x — a n. Л егк о  видеть, 
что аксиомы  I—V III  здесь  выполняю тся.

З а м е ч а н и е .  Множество всех многочленов степени, точно рав­
ной натуральному числу п, не является линейным пространством, так 
как сумма двух таких многочленов может оказаться многочленом сте­
пени ниже п (т. е. не принадлежать рассматриваемому множеству).

4. Р ассм отри м  м нож ество  А п, элем ентам и  которого 
явл яю тся  упорядоченные совокупности п  действительны х 
чисел (хи х 2, . . . ,  х п ).  К а ж д ы й  элем ент этого м нож ества  
будем обозначать  одним символом, например, х, у, . . . ,  и
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писать х = ( х и х г, . . . ,  х п) ,  у = ( у и Уг, ■■■, Уп)', д ей стви­
тельны е числа Xi, Хг, . . . ,  х п н а зы ваю т  коорди н атам и  э л е ­
мента  х. Л ин ейны е  операции н ад  элем ен там и  А п опреде­
ляю тся  ф орм улам и

Х + У =  ( ( * l  +  * / i ) ,  ( Х 2 + У 2 ) ,  • • • , ( Х п + У п ) ) ,  

а х =  ( а х и а х 2..........а х п) .

О тметим, что элем ент 0 =  (0, 0, . . . ,  0) явл яется  нулевым, 
элемент —х =  (—х и — Хг, . . . ,  —х п) — противоп олож ны м  
Элементу х =  ( x lt х 2, . . .  х „ ) .

М н ож ество  А п  — линейное пространство , т а к  к а к  все 
аксиомы I—V II I  выполнены (проверка  выполнения а к ­
сиом предоставляется* ч итателю ).

5. Р ассм о тр и м  м нож ество  С[а, Ь\ всех функций х  =  
=  x ( t ) ,  определен ны х и непреры вны х на отрезке  [а, Ь]. 
О пераци и слож ения  этих функций и ум нож ен ия функции 
на  число оп ределяю тся  обычными п р ави лам и . Н улевы м  
элем ентом  будет функция x ( t ) =  0 д л я  всех Ь]. Э л е ­
ментом, противополож ны м  элем енту  x ( t ) ,  будет — x ( t ) .  
Л е г к о  проверить, что аксиомы  I —V I I I  удовлетворяю тся , 
поэтому С [а, b] — линейное пространство.

Введем  понятие  подпространства. М н ож ество  W c z V  
назы вается  подпространством  линейного пространства  V, 
если вы полняю тся  следую щ ие условия: 1) в м нож естве  W  
определены  те  ж е  операции, что и в м нож естве  V ; 2) если
х, у e W ,  то x - f y e l F ;  3) если х е И Р ,  то a x ^ W .  Очевидно, 
всякое  подпространство  W  линейного п ространства  V  
явл яется  линейным пространством , т. е. в W  вы полняю тся 
аксиомы  I— V III .  П р е ж д е  всего, в W  имеется нулевой э л е ­
мент 0: если x e f 1, то 0 х = 0 е Ж  Д л я  лю бого  элем ента  
x g W '  имеется противополож ны й элем ент —х: если x e W ,  
то ( - I ) x  =  - x e I F ,  Л егк о  видеть, что аксиомы  I—V III  
для  элем ентов  м н ож ества  W  будут выполнены. Отметим, 
что нулевой элем ент  0 линейного пространства  V  о б р а ­
зует подпространство  данного  пространства , которое н а ­
зы ваю т  нулевым подпространством. С ам о  линейное п р о ­
странство  V  м ож н о  р а ссм атр и в ать  к а к  подпространство  
этого пространства . Эти подпространства  назы ваю т  т р и ­
виальны м и, а все другие, если они им ею тся ,— нетриви­
альными.

П риведем  прим еры  нетриви альн ы х подпространств.
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1. М нож ество  V2 всех  свободных векторов а (аи а2),  
п ар а л л е л ь н ы х  некоторой плоскости, д ля  которы х обы ч­
ным образом  определены  операции слож ения векторов и 
ум нож ения вектора на число, является  подпространст­
вом линейного п ространства  V3 (см.  пример 1).

2. М нож ество  1Л всех свободных векторов a ( a i ) ,  п а ­
р аллельн ы х  некоторой прямой, представляет  подпрост­
ранство  линейного пространства  V3.

3. М н ож ество  (Pn-i(x)}  всех алгебраических  м ного­
членов степени, не превы ш аю щ ей н атурального  числа 
п — 1, является  подпространством  линейного пространства  
{Рп(х)} (см. пример 3 линейны х п ространств) .

§ 7.2. Линейная зависимость и линейная независимость  
векторов линейного пространства

Р ассм отри м  векторы  (элем енты ) xi, х2, . . . ,  х„  л иней­
ного пространства . В ектор  y =  a i x i - f a 2x2- f  . . . - f  а пх„, 
где а и  аг, . . . ,  а п — некоторы е числа, н азы вается  линей­
ной комбинацией векторов  хь  х2, . . . ,  х п, а числа а ь  
а 2, . . . ,  а,п_— коэф ф иц иентам и  этой линейной ком б и н а­
ции. Если все числа а* ( / = 1 ,  2, . . . ,  п)  равны  нулю, л и ­
нейная комбинация н азы вается  тривиальной . Е сли  хотя 
бы одно из чисел а< отлично от нуля, линейная  ком б и н а­
ция назы вается  нетривиальной.

С истем а векторов

Х Ь Х2, . . . , Хп (7.1)

н азы вается  линейно зависимой , если существуют числа 

а и а 2, , а „ ,  (7.2)

не все равны е нулю, такие, что

KiXi-(-a2x2-(- . . . + а пх„ =  0. (7.3)

Если таки х  чисел не существует, т. е. равенство  (7.3) 
вы полняется  только  в случае

a i  =  a 2=  . . .  = a „  =  0, (7.4)

система векторов (7.1) назы вается  линейно независимой.
Д ру ги м и  словами, векторы  (7.1) н азы ваю тся  линейно 

зависимы м и, если существует их  нетри ви альн ая  линей ная  
комбинация, р ав н ая  нуль-вектору, и линейно незави си м ы ­
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ми, если только  их тр и ви альн ая  линейная  комбинация 
явл яется  нуль-вектором.

И з  определения  линейной зависи мости  и линейной не­
зависимости  векторов вы текаю т следую щ ие утверж ден ия .

1. В с я к а я  система векторов, с о д е р ж а щ а я  нуль-вектор, 
линейно зави си м а .

2. Если k  (k<Cn ) векторов системы (7.1) линейно з а ­
висимы, то и вся система линейно зави си м а .

3. Если из системы линейно независим ы х векторов
xi, хг, . . . ,  х„  отбросить r ( r < i n )  векторов, то оставш иеся 
векторы  об р азу ю т  т а к ж е  линейно независимую  систему.

4. Если среди векторов системы (7.1) имеются такие 
векторы x fe и х т, что x h =  k x m, где к  — некоторое число, то 
система (7.1) линейно зависи м а.

Д о к а ж е м  эти утверж ден ия . 1. Пусть, например, xi =  0, 
тогда 1 - 0 + р - х 2+  . .  . + 0 - х и =  0, т. е. вы полнено равенство
(7.3), в котором не все числа а* равны  нулю, так  к а к  a i  =  
=  1=й=0. 2. В этом случае aiX!-(-a2X2+  . . .  4-a&xfe =  0, где 
среди чисел a i ,  аг, . . . ,  ось. имею тся отличны е от нуля, по­
этому вы полняется  равенство  (7.3), т. е. aiXi4-a2X2+ 
+  . . . + a f t Xf t + 0 - x fe+1- f - . .  • + 0 - х „  =  0. 3. Это следует  из 
предыдущ его. Д ействительно, допустим противное, т. е. 
о став ш аяся  система линейно зави си м а ,  тогда  и вся систе­
ма д о л ж н а  бы ть  линейно зависимой, что противоречит 
условию. 4. Т а к  как  x h =  k x m, то x h— A,xm =  0, т. е. х& и х т 
линейно зависи м ы , ибо ось =  1 ^ 0 ,  поэтому и вся система 
линейно зависи м а.

О тметим частны й случай системы (7.1) при п =  1, т. е. 
случай, когда имеется только  один вектор, который обо­
значим буквой х без индекса. Если х^=0, то система л и ­
нейно независим а, т а к  как  равенство  а х  =  0 вы полняется  
ли ш ь при а  =  0. Если х =  0, то система линейно зависи м а, 
поскольку равенство  а 0 = 0  вы полняется  при а^ = 0 .

Т еорем а 7.1. В екторы хь  х2, . . . ,  х„  линейно зависи мы  
тогда и только  тогда, когда хотя бы один из них является  
линейной комбинацией  всех остальных.

Д о к а за т е л ь с т в о  теоремы аналогично д о казател ьству  
теоремы 5.5.

Введем понятия коллинеарности  и ком планарности  
векторов линейного пространства . Д в а  вектора линейно­
го пространства  назы ваю тся  коллин еарны м и, если они 
линейно зависи мы , и неколлинеарны м и, если линейно не­
зависимы . Три вектора  линейного пространства  н а зы в а ­
ются ко м п лан арны м и, если они линейно зависимы , и не-
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к ом п лан арны м и, если линейно независимы. Введенные 
понятия коллинеарности  и ком п лан арности  векторов л и ­
нейного пространства  совп ад аю т  с известными из а н а л и ­
тической геометрии пон ятиям и коллинеарности  и к о м п л а ­
нарности обычных векторов.

§ 7.3. Размерность и базис линейного пространства.
Изоморфизм линейных пространств

Л инейное  пространство  V  н азы вается  /г-мерным, если 
в нем существует п  линейно независим ы х векторов, а л ю ­
бые /г-f-1 векторы являю тся  линейно зависимы м и. Ч исло  
п  н азы вается  в этом случае  разм ерностью  линейного п ро­
стран ства  V. Д руги м и  словам и , число п  назы вается  р а з ­
мерностью  линейного п ространства  V, если вы полняю тся 
следую щ ие условия: 1) в У сущ ествует  п  линейно н езави ­
симых векторов; 2) лю б ая  система п -\-1 векторов из V  
линейно зависима. Р азм ер н о сть  линейного пространства
V обозначаю т dim V  (от ф ранцузск ого  слова d im en s io n  —  
разм ер н о сть ) .  Если пространство  состоит из одного ну­
левого элем ента , его р азм ер н о сть  считаю т равной  нулю. 
И так ,  разм ерность  линейного пространства  — это наи­
больш ее возм ож н ое  количество  линейно независим ы х 
элем ентов  в нем. В веденное понятие разм ерности  с о гл а ­
суется с наглядн ы м  представлением  о ней; так , п р остран ­
ство V3 всех свободных векторов  явл яется  трехмерны м 
(d im V r3 = 3 ) ,  пространство  Уг — двумерны м, пространст- 

: во Vi —■ одномерным.
f Б а з и с о м  /г-мерного линейного пространства  Vn назы-
\ вается  лю б ая  упорядоченн ая  система п  линейно незави-
| симых векторов этого пространства . П риведем  примеры
? базисов  некоторых линейны х пространств. Б а з и с  прост­

р анства  Уз образует  л ю б ая  тройка  неком п лан арн ы х  век ­
торов, т а к  к ак  эти векторы линейно независимы  (см. тео- 

: рему 5.8) и лю бая  четверка  векторов линейно зави си м а
| (см. теорему 5.10). Б а з и с  пространства  У2 об р азу ю т  два

лю бы х неколлинеарны х вектора , поскольку  они линейно 
независим ы  (см. теорему 5.6) и лю бой вектор плоскости, 
определяем ой этими двум я  векторам и, м ож но р азл о ж и ть  
по ним (см. теорему 5.7). Б ази со м  линейного п ространст­
ва  Vi является  лю бой ненулевой вектор, коллин еарны й 
данной прямой.

Р ассм отри м  вопрос о базисе  и разм ерности  линейного
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п ространства  Л „  (см. § 7.1, пример 4 ) .  Д о к а ж е м ,  что си­
стема п векторов

е±=  (1, 0........ 0), е2 =  (0, 1, 0,'----- 0), . . .
• • •, е „ =  (0 , 0, . . ., 0, 1) ( 7 .5 )

линейно незави си м а, а совокупность еь е2, . . . ,  е„, х, где 
х =  {хи х 2, . . . ,  х п ) — лю бой элем ен т  этого пространства , 
об р азу ет  линейно зависи мую  систему. Д ействительно , л и ­
нейная  ком бинация  векторов (7.5) п ред ставляет  вектор 
a i e i + a 2e2+ . . . + a ne „ =  (a i ,  а 2...........а „ ) ,  который я в л я ­
ется нулевы м  лиш ь при a i  =  a 2=  . . .  = а „  =  0. Это о зн а ­
чает, что векторы (7.5) линейно независимы . П оскольку  
х =  ( x it х г> . . . ,  х п) =  Jfiei-f-JC2e2-f- . . .  + х „ е „  есть линейная 
ком бин ац ия  векторов (7.5), то система е^ е2, . , е„, х
линейно зави си м а  (в силу теоремы  7.1). С ледовательно , 
линейное пространство  Л„ будет п-мерным, а система 
векторов (7.5) образует  базис этого линейного прост­
ранства .

Л ин ейное  пространство, в котором имеется базис, со­
стоящ ий из конечного числа векторов, назы вается  конеч­
номерным. П р и м е р а м и  конечномерных пространств  я в л я ­
ются пространства  Vi, V2, Уз, А„.

Л ин ейное  пространство  н азы вается  бесконечномер­
ным, если при лю бом натуральном  числе т в нем най дет ­
ся т линейно независим ы х векторов. П рим ером  беско­
нечномерного пространства  м ож ет  служ и ть  линейное п ро­
странство  С[а,  b] всех функций x  — x ( t ) ,  определенны х и 
непреры вны х на отрезке  [а, Ь]. Д ействительн о , д л я  л ю б о ­
го натуральн ого  числа т система m -f-l  элем ентов  (век ­
торов) этого  пространства  1, t, t2, . . . ,  tm линейно н езав и ­
сима, в противном случае  многочлен a 0+ a i ^ + a 2i2^- . .  . 
. . . - \ - a mtm, не все коэффициенты  которого равны  нулю, 
о к а за л с я  бы тож дественн о  равны м  нулю на отрезке  [а, Ь\

П усть  д ан ы  два  линейных пространства  V и U. Если 
м еж д у  эл ем ен там и  x ^ V  и y ^ U  этих пространств  у с т а ­
новлено взаим н о-однозначн ое  соответствие, будем писать 
х ■*-* у. Д в а  линейных пространства  V и U назы ваю тся  
изом орф ны м и,  когда м еж ду  их эл ем ен там и  м ож н о уста ­
новить взаи м н о  однозначное соответствие такое, что если 
x i*-*  у  и х г *-+Уг, где х и  х2е К ,  у и y 2<=U, то ( X i + x 2) *-*■ 
*~* ( y i + y 2) ,  a x i * - * a y i ,  где a  —  действительное число. 
П риведем  без д о к азател ьств а  теорему о необходимом и 
достаточном условии и зом орф изм а  двух линейны х прост­
ранств.
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Теорема 7.2. Д в а  линейны х пространства  изом орф ны  
тогда и только  тогда, когда они имею т одинаковую  р а з ­
мерность.

В частности, пространство  Уз (всех свободных век ­
торов) и пространство  А 3 (всех упорядоченны х троек  д ей ­
ствительных чисел) изоморф ны . О тметим так ж е , что к а ж ­
дое конечномерное линейное пространство  разм ерности  п 
и зом орф но линейном у п ространству  А„.

§ 7.4. Координаты вектора линейного пространства

Теорема 7.3. Е сли ei, е2, . . . ,  е„ — базис линейного 
«-мерного  пространства  Vn, то лю бой вектор х этого  п ро­
стран ства  линейно в ы р а ж а е т с я  через базисны е векторы 
еь е2, . . . ,  е„, т. е.

x =  a i e ! + a 2e2+ . . . + а „ е п. (7.6)

Коэф ф ици ен ты  a i ,  a 2, • • •,  ос„ этого  р азл о ж ен и я  оп реде­
ляю тся  однозначно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  х — произвольны й век ­
тор  пространства  V n. П о ско л ьк у  это пространство  я в л я ­
ется «-мерным, то система векторов  ei, е2, . . . ,  е„, х л и ­
нейно зави си м а ,  т. е. сущ ествую т числа |3Ь р2, . . . ,  |3„, 
Pn+i, не все равны е нулю, такие , что

P ie i+ p 2e2-f~ . .  . -f-PnCn4~Pii+iX =  0.

М ож н о  утверж дать , что pn+i=^0. Д ействительно, предпо- 
•л о ж и в  противное, т. е. pn+i =  0, получим, что Pi, р2, . . . ,  рп 

не все равны  нулю, поэтому векторы  еь е2, . . . ,  е„ линей­
но зависимы , а это  противоречит условию. П оскольку  
Рп+1=т^0, то из этого равен ства  следует  (7.6), где а г=  
= — Р г|Р п +1 (1= 1, 2, . . . ,  п) .

Д о к а ж е м  единственность р азл о ж ен и я  (7.6). П р ед п о ­
л ож и м , что существует д р у гая  система чисел yi, у2, • • •, Уп 
т а к а я ,  что x = Y ie i+ Y 2e2+  . . .  + Y n e n, тогда  из последнего 
р авенства  и (7.6) следует, что

a i e i + a ^ - f -  . . .  =  yiCi"bY2e2-f- • • • "ЬУпСп,
или

( a i—y t ) e i+ ( a 2—уг)е2+  . . . +  (a ,t—y„)e» =  0.

Т а к  к ак  ei, е2..........е„ линейно независимы, то отсю да сле­
дует, что a i —yi =  0, a 2—Y2 =  0, . . . , a n— y n =  0, или ai=Yi> 
а 2= у г ,  . • • ,  05n =  Yn.
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В ы р аж ен и е  (7.6) назы вается  р азл о ж ен и ем  вектора  х  
по базису  е(, е2, ..., е п. Координатами вектора  х в базисе 
еь е2, ..., е „  назы ваю тся  коэфф ициенты  a i ,  a 2, ..., a n 
в р азл о ж ен и и  этого вектора по дан н ом у  базису, т. е. в 
ф орм уле  (7.6). Если вектор х в некотором базисе  имеет 
координ аты  a i ,  a 2, . .  . ,  а п, то пишут х =  ( a i ,  a 2, . • • , a n ) 
или x ( a i ,  a 2, . . . ,  a n) ■ Отметим, что если в линейном 
пространстве  У 3 в качестве  б азиса  взять  орты i ,  j ,  к ,  то ко­
ординатам и  вектора х в д ан ном  базисе  будут декартовы  
прям оугольны е координ аты  этого вектора, известны е из 
аналитической  геометрии (см. ф орм улу  (5 .31)) .

П р и м е р  1. Пусть A i  —  четырехмерное линейное пространство 
с базисом ei, еэ, ез, е4. Найти координаты векторов е3 и x=2ei+4e3—  
— 5е4 в этом базисе.

Представим каждый из векторов е3 и х в виде (7.6). Поскольку 
e3= 0 -ei-|-0 -e2+ l -ез+О-е*, то вектор е3 имеет координаты (0, 0, 1, 0). 
Так как х=2е1+0-е2-(-4ез— 5в4, то вектор х имеет координаты (2, 0. 
4, — 5) или х (2, 0, 4, — 5).

О перации над  векторам и  сводятся  к операци ям  над  
их координ атам и  на основании следую щ их свойств.

1. Вектор является  нулевым вектором  динейного про­
стран ства  тогда  и только  тогда, когда все его координаты  
в лю бом базисе  равн ы  пулю.

2. К оординаты  суммы двух векторов  в некотором б а ­
зисе равн ы  сумме соответствую щ их координ ат  данны х 
векторов в том ж е  базисе.

3. К оординаты  произведения вектора на число равны 
произведению соответствую щ их координ ат  на это число 
(в одном и том ж е  бази се) .

4. Д в а  вектора  равны  тогда и только  тогда, когда р а в ­
ны их соответствую щ ие координаты  в одном и том ж е  
базисе.

5. В ектор у является  линейной комбинацией  векторов 
xi, х2, . . . ,  х„ тогда  и только  тогда, когда к а ж д а я  коор­
ди н ата  вектора  у  является  такой  ж е  линейной к ом б и н а­
цией соответствую щ их координат  этих векторов в одном 
и том ж е  базисе.

Д о к а ж е м ,  например, первые д в а  свойства. 1. Е сли  в 
некотором базисе  е 4, е2, . . . ,  е„  все координ аты  вектора х  
равны  нулю, то x =  0 -e i - J -0 -e a +  • ■ • + 0 - е »  =  0 , т. с. х — ну­
левой  вектор. О братно , ссли х =  0 и ‘в некотором базисе  
x =  a 1e i- f -a2e2- f - . . .  4 -a „ e „ ,  то a i e i + a 2e2+  • ■. + a „ e n =  0. 
П оскольку  векторы ei, е2, . • . ,  е п линейно независимы, то 
a i  =  a 2=  . . .  = a „  =  0, т. е. все координаты  вектора  х р а в ­
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ны нулю. 2. Если в некотором базисе  е ь е2> . . . ,  е„ х =  
=  a 1e i + a 2e2+  . . .  + a „ e „  и y =  p i e i + p 2e2+ . . . + p ne n, то 
Х + у =  (о^е  ̂+  Кгег-}- • • • “f~Oin®n) 4" (Pi®1 “t~Р гв2~• • • “t~Pn6n). 
Н а  основании аксиом I, II, V I I I  линейного пространства

x-j-y =  ( a i+ P i ) e i+  (к г+Р г)62-j- . . .  -f- (и П“ЬРп)6И.

П оскольку  р азл о ж ен и е  вектора  х + у  по базису  е(, е2, . . .  
. . . ,  е„ определяется  однозначно, то вектор х + у  имеет ко ­
ординаты

( a i + P i ,  К2+ Р 2, • • • ,  Ки+Рп)-

П р и м е р  2. В некотором базисе даны векторы х (1, — 2, 3,
—  I, 0), у (2, 1, — 3, — 1, 4). Найти координаты вектора 4х— Зу.

Поскольку 4х=(4, — 8, 12, — 4, 0) и — Зу(— 6, — 3, 9, 3, — 12), 
то вектор 4х— З у= 4 х+ (— Зу) имеет координаты (— 2, — 11, 21, — 1, 
- 12).

§ 7.5. Ранг системы векторов линейного пространства

Р ассм отри м  систему т  векторов

1 («11. а 21 , .. ■ » G/7l)>
2 ^  («12. а.,2 , . ■ - а „ 2),

(7.7)

!П ' (а 1 т , а2!П * ■ ■ - Щип)

линейного «-мерного пространства , координаты  которых 
за д ан ы  в одном и том ж е  базисе. Системе векторов (7.7) 
поставим в соответствие м атри цу

« и «12 • • a lm

А  =
«21 «22 ■ • а 2Ш

_ «Я1 a nz  • • а п т  _

в k -м столбце которой зап и сан ы  координаты  вектора 
а  ̂ ( k = \ ,  2, . . . , т ) .  М атр и ц у  (7.8) назы ваю т  матрицей 
системы векторов (7.7) в д ан ном  базисе, а р ан г  этой 
м атрицы  — рангом системы векторов  а(, а2, . . . ,  ат . О б ­
ратно, если д ан а  м атри ц а  (7 .8), ей мож но поставить в 
соответствие систему (7.7) т  векторов линейного п-мер- 
ного пространства . С огласн о  свойству 5 § 7.4 будем го­
ворить, что столбцы м атри цы  (7.8) линейно зависимы , 
если векторы (7.7) линейно зави си м ы  и обратно.
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Приведем без доказательства теорему, которая по­
зволяет судить о линейной независимости векторов, з а ­
данных своими координатами.

Теорема 7.4. Д л я  того чтобы т  векторов «-мерного 
линейного пространства были линейно независимыми, не­
обходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы этой систе­
мы был равен т.

С л е д с т в и е  1. Система п  векторов «-мерного ли­
нейного пространства линейно независима тогда и только 
тогда, когда матрица этой системы векторов является не­
вырожденной.

С л е д с т в и е  2. Если ранг матрицы системы т  век­
торов линейного пространства равен г, максимальное чис­
ло линейно независимых векторов этой системы равно г.

П р и м е р .  Найти максимальное число линейно неза­
висимых векторов в системе а 4 (1 , 4, 2, 7 ) , а2(— 1, —2, 
- 3 ,  - 6 ) ,  а з (0, 5, 0, 5 ) , а*(3, 0, 6, 9 ) , а5(2, 3, 1, 6 ).

М атрица данной системы векторов имеет вид

“ 1 — 1 0 3 2“
4 —2 5 0 3

А =
2 — 3 0 6 1  
7 — 6 5 9 6_

Так как  ранг этой матрицы равен трем (см. § 3.6, 
пример 2 ), то максимальное число линейно независимых 
векторов этой системы равно трем.

З а м е ч а н и е .  Можно доказать, что максимальное число ли­
нейно независимых строк всякой матрицы равно максимальному чис­
лу ее линейно независимых столбцов, т. е. равно рангу этой матрицы.

§ 7.6. П реобразование координат вектора 
при изменении базиса

Координаты вектора, очевидно, зависят от выбора б а ­
зиса. Координаты одного и того же вектора будут р аз ­
личными в разных базисах. Задача  преобразования ко­
ординат вектора состоит в нахождении зависимости м еж ­
ду координатами данного вектора в разных базисах, 
связь между которыми известна. Формулами преобразо­
вания координат называют формулы, связывающие ко­
ординаты вектора в разных базисах.
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В линейном п -мерном пространстве Vn фиксируем два 
базиса

ei, е2............  е„, (7.9)

е ' ,  е'2 , . . .  , е ’п . (7.10)

Матрицей перехода от базиса (7.9) к базису (7.10) назы­
вается матрица системы векторов (7.10) в базисе (7.9). 
Каждый вектор системы (7.10) можно разложить по ба­
зису (7.9). Пусть

е1 —  1̂1 е1 +  h i  е2 +  • • + ^ П 1 еЯ>

е2 =  1̂2 е1 +  2̂2 е2 +  • • “I-  Я̂2 еЯ • (7 .11)

еп =  1̂П е1 +  2̂ле2 +  • • п̂п еЯ >

тогда матрица перехода от базиса (7.9) к базису (7.10) 
имеет вид

Т =

1̂1 1̂2 
tn 2̂2

и

(7 .12)

Н а основании следствия 1 из теоремы 7.4 (см. § 7.5) 
заключаем, что матрица перехода от одного базиса к дру­
гому будет невырожденной (так как базисные векторы 
линейно независимы), всякую невырожденную матрицу 
п -го порядка можно рассматривать как матрицу перехода 
от одного базиса «-мерного линейного пространства к 
другому базису этого пространства. Очевидно, матрица 
Т~1, обратная матрице (7.12), является матрицей перехо­
да от базиса (7.10) к базису (7.9).

Д окаж ем  теорему, устанавливающую связь между 
координатами вектора в различных базисах.

Теорема 7.5. Если х ъ х 2, . . . ,  х п — координаты век-
еп> х \<тора х в базисе е1; е2, 

наты того же вектора в базисе е |,  е ',

X  =  Т Х \
где

коорди-
то

хх ~ ~ Х 1

Х  =
х 2

, Х ' = х 2

/
_•*« _

(7.13)

(7 .14)
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Т — матрица перехода от базиса еь ............. е„ к базису
е / ,  е2', . . . ,  е / .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з условия теоремы следует,
что

х =  х а  +  хаеа +  • • • +  хяея, х =  х,'е; +  х'2е'2 +  . . .  +  x'nt n.

(7.15)

Если матрица Т имеет вид (7.12), т. е. выполнены р а­
венства (7.11), то второе из равенств (7.15) можно запи­
сать так:

Х ~  Х\ 4* 2̂1е2 +  • • • +  и̂1еи) +  Х2 (̂ 12е1 +  2̂2е2 +  • • 1

• • • +  ^ 2 ел) +  • • • +  Хп (^lrtel  +  ^2ле2 +  • • • +  Кп еп) =

=  (tu x l -f- tVix 2 -f- t i nxn) ex - f  (t%xX{ - f  t22x 2 - f  . . .

• • • +  h n x n) e2 +  • • • +  [tniXy -f- t nгх 2 -f- . .  . -f- t nnxn) en.

Сравнивая полученное разложение вектора х по бази­
су еь е2, . . . ,  е„ с первым из равенств (7.15), получаем

xi = hi x i +  ti2xi  +  • • • +  hnxn,
х г =  4 i х { +  tzzx 2  +  . . .  -J- tlnxn , (7.16)

хп — tnl х j -f- tnixr2 -f- . . . -f- tnnxn , _

или в матричной форме Х = Т Х ' ,  где X  и X'  определяются 
формулами (7.14), а Т — формулой (7.12). I

З а м е ч а н и е .  Формулы (7.13) и (7.16) выражают старые ко­
ординаты xi, хг.........х п вектора х через его новые координаты. Что­
бы получить формулы, выражающие новые координаты через старые, 
умножим слева равенство (7.13) на матрицу Т~1, обратную матрице 
Т; T - W = T - i T X ' ,  Т~ 1 Х=Х' ,  или Х'=Т~*Х.

П р и м е р .  В пространстве V2 рассмотрим базис е2 =  i , е2 =  j ■ 
где i, j — орты, и базис e 1 = i ' ,  t'2 = j ' ,  где Г,  j '  — орты, при­
чем Г образует с i угол <р (рис. 7.1). В данном случае i '= ic o sc p - |-
+  jsin<p, j ' =  — i sin ф +  j cos <р. Матрица перехода от базиса!, j
к базису Г , j '  имеет вид

’cos ф — sin ф’
[sin ф cos ф]

Если вектор а  имеет координаты х, у  в базисе i, j ,  х', у '  — в базисе 
i', j', то х = х '  cos ф—у'  sin ф, у= х '  sin ф + у’ cos ф.
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§ 7.7. Евклидово пространство

Определение евклидова пространства. В линейном 
пространстве V кроме операций сложения векторов и ум ­
ножения вектора на действительное число введем еще 
одну операцию, которую назовем с к а ляр н ы м  умнож ением  
векторов. Каждой упорядоченной паре векторов х, у е У  
поставим в соответствие действительное число, которое 
назовем их с к а л яр н ы м  п р о и звед ен и ем  и обозначим (х, у ) .  
Потребуем, чтобы для любых х, у, z e V  и любого числа 
а е ^  выполнялись следующие аксиомы:

I- (х > У) =  (У. х )- И. ( х + у ,  z) =  (x, z) +  (y, z).
III. (ax, y ) = a ( x ,  у ) . IV. (x, x) > 0  для всех x^=0, 

(x, x) = 0  для x =  0 .
Очевидно, скалярное произведение равно нулю, если 

хотя бы один, из векторов нулевой: (0, у) =  (Ох, у) =  
=  0 (х, у) = 0 .

Скалярное произведение (х, х) вектора х на себя на­
зывается с к а л яр н ы м  квадратом  этого вектора и обозна­
чается х2, т. е.

(х, х ) = х 2. (7.17)

Е в к л и д о в ы м  пространством  называется линейное дей­
ствительное пространство, в котором задана операция 
скалярного умножения векторов, удовлетворяющая ак ­
сиомам I — IV. Если «-мерное линейное пространство 
является евклидовым, будем называть его евклидовым 
n -мерным пространством, а базис этого линейного прост­
ранства — базисом евклидова пространства.
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Приведем примеры евклидовых пространств.
1. В линейном пространстве У3 скалярное произведе­

ние двух векторов а и b определим так, как в § 5.7; ак ­
сиомы I — IV для него будут выполнены (см. формулы 
(5.54) — (5.56) и (5.52)).

Следовательно, линейное пространство Уз всех сво­
бодных векторов с обычным определением скалярного 
произведения является евклидовым пространством.

2. Рассмотрим «-мерное линейное пространство А п 
упорядоченных совокупностей п  действительных чисел. 
Скалярное произведение двух его элементов х = (хи 
Хг, • • . ,  х п), у =  (Уи уг, . .  . ,  у п) по аналогии с формулой 
(5.59) определим соотношением

(х, у) =Xiyi-j-x2y 2-\- . . .  -\-хпу п■ (7.18)

Легко видеть, что все аксиомы I— IV скалярного про­
изведения при этом выполняются. Таким образом, р ас­
сматриваемое линейное пространство со скалярным про­
изведением (7.18) является евклидовым пространством, 
его обозначают Е п-

3. В бесконечномерном линейном пространстве С[а, Ь] 
всех функций, непрерывных на отрезке [а, b], скалярное 
произведение двух его функций x ( t ) ,  y ( t )  определим 
формулой

ь
(X, У) =  § x ( t ) y ( t ) d t .  (7.19)

а

Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что 
аксиомы I — IV скалярного произведения будут выпол­
нены, в частности,

ь
(х, х) — j  х2 (/) dt >  0 при х (/) ф  0 , (х, х) =  0 при х  (^) —0 .

а

Следовательно, линейное пространство С[а, Ь] с у ка­
занным определением скалярного произведения любых 
двух его элементов будет евклидовым пространством.

Н орма вектора евклидова пространства. Нормой век­
тора евклидова пространства называется арифметиче­
ское значение корня из скалярного квадрата этого векто­
ра. Норму вектора х обозначим ||х||, тогда по опреде­
лению

|| х || = 1 / ( ^ ) = 1 ^ .  (7.20)
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Норма вектора обладает следующими свойствами.
1 . ||х|| = 0  тогда и только тогда, когда х =  0 .
2. | | а х | |=  | сс| -ИхИ, где а  — действительное число.
3. | ( х , у ) | ^ | | х | | - ||уЦ. 4. | | x + y M x | | + | | y | | .
Докажем эти свойства. 1. Из аксиомы IV скалярного

произведения следует, что | | х | | > 0  для х ^ = 0  и | |х | |  =  
=  0 при х =  0. 2. На основании аксиом I и III скалярного 
произведения получаем || ах  || =  | / ( а х ,  ах) =  ]/ а 2 (х, х) =  
=  |Л х 2 • У  (х, х) =  | а |  • || х | |,  || ах | |  =  | а |  • | |х | | .  3. В соот­
ветствии с аксиомой IV скалярного произведения || х +  
+  у | |2 > 0 , поэтому 0 <  II х +  ау  ||2 =  ( х +  ау, х + а у )  =  
= '(у ,  у ) а 2 - |-2 (х ,  у ) а - | - ( х ,  х). Эту сумму рассматриваем 
как квадратный трехчлен относительно а. Поскольку у ка­
занный трехчлен сохраняет знак, его дискриминант не­
положителен, т. е.

(х, у )2-  (х, х) (у, у) s^O, (х, у )2<  (х, х) (у, у ) .

Так как У (х, у)2 =  | (х, у) |,  У  (х, х) (у, у ) = | / ( х ,  х) X 
X  ]/"(у, у) =  || х || • 1| у Ц, из последнего неравенства следует 
неравенство

I (X, у) l^l lx l l  - llyli, (7.21)

которое называют неравенством Коши ^ — Буняковско- 
г о 2>. 4. Используя неравенство (7.21), получаем

IIх—J—у||2 =  (х + у , х + у )  =  (х, х) + 2  (х, у) +  (у, у) <
< | | х | | 2+ 2 | |х ||- | |у | | +  ||у||2= ( | |х | |  +  | |у | |)2,

откуда
11х+у11^||х|| +  ||у||. (7.22)

Неравенство (7.22) называется неравенством треуголь­
ника.

Запишем норму и неравенства (7.21), (7.22) для век­
торов (элементов) , каждого из рассмотренных выше 
евклидовых пространств.

В евклидовом пространстве 1/ 3 с обычным определе­
нием скалярного произведения норма вектора совпадает 
с его длиной, т. е. ||а|| =  [ а | ; это следует из формул (5.52)

*> Огюстен Коши (Augustin Cauchy, 1789—1857) — французский 
математик.

2) В. Я. Буняковский (1804—1889) — русский математик, акаде­
мик Петербургской академии наук.

187



и (7 .20 ). Неравенства (7.21) и (7.22) принимают соответ­
ственно вид | (а, Ь) | ^  | а  | • | b | , | a + b  | ^  | а  | - f  | b | . Отме-

следует из ф.ор- 
+  |Ь |  — из опре-

тим, что неравенство | (a, b ) | ^ | a | -  b 
мулы (5.49), а неравенство | a + b | s ^  а 
делений суммы векторов и длины вектора; оно имеет про­
стой геометрический смысл (в треугольнике сумма длин 
двух сторон больше длины третьей стороны).

В евклидовом пространстве С[а, Ь] норма элемента 
x( t )  определяется формулой

И*(0 Ц = | /  j X2 (t)dt,
а

неравенства (7.21) и (7.22) принимают вид

ь Г  ь

j  х (t) у  (t) dt <  у  j  х2 (t) d t - у  j  у 2 (t) dt,
a

г т

J  [x(t) +  y( t)]2 d t ^ . y  j ‘ x2 (0 ^  +  | /  [y2 (t)dt.
a a a

В евклидовом пространстве E„ со скалярным произ­
ведением (7.18) норма элемента х =  (хи Хг, . . .  , х п) опре­
деляется формулой

IIх  11 =  "У x i +  х \ +  ... +  х 2п,

а неравенства (7.21) и (7.22) принимают вид 

I х гуг +  х 2Уъ +  ... +  х пу п |

< У  x f  +  4  +  ... +  х* . у у г +  у 1 + . . .  +  у*, 

V  (*i + У i f  + (х 2 + Уг)2 + + {хп + Уп)2 ^
< у Х1 +  х 1 + . . .  +  х 1 + у у *  +  у 1 + . . .  +  у*.

Угол между двумя векторами евклидова пространст­
ва. Из неравенства Коши — Буняковского получаем

К х - У)1 <- 1 игш _  i <- (*• У) 1.
11*11 - Цу II ^  ’ <  IIх II • II у II ^  ’

( х ,  у )следовательно, отношение можно рассматри­

вать как косинус некоторого угла. Углом между двумя век- 
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торами х и у евклидова пространства называется угол <р, 
для которого

cosф ^  T i l ' .  Пу~  ( ° < < 2я)- (7-23)

Отметим, что в пространстве V3 всех свободных век­
торов введенное понятие угла совпадает с понятием угла, 
рассматриваемого в векторной алгебре.

Д в а  вектора евклидова пространства называются ор­
тогональными,  если их скалярное произведение равно ну­
лю. Очевидно, нулевой вектор ортогонален любому дру­
гому вектору. В пространстве Уз ортогональность векто­
ров означает их перпендикулярность.

Из определений следует, что ненулевые векторы х и у 
ортогональны тогда и только тогда, когда cos(p =  0 .

Д л я  того чтобы ненулевые векторы х и у были кол- 
линеарны, т. е. у =  ах, необходимо и достаточно, чтобы 
cos(p =  dbl, т. е. ф =  0 (при а > 0 )  и ф = я  (при а < 0 ) .  Д ей ­
ствительно, пусть векторы х и у коллинеарны. Поскольку 
в данном случае у =  ах, то

| (х, у) | =  | (х, ах) | =  | а  | (х, х) =  | а  | • [|х||2,

IWI-||у|| =  Ы - М  -ЦхЦ =  |а |-О х р ,

откуда | (х, у) | =  Цх|| • || у ||, поэтому соэф =  ± 1 .  Обратно, 
пусть cos ф =  ± 1 ,  тогда | (х, у) | =  ||х|| • ||у||. Предположим, 
что х и у не коллинеарны, т. е. у —ах^=0 при любом а. 
В этом случае (у—а х )2> 0 ,  а 2х2—2 а (х , у ) + у 2.> 0 ,  отку­
да (х, у )2< х2у2, или I (х, у) | < ||х|| • ||у||, что противоре­
чит условию. Следовательно, векторы х и у коллинеарны.

З а м е ч а н и е .  Одновременно доказано, что равенство
|(Х , у ) !  =11x11-НуII (7 .24)

выполняется тогда и только тогда, когда х и у коллинеарны. Други­
ми словами, в формуле (7.21) равенство достигается лишь в случае 
коллинеарности векторов х и у.

Ортонормированный базис. Система векторов а ь 
а2, . . . ,  а п называется ортогональной,  если эти векторы 
попарно ортогональны, т. е. (а{, а /г) = 0  при i ^ k .

Теорема 7.6. Ортогональная система ненулевых век­
торов линейно независима.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть гц, а2, . .  . ,  а„ — орто­
гональная система ненулевых векторов. Допустим, что 
эта система линейно зависим^, тогда существуют числа
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fti, do, , a n, не все равные нулю, такие, что 

OCi 3.̂  —|— Ot2̂ -2—j— • • ■ ~}~ССпап =  0.

Предположим, что c t i^O , тогда скалярное произведение 
вектора а ; и линейной комбинации +  а 2а2 + .  . . 
. . .  + а па„ равно нулю:

(a i, ai) -J-a 2 (а,, а2) -J- ..  . —осг- ( а г-, аг) - f - . . .
. . .  -J-cxn(a;, а„) = 0.

Поскольку (а г-, аг;) = 0  при i=£k,  то a i ( a {, а { )= 0 ,  или 
otiIIа̂ II2 =  0 , откуда ||а,[| =  0, т. е. а г — нулевой вектор, что 
противоречит условию. Следовательно, ортогональная си­
стема ненулевых векторов линейно независима.

Вектор а называется нормированным , или единичным,  
если ||а|| =  1. Если а — ненулевой вектор, то каждый из 
векторов

будет нормированным. Нахождение для данного вектора 
нормированного вектора по формулам (7.25) называется нор-

1мированием данного вектора, а множитель ^  ± ц а ц------
нормирующим множителем.

Система векторов ei, e2, . . ., е„ называется ортонор- 
мированной, если она ортогональна и каждый вектор 
является нормированным, т. е.

где I, k =  1 , 2 , . . . ,  п.
Базис «-мерного евклидова пространства называется 

ортонормированным,  если базисные векторы образуют 
ортонормированную систему. Приведем без доказатель­
ства теорему о возможности выбора ортонормированного 
базиса в евклидовом пространстве.

Теорема 7.7. Во всяком евклидовом и-мерном про­
странстве ( п ^ 2 ) существует ортонормированный базис.

Отметим, что в трехмерном евклидовом пространстве 
Уз ортонормированным базисом является базис i, j, к, где
I, j, k — орты.

(a;, a i a i + a 2a2+ , . • • -J-ocna n) —0,
или

(7.26)
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З а ме ч а н и е .  Если ei, ег, . . . ,  еп — ортогональный базис п-мер­
ного евклидова пространства, то любой вектор х этого пространства 
можно представить в виде

x=xiei+x2e2+,. .. -\-хпеп,
откуда

(х, tb)
Х* = - к т й  ^ = 1 . 2 . . . . . п).

Последняя формула упрощается в случае ортонормнрованного бази­
са; при этом (ел, efc) =  l.

Выражение скалярного произведения через координа­
ты векторов в ортонормированном базисе. Пусть в « мер­
ном евклидовом пространстве фиксирован ортонормиро­
ванный базис еь ег, . . . ,  е„ и даны векторы этого про­
странства

X =  ̂ iei-J-AT2C2_1-  • • • - { - Х п ё п ,

У — У1^1~{-У2^г-\- • • • -{-Уп^п- 
Найдем скалярное произведение этих векторов. Приии- 
мая во внимание аксиомы скалярного произведения и 
формулу (7.26), получаем
(х, у) =  (Х& +  х 2е2 +  ... +  х пеп, у хех +  у 2е2 +  ... +  у пеп) =

—  ^ i e x, - f -  2 ^ , )  -Ь -Ь ^ х п£п, ^]г/г®г^

=  (*1е1> У А )  +  (^2ег* i/2e2) +  ••• +  (хпе„, Упеп) =
=  ЧУ\ (еъ ei) +  х 2у 2 (е2, е2) +  ... +  х пу п (е„,е„) =  х ху х +

+  х 2у 2 х пу п,
(х-> у) =  ХхУх +  Х2у 2 +  ... +  х„уп.

Итак, скалярное произведение двух векторов, зад ан ­
ных координатами в ортонормированном базисе, равно 
сумме произведений одноименных координат.

Очевидно,
II х II =  | / ( х ,  х) =  у  х\  +  х \ +  ... +  х 2п,

где xi, хг, . .  . ,  х п — координаты вектора х в ортонормиро­
ванном базисе.

§7.8. Линейное преобразование и его матрица

Если указано правило, по которому каждому вектору 
х линейного пространства V ставится в соответствие 
единственный вектор у этого пространства, то будем го­
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ворить, что в нем задано преобразование (отображение, 
оператор) f  или задано преобразование /  пространства V 
в себя, и писать f  : V V .  Говорят также, что преобразо­
вание /  переводит вектор х в вектор у, и пишут у =  / (х ) .  
Вектор у  называют образом вектора х, а х — прообразом 
вектора у.

З а м е ч а н и е .  Из сказанного следует, что каждый вектор имеет 
единственный образ, но не следует, что каждый вектор имеет про­
образ или этот прообраз единственный. Преобразование, при котором 
каждый вектор имеет единственный прообраз, называется взаимно­
однозначным (или биективным).

Преобразование /  линейного пространства V называ­
ется л и н е й н ы м  прео б р а з о ва ни ем  (л и н е й н ы м  оператором), 
если для любых векторов этого пространства хь х2, х 
и любого действительного числа К выполняются условия:

1) f ( x i+ x 2) = f  (xi) + / (х2) ; 2)

(Если рассматривается комплексное пространство, то 
Я — любое комплексное число.)

И з этих условий следует, что

/(ccxi+pxa) = a f ( x i ) + $ f ( x 2), (7.27)

где а, р — любые числа (действительные или комплекс­
ные). Обратно, из равенства (7.27) следуют условия
1) и 2). Итак, линейное преобразование (линейный опе­
ратор) определяется равенством (7.27).

Отметим, что линейное преобразование переводит ну­
левой вектор в нулевой, так как согласно условию
2) /(0 )  = f (0 x )  = 0 / (х) = 0 .

Простейшим примером линейного преобразования 
является тождественное преобразование, или преобразо­
вание f ( x ) = x ,  т. е. преобразование, которое каждому 
вектору линейного пространства ставит в соответствие 
тот же вектор.

Пусть линейное преобразование f  «-мерного простран­
ства переводит базисные векторы еь е2, ..., ея соответст­
венно в векторы ej, е ',  ..., е'п, т. е.

ei =  / ( е i), е' =  f  (еа), .... е; =  f (ея).

Образ любого вектора х данного линейного пространства 
можно выразить через образы базисных векторов еь 
е2, ..., е„. Действительно, если х == a ^ - j -  ааеа -|- ... -|- апеп,
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TO f ( x )  =  f  ( а л  +  а 2е2 +  ... - f  а„е„) =  a j  ( e j  +  а 2/  (e2) +  ... 
••• +  a « f ( e «) =  a i e i +  a 2e '  +  ... -+ a „ e ; ,  т. e.

/ ( x )  =  a ^ j  -j- a 2e 2 -f- ••■[+ а пел -

Следовательно, линейное преобразование будет вполне 
определено, если заданы образы базисных векторов рас­
сматриваемого пространства.

Пусть f  — линейное преобразование «-мерного линейно­
го пространства, переводящее базисные векторы ех, е2)..., ел 
в векторы е', е', ..., е'п. Каждый из последних векторов 
разложим по базису:

ej =  +  Й21е2 +  ■ • ■ +  ап1еп,

е 2 =  % 2e i +  о22е2 +  • • • +  й„2е п>

еп — вщ вх -j- a-itfii +  • • • +  аппеп .

Матрица

А  =

" « и  
а21

й12 • 
а 22 • •

■ а1П 

■ а 2 П

ex' ап2 •• ап„..

в которой k -л столбец состоит из координат вектора е ' (к — 
=  1 , 2 , . . . ,  «),  называется матрицей линейного преобра­
зования [ в базисе еь  е2, . .  . , е„; ранг г матрицы А назы ­
вается рангом преобразования f, а число п — г — дефек­
том этого преобразования. Итак, каждому линейному 
преобразованию «-мерного линейного пространства соот­
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ветствует матрица порядка п  в данном базисе; обратно, 
каждой матрице порядка « соответствует линейное пре­
образование «-мерного пространства.

Отметим, что матрица тождественного преобразова­
ния в любом базисе будет единичной; обратно, любой 
единичной матрице «-го порядка соответствует тож де­
ственное преобразование линейного «-мерного прост­
ранства.

П р  и м е р. В пространстве V2 всех свободных векторов на пло­
скости определим преобразование поворота всех векторов вокруг на­
чала координат на угол ф. Каждому вектору х (рис. 7.2) этой пло­
скости ставим в соответствие вектор у = f(x ) , полученный вращением 
вектора х на один и тот же угол <р. Это преобразование является ли­
нейным, поскольку условия 1) и 2), определяющие линейное преобра­
зование, будут выполнены. Найдем матрицу этого линейного преоб­
разования в базисе i, j (рис. 7.3). Так как f(i) = ОА-\-ОВ—\ cos <p-f- 
+ j  sin ф, f(j) = OC+OD = — i sin ф+ j  cos ф, то

A =
COS ф — Sin ф 
sin ф COS ф

§ 7.9. Линейное преобразование в координатах

Рассмотрим линейное преобразование f  «-мерного ли­
нейного пространства, заданное в некотором базисе elt 
е2, . . . ,  е„ матрицей

Оц а12 ..  . а1п 
а21 а22 • ■ ■ а2п (7.28)

Координаты вектора х и его образа у = f( x)  известны: 

х =  %iei-4-%2C2-f- • •. -\-xnt n, 
f(x) =z/1ei+«/2e2+ ..  .+г/„е„. (7-29)

Найдем зависимость между координатами векторов х и у. 
Принимая во внимание определение матрицы линейного 
преобразования ( с м .§ 7.8), получаем

f ( x ) ~ f ( x ie t+ * 2e2+  .. . -\-хпеп) = x if(ei) -{-Xzf (e2) +  •. •
• ■ ■ + X n f ( e „ )  = ^ i ( a n e i + « 2ie2+  • • ■ .+anie,t) +

+ x 2( ai2e i + a 22e2+  . . .  + a n2en)-}- . . .
• • ■ -\-Xn ( ^ inei-)-fl2nC2-f- • • • 4 " a nnCn)>



или
f(x ) =  (й\1Х\-\-йцХ2-\- . . . -j-йщХп) Ci-J- (йцХ\-\-С122Х2-\- . . .

■ . . -\-Q-2nX-n) С2~Ь • • • ~f~ ( t tnlXi - \ -Cln2X2-{- . . . -\-й>ппХп) Cn-
Поскольку каждый вектор разлагается по базису един­

ственным образом, то из этого равенства и второго из р а ­
венств (7.29) следуют искомые формулы:

Уг —  au x i  +  Qi2x2 +  • • • +  а 1пх п>
Уъ —  а 21Х1 +  а 1ЪХ2 +  ■ ■ ■ +  а т ХП >1 П  30)

Уп — ° л А  “Ь а П2$2 +  • ■ ■ Ч" а ппх п-

Формулы (7.30) можно записать в матричном виде
Y = A X ,  (7.31)

где А  определяется формулой (7.28), а X  и У — форму­
лами

" ч  ’ ' у  1

X  = х2
, у  = У г

_ х п . . Уп .

Если переменные уи у2, . . . ,  уп связаны с переменны­
ми Xi, Х2, . . . ,  х п формулами (7.30), будем говорить, что 
задано линейное однородное преобразование переменных 
с матрицей А,  переводящее переменные x it х2, ■ • ■, х п в 
переменные уи у2, . , •, Уп- Оно обладает теми же свойст­
вами, что и линейное преобразование «-мерного линейно­
го пространства. Линейное однородное преобразование 
переменных (7.30) или (7.31) называется невырожден­
ным, если det А ф О .

З а м е ч а н и е .  При рассмотрении линейных преобразований (ли­
нейных операторов) пользуются и другими обозначениями. Если у =  
= /(х ) , где /  — линейное преобразование (линейный оператор) с мат­
рицей А в некотором базисе, то пишут у=Л х. Условия 1) и 2), опре­
деляющие линейное преобразование, можно записать в виде

Л(Х1+х2) = Л х1+Л х2, Л(Хх)= Я Л х.

§ 7.10. Зависимость между матрицами 
одного и того ж е преобразования 

в различных базисах. Подобные матрицы

В и-мерном линейном пространстве фиксируем два ба­
зиса: ех, е.2, ..., еп и е ', е', ..., е'п\ первый из них назовем 
старым, второй — новым. Предположим, что известно пре­
образование, переводящее старый базис в новый.
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ел — дваТеорема 7.8. Если elt е2, е„ и е ' ,  е ' ,
базиса линейного пространства, А —матрица линейного пре­
образования в старом базисе еъ е2, е„, то матрица В
этого преобразования в новом базисе е ' ,  е ' ,  ..., е/ имеет 
вид В  =  Т ~ ХАТ,  где Т  — матрица перехода от старого 
базиса к новому.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Координаты векторов х, у 
в старом базисе обозначим соответственно хи х%, . . . ,  х п 
и yi, уг, , у п, а в новом базисе — теми же буквами со 
штрихом, т. е.

x =  x 1e i + x 2e2+  • • • +ХпСп, У =  г/1е 1+ г /2е2+  . .  . + у пеп,

х =  *;е; +  +  • • • +  * ;< ,  у =  у[е[ +  у &  + . . .  +  уХ -

Н а основании теоремы 7.5 (см. § 7.6) получаем Х — ТХ',  
Y = T Y ' ,  а в соответствии с формулой (7.31) имеем У= 
= Л Х , Y' = B X ’. Умножив равенство Х  = ТХ'  слева на 
матрицу А,  получим А Х = А Т Х ' ,  или ТУ' = АТХ' ,  откуда 
Y' = Т~1АТХ' .  Сравнивая это равенство с равенством Y ' — 
=  ВХ', находим доказываемую формулу

В  =  T~lA Т. (7.32)

С л е д с т в и е .  Если линейное преобразование имеет 
невырожденную матрицу в некотором базисе, то матри­
ца этого преобразования будет невырожденной в любом 
другом базисе.

Действительно, пусть Л и В — матрицы линейного 
преобразования f  в двух различных базисах, причем 
det Л 4^=0. Т ак  как  В = Т~1АТ,  где Т — невырожденная 
матрица (см. § 7.6), то det В =  det (Г - 1  Л Г) =  det Г_1Х 
X de t  Л • det Т ф  0.

П р  и м е р. В базисе еь ег преобразование f  имеет матрицу 

А =

Найти матрицу преобразования f  в базисе e t 
+  4е2.

Так как

= 2ег -J- е2, е ^ б в ! - } -

Т =
2 6‘ г - 1 ___ L ' 4 —6‘ 2 _ —3_

.1 4. • 1 ~  2 —1 2. ! О С
Л
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Г8 41 Г2 61 Г1 21 ■

5 2 1 4 1 0
_  4 14"
~  2 б]'

Введем понятие подобия матриц. Матрица В  назы ва­
ется подобной  матрице Л, если существует невырожден­
ная квадратная матрица С, удовлетворяющая равенству
в=с-мс.

Из теоремы 7.8 следует, что матрица В  линейного пре­
образования f  в базисе е', е ', е'п , . . . ,  е'п подобна матрице А  
того же преобразования f в другом базисе еь е2, . . . ,  е„, 
так  как эти матрицы связаны формулой В = С~1АС,  где 
С — невырожденная матрица перехода от базиса еь 
е2, . . . ,  е„ к базису е е2' , . .  . ,  е 'п .

Можно доказать, что две квадратные матрицы Л и В 
порядка п  тогда и только тогда являются матрицами од­
ного и того же линейного преобразования пространства 
У„ в соответствующих базисах, когда матрица В  подобна 
матрице А.

§7.11. Характеристическое уравнение 
линейного преобразования

Теорема 7.9. Если линейное преобразование /  в базисе 
е1, е2, ..., е„ имеет матрицу Л и в  базисе е ' , е ' ,  ..., е'п мат­
рицу В,  то det (Л — H ; ) = d e t ( B  — ХЕ), где X — любое 
действительное число; Е  — единичная матрица n-го поряд­
ка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через Т  матрицу пе­
рехода от базиса еь е2, ..., е„ к базису е |, е', ..., е'п, тогда 
В ~ Т ~ 1А Т  (см. §7 .10).  Следовательно, det (В — ХЕ) =
— det (Г- 1  А Т  — ХЕ) =  det (Г - 1  А Т  — X T ~ lE T )= d e t  (Т~ 1 X 
X (Л — ХЕ) Т) =  det г - 1 • det (Л — ХЕ) • det Т = det (А— ХЕ), 
так как det Г - 1 • det Т  =  1. Итак, доказано, что

det ( В —ХЕ) =  det (Л—ХЕ) . (7.33)
Отметим, что d e t ^ —Я£) 'является многочленом сте­

пени п  относительно X. Многочлен det (Л—ХЕ) назы вает­
ся характеристическим многочленом  матрицы Л, или х а ­
рактеристическим многочленом линейного преобразова­
ния f.
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3 а м е ч а н.и е. Равенство (7.33) означает, что характеристичес­
кий многочлен линейного преобразования остается неизменным при 
переходе к новому базису; матрица линейного преобразования ме­
няется.

Характеристическим уравнением  линейного преобра­
зования называется уравнение

сМ (Л —Я £ ) = 0 ,  (7.34)

где А  — матрица этого преобразования в некотором бази­
се. Очевидно, характеристическое уравнение не зависит 
от выбора базиса. Уравнение (7.34) называют такж е х а ­
рактеристическим уравнением матрицы А.  Корни урав­
нения (7.34) называются характеристическими числами  
линейного преобразования f, или характеристическими 
числами матрицы А.

Если линейное преобразование f  в некотором базисе 
ei, ег, . . .  , е„ имеет квадратную матрицу п-то порядка А — 
=  (fljfe), то характеристическое уравнение (7.34) запишет­
ся так;

=  О,

или

«и °12 • ■ а1п “ 1 0 . . 0

det а 21 °22 ■ ■ а2п - X
0 1 . . 0

а„ 1 а пг ■ • &пп 0 0 . . 1

a u  ^  °12 ■ а 1п

«21 «22 ■ «2.1

« л 1 а пг • а пп  —  ^

: 0. (7.35)

Л евая часть равенства (7.35) является характеристиче­
ским многочленом матрицы А; обозначим его Р п (к),  то­
гда характеристическое уравнение (7.35) примет вид 
Яп(А-)=0.

П р и м е р .  Найти характеристический многочлен и характери­
стические числа матрицы

4 —1
2 '  1 
1 —1

В соответствии с определением характеристического многочлена 
получаем



4 — X — 1 —2
Рп (Х) -  2 1 — X —2

1 —1 1 —Я

Рп(X) =  (4-Х ) (1 - X ) 2+ 4 + 2 + 2  (1 - X )  + 2(1  - X ) - 2 (4 -Х ) =
= - ^ 3+6X2- i a + 6 .

Приравнивая этот многочлен нулю, находим характеристическое 
уравнение — Р + 6 Х 2— 11Х+6=0, или X3—6Х2+11Х—6=0. Разлагая 
левую часть этого уравнения на множители Xs—6Х2+1IX —6 =  Х3—X2— 
-5 А Ч -5 Л + 6 Л -6  =  Я2(Я—1)—5Я(Л.—Д) +6(Я —1) =  (Л—1) (Л.2—5Я+6), 
приводим данное уравнение к виду (X— 1) (X2—5А+6) = 0 , откуда 
X i= l, Хг = 2, Хз=3. Эти корни — характеристические числа данной 
матрицы.

§ 7.12. Собственные векторы линейного преобразования

Ненулевой вектор х линейного пространства назы ва­
ется собственным вектором линейного преобразования f 
этого пространства, если существует число k  такое, что

f ( x ) = k x ,  (7.36)

причем k  — действительное число для действительного 
линейного пространства и k  — комплексное число в слу­
чае комплексного пространства. Число k  называется соб­
ственным значением  вектора х относительно преобразо­
вания f. Равенство (7.36) можно записать в матричном 
виде

A X = k X ,  (7.37)

где А  — матрица преобразования f  в некотором базисе; 
X  — матрица-столбец из координат собственного вектора 
х в том же базисе. Ненулевая матрица-столбец X,  удо­
влетворяющая уравнению (7.37), называется собствен­
ным вектором-столбцом матрицы А  с собственным значе­
нием k.

Собственные векторы и собственные значения обла­
дают следующими свойствами:

1. Собственный вектор линейного преобразования 
имеет единственное значение k.

2. Если х — собственный вектор линейного преобразо­
вания f  с собственным числом k  и X — любое отличное ог 
нуля число, то Хх — такж е собственный вектор преобра­
зования f  с собственным значением k.

3. Если х и у — линейно независимые собственные
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векторы линейного преобразования f  с одним и тем же 
собственным значением к, то x - f  у — такж е собственный 
вектор этого преобразования с собственным значением k.

4. Если х и у — собственные векторы линейного пре­
образования f  с собственными числами k и т,  причем 
k=£m,  то х и у — линейно независимы.

Д окаж ем  эти свойства. 1. Пусть к и т  — собственные 
значения собственного вектора х относительно линейного 
преобразования f, тогда f ( x ) = k x ,  f ( x ) = m x ,  откуда kx  =
— тх,  (к — т ) х  =  0 . Поскольку х^= 0, то к — т  = 0, или k = m.
2. Если х — собственный вектор с собственным значением 
k, то f ( k x ) = k f ( x ) = k ( k x ) = k ( k x ) ,  или f ( k x ) = k ( k x ) .  Это 
равенство означает, что кх  — собственный вектор линей­
ного преобразования f  с собственным значением к. 3. Если 
векторы х и у линейно независимы, то x - f  у — ненулевой 
вектор и / ( x - f  у) =  f ( x ) + f ( y )  = к х + к у  =  £ ( х + у ) ,  или 
f (x - f  у) =  к (x - f  у ) ; (x - f  у) — собственный вектор с собст­
венным значением к. 4. Предположим противное, т. е. 
векторы х и у линейно зависимы, тогда у = кх,  причем 
к ф 0, так как  у^=0 . Согласно свойству 2 вектор кх  явл я ­
ется собственным вектором с собственным числом к. Учи­
тывая свойство 1 , из равенства у = кх  заключаем, что 
к = т, а это противоречит условию. Следовательно, век­
торы х и у — линейно независимы. Отметим, что свойство 
4 справедливо и для т ( т > 2 )  векторов, т. е. собственные 
векторы линейного преобразования с попарно различны­
ми собственными числами линейно независимы.

С л е д с т в и е .  Если х ь х2, . . . ,  хт — линейно незави­
симые собственные векторы линейного преобразования f 
с одним и тем ж е собственным значением к, то любая не­
тривиальная линейная комбинация этих векторов есть 
собственный вектор этого преобразования с собственным 
значением к.

Это утверждение следует из свойств 2 и 3.
Теорема 7.10. В комплексном линейном пространстве 

все корни характеристического уравнения и только они 
являются собственными значениями линейного преобра­
зования.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если ненулевой вектор х бу­
дет собственным вектором линейного преобразования f 
комплексного линейного пространства, то по определе­
нию A X  = kX,  или ( А —к Е ) Х = 0, где А — матрица линей­
ного преобразования f в некотором базисе, Е  —■ единич­
ная матрица, X  — матрица-столбец из координат вектора
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х в том ж е базисе. Пусть А=(агк )пп ,  тогда уравнение
( A — k E ) $  =  О представляет матричную запись однород­
ной системы уравнений

(а1Х — к) X1 -f- 1̂2-̂ 2 "Ь ■ ■ • +  а1 ПхП =
а21Х1 “Ь (°22 — к) ХЙ ТЬ • • • "Ь аЧпХП ~  0 >

ап*! +  ап2х2 +  . . .  +  (апп —  к) хп =  о

(7.38)

относительно координат Xi, х2, . . . , х п собственного век­
тора х=£0. Эта система имеет ненулевое решение тогда 
и только тогда, когда ее определитель равен нулю (см. 
следствие из теоремы К рам ера) ,  т. е.

det (A — kE) — 0,

Oil—* «12
а 2 1  а 2 2  к

ат
а2П =  0. (7.39)

Это означает, что число k — корень характеристического 
уравнения. Обратно, если k  — корень характеристическо­
го уравнения (7.39), то система (7,38) или матричное 
уравнение ( А — k E ) X  =  0 имеет ненулевое решение 
Xi, хг, х п, причем A X  = k X  или f(x ) =  kx,  т. е.
x(*i, Хг, . . . ,  х п) — собственный вектор.

З а м е ч а н и е  1. Уравнение (7,39) является алгебраическим 
уравнением п -й степени относительно k. Такое уравнение имеет ровно 
п корней, считая равные и комплексные. Среди корней этого уравне­
ния может и не оказаться действительных.

З а м е ч а н и е  2. Собственными значениями линейного преобра­
зования действительного пространства будут только действительные 
корни характеристического уравнения.

Собственные значения линейного преобразования называются так­
же собственными значениями матрицы этого преобразования. Собст­
венное значение называется m-кратным, если оно является т-крат- 
ным корнем характеристического уравнения.

§ 7.13. Собственные значения и собственные векторы 
симметрической матрицы

Теорема 7.11. Корни характеристического уравнения 
действительной симметрической матрицы являются дей­
ствительными числами.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если А — действительная сим­
метрическая матрица, то А Т = А  и А = А,  где Л — матрица,
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сопряженная матрице А\ А т — матрица, полученная тран­
спонированием матрицы А.  Пусть k — корень характери­
стического уравнения, x(x i ,  х 2, х п ) — собственный
вектор данной квадратной матрицы порядка п. Найдем 
произведение Х ТАХ,  где X  — матрица-столбец из коорди­
нат вектора x (* i ,  х%, . ,  х п ),  которые могут быть и комп­
лексными числами; X  — матрица, сопряженная матрице 
X; Х т — матрица-строка, полученная транспонированием 
матрицы X. Применяя свойства транспонированных и со­
пряженных матриц (см. § 3.2 и 3.7), получаем

Х т А Х  =  Х т А Х  =  X r A X  =  X Tk X  =  X T k X  =  к ( Х тХ),  

Х т А Х  =  Х ТА ТХ  =  (АХ)Т X  =  (kX)T X  =  k ( X T X).

Из этих равенств следует, что

k { X TX) = k ( X T X ) ,  или (k - k ) (ХГХ) = 0 .

Можно утверждать, что Х тХ ф О .  Действительно,

X X =[ххх2 ..

или Х ТХ =  |* 1 |2+ | х 2 | 2+  . . .  +  |* п |2, где \xi\  —  модуль 
числа Xi ( i=  1, 2, . . . ,  п). Поскольку X — ненулевой стол­
бец (см. определение собственного вектора), то Х тХф О .  
Из равенства (к— k) [ХТХ)  = 0  получаем k — k = 0, или 
k = k, т. е. k  — действительное число.

С л е д с т в и е .  Действительная симметрическая мат­
рица имеет только действительные собственные векторы.

Система (7.38) для определения координат собствен­
ного вектора в этом случае имеет только действительные 
решения, так  как и k  — действительные числа.

Теорема 7.12. Собственные векторы действительной 
симметрической матрицы, соответствующие различным 
собственным значениям, ортогональны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть x ( x lt х2, х п),
У (Уи Уг, • • • , Уп) — собственные векторы симметрической 
матрицы А  порядка п, собственные значения которых к 
и m  различны, X, Y — соответствующие векторы-столбцы 
из их координат. Найдем произведение X TAY,  пользуясь 
ассоциативным свойством умножения матриц:
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X TA Y = Х Т (A Y) = Х Т (mY)  = m X T Y,
Хт A Y =  (.XTA ) F =  (XTA T) Y =  ( A X ) ? Y =  ( k X ) T Y = k ( X T Y ) .

И з этих двух равенств следует, что

m X T Y = k X T Y, или (m — k ) X TY = 0.
Так как по условию k=£=m и ( т — Щ ф д ,  то X TY —0, 

или ^ i t / i+ ^ 2t/2+  • • • +ХпУп =  0. Это означает, что векторы 
х и у ортогональны.

§ 7.14. Приведение матрицы линейного преобразования 
к диагональному виду

Теорема 7.13. М атрица линейного преобразования 
имеет диагональный вид тогда и только тогда, когда к а ж ­
дый базисный вектор является собственным вектором 
этого преобразования.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть матрица А  линейного 
преобразования в базисе ei, е2, . . . , е„ имеет диагональ­
ный вид, т. е.

0 . . 0

А =
0 ^2 ’ . 0

0 0 . • ^п

тогда по определению этой матрицы (см. § 7.8) / ( e t ) =  
==Лге,- (г =  1, 2 , . . . ,  /г). Полученное равенство означает, 
что каждый базисный вектор е; ( i=  1 , 2 , . .  . ,  п) будет соб­
ственным вектором линейного преобразования f. О брат­
но, пусть базисные векторы еь ег, . . . ,  еп будут собствен­
ными векторами линейного преобразования f с соответ­
ствующими собственными значениями Хи %2, . . . ,  Кп. 
В данном случае f (е,-) =Я,*е*(t =  1, 2, п) ,  поэтому
матрица А  линейного преобразования имеет вид (7.40), 
т. е. является диагональной.

Матрица А называется приводимой к  диагональному  
виду,  если существует невырожденная матрица, Т такая, 
что матрица Т~*-АТ=В будет диагональной. Характери­
стические многочлены матриц А  и В = Т~1А Т  совпадают 
(см. § 7.11); характеристические числа диагональной 
матрицы равны ее диагональным элементам (это следует 
из определения, см. § 7.11, уравнение (7.35)). Следова­
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тельно, если м атри ца  А  приводима к ди аго н ал ьн о м у  в и ­
ду, то

0 . . .  0 “
0 Х2 . . .  0

_ о  о хп_

где Я,1, %2, ■ ■ ■ , — характеристические  числа матрицы  А.
Теорема 7.14. М атр и ц а  А  линейного п реоб разован и я  /  

«-мерного линейного пространства  при води м а к  д и а г о ­
нальном у виду тогда и только  тогда, когда  существует 
базис этого пространства , состоящий из собственных век ­
торов дан ного  п реобразования .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть линейное п р е о б р а зо в а ­
ние f  в базисе  е ь ег, . .  . ,  е„ имеет м атри цу  А,  которая  при­
водим а к д и агон альн ом у  виду, т. е. существует н ев ы р о ж ­
ден ная  м атри ц а  Т  т а к а я ,  что В =  Т~1А Т  —  д и аго н ал ьн ая  
матрица. Эту м атри цу  Т  мож но р ассм атр и в ать  к а к  м а тр и ­
цу перехода от базиса еь  е2, ..., е„ к базису е | ,  е ' ,  ..., г ’п 
в котором матрица В  является диагональной. На основа­
нии предыдущей теоремы заключаем, что е[, е ' ,  ..., е'п — 
собственные векторы преобразования /.

Обратно, пусть базис е", е", ..., е" данного п-мерного 
пространства состоит из собственных векторов линейного 
преобразования f.  По теореме 7.13 в этом базисе матрица 
D  — Т ~ 1 А Т  — диагональная, где Т  — матрица перехода от 
базиса еь  е2, ..., е„ к базису е'', е", ..., е"- Следовательно, 
матрица А  приводима к диагональному виду.

З а м е ч а н и е  1. Для построения матрицы Т  достаточно найти 
собственные векторы матрицы А  с помощью собственных чисел 
%i, Х2, . . .  , Хп, которые определяются из характеристического урав­
нения.

З а м е ч а н и е  2. Можно доказать, что если все собственные чис­
ла матрицы А  попарно различны, то матрица приводится к диаго­
нальному виду.

§ 7,15. Действия над линейными преобразованиями

Произведение преобразований. Р ассм о тр и м  п р ео б р а ­
зовани е  f, переводящ ее  вектор х в вектор у, т. е. у =  f(x ).  
К вектору у применим п реобразован и е  g, п ереводящ ее 
вектор у в вектор z, т. е. z  =  g ( y ) .  Т а к  к а к  у =  f (x ) ,  то
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имеем преобразование г = g ( f ( x ) ) ,  переводящее вектор х 
в вектор z, причем вектор z получен, в результате после­
довательного применения преобразований f a g -  Преоб­
разование, заключающееся в последовательном примене­
нии преобразований f u g ,  называется произведением  пре­
образования f на преобразование g,  или композицией  
этих преобразований, и обозначается g  ° f (или просто 
g f) ;  отметим, что справа записывается первое преобра­
зование. Таким образом,

g ° f ( x ) * = g ( f ( x ) ) -  (7-41)
Д окаж ем, что произведение линейных преобразований 

является линейным произведением. Пусть / и g  — линей­
ные преобразования некоторого линейного пространства. 
В соответствии с определением (см. формулу (7.27)) для 
любых векторов Xi, х2 этого пространства

f ( a x i + p x 2) = a f ( x i ) + p f ( x 2), g ' ( a x i+ p x 2) =
=  a  g  ( x i ) + p ^ ( x 2),

где а и р  — любые числа. Принимая во внимание форму­
лу  (7.41), получаем

g  o f  ( а х  1+ р х 2) = ^ ( f ( « x i + p x 2))  = g ( a f ( x i ) + p f ( x 2))  =
=  a g ( f ( x 1) ) + p g ( f ( x 2))  = a g o  f ( x i ) + p ^ o  / (хг),

а это означает, что g  ° f  — линейное преобразование.
Теорема 7.15. Если в некотором базисе линейные пре­

образования f u g  имеют соответственно матрицы А и В, 
то их произведение g  ° f в том же базисе имеет матрицу 
В А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

у = f ( x ) ,  z =  g ( y ) , z  =  g ° / ( x ) ,

тогда (см. формулу (7.31))

Y = A X ,  Z  — BY,  Z  = CX,

где С — матрица преобразования g  ° f  в рассматривае­
мом базисе; X, Y — матрицы-столбцы соответственно из 
координат векторов х, у.

Уравнения Z = BY,  Y = A X  приводят к уравнению Z =  
= ВАХ .  Сравнивая это уравнение с уравнением Z  = CX,  
заключаем, что С —ВА.

Сумма преобразований. Суммой преобразований f u g
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некоторого пространства называется преобразование h 
такое, что для любого вектора х этого пространства

А(х) = f ( x ) + g ( x ) .  (7.42)

Сумму преобразований f u g  будем обозначать f + g .  Оче­
видно, / + £  =  £ + / .

Д окаж ем , что сумма линейных преобразований яв л я ­
ется линейным преобразованием. Пусть f и g  — линейные 
преобразования некоторого пространства, т. е. для лю ­
бых двух векторов Xi, х2 этого пространства

f (ax i+ (Jx 2) = a f ( x i )+ P f ( x 2),  g ( a x i + p x 2) =  
= a g  ( x i ) + P g ( x 2),

где а и р  — произвольные числа. Д л я  преобразования 
f  +  g  имеем (f +  g)  (ax i +  |3x2) =  h ( a x t +  |3x2) =  f ( a x t +  
+ P x 2) - f  g ( aXi+Рхг) =  a f ( x 1) + P f ( x 2) +  ag (x i)  + P g ( x 2) =  
=  a  (f (xi) + g  (x i ) ) + P  (f (x2) + g  (x2) ) =  a h  (xi) + | ih (x2) , или 
/ i(ax i+(3x2) = a / i ( x i ) + p / i ( x 2). Последнее равенство озна­
чает, что h = f - \ - g  — линейное преобразование.

Теорема 7.16. Если линейные преобразования f  и g  в 
некотором базисе имеют соответственно матрицы А  и В, 
то преобразование f-{-g в том же базисе имеет матрицу 
Л + В .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

y =  f (x) ,  z =  g (x), y + z  = ( f + g ) x  = h ( x ) ,
тогда

Y = A X ,  Z  = BX,  Y + Z  = CX,

где С — матрица преобразования h в данном базисе.
Из первых двух матричных уравнений следует, что 

Y-\-Z =  (Л-(-В)Х. Сравнивая это уравнение с третьим 
уравнением, получаем С = А-\-В.

§7.16. Невырожденные линейные преобразования.
Преобразование, обратное данному

Линейное преобразование называется невырожден­
ным,  если его матрица является невырожденной, и вы­
рожденным — в противном случае.

Теорема 7.17. Линейное преобразование является не­
вырожденным тогда и только тогда, когда оно взаимно­
однозначно.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть линейное преобразование 
f  имеет невырожденную матрицу Л, т. е. det Л #  0, и у =  
=  f  (х ), тогда Y  =  А Х .  Фиксируем произвольный вектор 
Уо (У°1 > УV Уп) и рассмотрим соответствующую систему 
линейных уравнений в матричной форме А Х  =  Y 0, где 
У0 — матрица-столбец из координат вектора у 0\ X  — 
матрица-столбец из координат вектора х ( х ъ х 2, х п). 
Так как det Л ф О ,  то линейная система имеет единствен­
ное решение х 0 (х°, х°, ..., х°). Это означает, что любой
вектор у0 имеет единственный прообраз х0, т. е. f  — вза- 
имно-однозначное преобразование.

Обратно, пусть линейное преобразование f  — взаимно­
однозначно и в некотором базисе имеет матрицу Л. По­
скольку каждому вектору у0(гу®, г/”, ..., у°) соответствует 
единственный прообраз х0 (х°, х \ ,  ..., х°), то система линей­
ных уравнений ЛХ„ =  У„ имеет единственное решение. 
Следовательно, det Л #  0, т. е. линейное преобразование /  
является невырожденным.

С л е д с т в и е .  Линейное невырожденное преобразо­
вание ненулевой вектор переводит в ненулевой; обратное 
такж е верно.

Действительно, всякое линейное преобразование ну­
левой вектор переводит в нулевой (см. § 7.8). По теоре­
ме 7.17 линейное невырожденное преобразование — вза ­
имно-однозначно, поэтому оно ненулевой вектор перево­
дит в ненулевой. В справедливости обратного утвержде­
ния можно убедиться методом от противного.

Теорема 7.18. Произведение двух линейных невырож­
денных преобразований есть невырожденное линейное 
преобразование.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f  и g  — линейное пре­
образование соответственно с матрицами Л и В  в некото­
ром базисе. Так как эти преобразования являются невы­
рожденными, то det Л ФО, det В ф О .  Произведение двух 
линейных преобразований является линейным (см. § 7.15). 
Произведение g  ° f  этих преобразований будет такж е не­
вырожденным, поскольку оно имеет матрицу ВА  (см. тео­
рему 7.15) и det B A  =  det В ■ det А Ф 0.

Введем понятие преобразования, обратного данному 
преобразованию. Преобразование ср называется обратным 
преобразованию f, если для любого вектора х

foq>(x)=q>of(x)s=x, (7.43)
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т. е. произведение этих преобразований — тождественное 
преобразование. И з определения следует, что если ср — 
преобразование, обратное преобразованию f, то f  — пре­
образование, обратное <р. Преобразования /  и ср, удовлет­
воряющие условию (7.43), называют взаимно-обратными.

Если преобразования /  и ф в некотором базисе имеют 
соответственно матрицы А  и В,  то из (7.43) и теоремы 
7.15 следуют равенства

А В  = В А —Е,

где А а В  — взаимно-обратные матрицы, т. е. В —А~1.
Сказанное выше позволяет сделать следующие утвер­

ждения.
1. Линейное преобразование имеет обратное преобра­

зование тогда и только тогда, когда оно является невы­
рожденным.

2. Д л я  любого невырожденного линейного преобразо­
вания с матрицей А  в некотором базисе существует един­
ственное обратное преобразование с матрицей Л - 1  в том 
ж е базисе.

§ 7.17. Ортогональные матрицы

Рассмотрим евклидово я-мерное пространство Е п. Д ля  
любых двух векторов х = х 1е1-\-х2е2-)- ■ ■ ■ +л :яеn, y =  £/iei+ 
+ 1/262+  • • • -\-уп£п в ортонормированном базисе ei, ег, . . .  
. . . ,  е„ скалярное произведение выражается формулой 
(см. § 7.7)

(х, у) = X it / i+ x 2t/2+  . . .  + х пу п. (7.44)
М атрица

а11 а12 • ' ’ а1П
&21 f'2:= .*• а9.

А =

ап1 ап2 апп

(7.45)

называется ортогональной,  если соответствующая ей си­
стема векторов

ai (аи, а21, • • • > ani ) , я2 (а 12, 022, • . . ,  а пг ) , ■ ■ •
. .  •,  Я-п (ain, а2п, • • •» йцп) (7-46)

является ортонормированной.
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В соответствии с формулой (7.44) получаем

aki aki- (7.47)

Векторы (7.46) будут ортонормированными (см. 
§ 7.7), если

aki aki =
1 при i = j, 
О при i ф /

(7.48)

для любых i, j  ( i=  1, 2......... п, j — 1, 2, . . . ,  п ) .
Примеры ортогональных матриц:

cos сс sin сс" ■ 0,8 —0,6' 1 0'
—sin сс COS сс_ » —0,6 —0,8_ »

о 1.
Отметим, что единичная матрица любого порядка явл я­
ется ортогональной.

Теорема 7.19. Необходимое и достаточное условие ор­
тогональности матрицы А  выражается равенством

А ТА = Е , (7.49)

где А т — матрица, полученная из матрицы А  транспони­
рованием; Е  — единичная матрица того ж е порядка, что 
и А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть матрица 
А,  определяемая формулой (7.45), ортогональна, т. е. вы­
полнены условия (7.48). Д ля  транспонированной матрицы 
A r =  (a'ik) по определению а[ '  =  akC. Найдем произведение 
А ТА — С =  {сц). Принимая во внимание (7.48), полу­
чаем _

1 0 . . .  (

СИ =  2  a'ikClk! =  2  аи аЫ '' 
6=1k=i

1, i =  /, 
О, i ф j ,

С =  £  =
О 1 

О О

А ГА =  Е.

Достаточность.  Пусть А ТА — Е,  тогда

k=i k=\ к 1 

Это означает, что А  — ортогональная матрица.
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С л е д с т в и е  1. Модуль определителя ортогональной 
матрицы равен единице.

Действительно, из (7.49) получаем det(A TA) =  d e t Е,  
det А т ■ det А =  det Е,  det А ■ det А =  det Е,  (det Д )2 == 1, 
det А =  ± 1 ,  | det А | =  1.

С л е д с т в и е  2. Ортогональная матрица является 
невырожденной матрицей. Это следует из предыдущего 
утверждения.

С л е д с т в и е  3. Произведение двух ортогональных 
матриц есть ортогональная матрица.

Пусть Л и б  — ортогональные-матрицы одного поряд­
ка. Так как  ( A B ) t  = B ? A t , т о  ( А В ) Т (АВ)  = В ТА ТА В  =  
= В Т ( А ТА ) В = В ТЕ В  =  В Т В = Е ,  т. е. (А В )т (А В ) = Е .  Н а 
основании (7.49) заключаем, что А В  — ортогональная 
матрица.

С л е д с т в и е  4. Равенство А Т = А~1 вы раж ает необ­
ходимое и достаточное условие ортогональности матри­
цы Л.

В самом деле, если Л — ортогональная матрица, то 
А ТА = Е .  С другой стороны, А~1А = Е. И з этих двух р а ­
венств следует, что ЛГ =  Л-1. Обратно, пусть А т — Л-1, 
тогда отсюда и из равенства А~^А = Е  следует А ТА = Е, 
т. е. Л — ортогональная матрица.

С л е д с т в и е  5. Матрица, полученная транспониро­
ванием ортогональной матрицы,— ортогональна.

Если Л — ортогональная матрица, то (АТ) ТА Т — А А Т =  
= АА~ 1 = Е ,  или (АТ) ТА Т = Е .  В силу (7.49) это означает, 
что А т — ортогональная матрица.

С л е д с т в и е  ч6. Матрица, обратная ортогональной 
матрице,— ортогональна.

Если Л — ортогональная матрица, то АТ =  А-1, А-1А — 
= Е.  Д алее, ( А ~ ^ А ^  = А А ~ 1 = Е,  или ( А - ' ) - ' А - 1 = Е. 
В силу (7.49) и следствия 4 это означает, что А-1 — орто­
гональная матрица.

З а м е ч а н и е  1. Из условия d e t^  =  ± l  не следует, что Л — 
ортогональная матрица. Например, матрица А =  Г 2 3 ] ,  для ко-

1 2 J
торой det А =  1, не будет ортогональной, так как А тА ф Е .

З а м е ч а н и е  2. Сумма ортогональных матриц не является орто­
гональной матрицей.

З а м е ч а н и е  3. Необходимое и достаточное условие ортого­
нальности матрицы А можно выразить равенством ААТ=Е.

Теорема 7.20. М атрица перехода от одного ортонор- 
мированного базиса к другому ортонормированному б а ­
зису является ортогональной.
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Пусть elt е2, .... ел и е[, е ' ,  е^ — два ортонормирован- 
ных базиса евклидова «-мерного пространства и Т  — (ti})— 
матрица перехода от первого базиса ко второму, т. е.

Так как е |,  е ' ,  ..., е'п — ортонормированный базис, т. е.

Это означает, что Т — (t i j) — ортогональная матрица.

Линейное преобразование евклидова пространства н а­
зывается ортогональным,  если в некотором ортонормиро- 
ванном базисе его матрица ортогональна.

Теорема 7.21. Линейное преобразование евклидова 
пространства является ортогональным тогда и только то­
гда, когда оно ортонормированный базис переводит в ор­
тонормированный.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f  — линейное преобра­
зование, имеющее в ортонормированном базисе ei, е2, . .  . 
. . . ,  е„ ортогональную матрицу

e j  —  t u e i  - f -  ? 2 i e 2 +  - • • +  ^ n i e n >  

e2 =  1̂2el “1“ 2̂2e2 +  • • ■ +  /̂Г2ел>

е л =  ^ l« e l  +  +  • • • +  tnrfin-

И

n

k=\
TO

§7.18. Ортогональные преобразования

A =

an  a\i ■ ■ ■ am
а-П a22 ■ ■ ■ a2H
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в которой /г-й столбец состоит из координат вектора е ' =
=  f ( ek) =  a 1Л  +  «2^2 +  ••• +  ank^n ( 6 = 1 .  2 ....... re). По­
скольку матрица А  ортогональна, то для всех г, /  =  1,

т. е. базис ej, е ’....... t ' n  является ортонормированным. Об­
ратно, пусть линейное преобразование f переводит ортонор- 
мированный базис ех, е2, ..., е„ в ортонормированный базис 
е ' , е ' ,  ..., е(',  тогда по теореме 7.20 матрица перехода яв­
ляется ортогональной и f  — ортогональное преобразо­
вание.

Теорема 7.22. Ортогональное преобразование не ме­
няет скалярного произведения векторов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ei, е2, . .  . ,  е„ — ортонор­
мированный базис евклидова пространства. Д л я  любых 
двух векторов этого пространства x=Xiei-j-X2e2-\- . . .  +  
-\-xnt n и y = yie.iJr y 2t 2Jr  . . .  + г /„е„  скалярное произведе­
ние выражается формулой (7.44). Если f  — ортогональ­
ное преобразование данного евклидова пространства, то

где f(e i) ,  / (е2), . .  . ,  / ( е „ ) — ортонормированный базис. 
Следовательно,

т. е. скалярное преобразование образов совпадает со ска­
лярным произведением прообразов.

С л е д с т в и е  1. При ортогональном преобразовании 
/о ст ае т ся  неизменной норма вектора, т. е. ||х|| =  ||/(х) ||.

С л е д с т в и е  2. При ортогональном преобразовании 
f  остается неизменным угол между векторами, т. е.

Ортогональные преобразования обладают следующи­
ми свойствами:

1. Ортогональное преобразование является невырож­
денным.

2. Д л я  любого ортогонального преобразования суще­

2 .......п

f (x)  = x i f ( e i ) + x 2f ( e 2) +  . . . + x nf ( t n), 
f (y )= « / i f ( ex )+ № f( e2) +  . . .+гу„/(е„),

(f (x ) . f  (У)) =  *i0i + * 202+  • ■ • + x ny n,

(x, y) (f(x), f(y))
II x  II-II у II ll/(*)ll-ll/(y).ir
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ствует обратное преобразование, являющееся ортого­
нальным.

3. Если ортогональное преобразование имеет матрицу 
А,  то обратное ему преобразование имеет матрицу А т.

4. Произведение двух ортогональных преобразова­
ний — ортогональное преобразование.

Г л а в а  8 

К В А Д Р А Т И Ч Н Ы Е  Ф О Р М Ы

В этой главе рассматриваются квадратичные формы и их прило­
жения к упрощению уравнений линий второго порядка на плоскости 
и уравнений поверхностей второго порядка в пространстве.

§8.1 . Основные определения

Рассмотрим п переменных x lt х2, . . . , х п, принимаю­
щих любые действительные значения. Составим сумму их 
произведений XiXj, умноженных на некоторые числа aij, 
т. е. сумму

awx\ +  +
-(- ajl-Vl +  а22х2 ~Ь • • • а2ПХ2ХП +

+  « n i-V i +  алгхпхг +  . . .  +  апах \  =  (8 - О
П П 

i=i /=1
Квадратичной формой п переменных x it х2, . . . ,  х п н а­

зывается сумма вида (8.1). Обозначим эту сумму 
f ( x  1, х2, . . . ,  х п),  тогда по определению

П П
f  (-̂ i> ^2» •••» х^) “  a\j Xi Xj, (8-2)

i=i /=i

числа ciij называются коэффициентами  квадратичной 
формы.

Квадратичная форма называется действительной или 
комплексной в зависимости от того, являются ли ее ко­
эффициенты соответственно действительными или комп­
лексными числами. В дальнейшем будем рассматривать 
действительные квадратичные формы.
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Так как a^XiXj +  an XjXi =  (atj +  a t) x txj =  +

+  an ) x ^ j  +  4 “(a u +  au) x ix i =  a ’ijXiXj +  a ’̂ jXi ,  то коэф­
фициенты au  и ал  можно считать равными, т. е.

Сlij — ttji. (^*3)

Составим матрицу из коэффициентов квадратичной 
формы

а 11 а 12

° 2 1  °2 2

а1Л

аП1 °Я2 • • • аПП

В силу условия (8.3) матрица А — симметрическая (ее 
элементы, симметричные относительно главной диагона­
ли, равны между собой). Очевидно, действительная 
матрица А является симметрической тогда и только то­
гда, когда она совпадает с матрицей А т, полученной 
транспонированием, т. е.

А Т = А.  (8.4)

Матрицей квадратичной формы  называется матрица, 
составленная из ее коэффициентов. Квадратичной форме 
(8.2) п переменных Xi, xz, • • •, х п соответствует единст­
венная симметрическая матрица

А =

а 11  а 12  

Я12 2̂2

а1П а2П

(8.5)

Обратно, всякой симметрической матрице (8.5) соответ­
ствует единственная квадратичная форма с точностью до 
обозначения переменных.

Рангом квадратичной формы  называется ранг г ее 
матрицы. Квадратичная форма п переменных называется 
невырожденной, если ее матрица — невырожденная, т. е. 
г =  п, и вырожденной, если г < п .

П р и м е р .  Записать матрицу квадратичной формы/(% , *2, xs)=
х \  — — 8*!*3 -f- 7х\  +  4*2*з — 5*з и найти ее ранг.
В данном случае ап  =  1, о12 =  ап  =  — 3, а13  =  а3 1 =  — 4, а2:

ваз =  азг =  2, а33 — — 5, поэтому
■7,
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1 —3 - 4
—3 7 2
—4 2 —5

Вычислим определитель этой матрицы:

1 —3 —4
det А =  —3 7 2

—4 2 —5
Так как det А ф 0, то ранг матрицы равен трем, т. е. г—3.

: —35+ 24+ 24—112+45 — 4 =  —58.

Квадратичную форму (8.2) п переменных x it х 2, . . . ,  х п 
можно записать в матричном виде. Действительно, если 
X  — матрица-столбец из переменных х и х2, . . . ,  х п, Х т — 
матрица, полученная транспонированием матрицы X,  т. е. 
строка из тех ж е  переменных, то

а 11 а 12> ■ • > a ltl

Х т А Х = - [ х 1 у х 2 , . • * % п \ '
а 22. • • • > а т

а П1 а П 2’ • ■ > а пп

Xi
хг

=  [а11х1 +  ап х2 +  . . .  +  ап1хп а12% +  а22х2 +  . . .  +  ап2хп . . .  а1Лх1+
*i

+  аЪпх 2 +  . . .  +  аппх/г]
х2

4=1 /= 1

Т.  е.

Х ТАХ  =  ^ > 2  aijXtXj, или f  (х1г хг .......... хп) =  Х тАХ.  (8.6)
t=i /= 1

§ 8.2. Преобразование квадратичной формы 
при линейном однородном преобразовании 

переменных

Рассмотрим квадратичную форму (8.6). Перейдем к 
новым переменным у и у2, . . . ,  у п по формулам

(8.7)

*1 =  КгУг  +  КгУг  +  • • +  ЬшУп’

Х 2 =  “I- ^22j/2 “Ь • • • “I- ЬгпУп >

ХП =  Ьп1У! -\-ЬП2У2 +  • • • +  Ьппуп

215



или в матричном виде

где
Х  =  В У ,  (8.8)

*1 Ь 1х 613 . • b L n U i

*  =
X i

, в  =
&21 &22 • • &2Л

, к  = У ?

_ хп _ _ Ь /1 1  b n s  • • Ь „ - у * 1

В квадратичной форме (8.6) вместо х и х2, . .  . ,  х п под­
ставим их выражения через у и у2, . . . ,  у п, определяе­
мые формулами (8.7), получим квадратичную форму 
Ч>(Уи Уь •. •, Уп) п  переменных у и у2, . . . ,  у п с некоторой 
матрицей С. В этом случае говорят, что квадратичная 
форма f ( x h х2, . . . ,  х п) переводится в квадратичную фор­
му ф(*/ь #2, . • . ,  Уп) линейным однородным преобразова­
нием (8.7). Линейное однородное преобразование (8.8) 
называется невырожденным,  если det В Ф 0.

Д ве квадратичные формы называются конгруэнтны­
ми,  если существует невырожденное линейное однородное 
преобразование, переводящее одну из них в другую. Если 
f  (xu х 2, . . . ,  х п) и ф(г/ь г/г, • • •, Уп) конгруэнтны, будем 
писать f ( x  1, х2, . . . ,  xn)~<p (уи у 2, . . . ,  у п) . Отметим сле­
дующие свойства конгруэнтности квадратичных форм:

1. f ( x  и х 2, , х п) ~ К х и хг, ■ ■ ■ , х п).
2. Если f ( x u х2, . . . ,  х п) — Ф(i/i, , Уп), ф(г/ь г/г, ■ • •

. . . ,  у п) ~  \13(2Ь Z2, . . . ,  Zn),  TO f ( x  i, X2, . . . ,  Xn) ~  
~ l |) (2 i ,  Z2, . . .  , Zn).

Справедливость первого свойства очевидна: квадра­
тичная форма переводится в себя тождественным преоб­
разованием (невырожденным). Второе свойство следует 
из того, что произведение двух невырожденных линейных 
однородных преобразований является невырожденным.

Выясним, какой вид имеет матрица С квадратичной 
формы ф(г/ь г/г, . . . ,  Уп), в которую переходит квадратич­
ная форма f ( x  1, х2, . . . ,  х п) при преобразовании (8.7).

Теорема 8.1. Квадратичная форма f ( x i, х2, . . . ,  х п) с 
матрицей А  линейным однородным преобразованием Х =  
= ВУ  переводится в квадратичную форму ф(г/ь г/г, . . .  , Уп) 
с матрицей С = В ТАВ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В квадратичную форму f ( x и 
х 2, ■■., х п) —Х тА Х  подставим Х  = ВУ,  получим f(xi ,  
х2, . . . ,  х п) =  Х ТА Х  =  (В У ) ТА ( В У ) =  (УТВ Т) А В У  =

216



=  YT (B TA B ) Y, или f ( x i, x 2, , x n) =  YTCY,  где C = B TAB .
Поскольку

CT= (B TA B ) T =  (B T ( A B ) ) T = { A B ) T ( B T ) T = ( B TA T) B  =  
=  B r A B  =  С, т. e. CT = С, то С — симметрическая 
матрица. Следовательно, С = В ТАВ  является матрицей 
квадратичной формы ф(г/ь Уг, ■ ■ ■, Уп)■

С л е д с т в и е  1. Определители матриц конгруэнтных 
невырожденных действительных квадратичных форм 
имеют одинаковые знаки.

Поскольку матрицы А и С двух конгруэнтных квад ­
ратичных форм связаны соотношением С = В ТАВ,  где В  — 
невырожденная матрица, то det C = d e t ( B TAB )  =  det В ТХ  
X det А • det В =  (det В ) 2-det А,  или det С =  (det В ) 2-det А,  
откуда следует det С- det А > 0 ,  ибо (det Б ) 2> 0 .

С л е д с т в и е  2. Конгруэнтные квадратичные формы 
имеют одинаковые ранги. Поскольку ранг матрицы не ме­
няется при умножении ее слева или справа на невырож­
денную матрицу и С = В ТАВ,  то ra n g  C = r a n g  А.

§ 8.3. Приведение действительной 
квадратичной формы к нормальному виду

Квадратичная форма f ( x i, х 2, ■. ■, х п) называется ка­
нонической,  если она не содержит произведений различ­
ных переменных, т. е.

Г
/  (х1г х ,̂ . . .  хп) =  2  аи Х? (Г <  «)• (8-10)

(=1
Каноническая квадратичная форма называется нормаль­

ной (или имеет нормальный вид), если |(Х;г| =  1 (г =  1,
2, . . ., г), т. е. отличные от нуля коэффициенты при квад­
ратах переменных равны +  1 или — 1. Например, квадра­
тичная форма f ( x lt х 2, х 3, х4) =  6 х 2{ +  4х \  — Зх\ ,  для ко­
торой а 1х =  6, а 22 =  0, а 33 =  4, а44 =  — 3, имеет канони­
ческий вид; квадратичная форма f ( x u  х 2, х 3, х А) =  х 2 —
— х* +  х \  является нормальной, так как a u  =  1, а 22 =  О,
а 33 =  1 > а44 =  1 •

Пусть квадратичная форма f ( x i ,  х 2, . ■ ■, х п) линейным 
невырожденным преобразованием приведена к канони­
ческому виду

Ф (Уг> Уъ< •••> Уп) =  ЬцУ\  “1" ЬъъУ\ +  "Ь пУп* '
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где у  1, г/2, • • •, Уп — новые переменные. Некоторые из ко­
эффициентов Ьц могут оказаться равными нулю; д о ка­
жем, что число отличных от нуля коэффициентов в этой 
формуле равно рангу г матрицы квадратичной формы f. 
На основании следствия 2 из теоремы 8.1 ранги квадра­
тичных форм /  и ф равны между собой. Поскольку матри­
ца квадратичной формы ф является диагональной и ранг 
ее такж е равен г, то это означает, что среди диагональ­
ных коэффициентов имеется г отличных от нуля.

Теорема 8.2. Л ю бая  квадратичная форма некоторым 
невырожденным линейным преобразованием может быть 
приведена к каноническому виду.

Доказательство  проведем индукцией по числу пере­
менных. При п ~  1 теорема верна, так  как в этом случае 
квадратичная форма f (xi) = а ц х 2х имеет канонический 
вид. Д окаж ем  теорему для квадратичных форм от п пе­
ременных, считая ее уже доказанной для форм с меньшим' 
числом переменных. Предположим, что среди коэффици­
ентов аи  (£= 1 ,2 , . . .  , п )  данной квадратичной формы

П П
f  {хi> х2> • • •> -О =  2 ]  al}XiXj

i =  1 / =  I

имеются отличные от нуля. Пусть а и Ф 0, тогда вы раж е­
ние а ^ 1 (auXi +  «12л:2 +  • • • +  dinx n)2y являющееся квадра­
тичной формой, содержит такие же члены с переменной 
х1г что и форма [, поэтому разность f  ■— а - 1 (ап хх +  
+  а12х 2 +  • • • +  а1пх п)2 —  fi будет квадратичной формой,
не зависящей от х ъ  а только от х 2, х3, . .  ., х п, т. е. f 1 —
=  h  (*2. *з, • • •. х п), откуда /  =  а - 1 (ап  хх +  а12х 2 +  . . .
• • • +  а 1 пх п)2 +  fl-

Перейдя к новым переменным уи Уг, ■ ■ . , у п по фор­
мулам

У\ =  auXi~{ -О12Х2- ) - . . . -\-ainXn, У\ —  х% ( t  =  2,  3,  . . . , ti) , ( 8 . 1 1 )

получим квадратичную форму

f  ~  a \i У\ +  f'1’ =  Уз> • • ■> Уп)- (8-12)

Так как квадратичная форма f2 зависит от меньшего 
числа переменных, по предположению ее можно привести 
к каноническому виду. Следовательно, квадратичная 
форма f  такж е приведена" к каноническому виду (8.12). 
Отметим, что преобразование (8.11) является невырож-
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денным, так  как его определитель равен а ^ ф Ь .  П реоб­
разование, обратное преобразованию (8 .11), такж е будет 
невырожденным, оно приводит исходную форму f  к виду 
(8 .12).

Случай, когда все коэффициенты ац =  0 (г =  1, 2, . . .  
. .  . , п ) ,  но, например, а 12фО,  с помощью преобразования

Xi = Zi— z2, x2 =Zi-\-z2, Xi — Zi (i = 3 , 4 , ,  n)

сводится к предыдущему. Действительно, это преобразо­
вание является невырожденным, ибо его определитель 
отличен от нуля:

1 —1 0 . . .  О 
1 1 0 . . .  О
О О I . . .  О

О 0 0 . . .  1

В результате этого преобразования член 2а12х 1х 2 принима-
2а,,г2; вет вид 2 а12х 1х 2 =  2аш (zi r -  z2)_(?l+ z2) =  2а1гг2 — ^ 12̂ 2, 

конгруэнтной квадратичной форме q>(Zi, z2, , z n) будут
отличными от нуля коэффициенты при квадратах пере­
менных Zi и z2.

Таким образом, квадратичная форма несколькими не­
вырожденными преобразованиями, которые можно зам е­
нить одним невырожденным преобразованием — их про­
изведением, приводится к каноническому виду, т. е. к ви­
ду суммы квадратов переменных с некоторыми коэффи­
циентами. Число этих квадратов с коэффициентами, от­
личными от нуля, равно рангу формы.

З а м е ч а н и е .  Если исходная квадратичная форма является дей­
ствительной, то коэффициенты невырожденного линейного преобразо­
вания и коэффициенты в ее каноническом виде будут также действи­
тельными.

Теорема 8.3. Любую действительную квадратичную 
форму линейным невырожденным преобразованием мож ­
но привести к нормальному виду.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании теоремы 8.2 лю­
бую квадратичную форму f  (хи  х ъ . . х п) можно приве­
сти к каноническому виду. Представим этот канониче­
ский вид следующим образом: ф (̂ /х, у 2, . . . ,  у п) =  с1у 21 +

• +  cky \  — ck+iyfl+l — . . .  — сту 2 (0 <  k  <  г), где 
все числа (г =  1, 2, . . . ,  k, k +  1 , . . . ,  г) положительны.

с2у\ -
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Применяя нбвырождённое преобразование 2, =  ] / с гг/г (t =  
=  1, 2 г), zj =  У] (/ =  г +  1, . . ft), получаем квад­
ратичную форму

1|з (гХ) га, . . г„) =  z 2 +  г\  +  . . . +  г\ —  г\  | , — . . . — г 2

в нормальном виде. Число входящих сюда квадратов рав­
но рангу формы.

§ 8.4. Закон инерции квадратичных форм

Канонический вид, к которому приводится данная 
квадратичная форма, не является для нее однозначно 
определенным, так  как любая квадратичная форма мо­
жет быть приведена к этому виду различными способами.

Действительная квадратичная форма такж е может 
быть приведена к нормальному виду различными преоб­
разованиями, однако с точностью до нумерации и обо­
значения переменных она приводится только к одному 
нормальному виду. Об этом свидетельствует следующая 
важ ная теорема, выражаю щ ая закон инерции квадратич­
ных форм.

Теорема 8.4. Число положительных и число отрица­
тельных квадратов в нормальном виде, к которому при­
водится данная действительная квадратичная форма не­
вырожденным действительным линейным преобразова­
нием, не зависит от выбора преобразования.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что квадратич­
ная форма f ( x u Хг, , х„) ранга г двумя способами при­
ведена к нормальному виду

у\ +  у1 +  --.  +  у1 - у1+ 1 - - - - - у* г =

=  г\  +  г\ +  . . . +  z? —  zf+l — . . . — г2. (8.13)

Поскольку переход от переменных x lt х 2, ■. ■, х п к пе­
ременным yi, г/2, • • -, Уп осуществлен действительным ли­
нейным невырожденным преобразованием, то и обратное 
преобразование

П
У1 =  2  bisx s (i =  Ь 2, . . ft) (8.14)

S = 1

такж е является действительным невырожденным. Точно
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так же будет действительным невырожденным и линей­
ное преобразование

П
г} =  ^  C)lXl U =  Ь 2- • • •- ")• (8.15)

i= i

Предположим, что & < / ,  и напишем систему равенств 

#1 =  0, #2 =  0, . . . ,  #& =  0,
2Ж  =  0, . . . ,  zr =  0, . . . , z„ =  0. (8.16)

Если левые части этих равенств заменить соответственно 
их выражениями (8.14) и (8.15), получим систему n — l-\-k 
линейных однородных уравнений с п  неизвестными
Xi, х2, . . . ,  х„. Поскольку п — l - \ -k<in  (ибо & < / ) ,  т. е. чис­
ло уравнений однородной системы меньше числа неизве­
стных, система имеет ненулевое действительное решение
0&1» 0&2) * * * » С&п*

В равенство (8.13) вместо г/,, Zj подставим соответ­
ственно их выражения (8.14) и (8.15), а вместо неизвест­
ных х\, Хг, . . . ,  х п — числа аи  а 2, . . . , а п■ Принимая во 
внимание (8.16), получаем

— Ук+i (“ )— ■• - —  y f ( a) =  z2i (“ ) +  • • ■ +  2; («)• (8-17)
Поскольку все коэффициенты линейных преобразова­

ний (8.14) и (8.15) — действительные числа, то все квад­
раты в равенстве (8.17) неотрицательны, что влечет за 
собой равенство их нулю, в частности,

Zi(a)  = 0 ,  z 2 (a)  = 0 ,  . . . ,  z t (a)  = 0 .  (8.18)

С другой стороны, по самому выбору чисел а ь а 2, . . .

zi+i(a)  = 0 ,  . . . , z n (a)  = 0 .  (8.19)

Следовательно, система п линейных уравнений z,-(*) =  0 
(t'= 1, 2, . . . ,  п) с п  неизвестными х и х 2, . . . ,  х п имеет не­
нулевое решение аи  a 2, . • • , о п. Определитель такой си­
стемы должен быть равен нулю (см. следствие из теоре­
мы Крам ера).  Это противоречит тому, что преобразова­
ние (8.15) является невырожденным. Предположение, что 
/< & ,  приводит к такому же противоречию. Отсюда сле­
дует равенство k = l, которое и доказывает теорему.

Число положительных квадратов в нормальной форме, 
к которой приводится данная действительная квадратич­
ная форма, называют положительным индексом  инерции
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этой формы, число отрицательных квадр-атой — отрица­
тельным индексом  инерции, разность между положитель­
ным и отрицательным индексами инерции — сигнатурой 
формы f. Очевидно, если известен ранг формы, то з а д а ­
ние любого из трех указанных выше чисел определяет 
два других.

Теорема 8.5. Две действительные квадратичные фор­
мы от п переменных тогда и только тогда конгруэнтны, 
когда они имеют одинаковые ранги и одинаковые сиг­
натуры.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть форма f  переводится в • 
форму ф невырожденным линейным действительным пре­
образованием. При этом, как известно, ранг не меняется. 
Это преобразование не меняет и сигнатуры, поскольку в 
противном случае формы /  и ф приводились бы к различ­
ным нормальным видам, а тогда форма f  приводилась бы 
к обоим этим нормальным видам, что противоречит з а ­
кону инерции квадратичных форм.

Обратно, если квадратичные формы имеют одинако­
вые ранги и одинаковые сигнатуры, они приводятся к од­
ному и тому ж е нормальному виду и поэтому могут быть 
переведены одна в другую.

§ 8.5. Знакоопределенные квадратичные формы

Действительная квадратичная форма f ( x it х2, . . . ,  х п) 
называется положительно определенной,  если она приво­
дится к нормальному виду, состоящему из п положитель­
ных квадратов; f ( x u x z, . • •, х п) ~ ф (уи у2, . . . ,  у п),  где

Ф{Уъ У2, ■ • •> Уп) =  Уи+ У 1 +  +  (8-20)
т. е. если ранг и положительный индекс инерции равен 
числу неизвестных.

Систему значений xi, х2, . . . ,  х п назовем нулевой,  если 
Xi — Xi= . . .  = х „  =  0, и ненулевой,  если хотя бы одно из 
них отлично от нуля.

Теорема 8.6. Действительная квадратичная форма 
f ( x u х 2, . . . .  х п) является положительно определенной 
тогда и только тогда, когда она принимает положитель­
ные значения при любой ненулевой системе значений пе­
ременных Xi, х2, , х п.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f  {хи х2, . .  . ,  х п) — по­
ложительно определенная форма, т. е. преобразуется к
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виду (8.20) невырожденным линейным преобразованием

Уi b f j X j  ( i  1 ,  2 ,  . . . ,  t l ) (8 .21)

(с матрицей B =  (Ьц),  для которой det В Ф 0). Фиксируем 
любую ненулевую систему значений х и х2, . . . ,  х п. П од­
ставляя эту систему значений в (8.21), получаем соответ­
ствующую систему значений уи у 2, ■. . ,  уп, которая такж е 
будет ненулевой. Действительно, в противном случае име­
ли бы линейную однородную систему с отличным от нуля 
определителем, обладающую ненулевым решением, что 
противоречит следствию из теоремы Крамера. При под­
становке ненулевой системы значений у и у2, . ■ ■, Уп в 
(8.20) получим ф(г/i, г/2, . . . ,  уп) > 0 .

Обратно, пусть квадратичная форма f  не является по­
ложительно определенной, т. е. ее ранг или положитель­
ный индекс инерции меньше п ; линейным невырожден­
ным преобразованием (8.21) эта форма приводится, в ча­
стности, к одному из видов:

Ф {Уи Уг........Уп) =  У\ +  У\ +  ••• +
ф (Уи -Уг........Уп) =  у\ +  уI +  • • • +  у 2п- 1  —  УЬ

В этом случае существует ненулевая система значений 
Хи х 2, . . .  , х п, при которой ф ( х 1, х2, . . .  , х„) = 0  или ф (д :1, 
х 2, х п) < . 0; такими значениями будут значения, по­
лученные из системы (8.21) при у 1 = у2— . . .  = у п_ 1 = 0 , 
Уп =  1 •

Д окаж ем теорему, которая позволит по коэффициен­
там квадратичной формы установить, будет ли эта форма 
положительно определенной. Предварительно введем 
вспомогательное понятие. Пусть дана квадратичная фор­
ма f ( xu  х2, , х п) с матрицей А = (ац) .  Главными мино­
рами  квадратичной формы f называются миноры

Оц- «и
°21

°12
« 2 2

Оц °12 • • a l k Оц ° 1 2  • • а 1 п

°21 °22 • ■ а 2к ^ 2 1 а2 2 . ■ а 2П

2 • ■ а к к а , п « Л 2  ■ ■ а п п

т. е. миноры порядка 1, 2, . . . ,  п матрицы А,  расположен­
ные в левом верхнем углу; последний из них совпадает с 
определителем матрицы.
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Теорема 8.7. Квадратичная форма f ( x u х2, х п) с 
действительной матрицей является положительно опре­
деленной тогда и только тогда, когда все ее главные ми­
норы положительны.

Докажем теорему для случая п переменных, предполо­
жив, что для квадратичных форм п — 1 переменных она 
верна. Действительно, при п =  1 теорема верна, посколь­
ку квадратичная форма ап х \  — положительно определен­
ная тогда и только тогда, когда а ц > 0 .

Квадратичную форму п переменных f  (хъ х 2, . .  х п) =
П П

(см. (8.4)) можно записать в виде
£=1/=1

п- 1

/  =  *2. • • •> Хп- О  +  2 ^  ainx iXn +  а„пхЦ, (8 .2 2 )
i= i

где f i = f i ( x lt хг, . . . ,  x n-i )  — квадратичная форма п — 1 
переменных х и х2, . . . ,  х п- и составленная из тех членов 
формы f, которые не содержат переменной х п. Главные 
миноры формы f  1 совпадают с главными минорами фор­
мы f, кроме последнего.

Пусть квадратичная форма f  является положительно 
определенной, тогда форма будет также положительно 
определенной. Действительно, если бы существовала нену­
левая система значений х®, х°,  . . xf}_lt при которой 
f i (x° ,  х°, . .  ., ^ _ j ) < 0 ,  то в силу (8.22) имелась бы и 
ненулевая система значений xf ,  х \ ,  . . . ,  х%_г  х°п, где х ° =  
=  0, для которой f(x°v  х°, . . . ,  х°) <  0, что противоречит 
тому, что f  — положительно определенная форма. Следо­
вательно, по индуктивному предположению все главные 
миноры формы fi, т. е. все главные миноры формы /, кро­
ме последнего, положительны. Последний главный минор 
формы f, или определитель матрицы А,  такж е  положите­
лен. В самом деле, форма f ( x i, x 2, . ■., х п) может быть 
приведена к виду <р (уъ г/2, . . уп) =  У\ +  у\ +  ■ - • +  У„> 
определитель которой положителен (он равен единице). 
Н а  основании следствия 1 из теоремы 8.1 ^определители 
квадратичных форм f  и ф имеют одинаковые знаки, т. е. 
определитель формы f  такж е будет положительным. 
Итак, все главные миноры положительно определенной 
квадратичной формы положительны.
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О братно, пусть все главн ы е  миноры квадрати чн ой 
ф орм ы  f ( x i, Хг, , х п) полож ительны , тогда п о л о ж и тел ь ­
ными будут и главны е  миноры ф орм ы  fi  в равенстве
(8.22). Ф орм а fi по индуктивному предполож ению  я в л я ­
ется  полож ительно  определенной, поэтому существует  
такое  невы рож денное линейное преобразован и е  п ерем ен­
ных Xi, х 2, . .  . , x n- i ,  которое приводит форму f t к н о р м а л ь ­
ному виду / 2 =  У\ +  У\ +  • • • +  Уп- v  Это преобразование 
м ож н о дополнить до невы рож денного  линейного п р ео б р а ­
зован и я  всех переменных х 2, . . .  , х„, полож ив х п — Уп. 
У к азан н ы м  п реобразованием  ф орм а f  в силу (8.22) п ри ­
водится  к виду

где bin — некоторые коэффициенты. Поскольку у \  +  
+  2ЬЫУ1УП=  (г/г +  biny nf  —  b?ny*, то невырожденное линей­
ное преобразование

Zi =  y i + b iny n (i =  h  2, . . . ,  п —  1), z n = y n 

приводит ф орм у (8.23) к каноническом у виду:

У бедимся в том, что с ,>0 .  О пределитель  квадрати чн ой  
ф орм ы  /3 равен  с, где с — полож ительн ое  число. Д е й с т ­
вительно, ф орм а f3 получена из формы  f  двум я  н е в ы р о ж ­
денными линейными п реобразован и ям и , а определитель  
ф орм ы  f, к ак  последний из главн ы х  миноров этой формы, 
был полож ительны м. Н а  основании следствия из теоремы 
8.1 заклю чаем , что оп ределитель  формы  f3 т а к ж е  п оло­
ж ителен, т. е. с > 0 .  И так ,  ф о р м а  (8.24) — полож ительно  
определенная.

Д ей стви тельн ая  кв а д р а ти ч н а я  ф орм а  н азы вается  от­
рицательно определенной,  если она является  н евы р о ж ден ­
ной и приводится к н орм альн ом у  виду, со дер ж ащ ем у  
только  отрицательны е к в а д р а ты  всех переменных; эту 
форм у  м ож но привести к виду

П о лож и тельн о  определенны е и отрицательно  опреде­

(8.23)

П — 1
(8.24)

Ф (Уъ У г, ■ • •> Уп) =  — У\ —  У\ — • • • "  У1- (8-25)
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ленные квадратичные формы называются знакоопреде­
ленными  квадратичными формами.

Вырожденные квадратичные формы, нормальный вид 
которых состоит из квадратов одного знака, называются 
полу определенными.

Неопределенными  называются квадратичные формы, 
нормальный вид которых содержит как положительные, 
так  и отрицательные квадраты переменных.

Очевидно, для отрицательно определенной квадратич­
ной формы п переменных ее определитель будет положи­
тельным при четном п и отрицательным — при нечет­
ном п.

Приведем без доказательства теорему о необходимом 
и достаточном условии того, что квадратичная форма 
является отрицательно определенной.

Теорема 8.8. Квадратичная форма является отрица­
тельно определенной тогда и только тогда, когда ее глав­
ные миноры четного порядка положительны, а нечетно­
го — отрицательны.

Отметим, что необходимость следует непосредственно 
из вида матрицы.

§ 8.6. Приведение квадратичной формы 
к каноническому виду 

ортогональным преобразованием переменных

Д окаж ем, что действительную квадратичную форму 
можно привести к каноническому виду с помощью орто­
гонального преобразования.

Теорема 8.9. Если существует ортогональное преобра­
зование с матрицей С, приводящее действительную квад­
ратичную форму f  = f ( x  1, х г, . . . ,  х п) к каноническому 
виду

ф [Уъ г/г. • • •> Уп) =  КУ\  +  КУ\  +  • • ■ +  К у\> (8 -26)

то Ki, %2, . ■ ■, 'кп — характеристические числа матрицы А 
квадратичной формы /, причем столбцами матрицы С 
являются собственные векторы-столбцы матрицы А с соб­
ственными числами Я.1, %2, ■ ■ ■ , Я,п.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ортогональное преоб­
разование X = C Y ,  где С = { с ц ) ,  приводит квадратичную 
форму f к каноническому виду (8.26), тогда матрицы 
формы ф имеют вид
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D =

кг О 
О А,

.. О 

.. О
(8.27)

О О . . .  кп

Поскольку D = CTA С (см. теорему 8.1) и С — ортого­
нальная матрица, то СТ =  С-1; следовательно, / )  =  С_1ЛС, 
откуда получаем, что ki  — характеристические числа 
матрицы Л (см. § 7.14).

Принимая во внимание выражения D = CTAC,  ССТ =  Е 
и умножая обе части равенства (8.27) на С слева, полу­
чаем (так как CD = CC~lA C  — AC)

(8.28)
1__ 0 .

г-о

л с  =  с
0 к 2 . . 0

о
1 0 . " к п

Д ля элементов Ьц ( t =  1, 2, . . . ,  п) матрицы В —АС  со­
гласно правилу умножения матриц имеем &г3- =  а и с ^ +  
+ « i 2C2j +  . .  • -\-ciinCn]. С другой стороны, из равенства 
(8.28) следует, что Ьц = С{}к], поэтому

. ■ . - j - C l { n C n j  — k j C i j  ( t—1, 2, . . . , tl) ,

или

си си
С2 } = ki С2 }

cnj _ J-nj _
Итак, j -й столбец ( /= 1 ,  2, . . . ,  п ) матрицы С являет­

ся собственным вектором-столбцом матрицы Л с собст­
венным числом kj.

Теорема 8.10. Д л я  любой действительной квадратич­
ной формы существует ортогональное преобразование, 
приводящее ее к каноническому виду.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Теорема верна для квадра­
тичной формы одной переменной f ( x l ) = a lix 2l , которая 
имеет канонический вид; искомым ортогональным преоб­
разованием будет тождественное преобразование. П ред­
положим, что теорема верна для квадратичных форм 
п — 1 переменных х и х 2, . . . ,  х п- и  и докажем ее для квад­
ратичных форм п переменных.
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П усть f  (х ь х2, . .  . , х п) — квад р ати чн ая  ф орм а с м а т ­
рицей А = ( а , ц ) ,  X — одно из собственных чисел этой 
м атрицы  и Сц ( i = l ,  2, 11) — норм ированны й собст­
венный всктор-столбец  м атрицы  А  с собственным зн а ч е ­
нием А. П остроим  ортогональную  м атри цу  C = ( c , j ) ,  пер ­
вым столбцом которой явл яется  у к азан н ы й  столбец сц  
( i=  1, 2, . . . , п ) .  Р ассм отри м  преобразование

X  = CY,  (8.29)

переводящ ее  форму f ( x u х2, . .  . ,  х п) в форму ф (уи у2, . . .  
. . . ,  у п). Е сли D — м атри ц а  ф орм ы  ф, то, к а к  известно, 
D =  CTAC .  Н а й д е м  эту матрицу, определив  с н ач ал а  5  =  
-=СТА,  потом D =  BC.  Д л я  членов Ьц  ( / =  1, 2, ..  . ,  п)  пер­
вой строки м атри ц ы  В  имеем

bij =  C n a i j + C2ifl2j-|- . •. - \ -C n ia nj ( i = l> 2, . . . ,  n ) .

С другой стороны, по теореме 8.9 сп  (г =  1, 2, . . . ,  п) — 
собственный вектор-столбец  симметрической м атрицы  А 
с собственным числом А, т. е.

CuCLlj-\~C2ia2j-\-  ■ ■ ■ ~\~c n{dnj  =  KCji.

И з этих двух  равенств  следует, что Ь\] =  'ксп . Н аходи м  
элем енты  d i3- первой строки м атрицы  D =  BC: d n  =  
=  гксцС^-\-'кс21с2]-\- . . . + X c n lc„ j. П оскольку  С — ортого­
н ал ьн ая  м атри ца , то при / = 1  и dis =  0 при } ф \ .
Следовательно , сим м етрическая  м атри ц а  D имеет вид

0 
1______

.. 0

D  =
0 dM . • ^2 п

0 . • d/m

поэтому квадратичную форму ф (г/х, у 2, . . . ,  У„) можно за ­
писать  так:

ф [Уъ У г, •••. Уп) =  Щ  +  Ф1 (&» У я, ■■■, Уп)-

С огласн о  индуктивному предполож ению  для  к в а д р а ­
тичной ф орм ы  ф1 (г/г, Уз, • • • ,  Уп) п —  1 переменных у 2, 
Уз, ■ ■ ■, Уп существует ортогональное преобразование

22 =  к22у 2-{-к2зУз-\- . . .  -\-к2пУп,

Zn — кпгУ2-\~кизУз~\- ■ ■ ■ -\-кПпУп,
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приводящее её к каноническому виду <р2 (z2, г3, , гп) =  
=  Я2г2 +  . . . +  k,nz\. Преобразование

*1 =  г/i-
г2 =  &22г/2 ~f &»з!/з +  • • • +  з̂п{/л >

г/| — &/22</2 +  *Л803 +  • • • +  kntlyn

является ортогональным; оно приводит квадратичную фор­
му ф (Уъ У г, • • •, Уп) к каноническому виду %1z \ 4 -  +
+  • • • +  К г1 -

Итак, квадратичная форма f ( x lt х2, . . . ,  х п) приводит­
ся к каноническому виду +  . . . +  "кпг\  ортого­
нальным преобразованием, равным произведению преобра­
зований (8.29) и (8.30).

Теорема 8.11. Д л я  любой действительной симметриче­
ской матрицы А существует такая ортогональная матри­
ца Г, что Т-1А Т  — диагональная матрица.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А  — действительная 
симметрическая матрица порядка п, f ( x t, х2, . . . ,  х п) — 
квадратичная форма с матрицей А.  По теореме 8.10 су­
ществует ортогональное преобразование, приводящее эту 
форму к каноническому виду. Матрицу этого преобразо­
вания обозначим через Т, тогда в силу теоремы 8.1 
ТТА Т =£>, где D  — диагональная матрица. Поскольку Т — 
ортогональная матрица, т. е. тт = Т~1, то T~lA T  = D — 
диагональная матрица.

С л е д с т в и е .  Лю бая действительная симметриче­
ская матрица может быть приведена к диагональному 
виду.

Теорема 8.12. Если линейное преобразование действи­
тельного линейного пространства имеет действительную 
симметрическую матрицу в некотором ортонормирован- 
ном базисе, то существует ортонормированный базис, 
состоящий из собственных векторов этого преобразо­
вания.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А  — действительная сим­
метрическая матрица линейного преобразования f в орто­
нормированием базисе еь е2, . .  . ,  е„. Согласно теореме 
8Л1 существует такая ортогональная матрица Т, что 
Т~1А Т  — диагональная матрица. К ак известно (см. тео­
рему 7.21), ортогональное преобразование Т переводит
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ортонормированный базис е ь е2, . . . ,  е„ в ортонормиро­
ванный базис е ' ,  е ' ,  . . е'п, в котором матрица /  явля­
ется диагональной. Это означает, что е ' , е ' ,  . . . ,  е'п — соб­
ственные векторы преобразования f.

Из доказанных теорем получаем правило нахождения 
ортогонального преобразования, приводящего квадратич­
ную форму п  переменных к каноническому виду. Это пра­
вило состоит в следующем: 1) записать матрицу данной 
квадратичной формы, найти ее собственные значения и п 
попарно ортогональных собственных векторов, пронорми­
ровать их; 2) составить матрицу из ортонормированных 
собственных векторов-столбцов; 3) записать искомое ор­
тогональное преобразование с помощью последней 
матрицы.

Пр и ме р .  Найти ортогональное преобразование, приводящее к 
каноническому виду квадратичную форму двух переменных xi, хг\

f (Х1 > *2) =  11* 1  — 16хгх2 — х\.

Поскольку в данном случае ац=11, ai2 —  — 8, <222=  — 1, то матри­
ца Л этой квадратичной формы и ее характеристическое уравнение 
det(̂ 4— кЕ)  =0 запишутся так:

П - Х  - 8  = о _
—8 — 1— X

Характеристическое уравнение —(11—к) (1+Х )—64 =  0, или к 2— 
—10^+75 =  0, имеет корни ki = — 5, >.2 =  15, которые являются собст­
венными значениями матрицы А.

Найдем собственные векторы, соответствующие полученным соб­
ственным значениям. Координаты (s, I) этих векторов определяются 
из системы уравнений (7.38), которая в данном случае имеет вид

(11 — X)s — 8t = 0,\
— 8s — (l +  k ) t  =  0 . j

При ki = —5 и >.2=15 имеем две системы:

16s —8/ =  0Л —4 s— 8/ =  0 , |
_ 8 s +  4/ =  0 J ’ — 8 s— 1 6 /=  0. J

Из этих систем соответственно находим собственные векторы и =  
=  (s, 2s), где s^ O , v = ( —2/, /), где /=^=0. Положив s = l ,  /=  1, полу­
чим а (1, 2), b (—2, 1). Пронормировав эти векторы, запишем их ко­
ординаты в столбцы и составим матрицу В:
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1 2 1 ' 2
у  5 V I , В =

УЪ У  5

2 1 2 1

У  5 | / 5 У  5 V I

С помощью матрицы В  записываем искомое ортогональное пре­
образование

*i
1

у  5 Ух У 2,у  5

*2 =  1 7 b V l + ~ y i y*

*i =  —2«/2), 

(2</i +  УJ

Это преобразование приводит данную квадратичную форму к кано­
ническому виду ф( у и у г) = —  Zy\ +  \Ъу\.

§  8 .7 .  У п р о щ е н и е  у р а в н е н и й  ф и г у р  
в т о р о г о  п о р я д к а  н а  п л о с к о с т и

Фигурой второго порядка  на плоскости называется 
множество точек этой плоскости, декартовы координаты 
которых удовлетворяют уравнению второй степени

ЯцХ2-\-2амху-\-а22У2-\-а1зх-\-а2зу-\-азз = 0, (8.31)

где аи, а\2, а22 одновременно в нуль не обращаются. О т­
метим, что это множество, в частности, может состоять 
из единственной точки или оказаться пустым.

Первые три члена левой части уравнения (8.31) обра­
зуют квадратичную форму двух переменных xi = x, х 2 = у:

f (х, у) = а 11х 2-\-2 а12ху-\-а22У2 (8.32)

с симметрическои матрицей

аи  
«12

А = (8.33)

По теореме 8.11 эту квадратичную форму ортогональным 
преобразованием можно привести к каноническому виду

М * '.  У') = k i x '2 +  l 2y '2

С матрицей

с  = я ,  о,

О 2̂.

(8.34)

(8.35)
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где Xi, Xz — характеристические числа матрицы А, т. е,- 
корни характеристического уравнения матрицы А

аи  X о12 
1̂2 2̂2 'Х

=  0. (8.36)'

При этом ортогональном преобразовании уравнение
(8.31) примет вид

+  К  У' 2 +  а ’13х '  +  а'23у '  +  а ' 3 =  0. (8.37)

Уравнение (8.37) можно привести к каноническому виду 
путем выделения в левой части полных квадратов.

Фигуру второго порядка, определяемую уравнением
(8.31), называют центральной,  если d e t A ^ O ,  и нецент­
ральной,  когда det Л =  0.

Отметим, что при ортогональном преобразовании пе­
ременных определитель матрицы квадратичной формы не 
меняется. Это следует из того, что С = В ТАВ,  где В  —  
матрица преобразования (см. теорему 8.1), В Т = В ~1„ 
| d e t S | = l  в случае, когда В  — ортогональная матрица. 
Поскольку C = B~iA B ,  то d e t C = d e t A .  Так как det С=- 
= XiXz (см. (8 .35)), то

det Л =Л-1Л,2. (8.38):

Пусть уравнение (8.37) определяет центральную фи­
гуру, т. е. det А ф О .  Здесь возможны два случая: 1)
> 0  (числа Xi и Хг одного знака),  фигура называется фи­
гурой эллиптического типа; 2) АД2-<0 (числа Xi и Xz 
имеют разные знаки), фигура называется фигурой гипер­
болического типа.

Если Х1Х2ФО,  то уравнение (8.37), выделив в его л е­
вой части полные квадраты, можно привести к виду

X i ( x ' - h i ) H M y ' - t h ) 2 = q
или

Xi X*+XzY* = q, (8.39)
где

X  = x ' - h i , Y = y ' — hi. . (8.40)

Формулы (8.40) выражаю т зависимость между координа­
тами (х', у ' )  и (X , Y) при параллельном переносе коор­
динатных осей в точку Oi (hi, h2).

В случае AiA2> 0  уравнение (8.39) приводится к одно­
му из канонических видов:
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a2 1 b*

в зависимости от знаков Xi и q: 1) Xiq > 0 , 2) ?нд<;0, 
3) <7 =  0.

Уравнение (8.41) определяет эллипс, уравнению 
(8.42) не удовлетворяют координаты ни одной точки пло­
скости (иногда говорят, что это уравнение определяет 
мнимый эллипс), уравнению (8.43) удовлетворяют коор­
динаты одной точки (Х  = 0 , У =  0).

В случае XiXzCO уравнение (8.39) приводится к одно­
му из канонических видов:

X 2 
а% Y2 - 1 -  Ь2 ’

(8.44)

X 2
а2 у а  =  1- Ь2 ’

(8.45)

X 2 
а2

У 2 
Ь2 — 0 (8.46)

в зависимости от знаков Xi и q: 1) X i q > 0, 2) Х ^ < с 0 ,
3) q = 0 .

Уравнение (8.44) определяет гиперболу с действитель­
ной осью ОiX, уравнение (8.45) — гиперболу с действи­
тельной осью OiY,  уравнение (8 .4 6 )— пару пересекаю­
щихся прямых, так как оно распадается на два урав­
нения:

или Y= — х, У = ------Ь—Х.а а

Обратимся к нецентральным фигурам, т. е. к случаю, 
когда det Л =  0. В силу (8.38) из равенства det Л =  0 сле­
дует, что АД2= 0 .  Последнее равенство означает, что одно 
из чисел Яь Хг равно нулю (оба числа Xi, Хг в нуль обра­
титься не могут, так как это означало бы, что квадратич­
ная форма (8.34) является вырожденной, чего быть не 
может, поскольку +  а% 2 +  а \ 2 Ф  0). Если а'2Ъф  0, то 
уравнение (8.37) можно привести к виду (х,' — /гх)2 +  
+  «23У' +  <7 — 0 и записать так:



(8.47)

Осуществим параллельный перенос репера (0 lt е ', е')
на вектор 0 0 г — hxe 1 +  h2e2, получим новую систему ко­
ординат O i X Y , причем X  и Y  определяются формулами
(8.40). Уравнение (8.47) приведем к виду

X 2 =2pY .  (8.48)

Уравнение (8.48) определяет параболу с осью OiY.
Если в уравнении (8.37) а ' 3 =  0 (и Я2 =  0), то, выде­

лив полный квадрат, его можно записать так:

Xi (х' —  h t f  +  9 = 0 .  (8.49)

Осуществив параллельный перенос репера (Оь ej, е')
на вектор 0 0 1 =  т. е. выполнив преобразование X  =  
= x ' — hi, Y = y ' ,  получим новую систему координат О^ХУ, 
в которой уравнение (8.49) принимает один из видов:

Х2= а 2; (8.50)

Х2 = - а 2; (8.51)

Х 2= 0  (8.52)

в зависимости от соотношения знаков чисел Ai и q\ Kiq<i  
< 0 ,  %iq>0,  (7 =  0. Уравнение (8.50) определяет пару п а ­
раллельных прямых Х = а, Х  = — а, уравнению (8.51) не 
удовлетворяют координаты ни одной точки плоскости (го­
ворят, что это уравнение определяет пару мнимых п ар ал ­
лельных прямых), уравнение (8 .5 2 )— пару совпавших 
прямых Х = 0 ,  Х  — 0.

Операция перехода от уравнения (8.31) к уравнению 
(8.37) называется отнесением фигуры к главным осям.
Новые оси координат параллельны осям симметрии фи­
гуры. Главными направлениями фигуры, заданной урав­
нением (8.31), называют направления ортогональных соб­
ственных векторов матрицы квадратичной формы, соот­
ветствующей этому уравнению.

Из теорем § 8.6 следует, что существует декартова 
прямоугольная система координат, в которой уравнение
(8.31) принимает канонический вид. Чтобы выбрать эту 
систему координат, необходимо сделать следующее: 
1. Найти ортогональное преобразование, приводящее к 
каноническому виду квадратичную форму, соответствую-
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щую д ан ном у уравнению . 2. С помощью этого п р ео б р азо ­
вания определить главны е н ап р авл ен и я  фигуры, т. е. век­
торы е|,  е '2 — ортонормированные собственные векторы мат­
рицы указанной квадратичной формы. 3. Найти уравнение 
фигуры в репере (О, ej, е ') .  4. Выделить полные квадраты 
в полученном уравнении. 5. Совершить параллельный пере­
нос системы (О, е ь  е2) на соответствующий вектор 0 0 ± и 
составить каноническое уравнение фигуры в репере ( 0 Ь 
е;, е;).

П р и м е р. Привести к каноническому виду уравнение 

11л:2— 1 6 х у — у 2— 26л:— 2 2 у — 61 = 0

и построить фигуру, определяемую этим уравнением.
Данному уравнению соответствует квадратичная форма f(x, у )  —  

=  И х2— 16х у — у2 переменных х, у, которая с точностью до обозначе­
ний переменных ( x i = x ,  Х г = у , у i =  x', у г ~ у ' )  в примере § 8.6 приве­
дена к каноническому виду ср(л/, у' )  =  - Ъ х ' 2\ - \Ъу'2 посредством орто­
гонального преобразования

1
У  5 

2

V5

и
1

У  5 У

1
У  5 

1
1 5

(х'  — 2 у ' )  

(2х'  +  у ’ )
( I )

Это преобразование переводит данное уравнение в уравнение

11 (•*' — 2у' )  (2хг +  у ' ) -

1
(2х '  +  у ' ) * - 2 6 -  ~ = - ( х '  - 2 у ' ) - 2 2 ■ — 7 Т ( 2 х ' + у ' ) - 6 1 = 0

У  5

-5 х '2 +  15 у ' 2 -
70 30

х'  +  -  • у ' —  61 =  0.у  5 ~  1 у  5

Выделяя полные квадраты, приводим это уравнение к виду
1 \ 2

5 1' ' + т г )  +  , 5 ( / +  1/5
15 =  0.

Перейдем к новому координатному реперу (Oj, ер е2), где 

1 2 , , / 2 1
У  5 у  5 У  5 ’ У  5

(П)

полученному параллельным переносом старого репера на вектор ООи  
Новые координаты (X , У) связаны со старыми координатами фор­
мулами
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Х  =  х ' ■ У =  у '
1

(III)
/ 5  ’ ‘ “ * г  / 5  ‘

В новом репере уравнение (II) примет вид
— 5Х2+15У2=  15, или ЗУ2- Х 2 =  3. (IV)

Координаты нового начала (точки О i) найдем из формул (III), (I):
X =  0, 7  =  0,

У'+  '

/ 5
1

V  5

F  = ° -  

0,

х'  —  —  •
V5

1
/ 5

/ 5  V } / 5  г  V 5

У  5
14 1

У5
Oi (—1

У  5 
-3).

Векторе; определяет направление оси ОхХ, он образует с осью 
Ох угол а, для которого tga =  2. Строим систему координат Ox XY  
(рис. 8.1) и относительно этой системы гиперболу, определяемую 
уравнением (IV ).

§  8 .8 .  У п р о щ е н и е  у р а в н е н и й  ф и г у р  в т о р о г о  п о р я д к а  
в  п р о с т р а н с т в е

Ф и гур о й  второго п о р я д к а  в  пространстве назы вается  
м нож ество  точек пространства , д ек ар то вы  координаты  
которых удовлетворяю т  уравнению

а п х 2- \ - а 22Уг+ а з з г 2+ 2 а 1г х у - { - 2 а 1з х г - \ -
-|-2Я2зУ2-{_Й14Х-{-йг4У_Ьйз42-(-а44= 0, (8.53)

где а*! +  а §2 +  а | 3 +  а22 +  a f 3 +  а | 3 Ф  0.
С ум м а первых шести членов левой  части уравнени я  

(8.53) п р ед ставл яет  собой квадрати чн ую  форму трех пе­
ременны х х, у , г:
f ( x ,  у, г)  = a lix 2+ a 2.2y'1+ a ^ z 2-\-2as2xy+ 2al3x z + 2 a 23y z  (8.54)
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с  с и м м е т р и ч е с к о й  м а т р и ц е й

А =
«XI
«12

а 13

а12
О о .)

°хз
( 8 . 5 5 )

Ф игура второго п оряд ка  назы вается  центральной, 
если det А ф О ,  и нецентральной,  если det Л =  0.

К а к  известно, с помощ ью  ортогонального  п р ео б р азо ­
вания  квадрати чн ую  ф орм у (8.54) м ож но привести к к а ­
ноническому виду ( f ( x ' , у ',  z ' )  ~ к хх !г-\-кг\/г-\-кгг'г, где 
ta, кг, к з — корни характеристического  уравнения  d e t ( A — 
— к Е ) =  0. М атр и ц а  квадрати чн ой  формы  ф =  ф(х ',  у ',  г ')  
имеет  вид

0 0 ‘
С =  0 0 . (8.56)

0 0 13_

У казанное  ортогональное преобразование  уравнение 
(8.53) приводит к уравнению

к \Х ,2 -|- к2у  2 +  k 3z 2 -f- а и х  -f- аг1у  -|- a3iz -j-a44 =  0. (8.57)

Центральные фигуры. Если detA=#=0, то d e t C =
= к1к2к$ф0, ибо det А  =  det С. В ы деляя  полные к в ад р аты  
в левой части уравнени я  (8.57), м ож но привести его к 
виду

k lX z+ k zY2+ k sZ z = ii, (8.58)

где X  =  x ' — h u Y = y ' — h2, Z  =  z ' — h3.
П оскольку  к&гкзфО,  то ни одно из чисел не равно  ну­

лю, все эти числа могут иметь один зн а к  (ДД2̂ з > 0) или 
только  два  из них одного зн ак а .

1. Если все числа Яь кг, кз одного зн ак а ,  то уравнение 
(8.58) м ож н о привести к одном у из следую щ их кан он и че­
ских видов:

X 2 У2 , Z2
+а*

* L  нср i  
X2 
я2

Ь2
У2

' +  ■
Z2

Г2 7?
b2

(8.59)

(8.60) 

(8.61)

в зависимости от н (i: Я щ С О , jx =  0.
Уравнение (8.59) определяет  эллипсоид, уравнению  

(8.60) не уд овлетворяю т координ аты  ни одной точки про-
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странства (иногда говорят, что это уравнение определяет 
мнимый эллипсоид), уравнению (8.61) удовлетворяют ко­
ординаты единственной точки (Х =  0, У =  О, Z = 0 ) .

2. Пусть знак одного из этих чисел противоположен
знаку двух других; предположим, что AiA2> 0 . Уравнение
(8.58) можно привести к одному из канонических видов:

X2 Y2 Z2
—  =  1; (8.62)

5 -  =  - 1 ;  (8.63)

а 2 Ь 
X2 Y2
а2 ' Ь2 ~ 

X 2 Y 2
=  0 (8.64)

в зависимости от и A,ljx>0, A ^ k iO , =  0-
Уравнения (8.62), (8.63), (8.64) определяют соответ­

ственно однополостный гиперболоид, двухполостный ги­
перболоид и конус второго порядка.

Нецентральные фигуры. Если de tA  =  0, или Я1^Яз =  0, 
то одно или два из этих чисел равны нулю.

1. Пусть Аз =  0, а ’34Ф 0 ,  тогда уравнение (8.57) приво­
дится к виду

k lX 2+ k 2Y*+li Z  = 0. (8.65)
Если A i ta > 0  и Aijx<0, то имеем 

X 2 Y 2
- ^ + - ^ = 2  Z; (8.66)

в случае <  0 , <  0 получаем
X2 Y2

- ^ - - - ^ - = 2  Z. (8.67)

Уравнения (8 .66) и (8.67) определяют соответственно
эллиптический параболоид и гиперболический п ара­
болоид.

2. Пусть К3 — 0 и «34 =  0, тогда имеем уравнение

A1X2+ A 21/2+ v =  0, (8.68)

которое приводится к одному из следующих канонических 
видов: У2 V2

(8.69)
X 2 Y 2 . ! _
а2 i -

X 2 у 2
ifl ■ Ь =  -

X 2 У 2
Ф ь2

(8.70)

(8.71)it и
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X 2  Y 2
a2 b2
X 2

( 8 . 7 2 )

(8.73)

Уравнение (8.69) определяет эллиптический цилиндр, а 
каждое из уравнений (8.71), (8.72) — гиперболический 
цилиндр, уравнение (8.73) — пару пересекающихся пло­
скостей; уравнению (8.70) не удовлетворяют координаты 
ни одной точки (говорят, что это уравнение определяет 
мнимый эллиптический цилиндр).

3. Если V =  ^ з — 0 и й24 ^  0> то уравнение (8.57) при­
водится к виду )ЧХ 2 +  \\У =  0, или

и определяет параболический цилиндр.
4. Если Х2 =  =  0 и а ' 4 == 0, имеем уравнение XxX 2-f-

+ v  =  0, которое приводится к одному из канонических 
видов:

Уравнение (8.75) определяет пару параллельных плоско­
стей (Х = а , Х = — а),  уравнение (8.77)— пару совпавших 
плоскостей; уравнению (8.76) не удовлетворяют коорди­
наты ни одной точки пространства (говорят, что оно опре­
деляет пару мнимых параллельных плоскостей).

В этой главе рассматриваются простейшие факты, связанные с 
понятием группы. Понятие группы относится к числу центральных по­
нятий абстрактной алгебры — одной из наиболее важных и быстро 
развивающихся областей современной математики.

§ 9 .1 .  Некоторые общие свойства операций над числами, 
векторами, матрицами и другими объектами

Рассмотрим множество Z  всех целых чисел. Сумма 
любых двух целых чисел а и b такж е является целым 
числом, причем а + Ь  =  Ь + а .  Операция сложения обла­

X 2 = 2pY, (8.74)

(8.75)
(8.76)
(8.77)

Г л а в а 9

ГРУППЫ
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дает следующими свойствами: 1 ) для любых трех целых 
чисел а, Ь, с (a-f-Ь )+ с  =  а + ( Ь + с ) ; 2 ) если одно из сл а­
гаемых равно нулю, то сумма равна другому слагаемо­
му, т. е. a-j- 0  =  a, 0+ a  =  «; 3) для каждого целого числа а 
существует противоположное ему, т. е. такое целое число 
—а, что а + ( —а ) = 0, (—а ) + а  =  0 .

Очевидно, указанными свойствами обладают множе­
ства Q всех рациональных чисел, множество R  всех дей­
ствительных чисел, множество С всех комплексных 
чисел.

Рассмотрим множество всех действительных чисел, 
отличных от нуля. Произведение любых двух таких чи­
сел а и b будет такж е отличным от нуля, т. е. принадле­
жит данному множеству, причем ab =  ba. Операция умно­
жения этих чисел обладает следующими свойствами: 
1 ) для любых трех чисел а, Ь, с справедливо равенство 
a(bc) =  (ab)c; 2) если один из множителей равен едини­
це, то произведение равно другому множителю, т. е. а - 1 =  
=  a, 1 -а =  а; 3) для любого числа а этого множества 
( а ф 0) существует обратное, т. е. такое число а-1, что 
аа _1 =  а_1а =  1 .

Легко видеть, что аналогичными свойствами обладают 
и другие множества: всех положительных рациональных 
чисел, всех рациональных чисел, отличных от нуля, всех 
положительных действительных чисел, всех комплексных 
чисел, отличных от нуля.

Рассмотрим множество векторов в трехмерном прост­
ранстве. Операция сложения векторов состоит в том, что 
каждой паре векторов а и b ставится в соответствие тре­
тий вектор (их сумма), причем а-[-Ь =  Ь + а .  Сложение 
векторов, как  известно, обладает следующими свойства­
ми: 1 ) ( а + Ь )  + с  =  а +  (Ь + с ) ; 2 ) а + 0  =  0 + а  =  а; 3) а -f- 
+  ( а ) = 0 ,  ( а )-)-а  =  0.

Аналогичными свойствами обладает операция слож е­
ния над векторами х =  [хи х2, х п), у = ( У и  У ъ  ■ ■ •, У п )  
линейного «-мерного пространства.

С кладывать можно не только числа и векторы, но и 
матрицы. Пусть дано множество всех матриц размеров 
т Х п ,  где т  и п — натуральные числа. Операция сложе­
ния таких матриц состоит в том, что каждой паре матриц 
Л и В по определенному закону ставится в соответствие 
третья м а т р и ц а — их сумма А-\-В,  причем А-\-В = В-\-А.  
Сложение матриц обладает следующими свойствами (см. 
§ 3 .2 ) :  1) ( Л + В )  +  С = А + ( В + С ) ;  2) А +  0  =  0 + А  =  Л;
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3) Л + ( —А ) = 0 ,  где О — нулевая матрица; (— А)  — 
матрица, противоположная матрице А.

Матрицы такж е можно и умножать. Пусть дано мно­
жество невырожденных квадратных матриц порядка п. 
Произведение двух таких матриц А  и В  будет невырож­
денной квадратной матрицей того же порядка. Хотя в об­
щем случае А В Ф В А ,  операция умножения матриц обла­
дает следующими свойствами (см. § 3.2): 1 ) ( А В ) С  =  
= А  ( В С ) ; 2) А Е = Е А = А ;  3) АА~* = А ~ 1А = Е ,  где Е  —  еди­
ничная матрица; А ~ 1 — матрица, обратная матрице А.

Операции сложения и умножения определены также 
для линейных преобразований линейных векторных про­
странств. Операция сложения линейных преобразований 
обладает теми же свойствами, что и операция сложения 
матриц. Операция умножения невырожденных линейных 
преобразований обладает теми же свойствами, что и опе­
рация умножения невырожденных квадратных матриц.

Таким образом, соответствующей операции (умноже­
ния или сложения) над элементами каждого из рассмот­
ренных множеств характерны следующие свойства:
1 ) ассоциативность операции; 2 ) существование так н а ­
зываемого нейтрального элемента (единицы или нуля), 
который при данной операции не меняет любого элемен­
та; 3) существование для каждого элемента а элемента 
а' (обратного или противоположного) такого, что опера­
ция над а а а' дает нейтральный элемент.

§ 9.2. Понятие группы. Примеры групп

Группой  называется множество G элементов а, Ь, с, . . .  
. . . ,  для которых определена операция (сложения или ум­
ножения), каждой упорядоченной паре (а, Ь) элементов 
G ставящ ая в соответствие единственный элемент с = а°  b 
данного множества, причем операция обладает следую­
щими свойствами:

1 ) для любых a, b, c ^ G

а о (Ьо с) =  (а о Ь )° с \  (9.1)

2) в G существует нейтральный элемент, т. е. такой 
элемент е, что для любого элемента a g G

а о е =  е о а = а \  (9.2)
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3) для каждого элемента я е О  существует обратный 
ему элемент, т. е. такой элемент а-1, что

а о а -1 =  е, а - 1 ° а = е. (9.3)

Если, кроме того, для любых a, b ^ G  выполняется
условие

а о Ь = Ь ° а, (9.4)

то группа называется коммутативной, или абелевой ,
группой.

Можно доказать, что в любой группе нейтральный 
элемент определен однозначно; для каждого элемента 
существует единственный обратный элемент.

Группа, состоящая из конечного числа элементов, на­
зывается конечной.  Число элементов группы называют ее 
порядком .  Группа, не являю щ аяся конечной, называется 
бесконечной.

Группа называется аддитивной,  или группой по сложе­
нию, когда групповая операция, ставящ ая упорядоченной 
паре элементов (а, Ь) элемент с =  а ° Ь ,  является сложе­
нием. В этом случае символ операции о заменяется зн а ­
ком « + » ,  с = а-\-Ь, нейтральный элемент называют ну­
ле м  и обозначают символом 0; а + 0  =  0 + а  =  а. Элемент, 
«обратный» к элементу а, называют противополож ным  и 
о б о зн ач аю т—а: а + ( —а) =  (—а) + а  =  0.

Группа называется мультипликативной,  или группой 
по умножению, когда групповая операция, ставящ ая упо­
рядоченной паре (а, Ъ) элемент с — а ° Ь ,  является умно­
жением. В данном случае произведение а ° Ъ обозначает­
ся а -b, или ab; нейтральный элемент называется ед и н и ­
цей  и обозначается символом 1 : а • 1 =  1 • а = а.

Пользуясь ассоциативным свойством, можно опреде­
лить произведение (сумму) любого числа элементов. П о­
скольку a (b c )  — (a b )c ,  то имеет смысл говорить о произ­
ведении abc  трех элементов, равном по определению 
(a b )c  =  a ( b c ) .

Произведение п  элементов, равных а, называют п -й 
степенью элемента а и обозначают а п. Отрицательные 
степени элемента а можно определить или как элементы 
группы G, обратные положительным степеням этого эле­
мента, или как произведения соответствующего числа 
множителей, равных элементу а ~ \  Указанные определе­
ния совпадают, так как верно равенство (ап )~ 1=  (а-1)"  
( « > 0 ) .  Действительно, а п (а-1) п =  а - а . . . а - а _1 >а- 1 . ..а - 1  =
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=  е, т. е. а п (о г 1) п =  е, откуда следует, что ( o r 1) "  — эле­
мент, обратный элементу ап, или (а~1) п = (ап)~1. Эти р ав ­
ные элементы обозначим а~п. Условимся под нулевой сте­
пенью а° элемента а понимать элемент 1, т. е. а ° = 1 .  Оче­
видно, в любой группе G для степеней каждого элемента 
а при любых показателях т и п  (положительных, отри­
цательных или нулевых) выполняются равенства апат =  
= атап = ап+т, (ап) т = апт.

Отметим, что если операция в группе называется сло­
жением, то вместо степеней элемента а говорят о кратных 
этого элемента и пишут па.

В каждой мультипликативной группе однозначно р аз ­
решимы уравнения ах = Ь , уа = Ь, первое из них имеет ре­
шение х =  а~1Ь, второе — у =  bar1. В самом деле, умножив 
первое уравнение слева на а-1, получим a~iax = a~lb. П о­
скольку а~1а = е и ех =  х, то x = a~ib. Умножая второе 
уравнение справа на ап1, находим yaa~l = b a r l , y = ba~l. 
Если группа является коммутативной, то эти уравнения 
не различаются, они имеют одинаковые решения х = у  = 
=  а~хЬ.

Принимая во внимание определение группы, свойства 
операций над элементами множеств, рассмотренных в 
§ 9.1, получаем следующие примеры групп.

1. Множество всех целых чисел с операцией слож е­
ния образует аддитивную группу. Действительно, сумма 
а-\-Ь двух целых чисел а и b такж е будет целым числом. 
В этом случае говорят, что множество целых чисел зам к­
нуто относительно операции сложения. Сложение целых 
чисел коммутативно: ( а + 6) + с  =  а + ( 6+ с ) .  В данном 
множестве имеется нейтральный элемент, т. е. число 0 та­
кое, что а + 0  =  а  при любом целом числе а. Д л я  каждого 
э л е м ен т а—-целого числа а существует обратный эле­
мент —■ противоположное число, т. е. такое число —а, что 
а + ( —а) =  0. Рассматриваемая группа коммутативна, так 
как  а + 6  =  6+ а .

З а м е ч а н и е  1. Множество всех целых чисел не образует груп­
пу по умножению, так как обратные для целых чисел (отличных от
—  1 и 1) не являются целыми числами. Например, для числа 2 обрат­
ное число 2-1 не принадлежит множеству целых чисел.

2. Множество всех действительных чисел, отличных от 
пуля, с операцией умножения образует мультипликатив­
ную группу. Эта группа коммутативна, так как ab = ba.

З а м е ч а н и е  2. Множество всех действительных чисел не об­
разует группу по умножению, поскольку для числа 0 нет обратного.
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3. М н ож ество  всех векторов трехмерного  простран ст ­
ва о б разует  группу по слож ению . Эта  группа ко м м у тати в ­
на ( a + b  =  b + a ) .

4. М нож ество  м атри ц  р азм ер о в  т Х п  образует  ком ­
мутативную  группу по слож ени ю  (А - \-В  =  В - \ - А ) . Д л я  
м атрицы  А  «обратны м » элем ентом  является  м атри ца  
(—Л ) ;  ней тральны й элемент — нулевая  м атр и ц а  О.

5. М нож ество  всех невы рож денны х квад ратн ы х  
м атри ц  п о р яд к а  п  о б разует  группу по умнож ению . Эта 
группа не яв л яется  ком м утативной (в общ ем случае 
А В ф В А ) .

З а м е ч а н и е  3. Множество всех квадратных матриц порядка п 
не образует группу по умножению, так как для некоторых его эле­
ментов нет обратных (вырожденная матрица не имеет обратной).

6. М нож ество , состоящ ее только  из двух чисел + 1 ,
— 1, об р азу ет  группу по умнож ению . Д ействительно, к а ж ­
дое из произведений ( +  1 ) ( — 1 ) =  — 1, ( +  1 ) ( + 1 ) =  +  1, 
(— 1) ( — 1) =  +  1 п р и н адл еж и т  дан н о м у  множ еству. М о ж ­
но п о казать , что умнож ен ие  ассоциативно. Сущ ествует 
ед и н и ц а '—-число + 1 ,  которое удовлетворяет  условию 
( - 1 ) ( + 1 )  =  - 1 ,  ( + 1 ) ( + 1 ) =  +  1. Д л я  к аж до го  эл ем ен ­
та  существует обратны й: к а ж д о е  из этих двух чисел со­
вп ад ает  со своим обратны м.

З а м е ч а н и е  4. Множество, состоящее из двух чисел +1, —  1, 
не образует группу по сложению, так как сумма (+ 1 ) +  (— 1) =  О, 
а число 0 не принадлежит данному множеству. (В таком случае го­
ворят, что данное множество не является замкнутым относительно 
операции сложения.)

7. М нож ество , состоящ ее из одного элем ен та  0, о б р а ­
зует группу по сложению . Д ействительно , 0 + 0  =  0, сумма 
п ри н адл еж и т  дан н ом у  множ еству. С войства  операции 
слож ени я очевидны.

З а м е ч а н и е  5. Множество, состоящее из одного элемента 1, 
образует группу по умножению.

З а м е ч а н и е  6. Группа, образованная одним элементом, назы­
вается единичной.

§ 9.3. Подгруппа

Подгруппой  группы G назы вается  подмнож ество  И  ее 
элементов, об разую щ ее группу относительно операции, 
определенной в G. Ч тобы  убедиться  в том, что подмиож е-
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ство Я  группы G является ее подгруппой, необходимо 
проверить, что: 1 ) произведение (сумма) любых двух 
элементов а, Ь ^ Н  принадлежит Я ; 2) для любого эле­
мента а е Я  обратный элемент принадлежит Я . Это бу­
дет и достаточно, так как  ассоциативный закон выполня­
ется для любых трех элементов G, в том числе и для эле­
ментов Я , а нейтральный элемент е (1 или 0) будет 
принадлежать Я  (как произведение а с г 1 или сумма 
а + ( —а ) ) .

Приведем примеры подгрупп некоторых групп.
I. Множество всех действительных чисел является 

группой по сложению, так  как: 1 ) сумма двух действи­
тельных чисел будет действительным числом; 2 ) для лю ­
бых трех действительных чисел а, Ь, с справедливо р а ­
венство ( а + 6 ) + с = а + ( 6+ с ) ;  3) существует нейтраль­
ный элемент — число 0 такое, что а + 0  =  а  при любом а;
4) для любого элемента — действительного числа а  су­
ществует «обратный» элемент — противоположное число 
— а такое, что а +  (—а) = 0 .

Подгруппами аддитивной группы всех действительных 
чисел являются, в частности, следующие: 1 ) аддитивная 
группа рациональных чисел; 2 ) аддитивная группа целых 
чисел; 3) аддитивная группа целых чисел, кратных числу 
k, в частности, аддитивная группа четных чисел. Д ейст­
вительно, каждое из этих множеств (всех рациональных; 
всех целых; всех целых чисел, кратных k\  всех четных чи­
сел) является подмножеством множества всех действи­
тельных чисел, кроме того: 1 ) сумма двух рациональных 
(целых; целых, кратных числу k\ четных) чисел будет 
рациональным (целым; целым, кратным числу k\ четным) 
числом; 2 ) для каждого рационального (целого, кратного 
k, четного) числа а  существует соответствующее противо­
положное число (—а).

Отметим, что группа целых чисел — подгруппа груп­
пы рациональных чисел.

З а м е ч а н и е  1. Множество нечетных чисел не образует группу 
по сложению, так как сумма двух нечетных чисел будет четным чис­
лом (и не принадлежит данному множеству).

II. Мультипликативная группа всех действительных 
чисел, отличных от нуля, имеет, в частности, следующие 
подгруппы: 1 ) мультипликативную группу положитель­
ных действительных чисел; 2 ) мультипликативиую группу 
рациональных чисел, отличных от нуля; 3) множество, со­
стоящее из двух чисел + 1 , — 1 с операцией умножения.



З а м е ч а н и е  2. Мультипликативная группа положительных дей­
ствительных чисел не является подгруппой аддитивной группы всех 
действительных чисел, так как групповые операции в рассматривае­
мых множествах разные (соответственно умножение, сложение).

III .  М ульти п ли к ати вн ая  группа невы рож денн ы х м а т ­
риц п оряд ка  п  (которую н азы ваю т  п о лн о й  ли н е й н о й  г р у п ­
пой)  имеет, в частности, подгруппы: 1) группу ортого­
н альны х матриц; 2) группу ди аго н ал ьн ы х  матриц; 
3) группу верхних треугольных матриц; 4) группу матриц 
с полож ительн ы м  определителем ; 5) группу м атр и ц  с 
определителем , равны м  единице.

Л егк о  видеть, что пересечение двух  подгрупп группы 
G есть подгруппа в G. Н апри м ер , в аддитивной группе 
целых чисел пересечение подгруппы четных чисел и под­
группы чисел, кратны х трем, будет подгруппой чисел, 
кратны х шести.

Очевидно, к а ж д а я  группа явл яется  своей подгруппой. 
Д а л ее ,  к а ж д а я  группа имеет единичную подгруппу (см. 
§ 9.2, пример 7, зам ечан ия  5 и 6 ) ,  состоящ ую  из одного 
нейтрального  элем ен та  (единицы или н у л я ) .  Эти две  под­
группы назы ваю тся  несобственными  (или т ривиальными)  
подгруппами. О стальн ы е подгруппы н азы ваю тся  собст­
венн ы м и  (или истинными)  подгруппами. Отметим, что в 
любой группе все подгруппы к аж д о й  из подгрупп будут 
в то ж е  врем я подгруппами исходной группы. Н апример , 
адди ти вн ая  группа целых чисел явл яется  подгруппой а д ­
дитивной группы раци он альн ы х  чисел, которая , в свою 
очередь, есть подгруппа аддитивной группы всех дей стви­
тельны х чисел; аддитивн ая  группа целы х чисел — под­
группа аддитивной группы всех действительны х чисел.

§ 9.4. Группы п реобразований .
С им м етрическая  группа  п -й степени

П р ео б р а зо ва н и ем  м нож ества  X  назы вается  в заи м н о ­
однозначное о тображ ен и е  этого м нож ества  па себя. П р е ­
об р азо ван и е  м н ож ества  X  обозначим буквой Р. О п ред е­
ление п реоб разован и я  Р  м н ож ества  X  о значает  следую ­
щее: лю бом у  элем енту  i g I  стави тся  в соответствие 
единственный элем ент  х '  =  Р х  того ж е  м нож ества ;  х '  н а ­
зы ваю т  образом  элем ен та  х, а х  — прообразом  х '.  К а ж ­
дый элем ент  х ' е !  имеет единственный прообраз  x e l .

Умноокением п р е о б р а зо ва н и й  н а зы вается  п о сл ед о ва­
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тельное их выполнение. Произведение двух преобразова­
ний Р, Q обозначается QP  (справа записано то преобра­
зование, которое выполняется первы м ); по определению 
( Q P )x  = Q (P x) .  Очевидно, произведение двух преобразо­
ваний данного множества есть преобразование этого мно­
жества. Отметим, что в общем случае умножение не яв л я ­
ется коммутативным, т. е. QP=^PQ.  Можно показать, что 
произведение преобразований подчиняется ассоциативно­
му закону. Роль единицы при умножении преобразований 
выполняет тождественное преобразование Е,  ставящее в 
соответствие каждому элементу множества его самого. 
Д ля  каждого преобразования Р  существует обратное пре­
образование Р -1, которое каждому элементу / е !  ставит 
в соответствие его единственный прообраз х ^ Х ,  причем 
Р Р - 1  =  Р -1Р  =  £ .  Следовательно, множество преобразова­
ний Р  данного множества X  образует группу.

Если множество X  конечно и состоит из п  элементов, 
то всевозможные взаимно-однозначные отображения это­
го множества на себя называются подстановками.  П од­
становку из п  элементов можно обозначить так:

/ 1  2  3 . . .  п \
\(*1 «2 а 3 . . .  ап)'

где аи а 2, . . . ,  а п — те же числа 1 , 2 , 3 ..........п, обозна­
чающие данные элементы и записанные в другом по­
рядке.

Приведем некоторые конкретные примеры подстано­
вок при п = 5:

/  1 2 3 4 5 \  /  1 2 3 4 5 \  / ;  1 2 3 4 ; 5 \  (2 1 4 5 3 \

U  4 3 2 1 / ’ \ 1  2 3 4  5 /  ’ \  3 4 5 2  l j  =  3 2 1 5 J'

Первая подстановка означает такое взаимно-однозначное 
отображение множества (1, 2, 3, 4, 5) на себя, при кото­
ром 1 переходит в 5, 2 — в 4 и т. д. Вторая подстановка 
называется тождественной, каждый элемент соответст­
вует сам себе. Равенство двух других подстановок пока­
зывает, что расположение столбцов в записи подстановки 
ие играет роли. Подстановки, отличающиеся только по­
рядком следования столбцов, не считаются различными.

Умножением подстановок называют последовательное 
их выполнение (сначала правого сомножителя, затем л е­
вого). Умножение подстановок ассоциативно, но не ком­
мутативно. Например, если
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1 2 3 4 \  _ / 4  2 3 4^

Р  V2 4 1 З.Г Q \ 2  3 4 1 У’

2 3 4 \  , 1 2  3 4
то

P« “ U l 3 2j' ( з .2 4>
Единицей при умножении подстановок из га элементов 
служит тождественная подстановка

1 2  3 . . .  п \
, 1 2  3 . . .  п ) '

Каждая подстановка из п элементов имеет обратную:

1 2 3 . . . п \ - 1  / а х а 2 а 3

а 2 а 3 . . . ап ) \  1 2 3

Чтобы получить подстановку, обратную данной, необхо­
димо поменять местами строки.

Множество подстановок из п элементов относительно 
введенной операции умножения образует группу. Группа 
подстановок из п  элементов называется симметрической 
группой п -w. степени и обозначается S„. Очевидно, число 
подстановок из п элементов равно п\, поэтому группа S n 
имеет порядок п\

Рассмотрим группу подстановок из трех элементов 
а, Ь, с. Поскольку из трех элементов можно составить все­
го шесть различных перестановок abc, acb, bac, bca, cab, 
cba, то и число различных подстановок для них равно 
шести (п =  3, 3! =  1 -2-3 =  6).

Обозначим эти подстановки следующим образом:
'а  Ь с \  / а  b
ка b с / ’ — \ а  с b ,

a b с\  t a b c \  f a  b с
b а с ) ’ ~  \Ь с a j ’ — \ с  а b

Отметим, что Р 1 — тождественная подстановка; для 
каждой подстановки существует обратная ей: =  Pv

P I 1 =  Р 2, P i '  =  Рз, Р 7 1 =  Р 4. РТ1 =  Ре, Р ё 1 =  Рь-
Группа S 3 (симметрическая группа подстановок из 

трех элементов) некоммутативна, поскольку, например, 
РкРъ = Рг, РьРк— Рз, Т. е. Р М Ф Р б Р ь
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Группу S 3 можно представить следующей таблицей 
умножения, в которой слева стоят левые множители Pi, 
сверху —■ правые Рг, а на пересечении соответствующих 
строки и столбца — их произведение. Таблицы такого ро­
да называют таблицами Кэли (табл. 2 ).

Т а б л и ц а  2

P i р 2 р 3 1 P i Р ь p .

P i P i р-1 P s P i Р ь p«

р 2 р 2 P i Р ь р a P s P i

P s P s р е P i Р ь P i Р г

P i P i Р ь р« P i p 2 P s

Р ь Р ь P i р 2 P s p 6 P i

р 6 р 6 P s P i P 2 P i Р ь

§ 9.5. Группа вращений правильного многоугольника. 
Циклические группы.

Группа симметрий правильного треугольника

Пусть дан правильный «-угольник А\,Аг. . .  А п с цент­
ром в точке О (рис. 9.1 соответствует случаю п =  6). Р а с ­
смотрим всевозможные повороты плоскости вокруг точ­
ки О, при которых правильный «-угольник совмещается 
сам с собой. Таких поворотов будет п: а0 — поворот на 
угол фа =  0 (тождественное преобразование); ai — пово­

ем 2я „рот на угол cpi =  2п : п \  а3 — поворот на угол ф2 =  —̂ - - 2 ,
2 л. . .; ап- 1 — поворот на угол ( п — 1). Под ум­

ножением поворотов будем понимать последовательное их 
выполнение одного за другим: ak о аг= а / е ц, причем а*+п =  
= ак при любом k (к = 0 , 1 , 2 , . . .  , п ) , в частности, a„  =  ao- 
Умножение поворотов ассоциативно (и коммутативно). 
Множество указанных поворотов правильного много­
угольника образует группу по умножению, роль единицы 
играет тождественное преобразование — поворот а 0. Д ля 
каждого элемента ah существует обратный элемент
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Я- 1 =  а„._* при всех k {k =  О, 1, 2, . .  . , п —  1), так как
ак 0 an-k =  ап =  а0, т. е. ак о =  а0, где а 0 — единич­
ный элемент.

Положим Ui — a, тогда а2 =  а2, а3 =  а 3, ап -^а™ -* ,
ап = ап = а0. В этом случае говорят, что группа образована 
степенями одного из своих элементов (или что она «по-

Рис. 9.1 Рис. 9.2

рождается» одним из своих элементов); таким элементом 
здесь будет элемент a =  fli. Группы, образованные степе­
нями одного из своих элементов, называются цикличе­
скими.  Таким образом, группа вращений правильного 
«-угольника является циклической группой порядка п, 
эта группа обозначается С„. Отметим, что аддитивная 
группа целых чисел такж е будет циклической, она по­
рождается одним из своих элементов — числом 1 : 2 =  
=  1 +  1, 3 =  (1 + 1 )  + 1  и т. д. Эта группа является беско­
нечной циклической группой, ее обозначают Ссс.

Пусть дан  правильный треугольник A B C  с центром в 
точке О (рис. 9.2). Рассмотрим все симметрии данной фи­
гуры, т. е. те преобразования плоскости, при которых этот 
треугольник переходит в себя (или самосовмещ ается). 
К ним относятся: три поворота ф0, фь фг плоскости вокруг 
точки О соответственно на углы 0, 2я/3, 4я/3 (частный слу­
чай рассмотренных выше вращений правильного «-уголь­
ника при п =  3), три осевые симметрии ф3, ср4, ф5, опреде­
ляемые соответственно осями симметрии I, т, п, проходя­
щими через вершину правильного треугольника и середи­
ну его противоположной стороны (рис. 9.2).

Будем характеризовать каждое самосовмещеиие ф 
подстановкой на множестве вершин А,  В, С правильного 
треугольника
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где cti, сс2, сс3 — те ж е  буквы  А , В, С, в зяты е в некотором 
порядке. П ринятое  нами соответствие м еж ду  самосовме- 
щ еииям и треугольника  и п о дстан овкам и  м н ож ества  его 
верш ин дает

Очевидно, м нож ество  сам осовмещ ений ф0, фь фг, фз, 
ф4, фз образует  группу относительно ум нож ен ия (последо­
вательного  выполнения двух  сам осовм ещ ени й). Р о л ь  еди­
ницы играет тож дественн ое  преобразование , каж д ы й  э л е ­
мент данного  м н ож ества  имеет  обратны й. Э та  группа н а ­
зы вается  гр уп п о й  симметрий треугольника.  (С равни те  ее 
с симметрической группой S 3.)

Вернемся к некоторым прим ерам , приведенным в двух 
преды дущ их п ар а гр а ф а х .  Р ассм отри м  симметрическую  
группу S 3 подстановок из трех  элем ентов  а, Ь, с (см. 
§ 9.4) и группу симметрий правильного  треугольн ика  с 
верш и нам и  А, В, С (см. § 9 .5) . Эти группы отличаю тся  
только  обозначениям и элем ентов  и н азван и ям и  соответ­
ствующих преобразований . Т акие группы назы ваю т и зо ­
морфными, их м ож но считать  одинаковы ми, т а к  как  они 
не разли чаю тся  м еж д у  собой с точки зрения  их «группо­
вых» свойств (т. е. свойств, изучаем ы х в теории групп). 
Введем  определение изо м о р ф и зм а  групп.

Группы Gi и G2 н а зы ваю тся  изоморф ны ми,  если м е ж ­
ду их эл ем ентам и  м ож н о установить взаим но-однозначное 
соответствие, сохраняю щ ее  групповую операцию , т. е. т а ­
кое, что если х и #i<=Gb х 2, y2^ G z и Xi *-*■ х 2, y i  у2, то 
xi Уг.

Если Gi и Gz — м ульти пликати вны е группы, то соот­
ветствие м ож но р ассм атр и в ать  к ак  такое  в заи м н о ­
однозначное о то бр аж ен и е  f  группы G t на G2, при котором 
f ( x  У) = f ( x ) f { y )  д л я  всех х, y ^ G i .

§ 9.6. Изоморфизм групп



Нели f  — изоморфное отображение группы G, на 6'2, то 
f  iei) =  е2> рде ек  е2 — единичные элементы групп Gt и G2 
соответственно, и для любого x 1 <=G1 / ( х ~ ')  =  [ / (x j) ] -1 . 
В самом деле, пусть х2 — произвольный элемент группы 
G3 и хх — такой элемент группы Glt что /  (хх) х2, тогда 

=  f  ( x j  =  f  (хх ег) =  /  (л-1)/(е1) = х 2/(е1), х2- / ( х 1) /'(г, x j  =  
=  /  (^i) /  (*i) =  /  (ei) х2, т. е. f  (e j  =  е2 — единица группы 
G2. Так как f ( x j f  (Х71) =  =  е2 и f (xY l)f(x1) =
=  f ( x Y lx i) =  /(ei) =  e2, то [ / (x ^ ] - 1 =  / ( x ^ 1).

Отметим, что циклическая группа порядка п — это 
группа, изоморфная группе вращений правильного 
«-угольника; бесконечная циклическая группа — это 
группа, изоморфная аддитивной группе целых чисел.

З а м е ч а н и е  1. Операции в изоморфных группах могут назы­
ваться по-разному. Например, мультипликативная группа положи­
тельных действительных чисел изоморфна аддитивной группе дейст­
вительных чисел. Изоморфное соответствие между ними устанавли­
вается отображением /( a )= lo g c a, где сФ  1— произвольное положи­
тельное число.

З а м е ч а н и е  2. Множество групп, изоморфных данной, назы­
вается абстрактной группой.

§ 9.7. Разложение группы по подгруппе

Пусть в группе G фиксированы подмножества Р, Q. 
Произведением PQ  этих подмножеств называется множе­
ство элементов группы G, каждый из которых хотя бы 
одним способом представлен в виде произведения элемен­
та р<=Р на элемент q ^ Q .  Одно из множеств Р, Q, разу ­
меется, может состоять лишь из одного элемента а. 
В этом случае получим произведение аР элемента а на 
множество Р  или произведение Qa множества Q на эле­
мент а.

Из ассоциативности групповой операции следует ассо­
циативность умножения подмножеств группы, т. е. 
( P Q ) S  = P ( Q S ) ,

Пусть дана группа G и некоторая ее подгруппа Я. 
Фиксировав любой элемент х е С ,  рассмотрим множество 
элементов х о h, где h — любой элемент Я . Это множест­
во х о Я  называется левым смежным классом  группы G 
по подгруппе Я , порожденным элементом х. Очевидно, 
элемент х принадлежит смежному классу х » Я ,  посколь­
ку подгруппа Я  содержит нейтральный элемент е и 
х о е = х.
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Покажем, что всякий левый смежный класс порож­
дается любым из своих элементов, т. е. если у  содержит­
ся в смежном классе х  ° Я, то

у  о Н  =  х  о Н. (9.5)

В самом деле, так как ije^x о 77, то его можно предста­
вить в виде y  = x ° h ,  где h — элемент подгруппы /7. Сле­
довательно, для любых элементов h ' , h"  из Я  будет 
у  о h'  = х  о (h о h ' ) , х  ° h" = y  ° (й-1 о h" ) , откуда и следует 
(9.5).

Таким образом, два любых смежных класса группы G 
по подгруппе Я  или совпадают, или не имеют ни одного 
общего элемента (не пересекаются). Действительно, если 
смежные классы х  ° /7 и у  Я  содержат общий элемент z, 
то х о Н  = г  ° 77 =  у  о Я.

Итак, вся группа G распадается на непересекающиеся 
левые смежные классы по подгруппе Я . Такое разл о ж е­
ние называется левосторонним разложением группы G 
по подгруппе Я. Очевидно, одним из левых смежных 
классов этого разложения будет сама подгруппа Я , этот 
смежный класс порождается элементом е (или любым 
элементом / г е Я ,  поскольку h ° Я  =  Я ) .

Аналогично вводится понятие правого смежного клас­
са группы G по подгруппе Я, порождаемого элементом х; 
это множество Я  ° х, т. е. множество всех элементов вида 
h о х, где х  — фиксированный элемент G; h — любой  эле­
мент из Я. Аналогичным образом получается правосто­
роннее разложение группы G по подгруппе Я. Если груп­
па G является абелевой, то оба ее разложения по любой 
подгруппе (левостороннее и правостороннее) будут сов­
падать. В этом случае говорят просто о разложении груп­
пы по подгруппе. Приведем пример такого разложения.

Пусть G — аддитивная группа целых чисел и Я  — ее 
подгруппа, состоящая из всех чисел, кратных числу k. 
Разобьем группу G на классы, относя к одному классу 
все те числа, которые при делении на k  дают одинаковые 
остатки. Очевидно, два числа х н у  попадают в один и 
тот ж е  класс тогда и только тогда, когда их разность д е ­
лится на k, следовательно, принадлежит подгруппе Я: 
х — у —k m  или x  = y-\-h, где /ге77. Итак, получено k  клас­
сов, считая одним из классов и подгруппу Я. Разложение 
данной группы G по указанной подгруппе Я  состоит из k 
различных смежных классов, порождаемых соответствен­
но числами 0, 1, 2, . . .  , k — 1. В классе, порождаемом чис­
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лом I, где O ^ . l ^ k — 1 , собраны все те числа, которые при 
делении на число k  дают остаток I.

Полученное разложение группы целых чисел по под­
группе чисел, кратных к, при к =  3 можно представить 
следующим образом :

I I  . . .  — 9 — С — 3 0 3 6 9
1+ Н  . . .  - 8  —5 —2 1 4 7 10
2+ Н  . . .  — 7 — 4 —1 2 5 8 11

З а ме ч а н и е .  В некоммутативной группе левостороннее и пра­
востороннее разложения могут оказаться различными. Обратимся к 
симметрической группе S 3 (см. § 9.4). Из таблицы Кэли для этой 
группы видно, что множество элементов Р и Р2 образует подгруппу, 
обозначим ее В = { Р i, Рг). Левостороннее разложение группы S3 по 
подгруппе В  состоит из классов В, Р$В =  Р кВ =  {Р4, Р5), Р аВ — Р ц В =
—  {Рз, Ре}, а правостороннее —  из классов В, BPe =  B P l *={Pi , Рв}, 
ВР5 =  ВРз={Рз, Р5}, т. е. эти разложения различны. Отметим, что 
левостороннее и правостороннее разложения этой группы по ее под­
группе третьего порядка A =  {Pi ,  Р5, Ре) совпадают; каждое из них 
состоит из двух классов: A = { P i ,  Ps, Рв}, ЛР 2 =  Р2Л = { Р 2, Рз, Pi } .

В случае конечных групп существование разложения 
группы по ее подгруппе приводит к важной теореме, уста­
навливающей связь между порядками группы и ее под­
группы.

Теорема Л агран ж а . Порядок подгруппы конечной 
группы является делителем порядка группы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G —■ конечная группа 
порядка п, Я  — ее подгруппа порядка k. Р азлож им груп­
пу G на левые смежные классы по подгруппе Я . Обозна­
чим буквой т  число полученных классов. Каждый левый 
класс х ° Я  состоит ровно из k  элементов. Действительно, 
если х ° hi = x  о /г2, где hi, h2^ H ,  то hi = hz. Следовательно, 
общее число элементов группы n = km.  Это означает, что 
п  делится на k. Число т  (делитель п) называется индек­
сом подгруппы Я  в группе G.

С л е д с т в и е  1. Порядок любого элемента конечной 
группы будет делителем порядка группы.

Действительно, каждый элемент порождает в
ней циклическую группу {g}, состоящую из всех степеней 
этого элемента. Порядок подгруппы {g} совпадает с по­
рядком элемента g  в группе G.

С л е д с т в и е  2. Всякая конечная группа, порядок 
которой есть простое число, является циклической.

В самом деле, эта группа долж на совпадать с цикли­
ческой подгруппой, порожденной любым ее элементом, от­
личным от нейтрального.
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§ 9.8. Нормальный делитель

Подгруппа Я  группы G называется но р м а льн ы м  д е ­
лителем  этой группы (или инвариант ной п о д гр уп п о й ) ,  
если левосторонние и правосторонние разложения данной 
группы по указанной подгруппе совпадают.

Из определения следует, что лю бая подгруппа комму­
тативной группы является в ней нормальным делителем. 
Д алее, в любой группе G сама группа и ее единичная 
подгруппа будут нормальными делителями: разложение 
группы G по самой этой группе состоит из одного элемен- 
та G; разложения группы G по единичной подгруппе сов­
падают с разложением группы на отдельные элементы. 
Приведем примеры нормальных делителей в некоммута­
тивных группах.

1. В симметрической группе S 3 (см. § 9.4) подгруппа 
Я  =  {Pi, Рь, Ре} будет нормальным делителем, так как л е ­
востороннее и правостороннее разложения совпадают, 
они состоят из двух классов: Я = { Р Ь Р 5, Р 6}, Я Р 2=  
=  Р 2Я = { Р 2, Рз, р 4}.

2. В мультипликативной группе невырожденных квад­
ратных матриц порядка п  подгруппа матриц с определи­
телем, равным единице, будет нормальным делителем. 
Действительно, левый и правый смежные классы по этой 
подгруппе, порождаемые матрицей М,  совпадают с клас­
сом всех матриц, определитель которых равен определи­
телю матрицы М  (как известно, определитель произведе­
ния двух матриц равен произведению определителей этих 
м атр и ц ) .

Можно дать и другие определения нормального дели­
теля, равносильные исходному. Приведем одно из них.

Подгруппа Я  группы G называется нормальным дели­
телем этой группы, если для любого х е С

х ° Н  = Н  о х, (9.6)

т. е. для любого x e G  и элемента / г е Я  существуют hly 
h2^ H  такие, что

х о h = hi ° х, h ° х — х о h2. (9.7)

§ 9.9. Классы сопряженных элементов

Чтобы дать еще одно определение нормального дели­
теля, введем понятие сопряженных элементов группы.
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Элементы а и b группы G называют сопряженными,  если 
в G существует хотя бы один такой элемент х, что

Ь = х ~ 1ах. (9 .8 )

В этом случае говорят также, что элемент b получается из 
элемента а трансформированием с помощью элемента х. 
Из равенства (9.8) находим a ~ x b x ~ i = ( x ^ i)~ibx~i , а = 
=  (х~1)~ 16х~1, т. е. элемент а при этом получается из эле­
мента b трансформированием элементом хгК

Теорема 9.1. Подгруппа И  группы G тогда и только 
тогда будет нормальным делителем в G, если вместе с 
любым своим элементом h она содержит все элементы, 
сопряженные с ним в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Я  — нормальный дели­
тель в G, то для фиксированного элемента / г е Я  и любо­
го элемента x e G  существует (в силу 9.7) такой элемент 
кг, что к х  = хкг. Из этого равенства получаем х~1кх = кг, 
т. с. всякий элемент, сопряженный с h, содержится в Н.

Обратно, если подгруппа Я  вместе с любым своим эле­
ментом содержит и все сопряженные ему элементы, то Н 
принадлежит, в частности, и элемент х~1кх = к2. Из этого 
равенства следует второе из .равенств  (9.7). Очевидно, 
Я  содержит и элемент (х~1 ) - 1кх~ 1 = хкх ~ 1 = ки  откуда сле­
дует первое из равенств (9.7), т. е. И  — нормальный де­
литель.

За ме ч а н ие .  Как отмечалось, нормальный делитель называют 
также инвариантной подгруппой. Из теоремы 9.1 следует происхож­
дение этого названия. Если Я —  нормальный делитель группы G, то 
трансформирование любого элемента подгруппы Я  с помощью эле­
мента группы G дает снова элемент подгруппы Н  (подгруппа Я  оста­
ется неизменяемой по отношению к операции трансформирования эле­
ментов Я ).

Теорема 9.2. Пересечение двух нормальных делителей 
группы G является нормальным делителем этой группы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Hi  и Я 2 — нормальные 
делители группы G, то их псрсссчснпс Н\  П Я 2 — подгруп­
па этой группы (как псрсссчснпс двух подгрупп). Пусть 
к — любой элемент, принадлежащий пересечению Hi(]H2, 
х  — любой элемент группы G, тогда элемент x~'hx  должен 
содержаться и в Я! и в Я 2, поскольку оба нормальных де­
лителя содержат элемент /г. Следовательно, элемент 
х~1кх  входит в пересечение Hi  f| Я 2, а это означает, что 
H i f ) H 2 — нормальный делитель группы G.



Если Н  — произвольная подгруппа группы G, то

Н Н  = Н,  (9.10)

поскольку произведение любых двух элементов из Я  при­
надлежит Я ; умножив все элементы из Я  на нейтраль­
ный элемент, получим всю подгруппу Я.

Пусть дана группа G и ее нормальный делитель Я. 
Множество всех смежных классов (в этом случае левые 
и правые смежные классы совпадают) обозначим буквой
5  и введем в нем операцию, которую будем называть 
«умножением», положив

х Н - у Н = х у Н .  (9.11)

Равенство следует из ассоциативности умножения под­
групп данной группы и того, что уН  = Н у ; следовательно, 
хН  -уН = х у Н Н  =  хуН.

Равенство (9.11) означает, что для того, чтобы найти 
произведение двух смежных классов группы G по нор­
мальному делителю Н, следует произвольно выбрать в 
этих классах по одному представителю и взять тот см еж ­
ный класс, которому принадлежит произведение этих 
представителей.

Покажем, что множество S смежных классов образует 
группу.

1. Ассоциативность умножения классов следует из 
ассоциативности умножения в группе G: ( х Н - у Н ) - zH  =  
=  (х у ) Н  ■ zH  =  ( x y ) z H  = x ( y z ) H  =  хН  ■ (y z ) H  =  
=  хН  ■ (у Н  ■ zH) .

2. Нейтральным элементом является сама подгруппа 
Я , так как Я -хН = е Н - х Н  = ехН = хН,  х Н - Н  — х Н - е Н  = 
=  х е Н = х Н .

3. Обратным классу хН  будет класс х~1Н,  где х~ 1 — 
элемент, обратный элементу х, ибо х Н - х ~ [Н = х х ~ 1Н  =
— е Н = Н ,  х~1Н • хН  = x~lx H  = еН = Н.

Полученная группа называется фактор-группой груп­
пы G по нормальному делителю Н  и обозначается GjH.  
Болес подробно: фактор-группой группы G по нормально­
му делителю И  называется группа всех смежных классов 
этой группы G по подгруппе Н.

'Таким образом, с группой G можно связать некото­
рый набор новых групп — ее фактор-групп по различным 
нормальным делителям.

§9.10. Фактор-группа
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Отметим, что фактор-группа абелевой группы являет- !,
ся абелевой, поскольку из условия х у  — у х  следует \
х Н - у Н  =  х у Н  =  у х Н = у Н  - х Н . Фактор-группа циклической 
группы является циклической группой. В самом деле, 
если группа G порождается элементом g  и если дан про­
извольный смежный класс хН ,  то существует такое целое 
число k, что x  =  g h, поэтому х Н  =  (g H ) h. j

Приведем примеры фактор-групп. Пусть G — адди­
тивная группа целых чисел, Н —  подгруппа чисел, д ел я­
щихся на 3. Найдем фактор-группу G/Н.  Групповой опе­
рацией в данном случае будет сложение. Число смежных 
классов равно трем (см. пример в § 9.7): множество чи­
сел, делящихся на 3, два множества чисел, дающих при 
делении на 3 соответственно остатки 1 и 2; обозначим эти 
смежные классы [0], [1], [2]. В этом множестве введем опе­
рацию сложения следующим образом: сложив соответст­
вующие числа в квадратных скобках, определим, какой 
остаток при делении на 3 дает их сумма, и будем считать 
суммой смежных классов тот, которому принадлежит по­
лученный остаток. «Таблица умножения» для ф актор­
группы имеет вид [0 ]+ [0 ]= [1 Ш 2 ] =  [2]+[ 1] =  [0], [0]+[1] =  
= [ 1] + [ 0] = [ 2] + [ 2Ы 1], [0 ]+ [2 Ы 2 ]+ [0 ]  =  [1 Ж 1 ]= [2 ] .  От­
сюда видно, что фактор-группа является абелевой. Кроме 
того, все смежные классы порождаются классом [1], они 
совпадают со «степенями» этого класса: [1], [1]+[1]=[2], 
[1]+[1]+[1]=[0]. Поскольку фактор-группа порождена од­
ним элементом, то она является циклической.

2. Пусть G — аддитивная группа целых чисел, Я  — 
подгруппа целых чисел, кратных натуральному числу k. 
Фактор-группой G/Н  будет конечная группа порядка k, 
состоящая из классов [0], [1], [2], . . . ,  [k— 1]. Эта ф актор­
группа является циклической, как и сама группа G.

3. Пусть G — мультипликативная группа всех невы­
рожденных матриц порядка п, Я — подгруппа матриц с 
определителем, равным единице. В примере 2 § 9.8 было 
показано, что Я  — нормальный делитель группы G. П о­
кажем, что две матрицы В  я С принадлежат одному и то­
му же смежному классу группы G по нормальному дели­
телю Я  тогда и только тогда, когда они имеют равные 
определители. Действительно, пусть В я С принадлежат 
одному классу, тогда В = СА,  где Л е Н ,  т. е. det Л =  1, по­
этому det Б  =  det (СЛ) =  det С - det Л =  det С, или d e t B  =
=  det С. Обратно, пусть det В — det С. Т а к к а к В  =  С (С~1В ) 
и det j8 =  det C-d et (C ~ lB ) ,  то det С~ХВ =  1, а это означает,
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что С~ХВ<=Н, т. е. С~1В =  А ,  где А ^ Н ,  откуда С С - 1В =  
=  С А, В =  СА. С ледовательно , к а ж д ы й  см еж ны й класс  
G по Н  вполне х ар актер и зу ется  определителем  входящ их 
в него матриц. У м нож ению  классов  соответствует ум но­
ж ение произвольных представителей  этих классов; п ро­
изведение классов  В  (м атри ц  с определителем  b ) и С 
(м атри ц  с определителем  с) явл яется  класс  В С  (м атри ц  
с определителем  Ьс). Т аки м  образом , ф актор-груп па  G fH  
и зом орф на м ультипликативной группе отличных от нуля 
действительны х чисел.

§ 9.11. Гомоморфизм групп

Введем понятие гом ом орф и зм а групп, частным слу­
чаем которого явл яется  изом орф изм  (см. § 9.6).

Если G и G'  — группы и f : G G'  —  такое  о т о б р а ж е ­
ние, при котором д л я  лю бы х элементов х, у  группы G

f ( x y ) = f ( x ) f ( y ) ,  (9.12)

то f  н азы вается  гомоморфным отображением, или гомо­
морфизмом  группы G в группу G'. О тметим, что в оп реде­
лении гом ом орф и зм а имеется  в виду, что к а ж д ы й  элемент 
группы G п оставлен  в соответствие хотя бы одному э л е ­
менту группы G', но разны м  элем ентам  из G м ож ет  со­
ответствовать один и тот ж е  элемент из G' . Д руги м и  с л о ­
вами, отображ ен и е  группы G в группу G'  не п р е д п о л а га ­
ется взаим но-однозначны м, как  в случае  изом орф изм а.

Очевидно, к а ж д а я  группа гом ом орфна себе самой, так  
как  мож но полож ить  f ( x )  = х  д л я  всех x e G .  Д а л ее ,  к а ж ­
д ая  группа гомоморфна единичной группе (состоящ ей из 
одного нейтрального  элем ен та  е).  Ч тобы  убедиться  в 
этом, достаточно п олож ить  f ( x ) = e  д ля  всех x e G .  П р и ­
ведем другой пример гомоморфного  о то бр аж ен и я  групп. 
Ц и кли ческ ая  группа С6 ш естого порядка  с элем ентам и  
е, а, а2, а3, а 4, а 5 гом ом орф н а циклической группе Сг вто ­
рого порядка  с элем ен там и  Е, A: f ( e ) = f ( a 2) = f ( a lt) = E ,  
f ( a ) = f ( a * ) = f ( i P ) = A .

Р авенство  (9.12) о знач ает , что о б р аз  произведения 
двух элем ентов  р авен  произведению  о б р азо в  этих э л е ­
ментов, в связи  с чем говорят, что гом ом орфизм  «со х р а­
няет групповую операцию » (которые, впрочем, могут н а ­
зы ваться  по-разному в группах  G и О ') .  Гомоморф изм  
групп сохраняет  не только  групповую операцию , но т а к ­
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же нейтральный и обратный элементы: если f  — гомо­
морфное отображение группы G в группу G', то f ( e ) = e ' ,  
где е, е' — нейтральные элементы групп G и G' соответ­
ственно, i f(x)]~l = f ( x ~ i). Доказательство этого утвержде­
ния аналогично доказательству соответствующего факта 
для изоморфного отображения (см. § 9.0).

П риведем  без д о к азател ь ств а  теорему, которая  дает  
ответ на вопрос, каким  вообще группам  м о ж ет  быть го­
м ом орф н а  д ан н а я  группа.

Теорема о гомоморфизмах. К аж д ая  группа гомоморф­
на любой своей фактор-группе. Обратно, если группа G 
гомоморфна группе G', то G'  изоморфна фактор-группе 
G по некоторому нормальному делителю Я.

§ 9.12. Представления групп

С точки зрения алгебры изоморфные группы не счи­
таются различными. О группе, изоморфной некоторой 
подгруппе группы подстановок, говорят, что она пред­
ставлена подстановками. Верна теорема Кэли, которая 
утверждает, что каж дая конечная группа изоморфна не­
которой группе подстановок (т. е. всякую конечную груп­
пу можно представить подстановками). Следовательно, 
при описании любой конечной группы можно воспользо­
ваться преимуществами группы подстановок.

Д ля  теории и приложений наиболее интересными 
являются линейные представления конечных групп. Го­
воря о линейном представлении конечной группы G, пред­
полагают, что дано векторное пространство Уп, в котором 
действуют линейные невырожденные преобразования. 
Эти преобразования образуют группу G', которой гомо­
морфна исходная группа G; при этом говорят, что груп­
па G'  представляет группу G. Введем следующее опреде­
ление.

Гомоморфное отображение Г группы G в группу G' 
невырожденных линейных преобразований «-мерного 
векторного пространства Vn называется линейным пред­
ставлением группы G.

Следовательно, если Г — линейное' представление 
группы G группой G', то каждому элементу a<=G постав­
лено в соответствие невырожденное линейное преобразо­
вание Г ( а ) е С '  пространства Vn так, что для любых 
a, b ^ G  справедливо соотношение Т(аЬ)  = Г (а )Г (& ) .  Как
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известно, при этом Г(е) —Е,  где е, Е  — нейтральные эле­
менты групп G, G' соответственно, и Г (а-1) =  [Г (а)]-1 для 
любого a ^ G .

Пространство V n , в котором действуют преобразова­
ния из группы G', называется пространством представле­
н и я  группы G. Размерность пространства V n называют 
размерностью (или степенью) рассматриваемого пред­
ставления.

Вместо линейных преобразований часто рассматри­
вают соответствующие им матрицы. Если в пространстве 
V„ фиксирован базис, то каждому преобразованию Г (а) 
будет соответствовать определенная матрица, которую 
обозначим тем же символом Г (а). Следовательно, к а ж ­
дому элементу a e G  ставится в соответствие невырожден­
ная квадратная матрица Г (а) порядка п  такая, что 
Т(аЬ)  =  Г (а )Г (Ь ) .  При п =  1, т. е. в случае одномерного 
линейного пространства, эта матрица будет матрицей пер­
вого порядка. Каж дому элементу a e G  ставится в соот­
ветствие отличное от нуля число Г (а ) ,  причем Г(аЬ) =  
=  Г (а )Г (Ь ) .  Нейтральному элементу е группы G ставит­
ся в соответствие число 1.

Важным (хотя и тривиальным) примером является 
единичное представление группы G, т. е. такое одномер­
ное представление, при котором каждому элементу a e G  
поставлено в соответствие число 1, т. е. Г (а) =  1 для лю ­
бого a<=G.

Если группа G изоморфна группе G', то представление 
Г группы G группой G' называется точным, в противном 
случае — неточным.

Если G — группа линейных преобразований линейно­
го пространства, то она — одно из своих линейных пред­
ставлений (причем точное); это представление называют 
основным представлением  группы G.

В качестве примера найдем одномерные представле­
ния циклической группы С2 второго порядка, состоящей 
из двух элементов е, а, причем а2 — е. Если Г — одномер­
ное представление группы С2, то Г(е) =  1. Предположим, 
что Г ( а ) = а ,  тогда Г (а2) = [Г  (а)]2 =  а 2. Поскольку а2 =  е, 
то Г (а2) =  Г(е) =  1. Следовательно, a 2= l ,  а  =  ± 1 ;  полу­
чено два одномерных представления: F i(e) =  1, I’i (a )  =  
=  1 — единичное (неточное); Г2(е) =  1, Г2( а ) =  — 1 (точ­
ное) .



Р АЗ ДЕЛ II

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

Математический анализ — раздел математики, в котором изучаются 
функции. Основу математического анализа составляют дифференци­
альное и интегральное исчисление, теория рядов. Заслуга открытия 
дифференциального и интегрального исчисления (или анализа беско­
нечно малых) принадлежит Ньютону и Лейбницу2). Развитие ана­
лиза бесконечно малых оказало огромное влияние на прогресс науки

и техники

Г л а в а  10 

ФУНКЦИИ И П РЕДЕЛ Ы

Понятие функции — одно из основных понятий современной ма­
тематики. Это понятие прошло сложный путь развития, на каждом 
этапе которого определялось по-разному. Важным понятием являет­
ся понятие предела функции, па нем основаны многие другие фун­
даментальные понятия.

§ 10.1. Числовые множества.
Отрезок, интервал, промежуток

Совокупность всех рациональных и иррациональных 
чисел называется множеством всех действительных (или 
вещественных) чисел (рациональные числа включают в 
себя и целые, как частный случай). Действительные чис­
ла упорядочены по величине, т. е. для любых двух дей­
ствительных чисел а и b справедливо одно и только одно 
из соотношений: а < 6 ,  а=Ь,  а > Ь .  Действительные числа 
можно изображать  точками на координатной оси. М ежду

Исаак Ньютон (Isaak Newton, 1643—1727)— английский ма­
тематик и физик.

2> Готфрид Вильгельм Лейбниц ( Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646— 
1716) — немецкий математик и философ.
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всеми действительными числами и всеми точками коор­
динатной оси устанавливается взаимно-однозначное со­
ответствие. Это дает возможность в некотором смысле 
равнозначно употреблять понятия «число х» и «точка х», 
а такж е называть числовой прямой множество всех дей­
ствительных чисел и говорить, что число а лежит левее 
числа Ь, когда а < Ь .

У

1

0 X

Рис. 10.1 Рис. 10.2

Если заданы два действительных числа а и b ( а < Ь ) ,  
то множество чисел, удовлетворяющих соотношениям 
^ х ^ & ,  называется замкнутым промежутком [а, Ь] (от­
резком [а, Ь], или сегментом [а, Ь]), т. е. [а, Ь]={х: а ^  
<^х<с:6}.

Система отрезков [аи 6J, [а2, Ь2], . .  . ,  [а„, Ьп] назы ва­
ется системой вложенных отрезков (рис. 10.1), если
5^(22^ . . .

Теорема 10.1. В сякая система вложенных отрезков, 
длина которых стремится к нулю, имеет единственное 
число, принадлежащее всем этим отрезкам.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, отрезки указанной 
системы имеют общие точки. По условию длина п-го-от­
резка стремится к нулю, т. е. для любого числа е > 0  су­
ществует такое натуральное число N,  что Ьп— ап <Се для 
всех n^>N.

Предположим, что имеется два числа х и у, принад­
лежащ их всем отрезкам, причем х ф у .  Д л я  определенно­
сти будем считать х < г / ,  тогда an s ^ x ^ b n и ап ^ у ^ Ь п 
( п =  1, 2, 3, . . . ) .  Из неравенств у ^ Ь п и х ^ а п получаем 
У—х ^ . Ь п—ап. Задав  е > 0 ,  можно указать такое N,  что 
Ьп— а, 1< е  для всех n > N \  следовательно, у — х < е .  П о­
скольку е — любое число, то, взяв е = у — х  ( в > 0 ,  так как 
; / > х ,  у — х > 0 ) ,  получим у — х С у — х, что противоречиво. 
Наличие противоречия доказывает теорему.

Если a<Cb, то множество действительных чисел

]а, Ъ[= {х: а < х < 6 }
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называется открытым промежутком, или интервалом  1>.
Полуоткрытыми промежутками  (или полуин т ервала ­

ми)  называются следующие множества действительных 
чиссл:

[а, Ь [=  {х: a s ^ x < b } ,  ]а, Ь]=  {х : а < х ^ Ь } .

Множества [а, Ь], ]а, Ь], [а, Ь[, ]а, Ь[ называются пр о м е­
жутками, точки а и b — концами, а все остальные их точ­
ки — внутренними точками.

Отметим, что отрезок [а, Ь] включает в себя концы, 
а интервал ]а, Ь[ не содержит их. Д окаж ем , что интервал 
не содержит такж е наименьшего и наибольшего числа. 
Предположим противное, пусть Ь0 — наибольшее число из 
интервала ]а, Ь[. Поскольку Ь0ф Ь  (Ь не принадлежит ин­
тервалу) и b0< b ,  то b—&о> 0 -  Обозначим е =  Ь 2 &° , тог­
да число Ь0-\-е такж е принадлежит интервалу ]а, Ь[ (ибо 
bo-\ -e<b)  и b0-\ -e>-bQ (так как е > 0 ) ,  что противоречит 
предположению. Аналогично доказывается, что интервал 
не содержит наименьшего числа.

Всякий интервал [х— е, х + е [ ,  г д е - е > 0 ,  называется 
г-окрестностью  (или просто окрестностью) точки (числа) 
х  на числовой прямой; обозначим его через 0 ( х ,  е).

Множество всех действительных чисел называют бес­
конечным промежутком и обозначают ]—оо, +  оо[; счи­
тают по определению, что — о о < х <  +  оо для любого дей­
ствительного числа х.  К бесконечным промежуткам от­
носятся такж е следующие множества действительных 
чисел:

]а, —|— оо[ — {х: х > а } ,  [а, +  оо[ =  {х: х ^ а } ,

]— оо, Ь[= {х: х < Ь } ,  ]— оо, b] =  [х\ xs^.b}.

Множество X  действительных чисел х  называется 
о гран ичен ны м  сверху,  если существует такое число Ь, что 
х ^ . Ь  для всех х е Х  В этом случае говорят, что число b 
ограничивает сверху множество X.

Множество X  действительных чисел х  называется 
огран ичен ны м  снизу,  если существует такое число а, что 
х ^ а  для всех х е Х  В этом случае говорят, что число а 
ограничивает снизу множество X.

Множество действительных чисел, ограниченное свер-

*> Интервал обозначается иногда и простыми скобками: 
(а, Ь) = {х\ а < х < Ь } .
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ху и снизу, называется ограниченным;  другими словами, 
множество X  действительных чисел х называется ограни­
ченным, если существуют числа а и b такие, что 
для всех jcgX.

Примерами ограниченных числовых множеств явл я­
ются отрезок [3, 4], интервал [1, 2], полуинтервалы [0, 1[, 
]2, 3]; множество [—3, + о о [  ограничено снизу, но не огра­
ничено сверху, множество ]— оо, 5[ ограничено сверху, но 
не ограничено снизу; множество всех целых чисел не 
ограничено ни сверху, ни снизу.

Д л я  ограниченного множества существуют различные 
числа, ограничивающие это множество сверху и снизу, 
например, любое число х ^ 5  ограничивает сверху множе­
ство Х =  ]0, 5[, любое число х^ГО ограничивает это мно­
жество снизу.

Среди чисел, ограничивающих сверху данное множе­
ство, выделяют наименьшее; среди чисел, ограничиваю­
щих множество снизу,— наибольшее; для этого вводят 
понятия верхней и нижней грани числового множества.

Число М  называется верхней гранью  числового мно­
жества X, если: 1) х ^ М  для всех х е Х ;  2) для любого 
числа е > 0  существует такое х8е Х ,  что хе> М — е.

Верхняя грань множества X  обозначается через supX,
или supx. Например, для сегмента Х =  [1, 2] sup Х =  2; 

*ех
для интервала Х  = ]2, 3[ sup J  =  3.

Число т  называется нижней гранью  числового мно­
жества X,  если: 1) х ^ т  для всех x e l ;  2) для любого 
числа е > 0  существует такое хЕе 1 ,  что х8< т + е .

Нижняя грань множества X  обозначается через inf X,  
или infx. Например, если X  =  ]4, 5[, то in fX  =  4; если 

jtex
X =  [6, 7], то inf X  =  6.

Приведенные примеры показывают, что верхняя и 
нижняя грани множества могут принадлежать или не 
принадлежать этому множеству (если Х =  [6, 7[, то supX  =  
=  7, число 7 не принадлежит X; inf X =  6, это число при­
надлежит множеству X ) .

Если некоторое множество X  действительных чисел не 
ограничено сверху, полагают по определению s u p X =  
=  +  оо; если множество не ограничено снизу, полагают 
inf X  — — оо.

Если верхняя (нижняя) грань множества является 
числом, то говорят, что она конечна; если соответствую­
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щая грань — символ + о о  (или — оо), то говорят, что 
она бесконечна.

Вопрос о существовании верхней (нижней) грани у 
ограниченного множества решает следующая теорема, 
приводимая здесь без доказательства.

Теорема 10.2. Всякое непустое множество действи­
тельных чисел, ограниченное сверху, имеет конечную 
верхнюю грань, а ограниченное снизу — конечную ниж ­
нюю грань.

Естественно возникает вопрос, будет ли единственной 
верхняя (нижняя) грань числового множества? Ответ на 
этот вопрос является положительным.

Теорема 10.3. У всякого множества действительных 
чисел верхняя (нижняя) грань единственна.

Предположим противное: существует множество X,  
имеющее две различные верхние грани Mi и М2. Пусть 
M i< ;M 2, тогда М2—M i > 0; обозначим эту разность че­
рез е, т. е. M 2— Mi = E, е > 0 .  Поскольку М 2 — верхняя 
грань множества X,  то: 1) x;g:M2 для всех х ^ Х ;  2 ) для- 
е > 0 ,  где е =  М2—Mi, существует такое хе, что хе> М 2—е. 
Но М 2—e =  Mi, следовательно, хе> М ь а это противоре­
чит тому, что Mi — верхняя грань. Единственность верх­
ней грани доказана. Аналогично доказывается единствен­
ность нижней грани.

§ 10.2. Понятие функции

Рассмотрим множество X  элементов х  и множество У 
элементов у. Если каждому элементу х & Х  поставлен в 
соответствие единственный элемент г /еУ , обозначаемый 
y = f ( x ) ,  то говорят, что на множестве X  задана функция  
" =  f (х) со значениями в множестве У. Элементы х ^ Х  
называются значениями аргумента, а элементы г /е У  — 
значениями функции.  Множество X  называется областью 
определения функции,  множество всех значений функ­
ции — областью значений  этой функции.

З а м е ч а н и е .  Функцию, заданную на множестве X  со значе­
ниями в множестве У, называют также отображением множества X  
в множество У. Если множество У является множеством значений 
функции, рассматриваемую функцию называют отображением множе­
ства X на множество У.

Функцию, заданную на множестве X, называют также 
оператором, заданным на множестве X,  и обозначают 
символом f.

266



В случае, когда X  и У -— числовые множества, соот­
ветствующие функции называют Числовыми функциями. 
Если рассматриваются действительные числа, функции 
называют действительными (вещественными) функциями 
одной действительной (вещественной) переменной.

Употребляются следующие обозначения функции: у = 
=  / (* ) .  У = Р{х) ,  у = Ф(х) ,  у = ф(х), у = у(х)  и т. п. Значе­
ние, которое функция y  = f (x)  принимает при х= а ,  обо­
значается через f (a ) .

Функция и аргумент могут обозначаться такж е дру­
гими буквами, например, s = f ( t ) ,  u = f { v ) ,  r = r ( t ) ,  х =  
= x ( t ) и т. д.

К простейшим областям определения функции отно­
сится отрезок, интервал, полуинтервалы (см. § 10.1) или 
совокупность указанных интервалов. Например, для 
функции у =  — У 9—хг областью определения является от­
резок [—3, 3], а областью ее значений — отрезок [—3, 0], 
для функции у = х 3 область определения и область значе­
ний совпадают с интервалом ]— оо, + о о [ .

К традиционным основным способам задания функции 
относятся: аналитический (с помощью одной или не­
скольких формул), графический (с помощью графика), 
табличный (с помощью таблицы значений).

В последние годы получил широкое распространение 
четвертый способ задания функции — с помощью у к а за ­
ния программы для вычисления ее значений на цифровой 
вычислительной машине.

Функция, заданная формулой
y  = f ( x ) ,  (10.1)

правая часть которой не содержит у, называется явной 
функцией.

Рассмотрим уравнение
F { x , y ) =  0. (10.2)

Предположим, что существует непустое множество X  
значений х  таких, что при каждом х0^ Х  уравнение 
F (хо, у) =  0 относительно у имеет действительные реше­
ния. Обозначим одно из таких решений через уо, будем 
считать его соответствующим числу х 0̂ Х .  В результате 
получим функцию у = у(х) ,  определенную на множестве X  
и такую, что F(x,  у ( х ) ) =  0 для всех х ^ Х .  Функция у = 
= у ( х ) ,  удовлетворяющая уравнению вида (10.2), назы­
вается функцией, заданной неявно, или неявной функци­
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ей. Это название отражает только способ задания функ­
ции, а не характер функциональной зависимости.

Отметим, что одно уравнение вида (10.2) может опре­
делять несколько функций. Например, уравнение х2+ г /2 —
— R 2 =  0 определяет две функции: у г =  f x (х ) =  V  R 2 — х 2,
У 2 =  / 2 (х) =  — V  R 2 —  х 2.

Обратимся к функции (10.1). Каждому л е Х  по опре­
деленному закону ставится в соответствие единственное 
значение г /е  У. С другой стороны, каждому г /е  У будет 
соответствовать одно или несколько значений i e l .

В случае, когда каждому г /е  У по некоторому закону 
соответствует только одно значение х е Х ,  получаем 
функцию

х  = ср (у),  (10.3)

заданную па множестве У со значениями в множестве X. 
Функцию (Ю.З) называют обратной функцией по отноше­
нию к функции <10.1). Функции (10.1) и (10.3) называю т­
ся взаимно-обратными.  Д ля  взаимно-обратных функций, 
очевидно, выполняются тождества ф ( / ( х ) ) = х ,  х е Х ;  
f (ф (У)) — У, Уе  У- Примерами взаимно-обратных функций
являются: у  =  3х, x = \ o g s y, у — 2 х  —  3 , х  =  .у 3 .

Если придерживаться стандартных обозначений (у — 
функция, х — аргумент), обратную функцию (10.3) сле­
дует писать в виде у = ф(х). Например, можно говорить, 
что функции у = 3х, y = \og3x  являются взаимно-обрат­
ными.

Функцию, обратную к функции y =  f ( x ) ,  удобно обо­
значать символом

X = f - ' ( y ). (10.4)

В этих обозначениях для функций y = f (x)  и x = f ~ l (y) по­
лучаем тождества f~if ( x ) = x ,  х е Х ;  f f~i ( y ) = y ,  г /е  У, где
использованы обозначения f~if ( x ) = f ~ i ( f ( x ) ) ,  f f~ i (y) =
= f ( f ~ 4 y ) ) -

Если y  = f (и ) , и =  ф (лг)— функции своих аргументов, 
причем область определения функции f  содержит область 
значений jp, то каждому х  из области определения функ­
ции ф соответствует у  такое, что y = f ( u ) ,  где и = ($(х). 
Эта функция, определяемая соответствием

У = {( фО'))> ( ^ - 5)
называется функцией от функции,  или сложной функцией.
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(Применяются такж е и другие названия: к о м п о зи ц и я  
ф у н к ц и й  ф и f, с у п ер п о зи ц и я  ф у н к ц и й  ф и f.) Например, 
если у  =  гг2, M =  sin х, то г/= (sin x ) z =  s in2 х.

Рассматривают такж е функции, являющиеся компо­
зициями более чем двух функций. Например, функция 
ay =  cos lg ( l+ X '2) представляет собой композицию сле­
дующих функций: w =  cos и, и =  lg v, v =  1 + г ,  z = x 2.

Функция y = f ( x )  называется четной, если для любых 
х  и —х  из области ее определения выполняется равенство 
f (—х ) = f ( x ) .  Функция у = ф(х) называется нечетной, если 
для любых х  и —х  из области ее определения выполняет­
ся равенство ф(—х)= ф (л ;) .  Например, у  = х 2, y  = cosx  — 
четные функции, у  = х 3, г/ =  sin х  — нечетные функции.

Функция y =  f ( x )  называется периодической ,  если су­
ществует число Т ф О такое, что при всех х  и х- \ -Т  из об­
ласти ее определения выполняется равенство f ( x - \ -T )  — 
= f ( x ) .  Число Т в этом случае называется периодом  ф у н к ­
ции. Всякая периодическая функция имеет бесконечное 
множество периодов. Говоря о периоде функции y  = f ( x )  
(f  (х) ф  co n s t) , обычно имеют в виду наименьший поло­
жительный период, так, периодом функции г/ =  cos я  яв л я ­
ется число 2л, периодом функции г/ =  t g  х  — число л.

Кроме тригонометрических и обратных тригонометри­
ческих функций в средней школе изучаются функции: сте- 
пеииая у  =  х а (a  =  const), показательная у  =  ах (a  =  const),  
логарифмическая y = \ oga x  (а =  const). Все эти функции 
называются основны м и элемент арными ф ункциям и .

Э лемент арными ф у н к ц и я м и  называются функции, ко­
торые можно получить из основных элементарных функ­
ций с помощью алгебраических действий и образования 
сложных функций. Например, функции у  =  lg sin х, у  — 
=  x2+ c o s x ,  у  =  3ig cos a+sin * и г _ являются элементар- 
ными.

§ 10.3. График функции

Рассмотрим плоскость, на которой выбрана декартова 
прямоугольная система координат.

Графиком ф ункции у  =  f {x )  называется множество то­
чек плоскости, координаты которых удовлетворяют данной 
функциональной зависимости, т. е. точек М  {х, f  (х)). На­
пример, графиком функции у — — 16 — л;2 будет полуокруж­
ность радиуса R  =  4 с центром в начале координат, рас­
положенная ниже оси Ох. Действительно, уравнение х % +
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+  у 2 — 16 является уравнением окружности радиуса R  =
=  4 с центром в начале координат. Разрешив его относи­
тельно у, получим у =  Y 16 — х2, у  =  —  V 16 — х2; пер­
вое из этих уравнений определяет полуокружность, рас­
положенную выше оси Ох  (так как у ~ ^ 0), второе — полу­
окружность, расположенную ниже оси Ох  (поскольку
У < 0 ) .

И з курса математики средней школы известны граф и­
ки основных элементарных функций. В данной книге при­
водились графики линейной функции (§ 2.1), дробно-ли­
нейной функции (§ 2.9), функции у = ахг-\-Ьх~\-с и др. На 
рис. 10.2 представлен график функции, заданной форму­
лами f ( x )  = 0 ,  если x < 0 ,  f  (x) =  1, если х ^ О  (эта функция 
называется функцией Хевисайда).

Во всех указанных случаях график функции пред­
ставляет собой некоторую линию на плоскости. График 
функции от дискретного аргумента не является линией, 
он состоит из дискретных точек.

Отметим, что график четной функции симметричен от- . 
носительно о.си О у , график нечетной функции симметри­
чен относительно начала координат. Графики взаимно­
обратных функций симметричны относительно прямой, на 
которой лежит биссектриса первого координатного угла.

Вопрос о построении графиков функций детально бу­
дет рассмотрен в гл. 12.

§ 10.4. Понятие функции нескольких переменных

Предварительно введем понятие арифметического 
n -мерного пространства. Упорядоченную совокупность п  
действительных чисел xi, х2, . . . ,  х п называют точкой, а 
сами эти числа — ее координатами.  Запись М ( х i, х2, . . .  
. . . ,  х п) означает, что точка М  имеет координаты 
Xi, хг, ■ ■ ■, х п- Множество всевозможных указанных точек 
называется арифметическим (координатным)  п-мерным 
пространством.

Обратимся к определению функции, данному в § 10.2. 
Функция, определенная на некотором множестве X  ариф­
метического n -мерного пространства, называется функ­
цией п аргументов y — f ( x и х2, . . . ,  х п),  где xi, х2, . . . ,  х п — 
координаты точки М ( х и х2, . . .  , х„) данного множества. 
В этом случае говорят, что задана функция точки М,  
и пишут y = f ( M ) .
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Рассмотрим случаи, когда п = 2 и п — 3. Предположим, 
что X  — некоторое множество точек плоскости, У — под­
множество множества всех действительных чисел. Так 
как в фиксированной декартовой прямоугольной системе 
координат Oxixz каждой точке М  соответствует упорядо­
ченная пара действительных чисел xi, Х2 — ее координа­
ты, то функция, заданная на указанном множестве X,  
является функцией двух аргументов, т. е. y = f ( x  1, х2),  где 
Хи х 2 — координаты точки М ( Xi, х 2). Если координаты 
точки М  обозначить буквами х  и у, а функцию — буквой 
г, то z  = f (x,  у ) .  Переменные х  и у  при этом называются 
аргументами функции z, или независимыми переменными.  
Значение функции z  = f (x ,  у ) ,  которое она принимает при 
х  = а, у = Ь, обозначается через f (a ,  b).

Область определения функции двух переменных пред­
ставляет собой некоторое множество точек плоскости.

Графиком функции z  = f (x ,  у) называется множество 
точек N (х, у, f (x,  у ) ) ,  т. е. некоторое множество точек 
пространства. Например, график функции z  = x — y  пред­
ставляет собой плоскость в пространстве, проходящую 
через начало координат и пересекающую координатную 
плоскость Оху  по прямой, образующей равные углы с ося­
ми Ох  и Оу; геометрическим изображением функции г  =  
= х 2-\-у2 является поверхность параболоида вращения 
(см. рис. 6.20), а функции z=~][9— x 2— y2 — полусфера 
радиуса /? =  3 с центром в начале координат, располо­
женная выше плоскости Оху.  Отметим, что первые две 
функции определены на всей плоскости Оху,  третья — 
в круге радиуса R  = 3 с центром в начале координат, т. е. 
в области, заданной неравенством л:2+ г /2^ 9 .

Функцию
z = f ( x ,  у) (10.6)

можно представить так: z —f (x ,  у) = 0 ,  или в более общем 
виде:

F ( x , y , z ) =  0. (10.7)
Функция, заданная формулой (10.6), называется 

явной;  функция, определяемая уравнением (10.7),— не­
явной.

Действительная функция, определенная на некотором 
множестве X  точек пространства, т. е. точек М (х ,  у, г ) ,  
где х, y , z  — декартовы координаты, называется функцией 
трех переменных х, у, z. Функцию трех переменных х, у, г 
обозначим буквой и, тогда u = f (x ,  у, г) .  Значение функ­
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ции u = f (x ,  у, z) при х = а ,  y  = b, z = c  обозначается через 
f (a ,  b, с).  Областью определения функции трех перемен­
ных будет некоторое множество точек пространства. Н а ­
пример, область определения функции и =  ]/ 1— х 1— г/2—г2 
представляет собой шар радиуса /? =  1 с центром в нача­
ле координат, областью определения функции и — 
=  1: У 1 — xz— y 2— z2 является множество точек, лежащих 
внутри указанного ш ара (граничные точки, т. е. точки 
сферы x 2-\-y2-\-z2 =  1» исключаются).

§ 10.5. Предел функции

Рассмотрим функцию y  = f {x ) ,  определенную в неко­
тором интервале, содержащем точку х = а .

Число А называется пределом функции y = f ( x )  при х, 
стремящемся к а (или в точке а),  если для любого числа
8 > 0  существует такое б > 0 ,  что при всех х,  удовлетво­
ряющих условию

0 <  \ х — а \  < б ,  (10.8)
выполняется неравенство

\ f ( x ) - A \ < e .  (10.9)

Обозначения предела функции f ( x ) при х, стремящемся 
к а:

lim f (x)  =  A; (10.10)
х-> а

f (x)  -* Л при х  -> а. (10.11)

смысл этого определения, 
воспользовавшись граф и­
ком функции у  = f (x )  
(рис. 10.3). Неравенство 
(10.8) означает, что х  от­
стоит от точки а не далее 
чем на б, т. е. принадле­
жит интервалу ]а—б, 
а + 6 [  или 6-окрестности 
точки а на оси Ох.  Н ер а­
венство (10.9) означает, 
что значения функции у  =  
= f ( x )  не выходят из ин­
тервала ]А—е, Л + е [  оси

Выясним геометрическии
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Оу, т. е. принадлежат е-окрестности точки А этой оси. 
Следовательно, точки М  графика функции y  = f ( x )  дол ­
жны находиться в полоске шириной 2е, ограниченной 
прямыми у = А —е, г/ =  Л + е  для всех значений х, удален­
ных от точки а не далее чем на б. При б -> 0 в случае не­
прерывной функции (см. § 10.10) е - ^ О .

Рассмотрим также односторонние пределы функции: 
предел слева lim f  (х) =  А± (х стремится к а, оставаясь

х-кг— 0
меньше а: х  <  а) и предел справа lim f (х) — А 2 (х СТре-

х̂ сИ-О
мится к а, оставаясь больше а: х  ;>  а).

Когда а =  0, то вместо 0 — 0 пишут — 0, вместо 0 +  0 
пишут +  0, поэтому последние формулы принимают вид 
lim f (x)  =  A v  lim f (x)  — Л 2.

x -> ~ 0  * -+ + 0
Можно доказать, что если односторонние пределы рав­

ны (рис. 10.3) lim f ( x ) =  lim f ( x ) = A ,  то предел А  в точ-
*-►<2—0 х-±а+ 0

ке х  — а существует и равен односторонним пределам
lim [ (х) — А.  [Из [определения предела функции следует,
х^-а
что предел постоянной равен этой постоянной.

Если односторонние пределы различны (рис. 10.4), 
lim \ f(x)=£  lim f(x),  т. e.i*A1 ^ A i , или хотя бы один из

х~>й—0 л:“>(3-г0
них не существует (рис. 10.4,6), то не существует и пре­
дел функции в точке х  = а.

Сформулируем понятие предела функции при лг->оо, 
т. е. для случая, когда х  неограниченно возрастает по 
модулю.
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Число А называется пределом функции y  = f ( x )  при 
х —*~ оо, если для любого положительного числа е сущест­
вует положительное число N  такое, что для всех значе­
ний аргумента х, удовлетворяющих условию |x|,;>iV, 
справедливо неравенство | / (х )  — А | < е .  Д л я  обозначе­
ния предела функции y = f (x )  при х->-оо используется 
символ lim f ( x )  = А .

Х^оо
Введем понятие предела функции при стремлении х  к 

бесконечности определенного знака, т. е. для случаев, ко­
гда х  неограниченно возрастает по модулю, принимая от­
рицательные (х -> -— оо) или положительные (х-»--]-00) 
значения.

Число А называется пределом функции y  — f ( x )  при 
х  — -]-оо (при х  —э— оо), если для любого положитель­
ного числа е существует положительное число N  такое, 
что для всех значений аргумента х, удовлетворяющих 
условию x > j V ( x <  — N ) ,  выполняется неравенство |f (x )  — 
- Л  | < е .

Д ля  обозначения введенных понятий используется сле­
дующая символика: lim f (x)  =  A (lim f ( x ) =  А ).

со X - + — OQ

§ 10.6. Бесконечно малые функции и их свойства

Функция а  =  а  (х) называется бесконечно малой при 
х  -5- а (или при х  -* оо), если l im a(x )  =  0 ( l im a(x) =  0).

х~>а х-+°о
Например, функция а (х) =  (х — З)2 есть бесконечно 

малая при х 3, так как l im a(x )  =  l im (x— 3)2=  0; функ-
А'—>3 лг-^З

ция a  (х) =  1 : х является бесконечно малой при х оо, 
поскольку lim а (х) =  lim —— =  0.

Х -+ о о  Х -> -со  Х

Принимая во внимание определение предела функции, 
определение бесконечно малой функции можно сформу­
лировать следующим образом.

Функция a  =  a (x )  называется бесконечно малой при 
х-*-а,  если, задав  любое число е > 0 ,  можно указать  т а ­
кое число 8 > 0 ,  что для всех х, удовлетворяющих условию

0<  \х— а\ < 6, (10.12)
выполняется неравенство

| а ( х ) | < е .  (10.13)
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Свойства бесконечно малых выражаются следующи­
ми теоремами.

Теорема 10.4. Если функция у = у ( х )  имеет предел b 
при х  -*■ а, то

у(х)  = Ь + а ( х ) ,  у = Ь+ а,  (10.14)

где а =  а  (х) — бесконечно малая при х -> а. Обратное так­
же верно: если выполнено равенство (10.14), то lim у{х)~

х~>а
ь.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если l im y(x) =  b, то по опреде-

х ^ а
лению | у  — b | <  е при 0 <  \х — а\ <  б. Обозначив у— b =  
=  а ,  получим, что | а |  < е ,  когда 0<С \х—а\ < б .  Это озна­
чает, что а  — а(х)  — бесконечно малая п р и х - > -а  (см. не­
равенства (10.12) и (10.13)).

Обратно, если у = Ь-\-а и а  — бесконечно малая при 
х-*-а ,  то |оь| < ; е, когда 0 < | х —а | < б ;  поскольку а  =  
= у — Ь, то \ у — Ь | < е  при 0 < | х —а | < 8 .  Это означает, 
что предел функции у = у{х)  равен Ь, когда х -+ а .

Отметим, что равенство (10.14) часто используется 
при нахождении предела функции.

Теорема 10.5. Алгебраическая сумма конечного числа 
бесконечно малых функций при х-*-а  ссть бесконечно 
малая функция при х~-*~а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть и (х) =  а(х) — Р(дс) +  y (х)> 
где а (х), Р (х), у (х) — бесконечно малые функции при 
х а. Следовательно, для любого е >  0 можно указать
такое бх >  0, что | а  (х) | <  ~ - у если 0 <  | х  — а | <  бх;

такое б2 >  0, что j р (х) \ <  — если 0 <  | х  — а \ <  б2;

такое б3 >  0, что | Y (х) | <  когда 0 <  | х — а | <  б3.
Обозначим через б наименьшее из чисел б1, 62, б3, тогда
при 0 <  | х — а | < 8  будут выполнены все указанные не­
равенства, т. е.

I « (*) I <  |« (х ) ! +  ! Р (х) | +  | Y (х) | < - у -  +  +  - 3-  =  е,

| U ( X )  | <  8 .

Итак, и ( х ) = а ( х ) —P(-v' ) + y (x ) — бесконечно малая 
при х  ->  а.

Теорема 10.6. Произведение бесконечно малой на 
ограниченную функцию есть бесконечно малая функция.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а  =  а (х) — бесконечно 
малая при x - v a ,  a z —z(x )  — функция, ограниченная в 
окрестности точки х = а ,  т. е. для числа 0 найдется
окрестность этой точки, в которой \ z ( x )  | Д л я  всяко­
го е > 0  можно указать окрестность точки х= а ,  в кото­
рой выполняется неравенство | а(х)  | .

В наименьшей из этих двух окрестностей будет вы­
полнено неравенство

| а  (х) z (х) | =  | а  (х) \ | z (х) | <  - |г -  • С =  е, | а  (х) z (х) | <  е,

а это означает, что a ( x ) z ( x )  — бесконечно м алая функ­
ция при х  - v  а.

С л е д с т в и е  1. Произведение двух бесконечно м а­
лых функций есть бесконечно малая функция.

С л е д с т в и е  2. Произведение бесконечно малой 
функции на постоянную есть бесконечно малая функция.

Эти следствия получаются непосредственно из теоре­
мы 10.5 с учетом тех фактов, что бесконечно малая функ­
ция и постоянная — ограниченные функции.

§ 10.7. Бесконечно большие функции

Функция y  = f ( x )  называется бесконечно большой при 
x - v a ,  если для любого положительного числа N  можно 
найти такое число б ,> 0 ,  что при всех значениях х, удо­
влетворяющих условию 0 < | х —а | < 6 ,  выполняется не­
равенство |f  (х) | >./V.

Бесконечно большая функция не имеет предела при 
х ^ а ,  но иногда условно говорят, что ее предел равен 
бесконечности, и пишут l i m / ( x ) = o o  или f (x)->-oо при

х->а
х - + а .

Если /(х) стремится к бесконечности при х->-а, при­
нимая только положительные или только отрицательные 
значения, то соответственно пишут lim /  (х) =  +  оо,

х-+а
lim f (х) =  — оо.
х->а

Если функция /(х) стремится к бесконечности при х-> 
— оо, то пишут l im /(x )  =--- оо.

л :-*- -о

Примером бесконечно большой функции является функ­
ция f (х) =  — при х -> 0. В самом деле, при любом N  >
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О неравенство 1
X >  N  будет выполнено, если 1x1 =

— \ х  — 0 1 <  - j j -  — б. Эта функция принимает положи­

тельные значения при х > 0  (lim f (x)  =  +  оо) и отрица-
X—> О

тельные — при х <  0 (lim /  (х) =  — оо).
о

Функция /  (х) =  _  2 2̂-----бесконечно большая при

х - > 2 .  Действительно, при любом N  >  0 неравенство 

~(х — 2 )ь" ^  ^  будет выполнено, если (х — 2)а <  или

| х — 2 1 <  —т=г =  б. Д анная  функция принимает только 
У  N

положительные значения.
Если функция а = а ( х )  стремится к нулю при х -> а  (или

х->- оо) и не обращается в нуль, то функция у ( х )  = —
ОС ( X )

стремится к бесконечности.
Действительно, при любом сколь угодно большом

числе >  0 неравенство 1 • >  N  будет выполнено, ес-  ̂ I а  |
ли | а. 1 < ;  —̂ —■ Последнее неравенство выполняется для всех 

значений а(х),  начиная с некоторого, так как а ( х ) —>-0.

§ 10.8. Основные теоремы о пределах функций

Теорема 10.7. Ф ункция  у = у(х)  не м ож ет  иметь более 
одного предела при х-*- а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное, пусть 
функция у  — у  (х) при х —>-а имеет два предела и Ь2: 
lim у  (х) =  Ьъ  lim у  (х) =  Ь2, причем Ьг ф  Ь2-
х-> а х-+ а

С огласн о  теорем е 10.4 из этих равенств  следует, что 
y  =  b l -\-a,i, y  =  b2-\-a2, где a i  и а 2 — бесконечно малы е, по­
этому &i-|-ai =  &2+ « 2, или b i— b2 =  « 2— « 1. П оследнее  р а ­
венство невозмож но, т а к  к а к  в левой части стоит посто­
ян н ая ,  отличная  от нуля, в правой  — бесконечно м а л а я  
функция.

Теорема 10.8. Если к а ж д а я  из функций у = у(х ) ,  г  =
— z (x )  имеет предел при х->- а, то сумма, разность  и п ро­
изведение этих функций т а к ж е  имеют пределы, причем

lim [у(х) ±  г (х)] =  lim у  (х) +  lim 2 (х), (10.15)
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lim [y{x)z(x)] =  lim у  (x) limz(;c). (10.16)
x->-a x -* a  x - y a

Если, кроме того, lim z (x) Ф  0, to  и частное y ( x ) : z ( x )
x-+ a

имеет предел, причем
lim у (x)

lim - ^ 4 -  =  - - Р -  v (10.17)
x ^ a  г М  hmz(x )  y '

x~*-a

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть
lim y(x)  =  b, lim z(x)  =  c, (10.18)
x~>a x -* a

тогда на основании теоремы 10.4

y ( x ) = b + Р(х), z ( x ) = c + у ( х ) ,  (10.19)

где р(х) и у ( х )  — бесконечно малые функции при х~-*~а.
Принимая во внимание равенства (10.19), получаем 

у ( х )  ± z ( x )  = ( b ± c )  + [ Р ( х ) ±y(jc)],  где ( & + с ) — постоян­
ная; P ( x ) + y M  — бесконечно м алая функция при x - v a .

Согласно теореме 10.4 из последнего равенства следует, 
что lim [ y ( x ) ± z  (х)] =  b +  с — lim у  (х) +  lim г (х). По-

х-+ а  х-+ а
скольку у  (х) Z (х) =  [Ь +  р (х)] [с +  Y M l  =  be +  [by (х) +  
+  сР (х) +  р (х) y (*)]> где Ьс — постоянная; 6(х) =  Ьу(х) +  
-j- сР (х) -j- Р (х) y (*)—бесконечно малая (почему?) при х-+а, 
то на основании теоремы 10.4 получаем lim [у (х)г  (х)] =

Х -Ю .

=  be =  lim у(х )  ■ Нтг(л:).
х~>а х->а

Предположив, что Мтг(х) =  с ф 0 ,  составим разность
х -* а

у ( х ) ___ Ь_ _  6 +  Р ( л ) ____ь_ =  с$(х)  —  Ьу( х)
г (х)  с с +  у ( х )  с с [ с + у ( х ) ]

Обозначив v (х) =  ’ 6 ^  =  ̂  _
получим

-77^ --------b—  =  v ( x )b  (х), lim v (х) 8 (х) =  0,
2 \ л ) L х -* а

так  как v(x)  — ограниченная функция, а 8 (х) — беско­
нечно малая при х - + а .  Следовательно,

lim у ( х )
<. и  ( х )  О х -* аlim ■ ' -----------------------------z(x)  с lim z(X)

х-+й
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С л е д с т в и е  i. Если каждое слагаемое алгебраи­
ческой суммы функций имеет предел при х-+-а, то пре­
дел суммы существует и равен такой же алгебраической 
сумме пределов слагаемых.

С л е д с т в и е  2. Постоянный множитель можно вы­
носить за знак предела:

lim [су{х)\ =  с • l im у(х).  (10.20)
х-+а х->а

С л е д с т в и е  3. Если \ \ту(х)  =  Ь и т —натуральное
х -+а

ЧИСЛО, ТО

Н т  [у (х)т ] =  [lim у(х)]т, (10.21)

в частности,
lim (хт) =  (lim х)т =  ат. (10.22)

П р и ме р  1. Найти Нт(3л:2 +  8л:—  7).
Х ~ У  1

На основании формул (10.15), (10.20), (10.22) получаем 

Н т  (Эх2 +  8л: —  7) =  lim (Зл:2) +  lim (8л:) —  lim 7 =  3- 12 +  8-1 —  7=4.
x-yl х-+1 х-*1 х-+1

П р и ме р  2. Найти lim . ^х Зл: ~|- 1  ̂
х->— 1 2л;2 —  6х —  4

С помощью формулы (10.17) и формул, указанных в примере 1, 
находим

lim (4л:2 —  Зл: +  1)
4л:2 —  Зл +  1 Х—>-— 1 4(— I)2— 3(— 1)+1
2л;2 — 6л: — 4 —  lim (2л:2 —  6л: —  4) ~  2(— I)2— 6(— 1)— 4_

х-*-—I

- 4 - -
—  Зл: +  2П р и ме р  3. Найти lim.--------- „--------------

х-* 2 х —  5л: -f-  6
При л -*■ 2 числитель и знаменатель стремятся к нулю, получаем 

неопределенность вида ^ . Чтобы раскрыть се, предварительно пре­
образуем данную дробь:

lim ~  3*-+  2 =  lim (х ~  1} ~  2У  =  lim L
х-+2 х 2 —  5л; -f- 6 (х —  3) (х —  2) j ^ 2  л ; - 3  — 1

Теорема 10.9. Пусть три функции и — и (х ) ,  у  = у ( х ) ,  
v = v (x)  определены в некотором промежутке, содерж а­
щем точку а.

Если для любого х  из этого промежутка выполняются 
неравенства
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и функции и =  и(х), v =  v(x )  имеют одинаковые пределы 
при х - ^ -а ,  то функция у = у{х )  имеет тот же предел при 
л: - v  а.

Д о к а з а т е л ь с т в о . "  Обозначим через b предел функ­
ций и =  и (х), v =  v (х) при а\ lim и (х ) — b, limu (x ) = b .

х^-а  х-^-а

Из неравенств (10.23) следует, что и (х )—Ь ^ у ( х )  — 
—b ^ v ( x ) —b. По определению предела функции для лю ­
бого числа е > 0  найдутся такие окрестности точки а
О (а, 61) и О (а, 62), в которых будут соответственно вы­
полняться неравенства — е < м ( л : ) —& < е ,  — e < . v ( x )  — 
— Ь<.г .

Обозначим через б наименьшее из чисел 61, 62, тогда 
для всех х е О  (а, б) будут выполнены оба эти неравен­
ства, а поэтому и неравенства — е <  у ( х ) — b <  е, 
\ у ( х )  — Ь \ < г .

Итак, для любого числа е >  0 можно указать такое 
б >  0, что при всех х, удовлетворяющих условию 0 <
<  | х  — а | <  б, выполняется неравенство | у (х) — b | <  е. 
Это означает, что lim y(x) =  b.

х-+а

Теорема 10.10. Пусть функция y = f ( x )  определена в 
некотором промежутке, содержащем точку а. Если при 
х - * -а  функция y = f ( x )  имеет положительный (отрица­
тельный) предел, то найдется б-окрестность точки а т а ­
кая, что для всех х е О ( а ,  б) функция положительна (от­
рицательна) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть l im f (x)  =  b. Это означа-
х-+а

ет: для любого числа е ;>  0 . можно указать такое число
б >  0 , что при всех х, удовлетворяющих условию 0 <  
< . \ х  — а | <  б, выполняется неравенство \}{х) — b | < е, 
или b — е <  f  (х) <  b +  е.

Если b >  0, то, взяв е =  Ь, из неравенства b —е <

<  f  (х) получим f ( x ) > b  — е =  b ------b =  0 , т. е.
/  (х) >  0 при 0 <  [ х  — а | <  б. Если Ь <  0, то, взяв е =  
= ------j p  b, из неравенства f ( x ) <  b +  е получим /  (х) < 6  ■—

-----6 =  — 6 <  0, f (х) <  0 при 0 < | x  — а | < б .
Д оказанная  теорема называется теоремой о сохране­

нии знака функции, имеющей предел.

u ( x ) ^ y ( x ) ^ v ( x )  (10.23)
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Теорема 10.11. Если функции и(х),  v (х) определены в 
некоторой 6-окрестности точки а, для всех х ^ О ( а ,  б), 
х ф а ,  выполняется неравенство и (х) <  v (х) и функции 
имеют пределы при х - + а ,  то limw(jc) <; limu(jc).

х ^ а  х->а
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть l im u(x) =  b, l im v ( x ) = c .

х ^ а  х-*а
Требуется доказать, что b < '  с. Предположим противное, 
т. е. 6 > с .

В силу условия и теоремы 10.8 функция v ( x ) — и(х)  
имеет предел lim [ v ( x ) ~  и(х)\  =  с — Ь, с —b<S), ибо Ь>с.

х-+а
Н а основании теоремы 10.10 найдется б-окрестность 

0 (а, б), для всех точек которой (х ф а ) v(x)  — и(х)  < 0 ,  
или v( x)  < . и ( х ) ,  что противоречит условию.

Следовательно, Ь ^ с ,  т. е. l i m « ( i ) < l i m « ( j ) .
х-+а х~>а

З а м е ч а н и е .  Теорему 10.11 кратко можно сформулировать 
так: в неравенстве, обе части которого имеют пределы, можно перей­
ти к пределу, присоединив знак равенства. Например,

5 +  х 2 >  5 — х2, х ^  0; lim (5 -f- х2) =  lim (5 — х2) =  5.
х-*о х-+0

§ 10.9. Предел функции f ( x )  =  sin * при лг-s-O

Д анная функция не определена только в точке х= 0 ,  
так  как числитель и знаменатель в ней равны нулю.

Д окаж ем, что эта функция имеет предел при i - > 0  и

lim — i. (Ю.24)
х-> 0 х

Рассмотрим окружность радиуса R  (рис. 10.5), радиан- 
ную меру центрального угла АОВ  обозначим через х; бу­
дем считать, что 0 < л : < ; - у .  Поскольку площадь тре­
угольника АОВ  меньше площади сектора АОВ,  а последняя 
меньше площади треугольника АОС (АС — касательная к 
окружности в точке Л), то

R2 ■ ^  R2 ^  R2 ,~у— sin х <  - у -  х <  - у -  tg х.
D2 /

Разделив эти неравенства па - у — sin х  siruo>0 при 0 <  

получим
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к sin х < cos x или c o s a : <
sin л:

< 1 .  (10.25)

Неравенства (10.25) в силу четности входящих в них 
функций верны не только для положительных, но и отри­
цательных л: таких, что 0 < | л : | < - у - .

Отметим, что для всех х  выполняется неравенство

|s in  х | <  | х | . (10.26)

В самом деле, s in x  =  0 при х = 0 ;  если 0 <  |x |  то
неравенство [ sin х  | <  | л: | следует из неравенства (10.25);
если | х  | >  то | sin х | <  1 <  
< \ х \ .

Так как 1 — cos л:

1 х I

я
~2 ~

2sin2 •

< 1 x 1 ,  т. е. I s i n x |<

X X X

~ г
=  2 s m ~ T sin —у—

< 2  • 1 \х \ ,  1 — cos х <  | х |, то (1 — cos х) -+ 0 при

х-н>-0, т. е. lim cos х =  1.
х-+0

О бращ аясь к неравенствам (10.25), заключаем, что 
функция / (х )  =  sin х :х  удовлетворяет условиям теоремы 
10.9. Согласно этой теореме получаем равенство (10.24), 
которое и требовалось доказать.

В заключение покажем, что

lim -
x->-Q

tgx
1 . (10.27)
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Действительно, lim - g~* ■ =  lim (■ sin ) =  Н п ь ^ Х
X-+0 X x  -> 0 \  X  C0S X  j  * -> 0  X

X lim — -—  =^1.
x-*0 COS X

§ 10.10. Непрерывность функции в точке

Функция y  = f ( x ) ,  определенная на интервале ]а, Ь[, 
называется непрерывной в точке л:0е ] а ,  Ь[, если

l i m /(*) =  /(*„) (10.28)
х->х0

(т. е. предел функции равен ее значению при предельном 
значении аргумента).

Согласно определению предела функции условие 
(10.28) равносильно следующему: для любого числа 
е > 0  существует такое число б > 0 ,  что при всех х,  удо­
влетворяющих условию \ х —а |- < б ,  выполняется нера­
венство | / (х) — / (лг0) | <  е.

Если х й&]а, Ь[ и х ^ ] а ,  Ь[, то разность

А х = х — х 0 (10.29)

называется приращением аргумента в точке х 0, а разность

Ay = f ( x ) — f ( x 0), или Ay = f ( x 0+ A x ) —f ( x 0),  (10.30)

— приращением функции в той же точке (рис. 10.6); 
&У — функция Ал:.

Необходимое и достаточное условие непрерывности 
функции y  = f ( x )  в точке х 0 выражается равенством

Н тД г/ =  0, или П т  [ / (х0 +  Ах)  — /(л:0) ] = 0 .  (10.31)
Дл:-»-0 Дл:->0

Действительно, из равенства (10.28), полагая в нем 
х =  х 0 +  Ах,  получаем lim /  (х 0 +  Ах) =  f  (л:0), lim [/ (х0 +

Дл;-»-0 Д*-*0
+  Ах) —  f ( x 0)] =  0.

Обратно, из равенства (10.31) следует, что П т[/(л:) —
X-*XQ

—  f ( x 0)] =  0, l im /(x )  =  f { x 0).
X-+XQ

Итак, функция непрерывна в точке, если бесконечно 
малому приращению аргумента в этой точке соответст­
вует бесконечно малое приращение функции.
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З а м е ч а н и е .  Поскольку x0 - l i m x ,  то формулу (10.28) мож-
х ->х 0

но переписать так:
lim f ( x)  ~ f ( l i m x ) ,  (10.32)

X -> -X 0 X - > X n

т. с. для непрерывной функции символы предела н функции переста­
новочны.

П р и м е р .  Доказать, что функция i/ =  cos х непрерывна в каждой 
точке области ее определения.

Фиксируем произвольное значение х0 е ]  — оо, +  ос[, тогда Ду  =
Дл: \ Дл:/ Дл: \

=  cos ( х0 +  Дл:) —  cos х0 =  —  2sin х0 +  — —  ) s ' n  '

Принимая во внимание неравенство | sin а  '
/ Дл:

(10.26)), получаем |Д г/| =  2 sin х0

| а |  (см. формулу 
Ах

2 • 1 X

I Ах |
X — g—  =  1Д*|. 1%1 < |Д*1-

Из последнего неравенства следует, что lim Ау =  0. Это означа-
Ах->0

ет, что функция у  =  cos х  непрерывна в точке х0.

Теорема 10.12. Если функции f ( x )  и ф(х) непрерывны 
в точке Хо, то такж е непрерывны в этой точке их сумма 
f (х) -|-ф (х ) , разность f ( x ) — (p(x), произведение f(x)cp(x),  
а такж е частное f (x) /tp(x)  при условии, что ср(х)Ф0.

Доказательство непосредственно следует из определе­
ния непрерывности функции в точке и теоремы 10.8.

С л е д с т в и е  1. Ц елая рациональная функция 
Рп(х) = а 0-\-а1Х-\-а2х2-\- . . .  -\-апх п непрерывна при всех х.

Это следует из теоремы и непрерывности функций у  =  
=  х т, т  =  1, 2, . . п  (см. (10.22)), у = с  (с =  const) (Ау=  
=  0, lim А у  =  0).

С л е д с т в и е  2. Дробная рациональная функция

D =  Рп (Х) ^  а0 +  °1х +  а-2Х* +  • • • +  апхП
Qm (х) Ь<> ^1Х "Ь • • • ЬтхГП

непрерывна при всех х, для которых знаменатель не об­
ращ ается в нуль.

Теорема 10.13. Если функция ф(я) непрерывна в точке 
хо, а функция f(y) непрерывна в точке «/о =  ф(*о), то слож ­
ная функция Р(х) =  Дф(х)] непрерывна в точке х0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зафиксируем число е > 0 .  
Поскольку функция f(y) непрерывна в точке Уо=ф(*о), то 
найдется такое число г |> 0 ,  что f(y) определена на интер­
вале ]уо— г), уо+т]{ и выполняется неравенство | f ( y )  — 
—/ (Уо) | < е для 0 <  [у — у0\ <г).  Так как функция ф(х)
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непрерывна в точке х0, то найдется такое число 6 > 0 ,  что 
функция определена на интервале ]хо— б, *о+б[ и |<р(*) — 
—ф(дсо) 1 < Г |  для 0 < \ х — х 0\ < б .

Из полученных соотношений следует, что для всех х, 
удовлетворяющих неравенству \ х — х0| < б ,  функция 
f(<p(x)) определена и выполняется неравенство | / (ф(л:)) — 
— f((p(x0) ) | < е  или | Т7 (х) —Т7 (х0) ] С  е, что и требовалось 
доказать. Например, функция у =  cos2 х непрерывна при 
всех х, как функция от функции y = v2, где u =  cos х, к а ж ­
дая  из которых — непрерывная функция своего аргу­
мента.

§ 10.11. Точки разры ва функции

Рассмотрим функцию y = f ( x ) ,  определенную на ин­
тервале ]а, Ь[, кроме, быть может, точки Хое ] а ,  Ь[. Точка 
х 0 называется точкой разрыва данной функции, если в ней 
функция определена, но не является непрерывной, или не 
определена в этой точке.

Если х 0 — точка разрыва функции /  (х) и существуют 
конечные пределы f(x0 — 0) =  lim f(x), / ( x 0+ 0 ) =  lim f(x),

x >л:0— 0 .r-KVo+0
то она называется точкой разрыва первого рода.

Величина f (л:0+ 0 )  —f (х0—0) называется скачком 
функции [(х)  в точке х 0.

У

/

Рис. 10.7

П р и м е р .  Функция /  (х) =  —  в точке хо= 0  имеет разрыв
первого рода.

Действительно, /  (х) =  1 при х  < 0 и /  (х) =  — 1 при х  > 0, в 
точке хп =  0 функция не определена; lim /  (х) =  1, lim f  (х) — — 1.

X О л:  ̂+ 0
Скачок функции в точке х0 =  0 равен — 2 (рис. 10.7).
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Пусть функция у  =  f  (х) имеет разрыв в точке х 0 и 
/ ( я 0 +  0) =  / (л-,, — 0), тогда л'о называется точкой устрани­
мого разрыва. Это название оправдано тем, что если видо­
изменить или доопределить такую функцию (если она не 
была определена в точке х 0), положив f  (л'„) — lim f ( x ) =

X ‘■VA'o }- 0
=  lim f  (x ), то получится функция, непрерывная в точ-

х-+х0—О
ке х 0.

sin х
Например, для функции f ( x ) =  —-— (см, § 10.9) точ­

ка х0 =  0 является точкой устранимого разрыва.

Если Хо — точка разрыва и по крайней мере один из 
пределов f ( x 0— 0), f ( x 0-f-0 ) является бесконечным или не 
существует, то х 0 называется точкой разрыва второго 
рода.

Так, хо— 0 — точка разрыва второго рода для функ­
ции /  (х) =  -jjj-, поскольку / (х0 — 0) =  — оо, /  (лг0 +  0 )=

1
=  +  оо; для функции f ( x ) ~  3 х (рис. 10.8) точка х 0 =  0 
является точкой разрыва второго рода, в этом случае 
lim f (хо-!- ^)

§ 10.12. Непрерывность функции на промежутке

Функция называется непрерывной на интервале, если 
она непрерывна в каждой точке этого интервала.

Если функция определена при х = а  и при этом 1 i in f(x) ==
х̂ >а \-0

2 8 6



=  f(a),  то говорят, что f (x )  в точке а непрерывна справа. 
Аналогично, если lim f (x)  =  f(b),  то говорят, что в точке

х-уЬ—О
Ь эта функция непрерывна слева.

Функция называется непрерывной на отрезке [а, Ь], 
если она непрерывна в каждой его точке (в точке а —• не­
прерывна справа, в точке Ь — непрерывна слева).

Наибольшим значением  функции y —f(x )  на отрезке 
[а, b] называется такое ее значение f ( x i ) ,  что f ( x ) ^ f ( x i )  
при всех х&[а, 6].

Наименьшим значением  функции y  = f ( x )  на отрезке 
[а, b] называется такое ее значение f ( x 2),  что f ( x 2) ^ f ( x )  
для всех х е [ а ,  Ь].

Функции, непрерывные на отрезке, обладают рядом 
важных свойств, которые выражаю тся следующими тео­
ремами, приводимыми здесь без доказательства.

Теорема 10.14. Функция, непрерывная на отрезке [а, Ь], 
достигает в нем своего наименьшего значения т  и наи­
большего значения М,  т. е. существуют такие точки х и х 2 
этого отрезка, что f ( x  1) = т , f ( x 2) = М .

Теорема имеет простой геометрический смысл 
(рис. 10,9).

З а м е ч а н и е .  Функция, непрерывная на интервале, этим свой­
ством не обладает. Например, функция у= З х 2 иа интервале ]0, 1[ не 
достигает значений т  =  0 и М — 3, так-как эти значения функция при­
нимает в точках х = 0  и ле= 1, а последние данному интервалу не при­
надлежат.

Теорема 10.15. Если функция y  = f ( x )  непрерывна на 
отрезке [а, Ь\ и на его концах принимает неравные значе­
ния f (a)  =А ,  f (b)  = В ,  А ф В ,  то каково бы ни было число



С, заключенное между А и В, найдется точка с е [ а ,  Ъ] т а ­
кая, что f ( c)  — С.

Геометрический смысл теоремы иллюстрируется на 
рис. 10.10. В сякая прямая у = С, где А < С < В  (или А >  
> С > В ) ,  пересекает график функции y = f ( x ) .

С л е д с т в и е .  Если функция непрерывна на отрезке 
и на его концах принимает значения разных знаков, то на 
этом отрезке найдется хотя бы одна точка, в которой 
функция обращается в нуль.

Это частный случай теоремы: А В < 0, С =  0; геометри­
ческий смысл: график непрерывной функции y = f ( x ), сое­
диняющий точки Р(а ,  f ( a ) ) ,  Q( b , f ( b ) ) ,  для которых 
f ( a ) f ( b)  < 0 ,  пересекает ось Ох  (рис. 10.11).

В заключение отметим, что сумма конечного числа 
функций, непрерывных на некотором отрезке, непрерыв­
на на этом отрезке.

§ 10.13. Предел последовательности

Числовой последовательностью (или последователь­
ностью) называется функция

*п = ф ( я ) ,  п =  1, 2, 3, . . . ,  (10.33)

определенная на множестве натуральных чпссл. Каждое 
значение х,г ( » =  1, 2, 3, . . . )  называется элементом по­
следовательности,  а число п — его номером.

Числовую последовательность с элементом х п обозна­
чают либо х п, п =  1, 2, 3, . . . ,  либо [xi, хг, . .  . ,  х п, . . . ) ,  
либо (х п).
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Примеры числовых последовательностей:

1) <») =;о 2, з,...); 2) ( + )  =  (1, 4
3) (-1 ' I t — ) — () ,  — - у - ,  — п т г ■ • '  ■); 4) (cos л п ) —
=  ( - 1 ,  1, - 1 ,  1 , . . . ) ;  5) (1) =  (1, 1, 1 , . . . ) ;  6) (с) =  

(с, с, ct . . .).
Числовая последовательность всегда содержит беско­

нечное множество элементов; среди них, конечно, могут 
быть и равные (как в примерах 4 ) —6 )) .

Число а называется пределом последовательности 
(х „ ),  если для любого числа е > 0  найдется такое нату­
ральное число N,  что при всех n^ > N  выполняется нера­
венство

\ х п— а | < 8 .  (10.34)

Обозначения предела последовательности (х п): 
H m x„ =  a; х п -+-а при гс-*-оо (читается: х п стремится к а,
П~+ оо
когда п стремится к бесконечности).

Последовательность, имеющая предел, называется 
сходящейся,  последовательность, у которой нет преде­
ла,— расходящейся.

Отметим, что неравенство (10.34) равносильно нера­
венствам а — 8 < л :п- < а + 8 .

Определение предела имеет следующий геометриче- '  
ский смысл: число а является пределом последователь­
ности (х п), если в любой его е-окрестности, т. е. в интер­
вале ]а—е, я+в{, содержатся почти все члены (х п) или 
вне этой окрестности находится лишь конечное число 
членов данной последовательности.

П р и м е р  1. Последовательность ^3 +  “л") годится и имеет 

предел а =  3.
Действительно, каково бы ии было число е > 0 ,  найдется такое 

натуральное число N , что \ х п — а | = ( 3 + 4 - Ь п ■ <  р, Г-

—— <  е для неравенство будет выполнено для всехп ft
л > Л \  если — , т. е. в качестве N  можно взять большее из
двух последовательных натуральных чисел, между которыми заключе­

но число— . Например, если е 1 =  0 ,1 , то =  10; если е2 =  0,01, 
то N 2 — ЮО и т. д.
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З а м е ч а н и е .  Одновременно показана, что последовательность 

j  имеет пределом нуль, т. е.

l im  - j— =  0. (10.35)
п-+ оо ' *

( пи \  ‘
cos - у  I является расходя­

щейся .
В самом деле, каково бы ни было число а, вие его е-окрестности, 

например, при 0 < е < 1 ,  заведомо лежит бесконечное множество эле­
ментов данной последовательности (хотя среди них и много равных 
между собой); это означает, что а не является ее пределом.

И з определения предела последовательности следует, 
что предел постоянной равен этой постоянной: l i m c = c

П-*оо
(с =  const) ,  поскольку в данном случае х п = с, а = с,
| х п—а\ = 0 < е  для любого е > 0 .

Из определения следует также, что последователь­
ность может иметь только один предел. Действительно, 
если допустить, что таких пределов два: а и Ь, причем 
a < i b ,  то каждый из интервалов ]а — е, а  +  е[ и ]Ь — е,
Ь- \ -г \ ,  где е =  - Ь ~ а , должен был бы содержать все
точки последовательности (хп), за исключением их конеч­
ного числа, но это невозможно, потому что указанные 
интервалы не имеют общих точек.

Последовательность (%„) называется ограниченной  
сверху (снизу) ,  если существует такое число А,  что 
(соответственно х п ^ А )  для всех номеров п.

Последовательность (хп),  ограниченная сверху и сни­
зу, называется просто ограниченной.

Очевидно, последовательность (х п) ограничена тогда 
и только тогда, когда существует такое число с > 0 ,  что 
\ хп | для всех номеров п.

Например, последовательности [cos —T~~j

ограничены, последовательность (п2) ограничена снизу, но
/ пп \не ограничена сверху, последовательность п cos — не

является ограниченной ни сверху, ни снизу.
Теорема 10.15. Если последовательность имеет предел, 

то она ограничена.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть последовательность 

(х п) сходится и l im * n =  a. Это значит, что для любого
«-►оо
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е > 0  можно указать такое М, что \ х п— а\<С.г для всех 
n > iV .  Будем считать, что e<Cl. Обозначим через d  наи­
большее из чисел 1, 1* 1—а\ ,  \х2— а\ ,  \ х к — а\ ,  тогда 
\ х п— a \ ^ . d ,  т. е. a — d ^ x n ^ a - { - d  для всех п. Это озна­
чает, что последовательность (хп) ограничена.

Число а называется верхней гранью  последовательно­
сти (х п), если: 1) х п ^ а  при в с е х п ;  2) для любого 8 > 0  
существует такой номер N,  что x N> a —8. Верхняя грань 
последовательности (х п) обозначается sup (хп),  или 
sup х„.

Аналогично определяется нижняя грань последова­
тельности (хп) и обозначается in f(x n) или inf х п.

В качестве примеров отметим, что sup  ̂ п ~  1 ■ j  =  1,

inf  ̂ 'j =  0, sup (я2) — oo, inf (n2) =  1.

Последовательность (xn) называется монотонно воз­
растающей (монотонно убывающей ) 4 если x n ^ x n+i (со­
ответственно Xn^Xn+i )  при всех п. Монотонно возрастаю ­
щие и монотонно убывающие последовательности назы ­
ваются просто монотонными.

Теорема 10.16. Всякая ограниченная сверху (снизу) 
монотонно возрастаю щ ая (монотонно убывающая) по­
следовательность (хп) имеет предел, причем lim х п =

=  sup (х п) (соответственно lim х п =  inf (хп) ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть последовательность 
(хп) монотонно возрастает и ограничена сверху. В силу 
этих условий она имеет верхнюю грань su p (* n) = a .  Д о ­
кажем, что fl =  l im x n. Зафиксируем произвольное е > 0 .

По определению верхней грани х п ^ а  для всех п  и су­
ществует такой номер N,  что X j е, тогда в силу мо­
нотонности последовательности при всех n^ > N  получаем 
а — е<л:^г£:л:п£ £ ;а< ;а+ Б .  Следовательно, а — г<Схп <^а-\- 
+ 8 ,  т. е. \ хп — я | < е  для n > N ,  а это означает, что 
lim х п = а.

оо

Аналогично доказывается существование предела для 
ограниченной снизу монотонно убывающей последова­
тельности.

В заключение отметим, что для пределов последова­
тельностей верны теоремы, аналогичные теоремам 
10.4— 10.8.
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11(Ц 4^3(исло  е

Рассмотрим последовательность

V  х л =  ( l - f  4 ) ”’ l > 2. 3, . . .  . (10.36)

П ридавая п  различные натуральные значения, полу­
чаем таблицу:

п 1 2 10 100 1000 10000 100000

Хп 2 2,25 2,594 2,705 2,717 2,718 2,718

Из таблицы видно, что х п с возрастанием п  изменяет­
ся все медленнее и, по-видимому, стремится к некоторому 
пределу. Д окаж ем , что последовательность (10.36) при 
п  ->__ао имеет предел, заключенный между числами 2 и 3.

Применяя формулу бинома Ньютона (см. § 11.14), 
получаем

V

+

х п — +  '

га (га— 1)(га—2) 
1-2-3 ( 4

и ( п - 1 )  М  ,2 ,
1-2 [ п )

п(п—1)...[га—(га—1)] [ 1 \л
“  /Г) ’1-2-3.

(10.37)

Все слагаемые в этой формуле положительны при 
п >  1. с возрастанием п увеличивается число слагаемых 
и каждое соответствующее слагаемое становится боль­
ше. Таким образом, последовательность (х„) возрастает 
вместе с я; наименьшее значение равно 2, xi =  2 .

С другой стороны, каждое слагаемое правой части 
формулы (10.37) увеличится, если все множители зн а ­
менателей заменить двойкой, а каждую скобку — едини­
цей, т. е. при всех п



+  Т - ?  ^ 2 + 1 - ^ т - < 3 -

И так, последовательность (х п) ограничена и монотон­
но возрастает, поэтому в силу теоремы 10.16 она имеет 
предел. Этот предел назы ваю т числом е; следовательно, 
по определению

V г = П ш ( 1  +  - 1 ) п. (10.38)

Можно доказать, что

V e =  l im ( l  +  4 - ) ‘ . (10-39)

где х  принимает действительные значения. П олагая
V/ +  =  а  ( а > — 1), получаем еще одно выражение для чис­

ла е:
1

' е =  lim (1 +  а) а . (10.40)
а-*  0

Число е является иррациональным. (Д оказательство 
этого утверждения здесь не приводится.) У каж ем значе- 
ние-нисла е с .первыми семью десятичными зн акам и :Г ё= ' 
=  2,7182818... Д

— § 10.15.  Натуральные логарифмы

Рассмотрим логарифмическую  функцию y  =  \oga x. 
Число а ( а ф \ ,  а > 0) назы вается основанием логариф ­
мов. Если а =  10, то у  назы вается десятичным логарифмом  
числа х  и обозначается y  = \g x .

Логариф мы  с основанием е =  2,71828... называю тся на­
туральными логарифмами и обозначаю тся In, т. е. 
loge х = \ п х .

Функния » =1п х  определена для положительных х  
(на рис. 10.12 изображ ен ее график и график функции 
У=* !£ * )•

Установим зависимость между десятичными и нату­
ральными логарифмами одних и тех ж е чисел. Если у  —

] /  хп —  1̂ +  -jj-J < 2 + - ^ - + - ^ -  +  . . .  +  - - ^  = 2  +

2 9 3



=  lg x ..-.t x i ..x  = 1 0». Л огарифмируя левую и правую часть 
равенства jc=_lO  по основанию е, получаем In х = ц In 10,

Щ д - In х. Следовательно, \ g x  =  М \ п х ,  М  =откуда у
1

In 10 ?
хода от натуральных логарифмов к десятичным.

0,434294. Число М  называется модулем пере-

Если положить в равенстве \g х  = М \ п  х, х  = е, то, по­
скольку 1д_&= 1, получим выраж ение числа М  через деся­
тичные логарифмы: M =  lg е.

Н атуральны е логарифмы через десятичные вы раж а­
ются формулой In х  =  - j f  - lg х, —j f  - =  2,302585. Функция
У =  \ ц \ х \  определена для всех действительных значений 
х ,  кроме х  =  0\ ее график изображен на рис. 10.13.

- у -  \ § 10.16. Показательная функция.
Гиперболические функции

Показательной  (или экспоненциальной)  функцией н а­
зы вается функция г/ =  ах (а >  0, а Ф 1 ) . Пусть а = е (см.
§ 10.14), в этом случае показательная (экспоненциаль­
ная) функция обозначается

y  = ex = ex])jc. (10.41)

П оказательную  функцию с другим основанием мож ­
но привести к показательной функции с основанием е. 
Действительно, по определению логариф ма а — е1па, по­
э т о му a * гДе й =  1п а. ....... .

Гиперболическим синусом  называется функция

s h x =  еХ~2 е~ Х-, (10.42)
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гиперболическим косинусом  — функция

V c-1c h л: 2 • (Ю.43)

Аналогично определяю тся гиперболический тангенс

V th х sh х 
ch х

и гиперболический котангенс

c th x ch х 
sh х

е х +  е

(10.44)

(10.45)

У

V

id*
2 "______"

А
// b k x

1' ' /  ± e-x
-Л _

X

Рис. 10.13 Рис. 10.14

Функции, определяемые формулами (10.42) — (10.45), 
называю т гиперболическими.

Н азвания «синус» и «косинус» объясняю тся тем, что 
между функциями (10.42), (10.43) существуют соотно­
шения, аналогичные соотношениям между обычными 
(круговыми) синусами и косинусами. Н апример, спра­
ведливы формулы

V  sh 2л: =  2 sh лгсЬ л:, ch2 .\:—sh2 л: =  1, 
ch2 x + s h 2 x =  ch 2x, th л: cth л: =  1.

Докажем первую  из них, воспользовавш ись  равен­
ствами (10.42), (10.43):

2sh л: ch л: =  2 -
~А' ех е - 2 х

— sh 2х;

доказательство трех остальных предоставляется чита­
телю,
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Эпитет «гиперболический» в названии рассм атривае­
мых функций связан с тем обстоятельством, что урав­
нения

N / х = а  ch t, у  = а sh t  (10.47)

параметрически определяют гиперболу, подобно тому как 
уравнения (1.44) параметрически определяю т окруж ­
ность. Действительно, возводя в квадрат обе части к аж ­
дого уравнения (10.47), почленно вычитая и используя

вторую из формул (10.46), получаем уравнение х2— у2=  
= а2.

Функция у  =  c h x  является четной, поскольку ch ( — х) =
ё~х -f- чх

 — -- 2------=  ch x ,  а функции у  — s h х, у  =  th х, у  =
В ^  -- -

— cth х  — нечетные, так как sh ( — х) = -------^ =
ех — е~ х , / ч sh ( — х) — sh х------------- „— — =  — sh х,  th ( — х) =  —гг?-----т -  =  — г—  =2 ’ х '  ch ( — х) ch х

— — th х,  cth ( — х) — — cth х.
Гиперболические функции имеют вполне определен­

ные значения при всех значениях х, кроме функции^г =  
=  c th x , которая в точке х = 0  обращ ается в бесконеч: 
ность. Отметим, что s h 0  =  0, ch 0 = 1 , как и для обычных 
синуса и косинуса.

Гиперболические функции не обладаю т важнейшим 
свойством тригонометрических функций — свойством пе­
риодичности. Кроме того, множество значений каждой
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гиперболической функции существенно отличается от 
множества значений соответствующей тригонометриче­
ской функции. Функция у  — sh д: принимает все действи­
тельные значения, т. е. множество ее значений совпадает 
с бесконечным интервалом ]— оо, + о о [; y  = c h x — значе­
ния, не меньшие единицы ( 1 ^ с Ь л : < + о о ) ;  значения 
функции у  = th х  по модулю не превышают единицы 
(— l < t h * < l ) ;  значения у  =  c th *  по модулю больше 
единицы (cth 1 при х > 0 ,  c t h x <  — 1 при х < ;0 ) .

Графики гиперболических функций представлены на 
рис. 10.14 и 10.15. Н а рис. 10.14 приведены такж е пунк­
тирные линии у =  -j- ех и у =  с помощью кото­
рых можно построить линии y  = s h x ,  y = c h x .  П рямы е 
У= +  1 , У = - 1  являю тся асимптотами графиков функций 
у —th x ,  y = c t h x  (при л:, достаточно больших по модулю, 
е~х принимает достаточно малы е значения, поэтому до­
статочно мало отличаю тся числитель и знаменатель в 
формулах (10.44) и (10 .45)). Кроме того, ось Оу  служит 
асимптотой граф ика функции y =  cth х. _______

§ 10.17. Некоторые важны е пределы

Д окаж ем , что
. . l°ga ( l + x )  , . оч
Н т --------;-------— b g a е; (10.48)

л

lim ~ ~  1 =  1п а; (10.49)
*-*о х

lim (1 +  *} ~ 1 =  а. (10.50)
*->■0 х

Поскольку

logg(1jc+ *)- =  - L  loga (1 +  X) =  loga (1 +  х У  

и логарифмическая функция непрерывна, то

lim l0-g-a-(i -t —  =  lim [loga (l +  *) * 1  =
*-*■0 x *->■(> 1

=  loga [lim (1 +  X) x 1 =  logo e,
x-+Q

откуда и следует формула (10.48).
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lim +  х) ■= 1. (10.51)
х-+0 х

Д л я  доказательства формулы (10.49) положим 
ах— \ = у\ в силу непрерывности функции f ( x ) = a x, у-*~ 0 
при х - у О.  И з равенства ах— 1 = у  находим а ж= 1 + г / ,  х — 
=  l o g „ ( l - f у ) , поэтому

,. ах  —  1 ..  у  1 .l im ---------- =  lim , ■ - , ,  ...— v =  -------- — In а.
*-*о . х  *->.0 loga ( l  +  (/) loge е

Отметим, что при а  =  е отсюда следует формула
р Х  ___ |

l im -? ----- — =  1.
*-»о х

Чтобы доказать  формулу (10.50), положим l- j-x  = ev, 
тогда х ~ е У — \) у->- 0 при х - ^ 0 .  С учетом формулы 
(10.49) получаем

и т =  a . i im f ^ - = 1  — У~
1 у-+ сЛ

In (х2 —  Ьх +  7)

В частном случае, при а  =  е,  получаем

lim  -- —  -------- =  lim —5— =— =  a - l i m -------------------------~ a .
х-*о * у-*о у ^ а\ а у еУ -  ’

П р и м е р  1. Найти lim- ----------- 9 ------ .
х-+2 х z

Положим х  —  2 =  ос, тогда х2 —  5х +  7 =  (2 +  а)2 —  5 (2 +  а) -j- 
- f  7 =  1 —  а +  а2,

In (х* —  5х +  7) In (1 +  а2 —  а) а2- а
lim ------------  — о-------------=  lim ■ -------  ---------

* - 2 а-»-о а 3 ~  « а
=  1 - ( - 1) =  - 1.

П ри м ер  2.
9х -г- 3х , „ 3х —  1 .

lim--------------- =  lim 3х- •----------------  =  3°-1п 3 =  In 3.
*->■0 х-*о ■*

П ри м ер  3.
1

lim V 1 + s i n x —  1 =  ,im ( i + s i n x )  _ i  sin x
x-*o x x^o  sm x

1 1
=  7 -1 =  ? .

§ 10.18. Сравнение бесконечно малы х функций 
»

Рассм атриваем ы е в зтом параграф е функции опреде­
лены на интервале ]а, Ь[ — конечном или бесконечном, 
кроме, быть может, точки лг0е ] а ,  Ь[. Если х 0 = а или хо = Ь,
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то под пределом в точке лго понимается соответственно 
предел справа или слева.

В § 10.6 было показано, что сумма, разность и про­
изведение бесконечно малых есть бесконечно м алая 
функция. Что касается частного двух бесконечно малых, 
то здесь могут встретиться самые разнообразны е случаи.

Бесконечно малы е а ( х )  и р(лг) при х-> -х0 назы ваю т­
ся величинами одного порядка,  если их отношение имеет 
конечный предел, отличный от нуля, т. е.

lim — с' или П т  — (с=^0). (10.52)

В этом случае пишут

а ( х ) = 0 ( $ ( х ) )  при х-> -х0 (10.53)

(читается: а  (л) есть О большое от {5 (я) при х -* хо ) .  
Например, а ( х )  =  sin лг и $(х)  = 5 х  при х->-0  являю тся

бесконечно малыми одного порядка, так как П т  ”  =
*-*о Р ' х>

= -j~> sin х  — 0 (5  х) при д:->0.
Если предел (10.52) равен нулю (с =  0 ), то величина 

а  (х) назы вается бесконечно малой высшего порядка  по 
сравнению с р(лг) (а величина р(лг) — бесконечно м алая 
низшего порядка по сравнению с а  (л:)). В данном случае 
применяется обозначение

а ( х )  = о ф ( х ) )  п р к х - ^ х 0 (10.54)

(читается: а ( х )  есть о м алое от р(х) при х-*-хо).  Н а ­
пример, x2 =  o (s in x )  при х-*~0, поскольку

lim —*—  =  lim л:-lim —Д—  =  0-1 =  0.
s i n *  Х-+0 х-*0 &>ПХ

Функция р (я ) назы вается бесконечно малой k-ro  по­
рядка относительно функции а ( х ) ,  если р(х) и ( а ( х ) ) и— 
бесконечно малые одного порядка, т. е.

(10.55)

Н апример, если а ( х ) —х, $ ( х ) =х* ,  то при лг —>-0 
Р(дг)— бесконечно м алая четвертого порядка относитель­
но бесконечно малой а ( х )  (но бесконечно м алая второго 
порядка по сравнению с у (х ) = х 2).
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Д ве бесконечно малые функции а { х )  и р (х ) н азы ва­
ются эквивалентными  (или равносильным и ) бесконечно 
малыми при х  — Хо, если предел их отношения равен 
единице, т. е.

Й ж " 1 ИЛИЙ . ^ 1  =  1' (1а56)
Эквивалентность бесконечно малых а ( х )  и р(х) обо­

значается символом а ( х )  ~ $ ( х )  при x ->-Xq.
И з результатов § 10.9 и 10.17 следует, что при д :-> 0  

л: -—- sin x ~ t g x ,  In (1 +лг) ~лг.
Теорема 10.17. Бесконечно малы е функции а ( х )  и 

Р(х) эквивалентны тогда и только тогда, когда их р а з ­
ность есть бесконечно м алая высшего порядка, чем а ( х )  
и р(дг).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть а ( х )  и 
Р(х) эквивалентны, т. е. выполнены равенства (10.56), 
тогда

lim =  lim f l  -  Щ )  = 1 - 1  =  0,
х-+х0 а  М  х-+х0 \  а  (х ) )

lim < 4  ■ =  о.
х-*х0 а  ( х )

Это означает, что разность a ( x ) — fl(x)  есть бесконечно 
м алая высшего порядка, чем а ( х )  и р (х ).

Достаточность. Если lim а ^  - =  0, т. е.

lim ( l  — -Ц 4 - ')  =  0, то lim
Х - * Х „  V “ ( * ) /  « (*)

1.

Аналогично, если lim —•— =  0, т. е.
х-+х0 Р  (х )

Й . ( т §  -  ‘) =  °- TO1 5 . m - 1-
Следовательно, бесконечно малы е а ( х )  и р(х) экви­

валентны ПрИ Х->-Хо.
Теорема 10.18. Если а ( х )  ~  ai ( x ) ,  р (л:) — Pi (л:) при

х - + х д и существует lim , то существует lim -— *} ,
X  - > X Q  P t  W  X - > X Q  P W

причем

l i m - ^ 4  =  lim
X - + X q  P M  X ^ - X q Pt (л:) ;
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу условия 

lim =  1, И т п^ г  =  1.
Х~х. “ !<*) *-«. Pi(*)

Следовательно,

lim а (х) =  iim a W  a t(*) М *)
Р(*) “iW  Pt (*) PW

=  lim lim _?lW_ . iim M .l>_ =
«!(*) L ,0 PiW i® . pm

=  l - l im - at(x) . U  l i m - g ^  i l” PiW i ® . P t W ’
что и требовалось доказать.

С л е д с т в и е .  Если oti(л:) -—-р(л:), a 2 (* )~ (3 (* )  при 
х  ->- Хо, то a t (л:) ~  «2 (я) при х  -*■ лго-

П р и м е р .  Доказать, что бесконечно малые функции а ( х ) —х  
н $(х) = х + х 2 эквивалентны при х - + 0 .

Поскольку разность р ( jc)  — а(х)  — х 2 есть бесконечно малая выс­
шего порядка по сравнению с каждой нз ннх:

Р(х) — а( х )  х2 (3 (х) — ос (х) х2— v — л? —>■ и.а ( х )  х р (х) * + х 2

*
~  1 +ДС “>0,

то а(х)  — р(л:) прн х - > 0 .
З а м е ч а н и е .  Если отношение а(х) :$ (х)  двух бесконечно ма­

лых функций при х ->  Хо не имеет предела и не стремится к бесконеч­
ности, то бесконечно малые функции а(х)  и $(х) несравнимы между 
собой.

Например, несравнимы при х 0 бесконечно малые функции 

а  (х) =  х sin — , fi(x) =  x,  так как

<*(*) **'т 1Г  . 1-----------=  sin —гР М  х

и s i n - -  ие имеет предела при х-*- 0 .
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Г л а в а  11 

П РО И ЗВО ДН Ы Е И ДИФ Ф ЕРЕН Ц И АЛЫ

Производная — одно из важнейших понятий современной мате­
матики. С помощью производной можно характеризовать скорость 
изменения функции, скорость протекания некоторого процесса, явле­
ния. С понятием производной тесно связано понятие дифференциала. 
Дифференциал функции — часть ее приращения, причем наиболее су­
щественная при достаточно малых приращениях аргумента.

§ 11.1. Задачи, приводящие к понятию 
производной

К понятию производной приводят многие задачи гео­
метрии, физики, химии и других наук. Рассмотрим неко­
торые из них.

Задача о касательной. Касательной  к линии I в точке 
М 0 назы вается прямая М 0Т — предельное положение се­
кущей М 0М  (рис. 11.1), когда точка М  стрем ится 'к  Мо

У т,

/ Л *  /
. ос 1 1 
\  1 1

о *0 Х0+АХ

Рис. 11.1

вдоль данной линии (т. е. угол у  стремится к нулю) про­
извольным образом.

З ад ач а  о касательной состоит в следующем: написать 
уравнение касательной к линии y = f ( x)  в точке M0(xo, i/o).

Введем декартову прямоугольную систему координат 
Оху, рассмотрим график функции у  =  f ( x ) .  Пусть 
М 0(х0, уо) — фиксированная точка этого граф ика и 
М( х ,  у)  — лю бая другая его точка, где x  = x0-\-hx, у  = 
—yo-{-hy = f(xo-{-Ax).  Из треугольника M 0M N  находим

tg Ф =  =  - f f - ,  где ф — угол, образуемый секущей
М 0М  с осью Ох.
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Пусть М ~ + М 0 вдоль граф ика y = f ( x ) ,  М0Т — каса­
тельная к нему в точке М 0, а  — угол наклона касатель­
ной к оси Ох, тогда Дл;->-0, tg c p -» - tg a . Следовательно,

) tg a  =  lim — lim — j ( ц . 1)
\ Ax^-0 AJC Ax^Q Лх ' f

Таким образом, задача о касательной приводит к не­
обходимости рассмотрения предела отношения приращ е­
ния функции к приращению аргумента, когда последнее 
стремится к нулю.

___о ______ Мk____ М ________ X

Рис. 11.2

Задача о скорости неравномерного прямолинейного 
движения. Рассмотрим неравномерное прямолинейное 
движение точки М, осущ ествляемое по закону x —f ( t ) ,  
где х = О М  — длина пути (рис. 11.2); / ( / ) — заданная 
функция времени t. Пусть при t =  t0 движ ущ аяся точка 
совпадает с точкой Мо(хо),  где Xo = f(to),  и в момент вре­
мени t находится в точке М.  П риращ ение пути А х  за 
промежуток времени A t = t —10 выразится формулой Длг =
= f ( / 0+ A O - W o ) . '

Средней скоростью иСр движения за  промежуток вре­
мени At назы вается частное

_  Л *  I  (*о +  д 0  — f ( У  j / 1 1  о \
| У с р _  At Д?-  • :

Скоростью движения в момент to назы вается предел 
отношения (11.2),  когда At  0, т. е.

| о =  lim - J f -  =  lim (ц .З )
I д<-*о м  д*-»о ;

Д ан ная задача такж е сводится к нахождению аналогич­
ного предела.

Задача о скорости химической реакции. Обозначим 
через Q количество вещества, вступившего в химическую 
реакцию  к моменту времени t, очевидно, Q =  Q( t ) .  З а  
промежуток времени At  это количество изменится на AQ.

Средней скоростью химической реакции за  промеж у­
ток времени At  назы вается отношение

_  A Q------ Q(t  +  A t ) - Q ( f )
At  ~  At/
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а скоростью реакции в момент времени t — предел у ка­
занного отношения при Д^-»-0

\ v =  , 1 ш - * 5  = l i m  g « + a » - Q ( 0  j  ( 1 М )

|  Д<-*0 Д< Д<-*0 Д* I

И так, три различные задачи привели к необходимости 
рассмотрения предела отношения приращ ения функции 
к приращению аргумента, когда последнее стремится к 
нулю. Такой предел называется производной данной 
функции в данной точке.

§11.2 . Понятие производной, 
ее геометрический и физический смысл

Рассмотрим функцию y = f ( x ) ,  заданную  в интервале 
\а, Ь[; пусть л:0е ]а , Ь[ и л:е]а, Ь[, тогда приращ ение функ­
ции в точке Хо выразится формулой Ay = f ( x 0-{-Ax)—f ( x о).

П роизводной функции y = f ( x )  в точке Хо называется 
предел отношения приращения этой функции к приращ е­
нию аргумента, когда последнее стремится к нулю.

Производную функции y  = f ( x )  в точке х0 обозначаю т 
символом f ' ( xо) (читается: эф штрих от Хо) или у ' ( х о). 
Следовательно, по определению -

f ' ( Xo ) =  Hm J (* o  +  A * ) - |( * o )  (1 Ь 5 )
д*-о йх

или

у ' ( х 0) =  lim (11.6)
д*-»о ах

Из формул (11.1) и (11.5) следует, что
' f ' ( x0) = t g a .  (11.7)

Ф ормула (11.7) вы раж ает геометрический смысл про­
изводной: производная от данной функции в данной точ­
ке равна тангенсу угла между осью Ох и касательной к 
графику этой функции в соответствующей точке 
(рис. 11.1).

Уравнение касательной к линии y  = f ( x)  в точке 
Мо(хо,уо) принимает вид (см. (2 .8))

У— У о = Г Ы  ( х— хо).  (11.8)

Н ормалью  к кривой в некоторой ее точке назы вается 
перпендикуляр к касательной в той ж е точке. Если
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f ' ( x о) =7̂ =0 , то уравнение нормали к линии y  = f ( x )  в точке 
М 0(хо, г/о) записывается так:

у  —  У о ~ --------------т Ь о Г ^ х ~ х ^  ( 1 1 - 9 *

(см. уравнение (2.8) и условие (2 .21)).
Из формулы (11.3) и формулы, аналогичной формуле 

(11.6), следует, что

х ' (У  =  v fx ' (t0) =  lim (Ц .10)
\  Д<-+0 m  /

Ф ормула (11.10) вы раж ает физический смысл произ­
водной: производная от пути по времени равна скорости 
прямолинейного движения точки.

Если в формуле (11.5) от точки х 0 перейти к другой 
точке х, получим другой предел, поэтому f ' ( x)  — некото­
рая функция аргумента х:

f  (х) — lim /(*  +  * * ) - 7  (* ).. ( i i . i i )
Дл:-*0

Разумеется, не для всякой функции и не для любой 
точки х  предел в правой части формулы (11.11) сущест­
вует. Например, для функции у =  \х\  в точке х = 0 у казан ­
ный предел не существует, поскольку =  1 при Дл: >  0

и - ^ j -  =  — 1 при Ах  <  0.

З а м е ч а н и е .  Употребляются и другие символы для обозначе­
ния производной функции y = f (х) или x=}(t) :

! dy Д у ■ ,. Д*
/ = Iim "л!Г- х== Ilm ~лГ‘' йх Дх-»0 йх Д<-»0

Если отношение Ау : Ах  при х ^ ~ х о  имеет предел спра­
ва (или слева), он назы вается производной справа  (со­
ответственно производной слева).  Такие пределы назы ­
ваю тся односторонними производными.

Односторонние производные функции f ( x )  в точке ха 
обозначаю тся соответственно символами f'_ (хо) , f+ (хо) :

f ’ (x0) =  lim  ̂ ~  f  -----производная слева;
Ах->—0 йХ

f  (хг,) =  lim f (■*» +  Их)— f (х0)-----производная справа.
+ д*-н-о Лдс

ОчевиДно, функция f ( x ) ,  определенная в некоторой
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окрестности точки х 0, имеет производную f '( x 0) тогда и 
только тогда, когда односторонние производные f ’_  (х0), 
/+  Ы  существуют и равны между собой, причем / '  (х0) =  
-  f -  (Хо) =  /+  (Х0).

Если для некоторого значения х  выполняется одно из 
условий

Гд</ _  . „  i.-m ДУlim
Д*-*0 Ах =  - f  оо, lim

Дх-i-O Д* =  —  оо.

то говорят, что в точке х  существует бесконечная произ­
водная, равная соответственно +  оо, — оо.

Рис. И.З

Геометрическое истолкование производной как угло­
вого коэффициента касательной к графику распростра­
няется и на этот случай: касательная параллельна оси Оу  
(рис. 11.3, а, б) .

Аналогично устанавливается понятие об односторон­
ней бесконечной производной. Н а рис. 11.3, в, г изобра­
жены графики функций, имеющие острие, направленное 
вниз или вверх; односторонние бесконечные производные 
различны по знаку, но существует единственная верти­
кальная касательная.

В дальнейш ем под выражением «функция имеет про­
изводную» будем ,поним ать наличие конечной производ­
ной, если не оговорено противное.

Функция, имеющая производную в данной точке, н а­
зы вается дифференцируемой  в этой точке. Функция, 
имеющая производную в каж дой точке данного проме­
ж утка, назы вается дифференцируемой в этом промеж ут­
ке. Если промежуток является замкнутым, на концах его 
имеются в виду односторонние производные.

Операция нахождения производной назы вается диф­
ференцированием.
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Зависимость между непрерывностью и диф ф ерен­
цируемостью функции вы раж ается следующей тео­
ремой.

Теорема 11.1. Если функция y  = f ( x )  дифференцируема 
в данной точке, то она и непрерывна в ней.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция y —f ( x )  диф ­
ференцируема в точке х, т. е. существует предел у ' ( х )  =
=  lim Так как Ау  =  Ах,  то lim А у =  lim X

Д х-*0 Лл; Дл; Дх-»-0 Ах-> О
X  Hm Ах  =  у'  (х)- 0 =  0, Н тА г/ =  0.

Л аг- > 0  Л аг-^ -0

З а м е ч а н и е .  Обратное утверждение не всегда верно. Напри­
мер, функция </= |х —il | непрерывна в точке х = \ ,  но не является диф­
ференцируемой в ней.

§ 11.3. Производные некоторых функций

Из определения производной следует схема ее нахож ­
дения: 1) фиксируется значение х  аргумента функции; 
2) в точке х аргументу придается приращение Ах;  3) вы ­
числяется приращение А у,  соответствующее приращению 
Ал:; 4) составляется отношение приращения функции к 
приращению аргумента; 5) находится предел указанного 
отношения, когда приращ ение аргумента стремится к 
нулю.

Рассмотрим некоторые примеры нахождения произ­
водных.

П р и м е р  1. Найти производную функции у=-с, где c=const. 
Данная функция является постоянной, поэтому у  -J- Ау =  с, Ау =

=  °, 4 f ~  =  0, l i r n~ t f ' = 0 -
а х  Д х - о  а х

! с '  =  0 ,  /  ( 1 1 . 1 2 )

т. е. производная постоянной равна нулю.

П р и м е р  2. Найти производную функции y=s\n х.
Фиксируем некоторое значение х  аргумента функции, придадим 

ему приращение Ах, найдем выражение для соответствующего при­
ращения функции:

Ах (  Ах  \
Ду =  sin (х -)- Ах)  — sin х =  2sin g cos I x  +  -g- I.

Составим отношение приращения функции к приращению аргу­
мента:
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Переходим к пределу, принимая во внимание формулу (10.24) и не­
прерывность функции f (x) = cos .v: lim — — =  1-cos a:=cos т. e.

д * -> 0  Ax  

(sin * ) '= c o s  *. | (11.13)

П р и м е р  3. Найти производную функции у = х&, где а  — дей­
ствительное число.

Область определения степенной функции у=х& зависит от а. 
Составим отношение приращения функции к приращению аргу­

мента:

Ау
Ах

(х  -j- Ах)* — х а 
Ах

Л Да: 
( » + — )■ 1

„Ах

и перейдем к пределу при Ах ■ 
(10.50):

• 0, воспользовавшись формулой

А у
Urn —  

д*-*о д*
„ а —  1 lim - 

д*-*о

Ах

Ах • а  =  ахА— 1

Следовательно,
(х«)'=сис®-1. j 

Отметим частные случаи этой формулы:

(х)' =  1 , ( УИ у  =

(11.14)

2 Ух

§ 11.4. Основные правила дифференцирования

Производная алгебраической суммы функций.
Теорема 11.2. Производная суммы (разности) двух 

дифференцируемых функций равна сумме (разности) 
производных этих функций.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть у  = и(х)  ± v ( x ) , где и =  
= и{х)  и v =  v ( x ) — дифференцируемые функции. П о­
скольку Дг/ =  Д « ± Д о , то



А у  Аи  , А у А у  . .  Аи
Т Г  = - д Г  ± ' д Г ’ i ™ - A F = i - ^ r ±

+  lirn -£ ? - =  и'  +  у '.
"  Длг^О Д *  “

Следовательно,

| ~ ( м ± у ) '  =  м '± г / .  |  (11Л5)

С л е д с т в и е .  П роизводная конечной алгебраической 
суммы дифференцируемых функций равна такой же 
алгебраической сумме производных слагаемых. Н а- 

'пример,

{ *  +  ^  +  5)' -  4х» +  +  4 -

Производная произведения функций.

Теорема 11.3. П роизводная произведения двух диф ­
ференцируемых функций равна . произведению первой 
функции на производную второй плюс произведение вто­
рой функции на производную первой, т. е.

j ( uv ) '  =  u 'v-j-u v '. j  (11.16)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть y  = u - v , где и =  и( х ) ,  
v = v ( x ) — дифференцируемые функции. Т ак как  Аг/=
=  (и +  А и) (v +  Ау) — uv, А у  =  ыАу +  v k u  +  АыАо, =

А у I Аи , Аи . . • * п— и —г---- h у -т------ [ -—г— Ау и lim Ау =  0 на основании
А х  А х  А х  Д х-*о

теоремы 11.1, то lim - ^ — = u v '  v u ' , откуда и следует
Дх-> О ААГ

формула (11.16). Например, (x8sinx)' =  (x8)'sinx +  x8(sinx)' =  
=  8 х7 sin л: +  x8 cos я.

С л е д с т в и е  1. Постоянный множитель можно вы­
носить за  знак  производной:

1 ( cv) '  = c v ' . {  (П .17)

Например, (4л:3) '  =  4(л:3) / =  4-Зл:2 =  12л:2.
С л е д с т в и е  2. П роизводная произведения не­

скольких дифференцируемых функций равна сумме про­
изведений производной каж дого из них на все остальные. 
Например, \

( u v w ) ' =  u 'vw -\-u v 'w -\-u vw '. \ (11.18)
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Производная частного двух функций.

Теорема 11.4. Производная частного двух дифф ерен­
цируемых функций определяется формулой

[  (и ф О ). (11.19)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если у ~ ~  , где и = и( х ) ,  v =

=  v (х) — дифференцируемые функции, причем v ( x ) Ф  
фО,  то

и Аи и _ vAu — uAv AyAy  =
v A v  v v ( v A v )  ’ Ax  

A и Av
v -г—  — uAx Ax

v (v -f- A v )

Следовательно,
Ay u'v — uvr

lim - a,  -  - ,Дх->-0 йх V

так  как lim Ду =  0 на основании теоремы 11.1. Например,
Дле->0

1 V  _  (х — 1)' (х2 +  4) — (х2 +  4 ) ' ( х — 1) _
х 2 +  4 J ■ (х2 +  4) 2

1-(х4 +  4) — 2х(х  — 1) 4 +  2х — х2

~  (х2 +  4) 2 ~  (х2 +  4) 2 ■

Производная обратной функции. Если, у  =  f (x)  и х  =  
=  Ф (У) — взаимно-обратные дифференцируемые функции 
И у ’х ф  О, то

I х’ =  I (11.20)
! и '

Действительно, так как ■, то

lim

А л:

А л: 1

Л^ °  lim
д*-»о

откуда и следует равенство (1L 20).
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§ 11.5. Производная сложной функции

Рассмотрим сложную функцию y = f ( < f ( x ) ) = F ( x ) ,  где 
y  = f ( u) ,  и=ф (л:); в этом случае и назы ваю т промежуточ­
ным аргументом, х  — независимой переменной.

Теорема 11.5. Если y  = f ( u)  и и=ф(л:) — дифференци­
руемые функции своих аргументов, то производная слож ­
ной функции y =  f (ср(х)) существует и равна произведе­
нию производной этой функции по промежуточному 
аргументу на производную промежуточного аргумента по 
независимой переменной, т. е.

I =  (11.21)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В соответствии с условием и 
по определению производной

'  !■_ Ну , Аи
Уи =  lim -д 5 " . Ux =  llm -Х Г -

Ди-~»-0 и  Дле-»-0 х

Так как -т ^ - =  -> т0 -4^- =  Н т  -  XАх А и Ах  Дд.^ 0 Ах  Ди^ 0 Аи
А и , , dy dy du

X  i ™ o  ~ЯГ' У* =  У“'и* ИЛИ ~ ^ i==
П р и м е р  1. Найти производную функции у — sin (Зд:—5).
Данную функцию можио представить так: y=s inu ,  и=Зд:—5. 

Поскольку уи — cos и =  cos (Зх — 5), их =  3, по формуле (11.21) по­
лучаем (sin (Зх — 5))х =  cos (Зл: — 5) • 3 =  3 cos (Зд: — 5).

П р и м е р  2. Найти производную функции у=  (3—2л:)5.
Так как у =  и5, и =  3 — 2л:, у'и =  5и1  — 5 (3 — 2л:)4, их =  — 2, 

то ((3 — 2 х)’%  =  — 10 (3 — 2л:)4. .

§ 11.6. Основные формулы дифференцирования

Выведем формулы д ля производных логарифмиче­
ской, показательной, тригонометрических, обратных три­
гонометрических и гиперболических функций. При выво­
де этих формул будем пользоваться определением про­
изводной.

П роизводная логарифмической функции. Рассмотрим 
•функцию у =  l o g a  X. Поскольку ♦

Л У =  loga (х +  Ах) —  loga X =  loga  ̂ х+х * х j  =*

=  lo & (l +  - ~ j ,
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то

X

П ринимая во внимание (10.48), получаем

Следовательно,

( 11.22)

В частном случае, когда а =  е, получаем

(11.23)

Н айдем производную функции t/ =  l n |x j .  К ак уж е от­
мечалось (см. § 10.15), эта функция определена при всех 
х, кроме х  = 0. Принимая во внимание определение моду­
ля действительного числа, данную функцию можно запи­
сать с помощью двух равенств: у  = \ п х  при * > 0 ,  у — 
=  1п(—х) при я < 0 .

Н а основании формул (11.21), (11.23) соответственно
получаем у '  при х > 0 ,  у '  =  —  =  — у ( — 1 )=

=  - i -  при х  <  0.

Следовательно, у '  — при х ф О ,  т. е.

Если u = f  ( х ) , где / ( х)  — дифференцируемая функция, 
причем f ( x )  > 0, то по формулам (11.21) и (11.23)

■ ( 1 п |х |) ' =* - j (11.24)

или

(11.25)

Например, (In (х2 +  1))' =  ^ V j j ^  =  , ■

312



П роизводная, определяемая формулой (11.25), назы ­
вается логарифмической производной функции f ( x ) .

Производная показательной функции. Дана функция 
у  — ах. Логарифмируя это равенство по основанию е, по­
лучаем In у — х  In а, откуда по формуле (11.25) —| —  =
— \ па  или у '  — у  In а.

Следовательно,

' (ах) '  = ах In а. (11.26)

В частном случае, когда а = е, получаем

(е*)' =  е* (11.27)

Если и = и ( х )  — дифф еренцируемая функция аргумен­
та  х,  то по формулам (11.21), (11.26), (11.27) соответст­
венно находим

(аи)'х ■= а"1па-и'х; , (11.28)

И ;  =  е«-ы;. (11.29)

Например, (es,n*)' =  es,n*-cosA:.
Производные тригонометрических функций. П роизвод­

ная функции sin лг уж е была получена в § 11.3 (см. 
формулу (11.13)). Н айдем производные других тригоно­
метрических функций.

Д ля  функции у = cos х '

А у  =  cos (х +  &х) —  COSX— — 2 sin sin (х  +

, Ах

4 f  =  - 2 — A F - s in (JC+ - T - )  =
Ах

Sin ~  •„  ( , Ь * \
-- ------------Гх-----51П ( " + — >

2

Ах
д  sin —g—

lim —~  — — l im -----т-------- lim sin
д*-+0 Д х  Д*-.0 Д * ^ 0

2

X + Ах
п г — 1 • sinx,



П рименяя формулы (11.13), (11.19), (11.30), находим 

({g х у  _  f  s 'n х У  _ ( s i n  х)'  c o s  х —  s i n  х ( c o s  х)' _
\ COS X  I COS2 X

c o s 2 х  +  s i n 2 x 1
c o s 2 a: c o s 2 л: ’ (11-31)

'' Г  7
cos2 x  ■

Аналогично получаем

(11.32)[(c tg * ) ' 1
s i n 2 x

Производные обратных тригонометрических функций.
Пусть у  =  arcsin х,  т. е. х  — sin у,  п р и ч е м -----< ; у  <

•< -у-, — 1 <  х  <  1. Поскольку х ’у =  cos у  =  У 1 — sin2 у —

~  Y 1 — x2i п0 формуле (11.20) имеем
1 1

Ух К  V I
т. е.

I \
, -  г - 

Аналогично находим

; (arcsin х) ' = — _ I (11.33)i / i  — х2 j

(arccosx)' = ----- ) (П-34)

1Если у  — arctgx , т. е. x = t g y ,  то х'у =- 

1 +  tg2 у =  1 +  х \  у'х =  — г -  =  , : ,2 поэтому

\ (arctgx')' == д ^  (11.35)

Аналогично получаем

(a rc c tg x ) '=  — , (11.36)

Производные гиперболических функций. Так как s h x  =

е* ~ е~ Х , (е~хУ =  — е~х, (ех)' =  ех, то

| (sh х ) ' =  е ~'rJ -----— chx ,  I s h x ) '=  ch x . ^(11.37)
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Аналогично находим
( (ch x ) ' =  sh х.  • (11.38)

Поскольку th х  — ch*~’ 10 

w _ (sh*)' ch л: — (ch x)' sh x  ch2ch2 x  — sh2 x 
ch2 xch2 x ch2 x  ’

t Lll Л-

Аналогично получаем

(11.39)

(11.40)

§ 11.7. Производные высших порядков

В дальнейшем производную y '  = f ' ( x)  функции y  = f ( x)  
будем назы вать первой производной этой функции.

Второй производной  (или производной второго поряд­
ка)  функции y = f ( x ) назы вается производная от ее пер­
вой производной. Обозначения второй производной функ­
ции y  = f (x) :

Например, если f ( x )  = x k— 3x2-j-5, то f ' ( x ) =  4х3— 6х, 
f " ( x )  =  12*2- 6 = 6 ( 2 * 2- 1 ) .

Выясним физический смысл второй производной. 
Пусть закон движения точки М  по оси Ох  вы раж ается 
уравнением x  = f ( t ) ,  в момент времени t точка М  имеет 
скорость у, а в момент t-j-At — скорость у+ Д у, т . е. за 
промежуток времени A t  скорость изменилась на А у. 
Средним ускорением этого движения за промежуток вре- 

. . Да
мени At называется отношение шср =

Ускорением точки М  в момент времени t назы вается 
предел указанного отношения при At 0, т. е. w  =
— lim —гт-, w  =  v\. Поскольку у =  f ' (t),  то v't =  ( / ' (t))' =

Л^П At
=  f" (t), т. e. w =  f" (t) . Следовательно, ускорение прямо­
линейного движения точки равно второй производной от 
пути по времени (точнее, от абсциссы движущейся точки). 

Аналогично определяется третья, четвертая производ­

)  у" =  { у ' У ,  r w  =  ( / \ w ) ' . r - g :
df'  (х) I

dx



ная. Вообще, п-й производной функции y = f ( x )  н азы ва­
ется производная от ее (п — 1)-й производной:

J "y(n)= (у(«-l,)/f /(«')(*) = (/<«~l) (*))'. J

Первые три производные обозначаю тся штрихами, после­
дую щ и е— римскими цифрами. Например, если у =  s in x , 
то у '  =  cos х, у"  = — s i n х, у ' " — — cos х, yIV =  s in x , */v  =  
=  cos х и т. д.

З а м е ч а н и е .  Для я-й производной от функции y= f ( x )  упо­
требляется также следующее обозначение:

)  dny d I dn~ l y \  1
dxn dx \  dxn~ l J i

(левая часть читается так: дэ эн игрек по дэ нкс эн). В частности, при 
я = 2 получаем

» d*y _  d ( dy \
I dx2 dx [ dx J

(читается: дэ два игрек по дэ икс квадрат).
П р и м е р .  Найти шестую производную функции у = х 1 -\-хъ+ х 3—

— X + C O S  X.
Применяя правило дифференцирования алгебраической суммы функ­

ций, формулы (11.14), (11.30) и определение я-й производной (я =
dy

=  1, 2, . . . ,  6), последовательно получаем =  7д:в -j- 5х* +  Зх2 —
d2y d'u

— 1 — sin х,  =  42л:5 -[- 20де® +  6л: — cos х, ■ —- 2520 хг -j-
deu

+  120 — sin л:, ~  5040 х —  cos л:.

§11.8 . Понятие дифференциала, 
его геометрический и механический смысл

Рассмотрим функцию y = f ( x ) ,  имеющую производную 
в каждой точке ее области определения;

Диф ф еренциалом  функции y = f ( x )  назы вается произ­
ведение производной этой функции на приращение неза­
висимой переменной х:

dy  =  у'Ах, df [х) =f ' ( x )  Ах.  (11.41)

Д ля функции у  =  х  получаем dy  =  dx,  dx  =  х ’хА х  =
=  1-Ад:,

dx — Ax. (11.42)
Следовательно, дифференциал независимой переменной 
равен приращению этой переменной.
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И з формул (11.41), (11.42) следует, что

(11.43)

т. е. дифференциал функции равен произведению ее про­
изводной на дифференциал независимой переменной.

Из формулы (11.43) находим, что

у ' =  л Г  или ( П -44)

Это означает, что производная функции равна отноше­
нию дифф еренциала данной функции к дифференциалу 
ее аргумента; правую часть формулы (11.44) можно рас­
сматривать и как частное (раньш е это был символ для 
обозначения производной, см. § 11.2).

Так как по определению у '  =  lim ду , то
д*-*о йх

А" = у '  +  а, (11.45)Ах 

где
а - » - 0 при Д х-»-0 . (11.46)

У множ ая обе части равенства (11.45) на Ах, полу- 
чае|м

А у = у 'А х - \ -а А х  (11.47)
или

Ay = dy-j-aAx.  (11.48)

Поскольку — а и выполнено условие (11.46),
*

то дифференциал функции есть часть приращ ения дан ­
ной функции, отличаю щ аяся от всего приращения на бес­
конечно малую величину высшего порядка по сравнению 
с Ад: (см. § 10.18). В соответствии с этим говорят, что 
дифференциал функции является главной линейной 
частью ее. приращения (главной, так как оставш аяся 
часть — бесконечно м алая по сравнению с Ах, линейной, 
поскольку она линейно вы раж ается через Дл:).
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З а м е ч а н и е .  Формулу (11.48) можно записать в виде Ау=  
—dy-\-о(Ах),  где символ о(Дх) означает, что данное слагаемое есть 
бесконечно малая высшего порядка по сравнению с Ах (см. § 10.18).

П окаж ем на примере, чем отличается дифференциал 
от приращ ения функции у  = х2, выраж аю щ ей площ адь

квадрата со стороной х (ри с. 11.4). 
Когда аргумент получает прира­
щение Ах, функция получает при­
ращение Ау = (х-\-Ах)2— х2 = х2+  
-\-2xAx-\-Ax2— хг, Ay = 2xA xJr lA x2, 
состоящее из двух слагаемых: 
первое из них линейно зависит от 
Ах  и является дифференциалом.

О братимся к графику функции 
y = f ( x ) .  Пусть М( х ,  у)  — произ­
вольная точка его (рис. 11.5), 
М '(х-\-А х, у + А у )  —  другая точ­
ка, координаты которой равны 

приращенным значениям х  и у. Построим касательную  к 
графику в точке М, обозначим буквой Т точку пересече­
ния касательной с прямой, проведенной через точку М'  
перпендикулярно оси Ох, буквой N  —  точку пересечения 
указанной прямой с прямой, параллельной оси Ох, тогда 
N M ' = Ay, N T  =  tg  a - A x  = f ' ( x ) Ax  = dy.

Рис. 11.5

Следовательно, дифференциал функции равен прира­
щению ординаты касательной к графику данной функции, 
когда аргумент получает приращение Ах.  Это утверж де­
ние вы раж ает геометрический смысл дифференциала.
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К ак видно из рисунка, d y < iA y  (рис. 11.5, а) или d y >  
>-А у  (рис. 11 .5 ,6 ); если функция равна постоянной, то 
d y —Ay  =  0.

Выясним механический смысл дифф еренциала. Р а с ­
смотрим неравномерное прямолинейное движение точки, 
осущ ествляющееся по закону s = f ( t ) ,  где s — длина пути, 
t — время. П риращ енному моменту времени t-\-At соот­
ветствует приращенное значение пути s-fA s  =  f (^ - fA 0 , 
откуда As = f ( t + A t ) — f ( t ) .  Эта формула вы раж ает истин­
ное приращение пути за  промежуток времени At.

Вычислим дифференциал пути. Так как s'  = f ' ( t )  =  
= v ( t ) — скорость в момент t, то ds = s ' ( t )  dt  = f ' ( t )  d t — 
= v( t ) dt ,  ds = v( t ) dt .

Следовательно, дифференциал пути равен приращ е­
нию пути, полученному в предположении, что, начиная с 
данного момента времени t, точка движ ется равномерно, 
сохраняя приобретенную скорость.

П р и м е р .  Дана функция у = х 3—2х+5. Ьинтн: 1) выражение 
для дифференциала, соответствующее аргументу х и приращению Ах; 
2) dy  и Ду при переходе от точки xi = l к точке *2 = 1 ,1 .

1) По формуле (11.43) получаем d y — (х3—Sx-\-5)'dx, dy=  
=  (3x2- 2  )dx.

2) Так как х = \ ,  Дх=1,1 —1 =  0,1, d x = 0,1, то dy=  (3—2)0,1 =0,1; 
Д(/= i/( l,1)—1/(1) = 4 ,1 3 1 -4  =  0,131.

З а м е ч а н и е  2. Дифференциал функции можно определить и 
по-другому. Если приращение функции y —f(x)  в точке х представимо 
формулой

Ау=ААх+о(Ах) ,  (11.49)

где А не зависит от Ах, о(Дх) — бесконечно малая высшего порядка 
по сравнению с Ах, то слагаемое ААх  называют дифференциалом дан­
ной функции в данной точке, а функцию y=f ( x )  в этом случае назы­
вают дифференцируемой в точке х. Обозначив дифференциал функ­
ции I/=f(x) через dy, по определению получимdy=AAx.

Теорема 11.6. Если приращ ение функции y  = f ( x ) в 
точке х  представимо формулой (11.49), то A = f ' ( x) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разделим  равенство - (11.49)
на А х  Ф  0, тогда -  =  Л +  ■ ° . Переходя к преде­

лу при А х ^-О  и принимая во внимание, что lim ° ^ х) - —
Ах^О &х

=  0, находим lim =  A, f ( x )  =  А. Следовательно, dy =
А х > 0  й х

=  А А х  =  f ' (x)Ax,  dy =  f ( x ) Ах\ получена формула (10.41), 
с помощью которой ранее определялся дифференциал функ­
ции. Поскольку Ах — dx, то dy =  f ( x ) dx .
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§ 11.9. Применение дифференциала в приближенных 
вычислениях

Теорема 11.7. Бесконечно малое приращение функции 
эквивалентно дифференциалу этой функции при всех зн а­
чениях независимой переменной, для которых производ­
ная функции конечна и отлична от нуля.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку функция y = f ( x )  
дифференцируема, для нее справедлива формула (11.48). 
Так как у ' ф 0, то при Лх=^=0 dy  = y'dx=^=0, поэтому, р а з­
делив обе части равенства (11.48) на dy, получим

1 +  - р - .  Переходя к пределу при А х - ^ 0  и при­

нимая во внимание (11.46), получаем lim =  1, а это
дх-*о “У

означает, что Ау  и dy  эквивалентны при Ах  ->  0.
От формулы (11.48) перейдем к приближенной фор­

муле
A y t x d y ,  А у т у 'А х ,  (11.50)

т. е. f ( x - \ - Ax ) — f ( x )  ~ f ' ( x ) Ах,  или
f(x -fA x ) « f ( x ) + f '( x ) A x .  (11.51)

Ф ормула (11.51) позволяет вычислить приближенное 
значение функции, соответствующее приращенному зн а­
чению аргумента, если известно ее значение в некоторой 
точке и значение производной в этой точке, когда прира­
щение аргумента является достаточно малым.

Выбирая в качестве f ( x )  конкретные функции f ( x)  =
=  У х ,  f (x)  =  In х,  f (x)  — a rc tg х и т .  д., получаем формулы

У х  +  Ах  ж  У х  н------- А* ~ , (11.51а)
я / * " - 1

1п(л; +  Ах)  ~  \ п х  +  - у - ,  (11.516)
А у

arctg (х +  Д а;) ^  arctg х  +  - )- +  (11.51в)
и т. д.

П р и м е р .  Вычислить приближенно
Пользуемся частным случаем формулы (11.51а), полагая в ней 

п =  4, х =  1, Дл: =  0,15:
У'х +  Д* ж \  х  + -----А ^__ . , +  0 1 5  ^  4у 1  +  =

4 ^ х 3 4 ^Л 3
0,15 '

=  — =  1,0375.
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Д ифф еренциалы  применяются такж е при оценке по­
грешностей. Пусть для данной функции y = j ( x )  предель­
ная абсолю тная погрешность ее аргумента х  равна а х, 
т. е.

|Д ж |^ а х. (11.52)
Н айдем предельные погрешности функции у: абсо­

лютную а у и относительную 8У.
Из формулы (11.50) следует, что |Лг/| |г / '| |Ддг|, по­

этому с учетом (11.52) | Ау\ ^  \у ' \  а х. Следовательно,
можно принять а у = \ у ' \ а х, тогда

8у - ' - т к - \ (-1п' у У \ а^  ( п -53)

§11.10. Свойства дифференциала

Д ифференциал функции обладает свойствами, ан ало­
гичными свойствам производной.

1. Дифф еренциал постоянной величины равен нулю:
| dc =  0, с =  const. ; (11.54)

Если у = с ,  где c = c o n s t, то г/'—0; формула (11.43) 
принимает вид (11.54).

2. Д ифф еренциал алгебраической суммы нескольких 
дифференцируемых функций равен такой же алгебраиче­
ской сумме дифференциалов слагаемы х

d ( u — v-\-w) = d u - d v - \ - d w .  (11.55)

В самом деле, d { u — v-\-w) =  (и— v~\-w)'dx = u 'd x ~ v 'd x - \ -  
- \ -w 'd x = d u —dv-\-dw.

С л е д с т в и е .  Если две дифференцируемые функции 
отличаются постоянным слагаемы м, то их диф ф еренциа­
лы равны

d { u - \ -c )= g u .  (11.56)

Ф ормула (11.56) следует из формул (11.55) и (11.54).
3. Д ифференциал произведения двух дифференцируе­

мых функций равен произведению первой функции на 
дифференциал второй плюс произведение второй на диф ­
ференциал первой, т. е.

d( uv )  = u dv-\-vdu .  (11.57)

Действительно, d( uv )  = ( uv ) ' dx  =  (uvr u 'v )d x  =  
= u (v 'd x ) - \ -v (u 'd x )  = udv-\-vdu \  d ( uv )  = u d v Jr vdu.
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С л е д с т в и е .  Постоянный множитель можно выно­
сить за знак  дифф еренциала:

d(cu)  = cdu ( с = const). (11.58)

Ф ормула (11.58) следует из формул (11.57) и (11.54).

4. Дифференциал частного (и 0) двух дифферен­
цируемых функций и =  и(х)  и v =  v (х) определяется фор­
мулой

, I и \  vdu — udv . . .  __ч
d ( i r J  =  — г*— • (и -59)

В самом деле, d dx  — UV~2UV— dx =
v (u 'dx) — и (v'dx)   vdu — udv

V2 V2
5. Д иф ф еренциал сложной функции (функции от 

функции) равен произведению производной данной функ­
ции по промежуточному аргументу на дифф еренциал это­
го промежуточного аргумента.

Если y  = f ( x ) ,  х = ф (t) — дифференцируемые функции 
своих аргументов, то производная функции y = f ( y ( t ) )  
выражается формулой У'( = У х -х'г  По определению dy  =
— y't dt. С учетом предыдущей формулы получаем d y  =  
=  y'fdt =  y'x -x 'd t  =  у'х (x'dt) =  y'xdx,

d y — yxdx.  (11.60)

З а м е ч а н и е .  Формулы (11.43) и (11.60) имеют один и тот же 
вид, но между ними есть принципиальное различие: в формуле (11.43) 
dx=Ax,  поскольку х — независимая переменная; в формуле (11.60), 
вообще говоря, dx=£Ах, так как х  — функция независимой перемен­
ной t.

И з формул (11.43) и (11.60) следует свойство незави­
симости вида дифф еренциала от выбора независимой пе­
ременной: дифференциал функции равен произведению 
производной на дифференциал аргумента, независимо от 
того, является ли этот аргумент независимой переменной 
или функцией другой независимой переменной.

П ринимая во внимание основные формулы дифферен­
цирования, получаем таблицу для дифференциалов:

I. dxa =  ax*~l dx. II. dax = V l n  adx,
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Ш . « (к * .* >  =  - ж г .

IV. d  (sin x) =  cos x  dx.

V. d  (cos я) =  — sin xdx.

VII. d{ctgx) =  —
v °  '  s in 2 X

IX. d  (arccos x)--------y Y ~ ~ i  '

XI. d(arcctgx) =  —

XIII. d (ch x) =  sh xdx.

XV. d ( c thx ) =  - - ^ r .

§ 11.11. Д ифф еренциалы  высших порядков

Если x — независимая переменная и y = f ( x ) — диф ­
ференцируемая функция, то d f ( x ) = f ' ( x ) d x ,  т. е. диф ф е­
ренциал функции есть'ф ункция, зависящ ая от двух аргу­
ментов х  и dx. Этот диф ф еренциал будем назы вать такж е 
дифференциалом первого порядка  (или первым диффе­
ренциалом ).  Считая dx  постоянной, получаем, что df ( x )  — 
функция одной переменной. Предположим, что функция 
y = f ( x )  имеет не только первую производную, но и п — 1 
последовательных производных в некотором 'и нтервале 
]а, Ь[:

У" = Г' ( х) ,  < / '"= /" '(* )>  •••> У<п-»  = Рп-Ч (х ) ,  0<»> =  /<»>(*).
Обозначим символом б дифференциал в некоторой 

точке х0е ] а ,  Ь[ функции d y = f '  ( x)dx,  зависящ ей только 
от х  (т. е. при фиксированном dx) ,  тогда

8(dy)=8[f ' ( x)dx]  U = * „= [f ' {x)dx]  | x=xf i x =  f '(x0)dx8x, (11.61)

где бх — новое приращ ение независимой переменной х.
Определение второго дифф еренциала можно сформу­

лировать так: значение дифф еренциала б (dy) ,  т. е. диф­
ференциала от первого диф ф еренциала, при бx = d x  на­
зы вается вторым дифференциалом функции y  = f ( x )  в 
точке Хо и обозначается d2y:

d ( l n \ x \ ) = ^ - .

VI. d ( t g x ) = - ^ ~ .
4 °  '  COS2 X

VIII. d(arcsinx) =  ___v ’ у  L _ X2

X. d (arctg x) =

XII. d( shx)  =  chxdx. 

XIV. <f(t

XVI. df  (u) =  f  (u)du.
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сРу — Г(хо)(1х* (cfx2^  (ф с)2). (11.62)

Отметим, что второй дифф еренциал независимой пе­
ременной х  равен нулю:

d2x = 0 ,  (11.63)

так  как при вычислении дифф еренциалов приращение 
dx = Ах  мы считаем постоянным.

Д иф ф еренциал п -го порядка d ny  функции y = f ( x )  в 
точке х 0 определяется как дифф еренциал от дифф ерен­
циала (/I— 1) -го порядка dn~ly, для которого бx = d x \

d ny = 6 (dn~ly)  | ex=dx. (11.64)

Д окаж ем  по индукции, что
d ny  =  у(п) d x n, п =  1 , 2 , 3 , . . . .  (11.65)

Действительно, при я =  1 и я =  2 эта формула верна. 
Пусть она справедлива для дифф еренциала порядка 
п — 1: d n~iy  = y i-n~i) d x n~i. Д ля  вычисления дифф еренциа­
ла п -го порядка согласно определению надо взять диф ­
ференциал (обозначим его символом 6) от дифф еренциа­
ла d n~ly:

6 (d n- iy )= b ( t / -n- i'>dxn- i ) = (yin~lklxn^ )  ' b x = i j n)dxn- lbx

и положить bx = dx  : d ny = b ( d n~iy ) \ & x = d x  = yin)d x n.
Формула (11.65) доказана. Из этой формулы следует,

что

=  , (П-66)

З а м е ч а н и е .  Формулы (11.65) и (11.66) при п >  1 справедли­
вы тогда и только тогда, когда д: является независимой переменной 
(в отличие от случая п= 1 , когда они верны и для x= x ( t ) ,  где t — 
новая переменная).

§ 11.12. Основные теоремы дифференциального 
исчисления

Теорема Лагранжа •). Если функцця f ( x)  непрерывна 
на отрезке [а, Ь] и дифференцируема в интервале ]а, Ь[, 
то существует такая точка с е ]й , Ь[, что

f ( b ) — f (a)  =f ' ( c )  (b — a ) ( а < с < Ь ) .  (11.67)
о Жозеф Луи Лагранж (Joseph Louis Lagrange, 1736—1813) — 

французский математик и механик.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Через точки А( а ,  f ( a ) )  и 
B(b,  f ( b )) графика Данной функции (рис. 11.6) проведем 
секущую АВ.  Угол, образуемый секущей АВ  с осью Ох,  
обозначим через а,  тогда

tg g  =  И й -/<«>...
e  Ь — а

Будем перемещать эту секущую параллельно исход­
ному положению до тех пор, пока она не превратится в

I

касательную  к графику функции y = f ( x )  в некоторой точ­
ке С (с, f ( c ) ) ,  где а < с < ; Ь  (здесь опускается доказатель­
ство того ф акта, что такое предельное положение сущ е­
ствует). Согласно построению и геометрическому смыслу 
производной t g a  =  / '( c ) .  И з двух полученных равенств 
следует равенство

f w - ш  = Г ( С )  { а < с < Ь )

и равенство (11.67), которое и требовалось доказать.
С л е д с т в и е  1. Если производная функции равна 

нулю в каж дой точке некоторого промеж утка, то функ­
ция есть тождественная постоянная в этом промежутке.

Пусть f ' (x)  =  0 для всех х  из данного промежутка. 
Если х0 и х  — две точки этого промеж утка, то по доказан ­
ной теореме f ( x ) — f ( x o ) = f ' ( c ) ( x — x 0), х0< с < . х .  П о­
скольку f ' ( c ) =  0, то f ( x ) — f ( x о) = 0 ,  f ( x ) = f ( x о) =  const.

С л е д с т в и е  2. Если две функции имеют равные 
производные в некотором промежутке, то они отличаются 
в этом промежутке лиш ь постоянным слагаемым.
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Действительно, если f[ (х) =  / '  (х), х е [ а ,  Ь\, то 
l f i ( x) ~ h ( x ) Y  =  f[ (x)— f'2( x ) = 0. В силу следствия 1 fi(x)—
—  f i (x)  =  С, х е ] а ,  Ь[-

З а м е ч а н и е .  Формула (11.67) называется формулой конечных 
приращений.

П реж де чем переходить к формулировке следующей 
теоремы, введем одно вспомогательное понятие.

Корнем  (или нулем)  функции y = f ( x )  назы вается та ­
кое значение х = х 0 ее аргумента, при котором функция 
эта обращ ается в нуль. Геометрически корень функции 
означает абсциссу точки, в которой граф ик функции пе­
ресекает ось Ох  или касается ее.

Теорема Ролля *>. М еж ду двумя различными корнями 
дифференцируемой функции содерж ится по меньшей ме­
ре один корень ее производной.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а и b — различные 
корни дифференцируемой функции, т. е. f (a)  = 0 ,  f (b)  = 0 . 
И з формулы (11.67) получаем f ' (c)  (Ь— а) =  0 ( а < с < Ь ) .

Т ак как  Ь— а ф О  (корни различны ), то f  ( с ) ~ 0 ,  где 
а<.с<^Ь,  что и требовалось доказать.

З а м е ч а н и е  1. Теорема имеет простую геометрическую интер­
претацию. Между значениями а и Ь имеется по меньшей мере одно 
значение с такое, что в точке С (с, f ( c)) графика функции касатель­
ная к графику параллельна оси Ох (рис. 11.7).

З а м е ч а н и е  2. Теорему можно сформулировать в более об­
щем виде. Если y —f ( x ) — функция, дифференцируемая иа отрезке 
[а, Ь\ и f (a)=}(b) ,  то между а и Ь найдется точка с, в которой про­
изводная равна иулю, т. е. f '(c) — 0. Действительно, случай f(a) = 
= f ( h ) — 0 рассмотрен выше; если f (a)=£0, то введем функцию F(x) = 
= f ( x ) —f(a),  тогда F(x)  дифференцируема и F ' (x )= f ' ( x ) ,  F(a) = 
—f( a )—f( a ) =  0, F (b ) = f ( b ) —f ( a ) ~ 0, т. е. для функции F(x)  выпол­
нены условия теоремы Ролля.

Теорема К ош и 2). Если y = f ( x )  и у = ц ( х )  — две функ­
ции, непрерывные на отрезке [а, b] и дифференцируемые 
в интервале ]а, Ь[, причем у ' { х ) ф д  для любого д :е]а, Ь[, 
то между а и ft найдется такая точ"ка с, что 

f  (Ь) — f (a)  _  { ' (с)
Ф (6) — Ф (а) ф' (с) (11.68)

З а м е ч а н и е .  Знаменатель в левой части равенства (11.68) 
отличен от нуля (допустив противное, т. е. ф (6 )= ф (а), получили бы

*) Мишель Ролль (Michele Rolle, 1652—1719) — французский ма­
тематик.

2> Огюстен Луи Коши (Augustin Louis Cauchy, 1789—1857) — 
знаменитый французский математик.
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ф'(с) =0, что противоречит условию), поэтому выражение (11.68) 
имеет смысл.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем в рассмотрение 
функцию

*■(*) =  / ( * ) “ /(а )  — ф ( ^ ф ((а) [ф М  — ^  ( !Ь69)

Эта функция удовлетворяет условиям теоремы Ролля. 
Она дифференцируема в интервале ]а, Ь[, так  как диф ­
ференцируемы в нем функции f ( x )  и q>(x):

F( x )  непрерывна на отрезке [а, Ь], поскольку непрерывны 
на нем функции f ( x)  и <р(х). Н а концах отрезка [а, Ь] 
функция F( x)  обращ ается в нуль, что проверяется непо­
средственной подстановкой значений х —а, х = Ь  в правую 
часть формулы (11.69).

Следовательно, меж ду а и b найдется такая  точка с, 
для которой F' (c)  = 0 , т. е.

Г (С) — 4V ( c ) ~o .
ф (Ь)  —  ф ( а)  т  v '

Разделив это равенство почленно на <р'(с)=^=0, полу­
чим равенство (11.68).

§ 11.13. Ф ормула Т ей л о р а1)

В § 11.9 мы видели, что зам ена приращ ения функции 
ее дифференциалом дает возможность получить многие 
приближенные формулы (см. (1 1 .51а,б ,в)). О казы вается, 
эти формулы можно уточнить, если применить дифферен­
циалы высших порядков.

П редположим, что функция y = f ( x )  имеет все произ­
водные до (п + 1 )-г о  порядка включительно в некотором 
промежутке, содерж ащ ем точку х  = а. Н айдем многочлен 
Р п (х)  степени не выше п, такой, что

Р п (а) *= /  (а), Р п {а) =  / '  ( а ) , Р ”„ (а) =  /" (а), . . .

• • •, Р\п) (а) =  fW  (а), (11.70)

*> Брук Тейлор (Brook Taylor, 1685—1731) — английский матема­
тик, последователь Ньютона.
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т. е. в точке х = а значения многочлена и функции, а так ­
же их соответствующих производных совпадают. М ного­
член Р п (х ) будем искать в виде

Рп( х )  = Со-}-C i (х —а) —f— С2(х — . ■ ■

. . . + С п ( х - а ) п . (11.71)

Коэффициенты этого многочлена определим из усло­
вий (11.70), для чего предварительно найдем его про­
изводные:

Рп(х ) ~ С  1"Ь2С2(х—a)-j-3C3(x—а) 1 пСп(х—а)п 1 ,

Р"п(х) =  2С2 +  2■ ЗС3(х -  а) + . . .  + п ( п - \ ) С п (х - а )п~ 2 ,

Р ^ ( х ) =  2-ЗС3+ . . .  +  п ( п - 1 ) ( п - 2 ) С п( х - а ) п- 3 , (Н-72)

Р <^(х) =  я ( я  — 1 ) ( я - 2 ) ( я - 3 )  . . .  2-1 Сп.

П одставляя значение х = а в формулы (11.71) и 
(11.72), получаем

Рп (а) — ■ С о ,  Рп (а) —  Си Р Л (а) 2 С 2,

р'п (а) =  2-ЗСз, • • • , Р (п ] (а) =  п (п -  1 ) . . .  2 С„.

Из равенств (11.70) и (11.73) находим

С0 =  /(« ), С, =  / » ,  С2 =  /"(«)■

Г "  (а)

(11.73)

Ся =

или

Ck =

1-2-3 ’

f W  (а)

г  (fl)
’ 1 - 2 - 3 . . . я '

, & == 0, 1, 2, . . . , п,

(11.74)

f t !

k \ =  1 - 2 - 3 . - Л  /°(а) = / ( a ) ,  0 ! =  1, 1 !=  1.

П одставляя эти значения Ch ( k ~ 0 ,  1, . . . ,  я) в фор­
мулу (11.71), получаем искомый многочлен:

Р п (х) =  f (a)  +  - Ц р - (* — а) +  - L ^ L  (х — а)2 +  . . .

. . .  + - ^ - ( х - а у .  (11.75)
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Обозначим через R n (x ) разность между данной функ­
цией у  = f ( х ) и многочленом (11.75): f ( x ) — P„(x)  = R„( x) ,  
откуда

f ( x ) = P n ( x ) + R n (x) ,  (11.76)
или

f (x)  =  f  (а) +  - Ц р -  (х — а) +  . .  . +  Л М .  (х — а)п +  R n (х),
(11.77)

’ Rn (х) называется остаточным членом.
C лeдoвaтeльнof при тех значейиях х, для которых 

R n {x) достаточно мало, вместо функции y  = f (x)  можно 
рассматривать ее многочлен (11.75).

З а м е ч а н и е  1. Очевидно, #» ,(* )=  0, если функция является 
многочленом степени п, т. е. f ( x ) = P n ( x ) = a o + a lx+ct2X2+  . . .  + а пх п.
В этом случае многочлен (11.75) представляет лишь другую форму 
данного многочлена. Любой такой многочлен можно разложить по 
степеням (х—а). Например, многочлен Я2(х) = х 2+ 2 х —5 можно раз­
ложить по степеням (х—3). Для этого нужно в правую часть подста­
вить выражение х = [3 + (х —3)] и раскрыть квадратные скобки, оста­
вив круглые: Рг{х) = [3 + (х —3)]2+2[3 + ( * —3)]—5 =  9 +  6(х — 3,)+ '  
+  (х—3)2+ 6 + 2 (х —3 )— 5 =  (х—3)2+ 8 (х —3) +10. Читателю предлага­
ется убедиться в том, что это разложение получается с помощью фор­
мулы (11.75).

Оценим величину остаточного члена R„( x) .  Запиш ем 
его в виде

Q(*). О 1-78)

где Q ( x ) — функция, которую нужно определить. Ф ор­
мула (11.77) принимает вид .

f{x) =  f(a) +  (х —  а) +  -Ц р - (х —а)2+  . . .
nxi (11.79)

При фиксированных значениях х и а функция Q( x )  имеет 
определенное значение, обозначим его через Q.  Введем в 
рассмотрение вспомогательную функцию переменной t 
( a < t < x ) :

F(t) =  к х )  -  m  -  r ( t )  -  m  - ■■■
(li.eo)

 ( *  ~  *) "  f{n) ( f )  M. ____ У _______ Q
nl I ( n + 1 ) !
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Где Q имеет значение, определенное формулой (11.79) 
при фиксированных а и х .

П рименяя правила дифференцирования алгебраиче­
ской суммы и произведения двух функций, находим про­
изводную этой функции:

И з формулы (11.80) следует, что Т7(лг) =  0, F( a)  =  0. 
С ледовательно, к функции F( t )  применима теорема Р ол­
ля, т. е. сущ ествует такое значение t= | ,  заключенное

выражение в формулу (11.78), получаем так называемую 
форму Лагранжа для остаточного члена:

Поскольку g заключено между а и х ,  его можно пред­
ставить в виде g =  a - j-0 (x —а),  где О < 0 < 1 ,  тогда

назы вается формулой Тейлора  с остаточным членом 
в форме Лагранжа.

Если а =  0, то формула принимает вид

где О < 0 < 1 ;  назы вается она такж е формулой М акло-  
рена

Формулу (11.82) можно записать в виде

*> Колин Маклорен (Colin Maclaurin, 1698—1746) — шотландский 
математик.

между а  и л:, что F '(g) =  0 и л и ------^  — / (П+1)(Ю +
/у _ t\«

-|— -— — Q =  0, откуда Q =  /<п+1> (g). Подставляя это

(11.81)

Rn (X) =  (Хп +  н f ln+i) (а +  ®( х  —  а)).

Ф ормула

f {x)  =  f ( a ) +  ix —  a ) +  J - & -  (х — a f  +  . . .

(x —  a)n+l (11.82)



(х  — а)" +

(11.84)+  о((х — а)п),

где о ( ( х ^ а ) п) — бесконечно м алая порядка выше п-го 
по сравнению с х —а; эта форма остаточного члена была 
указана Пеано

З а м е ч а н и е  2. Если в формулах (11.82) и (11.84) перенести в 
левые части }(а) и обозначить х —а=Ах,  f ( x ) —f (a )=Af (a ) ,  то

Если в этих формулах Ах  заменить на dx  и принять во внимание 
формулы (11.62), (11.65), (11.66), получим соответственно

Следовательно, еслн предположить, что Ах 0, то по этим фор» 
мулам из бесконечно малого приращения функции А/(а) можно вы­
делить не только его главный член — первый дифференциал, но и 
члены более высоких порядков малости, совпадающие (с точностью до 
факториалов в знаменателях) с последовательными дифференциалами
d2f (а ), d3} (а) .........d"f(a).

§ 11.14. Ф ормула Тейлора для некоторых 
функций

Рассмотрим конкретные разлож ения по формуле 
(11.83) некоторых важнейш их элементарных функций. 

Разлож ение функции f ( x )  — ех. Поскольку

f '( x )  =  ех, f" ( x )  = е х, . . . ,  f(n)(x) = е х, f<n+*> (х) = е х, 

f ( 0) =  1, Р (0 ) =  1, Г ( 0 )  =  1___ _ р ) ( 0 )  =  1, /(»+*)(0х ) =  е**,

*) Джузеппе Пеано (Giuseppe Реапо, 1858— 1932) — итальянский
математик.

f"(a) / (п)(о)
Д /( « ) = /Ч « ) Д * + - 4 г ~ Дх2+ - - -  +  П| -  - Аде" +

А/ (о) =  Г (а) Ах +  - g j -  /"(а) Дл? +  . . .  +  - i -  /«"»(«) Дх" +  о (Ах").

А/ (а) =  df (а) +  - 2 |-  d2/ (а) +  . . .  +  dnf (а) +
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формула (11.83) для функции f ( x)  — ех принимает вид
у у2 ytl

ед; =  1 + - ^  +  +  • • • + -^ Г  +  (й т т у г -" (О  <  0  <  1) •
(11.85)

Отметим, что при любом х  остаточный член формулы
(11.85) стремится к нулю при неограниченном возраста­
нии п,  т. е.

lim R n ( x ) =

Действительно, при фиксированном х  величина евх, где 
О < 0 < 1 ,  ограничена (она меньше ех при л :> 0  и меньше

Х П ^  ^
1 при х  <  0), a lim }), =  0.

Разложение функции /  (л:) =  sin л:. Так как

f ' (x) =  cos х  =  sin î x, +  -y - j,  f"(x)^=—s in x =  sin

f" '(x )=  — cosx =  s i n ^ +  f IV(x) =  s i nx  =

=  s i n ^  +  4 ~ j ,  . . . ,  

f W(x)  =  s in ^ 4 -  f {n+l)(x) =  s in ^ c +  .> + 1)я j;

/(0 )  =  0, / '(0 )  =  1, f (0 )  =  0, Г ( 0 )  =  -  1, P ( 0) =  0,

. (« + ! )*sin пп 
2 ’

Цп+1)

v3
-j- х~°

3! + 5!

+
х п+ 1

- г  sin

TO

x3 , x5 x7 . . x" . плs i n * = *  — - ^ - 4 - н й --------7P +  . . . +  - j j j - s in -g -

[ в х +  (n +  1-)̂ L). (11.86)

Остаточный член

n / \ хЛ + 1 ■ //~v l (л + 1 )я  \W  =  T ^ T W  Sin l 0 X  + - - - 2- - - J
формулы (11.86) также стремится к нулю при п -к о о . 

Разложение функции f (х) =  cos х. Поскольку

3 3 2



f ' (x)  =  — s in x =  cos^x H— f ' \ x ) = —co sx = co s ^ x + 2 - ~ j t 

f"' (x) =  sin л: =  cos 3 — / IV {x)= cosx =

=  cos^x +  4 • • • '

f W(x)  =  COS (x +  / ("+1)(*) =  cos [x +  —

/(0) =  l, /'(0) =  o, no) = -  1, П0) =  o, /IV(0) =  1, . . . ,
/<")(0) =  COS—1 f<-n+l)(<dx) =  cos ^0* +  (n + ^

TO
■д2 д4 Дв , , xn пл

COS *  =  1 --------s p  +  - п ---------- +  . . . +  — г  COS -2! ' 4! 6! * * * п\ 2 1

*"+ 1 c o s (0 x  +  (д + -1-̂  ( П -87)1 (п-\- 1)! V 2
К аково бы ни было х, остаточный член формулы 

(11.87) стремится к нулю при и-»- оо.
Разложение функции f ( x)  =  (a -j-x )n , где а — действи­

тельное число, п — натуральное число.
Поскольку k -я производная данной функции

fjh)(x) = п ( п — 1) . .  .(и —£ + 1 )  ( a + x ) n~h (6 = 1 , 2, . . . ,  п) 

при х =  0 принимает значение

/(ft)(0) = ti ( t i— 1). . .(и —k + l ) a n~h ( k = l ,  2, . . . ,  п) ,

то

(а +  х)п =  ап +  пап~ хх  +  п п̂ 2р~~  а'‘~ 2х2 +

I п ( п  ^ ) ( п  2) _я—3„3_| I п ( п  Iт ---------3!-------- а ^ + - - - + 7 я _ у а * " -1+ * я- (11.88)

Это равенство назы вается формулой бинома Ньютона.

§ 11.15. Приближенные формулы

Если в формуле (11.83) отбросить остаточный член, 
то получится приближенная формула

/ ( ^ И 0 ) + ^ * + ^ + . . . + ^ - ,  (П .89 ,
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зам еняю щ ая данную функцию многочленом п -й степени. 
Качество этой формулы оценивается двояко: указы ваю т­
ся границы погрешности R n (x) с помощью выражения
(11.81) для остаточного члена', либо порядок малости 
этой погрешности при х-> -0  R n (x) — о ( х п).  Д л я  примеров 
обратимся к рассмотренным в § 11.14 разлож ениям  не­
которых функций по формулам Тейлора.

В случае функции f ( x)  —ех получаем приближенную 
формулу

у  у 2  **3 y t l

в * « 1  +  - п -  +  -5T  +  - V + - - - + ^ r -  ( 1L9°)

еЬх
Поскольку R n ( x ) =  („ .j ,;) ,  хп+1 , то, например, при 

х  > • 0 погрешность оценивается неравенствами 0 <  R n {х) <  
< (п+1)!

В частности, при х  =  1 получаем 

~  1 +  71----h -si— Ь • • • +  —p i  0 < R n (х) <1! 2! ^  • 1 п\ ’ w ^  ^  (л +  1)! ‘

Если взять п =  8 и произвести вычисления с пятью д е­
сятичными знаками, то получим е =  2,71827. Здесь верны 
первые четыре знака, так  как ош ибка не превосходит
-Jj-и л и  0 ,00001 .

Взяв f ( x )  =  sin х  и положив в равенстве (11.86) t i=2tn,  
■ получим приближенную формулу

X3 . X5 . (—- l)m_1 х 2 т ~ 1 . . .  о п
Sin X ~  X gj | gj------ . . .  +  -------ijj--------------- , (11.91)

остаточный член которой

sin ( вх  -f- (2 т +  1)

W  =  ----------(2 т -f- 1)1 ^  x2m + l =

=  (— l)mCOS0X. *'2m+1

я \
ч

(2т +  1)!
I х I 2т+1

оценивается соотношением | R 2m (х) | <  - 2̂m -f-~i)t '
Д ля  функции f ( x ) =  cos х аналогично получаем (поло- 

жив-в формуле (11.87) п = 2т)



Погрешность приближённой формулы (11.92) выражает-
х2т+2

ся остаточным членом R 2m+i (*) =  (— l )m+1 cosQx (2ffI- f2)l
I x i2m+2

и оценивается неравенством [ # 2m+i (*) ] -< (2 /n-f2)i'‘
X2 x^Например, для формулы cos x  да 1 -^— г -4]- погреш-

i n  м , > | л: |e

Г л а в а  12

ПРАВИЛО Л О П И Т А Л Я -Б Е Р Н У Л Л И .
МАКСИМУМЫ И МИНИМУМЫ

Эта глава посвящена некоторым приложениям производной. 
С помощью производной можно находить многие пределы (раскры­
вать соответствующие неопределенности), исследовать функции, 
строить их графики, решать задачи на отыскание наибольших и наи­
меньших значений функций.

§ 12.1. Правило Лопиталя— Бернулли

При исследовании функций может появиться необхо­
д и м о ^  нахождения предела дроби f ( x )  : tp(x), числитель 
и знаменатель которой при х->~а стремятся к нулю или 
бесконечности. Н ахож дение таких пределов называю т 
раскрытием неопределенностей  соответствующего вида. 
Основой его является правило Л опиталя — Бернулли 1), 
вы раж аем ое следующей теоремой.

Теорема 12Л. Если функции f ( x)  и ф(х) дифференци­
руемы в окрестности точки х  = а, обращ аю тся в нуль в 
этой точке и существует предел отношения f ' (x):q>' (x)  
при х -* -а ,  то сущ ествует предел отношения самих функ­
ций, равный отношению производных:

' iim с 12  14
Ф < * >  ^ 9 ' W  { U A )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть точка х ф а  принадле-

*> Правило сформулировано швейцарским математиком И. Бер­
нулли (1667—1748). Опубликовано в первом печатном учебнике ана­
лиза бесконечно малых (1696), написанном французским математи­
ком Г. Лопиталем (1661—1704).
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жит интервалу, в котором функции дифференцируемы. 
По теореме Коши

f ( * ) - f ( a )  _  f '  (с)
Ф ( х )  —  ф ( а )  ф ' ( с )  ’

где с леж ит между х и  а.
По у сл о в и ю /(а ) = ф (а )  = 0 ,  поэтому 

f ( x )  =  Г  (с)
Ф М  ф' (с)

Если то и с -» -а , так  как с заклю чено между л:
и а. Переходя к пределу в последнем равенстве, получаем

*_*0 ф М  с+а ф'(с) х->а Ф W
откуда и следует формула (12.1).

„  —; 1. sin Ах
П р и м е р  1. Наити hm 2 * _ s in 3T -
При х =  0 числитель и знаменатель обращаются в нуль, имеем

0
неопределенность вида -д - . Чтобы раскрыть ее, применяем правило 
Лопиталя—Бернулли:

sin 4х 4 cos 4х 4
2х — sin Зх =  2 — 3 cos Зх =  2 — 3 = ~  4 -

З а м е ч а н и е  1. Теорема верна и в том случае, когда функ-
ч.ции } (х) и ф (х) не определены в точке х =  а, но l i m/ ( x)  =  0,

х ~а
Пгпф(х) =  0. Действительно, этот случай можно свести к рассмот-
х->а
ренному в теореме, если доопределить функции f  (х) и ф (я) так , 
чтобы они были непрерывны в точке х =  а , для чего нужно поло­
жить /  (а) =  lim f (я) =  0, ф (а) =  lim ф (я) =  0; предел отношения

х ->а х у а
f  ( х ) : ф (х) при х  ->■ а не зависит от того, определены ли данные 
функции в точке х  =  а.

З а м е ч а н и е  2. Теорема верна и при а =  оо, т. е. когда 
lim f (jc) =  0, Пт ф( х )  =  0.
Х -+ о о  Х ~*°о

В самом деле, положив х=1 : г, видим, что г - * 0  при х -»■ оо и

№  ( “ Н  -  1т„ ф( " Н = 0 :
далее,



если предел в правой части существует.
З а м е ч а н и е  3. Если f ' (a )=  0, <р'(а)=0, функции f ' (x) ,  ф'(*) 

дифференцируемы в окрестности точки х = а и существует предел от­
ношения /"(* ) : ф"(х) при х -*■ а, то /

F (х) f ( x )

Другими словами, правило Лопиталя — Бернулли при выполне­
нии соответствующих условий можно применять несколько раз.

П равило Л опиталя — Бернулли применимо и при рас-
* „ оокрытии неопределенностей вида , поскольку ее м ож ­

но привести к неопределенности вида , представив 
рассматриваемую  дробь так:

f i x )  1 . 1
Ф М  ф М  • f ( x)

1п х
П р и м е р  2. Найти lim ---- -— , где а..> 0.X ^
При х -*■ -f- о о  числитель и знаменатель неограниченно возраста-

о о
ют, имеем неопределенность вида . Чтобы раскрыть ..ее, приме­
ним правило Лопиталя—Бернулли:

1
In X X I

lim ---- -— =  lim ------— i— =  lim ----- r~  =  0.
x—I-» x“ our *-►+«. ал:

Этот пример показывает, что при неограниченном возрастании х 
логарифмическая функция растет медленнее степенной функции.

хп
П р и м е р  3. Найти lim -т*~, где п — натуральное число. 

Применяя правило Лопиталя—Бернулли п раз, получаем

Следовательно,
/ 0 0  f ' ( x )

( |2 -2>



Следовательно, прн неограниченном возрастаний аргумента сте­
пенная функция растет медленнее показательной функции.

С помощью тождественных преобразований к основно-
0 оому виду -Q- или можно свести неопределенности дру­

гих видов, таких как 0 • оо, оо — с», 1” , 0°, оо°.
Неопределенность вида 0 оо, т. е. произведение

f  (х) ф (х), где f  (х) -> 0, ф (л:) -> оо при х  -> а, приводится к
виду - j j -  или по формулам

f (x)  • Ф (*) =  f ( x ) : f  (х) ф (х) =  Ф (х ) :

а затем  применяется правило Л опиталя — Бернулли.
Аналогично раскры вается неопределенность вида

оо— оо, т. е. находится предел

lim [/(* ) — ф (х)]
х-*-а

при условии, что l im / ( x ) =  оо, Нш ф(х) =  оо. С помощью
д е - и х  х-+а

преобразования

f (x)  —  ф (х) — ^ f (JC) ] • f  (*) ф (*)

0эта неопределенность сводится к неопределенности вида -д-

Раскрыть неопределенность вида 1 “ — это значит най­
ти предел lim ( f (л:))(р <*> при условии, что l i m f ( x ) = l ,

х-*а х~>а

П т ф (л :)— оо. С примером неопределенности вида 1°° мы
х  -+а

уже встречались (§ 10.14).
Раскрыть неопределенности вида 0°, оо° — это значит 

найти предел lim (/ (х))® <*> при соответствующем условии:
х~>а

1) П т/(л :) =  0, Птф(л:) =  0; 2) U m f ( x ) = o o ,  Н тф (л :)= 0 .
х-*а х — а  х-+а х-*а

Неопределенности 1°°, 0°, оо° раскры ваю тся с помощью 
способа, в котором используется тождество ( f (x)  )ч>(*)=
=  еФ(*)1пЛзс)

При раскрытии неопределенностей вида 1°°, 0°, оо° 
данное вы раж ение предварительно логарифмирую т и н а­
ходят предел его логарифма.

зза



П р и м е р  4. Найтн lim х 1 х 
ж->1

Это неопределенность внда 1 “ . Обозначим у =  х  1 * н пролога-
1п х

рнфмируем равенство, получим 1п у — - ^_ .
Применяя к правой части этого равенства правило Лопнталя — 

Бернулли, находим

, In X
h m l n * / = l i m  ■ v _ —  —  l im  ■ —  —  1.
X ~ *  1 X ~ *  1 1 *  X - *  1 *

t
Следовательно, lim In г/ =  — 1, lim у  =  e *, l i m * 1 x — e *.

x-*l x^l x-*l
- /

I /  § 12.2. П ризнаки постоянства,
/  возрастания и убывания функции

Рассмотрим функцию у  —с, где с — const, сохраняю ­
щую одно и то ж е значение. П ринимая во внимание след­
ствие 1 из теоремы Л агр ан ж а и формулу у ' = 0, заклю ­
чаем, что необходимое и достаточное условие постоянства 
функции вы раж ается равенством л :

у '= 0 .  (12.4)

Введем определения возрастаю щ ей и убывающей 
функции.

Функция y = f ( x )  назы вается возрастающей в некото­
ром промежутке (а, Ь), если для любых двух значений 
Xt и Х2, принадлеж ащ их этому промежутку, из нера­
венства 6 6

* i < * 2 (12.5)
следует неравенство 6 ^ ’

f ( x i ) < f ( x 2) (12.6)
(рис. 12.1, а).

Функция y = f ( x )  назы вается убываю щ ей  в некотором 
промеж утке, если для любых двух значений, принадле­
ж ащ их этому промежутку, из неравенства (12.5) следует 
неравенство

• f ( x i ) > f ( x 2) (12.7)
(рис. 12.1, б).

Достаточное условие возрастания (убывания) функ­
ции вы раж ается следующей теоремой,
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Теорема 12.2. Если в данном промежутке производная 
функции полож ительна, то функция возрастает в этом 
промежутке; если производная отрицательна, то функция 
убывает в соответствующем промежутке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Xi и х2 принадлеж ат 
промежутку, в котором f ' ( x ) > 0; будем считать, что 
< .х 2. По теореме Л агран ж а

f ( x 2) —  / ( х 1) = Г ( с )  ( X 2 — X i ) ,  (12Г8)
где x i < . c < x 2. „

Поскольку f  (с) > 0 ,  то разности f ( x 2) — f(Xi)  и (х2— х{) 
одного знака, причем x 2- X i> - 0 ,  поэтому f ( x 2) — f ( x i ) > 0 .  
Следовательно, из неравенства х^<с.х2 следует неравенст­
во f (xt )  < l f ( x 2),  т. е. функция возрастает в промежутке, 
где f ' ( x)  > 0 .

Если f ' (х) <С 0 для всех х  из данного промеж утка, то 
/ ' ( с ) < 0. И з неравенства (12.8) следует, что f ( x 2) — 
— f ( x i ) < 0  при X2— X i> 0 ,  т. е. f ( x i ) ’> f ( x 2),  когда x i < x 2. 
Это означает, что функция убывает в данном промежутке.

З а м е ч а н и е .  Теорема имеет простой геометрический смысл. 
Если в некотором промежутке касательная к графику функции 
y= f(x ) образует с осью Ох.острый угол a  ( t g a > 0 ) ,  то функция воз­
растает в этом промежутке (рис. 12.1, а). Если касательная к графику 
образует с осью Ох тупой угол a ( tg "a < 0 ), функция убывает 
(рис. 12.1, б).

П р и м е р .  Найти промежутки возрастания и убывания функции 
'  f ( x ) = x 3—6х2+ 9 х —2.

Находим производную функции н разлагаем на множители соот­
ветствующий квадратный трехчлен: f ' ( x )= 3 x 2— l2x+9 = 3(x2 —4x+3),  
f '( x ) = 3 ( x - l ) ( x - 3 ) .
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Если х < 1  и х > 3 , то f ' (x)  > 0 ;  функция возрастает в интервалах 
]—оо, 1[, ]3, +оо[. Если 1 < х < 3 ,  то Г(х) < 0; функция убывает в ин­
тервале ]1, 3[.

1 /  § 12.3. Экстремум функции.
Необходимое условие экстремума

Рассмотрим функцию y = f ( x ) ,  областью  определения 
которой является промежуток (а, b ).

Если можно указать  такую  б-окрестность точки х и 
принадлежащ ую  промеж утку (а, Ь),  что для всех 
х ^ О ( х ь б), х ф х  1, выполняется неравенство

f ( Xl) > f ( x ) ,  (12.9)

то yi = f (xi )  называю т максимумом функции y  = f (x)  
(рис. 12.2). М акси м ум 1) функции г /= /(я )  обозначим че­
рез m ax f ( x ) .

Если можно указать такую  б-окрестность точки х2, 
принадлежащ ую  промежутку (а, b ), что для всех 
Х&.0 (х2, б), х ф х 2, выполняется неравенство

f ( X z ) < f ( x ) ,  (12.10)

то t / z=f ( x2) называю т минимумом функции y  = f ( x ) 
(рис. 12.2).

I
Минимум функции y = f ( x)  обозначим через m m f ( x ) .  
Другими словами, максимумом (минимумом) функции 

y  = f (x)  называю т такое ее значение, которое больше

Латинские слова maximum и minimum означают соответствен­
но «наибольшее» н «наименьшее» (значение).
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(меньше) всех других значений, принимаемых в точках, 
достаточно близких к данной и отличных от нее.

Отметим, что максимум и минимум функции имеют 
локальный характер (это наибольшее и наименьшее зн а ­
чение функции в достаточно малой окрестности соответ­
ствующей точки); отдельные минимумы некоторой функ­
ции могут оказаться больше максимумов той ж е функции 
(рис. 12.3).

им-
М аксимум и минимум функции называю тся экстрему­

мом *>. Значение аргумента, при котором достигается 
экстремум, назы вается точкой экстремума. Необходимое 
условие экстремума вы раж ается следующей теоремой.

Теорема 12.3. В точке экстремума дифференцируемой 
функции производная ее равна нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть *0 — точка экстремума 
дифференцируемой функции y = f { x ) .  Д л я  определенно­
сти предположим; что Хо — точка максимума, тогда при 
достаточно малы х А х  ( |Д л ; |< б ,  б > 0 )  f ( x 0) > f ( x 0-\-Ax), 
поэтому f(x 0+ A *;)— f(x 0) < 0 ;

< 0  ПРИ А* > 0 >
f ( * o + A g - ; .(*o) > 0 п р и Д х < 0 >

откуда при переходе к пределу получаем

f i x 0) =  lim +  (Д х > 0 ) ,
- Длг-̂ 0 аХ

П * о )  =  Hm f (Xo +  b * ) - f ( X o )  > Q  ( Д х < 0 ) .
_________________ Дл :-*0 а х

*> Латинское extremum означает «крайнее» (зиачеине).
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Поскольку f ' ( x0) является числом, не зависящ им от 
способа стремления Ал; к нулю, два последних соотноше* 
ния совместимы лиш ь в том случае, когда -  -

Аналогично доказы вается теорема и для случая, когда 
Хо — точка минимума функции.

Теорема имеет простой геометрический смысл: к аса­
тельная к графику дифференцируемой функции в соответ­
ствующей точке параллельна оси Ох  (рис. 12.2).

З а м е ч а н и е  1. Если / ' (х0) = 0 , то отскУда еще не следует, что 
х0— точка экстремума. Например, для функции f(x)  = х 3 f ' ( x ) = 3x2, 
/ ' ( 0 )= 0 , но Хо— 0  не является точкой экстремума, так как {(х ) ~ > 0  
прн х > 0  и f ( x ) < 0 при * < 0  (неравенство Ц2.9) здесь не выпол­
няется). WO

З а м е ч а н и е  2.  Функция может достигать экстремума также 
в точке, в которой производная ие существует. Например, функция 
у  — — | х  -j- 1 1 ие имеет производной в точке х — — 1, но достигает 
в ней максимума: у  =  0 при х ——1, а для всякой другой точки у<

производной в точке х  =  0, поскольку (/' =  (1 — х 3 ) х 3 при х — 
=  0 обращается в бесконечность, но в этой точке функция имеет ми­
нимум: f  (0) =  — 1, f ( x ) >„— 1 при (рис. 12 .4 ,ip).

Точка, в которой производная равна нулю, назы вает­
ся стационарной. С тационарная точка, а такж е точка, 
в которой функция имеет бесконечную производную или 
в которой производная не существует, назы вается крити­
ческой. И з сказанного следует, что точки экстремума сле­
дует искать среди критических точек.

Г Ы = о , (12.11)

У У

х

а 5

Рис. 12.4

_2_ _3_

< 0 (рис. 12.4, а). Функция у  — — (1 — ж 3 ) 2 ие имеет конечной

С
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к
§ 12.4. Достаточное условие экстремума

Д ля  формулировки теоремы, выраж аю щ ей достаточ­
ное условие экстремума с помощью первой производной, 
нам понадобится одно предварительное понятие.

Говорят, что функция у  —fix' ) меняет- знак при пере­
ходе через точку х  = х0, если (х2) < 0  для любых x t
и х2 из некоторой окрестности этой точки, удовлетворяю ­
щих неравенствам x i <.Xo<.x2; знак меняется с плюса на 
минус, если f ( x i) > 0 ,  a f ( x 2) < 0 ;  знак меняется с минуса 
на плюс, если f  ( x i) < 0 ,  f ( x 2) > 0 .

Ф ормулируя теоремы 1,2.4 и 12.5, будем предполагать, 
что функция y  = f ( x)  дифференцируема в некоторой окре­
стности точки Х0.

Теорема 12.4. Если в точке х = х 0 производная функции 
y = f ( x )  равна нулю и меняет знак  при переходе через 
точку, то Хо является точкой экстремума, причем: 1) х 0— 
точка максимума, если знак  меняется с плюса на минус;
2) х 0 — точка минимума, если знак меняется с минуса на 
плюс.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть в точке Хо производная 
равна нулю и меняет знак с минуса на плюс, т. е. f '  (хо) =  
=  0, f ' ( x)  < 0  при х 0— е < х < х 0, f ' ( x)  > 0  при лг0< л ;< л ;о +  
+  е ( е > 0 ) ,  тогда по теореме 12.2 функция f ( x )  убывает 
в промежутке (хо— е, я0), возрастает в промежутке 
(*о, *0+ е ) ,  т - е - f ( x o)<. f ( x )  для всех х ^ ( х 0— г,  Х о+е). 
Это означает, что х 0 — точка минимума.

Аналогично доказы вается первое утверждение тео­
ремы.

У
У

/ М0\

/
/

/
\
\

О х о X
а 5

Рис. 12.5
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Теорема имеет следующий геометрический смысл: 
если в точке М 0(х0, f ( x 0))  граф ика дифференцируемой 
функции касательная параллельна оси Ох,  в точках сле­
ва от Мо образует острый угол с осью Ох,  в точках спра­
в а — тупой, то х0 — точка максимума (рис. 12 .5 ,6 ).

З а м е ч а н и е .  Теорема верна и в случае, если х 0 — точка непре­
рывности функции f (x) ,  производная в ней не существует и меняет 
знак при переходе через эту точку.

Достаточное условие экстремума можно выразить так ­
ж е с помощью второй производной.

Теорема 12.5. Если в точке х  = х0 первая производная 
функции y = f ( x ) равна нулю, а вторая производная от­
лична от нуля, то л;0 является точкой экстремума, причем: 
1) лг0 — точка минимума, если f" (X o )> 0 ; 2) х 0 — точка 
максимума, если f " ( x 0) < 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению второй про­
изводной

Г М = 1 1 т  T W = f M -,
х-+ха Л  '  х 0

поэтому

х->-х0 л  х о

так как f '  (x0) =  0.
Если /" (х0) >  0, то в некоторой е-окрестности точки 

х 0 (см. теорему 10.10) >  °» т ' е ’ когда
х^ <  л: <  л:0 +  е, f  (х) С  0, когда х 0 — е <  х <  л:0.

И з последних неравенств на основании теоремы 12.2 
заклю чаем, что f ( x)  убывает в промежутке (х0— г, х^) 
и возрастает в промеж утке (л:0, Х о+е), т. е. f ( x 0) < f ( x ) 
для всех х ^  (х0— е, Х о+е). Следовательно, х 0 — точка ми­
нимума.

Второе утверждение теоремы доказы вается ан ало­
гично.

П р и м е р  1. Найти экстремумы функции f(x) = х 4—10д:2+15.
Поскольку / '  (я) =  4х3 — 20х 4х (х2 — 5), то критическими точ­

ками (для которых / '  (х) 0) являются хг — — УЪ, х2 =  0 , Х п

= .уъ .
Исследуем знак второй производной j "  (х) =  12л:2 — 20 в этих 

точках: /" ( -  У 5) =  12 ■ 5 -  20 > 0, f" ( У 5) =  12-5—20> 0 , /" (0) =  
=  — 20 < 0.
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Следовательно, хх =  — У 5 к х3 =  У 5 — точки минимума, х2 =  
=  0 — точка максимума, причем ш ш /(л) =  f  (— ]Лб) =  /  (УТГ) =  
=  25 — 5 0 +  15 =  — 10, m a x /(*) =  /  (0) =  15. Данная функция 
достигает максимума^равного — 10, при * =  0 и  минимума, равного
— 15, при х =  — У 3 ,  х =  У 3 .

) ;
j  ̂ § 12.5. Исследование функций с помощью
Л  формулы Тейлора

Теорема 12.5 не дает ответа на вопрос о наличии эк ­
стремума, если первые две производные функции в не­
которой точке равны иулю.

И сследование этого случая проводится с помощью 
следующей теоремы.

Теорема 12.6. Пусть в точке х0 первые п производные 
равны  иулю, а (п + 1 ) -я  отлична от нуля и непрерывна 
в этой точке, тогда: 1) если (п + 1 )  — четное число, то 
*о — точка экстремума, причем точка максимума при 
^(n+i)(л:0) < 0  и точка минимума при ^ " +1>(л;о) > 0 ;  2) если 
( п + 1 ) — нечетное число, то х0 ие является точкой экстре­
мума.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т ак как в соответствии с 
условием f ' ( xo ) —f " ( x 0) =  . . .  =f i n)(xо )= 0 , то разлож ение 
данной функции в окрестности Хо по формуле Тейлора 
принимает вид ^

/(* ) =  f (*о) +  (* — *о)”+1> (12.12)

где |  леж ит между х  и х0.
Формулу (12.12) перепишем так: —^

/ ( * ) - / ( * » )  =  ; (n + lf  ( х - х 0)"+«. (12.13)

П оскольку f<n+V(x) непрерывна в точке х0, то найдется 
такая окрестность этой точки, в которой, эта производная 
сохраняет знак. Будем считать, что в формуле (12.13) 
х  принадлеж ит этой окрестности. Предположим, что 
( п + 1 ) — четное число, тогда (л; — лг0) "+1 >  0. Если 
f<n+iHxo) < 0 ,  то f<n+i)(x) < 0  для лг, достаточно близких к 
точке х0, и f(n+1)( i)  < 0 ,  поэтому из формулы (12.13) сле­
дует, что f ( x ) — f ( x о) < 0 ,  т. е. f ( x 0) ’> f ( x ) ,  Хо — точка м ак­
симума. Аналогично доказы вается, что х0 — точка мини­
мума, если f<n+l>(*q) > 0 .

Если («-{-I) — нечетное число, то выражение
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(x— x 0) n+i меняет знак  при переходе от точки к
точке Xz>Xo, поэтому меняет знак и правая часть фор­
мулы (12.13). Это означает, что лго не является точкой 
экстремума.

П р и м е р  1. Найти точки экстремума функции 
f (* ) = * 5- 5 * 4+ 5 * 3+ 4 .

Первая производная /'(* ) ==5*4—20*3+15*2= 5*2(*2—4*+3) об­
ращается в нуль при *1  =  0, *2=1, *з=3. Вторая производная }" (х) =  
= 20*3—60*2+30* в этих точках принимает соответственно значения 
П 0 ) = 0 ,  Г Ш * — Ю < 0, Г ( 3 ) = 9 0 > 0 .

Следовательно, *2= 1 — точка максимума, *3= 3 — точка мини­
мума. Чтобы исследовать точку *ii=0, обратимся к третьей производ­
ной /" '(* )  =  60л;2—120*+30. Поскольку } ' " (0) =30^=0, п+ 1  =  3, то 
* i = 0  не является точкой экстремума.

П р и м е р  2. Найти точки экстремума функции
f (x)  = * 4+ 4 * 3+ 6 * 2+ 4 * + 3 .

Первая производная /'(* ) = 4 * 3+12*2+ 1 2 * + 4 = 4 (* 3+ 3 * 2+ 3 * + 1 )  
равна нулю в единственной точке * =  — 1. Находим выражения после­
дующих производных и их значения в критической точке * =  — 1: 
/" (* )=  12*2 +  24* +  12, П - 1) =  0, / " '( * ) =  2 4 * +  24, / '" ( ^ 1 ) = 0 ,  
}1 У(х) =24. Поскольку / Iv (—1 ) > 0  и и+1 =  4 (четное число), то * =  
=  —1 — точка минимума, причем m in /(*) = / ( —1) =2.

§ 12.6. Направления выпуклости, точки перегиба

График функции y = f ( x )  назы вается вы пуклы м вниз  
(вогнутым вверх)  в данном промежутке, если он цели­
ком расположен выше касательной в его произвольной 
точке (рис. 12.6, а ) .

График функции y —f ( x )  назы вается вы пуклы м вверх  
(вогнутым вниз)  в данном промежутке, если он целиком



расположен ниж е касательной в его произвольной точке 
(рис. 12.6, б).

Теорема 12.7. Если вторая производная функции у  = 
= f ( x)  в данном промежутке полож ительна, то граф ик ее 
является выпуклым вниз в этом промежутке; если 
f " ( x ) <СО, то граф ик функции является выпуклым вверх 
в соответствующем промежутке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция y  = f ( x)  тако­
ва, что f " ( x ) >  0 для всех х  из промеж утка [а, Ь).  Ф ик­
сируем х0^  (а, Ь),  запиш ем уравнение касательной в этой 
точке, обозначив текущую координату через У:

Y— f ( x o ) =f ' ( x o ) ( x — x0).  (12ГГ4)

Разлож им  данную функцию в окрестности Хо по фор­
муле Тейлора, приняв п = 2:

y  =  f (x)  =  f  (х0) +  Г  №  -  *о) +  (х  -  Х0) \  (12.15)

Поскольку ( х— х0) 2> 0  и по условию / " ( £ ) > 0 ,  то y — Y >  
> 0 ,  или i/ >  У.

Последнее неравенство означает, что граф ик функции 
y  = f ( x ) леж ит выше касательной, проведенной в его про­
извольной точке М( х ,  f ( x ) ) ,  где х & (а , Ь).  С ледователь­
но, в промежутке (а, Ь) график функции y  = f ( x)  являет­
ся выпуклым вниз (рис. 12.6, а).

Теорем'а 12.8. Если в точке х  = х0 вторая производная 
функции y  = f ( x)  обращ ается в нуль и меняет знак  при

где |  леж ит между х  и х0.
И з формул (12.14) и (12.15) получаем

y - Y  =  - ^ р - ( х - х 0Г. (12.16)

У
Аналогично доказы вается 

второе утверждение теоре­
мы, геометрическая иллю ст­
рация которого дан а на 
рис. 12.6,6.

Точкой перегиба граф и­
ка функции y  = f ( x)  назы ­
вается такая  его точка М 0

xg+i (рис. 12.7), в которой выпук-
х  лость меняется на вогну­

тость (по отношению к одно­
му и тому же направлению: 
вверх или вниз).

О
Рис. 12.7
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переходе через нее, то М 0(х0, f ( x 0) ) — точка перегиба 
граф ика этой функции.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f " ( x  0) = 0, f " ( x)  < 0  при 
Ко— е < х < х а ( е > 0 )  и f " ( x ) > 0 при ха<_х<:ха+ £ ,  тогда 
по теореме 12.7 граф ик функции является выпуклым 
вверх в промежутке (ха— е, х0) и выпуклым вниз в про­
межутке (х0, Х о+е). С ледовательно, в точке Mo(xQ, f ( x 0))  
выпуклость вверх меняется на вогнутость вверх, т. е. 
М 0 — точка перегиба, что и требовалось доказать.

П р и м е р .  Найти интервалы выпуклости и точки перегиба гра­
фика функции/(х) = x 3—6л:2+ 9 л:+1.

Поскольку вторая производная f"(x) = 6 х — 12=6(х—2) обраща­
ется в нуль при х — 2  и меняет знак при переходе через это значение, 
то х = 2 — абсцисса точки перегиба; ордината этой точки y = f ( 2 ) =  3, 
т. е. М (2, 3) — точка перегиба.

Так как }"(х) < 0  при х < 2  и f"(x)  > 0  при х > 2 ,  то график функ­
ции является выпуклым вверх в интервале ] — оо, 2 [ и выпуклым 
вниз — в интервале ] —2, + о о  [.

I u }
/ i' § 12.7. Асимптоты

В § 2.4 рассматривались асимптоты гиперболы. М но­
гие другие линии такж е имеют асимптоты, т. е. прямые, 
к которым неограниченно приближается данная линия, 
когда ее точка неограниченно удаляется от начала коор­
динат.

По виду уравнений относительно выбранной декарто­
вой системы координат различаю т асимптоты вертикаль­
ные (параллельны е оси Оу)  и наклонные (пересекающие 
ось Оу).

Переходим к определениям и рассмотрению необхо­
димых и достаточных условий, при которых граф ик д ан ­
ной функции имеет асимптоты.

Прямая х  =  а называется вертикальной асимпто­
той графика функции у  =  f (x),  если хотя бы одно из пре­
дельных значений lim f (x),  lim f (x)  является бесконе-

лг-hz—0 дг-их+О
чным. Например, прямая х  =  2 — вертикальная асимптота 

графика функции у  = — , так как lim — =  — оо,
*  —  z  х -+ 2— 0 х  z

lim — Ё =  4 - о о .
х - * 2 + 0  X  —  2  ,

Предположим, что функция y  = f ( x)  определена при 
сколь угодно больших (по модулю) значениях аргумен­
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та; для определенности будем рассм атривать п о л о ж и ­
тельные значения аргумента.

П рям ая ^"7")
y  = k x + b  (12.17)

назы вается наклонной асимптотой граф ика функции у  =
=/(лг), если эта функция представима в виде 0 1 *

f ( x ) = k x + b + а ( х ) ,  (12.18)
где f~

lim а(х)  =  0. (12.19)
X-*- + оо

Покаже(м, что график функции y  = f ( x )  имеет при 
х  —► +  оо наклонную асимптоту 0 2 .1 7 ) тогда и только 
тогда, когда существуют два конечных предела f

=  k,  lim [f (х) —  kx] — b. (12.20)
* *-►+«>

Пусть график функции y = f ( x )  имеет асимптоту, 
определяемую  уравнением (12.17), тогда справедливы 
равенства (12.18) и (12.19). Следовательно,

f ( x) _  kx +  b +  a(x)

lim
*-*•+»

lim
X-+ oo

=  lim

= lim
ДС—► -f- oo

a ( x ) k,[k + ~ T  +  
lim [/ (x) — kx] =  lim [b +  a  (x)] — b,

]
► + oo

т. e. существуют предельные значения (12.20).
О братное такж е верно. 

Пусть существуют предель­
ные значения д 12.20). Вто­
рое из них означает, что р а з ­
ность [ f (x )—kx]—b является 
бесконечно малой при х  -*■ 
->  -foo . О бозначая эту р а з ­
ность через а ( х ) ,  получаем 
f(x ) — k x  — b =  a ( x ) ,  или 
f  (x) = kx  b a  ( x ) , где 
a (x )  ->  0 при x  ->  - f  оо. С ле­
довательно, функции f ( x ) 
представима в в и д е '(12.18), 
прямая y  — kx-\-b  является 
асимптотой граф ика этой 
функции.



П р и м е р .  Найти асимптоты графика функции f  (х) =  
х2 +  х

~  х — 1 ' f,t
Прямая х =  1 является вертикальной асимптотой (рис. 1278), 

так как Нт/(дс) =  оо.
х-*1

^ 2 2
Поскольку /  (*) =  — -----г  =  х +  2 +  —-----г  и Нт —-----г~ =х — I х — 1 дс— 1

=  0, то график функции имеет и иаклоииую асимптоту у  =  х + 2 .

' § 12.8. Исследование функций
и построение их графиков

Под «исследованием функций» понимают изучение ее 
изменения в зависимости от изменения аргумента. Н а 
основании исследования функции строят ее График, пред­
варительно изображ ая характерны е точки.

Исследование функций и построение их графиков 
можно проводить по следующей схеме.

1. Н айти область определения функции, ее точки р а з ­
рыва.

2. Изучить изменение функции при стремлении аргу­
мента к концам промежутков области определения.

3. Н айти точки экстремумов, промежутки возраста­
ния и убывания функции.

4. Вычислить значения экстремумов, построить соот­
ветствующие точки.

5. Определить промежутки выпуклости и вогнутости 
графика, найти точки перегиба.

6. Найти точки пересечения графика с координатными 
осями.

7. Найти асимптоты графика функции.
Порядок исследования иногда целесообразно выби­

рать, исходя из конкретных особенностей данной 
функции.

Если рассматриваемая функция четная или нечетная, 
то ее достаточно исследовать при положительных значе­
ниях аргумента из области ее определения и принять во 
внимание, что график четной функции симметричен от­
носительно оси ординат, график нечетной функции сим­
метричен относительно начала координат.

Отметим такж е, что графики взаимно-обратных функ­
ций симметричны относительно прямой, на которой ле­
жит биссектриса первого координатного угла.
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JC2 +  1
1 и построитьП р и м е р . Исследовать функцию / (х)  ̂

ее график.
1. Функция не определена лишь при х —  —  1 н х — 1 (в точках, 

в которых знаменатель обращается в нуль). Следовательно, область 
определения состоит из трех интервалов: ]— оо, — 1[, ]— 1, 1[, ]1, +оо[, 
два.из которых являются бесконечными.

й. При стремлении аргумента к концам промежутков области 
определения соответственно получаем

lim
Х-+— со

lim
*->-1— О

jc2 +  1 
jc2 —  1

л:2 -f— 1

1, lim
- —l—o

jc2 +  1

- — оо, lim
JM-1+0

—  1
*s + 1 
jc2 —  1

: +  CO, lim
* * —1+0

-  oo, lim

jc2 +  1
JC2 —  1 = 

X2 -j~ 1 =  1.

3. Находим производные данной функции:
—  4jc ........  4 (3jc2 ■

(jc2 —  i ) 2 - f " w  -  (jc2 —  l ) 3 • •

Поскольку f '(x )> 0  при x <  — 1 и —  1 < х < 0 , то функция воз­
растает в интервалах ] —  оо, — 1 [ н ] —  1, 0 [. Так как / '(* )< 0  при 
0 < jc<  1 и х >  1, то функция убывает в интервалах ] О, 1 [ и ] 1, +  оо [.

Поскольку f ' x ( 0 ) = 0  при *о =  0 и f " ( x 0) =/"(0) < 0 ,  то Хо =  0 —  
точка максимума.

Других критических точек нет, ибо f ' ( x ) не определена только 
при х =  —  1 и дс=1, но в этих точках не определена и сама функция.

4. Вычисляем значение максимума функции max f (jc) =  / (0) =
0 + 1  ,

-  0 - 1  *•
5. Поскольку f " ( x ) > 0 при л:<  —  1 и х > 1 , то график функции 

является выпуклым вниз в интервалах ]— оо, — 1[ и ]1, +оо[. Так как 
/ " (* )<  О при — К х < 1 ,  то график функции будет выпуклым вверх 
в интервале ]— 1, 1[.

1)
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Точек перегиба график данной функции не имеет, ибо вторая 
производная в нуль нигде не обращается и не определена в тех же 
точках, в которых не определена н сама функция.

6. График функции не пересекает ось Ох,  так как уравнение 
х2 4- 1

------j -  =  0 не имеет действительных корней. Если * =  0 (уравне­
ние оси Оу) ,  то у  =  —  1, в точке В ( 0, — 1) график пересекает ось 
Оу.

7. Из пункта 2 следует, что график функции имеет две верти­
кальные асимптоты х =  —  1 и х =  1 и горизонтальную асимптоту у =

_  X2 + 1  , , 2
=  1. Последнее вытекает также из того, что j  -j =  1 +  xz  j

2
и lim a_  , -  =  0. x-*™ x i

Заметив еще, что /(дс)>0 при х <  —  1 и * > 1 , [ ( х) < 0  при
—  1<дс<1, строим график функции (рис. 12.9).

'/А .  § 12.9. Задачи на наибольшие
и наименьшие значения

Н аибольш им значением функции y = f ( x )  на отрезке 
[а, Ь] называю т такое ее значение, которое больш е всех 
других значений, принимаемых функцией на данном от­
резке. Чтобы найти наибольшее значение функции на от­
резке, необходимо вычислить значения максимумов на 
этом отрезке и значения функции на концах отрезка, из 
полученных чисел вы брать самое большое. Аналогично 
определяется и разы скивается наименьшее значение 
функции.

В математике, физике, химии, технических и других 
науках, а такж е в повседневной ж изни часто встречаю тся 
задачи  на отыскание наибольших и наименьших зн аче­
ний некоторых функций.

О бщ ая схема решения таких задач  состоит в следую ­
щем. С начала устанавливается зависимость рассм атри­
ваемой величины у от некоторой независимой переменной 
величины х  (обозначения, разумеется, могут быть дру­
гими). Из условия задачи  определяется промежуток, 
в котором может изменяться аргумент функции. Функция 
y = f ( x )  исследуется с помощью теории, рассмотренной 
в предыдущих главах.

П р и м е р  1. Найти наименьшее значение суммы двух положи­
тельных чисел, произведение которых постоянно н равно а.

Обозначим искомые числа через х и у.  По условию ху  —  а, где

а > 0, поэтому у  =  — . Сумма этнх чисел S =  х -j- у ,  S (х)  =  х  -}~

12 Зак. 1051 3 5 3



х >  0. Находим производные функции S ( x ) : S '  (х)  —  1 — S"(x)  =  
2а

=  -^5- .  Приравнивая нулю первую производную, получаем уравне- 
а

ние 1 —  - ^ - = 0 , из которого находим критические точки xt =

=  —  У  а , х2 =  У  а; первое значение ие принадлежит области изменения 
аргумента данной функции. Поскольку S" ( У а )  >  0, то х =  У а  —  
точка минимума, причем min S (х)  =  S ( У а )  =  2У а .

П р и м е р  2. Газовая смесь состоит из окиси азота и кислорода. 
Найти концентрацию кислорода, при которой содержащаяся в смеси 
окись азота окисляется с максимальной скоростью (см. [ 1 1 ]).

В условиях практической необратимости скорость реакции 2NO+ 
+ 0 2= 2N 0 2 выражается формулой v =  cx2y, где х ■— концентрация N0 
в любой момент времени; у —  концентрация Ог; с —  константа ско­
рости реакции, не зависящая от концентрации реагирующих компо­
нентов и зависящая только от температуры ( с > 0).

Выражая концентрации газов в объемных процентах, получаем 
у  =100 —  х,  и =  сл:2 (100—  х) =  с(ЮОх2 —  х3). Исследуем функцию 
v =  v ( x ) .  Находим ее производные: v' (л) =  с(200л —  Зл2), v" (х)  =  
== с (200 —  6л:). Приравнивая нулю первую производную, получаем 
уравнение с (200л: —  3л2) =  0 , из которого находим критические точки 

200 / 200 \ 
хх =  0 , хг =  — g — . Поскольку v (0) > 0 ,  v" I — g —  I < 0, то хх =

200
=  0 —  точка минимума, хг =  — g— • —  точка максимума.

Таким образом, при л = — ^— =  66,7% (/ =  100 —  дс =  33,3%
или при у : х =  0,5 скорость окисления имеет максимальное значение.

Г л а в а 13 

КРИВИЗНА

В главе рассматривается вопрос об исследовании кривизны линии 
с помощью производных. Кривизна является важной характеристи­
кой линии. Кривизна линии —  это мера изогнутости данной линии.

§ 13.1. Эквивалентность бесконечно малой дуги  
и стягивающей хорды. 

Д ифф еренциал дуги плоской кривой

Пусть на отрезке [а, Ь] задан а дифференцируемая
функция y = f ( x ) ,  графиком которой является дуга А В  
(рис. 13.1). Отрезок [а, Ь] разобьем на п частей точками

+  -— является функцией переменной дс; в соответствии с условием
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Хи х г, . . . ,  x n-u  Этим точкам будут соответствовать точки
М и Мг, . . . ,  М п - i дуги А В ,  соединим их ломаной линией,
которую называю т ломаной, вписанной  в дугу А В .  П ери­
метр данной ломаной обозначим через s„, т. е.

П
s „ = 2 \ M k- , M k \ { M , ^ A ,  М п =  В).

Д л и н о й  дуги  линии назы вается предел периметра 
вписанной в нее ломаной, когда число звеньев Mh-iMh  
неограниченно возрастает, а длина наибольшего из них 
стремится к нулю.

Обозначив длину дуги через s, получим
П

s =  lim sn =  lim  У  | Мь- i  M k |,
n->-~ X-»0 £ =  [

где % — длина наибольшего звена.
Будем отсчитывать длину дуги от некоторой ее точки,

например А.  Пусть в точке М( х ,  у)  длина дуги A M  р ав ­
на s, а в точке М '(х-\-А х, у-\-Ау)  длина дуги A M '  равна 
s-j-As, где As — длина дуги М М '  (рис. 13.2). Из A M N M '  
находим длину хорды ММ': М М ' —' У Ах2-\-Ауг.

И з геометрических соображений следует, что

lim  =  1, lim  -  Л, А<>.: =  1, (13.1)
M ’ -t-M М М  А х-+0 У & Х г +  & у 2
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т. е. бесконечно м алая дуга лийий и стягийакЗЩай ее хар­
да эквивалентны.

П реобразуем формулу, выражаю щ ую  длину хорды 
ММ'\

МАГ As _  Ну  \2
As Ах у  1 +  [  А х  )  •

Переходя к пределу в этом равенстве, получаем фор­
мулу для производной функции s = s ( x ) :

из которой находим

ds =  V  dx* +  dy2. (13.2)

Ф ормула (13.2) вы раж ает дифф еренциал дуги плос­
кой кривой и имеет простой геометрический смысл: вы­
раж ает теорему П иф агора для бесконечно малого тре­
угольника M T N  (рис. 13.2, d s = M T ,  As = M M ' ) .  Д иф ф е­
ренциал дуги пространственной кривой определяется 
формулой

d s =  У dx2+ d y 2+ d z 2. " (13.3),

§ 13.2. Понятие кривизны плоской линии

Рассмотрим плоскую линию, определяемую  уравне­
нием y = f ( x ) .  Проведем касательную  к этой линии в точ­
ке Мо(*о, уо). Обозначим через а  угол, образованный к а ­
сательной с осью Ох  (рис. 13.3). Пусть касательная в 
точке М  образует с осью Ох  угол а + Д а .

Угол Д а  между касательными в указанны х точках 
называю т углом  смежности. М ожно сказать, что при пе­
реходе из точки М й в точку М  данной линии касательная 
к ней повернулась на угол Д а, которому будем приписы­
вать соответствующий знак в зависимости от направле­
ния поворота. Величина угла поворота д ает  не­
которое представление о степени изогнутости линии
на дуге МаМ-  Однако сам а по себе величина угла Д а  еще 
не может служить мерой этой изогнутости; важ но то,
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какая  доля угла приходится в среднем на единицу дли­
ны дуги М йМ.

Средней кривизной  дуги МаМ данной линии назы вает­
ся абсолютное значение отношения угла смежности Д а
к-длине As  дуги МцМ:

Аа
Аср = As (13.4)

Отметим, что разные дуги одной и той ж е линии мо­
гут иметь разную среднюю кривизну (на, рис. 13.4 сред­

няя кривизна дуги МоМ значительно больше, чем дуги
А В ) .  Ж ел ая  охарактеризовать степень изогнутости линии 
в данной ее точке, вводят понятие кривизны линии в этой 
точке.

Кривизной ли н и и  в данной точке M q назы вается пре­
дел средней кривизны дуги МаМ при М  ->  Ма.

К  =  lim
М-+Мо

Аа
As К =  Нш

As->-0

Аа
As (13.5)

Н айдем кривизну прямой линии и окружности. В лю ­
бой точке прямой касательная к ней совпадает с самой 
прямой, поэтому Д а  =  0, средняя кривизна (и кривизна) 
равна нулю в любой ее точке.

В случае окружности угол смежности Д а  равен углу 
между ее радиусами ОМо и ОМ  (рис. 13.5), длина дуги
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ЛШо вы раж ается формулой As = R A a,  где R  — радиус 
данной окружности. Следовательно,

T S  ___  A c t  ___  1 т у -  ___  1

Л с р  ~  As —  R  ’ л  —  R  ’

т. е. кривизна окружности постоянна и равна величине, 
обратной радиусу этой окружности.

§ 13.3. Ф ормула кривизны

Выведем формулу для вычисления кривизны линии, з а ­
данной уравнением y  = f ( x ) ,  в ее фиксированной точке 
M 0(x0, Уо)• Предположим, что функция y  = f ( x)  имеет пер­
вые две производные в точке х0. Обозначим через s длину
дуги A M  граф ика данной функции, ограниченной точками 
А (а, Ь),  М( х ,  у) .  Д лина дуги является функцией абсцис­
сы х  конца этой дуги, т. е. s =  s ( x ) .  Угол наклона к аса­
тельной к графику y  — f ( x)  является функцией абсциссы х  
точки касания М( х ,  у ), т. е. а  =  а ( х ) .  Будем считать, что 
функции s (* ) и а (* )  дифференцируемы.

П реобразуем правую часть формулы (13.5). Так как 
Да Да . As Да
As Ах ' Ах  ' As

Да ,. As • • а х ,. Да а х=  lim — : lim  - г — =  a r : sy — —г-, lim  - г — =  —
Д л»-0 Х &х->0 ^ х  Sx As->-0 ^  s x

то формула (13.5) принимает вид
а'

К = (13.6)
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Поскольку tg a  =  у'х, a =  arctgy^, то

ct' =  - Ух 7Г . (13.7)
1 +  Ух

П одставляя выраж ения (13.2) и (13.7) в равенство (13.6), 
получаем искомую формулу для кривизны линии y = / ( * )  
в точке Мо:

(1 +Ух2Г
О бращ аем внимание на то, что формула (13.8) содер­

жит значения первой и второй производной данной функ­
ции, вычисленные при х = х 0.

П р и м е р. Найти кривизну косинусоиды y = c o s x  в точке 
М»(0, 1).

Поскольку у'—— sin х, г/"=— cos х, кривизна косинусоиды в ее 
произвольной точке определяется формулой

| — cos х |
Л  =  *

(1 - j-  cos2 х ) 3 /2

1 V2
При дс =  0 получаем К  =  +  j 3/2 =  — 4— .

Зам ечание 1. Если линия задана параметрическими уравне­
ниями

x — fi (0. y = h W ,  (13-9)

Vt .  * ь У ь - * ь У ь  . . .  ]m
У х = ~ у ~ <  Ух = --------- 7 T --------’• ( 1 3 л 0 >х,t

поэтому формула (13.8) принимает вид

К ~  (x ’S  +  y't2? ' 2 ‘ ( }
З а м е ч а н и е  2. Если линия задана уравнением

Р=Р(ф) (13.12)

в полярных координатах, то се параметрические уравнения примут 
вид

х=р(ф )с ° 5 ф, г/=р(ф)8ш ф, (13.13)

где роль параметра играет полярный угол ф.
Вычислив величинЬ, входящие в формулу (13.11), получим

I Р2 +  2р' 2 -  рр" 1

к ~  ( р - + у 7 ' “  • (13Л4)
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§ 13.4. Окружность кривизны.
Центр и радиус кривизны

Радиусом кривизны  данной линии в данной ее точке 
назы вается величина R, обратная кривизне К  этой ли­
нии в рассматриваемой точке:

/? =
1

/С (13.15)

П ринимая во внимание формулу (13.8), получаем сле­
дующее выраж ение для радиуса кривизны линии y = f ( x )  
в точке М (х, у ) :

[1 +  (уУ ] 3/2п Т\ЯХ1 (13 16)

М

\Ух\
Н а нормали к кривой в точ­

ке М  отложим отрезок M C = R  
в сторону вогнутости кривой 
(рис. 13.6). Точка С назы вает­
ся центром кривизны  данной 
линии в точке М. О кружность 
радиуса R  с центром в точке С 
назы вается окружностью кри­
визны  этой линии в точке М. 

Очевидно, в данной точке М 
кривизна кривой и кривизна окружности кривизны р ав­
ны между собой.

Выведем формулы для координат центра кривизны, 
обозначив их через а и р .

Уравнение нормали к линии y = f ( x )  в точке М( х ,  у) 
имеет вид

Y - y  =  - - L ( X - x ) r : (13.17)
У

где X,  Y — текущие координаты точки нормали; х, у  — 
координаты точки М.

Поскольку точка С( а ,  р) леж ит на нормали, ее коор­
динаты удовлетворяю т уравнению (13.17)

Р - У  =  - 4 - ( < * - * ) .  (13-18)
У

Точка С (а , |5) удалена от точки М  на расстояние, равное 
радиусу кривизны R,  поэтому

( а - * ) Ч - ( р - * / ) 2= Я 2- (13.19)
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И з уравнений (13. f8) и (13.19) находим 

{а - х ) *  +  - у г ( а - х Г  =  Я \  г  R \

откуда а  =  х  ±  — г у ■■ -.....- R,  поэтому
У 1 +  у'2

$ — у -1— г . ,2~R-
У 1 +  у 2

Подставив в эти формулы равенство (13.16), получим

и „ , У' (1  +  У'*) в _ 1. т  1 +  У'*
а ~ х ±  \ у " \  > Р - У +  \ f \  •

Д ля решения вопроса о том, какие знаки нужно взять 
в последних формулах, необходимо рассмотреть отдель­
но случаи, когда у " > 0 и у " < . 0. Если у " > Ь ,  то в соот­
ветствующей точке кривая вогнута вверх. С ледователь­
но, р>>г/ и необходимо взять нижние знаки, т. е. коорди­
наты центра кривизны определяю тся формулами

а =  Р =  у +  - t / — • (13-20)

Эти формулы остаются справедливыми и в случае у " < .0; 
читателю  предлагается убедиться в этом самостоятельно.

Если кривая задан а параметрическими уравнениями 
(13.9), формулы (13.20) с учетом равенств (13.10) при­
мут вид

У’ (х'2 +  У'2) , о _  и  , J ^ 4 - _ £ L  / 13 21)
а ~ х  х ' у " — х" у'  ’ V —  y - r  х ' у " — х " у ’ •

М ножество всех центров кривизны данной линии н а­
зы вается ее эволютой. По отношению к своей эволю те 
исходная линия назы вается эвольвентой (или ра з­
верткой) .

Если линия зад ан а  уравнением y = f ( x ) ,  уравнения 
(13.20) можно рассм атривать как параметрические урав­
нения ее эволюты (с параметром х) .

В случае параметрического задания кривой уравне­
ния (13.21) являю тся параметрическими уравнениями 
эволюты (входящие в правые части этих уравнений ве­
личины зависят от парам етра t).

361



§ 13.5. Переменная векторная величина. 
Вектор-функция скалярного аргумента

Рассмотрим точку М ( х ,  у, z) ,  движущуюся по некоторой линии
Y в пространстве (рис. 13.7). Радиус-вектор г = О М  точки М  будет 
иметь определенное направление и длину в фиксированный момент 
времени t. С течением времени направление и длина вектора О М  
будут изменяться *>.

Таким образом, здесь имеем дело с переменным вектором О М  
или с переменной векторной величиной

г=г(0, (13.22)

зависящей от времени t. Равенство (13.22) называется векторным 
уравнением движения точки М.

Координаты переменного вектора O M = t ( t )  =  {*(/), y ( t ] ,  z ( t ) }  
являются также переменными величинами (скалярными), зависящи­
ми от времени t :

x = x ( t ) ,  y = y ( t ) ,  z — z( t ) .  (13.23)

Уравнения (13.23) являются параметрическими уравнениями рас­
сматриваемой линин у.

Переменная векторная величина и называется вектор-функцией 
( и л и  векторной функцией) скалярного аргумента t, если каждому 
значению to Ё Т, где Т  —  некоторый интервал, соответствует рпреде- 
ленный вектор u (t0) ; в этом случае пишут

u=u(0. (13.24)

Если 11=и ( 0 ,  т0 и проекции «*, %, uz переменного вектора и 
на оси декартовой системы координат будут (скалярными) функция­
ми аргумента t:

Ux —  Ux( 0 1 uv= U y ( 0 ,  uz =  uz(t).  (13.25)

*> Направление не меняется, когда \  есть луч, исходящий из 
начала координат. Когда линия лежит на поверхности шара, длина 
ие меняется. Но для двух различных значений 11} f2 я в этих случаях 
векторы r ( /i) ,  r(f2), будут различными.
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Пример вектор-функции скалярного аргумента дает рассмотрен­
ный выше случай раднуса-вектора r = r (t) точки, движущейся по 
некоторой линин в пространстве.

Годографом переменной векторной величины называется геомет­
рическое место концов всех ее отдельных значений при условии, что 
все они отложены из одной точки. Годографом постоянного вектора 
является точка (конец вектора). Годограф вектор-функции u=u(/) 
представляет собой некоторую линию. Если вектор u =  u(0 сохра­
няет постоянную длину, то ее годограф —  линия, лежащая на сфере.
Годографом радиуса-вектора г =  О М  движущейся точки М  является
траектория этой точки.

Введем понятия предела и непрерывности для вектор-функции. 
Пусть а —  постоянный вектор и r = r ( t ) — вектор-фуикция, опреде­
ленная в некотором интервале, содержащем точку to-

Вектор а называется пределом вектор-функции г= г  (<) при t ->  t„, 
если для любого е > 0  существует такое 6 = 6 (е )> 0 , что |г(/)— а|<е
для всех t, удовлетворяющих неравенству \t— 0̂|<б, t ^ t o  (рис. 13.8).
Обозначения предела вектор-функции:

lim г (( )  =  а; (13.26)
tM о

г (0 -> а  при t -> to .  (13.27)
Очевидно, равенство (13.26) эквивалентно равенству

lim | г (0 — а | =0. (13.28)
t->to

Если r(f) =  {* (0 , у ( 0> z(/)} и a=(ai, а2, а3), то равенство
(13.26) выполняется тогда и только тогда, когда

\im x ( t )  =  alt lim у  (f) =  а2, l i m z ( ( )  =  a3. (13.29)
i~>t0 i->to t->to

Действительно, так как

| г (0 —  a I =  V [ x  (t) -  %]* +  [y  (0 -  a2]* +  [z (t) -  a3\ \  (13.30)

TO

I Г (0 —  a | > | x (0  —  All- 
Из последнего соотношения следует, что условие |г(£)—  а|->0 

при t —> to влечет за собой условие \ x ( t ) —  at | 0 при т. е.
первое из равенств (13.29). Аналогично доказываются два других ра­
венства (13.29). Обратно, если выполнены равенства (13.29), то из 
(13.30) получаем, что |г(0 —  а|->0 при t-*-to, т. е. lim г ( t ) =  а.

Если lim г (0 = а , то lim |г(0 | =  |а|; это следует из неравенст­

ва ||г|—  i|a||  ̂|г—  а| и формулы (13.28).
Если вектор-фуикции vi (t) и г2(t) определены в некоторой окрест­

ности точки to, существуют пределы
lim гt(/)=a, lim гг(/)=Ь, (13.31)
t-+t0 t-+t0

скалярная функция /(<) имеет предел при t -+to,  то существуют так­
же пределы

lim f rt (0 + r2(01=a+b; (13.32)
0



Iim /(/)ri(<)=Iim /(0 lim ri(0 ; (13.33JI t~+to
lim n  ( t ) r 2( t )  =ab; (13.34)
t-*to

lim [ri(0 , r2(<)] =  ta. b]. (13.35)t-*t 0
Эти свойства пределов вектор-функций, в частности, можно до­

казать с помощью формул (13.29) и соответствующих свойств скаляр­
ных функций, если перейти от векторных соотношений к координат­
ным. Например, если r1(0 =  {* i(0 . гМО. ( t ) } ,  r 2 ( t )  =  { x 2 ( t ) ,  y 2( t ) ,  
z 2 ( t ) } ,  a= (oi, o2, o3), b=(b i, Ьг, b 3) ,  to

П  (f) Г2 ( 0  = X l  ( t )  X2 ( t )  + y  l  ( t ) y 2( t )  + Z i ( t ) Z 2 ( t ) ,

lim n (/ ) - r 2 ( t )  =о 161+ а 2Й2+ о 36з=аЬ. (13.36)t-+tо
Вектор-функция r = r (0 .  определенная в точке x0 и некоторой ее 

окрестности, называется непрерывной в этой точке, если

lim г(0=г(* „). (13.37)t-+t„
Из эквивалентности условий (13.26) и (13.28) следует, что век­

тор-функция r ( t )  =  {x ( t ) ,  y ( t ) ,  z ( t ) }  непрерывна в точке t 0 тогда и
только тогда, когда непрерывны в ней функции x ( t ) ,  y ( t ) ,  z ( t ) .

§ 13.6. Дифференцирование вектор-функций

Рассмотрим вектор-функцию u =  u(u) скалярного аргумента а. За­
фиксируем значение аргумента v, найдем соответствующее значение 
и(о). Придадим аргументу приращение Ли и найдем новое значение 
вектор-функции и(и+Ди), а также ее приращение Au =  u(u+Au) —  
— и (и). Составим отношение

Аи 1 * и (о +  Ап) —  и (о) . . .
Ду -  До (13.38)

и перейдем к пределу при Ди ->  0 (разумеется, не для всякой век-
тор-функции u =  u(u) и не для любого значения v такой предел су­
ществует) .

Предел отношения приращения вектор-функции к приращению 
аргумента, когда последнее стремится к нулю, называется производ­
ной вектор-функции u=u(u) в точке и. Производная вектор-функ­
ции обозначается одним из символов

du
. “ '(о ), л г -

Итак, по определению
............... и(и +  Аи) —  и (и)

и (о) =  lim -------------- д - -------------- . (13.39)
До-vO

Выясним геометрический смысл производной и '(и )^ 0 . Обра­
тимся к годографу вектор-функции (рис. 13.9). Если и(и)=ОМ ,
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и(и+Ди) —  ON,  то Ди =  ЛШ. Отношение Ди/Ап есть вектор, имеющий 
направление вектора MN ,  если Ди>0, или противоположное ему на­
правление, если Д и <0  (на рис. 13.9 изображен случай Д и > 0 ). Век­
тор МР=Ди/Ди направлен по секущей к годографу. Если Ди-»-0, то 
N  ->  М,  поэтому предельное положение вектора М Р  направлено по 
касательной M Q  к годографу в точке 
М,  а это предельное положение и 
является производной и'(и). Следова­
тельно, производная вектор-фуикции в 
данной точке есть вектор, направлен­
ный по касательной к годографу дан­
ной вектор-фуикции в соответствую­
щей точке.

Отметим, что при другом значе­
нии v получим новое значение и'(и), 
т. е. производная вектор-функции так­
же является вектор-функцией. Вектор- 
фуикция, имеющая производную, на­
зывается дифференцируемой.

Дифференциалом вектор-функции 
u=u(u) называется произведение ее 
производной на дифференциал аргу­
мента

du — u ' (v )dv ,  (13.40)
где dv =  Av.

Из формулы (13.40) следует, что

V  (*) =  - а г .  <13-41>
Правая часть последнего равенства представляет собой отношение 
двух дифференциалов.

Необходимым и достаточным условием существования производ­
ной вектор-функции

u(u) =  {x(u), y { v ) ,  z ( v ) }  (13.42)

в некоторой точке является дифференцируемость функций х ( о ) ,  у  (о],  
z ( v )  в этой точке, причем в данном случае

u'(u) =  {x'(ti), у ' ( о ) ,  z ' ( v ) } .  (13.43)

Это утверждение следует из эквивалентности двух подходов (13.26) и 
(13.28) к определению предела вектор-функции

и (и +  Ло)  —  и (о)
ш  =

х (v +  До) —  х (о) у (v -f  &v)  —  у (a) z (& -f  До) —  z (и) ^
Ди ’ До ’ Ди Г

Правила дифференцирования вектор-функции аналогичны пра­
вилам обычного дифференциального исчисления. Если Ui =  Ui(u), 
u2= u 2(ti) — дифференцируемые вектор-функции скалярного аргумен­
та о; с —  постоянный вектор; f { v ) — дифференцируемая скалярная 
функция; k —  постоянная скалярная величина; w —  скалярный аргу­
мент, связанный с о формулой w =  w ( v ) ,  где w ( v )  — дифференци­
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руемая функция, то правила дифференцирования выражаются сле­
дующими формулами:

dc
1) ^  =  0; 2)

3)

За)

4)

5)

6)

d v  
d  ( k u t ) 

d v

d  (иги2) ^
dv

d [ Uj, u3]

d (  ut + ua)’
dv

d f  . , d u ! 
d v  u i  +  f

d u t
d v

d v  ’ 
d ( f c )  

d v  ’ 6 0 > dv

d u 2
d v

df
~  d v  c;

dux du2 d(cut) dUi
—  u3 +  u i - * r ; - 4 a )  ----x — =  c-d v d v d v

d v
dttx
dv +

d u 9
d v

d u 1
d v dw

d w
d v

Докажем, например, формулу для дифференцирования скалярного 
произведения двух вектор-функций, т. е. формулу 4 ) .

Пусть

u l ( V) =  {■*! (и ) , г/1 (у ) .  Z i(o )} , u 2 ( v )  =  { x 2 ( v ) ,  у ф ) ,  Z i ( v ) } ,

тогда
Ul ( v )  u 2 ( v )  = X i  ( v )  x 2( v )  + y  1 ( v ]  y 2( v )  + Z i  (V) Z2(y ) .  

Следовательно,
d (U!U2)

d v =  (V) Хг (V) -f  (v) x2 ( v )  +  у  1 (и) y 2 (у) +

+  У1 ( v )  У 2 (и) +  Z, (и) z 2 (и) +  zt  (V) Z2 (и) =  ( * ,  * 2 +  г/, y 2 +  z , z2) +

+  (*1*2 ^1^2 "J" 21гг) ~ ' U2 +  U1
d u 2
d v

С помощью этой формулы легко доказывается следующая лемма.
Лемма. Если модуль вектор-функции u =  u(u) сохраняет по­

стоянное значение, то производная u '=u '(u ) перпендикулярна ей, 
короче, если и (и) =const, то u'jlu.

Действительно, uu =  uz— \u\2— k, uu=fe, где k —  постоянная. Диф­
ференцируя, получаем u'u+uu'=0, 2u'u=0, u'JLu.

Пусть
r  =  r ( 0 ,  r ( t ) = x ( t ) i + y ( t ) \ + z { t ) V .  ( 13 . 44 )

—  векторное уравнение движения точки М  в пространстве. Прираще­
нию At времени t соответствует приращение Дг=МоМ вектор-функ­
ции г=г(/). Отношение Дг/Д/ называется вектором средней скорости, 
этот вектор направлен по прямой МоМ. Предел указанного отноше­
ния при Д<->0 называется вектором скорости в момент <о (или 
вектором мгновенной скорости), обозначим его через v, т. е.

v =  r' ( 0  =  ^ - .  (1 3 .4 5 )
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Следовательно, вектор мгновенной скорости движущейся точки 
Направлен по касательной к ее траектории. Вектор г'(<) характери­
зует направление и быстроту движения точки. В самом деле, полагая 
для определенности A t > 0 ,  получаем

Поскольку |r(f+ A Q —  r(Q| выражает длину хорды МаМ,  стяги­
вающей дугу МоМ траектории точки, а указанные хорда и дуга экви­
валентны (см. равенство (13.1)), то

|r ' (0 1 =  Чш -М£  
д^о ы

т. е. длина вектора скорости есть предел отношения пути, пройден­
ного за промежуток времени At, к длине этого промежутка. Направ­
ление вектора г'(0 определяет направление движения точки М.

Принимая во внимание равенство (13.1), находим

1 Д г |

[Дг

As 1,
dr
ds

| dr J =  | ds 1.

=  Um I
As->-0 AS

Следовательно, если для вектор-функции r = r (t)  в качестве па­
раметра t выбрать длину дуги s, отсчитываемой от некоторой точки 
Ми, то производная вектор-фуикции будет равна единичному вектору, 
направленному по касательной. Обозначив этот вектор через т, по­
лучим

= т ,  1*1 =  1. (13.47)

Отметим, что из равенства [<sfr| =  J | следует выражение для 
дифференциала длины дуги в декартовых координатах:

ds =  1 dr J =  | d (xi  +  y\ +  zk) | =  1 did +  dy\ +  dzk 1,

ds =  Y d x 2 +  dy3 +  dz2, ds =  У x ' 3 +  у ' ъ -f- z '2 dt. (13.48)

Второй производной вектор-функции u =  u(u) называется произ­
водная от ее производной и'(и):

u " ( v ) = [ u ' ( v ) ] ' .  (13.49)

Для функции (13.42) имеем

=  y " ( v ) ,  z " ( v ) } ,  (13.50)

если существуют вторые производные функций x ( v ), y ( v ) ,  z ( v ) .  Ана« 
логично определяются производные более высокого порядка для 
вектор-функции u =u (y).
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§ 13.7. Кривизна пространственной линии

Рассмотрим пространственную линию у (рис. 13.10, о), заданную 
векторно-параметрическим уравнением

г (0 -* (0 1 + » (0 1 + '(0 к -  (13.51)
Фиксируем значение параметра t, ему соответствует некоторая 

точка М  кривой у. Проведем касательную к линии у  в точке М.  Если 
s —  длина дуги, то единичный вектор касательной т определяется 
формулой (13.47). Придав аргументу t приращение А/, получим точку 
N  линии у и соответствующий единичный вектор касательной т+Дт. 
Степень изогнутости кривой можно характеризовать скоростью пово­
рота вектора т.

Рис. 13.10

Кривизной линии у  в точ ке М  н а з ы в а е т с я  м о д у л ь  п р о и зв о д н о й  
в е к то р -ф у н к ц и и  t = t ( s )  в  д ан н о й  точ ке, т. е.

6 =
d i
ds (13.52)

Это определение кривизны равносильно определению, данному 
для плоской линии в § 13.2. Действительно, из рис. 13.10,6 получаем

ds У

lim
As->0

lim
As->0

Ат'
As lim

As-*0

B C
As

Аа
2 sin g

=  lim 
As-*0

Да
As As

lim
As-O

Да
As

последнее равенство совпадает с равенством (13.5). 
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Выведем формулу для вычисления кривизны. Так как | т| =  1 и 
d x j d s  х. т (согласно лемме § 13.6), то угол между векторами т ’ и т 
равен 90°, поэтому

d x d x

d s d s

d x
[T|sin|T,

d x

d s
(13.53)

По правилу дифференцирования сложной вектор-функции

d t  d t  г 'd t

d s d t  d s  '  s '
(13.54)

Дифференцируя еще раз, находим

d x

■ds

d x  d t  

d t  d s

d x

d s

r  s 1 d x

s '  ’ d s

< я + -
г " s '  — s " r '  

s7? • (13.55)

Подставляя выражения (13.54) и (13.55) в равенство (13.53), полу­
чаем формулу для кривизны пространственной линии:

Г d x r ' r  " s ' — s " r ' Г г " ,  г '  ]

d s  ’ T s '  * s /3 s ' 3

и л и

I f " .  Г ' ] | (13.56)

так как |r'| =  |s'| (что следует из равенства | d r |  =  |ds|).
Кривизну линии можно выразить в координатах. Поскольку 

Г(0  =  {* (0 . y ( t ) ,  A t ) ) ,  г' ( t )  =  { x’ (t),  y ' ( t ) ,  z?( t ) h  f" ( t )  =  { x" ( t ) ,  
y " ( t ) ,  z " ( t ) } ,  на основании формулы (5.76)

[ Г ' ,  г ' ] -

i j  k

X '  у '  2 '

X "  у "  2 "

Следовательно,

k  =
V  ( y ' z "  —  y " z ’ f  +  (x'z" —  x" z ' ) 2 +  (x' fZ — х " у ' ) г

(X'Z +  y ' i  +  z '2 ) 3 /2

(13.57)

(13.58)

Отметим, что формула (13.11) является частным случаем форму­
лы (13.58), ибо в этом случае z ( t ) =  0 (линия лежит в плоскости 
Оху) .

П р и м е р. Найти кривизну винтовой линии f ( / ) = { a c o s ^ ,  
a s i n  t, bt).

Поскольку x ' = — a s m t ,  у ' = а  c o s  t, z ' = b ,  x " = — a c o s  t ,  y"=* 
= »— a s i n i ,  z " =  0 ,  t o
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i J к
[г ', г"] =  — a sin/ a cost b ;

—  a cos t —  a sin t 0

|[ r \  г"]| =  ) /а 2г>2 +  о4 = =пКа а4-Ь2, | r ' |  =  J/a2+  6»,

k ~  a2 +  63 •

Глава 14

П Р И Б Л И Ж Е Н Н О Е  Р Е Ш Е Н И Е  У РА В Н ЕН И Й

В курсе математики средней школы рассматривались точные ме­
тоды решения некоторых классов уравнений.

Существуют точные методы решения алгебраических уравнений 
третьей и четвертой степени. Формулы, выражающие корни этих 
уравнений через нх коэффициенты, являются довольно громоздкими, 
поэтому ими редко пользуются. Что касается алгебраических урав­
нений степени п (n&s5), то в общем случае для них нет таких фор­
мул; эти уравнения в радикалах не решаются.

При применении точных методов полученными результатами во 
многих случаях можно воспользоваться лишь приближенно, напри­
мер, результатом х =  У 5 н т. п. По указанным причинам широко 
пользуются приближенными методами решения уравнений. Важней­
шие из этих методов будут рассмотрены в данной главе.

Всякое уравнение с одним неизвестным мож ет быть 
записано в виде

где f  (х) — некоторая функция переменной х.
Корнем  уравнения (14.1) назы вается такое значение 

лг =  X, при котором левая часть уравнения обращ ается в 
нуль, т. е. f ( X ) —0. Корень уравнения (14.1) геометриче­
ски представляет собой абсциссу точки пересечения гр а­
фика функции y  — f ( x)  с осью Ох  (рис. 14.1, а ) , точки ка­
сания этого графика с той ж е осью (рис. 14.1, б) или дру­
гой общей точки граф ика и оси Ох  (рис. 14.1, в) .

И з геометрической интерпретации корня следует гра­
фический способ решения уравнения с одним неизвест­
ным: чтобы решить уравнение (14.1), необходимо по­
строить граф ик функции y = f { x )  и найти абсциссы точек

9

§ 14.1. Графическое решение уравнений. 
Отделение корней уравнений

/ ( * ) =  О, (14.1)
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пересечения граф ика с осью 0 х ( у = 0 ) .  Н апример, урав­
нение 2 х—3 =  0 имеет корень л:= 1,5; уравнение х 2— 4 х +  
+ 3 = 0  — два корня: * i = l ,  х2 = 3; уравнение х 3— х2— 2х =
=  0 — три корня: *1 =  — 1, х2-- 
—5л:2+ 4  =  0 — четыре корня: 
лг4= 2.

JT О

= 0, лг3= 2 ; уравнение л:4— 
Xi =  — 2, х2= — 1, х3= 1 ,

х О

Отделить корень уравнения (14.1) — это значит най­
ти такой конечный промежуток, внутри которого имеет­
ся корень данного уравнения, причем корень является 
единственным в этом промежутке.

Д ля отделения корней уравнения (14.1) применяют 
следующий критерий: если на отрезке [а, Ь] функция 
f ( x )  непрерывна и монотонна, а ее значения на концах 
отрезка имеют разны е знаки, то на рассматриваемом 
отрезке имеется единственный корень этого уравнения. 
Достаточным признаком монотонности функции f ( x )  на 
отрезке является сохранение знака ее первой производ­
ной (если f ' ( x ) > 0, функция возрастает на отрезке, если 
f ' ( x ) < 0, функция убы вает).

Отделение корней уравнения (14.1) можно выпол­
нить графически, если удается построить график функ­
ции y  = f (x) ,  по которому можно судить о том, в к а ­
ких промежутках находятся точки пересечения его с 
осью Ох.

В некоторых случаях уравнение (14.1) целесообразно 
представить в эквивалентном виде

h ( x ) = h ( x )  (14.2)

с таким расчетом, чтобы графики функций у  = \ 1(х),  
y —fz(x)  строились проще. Корень уравнения (14.2) гео­
метрически представляет абсциссу точки пересечения 
графиков y = f i ( x )  и y  = f2(х) .
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Таким способом легко, например, отделить корень 
уравнения x3-\-px-\-q =  0. Это будет абсцисса точек пере­
сечения прямой у — —р х — q и линии у  = х3. Аналогично 
отделяются корни уравнения x 3-\-axz-]-bx-\-c = 0.

П р и м е р . Отделить корни уравнения х 3+ б х — 5=0.
Поскольку f ' (x)  =  3х2+ 6 > 0  для всех х, функция возрастает на 

любом промежутке. При отрицательных х, очевидно, функция при­
нимает отрицательные значения; при достаточно больших положи­
тельных х, например при х~^ 1, —  положительные значения (/(0 )< 0 , 
/ (1 )> 0 ). Следовательно, уравнение имеет единственный действи­
тельный корень на отрезке [0, 1].

З а м ечание  1. Можно указать отрезок меньшей длины, на ко­
тором находится корень. Для этого введем в рассмотрение величину 

Q Ь
с = — g-------> т - е- середину отрезка [а, о], в данном случае с —

.1  / 1 \ 1 6
=  - г , - .  Так как / I I =  -тр~ +  —  5 <  0, а / (1) >  0, то корень

лежит в интервале ]0, 5; 1[. Этот процесс можно продолжить: по­
скольку f (0,75) <  0, а / (1 )> 0 ,  корень принадлежит интервалу 
]0,7Б; 1[.

З а м е ч а н и е  2. Корень данного уравнения можно отделить 
и графически. Придадим уравнению вид х3 =  —  6*+5, т. е. вид (14.2). 
Рассмотрим графики функций у = х 3, у =  —  б х + 5  (рис. 14.2). Из ри­

сунка видно, что указанные графи­
ки пересекаются в точке М,  аб­
сцисса которой находится в интер­
вале ]0, 1[.

З а м е ч а н и е  3. Идея деле­
ния пополам отрезка [а, Ь], на ко­
тором находится единственный ко­
рень уравнения f ( x ) =  0, лежит в 
основе так называемого метода 
«вилки» —  метода приближенного 
вычисления корней. «Вилкой» на­
зывают всякий отрезок [о, Ь], для  
концов которого f ( a ) f ( b ) <  0.
Пусть с —  середина отрезка [а, Ь\. 
Если f (c )=  0, то с — корень урав­
нения..В случае f(c)  =̂ =0 обозначим 
через [ait bi] один из двух отрез­
ков [о, с], [с, Ь], на котором нахо­
дится корень. Продолжая анало­
гичные рассуждения, имеем две 
возможности: 1) функция f (x)  рав­
на нулю в середине некоторого от­
резка (тогда корень найден);
2) указанный процесс можно про­
должать неограниченно; в этом 
случае получаем систему вложеи- 

, [ап, Ьп], длина которых стремится 
эта система имеет общую точку |. 
е. | —  корень уравнения.

ных отрезков [oi, 6i], [а2, 62], .. 
к нулю. Согласно теореме 10.1 
Можно доказать, что f (£) =0, т.
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§ 14.2. Метод хорд

Предположим, что функция f ( x ) ,  стоящ ая в левой ч а­
сти уравнения (14.1), на концах промеж утка [а, b] при­
нимает значения различных знаков, а ее производная на 
указанном промежутке сохраняет знак, тогда в интерва­
ле ]а, Ь[ имеется один и только один корень уравнения
(14.1).

f ( x ) > 0
У,

в
/ \

f ( x ) <0

Ч<3

0 1 / / у * ,  
\ / / /

X

<Г

В качестве первого приближенного значения корня 
данного уравнения возьмем абсциссу точки пересечения 
оси Ох  и хорды, соединяющей точки A (a, f ( a ) )  и 
B( b ,  f { b ) ) — концы дуги граф ика функции y = f { x )  
(рис. 14.3). Н а основании формулы (2.10) получаем у р ав ­
нение прямой А В

У —Н а ) 
HP)- Н а )

х — а
(14.3)

П оложив в этом уравнении г/ =  0, найдем первое при­
ближение корня

Xi =  а- f (а) (Ь —  а)_________ или „ - ~ af  (b) bf (а) . . . . .
f ( b ) - f  (a) т и  x i ~ .  Д (б)_ ;/(в) •

Чтобы получить второе приближение Хг искомого кор­
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ня X  данного уравнения, применим указанное рассуж де­
ние к тому из отрезков {а, х J , [xiy b], на концах которого 
функция имеет разные знаки. В случае, когда выполняет­
ся условие (см. рис. 14.3, а, б)

№ Г ( х ) >  о,
находим

_  af (*,) —  x j  (а)

в случае (см. рис. 14.3, в, г), когда

f ( b ) f " ( x ) >  О,
получаем

г  _  bf (*») ~  (fe) 
2 ”  Г Ш - Ц Ь )  ■

П родолж ая аналогичные рассуждения, находим по­
следующие приближения корня хз, Xk, хъ, . . . .  Если изве­
стно (п— 1) -е приближение x n-i ,  то п-е приближение х п 
вычисляется по формуле

2’ ( R 9 )  

когда выполняется условие (14.5), или по формуле

( и ° 1' 2’ 3’ " ' ) <14' 10) 

при выполнении условия (14.7).
В первом случае за  начальное приближение принима­

ется Ь, т. е. Хо = Ь, во втором—а, т. е. х0 =  а (см. рис. 14.3).
И з геометрических соображений следует, что последо­

вательность чисел х п { п = \ ,  2, 3, . . . )  сходится к кор­
ню, т. е.

lim х п =  X .  (14-11)
Л -*-во

П ользуясь формулами (14.9) и (14.10), вычисления 
проводят до тех пор, пока в двух последовательных при­
ближениях не станут совпадать десятичные знаки с уче­
том заданной точности.

Отметим, что оценка абсолютной погрешности метода 
хорд определяется неравенством

\ X ~ X n\ < AUy L > (14-12)

374

(14.5)

(14-6)

(14.7)

(14-8)



где
f i =  min \ f ' ( x )  t, f ' ( x ) ^ 0 .  (14.13)

a < x < b

Чтобы доказать формулу (14.12), применим к вы ра­
жению f ( x n) = f ( x n) — f (X)  (f ( X ) = 0 , лбо  X  — корень урав­
нения f ( x ) ~ 0) формулу Л агран ж а. В результате полу­
чим f ( x n) — f {X)  =  (xn— X) f ' { l n ) ,  где In  находится между 
х п и X,  или f ( x n) — (xn— X ) - f ' ( l n),  откуда и следует 
(14.12).

П р и м е р. Методом хорд иайти действительный корень уравне­
ния хг+ х — 1=0.

В данном случае f ( x ) = x 3+ x —  1. Поскольку /(0,5) < 0 , / (1 )> 0  
и /'(*) =3*4-1 > 0  для всех х, то в интервале ] 0,5; 1[ находится 
единственный действительный корень уравнения.

Так как } " (х)<=  бх и f ( l j  f " ( x)  > 0 , т. е. выполнено условие 
(14.7), то пользуемся формулой (14.10), положив в ней 6=1, дс0=0,5; 
/(*„) =/(0,5) =  (0, 5)4-0,5— 1 =-0,375:

b f ( x „ ) - x 0f ( b )  1 ( - 0 ,3 7 5 )-0 ,5 -1
f ( x 0) — f ( b )  ~  — 0,375 —  1 ~  U,bcSbcSb4;

bf (*t) -  x j  (b) 1 (— 0,105935)— 0,636364 ft<87ll„
f ( h ) — f(.b) ~  —  0,105935 —  1 ~ u-bm 9b-

bf (хг) -  x j  (6) I (— 0,026428)~0,671196-1
3~  H 4 )  —  f ( b )  ~  — 0,026428— t «и,ь/уьь/.

Аналогично вычисляем последующие приближения: *4= 0,681691, 
*5=0,682176, *6=0,682292, лг7=0,682319, *8=0,682326, *„=0,682327. 
Следовательно, с точностью до 0,0001 получено значение корня Х =  
=0,6823.

§ 14.3. М етод касательных

М етод касательных (или метод Ньютона) нахож де­
ния действительных корней состоит в следующем. Пусть 
в промежутке (а, Ь) находится единственный корень
уравнения (14.1). Проведем касательную  к графику
функции y  — f ( x )  в точке A (a, f ( a ) ) .  Ее уравнение в со­
ответствии с формулой (11.8) принимает вид

y - f ( a ) = f ' ( a ) ( x - a ) .  (14.14)
П олагая в этом уравнении у —0, находим абсциссу 

точки пересечения касательной с осью Ох:

х^ = а - Щ - '  (14Л5)
если f  (а) ф 0.
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Ф ормула (14.15) дает первое приближенное значе­
ние корня. Чтобы получить второе приближение, приме­
ним аналогичные рассуждения к промежутку (хи Ь).  
К асательная к граф ику функции (рис. 14.4)" в точке 
A i ( x i, f ( x i ) )  определяется уравнением

y - f ( X i )  = f ' ( x i) ( X — X i ) .

П оложив в этом уравнении у = 0, получим второе при­
ближение:

**“ * 1 - 7 4 ^ - -  ( 14Л6)

У, У
А А

К а,
! \ V  ь

a | jc 0 а х1 \  ^

В В

Рнс. 14.4 Рис. 14.5

Аналогично вычисляются последующие приближения 
корня. Если известно (я — 1)-е приближение, то n -е при­
ближение корня уравнения (14.1) находится по формуле

хп =  хп̂  -  ^ ( П =  1 , 2) 3, . . . ) ,  (14.17)

в которой за  нулевое приближение xq принимается такое
значение из отрезка [а, Ь], для которого выполняется
условие

f ( x o ) f " ( x ) >  0, (14.18)

т. е. начинать нужно не обязательно с точки А (рис. 14.4).
Соотношения (14.11) — (14.13) остаю тся справедливы ­

ми и для метода касательных.

П р и м е р . Методом касательных найти действительный корень 
уравнения х3+ х — 3=0.

Придавая данному уравнению вид (14.2), получаем х3= — дс+З. 
Построив графики функций f i ( x ) = x 3 и f t { x ) =  —  я+З, найдем, что 
единственный действительный корень уравнения принадлежит интер­
валу 11, 2[. Укажем промежуток меньшей длины, на котором находит­
ся корень. Поскольку f (1,2) =  ( 1,2) *+1,2— 3 = — 0,072<0, f (1,3)== 
=  (1,3)’ +1,3— 3=0,497>0, то корень лежнт в интервале ]1, 2; 1, 3[.
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Рассмотрим еще середину отрезка [1, 2; 1, 3], т. е. точку *=1,25. Так 
как f (1,25) =  (1,25)3+,1,25-3=0,203125>0 и /(1,2) < 0 , то искомый 
корень принадлежит отрезку [1,20; 1,25].

Данная функция } (х) = х 3-\-х— 3 имеет производные f ' (х) —  3*2+1, 
f " ( x ) =  6х, принимающие положительные значения на этом отрезке.

В качестве начального приближения возьмем х 0=1,25, так как 
для этой точки выполнено условие (14.18).

Результаты вычислений, выполненных по формуле (14.17), зано­
сим в табл. 3, из которой видно, что 1,21341.

Т а б л и ц а  3

п хп
3

хп
1 (*„>-
=  4  +
+ хп- 3

II СО в
Ц

*
Л

.

„ 
II

1

хп+ 1 — 
=  хп -

г<*„>
Г  (хп>

0 1,25 1,953125 0,203125 5,6875 0,035714 1,214286
1 1,214286 1,790452 0,004738 5,42347 0,000874 1,213412
2 1,213412 1,786590 0,000002 5,417107 0,0000004 1,2134116

§ 14.4. Комбинированный метод

Комбинированный метод состоит в одновременном 
использовании метода хорд и метода касательных. Его 
удобно применять, если вторая производная f " ( x)  сохра­
няет знак  в промежутке, на котором находится корень 
уравнения f ( x )  =  0. В этом случае график функции не 
имеет точек перегиба, является выпуклым вверх или вниз 
(рис. 14.5), поэтому можно гарантировать приближение 
к корню с двух сторон: касательная пересекает ось Ох  
со стороны выпуклости, а хорда — со стороны вогнутости 
граф ика функции y —f {x) .  П риближения по методу к а ­
сательных будут располагаться с одной стороны корня, 
а приближения по методу хорд — с другой. Таким об ра­
зом, получаются все более суживаю щ иеся отрезки, внутри 
которых заключен корень. Д лина последнего из отрезков 
дает величину абсолютной погрешности приближенного 
значения корня.

П р и м е р . Комбинированным методом найти корень уравнения 
*3-2 * + 7  =  0.

Действительный корень данного уравнения находится на отрезке 
[— 2,3; — 2,2]. Условие (14.18) выполнено для *о = — 2,3. Приближе­
ния по методу хорд будем помечать штрихом. Пользуемся форму­
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лами (14.9) и (14.17). Замечая, что а=*о =  —  2,3, Ь = х 0 =  —  2,2, 
/(— 2,3)=— 0,567, /(— 2,2) =0,752, по этим формулам находим

f(*o) „ — 0,567
*i =  *o—  -  —  2 ,3 —  13 87 =  —  2,3 +

+  0,040879 =  — 2,259121,

, af ( xo) — Xpf(a)
X l ~  f ( X o ) - f ( a )

( -2 ,3 ) -/ ( -2 ,2 )  - ( - 2 , 2 ) - / ( -2 ,3 )
~  / (— 2,2) — / (— 2,3) -  — z,zo/uid,

лг3 =  —  2,258259, *2 =  —  2,258231, x3 =  —  2,2582589, 

x'3 =  —  2,258259.

Следовательно, X = —  2,258259 —  корень данного уравнения.

§ 14.5. М етод итераций

Метод итераций (или метод последовательных приближений) ре­
шения уравнения (14.1) состоит в следующем. Каким-либо способом 
получают приближенное значение Хо корня данного уравнения (это 
может быть произвольное значение из интервала, содержащего ко­
рень; как было видно из приведенных выше примеров, такой интер­
вал можно сделать достаточно малым).

Уравнение (14.1) представляют в виде
x=(p(x), (14.19)

что вСегда можно сделать, причем различными способами, например,
x = x + c f ( x ) ,  (14.20)

где с — произвольная постоянная.
Обозначим через х { результат подстановки Хо в правую часть 

уравнения (14.19):
*1 =  ф(*о), (14.21)

далее, *2=<p(*i). Продолжая указанные действия, получаем

x n =  q>(xn-i)  (п=1, 2, 3, . . . ) .  (14.22)

Процесс последовательного вычисления чисел х п ( п =  1, 2, 3, . . . )
по формуле (14.22) называется методом итераций, или методом
последовательных приближений.

Условия сходимости этого процесса выражаются следующей тео­
ремой.

Теорема. Если в промежутке, содержащем корень X  уравнения 
(14.19) и его последовательные приближения х0, Xi, х2, . . . ,  хп, . . .  
. . . ,  вычисляемые по формуле (14.22), выполнено условие

| ф ' ( * ) | « 7 < 1 ,  ( 1 4 . 2 3 )
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то процесс итераций сходится, т. е.

\ 1 т Х п = Х .  (14.24)
П-юо

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку X  —  корень уравнения (14.19), 
то Х = ф (Х ). Вычитая из этого равенства равенство (14.21) и приме­
няя теорему Лагранжа о конечном приращении, получаем

X — *1 =  ф(Л:)—  ф(лг0) =  ( X — дг0)ф'(|о),

где go —  число, заключенное между X  и х 0.
Аналогичные равенства получаем и для последующих прибли­

жений:
X — *2=ф(Я)—  ф(*1) =  ( Х — x i ^ ' ( i i ) ,

X — х 3 =  ф ( X )  —  ф {х2) =  ( Х — х2) ф' (12) ,

X — Хп =  ф ( Х ) —  ф(*„-1) =  ( X — ДСп-1)ф'(5п-1), 

где |4 ( i= l ,  2, . . . ,  га— 1) — некоторое число из промежутка между
X i  И X .

Перемножая почленно выписанные равенства и производя со­
кращения, находим

X — х п = ( Х — *о)ф'(£о)ф'(Ы 
Принимая во внимание (14.23), получаем неравенство

I X — х п [ с : \Х— х0\qn.

Поскольку 0<(?<М и lim ^n =  0, то выполняется и равенство 

(14.24).
П р и м е р  1. Методом итераций найти действительный корень 

уравнения х 1+ х- \ -4 = 0.
Представив данное уравнение в виде х 7= — х — 4 и построив гра­

фики функций fi(* )= * 7, f2( x ) =  —  х — 4, найдем, что искомый корень 
принадлежит отрезку [— 2, — >1]. Можно указать отрезок меньшей 
длины, на котором находится корень. Поскольку f (— 1,2)<0 и 
f (— 1, 1 )> 0 , корень лежит на отрезке [— 1, 2; — 1, 1].

Из данного уравнения находим
7 ______  1 ______  1 1

х =  у — х— 4, ф (*) =  / —  х— 4, ф' (x)  =  - j — 7 — .
Y  (— х— 4)®

Для функции ф(я) условие (14.23) выполнено, ибо при —  l ,2 < x <  
< — 1,1

|ф' М  I =  - \ - - т ~ = =  <  4 =  0 ,0 6 <  1.
'  / ( - * - 4  )•

В качестве начального приближения возьмем =  — 1,15. Результаты7 .
вычислений, выполненных по формуле хп =  - / — хп__1— 4, сводим в 
табл. 4, из которой видно, что Х =  — 1,1607 —  корень данного урав­
нения.
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Т а б л и ц а  4

п хп- 1 хп— 1 4 *„=Ф(*л-1>=т/

1 — 1,15 — 2,85 — 1,1614
2 — 1,1614 — 2,8386 — 1,1607
3 — 1,1607 — 2,8393 — 1,1607

За ме ч а н ие .  Данное уравнение можно переписать в виде х =  
=  Ф1 (х ), где ф1 (х) =  — 4— л:7. Поскольку для функции q)i(x) условие 
(14.23) не выполнено, то этим представлением пользоваться нельзя 
для вычисления корня на отрезке [— 1, 2; — 1, 1].

П р и м е р  2. Вычислить объем одного моля метана при 0° С 
и 50 атм (см. [11]).

В этих условиях газ заметно отклоняется от идеального состоя­
ния. Для вычисления объема воспользуемся уравнением Вандер- 
Ваальса, которое запишем в следующем виде:

^ - + 1 .
Р +  v 2

где V  —  объем одного моля газа; 0=2,253 л2-атм-моль-2 ; Ь =  
=  0,0428 л-моль-1.

В качестве нулевого приближения возьмем объем, полученный 
из уравнения состояния идеального газа, т. е.

R T  0,082-273 „ , „
V ° ~  р ~  50 -0 ,4 4 8 .

Подставляя это значение в правую часть исходного уравнения, полу­
чаем первое приближение

22 4
Vi  =  ■ 2 253 ~  0,409.

50 +  (0,448)2
Аналогично вычисляем следующие приближения: 0,395, Уз*
«0,391, V4~  0,390, V s =  Ке«0,389. Следовательно, с точностью до 
трех десятичных знаков находим У=0,389 (л).

§ 14.6. М етод малого парам етра

Метод малого параметра, как и метод итераций,^принадлежит 
к числу универсальных математических методов. Этот метод (его 
называют также методом возмущений) состоит в следующем.

Пусть требуется найти решение уравнения, содержащего кроме 
известных и неизвестных величин еще некоторый параметр а, т. е. 
уравнения вида

F(x, а ) = 0 .  (14.25)
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Предположив, что это уравнение При некотором значении парамет­
ра а = а 0 решается сравнительно легко; уравнение принимает вид 
f ( x )  =  0 и имеет решение х=Хо.  Последнее решение называется не­
возмущенным. Поскольку очень часто принимают ао =  0, то рассмат­
риваются достаточно малые а, отчего и происходит название метода.

Решение уравнения (14.25) при а, достаточно близких к ао, 
ищут в виде разложения по степеням (а— а0), т. е. в виде

х = х ( а )  =Oo+Oi(a— ао) + аг(а — ао)2+ а 3(а— а0) 3+  . . .  . (14.26)
Отметим, что свободный член разложения (14.26) получается 

при a=ao, а именно ао*=хо, т. е. совпадает с невозмущенным реше­
нием. Последующие члены дают поправки на «возмущение> решения, 
они имеют различный порядок малости по сравнению с (а— ао).

Подставляя выражение (14.26) в уравнение (14.25), получаем
c0+ c i(a — a0)+ c 2(a— ao}2+ c 3(a— a0) 3-f- ■ • • +  =  0, (14.27)

где Ci =  q>i(ak) — некоторые функции коэффициентов разложения
(14.26).

Обращая в нуль коэффициенты с,-, находят систему уравнений, 
из которой определяются коэффициенты разложения (14.26).

Этот метод определения коэффициентов разложения (14.26) на­
зывается методом неопределенных коэффициентов.

Метод малого параметра дает хорошие результаты лишь при а, 
достаточно близких к ао_ Чем меньше [a— а0|, тем меньше нужно 
взять членов в разложении (14.26), т. е. тем меньше нужно вычис­
лять коэффициентов искомого разложения.

Пр и ме р .  Найти действительный корень уравнения х 3-\-0,1х—  
— 1=0.

Это уравнение никакого параметра не содержит и имеет посто­
янные коэффициенты, поэтому его можно решить с помощью мето­
дов, изложенных в предыдущих параграфах.

Можно найти его решение и методом малого параметра. Введем 
в рассмотрение уравнение, содержащее параметр а:

х3+ а х — 1 =  0. (1)
Исходное уравнение получается из уравнения при а=0,1.

Найдем решение уравнения при малых |а( с точностью до вели­
чин порядка а3 включительно. Решение уравнения (1) ищем в виде

Х = Х (а ) =a + 6 a + ca 2+ d a 3+ o (a 3), (2)
где а, Ь, с, d  —  коэффициенты, которые нужно определить.

Подставляя выражение (2) в уравнение (1) и выполняя необходи­
мые преобразования, получаем

[a+6a+ca2+ d a 3+ o (a 3)]3+a[o+6a+ca2-{-da3+ o (a s)]— 1 =0, 
(a3— 1) +  (a+3a26) a +  (6+3a62+3a2c) a2+  

+ { b 3+ 3 a 2d + 6 a b c + c )  a3+o (a3) =  0.
Приравнивая нулю коэффициенты при степенях а, находим систему 
уравнений

а3 —  1 =  0; 
a -f- 3a26 =  0; 

b -f  3ab2 -f  3a2c =  0; 
b3 -f  3a2d -f  6abc -f  с =  0,
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из которой а =  1, Ь = -------д— , с]= 0, d —  "g]- -
Следовательно, искомое разложение с заданной точностью прини­

мает вид

Х  =  1 - - д - а  +  “ - а 3. (3)

С помощью этой формулы, взяв а=0,1, получим решение исходного 
уравнения *3+0,1*—  1 =0, X =0,967.

За ме ч а н ие .  Формула (3) позволяет находить решения мно­
гих уравнений, получающихся нз уравнения (1) при малых значе­
ниях параметра а. Так, уравнение лг3— 0,1лг— 1 =0 имеет решение 
Х =  1,033; уравнение л;3-(-0,01л:— 1=0 —  решение ^=0,996667; урав­
нение л3-|-0,001д:— il =0 —  решение Х = 0,999667 и т. д.

Г л а в а  15 

НЕОП РЕДЕЛЕНН Ы Й  ИНТЕГРАЛ

В данной главе рассматривается задача, обратная задаче о диф­
ференцировании функций. Задача состоит в следующем: дана функ­
ция f ( x ) ,  являющаяся производной некоторой функции F ( x ) \  тре­
буется найти функцию F [ x ) .  К такой математической задаче при­
водят многие физические, химические и другие задачи, например, за­
дача об отыскании закона неравномерного движения материальной 
точки вдоль прямой по заданной скорости, задача о нахождении 
закона химической реакции по известной ее скорости.

§ 15.1. Первообразная функция. 
Неопределенный интеграл и его свойства

Функция F( x ) ,  определенная в промеж утке (а, Ь),  
назы вается первообразной  данной функции f ( x )  в этом 
промеж утке, если для любого значения х ^ ( а ,  Ь) вы ­
полняется равенство

F ' ( x ) = f ( x ) .  (15.1)

Н апример, функция F ( x ) = x i — первообразная функции 
f ( x ) =  4х3 в интервале ]— оо, -fo o [, поскольку (лг4) '  =  4л? 
для всех х; функция F( x)  =1п х  — первообразная функции
/(* )  =  в интервале 10, +  ° °Ь  так как (1плг)' =  —— ;
функция F (х) =  arcsin х  —  первообразная функции f  (х) =
=  -  -Л = — в интервале I — 1, 1[, ибо (a rcsin e) ' =  .

у  1 —  х2 г 1 —  х*
Если F( x )  — первообразная функции f ( x ) ,  то

<D{ x ) =F( x ) +C,  (15.2)
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где С — произвольная постоянная, такж е является ее 
первообразной, поскольку Ф'(л:) = [ /7(л :)+ С ]/ =  /7/(д :)+ 0  =  
= / ( * ) .  Обратно, если F( x )  и Ф(л:) — две первообразные 
функции f ( x ) ,  то они отличаю тся произвольным слагае­
мым, т. е.

Ф ( x ) — F( x )  =  C, 0 ( x ) = F { x ) + C .  (15.3)

Это следует из теоремы Л агр ан ж а (см. § 11.12, следст­
вие 2).

Таким образом, выраж ение (15.2), в котором функ­
ция F( x )  удовлетворяет условию (15.1), определяет мно­
жество всех первообразных данной функции f ( x )  в з а ­
данном промежутке (а, Ь).

Неопределенным  интегралом от данной функции f ( x)  
назы вается множество всех ее первообразных

f f ( x ) d x  = F ( x ) + C ,  (15.4)
где F ' ( x ) = f ( x ) .  Зн ак  f  назы вается знаком неопределен­
ного интеграла; функция f ( x )  — подынтегральной функ­
цией; выражение f ( x ) dx  — подынтегральным вы раж е­
нием.

Операция нахождения первообразной данной функ­
ции называется интегрированием.

Неопределенный интеграл обладает следующими 
основными свойствами.

1. П роизводная неопределенного интеграла равна 
подынтегральной функции; дифф еренциал неопределен­
ного интеграла равен подынтегральному выражению:

U  f { x ) d x ) ’ — f ( x ) ; (15.5)
d f  f ( x ) d x = f ( x ) d x .  (15.6)

2. Неопределенный интеграл от дифф еренциала неко­
торой функции равен этой функции с точностью до по­
стоянного слагаемого:

f  d(f (x)  = ф (лО + С . . (15.7)

3. Постоянный множитель можно выносить за  знак
неопределенного интеграла:

/  k f ( x ) d x  = k J  f ( x ) d x  (k =  const, к ф ® ).  (15.8)

4. Если функции f i ( x)  и f2(x) имеют первообразные, 
то функция f i ( x ) - \ - f2 (x) такж е имеет первообразную, 
причем

f  [h (х) + / г  (*) ]dx= /  /1 (х) d x + f  f 2 (х) dx. (15.9)
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П ервое свойство следует из определения неопределен­
ного интеграла. Третье и четвертое свойства доказы ва­
ются сравнением производных от обеих частей равенств 
(15.8) и (15.9), при этом учитывается, что неопределен­
ный интеграл определен с точностью до постоянного сла­
гаемого.

Чтобы доказать  второе свойство, обозначим /  dq{x)  =
— /  Ф' ( x ) d x = F ( x ) .  Н а основании первого свойства полу­
чаем ф ( x ) = F ' ( x ) ,  откуда ^(л:) = ф ( л : ) + С ,  т. е. / dq>(x) =  
=  ф О ) + С .

§ 15.2. Таблица основных неопределенных 
интегралов

Таблицу простейших неопределенных интегралов не­
трудно получить, воспользовавш ись тем, что интегриро­
вание является операцией, обратной дифференцированию. 
Будем исходить из формулы (15.7), которую запишем сле­
дующим образом: если dF( x )  = f ( x ) d x ,  то f f ( x ) d x =  
= F(x)-}-C.  Например, поскольку d( s i n  х)  = c o s  xdx,  то 
/ cos x d x —sin x-\-C.

П рименяя аналогичное рассуждение к каж дой из 
формул таблицы дифференциалов (см. § 11.10), получаем 
следующую таблицу простейших неопределенных инте­
гралов:

1. j l -dx — § dx =  х С .
С *«-и

2. J x * d x =  +  С(<х=£— 1).

3. j ^ r d x = ^  =  \ u \ x \  +  C.

4. J  axdx  =  ~ i ^ r  +  £  (а >  О)-

4а. j  exdx — ех +  С.

5. J cos xd x  — sin х  +  С.

tg jc +  С.

— ctg л: +  С.

6. ] sin xdx  =

7. f— l— d x =  f
J  COS2 X  J

I

COS X 

1
sin2 x dx =

c o s a : +  C.
dx 

cos2 x

dx 
sin2 x\
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С* dx •9. I — ■ =  arcsin x  4 -  С — — arccos x  4 -  C.J V l - x 2 ^  ^
10. j* ) =  arctg л: +  С =  — arcctg x  +  C.

11. j  sh xdx  =  ch x  - f  C.
12. j  ch xd x  =  sh x  +  C.

13- | - ж г = 11“ = + с - 

14' J t P 7  =  - * ‘  +  &
Отметим, что все указанны е формулы справедливы 

в тех промежутках, в которых определены соответствую­
щие функции. Н апример, формула 3 справедлива для 
любого промежутка, не содерж ащ его точку л:=0; форму­
ла 9 — для интервала ]— 1, 1[ и т. п.

За меч а ние .  В таблице основных интегралов предполагалось, 
что х является независимой переменной. Однако формулы этой таб­
лицы остаются справедливыми и в случае, когда х=ф(<), где ф(<) —  
любая дифференцируемая функция новой переменной t. Действи­
тельно, пусть

F ( x ) + C - f f ( x ) d x , F f( x ) - f (x }  (1)
и « = ф (х )— дифференцируемая функция х. В силу инвариантности 
формы первого дифференциала d F («) =  F'  (u)du  =  f(u)du,  d F( u)  =  
=  f(u)du,  откуда

F ( « )+ C =  f f ( u ) d u .  (2)

Итак, из справедливости формулы (1) следует справедливость 
формулы (2), которая получается из первой формулы формальной 
заменой х  иа и.

На основании этого свойства получаем обобщенную таблицу 
простейших интегралов:

Г f  du
J “”du==i r + T  + с (“ ^  — *)> J "■£~==lnl “ 4 ' C’

j  eudu =  eu +  С,  j  sin udu =  —  cos и -f- С  и т. д . ,

где и —  любая дифференцируемая функция х.
Прн использовании формул этой таблицы для преобразования 

подынтегрального выражения к виду f ( x ) d x — g ( u) du  применяются 
простейшие преобразования дифференциалов:

1) dx =  d (лг-f  Ь), где b —  const;
1

2) dx =  ——  d (a x ) , '  а ф  0;

3) dx =  ~ d (ax -f- b) , а ф  0;
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4) xdx =  —g— d (x2 - f  b);

5) sin xdx —  d ( — cosx);
6) cos xdx =  d (sin x)\

7) <p' (x)  dx =  dtp ( x). 

Например,

J  sin 7 xdx =  Jsin 7x ■ -y -  rf (7x)

xdx С Т ^ ( х 2 +  4) 

x2 +  4 ~  J x2 -j- 4

§ 15.3. Понятие об основных методах 
интегрирования

К наиболее важным методам интегрирования относят­
ся методы: непосредственного интегрирования; замены 
переменной; интегрирования по частям.

Метод непосредственного интегрирования  основан на 
свойстве 4 неопределенного интеграла. Если функции 
f i ( x) ,  f z(x) ,  . . . ,  f n (x)  имеют первообразные в некотором 
промежутке, то функция f ( x)  =  f i (x ) - \ - f2(x)-\- . .  . -\-fn (x) 
такж е имеет первообразную в том ж е промежутке, 
причем

I l f i ( x )  -i-fz(x) +  . . .  + fn ( * ) ]  d x =  f  f i ( x)dx- j -

~h f  fz{x ) d x - \ - . . .  - j - /  f n (x)dx,  (15.10)

т. e. неопределенный интеграл от алгебраической суммы 
конечного числа функций равен такой ж е алгебраиче­
ской сумме неопределенных интегралов от слагаемых. 
В частности,

I (а0 +  агх  +  а2х2 +  . . .  +  апх п) dx  =

=  j a0dx  +  J axxdx  +  J a2x2dx  + . . .  +  J anxndx  =

=  a0 $dx  +  ax J xdx  +  a2 J x2dx  +  . . .  - f  an J x ndx  =

_  „ r  , ai*a . a2x2 anxn + '-  a0x  +  —2—  +  —3— +  • • • +  .1  ■ +  C.

Следовательно, для всякого многочлена степени п  суще­
ствует первообразная, равная многочлену степени л 4 - 1 ,

3 8 6

1 С . , cos 7л:
=  —  \ sin 7xd (7х) =  —  — j —  -f  С;

1 Г d ( x 2 +  4) 1 , „
~  2 J  х2 -\-4 ~  2 1п̂  + 4) + с -



П р и м е р  1. Найти неопределенный интеграл J  (cos*— sh*+ 
•j-e*)dx.

На основании формулы (15.10) н формул 4а, 5, 11 таблицы про­
стейших интегралов находим

J  (cos х — sh x-f -e*)dx= J  cos xdx—  J  sh xdx-\- J  exd x =

=  sin x—ch *+ex+ C .

П р и м е р  2. Найти неопределенный интеграл

С помощью формул 2 и 3 | при а =  —  -gr и а =  —  2  ̂таблицы 

интегралов получаем

—  *n I х  I +  2 У х  +  - j -  -f- С.

Метод замены переменной  (или метод подстановки) 
основан на следую щ ей-теореме.

Теорема 15.1. Если F { x ) — первообразная функции 
f ( x ) ,  а x = cp (t)— дифференцируемая функция, то функция 
/{ ф (0 ]ф / (0  такж е имеет первообразную, причем

Л [ ф ( 0 1 ф '( 0 Л = ^ [ ф ( 0 ] + С -
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По правилу дифф еренцирова­

ния сложной функции

{/ч ф ю ]>; =  ^ - ф;  =  к ф (91 ф ' ( о .

т. е. функция / [ ф ( 0 ] ф '( 0  имеет в качестве одной из сво­
их первообразных функцию ^ [ф (0 ]-  

Следовательно,

/ Л ф ( 0 ] ф / ( 0 Л = ^ [ ф ( 0 1 + с ,

что и требовалось доказать.
П о ско л ьку /7[ ф ( 0 ] + С = /7(л :)+ С =  /  f ( x ) dx ,  то

f f ( x ) d x = - f f f a ( t ) W ( t ) d t .  (15.11)

По формуле (15.11) осущ ествляется, зам ена перемен­
ной в неопределенном интеграле.
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П р и м е р  3. Найти неопределенный интеграл J  sin(2— 3x)dx.  
Введем новую переменную по формуле 2— 3x = t ,  тогда * =

2 —  t . d t
3 ’ dx —  3 й

J  sin (2 —  Ъх)  dx =■ j* sin ~  J  sin =

1 1
=  -g - COS t +  С =  '-g- COS (2 --- 3*) 4- C.

f’ dx
П р и ме р  4. Найти неопределенный интеграл \ — ■ .

J  у х2+ а

Применим так называемую подстановку Эйлера ^  x 2+ a = t — x 
нли t = x - { -  y* 2-(-ci. Поскольку

I ^  / х2+ а  j V  х2+а
tdx dx dt

или—  ,-------------- r u i n  ,------------------- --------- i ,
У  x 2+ a  ‘ V  x 2+ c t  t

С dx С dt , , ,---------
J =  J —  =  In | f 1 +  С =  In ) * +  y V + а I +  C.

=  In | x +  y V + а  | +  C. (15.12)

Следовательно,

dx

f У  x2-\- a

П р и м е р  5. Найти J  у  a2— x2 dx ( a >  0).
Положим x =  a cos t , тогда dx =  —  a sin t dt. Следовательно,

J  У  a2 —  x2dx =  J  У a? —  a2 cos2£ ( —  a  sin t) dt =

p с 1 —  cos 2t
=  —  a2 1 sin2 tdt =  —  a2 1 -------- g-------- dt =

a2 f  a2 Г 1
=  —  ~ 2 ~ I dt +  - y -  I cos 2t -~2 - d  (21) =

a2t a2 . „
—  —  2 4 sin 2t C.

Возвращаемся к исходной переменной х. Получаем



Метод интегрирования по частям основан на следу­
ющей формуле:

/  udv = u v — /  vdu.  (15.14)

Поскольку d( uv )  = udv-\-vdu  или udv = d( uv )  — v du,  то 
f  udv = u v — f  vdu.

П р и м е р  6. Найти J  jc sin 2 xdx. Положим x = u ,  sin 2 x d x = d v

или d ^------ cos 2jcj =  dv , тогда dx =  du,  —  - y  cos 2x =  v.

По формуле (15.14) находим

J  x sin 2xdx =  x ^—  ~2 ~ cos 2jc| —  J  ^—  - y  cos 2*j dx =

x cos 2jc I f  x cos 2x
=  —-----2-----+  ~2~ I cos 2 ----------- 2-----

I f  jc cos 2jc sin 2jc
+  X j  cos2*rf(2*) =  - -------g------- +  — 4--------+  C -

П р и м е р  7. Найти J ^ x 2-\-adx.
, ----------  xdx

Положим yjc2 +  a =  « ,  dx =  dv, тогда — r  =  du, x =  v.у jc2+ a
По формуле (15 .14 ) получаем

f У jc2+ c c  d x  —  x  V r x 24 - a  —  f jc- — d x  =
J r  ^  '  1 ^  J У  JC2-f-a

.---------  f  X2rfjc

Преобразуем последний интеграл:

f  х Ч х  f  (x2+ a )  — a  f  jc2 +  a  jJ ŷ +i ~ J y&T̂, x ~ J ŷ r̂
J  / * 2 +  a  J '  ^  J  ^ 2 +  cc

Следовательно,

J  -|- a dx —  x У х 2 +  a —  J  J/'jc2 +  a djc +  a j* -p ^ = = = = - ,

откуда 2 Г У x2 +  a  dx —  x У х 2 +  a +  a Г — /- f* • Принимая во 
J  J  r *  ~ b a

внимание формулу (1 5 .1 2 ), получаем
1 _____ ^____

У  x 2 - { - a .  d x  =  - у  [ х У х 2 +  a + a l n  | jc +  У х г +  a ) ]  +  С . (1 5 .1 5 )

3 8 9
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§ 15.4. Интегрирование рациональных дробей  
с квадратным трехчленом в знаменателе

Пусть требуется найти /  R ( x ) d x , где

п / \ _ Рп(х) _ ^пхП +  Ап— \х>1 1 +  • • • +  Лг*2 +  Aix +  А>
Н  ~  Т $ х )  ~  ах2 +  Ьх +  с

Произведя деление, получим

где Qm (х)  — многочлен, степень которого ниже степени 
многочлена Р п (х).

П ервообразная от многочлена Qm (x ) находится легко 
(см. § 15.3), остается найти первообразную функции

f  (х ) — ______ к1  +  [______
' '  ' ах2 Ьх -\- с

Рассмотрим сначала некоторые основные интегралы:
xdxГ* dx Г dx Г

J -<2 +  ’ J — а2 ’ J

Первый из этих интегралов приводится к табличному 
простым преобразованием подынтегрального выражения

-+ -d x  ’d l — )Г  dx Г  а2 ах __ J _  Г  \ а }
] х2 +  а2 ~~ ] х2 ~  а ] (  х \2 —
J +  J — +  1 J i +  ( v j+  1 ! +  

=  ^ r a r c t ^ + c;

=  +  (15Л6)
Чтобы найти второй интеграл, преобразуем подынте­
гральную  функцию

1 __________I_______ 1 { х - \ - а )  —  (* —  а)  
х2 —  а2 (х  —  а) (х +  а) 2а (х —  а) (х +  а)

1 / 1  1
2 а —  а х а

Следовательно,

Г —2 —2 - =  Г -  ( —  - - - - - - — ^ — ) dx =J х2 —  а2 J  2а  ̂ х —  а х +  a J
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1 f* d ( x  —  a) 1 Г*
2a J x —  a 2a J

d (x +  a)
X — Q

2 a [In \x-

I -

a\-

dx

In \x -f- a|] +  С — ~2^- In
x -f- a

x2 — a2 2 a ■In x —  a 
x — o. +  c .

+  C-,

( 15.17)

Третий интеграл такж е легко приводится к таблич­
ному

г xdx I f ' d (х* +  a) 1
х 2 +  a Y  In | X2 +  a  I +  C;

§ - ^ r  =  ^ - l n l x2 +  a l + c - <15-18)

И нтегралы  (15.16) — (15.18) следует присоединить к 
таблице основных интегралов и запомнить их. 

Неопределенный интеграл
kx -j- 1

J ' ахг -j- д х -j- с
dx

в случае k = 0 приводится к интегралу (15.16) или 
(15.17); в случае ИфО  — к интегралу (15.18) и одному 
из интегралов (15.16), (15.17). Основной способ на­
хождения этого интеграла состоит в предварительном 
выделении полного квадрата из квадратного трехчлена 
и применении формул обобщенной таблицы интегралов, 
соответствующих формулам (15.16) — (15.18).

Выделение полного квадрата осущ ествляется сле­
дующим образом:

( * 2 +  х  +  ~  ~ ^ \  +  с  =  

а ( х +  Ь ^

ах2 4- Ьх +  с =  i

Пр име р.  Найти j* 

х +  3

2а

2x4-5 dx.

- - Н

-dxх 2 +  2х +  5 ил ~  2

(x* +  2x +  Sy  dx 
. х г +  2х -f- 5

н -

+ 2

2х +  6
хг +  2х +  5 

d ( * + l )

4 а

dx •

I (* +  1 ) Ч 4
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— 2 In | x2 —{— 2дг —{— 5 | —J- 2 • g arctg -g- -J- с =

=  - j -  In (дг2 +  2* +  5) +  arctg — ^  • +  c.

§ 15.5. Интегрирование рациональных функций

И нтегрирование рациональных дробей означает на­
хождение неопределенных интегралов /  R( x ) d x ,  где 
R ( x )  — правильная рациональная дробь, т. е.

Р / у) — — И ___Л° +  ^  +  Л2Х2 +  • • • +  / 1 C iq^

Н ахож дение указанны х интегралов основано иа р азл о ­
жении рациональной дроби в сумму элементарных дро­
бей, т. е. дробей вида

< 1 6 - 2 0 > 

'• <16'21)
где а, р — натуральные числа; а, р,  q, А,  В,  С — дейст-

I»П*
вительные числа; ------q <  0 (корни трехчлена являются
комплексными).

Это разлож ение определяется теоремой, которая 
здесь приводится без доказательства. Д оказательство 
можно найти в учебниках математического анализа, н а­
пример [5, 6].

Теорема 15.2. Если дана рациональная дробь (15.19) и 

Q (*)’= '( * —''ахУ ' . . .  { х —  ату г (хг +  Ргх  +

+  <7i)pl • • • (** +  Psx  +  qsf s ,

где Я г(/=  1 , 2 г ) — попарно различные вещественные 
корни многочлена Q (x) кратности щ,  a xz-\-phXJr qh= 
=  (х — Zh) ( x— Zh),  где zh и z h ( k = \ ,  2, . . . ,  s) — попарно 
различные при разных k  комплексные корни многочлена 
Q (x) кратности Р/{, то существуют вещественные числа

Л - ( / =  1, 2, . . . .  г; <х= 1, 2, а,), в \ ,  &

(k =  1, 2, . . . ,  s; р =  1, 2 ...........рА)
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такие, что

j _____:____I— *----- l
^  *а +  Р\х +  Яг ^

В?1* 4- С?‘

В\х + с\
(*а 4- рхх 4- ft)* +  • ■ • 

В\х  4- Cl

I S 1 S

(*а +  As* +  ?.s)a +  •
ф + ф
-I- n„r. -1- йгЛР.

Отметим, что каж дому действительному корню а 
кратности а  многочлена Q( x )  в этом разлож ении соот­
ветствует сумма а  элементарны х дробей вида (15.20), 
т. е. сумма

а каж дой паре комплексно-сопряженных корней z  и z  
(таких, что (x— z) (х —z) = x 2+ p x - \-q )  кратности [J — сум­
ма элементарных дробей вида (15.21), т. е. сумма

в Iх -Ь Ci____ j__ в 2х 4- сг . j _____ $̂х 4* ср
x2+ p x  +  q ~r  (x3 +  px +  q)3 (хз +  рх +  9)Э

Приведем примеры разлож ения рациональных функ­
ций на элементарные дроби:

7х* — х + 1  (А 4- В) *2 4- (В 4- С — А)X 4- (А 4- С) . 
*“ 4-1 х» +  1

7х2 —  х +  I =  (А +  В ) х 2 +  (В +  С —  А ) х +  (А +  С);
А  +  В  =  7, В  +  С —  А =  — 1, /4 +  С =  1;

А =  3, В =  4, С =  — 2;

7хг — *4-1  _  7х* — * 4- i
*3 - И  (* 4 -1 )(* а — *4-1 )

А . Вх +  С

7*а — * 4- 1 ______ 3 4х — 2
х 3 +  1 х  4-1 X2 —  X 4 -  1
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В следующих примерах приводятся вид разлож ения 
и окончательные результаты; промежуточные выкладки 
предоставляю тся читателю.

5л;2 —  14л; +  11 5 л;2 —  14л; +  11 __
2) ■ Зх2 - ] -Зх  —  1 (л ;—  I ) 3

Ai j _____^2 А3 __ 5
I v __ П2 "Т"1 1 (л; —  1)а 1 (л; —  I ) 3

4 2
+

3)

(л; —  1)а 1 ( х —  I)3 ’

х3 —  х2 +  З х — 1 х3 —  х2 +  3 х ~ 1
х* +  2х2 + 1  ( х2 -j- 1)а

В±х Cj - В%х -J- С2 х —  1 - 2х
' Т  v-2 __L 1 Гх2 +  1 п (х2 + 1)2 х2 +  1 “  (л;2 +  1)2 '

С 5х2— 14х+11 
Пр и ме р .  Наити \ ' хз __ 3л-2 _j. Зл: __ j dx.

Воспользовавшись разложением, этой рациональной функции н а  
элементарные дроби и проинтегрировав их, получим

+
Г 5л;2— 1 4л ; + И Г 
J л;3 —  Зл:2 +  Зх —  1 “ J

+  (л; —  I )3 ]  d x  =  5 In | х 1 1 +  x _ t —  ( * _ i ) 2  + c -

§ 15.6. Интегрирование простейших 
иррациональных функций

С1 dxНеопределенный интеграл J ^  выделени­

ем полного квадрата в подкоренном выражении и введе­
нием новой переменной и =  х  +  Ь, в зависимости от знака 
А,  приводится к одному из интегралов:

V  а 
du

du =- =  arcsin—  +  С; (15.22)

=  1п|м +  ] /м 2 +  а |  +  С. (15.23)

И нтеграл (15.23) в других обозначениях получен в 
§ 15.3 (см. пример 4 ). И нтеграл (15.22) приводится к 
табличному
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p dx Г а

J У ^ ^ х 2 J ~ L v ,

dx

У  a2

f  ' ( - r  ■ • x-----= = 4 = 2  =  arcsin —  +  c.

П р и ме р  Г. Найти 

Так как
I '

dx

Y  Зх2 +  6х +  4

Зх2 +  6х +  4 =  3 ( * + 1 ) 2 + 4 -

то, положив дг+1 =  ы, по формуле (15.23) получим

dx I f  d ( * + l )
/З * 3 +  6х +  4 

1

- м -

КЗ
—  1п ( * + ! ) +  У  (*+1)* +  з

(X+ I )a + _L 

+  с.
1

Неопределенный интеграл J  ]/ А х 2+ В х + С ,  в зависимости от зна­
ка А,  приводится к одному из интегралов:

J  V а 2 — и2 du —  У а 2 —  и* ~  ~~2~ arccos "o ' +  (15-24)

j* У  и2 +  a d u  =  У  и2 +  а +  -у -  1п | и +  Y u 2 +  а| +  С.  (15.25)

Эти интегралы также были получены в § 15.3.
П р и м е р  2. Найти J  ]/ лг2+6л;+13 dx.
Поскольку д;2+6д:+13= (х2+ 6 х + 9 )+ 4 =  (д + 3 )2+4, полагая и =  

=*+3, по формуле (15.25) находим

J  Y x 2 +  6x +  T 3dx  =  -  ~^-3-  / ( х  +  З)3 .+ 4“+

+  '2-1п1(* +  3) +  / ( *  +  3)» +  4| +  С =

х +  3
+  6х +  13 +  2 In 1 (х +  3) +  У х г +  6х +  13 1 +  С. 

Отметим, что

j J m r d x = j ' W ^ = h l f ( x ) l + C :  (15' 26)
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J t r H - . W ' 01'  5 " w “  
i

\f (x) ]  2 ____
=  ,------------ + C  =  2] A / ( x) +  C. (15.27)

~2~
К рассмотренным здесь интегралам приводится также интеграл

ах +  Ь

I '
■ dx.

V  А х 2 +  Вх  +  С 

9 —  4х 

У  5 +  8х — 4х2 
Поскольку

(5 +  8х —  Ах2) '  =  8 —  8л: =  —  8 (х —  1),
9 —  Ах =  —  4х +  4 +  5 =  —  4 (х —  1)4- 5,

5 +  8х —  4х2 =  —  4 [(х2 —  2х +  1) —  1] +  5 =

=  _ 4 ( х - 1 ) 2 +  9 =  4 [ 4 - - ( х - 1 ) 2] ,

на основании формул (15.22) и (15.26) получаем

С Э - А х  С —  А (х — 1) +  5
J  У  5 +  8х — Ах2 Х J  У  5 +  8х — Ах2 *

___ 1_ (* —  8 ( х — 1 ) d x  ] ^ С d ( x —  1)_________
-  2 J >'S +  8*~4*> +  J  2 ~

г . -------------------- 5 2 (х —  1)
=  У 5 4- 8х —  4х2 4- arcsin-----------g---------+  С.

§  1 5 .7 .  И н т е г р и р о в а н и е  н е к о т о р ы х  
т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  в ы р а ж е н и й

Н е о п р е д е л е н н ы е  и н т е г р а л ы  в и д а  

/  sin  ах  sin  bx dx,  /  cos ах  cos bx dx,  f  sin  ax  cos bx dx  
с  п о м о щ ь ю  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф о р м у л

sin a  sin Р =  -g- [cos (а — Р) — cos (а 4- Р)]1 

cos а  cos р =  - i -  [cos (а — Р) 4- cos (а 4- Р)]; 

sin а  cos р =  - i -  [sin (а — (3) 4- sin (а  4- Р)]
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приводятся к интегралам

J  cos k x d x  =  J  cos k x - ^ - d  (kx)  =  sin k x  +  C; 

J  sin k x d x  =  -— —  +  C.

П р и м е р  1. Найти J  cos 8x cos 6 xdx.
Поскольку

cos 8x cos 6x =  -7j- (cos 2x -|- cos 14A') ,

TO

J  cos 8x cos 6 x dx —  ~2 ~ j  (cos 2x +  cos 14x) dx —  

sin 2x sin 14*
=  4 +  28 + C '

Неопределенные интегралы вида / n,m =  J sin" x  cos™ xdx, 
где п и т  — натуральные числа, находятся с помощью
тригонометрических формул sin2 х  =  — (1 — cos 2х),

cos2 х  =  ~g- (1 +  cos 2х), cos х  sin x  =  - у  sin 2x, если п я т  
являются четными.

Если хотя бы одно из чисел п или т  — нечетное, то 
от нечетной степени отделяется множитель и вводится 
новая переменная. В частности, если m  = 2k-{-l, то

In,m= /  s in "  х  cos2ft+1 x d x =  f  sin" X cos2fe x  cos xd x  =

— /  sin" x ( l — sin2 x ) fed(sinA:) =  /  un ( 1—uz) h du.

Последний интеграл находится непосредственно (как 
интеграл от алгебраического многочлена).

П р и м е р  2. Найти sin8 х cos5 xdx.
Поскольку одна из степеней является иечетиой ( т = 5), интеграл 

можно иайти следующим образом:
j  sin8 х cos5 xdx =  j  sin8 x cos4 x cos xdx =

=  j1 sin8 x (I —  sin® x)2 d (sin x) ~

sin9 x 2 sinu x i sin13 x t ^
=  g— —  П  +  13 + C>

Рассмотрим неопределенный интеграл 

J  /? (sin  x,  cos x )d x ,
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где ^ ( s i n x ,  cos x )  —  рациональная функция от sin х  и
cos х.

Введем новую переменную по формуле

tg  —  /, (15.28)

тогда

„  . *  • *  2 s i n - ^ - c o s - f -
sm х  —  2 sin -гг- cos2 2 х х

cos3 - у  -j- sin3 ~2 ~

x
2 tg ^ r 2f • 21 s inx  =

1 +  tg. J L  ~  l + t2' I +  fl>

cos л: =  cosJ -и----- sin*' =
cos3 -g - —  sin3 - y  

cos3 -g - +  sin3 - у

Из равенства (15.28) следует, что х —  2arctg£ и d x  =
2 dt

1 + 1* -
В результате указанной замены переменной получаем 

j* (sin х,  cos x ) d x  =

=  j  «  ( т р п  4 т £ )  Т Т Р -  =  J  Л ’

где Ri ( t )  — рациональная функция переменной t.

' . С 1 sin х  —  cos х
П р и ме р  3. Наити j  ! _ sInjc +  ^ x dx.

Преобразуя подынтегральное выражение, получаем

f* 1 sin х  —  cos х  Г 2 —  (1 —  sin х  - f  cos х)
J 1 —  sin x +  cos x ~  J  1 —  sin x cos x x ~



Чтобы найти первый интеграл, применим подстановку (15.28):

В предыдущих параграф ах рассмотрены вопросы ин­
тегрирования простейших классов функций. В частности, 
было показано, что для всякого многочлена существует 
первообразная, являю щ аяся многочленом, т. е. элемен­
тарной функцией. Неопределенный интеграл от рацио­
нальной функции такж е вы раж ается через элем ентар­
ные функции (рациональны е функции, логарифмы, 
арктангенсы ).

Ограничиваясь рассмотренными классами функций, 
обращ аем внимание на то, что имеются специальные 
справочники, в которых приведены наиболее распростра­
ненные неопределенные, интегралы; укажем, например,

П оставим следующие вопросы. Д ля  всякой ли не­
прерывной функции сущ ествует первообразная? В сякая 
ли первообразная является элементарной функцией? 
Оказы вается, для всякой непрерывной функции сущ е­
ствует первообразная (см. § 16.6). Но эта первообразная 
для некоторых функций не является элементарной функ­
цией. Соответствующие неопределенные интегралы назы ­
ваю т «неберущимися», примерами их могут служить сле­
дующие:

J егх' dx, J sin г* dx, J cos x2dx, J ]/" 1 — k2 sin2 x  dx. j
(15.29)

f 1 —  sin x cos
dx

I

dt

—  —  In tg -7p — 1 + C .

Следовательно,
P 1 -)- sin x —  cos x

I
dx =  —  * —  2 In tg -g~ —  1 - f  C.1 —  sin x -j- cos x

§ 15.8. Некоторые замечания 
об интегрировании функций

[14], [15].

Р sin х  , р COS X  . Р)-ir-dx' ) ~ dx' J 1/1 —  sin* х
dx

-  ( 0 < £ < 1 ) ,
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К аж ды й из этих интегралов представляет собой функ­
цию, не выражаю щ ую ся в элементарных функциях.

И нтеграл от дифференциального бинома, т. е. инте­
грал вида

/  х^{а-\-ЬхЪ)'* dx, (15.30)

где а ,  Р, V — рациональные числа, вы раж ается через эле­
ментарные функции в трех случаях: 1) у  — целое число;

2) “ р--------- целое число; 3) -  а  1— f-Y — целое число.
Эти случаи интегрируемости указаны  Л . Эйлером в 

'1768 г. В 1853 г. П. Л . Чебышев доказал , что интеграл
(15.30), за  исключением этих трех случаев, не вы раж ает­
ся через элементарны е функции.

§ 15.9. Примеры простейших 
дифф еренциальных уравнений

Дифференциальным уравнениям будет посвящеи специальный 
(третий) раздел дайной книги.

В этом параграфе ограничимся начальными сведениями об обык­
новенных дифференциальных уравнениях первого порядка и простей­
шими примерами.

Дифференциальным уравнением называется уравнение, связы­
вающее независимую переменную, искомую функцию и ее лроизвод- 
ную. Например, уравнения у ' + у — дг=0, у’— у — 0, </— *=0, у ' = 0 
являются дифференциальными уравнениями, так как все они содер­
жат производную у '  неизвестной функции у — у ( х ) .  Отметим, что 
некоторые из них могут и не содержать аргумента, функции или того 
и другого одновременно, но обязательно должны содержать произ­
водную или соответствующие дифференциалы. Приведенные уравне­
ния можно записать в виде

- £ + , - . - о .  - £ - , - 0. - £ - о .

Решением дифференциального уравнения называется функция 
у = <р(*), обращающая это уравнение в тождество. Так, функция

У =  — 2 ~ х а является решением уравнения у ' — * =  0, Ибо у '  —  

=  =  х  и подстановка производной в это уравнение дает

х — х =  0. Его решением будет также функция у  =  -g -  х 2 -f- С , где

*> Пафнутий Львович Чебышев (1821— 1894)— знаменитый рус­
ский математик.
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С  —  произвольная постоянная. Эта функция называется общим реше­
нием данного уравнения. Общее решение уравнения у ' —  <х —  0 
можно получить следующим образом. Представим это уравнение в ви­
де d y — xdx, возьмем интегралы от обеих частей, воспользовавшись

вторым свойством неопределенного интеграла: у =  х2 С.

Читателю предлагается найти общие решения уравнений (/'=0
н у ' — у = 0.

П р и м е р  1. Химические реакции первого порядка (см. [11]). 
Обозначим через а начальную концентрацию вещества А, через 

х —  количество молей на литр, прореагировавших за время t от 
начала реакции, тогда действующая масса к этому времени равна 
а —  х,  а скорость реакции выразится производной x 't .

Согласно закону действующих масс (скорость, с которой веще­
ство вступает в реакцию, пропорциональна концентрации этого ве­
щества, т. е. количеству молей в единице объема) для мономолеку- 
ляриых реакций, или реакций первого порядка, справедливо урав­
нение

dx
dt =  (“ —  ’

где k —  коэффициент пропорциональности.
Чтобы найти неизвестную функцию x = x ( t ) ,  необходимо решить 

это дифференциальное уравнение. Переписав уравнение в виде 
dx

■  х  =  kdt и взяв неопределенные интегралы от обеих частей, по­
лучим — In (а— х) = k t — In Си  где In Ci =  C —  произвольная постоянная. 

Из последнего равенства следует, что
x ( t )  = a — C i e - ht.

Поскольку х = 0  при t = 0 (в начальный момент времени нет продукта 
реакции), то о— Ci=0, Ci =  a.

Следовательно, x ( t ) = a ( l — e~ht) .
П р и м е р  2. Химические реакции второго порядка (см. [11]). 
Имеется два вещества А  и В, начальные концентрации которых, 

выраженные в молях на единицу объема, равны соответственно а и b 
(предположим, что a<Cb).  За время t образуется x( t )  молей про­
дукта химической реакции.

Согласно закону действующих масс для бимолекулярной реакции, 
или реакции второго порядка, скорость пропорциональна произведению 
действующих масс ( а —  х)  и (Ь —  х) ,  т. e.r x t =  k (а —  х) ( Ь —  х) ,  
где k —  коэффициент пропорциональности.

Найдем функцию x = x ( t ) ,  удовлетворяющую этому дифферен­
циальному уравнению. Перепишем уравнение в виде

dx
(а —  х ) ( Ь  —  х) = Ш  

и возьмем интегралы от обеих частей.

Предварительно функцию ^  ^  разложим на элемен­
тарные дроби:

______ !______ = ___ !— ( _______________ I_____ _____ I_______)
(а — х) (Ь — х) а — b \ х — а х — Ь ]'
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Интегрируй, НахоДиМ

ki = - а —  Ь 1п х —  Ь +  £ = а —  b Ь —  х

поскольку х < а < Ь .
Значение постоянной С  определяется из начального условия: *=0

1
1 1п- Япри / =  о ,  т. е. 1 п - ^ -  + С  =  0 ,  С =  ь _ а ш ъ .

Следовательно,

М = а —  Ь In
1 —-

откуда

ab[  i - e ^ - b)kt\ 

Х { ) ~  Ь ~ а е ^ ы '

Г л а в а  16 

О П РЕДЕЛЕН Н Ы Й  ИНТЕГРАЛ

Определенный интеграл —  одно из основных понятий современ­
ной математики. К этому понятию приводят задачи на нахождение 
предела интегральной суммы (см. § 16. 1) .

Определенный интеграл тесно связан с неопределенным интегра­
лом. Эта связь выражается формулой Ньютона —  Лейбница, о кото­
рой будет идтн речь в § 16.7.

§ 16.1. Задачи, приводящие к интегральным 
суммам .и их пределам

З ад ач а  о площ ади криволинейной трапеции. Рассм от­
рим криволинейную трапецию аАВЬ  (рис. 16.1), т. е. пло­
скую фигуру, ограниченную сверху графиком функции 
y = f ( x )  ( f ( x ) ^ 0 ) ,  слева и справа — отрезками аА  н ЬВ 
прямых х  =  а, х  =  Ь, снизу — осью Ох.  О трезок [а, Ь] точ­
ками а = х 0< х 1< х 2 . . .  < х й_1< :х п =  Ь разобьем на п  эле­
ментарных отрезков [a, Xi], [хи х 2]..........[хп- и  Ь], длины ко­
торых обозначим через А х ь = х ь —Xk~i k  =  \ , 2, 3, . . . ,  п).  
В каждом из элементарны х отрезков [х^-и хи] выберем 
произвольно точку Ik  и вычислим в ней значение данной 
функции f  (Ik) - П роизведение f ( h ) ^ x k вы раж ает площ адь 
прямоугольника с основанием Ахи и высотой f ( h t).  Co-
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ставим сумму всех таких произведений

'5„ = (16 )
fc=i

Эта сумма (ее назы ваю т интегральной суммой  для 
функции y  = f (х) на отрезке [а, b]) вы раж ает площ адь 
ступенчатой фигуры, состоящей из прямоугольников и

У

И
/

$

Рис. 16.2

приближенно заменяю щ ей данную трапецию. Очевидно, 
сумма (16.1) зависит от способа разбиения и выбора 
точек | ft.

Обозначим через % длину наибольшего из элем ентар­
ных отрезков [Xh-u х к] [k =  \,  2 ..........п) ,  т. е. Я, =  гпахДл:й
( k = l ,  2

Число S назы вается пределом интегральной суммы
(16.1), если для лю бого числа е > 0  можно у казать  такое 
число 6 > 0 ,  что при X<z& выполняется неравенство 
|5 П—5 | < е  независимо от выбора точек g* на отрезках

[ • '  / г -1  ’ X h ] ,

Предположим, что рассм атриваем ая сумма имеет 
предел, когда число элементарны х отрезков неограни­
ченно возрастает, а длина наибольшего из них стремится 
к нулю; этот предел и назы вается площадью криволиней­
ной трапеции, т. е.

П
S  =  \ m ' 2 i f { l k) b x k. (16.2)

X-*°k=l
П окаж ем , например, как  вычислить площ адь S кри­

волинейной трапеции, ограниченной дугой параболы  
г /= х 2, прямой х = Ь  и осью Ох  (рис. 16,2).
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О трезок [0, 6] разобьем на п равных частей длиной 
Axk =  —  точками xk =  k  —  . Возьмем =  xk, тогда

s n =  2
h=l k=l 

П оскольку (см., например, [15], стр. 15)

2  k2 =  ( 1 » +  22 +  . . .  +  n2) 
ft=i

« ( « + ! )  (2и+ 1)

TO

S —  J ! _  ” (” +  <2д+  =

r ( f + 4 - ) ( 2 + ' r ) *  H“ S» =  - T - ; s  =  ^n->*

Задача о вычислении длины пути по заданной скоро­
сти. Пусть точка М  движется прямолинейно с переменной 
скоростью v ~ f ( t ) .  Вычислим длину пути, пройденного 
точкой М  за  промежуток времени от to до Т. П ромеж у­
ток [to, Т] разобьем на п элементарных промежутков 
[to, ti], [h, t-&, • • • ,  [tn-i, T] длиной Ath = th— th- i  ( tn — T). 
В течение малого промеж утка времени Ath скорость дви­
жения можно приближенно считать постоянной и равной 

где tk — некоторое значение t из промежутка [^ _ ь  
th\, поэтому длина пути, пройденного за этот промежуток, 
приближенно равна f  ( t l )  Д4- Складывая все частичные 
длины /  (t'k) А/*, получаем приближенное значение длины 
пути, пройденного точкой за промежуток от t0 до Т:

П
(16.3)

k=l
П ереходя к пределу, находим точное значение длины 

пути
П

s =  lim ^ f i h )  А/*, (16.4)
X-+0 fc=l

где Я = ш ах  Дth ( k =  1, 2 , . . . ,  ri), 
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И так, пройденный путь равен пределу интегральной 
суммы (16.3) функции v = f ( t )  на отрезке [t0, Т].

П оскольку к необходимости рассмотрения пределов 
интегральных сумм приводят многие другие задачи, то 
эти пределы стали предметом особого исследования. Н а ­
зы ваю т их определенными интегралами и обозначаю т

ь п

f  f  ( х ) dx  = = ; i i m ' 2  f  (Ik)  b x k.
a

§ 16.2. Понятие определенного интеграла

Пусть дана функция y =  f ( x ) ,  определенная на отрезке 
[а, Ь], где а<.Ь.  О трезок [а, Ь] точками а = х 0<:х  
< х 2< . . . < x n- i < x n = b разобьем на п элементарных от­
резков [a, Xi], [хи х2]........[Xh-i, Xu]......... [Xn-i, b], длины кото­
рых обозначим через A xh, т. е. hxk  = x k— xk-i  (& =1, 2, . . .  
. . . ,  п; х0= а ,  х п =  Ь).  В каж дом  из элементарных отрез­
ков [Xh-i, Хи] выберем произвольно одну точку значе­
ние функции в этой точке /(£ь) умножим на длину от­
резка A xh, получим произведение f ( l h) Ax h. Составим 
сумму всех таких произведений

5 д = 2 / ( У А %  (16.5)
k=i

Сумма (16.5) назы вается интегральной суммой  для 
функции y = f ( x )  на отрезке [а, Ь].

Обозначим через X длину наибольш его из элем ентар­
ных отрезков [Xh-i, xh] при данном п, т. е. А.=шахДх:;! 
( k =  1, 2......... п).

Определенным интегралом от функции y = f ( x )  на от­
резке [а, b] называется конечный предел ее интегральной 
суммы, когда число элементарны х отрезков неограничен­
но возрастает, а длина наибольш его из них стремится к 
нулю. Определенный интеграл обозначается символом 
ь

J* f  (х) dx  (читается: определенный интеграл от а до Ь);
а
f ( x )  называется подынтегральной функцией, х  — пере­
менной интегрирования-, а — нижним пределом интегри­
рования, b — верхним пределом интегрирования.

К
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С ледовательно,по определению
6 П

j  /  (дс) dx  =  lim ̂  /  (Ik) &xk. (16.6)
a  f c - 1

И з определения следует, что величина определенного 
интеграла не зависит от обозначения переменной инте­
грирования, т. е.

ь ь ь
§ f { x ) d x =  § f ( t ) d t =  . . .  =* J f { u ) du .  (16.7)
a  a  a

Функция, для  которой существует предел (16.6), назы ­
вается интегрируемой  на отрезке [а, Ь].

Очевидно, если функция f ( x )  интегрируема на отрез­
ке [а, Ь], то она и ограничена на этом отрезке. В самом 
деле, если f ( x )  не ограничена на отрезке [а, Ь], то она 
не ограничена на некотором элементарном отрезке 
[xh-i, Xh]. З а  счет выбора точки интегральную  сумму 
можно сделать сколь угодно большой, а так ая  интеграль­
ная сумма не имеет конечного предела.

Н а примерах можно показать, что обратное утвер­
ждение неверно: существуют ограниченные функции, не 
являю щ иеся интегрируемыми. К  ним относится функция 
Д ирихле, равн ая единице в рациональных точках и ну­
лю — в иррациональных. Н а любом отрезке [а, b] эта 
функция ограничена, но не является интегрируемой на 
нем. Действительно, если в каж дом элементарном отрез­
ке [xk~i, Xh] выбрать рациональную  точку то интеграль­
ная сумма

Я п  п

S n =  2 f(%>k) &xk =  2 ^xk =  2 (xk xk—i) — 
ft=l . k- l  k=\

=  (Xi—Xo) -f- (хг—Xi) -f- . . .  -f- (x n—i—х п^г) -f-

+  (xn— x n- i  ) = x n— x0 = b— a.

Если выбрать иррациональную  точку то f ( l h ) = 0  и 
S n =  0. П редел интегральных сумм для функции Д ирих­
ле не существует, поэтому функция не является интегри­
руемой-.'

Отметим без доказательств, что справедливы следую ­
щие утверждения:

1. Если функция f ( x )  интегрируема на отрезке [а, Ь],
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то она интегрируема на любом отрезке [с, d\ ,  содержа* 
щемся в [а, Ь].

2. Если функция f ( x )  непрерывна на отрезке [а, Ь], 
то она и интегрируема на этом отрезке.

3. Если функция f ( x )  имеет на отрезке [а, b} конечное 
число точек разры ва первого рода, то она интегрируема 
на [а, Ь].

§16.3 . Геометрический смысл определенного 
интеграла

Возвратимся к задаче о площ ади криволинейной тр а ­
пеции и определению определенного интеграла.

Если а< .Ь  и f ( x ) ^ 0 ,  то из формул (16.2) и (16.6) 
следует, что

ь
|  f  (х) dx  =  S,  (16.8)
а

т. е. определенный интеграл от функции y ~ f ( x ) по от­
резку [а, Ь] равен площ ади криволинейной трапеции,

У1

х

6 X

Рис. 16.3 Рис. 16.4

ограниченной сверху графиком функции y = f ( x ) ,  слева 
и справа — отрезками прямых х ~ а ,  х  — Ь, снизу — отрез­
ком оеи Ох  (рис. 16.3).

Если а<.Ь  и f ( x ) ^ . 0 ,  то
ь
^ f ( x ) d x  — — S,  (16.9)

* а
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т. е. определенный интеграл от функции, принимающей 
неположительные значения, равен площ ади соответст­
вующей криволинейной трапеции, взятой со знаком ми­
нус (рис. 16.4).

Если а < Ь  и f ( x )  меняет зн ак  на отрезке [а, Ь], то 
определенный интеграл равен алгебраической сумме

площ адей соответствующих криволинейных трапеций 
(рис. 16.5):

ь
^ f ( x ) d x ^ S 1- S 2 -{-S3. (16.10)

§ 16.4. Основные свойства 
определенного интеграла

При введении понятия определенного интеграла 
предполагалось, что а < Ь .  Рассмотрим случаи, когда 
а = Ь и а > Ь .  П олагаем  по определению %

а

J  /  (лг) d x  =  0, (16.11)
а

где f  (х) —  любая функция;
Ь а

J  f  {х) dx =  — J  f  (л:) dx, (16.12)
а Ь

где f ( x ) — функция, интегрируемая на отрезке [Ь, а] 
(Ь < а ).
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З а м е ч а н и е .  Равенство (16.11) имеет следующий геометри­
ческий смысл: соответствующая криволинейная трапеция вырожда­
ется в отрезок прямой, площадь такой «криволинейной трапеции» 
равна нулю.

Равенство (16.12) можно интерпретировать следующим образом: 
эти определенные интегралы являются пределами интегральных сумм, 
отличающихся лишь знаком, так как все AXh=Xk—Xh-i в случае 
Ь с а  (рис. 16.6) будут отрицательными (при а < Ь  все A ^ > 0 ) ,  по­
этому интегралы отличаются только знаком.

Рис. 16.7

Определенный интеграл обладает следующими свой­
ствами:

1. Если функция f ( x )  интегрируема на наибольшем 
из отрезков [а, Ь], [а, с], {с, Ь], то она интегрируема на 
двух других отрезках, причем

Ь с b

j  f ( x ) d x =  j* f  (x) d x +  J  f  (x) dx
a a c

при любом расположении точек а, Ь, с. 
При а < .с< .Ь  это равенство имеет простой геометри­

ческий смысл (рис. 16.7). Другие случаи сводятся к д ан ­
ному. Например, если а < .Ь < .с ,  то

с Ь с

|  f  (х ) dx  =  [  f  ( я )  d x + ^ f  (х ) dx,
a a b

Ь с с с Ь

J  f ( x ) d x — J  f ( x ) d x —  [ /  (.v) dx  =  j  /  (x) dx  +  [ /  (x) dx.
a a b a с
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2. Если функция f ( x )  интегрируема на отрезке [а, Ь], 
то функция k f ( x ) ,  где & =  const, такж е интегрируема на

Ь ь

этом отрезке, причем § k f ( x ) d x =  k  j  f  (я) dx.
a  a

3. Если f ( x )  и ф (д :)— функции, интегрируемые на 
отрезке [а, Ь], то их сумма и разность такж е интегри­
руемы на этом отрезке, причем

ь ь ь

J  l f (x)  ±  Ф [х) ] dx  — j* /  (я) dx  +  |  ф (х) dx.
а  а  а

Эти свойства доказываются путем построения соот­
ветствующих интегральных сумм и перехода к пределу 
приА,->-0.

Д окаж ем , например, свойство 3. Отрезок [а, Ь] р а ­
зобьем на элементарные отрезки [jtft-i, хи]. Составим инте­
гральные суммы для функций f ( x ) ,  ф ( х ) ,  f ( x ) ± y ( x ) .  
Точки %k^[xk- 1, хи] выберем произвольно, но одни и те же 
для всех сумм, тогда получим

п  п  п

2  I /  ( £ * )  ±  ч> О  A x k =  2  f  ( ^ )  A x k ±  2  ч> ( £ * ) Л ^ -a=i *=i k=\

К аж д ая  из интегральных сумм в правой части имеет 
предел при Я-^-0, равный соответствующему определен­
ному интегралу, поэтому интегральная сумма в левой ч а ­
сти такж е имеет предел, т. е. функции /(х )± ф (л :)  инте­
грируемы на отрезке [а, Ь]. Переходя к пределу при Л-^-0, 
получаем равенство, которое требовалось доказать.

Следующие свойства определенного интеграла вы ра­
жаются с помощью неравенств.

4. Если функция f ( x )  интегрируема на отрезке [а, Ь], 
где а < 6 ,  и f  (х) ^ 0  для всех х е [ а ,  Ь], то

ь
|  /  (х) dx  ^  0.
а

Действительно, в этом случае неотрицательны такж е 
интегральные суммы и их предел.

5. Если функции f ( x ) ,  ф(*) интегрируемы на отрезке
[а, Ь], где а < 6 ,  и / (д :)^ф (д :)  для всех л:е[а , Ь], то 
ь ь

|  /  (х) dx  <  |  ф (х) dx.
а  а
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«

Это свойство следует из предыдущего, так как  в д ан ­
ном случае <p(x) — f (x )  ^ 0  на отрезке [а, Ь].

6. Если функция f ( x )  интегрируема на отрезке [а, Ь], 
где а < Ь ,  то функция | / ( х )  | такж е интегрируема на [а, Ь], 
причем

ь ь
j d x | <  j  \ f ( x ) \ d x .

а а

Это свойство примем без доказательства. Последнее 
неравенство легко интерпретировать с помощью геомет­
рического смысла определенного интеграла (см. § 16.3).

§ 16.5. Оценка определенного интеграла.
Теорема о среднем

Д окаж ем  сначала равенство
ь

] d x  =  b —  a, (16.13)
а

которое понадобится в последующем.
Подынтегральная функция равна единице, f ( x )  =  1; 

интегральная сумма для нее выразится формулой
п  п п

2  / ( £ * ) =  2 =  2  — **-») = .6 — а- 
k - \  k = \

Итак, любая интегральная сумма для данной функции 
равна Ь— а, поэтому и предел ее равен Ь— а, т. е. спра­
ведливо равенство (16.13).

Теорема 16.1. Если функция f ( x )  интегрируема на от­
резке [а, Ь], где а < & ,  и для всех х е [ а ,  Ь] выполняется не­
равенство

m ^ f ( x ) ^ M ,  (16.14)
то

ь

т( Ь  — а) <  J f (х) dx <  Af (&;— а).  (16.15)
а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н а основании свойства 5 из 
неравенств (16.14) находим, что

ь ь ь

j  mdx  <  J /  (x f d x  <  j  M d x ,
a a a
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или

т  j dx  <  J /  (x) dx  <! M  j dx.

Принимая во внимание формулу (16.13), получаем не­
равенства (16.15), что и требовалось доказать.

С помощью неравенств (16.15) можно оценить опре­
деленный интеграл, т. е. указать границы, между кото­
рыми заключено его значение. Неравенства (16.15) вы­
раж аю т оценку определенного интеграла.

к
П р и ме р .  Оценить определенный интеграл J  (3 -J- sin6 х)  dx.

о
Поскольку в данном случае я=0, Ь = п ,  b— a — п,  для функ­

ции -f(x) =  3 +  sin6 х т  =  3, М  =  4, т. е. 3 sg 3 -f  sin6 х sg 4, то
К

Зя J  (3 +  sin6 х ) dx <  4я.
О

Теорема 16.2. Еслц функция f ( x )  интегрируема на от­
резке [а, Ь] и для всех х е [ а ,  Ь] выполняются неравенства 
m s ^ f ( x )  ^ .М ,  то

ь
j  /  (х) dx  =  ц (b — а),  (16.16)
а

где
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если а < Ь ,  то на основании 

теоремы 16.1 выполняются неравенства (16.15), из кото­
рых находим

ь
т  <  - j  f  (х ) dx  <  М.

a

Полагая

—  jj f { x ) d x  =  {г, (16.17)
b-

получаем равенство, которое требовалось доказать.
а Ь

В случае а  > 6  имеем jj f  (х) dx =  ц (а — b), § f ( x ) d x—
Ь а

=  ц(£>—а).  Д оказанная  теорема называется теоремой о 
среднем.
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З а м е ч а н и е .  В случае, ко­
гда функция f ( x)  непрерывна на 
отрезке [а, Ь], равенство (16.16) 
принимает вид

Ь

j  f ( x ) d x  =  f ( c ) ( b - a ) ,  (16.18)
а

где се[а, Ь\.
Число n = f ( c ) ,  определяемое 

формулой (16.18), называется 
средним, значением функции f ( x)  
на отрезке [а, Ь\.

Равенство (16.17) имеет сле­
дующий геометрический смысл: 
площадь криволинейной трапеции, 
ограниченной непрерывной линией
y — f ( x ) ( f ( x ) ^ 0), равна площади прямоугольника с тем же основа­
нием и высотой, равной ординате некоторой точки этой линии 
(рнс. 16.8).

§ 16.6. Существование первообразной 
для непрерывной функции

Введем сначала понятие определенного интеграла с 
переменным верхним пределом.

Рассмотрим функцию y =  f (x ) ,  интегрируемую на от­
резке [а, Ь]. Если х е [ я ,  b], то функция f  (x) интегрируема 
такж е  на любом отрезке [с, х]. Предположим, что х  ме­
няется на отрезке [а, Ь], тогда на этом отрезке определе­
на функция

(16.19)

Д окаж ем , что функция (16.19) непрерывна на отрез­
ке [а, Ь]. Аргументу х  придадим приращение Дх такое, 
что (х о + Д х )е [а ,  Ь], тогда по свойству 1 определенного 
интеграла получим

х+Ах
Ф (х - f  Дх) =  j  f ( t ) d t  =

дс+Дде х+Ах

4> Переменную интегрирования обозначили буквой t, переменный 
верхний предел —  буквой х,
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Ф ( х +  Ах)  — Ф ( х ) =  J f ( t ) d t ,  ДФ =  J f { t ) d t .
X X

Применяя теорему о среднем, находим
*+ Ах

j  — Ax,
X

где m — наименьшее, М — наибольшее значе­
ние функции / (х )  на отрезке [х, x-J-A*]; эти значения 
существуют, так  как функция интегрируема, следователь­
но, и ограничена.

И з двух последних равенств следует, что А Ф = ц Д х, 
откуда ДФ —>- 0 при Дх->-0, т. е. Ф ( х ) — непрерывная 
функция. Функция (16.19) будет и дифференцируемой, 
если f ( x ) — непрерывная функция, о чем свидетельствует 
следующая теорема.

Теорема 16.3. Если подынтегральная функция не­
прерывна, то производная определенного интеграла с пе­
ременным верхним пределом существует и равна значе­
нию подынтегральной функции для этого предела, т. е.

Ф ' ( х ) = / ( х ) .  (16.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Аргументу х функции (16.19) 
придадим приращение Ах такое, что (x-j-Ax) е [ а ,  Ь], ему 
соответствует приращение функции

х+ Ах

Д ф  =  ф  (х - f  Дх) — Ф (х) =  f f ( t ) d t .
X

хл- Ах

Применяя формулу (16.18), получаем J /  (t) dt =  f  (g) Дх,

5 ^  1̂ -» x - j-A x],  ^ =  х  -f- 0Дх,
Итак, АФ =}(% )Ах,  откуда

- т ? -  =  f  Ш> iim 4 ? -  =  lim /.(£) =  lim f  (x  +  0Дх) =  f{x),
a x  Дх-)-0 a x  Ax-*-0 Ax->0

т. e.
X

Ф'  (x) =  f i x ) ,  или (J f ( t ) d i ) '  =  f i x ) ,
a

что и требовалось доказать.
С л е д с т в и е .  Определенный интеграл с переменным

*4-A* x-i-Ax

414



верхним пределом является одной из первообразных для 
непрерывной подынтегральной функции. Другими сло­
вами, для любой непрерывной функции существует пер­
вообразная.

З а м е ч а н и е .  Интеграл с переменным верхним пределом инте­
грирования используется при определении многих новых функций, 
например,

j" e- ‘3 dt, |' J ^ L d t ,  ^ J ^ l L d t ,  j' sin t2 dt,  j c o s t»d t .
о о 1 , 0  о
Эти функции не являются элементарными; как уже отмечалось 

,(см. § 15.8), первообразные указанных подынтегральных функций не 
выражаются через элементарные функции.

§ 16,7. Формула Н ью тона-Л ейбница

Связь между определенным и неопределенным инте­
гралом выражает следующая теорема.

Теорема 16.4. Определенный интеграл от непрерыв­
ной функции равен разности значений любой ее первооб­
разной для верхнего и нижнего предела интегрирования.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим интеграл с пере­
менным верхним пределом

X

а
где х  принадлежит отрезку [а, b}, в котором f ( x )  непре­
рывна. Согласно теореме 16.3 Ф' ( х )  =  f ( x ) .

Пусть F ( x ) — первообразная функции f ( x ) ,  т. е. 
F ' ( x ) = f ( x ) .  Итак, функции Ф( х )  и F(x)  имеют одина­
ковые производные; на основании следствия 2 из теоре­
мы Л агр ан ж а  заключаем, что

Ф { x ) = F ( x ) + C .

Поскольку ф ( а ) = 0  (см. равенство (16.11)), при х  — а 
из последнего равенства получаем 0 — F( a ) 4 - C ,  откуда 
C = - F { a ) .

Следовательно,
X

Ф ( х ) ~  F (х) -  F (a ) ,  j  f  ( 0  d t  =  F (x) -  F (a), 

где F' (x)  = f ( x ) .
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В частности, при х  =  Ь получаем 
ь
J f  (x ) dx =  F (b) — F (а),  (16.21)
а

что и требовалось доказать.
Формула (16.21) называется формулой Ньютона — 

Л ейбница;  ее можно переписать в виде
ь

§ f ( x ) d x  =  F(x)\ba,
а

где

F(x) \*  =  F ( b ) - F ( a ) ,  (16.22)

левая часть читается так: двойная подстановка от а до b 
для функции F(x) .

Приведем пример применения формулы Ньютона — 
Лейбница:

[ х 2 dx
ь _
о Г

(выясните геометрический смысл этого определенного 
интеграла и сравните решение с решением соответствую- 
щегр примера из § 16.1).

§ 16.8. Замена переменной в определенном интеграле. 
Интегрирование по частям

Теорема 16.5. Если выполнены условия: 1) функция 
f ( x )  непрерывна на отрезке [а, Ь]\ 2) отрезок [а, Ь] явл я­
ется множеством значений функции х = ф ( 0 ,  определен­
ной на отрезке и имеющей на нем непрерывную
производную; 3) ф ( а ) = а ,  ф (р ) = Ь ,  то справедлива фор­
мула

» Р
f f { x ) d x =  f f  [ф (01 ф ' ( 0  dt.  (16.23)

а а

Д о к а з а т е л ь с т  во .  Пусть F(x)  — первообразная
для функции f ( x )  на отрезке [я, Ь], т. е. F ' ( x ) —f ( x )  для

В

всех х е [ а ,  Ь], тогда [ /  (х) dx  =  F (b) — F (а).
а
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Поскольку функции F ( x ) ,  х = ф (t) являются диффе­
ренцируемыми на соответствующих отрезках, сложная 
функция / г[<р(/)1 дифференцируема на отрезке [а, Ь}:

Ft  =  /Ур? =  F \ % =  /(x)-cpf' =  /  [ф (0 ]  ер,,

Ft =  И ф ( 0 1 ф '  (О-
Следовательно, функция /•’[фСО]— первообразная для 

функции / [ ф ( 0 ] ф / (0  на отрезке [а,  |3]. По формуле Н ью ­
тона — Лейбница получаем

3
j  (t) dt  =  F [<р ( t ) ] fa=  /Ч ф (Р ) ]  — Z7 [ф («.)]-
а

Принимая во внимание условие 3) данной теоремы, 
находим

ь
^1ф(Р)1 — -П ф (а ) ]  =  F(b)  — F{a)  =  j  f  (х) dx.

a

Из двух последних равенств следует формула (16.23), ко­
торую называют формулой замены переменной под зн а ­
ком определенного интеграла.

з
П р и м е р  1. Вычислить \ ------d x .

o’ V x + l

Введем новую переменную t по формуле i — У *+1, из кото­
рой x = t z— l, dx=2tdt.  Определяем новые пределы интегрирования: 
из равенства 1 при *1 =  0 получаем t i ~ l ,  при «2=3 #2 = 2 ,
т. е. а =  1, {5 =  2.

На основании формулы (16.23) находим
3

I dt.\ х dx =  \  1 dt 2 f (t* -  1)■] Vx+1 I t J
еграл сводится к двум Ta6j 
2 2 2 

j  (t2 — 1) dt =  j  t* dt — I",

0
Последний интеграл сводится к двум табличным:

2 2 2

’ dt
1 1 i

t 3 2 (2 1 _  _  _  4

=  _ 3~ 1 ' |1
3

Следовательно,

Н, = - т ( 2 » - 1 » ) - ( 2 - 1 ) ^  з

о  У х + 1 J
14 Зак. 1051 4 1 7



Теорема 16.6. Если функции и = и( х ) ,  v = v ( x )  имеют 
непрерывные производные на отрезке [а, Ь], то справед­
лива формула

ь ъ
[ и (х) v'  (a:) dx =  и (х ) v (х) fa — [ у  (х) и'  (х) dx. (16.24)

а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку функция и ( х ) v (х)  — 
первообразная для функции u ' ( x ) v ( x ) + u ( x ) v ' ( x ) ,  то

j  [и (х ) v'  (х) +  и'  (х) v (х )]  dx =  и (х) v (х)

откуда и следует формула (16.24), которую можно запи­
сать в виде

ь ъ
j  udv =  ми |а —- [ vdu. (16.25)

i
П р и м е р  2. Вычислить j" xe 2 xdx.

о
С помощью формулы (16.25) получаем 

1 1 
хе2х dx =  - i -  i xd (е2х) =  хе2х2 J 2о о

т !
е2х dx =  J — хе2х

1
е2х d (2 х) =

„2х 1 1 „2х 1 1
(е2 +  1) ~  2,097.

§ 16.9. Приближенное вычисление определенных 
интегралов

Точное вычисление определенного интеграла по фор­
муле Ньютона — Лейбница не всегда оказывается воз­
можным (так как первообразная подынтегральной функ­
ции иногда не выражается в элементарных функциях) 
или не представляется целесообразным (поскольку на­
хождение первообразной часто сопряжено с громоздки­
ми в ы к л ад к ам и ) . В этих случаях, а такж е в случае, когда



подынтегральная функция задана  табличным способом, 
целесообразно определенные интегралы вычислять при­
ближенно. Существуют различные методы численного 
интегрирования функций. Рассмотрим применение про­
стейших из них.

Формула трапеций. Пусть требуется вычислить оп­
ределенный интеграл

ъ
I  =  l f ( x ) d x ,  (16.26)

а

который, как известно, равен площади соответствующей 
криволинейной трапеции (рис. 16.9).

Отрезок [а, Ь] разобьем на п  равных элементарных от­
резков длиной

h =  (16.27)

Пусть хо, Хи Хг, . ■ . , х п — точки деления (хо = а, х п =  
= Ь); г/о, г/i, г/г. • • • ,  Уп — ординаты соответствующих то­
чек Mo, Mi, М2, . . . ,  М п {Мо — А,  М п = В)  графика функ­
ции y = f ( x ) , тогда

x k = a -t-kh  (k =  0, 1, 2 , . . . , п ) ,  (16.28)

где h — шаг разбиения, определяемый формулой (16 .27),

yh =  f {xu)  (k =  0,  1, 2, . . . ,  п) .  (16.29)

Соединим каждые две последовательные точки Ми,-и 
M h  (k =  l ,  2, . . . ,  п)  отрезком прямой, в результате полу-
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чим п прямолинейных трапеций одной и гой же высоты. 
Они составляют фигуру, «вписайную» в данную криво­
линейную трапецию. Площ адь этой фигуры выражается 
формулой

ft+Jfr h +  У± +  !!!-к+шШ' +  А»=1 + у*. к =

=  h ^ — [- У\-\- УъЛ- • • • Уп—i Н— у — j, 

поэтому

J" f  (х) dx са - у  [ (у0 -(- Уп)-{-2 (У1 ~\~Уъ-\- . . .  +  Уп— 1 )]• (16.30)
а

Формула (16.30) и называется формулой трапеций. 
Отметим без доказательства, что если R n — остаточ­

ный член приближенной формулы (16.30), т. е. 

ь

J  /  {х) dx  =  - у  [i/o +  2 (уг -+- у 2 +  • • • Уп— i) +  Уп] R n>

(16.31) 
то

\ R n \ <  (&7 2QJ M ■ (16-32)

где
М  =  шах | /" (*) |. (16.33)

а < х < Ь

Формула парабол. Определенный интеграл (16.26) можно вычис­
лить приближенно и другими способами.

Отрезок [а, b] разобьем на четное число т  =  2п равных элемен­
тарных отрезков, длина каждого из которых

b —  а
h = — 2 T ~ -  , <16-34>

Криволинейную трапецию аАМ гх-г (рис. 16.10) заменим соответ­
ствующей параболической трапецией, ограниченной сверху дугой па­
раболы, проходящей через три точки A, M it М 2, ось которой па­
раллельна оси Оу. Уравнение такой параболы имеет вид у =  ах2+  
-\-bx-\-c, коэффициенты этого уравнения определяются из условия, 
что парабола проходит через три точки А, Мг. Аналогичную за­
мену осуществляем для других точек М2, М3, М4; М4, Ms, Мц и т. д.

Вычислим площадь одной параболической трапеции. Покажем,
что если криволинейная трапеция ограничена параболой у =  ахг-1-
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- \ - b x - \ - c ,  осью О х  и прямыми x  =  — h,  x = h ,  то ее площадь определя­
ется формулой

S =  -д- (г/0 +  4 у х +  у 2) , (16.35)

где y *  = y ( x a) = y ( — h ) ,  y i = y ( X i ) = y ( Q ) ,  у 2 = у ( х 2) =y(h).

Коэффициенты уравнения параболы у = а х 2 + Ьх+ с  определяются 
из системы уравнений

yo = ah‘1 —bh+c, yi = c, y 2 = ah2 +bh+c.  (16.36)

Считая коэффициенты а, Ь, с известными, находим площадь рассмат­
риваемой параболической трапеции 

ft
S-

— ft
h

Н I
' =  j* (ax2 +  bx +  c) dx =  f-

fcx2
2

ft
—ft’

S =  -g -  (2ah2 +  6c). (16.37)

С другой стороны, из системы (16.36) следует

у(,+4у1+у2 = 2ак2 +6с. (16.38)

Из двух последних формул получаем формулу (16.35).
Поскольку

Ь Х2 X ,  Х2 п

j  f  (х) dx =  | / (х) dx +  j / (x) dx - f  . . .  +  j f (x) dx,
x2n—2

то с помощью формулы (16.35) находим 
b
С п п
J /  (х) dx х  - у  (у0 -(- 4(/х +  Уг) +  ~з~ (Уг +  4у3 +  yi) +
о

h
■■■ +  з  (У2п—  2  +  4 У 2 / г —  1 +  У м )
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г лJ f  (х ) dx ~  -g - [у0 -f- у.гп -f- 4 (г/j -f- г/3 -f- . . .  -f- y2n_ \ )  -f-
a

■f" 2 (t/г -f- Vi -f- ••• -\~У2 п— 2 ))- (16.39)
Это и есть формула парабол; она называется также формулой 

Симпсона.
Д л я  остаточного члена формулы (16.39) выполняется неравенство

|Я„1
(Ь —  а)5 М 

180 (2п)4 (16.40)

г д е

М  =  m a x  | / IV  (л:) | .  
а < х < Ь

(16.41)

П р и м е р .  По формуле трапеций, приняв я=10, вычислить

f j i fL L d * .
J X

Составим таблицу значений функции f (х) необходи­
мых для приближенного вычисления данного определенного интеграла 
(табл. 5).

Т а б л и ц а  5

к xk s i n  х£

s i n  х. 
.. . t  , „  * _ *

Уо. Ум

*  х к 

Ук  ( * - 1. 2 .........9)

0 0 0 1

1 о д 0 , 0 9 9 8 5 0 , 9 9 8 5 0

2 0 , 2 0 , 1 9 8 6 7 0 , 9 9 3 3 5

3 0,3 0,29552 0,98507
4 0,4 0,38942 0,97355
5 0,5 0,47943 0,95886
6 0,6 0,56464 0,94107
7 0,7 0,64422 0,92031
8 0,8 0,71736 0,89670
9 0,9 0,78333 0,87037

10- 1,0 0,84147 0,84147

2 1 ,84147 8,53778
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Поскольку уо+Ую = 1,84147, 2 (i/i+ y 2+  • •• +</d) =2X8,53778 =
=  17,07556, А =  0,1, то по формуле (16.30) получаем

г sin х  0,1
\ — —  dx х  —g— (1,84147 +  17,07556) =  0,94585. 
о

З а м е ч а н и е .  Соответствующий неопределенный интеграл 
{’ sin х
I — - — dx не выражается в элементарных функциях (см. § 15.8), 

поэтому формулу Ньютона — Лейбница здесь применить нельзя.

§ 16.10. Несобственные интегралы

При введении понятия определенного интеграла пред­
полагалось, что выполняются условия: 1) пределы инте­
грирования а и b являются конечными; 2) подынтеграль­
ная функция f ( x ) ограничена на отрезке [а, Ь]. В этом слу­
чае определенный интеграл называют собственным. Если 
хотя бы одно из двух указанных условий не выполняет­
ся, интеграл называют несобственным.

Интегралы с бесконечными пределами. Пусть функ­
ция y  = f ( x )  непрерывна при любом х ^ а .  Рассмотрим 
интеграл с переменным верхним пределом

ь
1(b)  =  § f { x ) d x .  (16.42)

а

К ак было показано в § 16.4, интеграл (16.42) являет­
ся дифференцируемой функцией верхнего предела. П ред­
положим, что при b - v + o o  функция (16.42) имеет конеч­
ный предел; этот предел называется сходящимся несоб­
ственным интегралом от функции f ( x )  по промежутку 
[а, + о о [  и обозначается

ь
\ f ( x ) d x =  lim \ f ( x ) d x .  (16.43)

а &-*+оо "

Если предел (16.43) не существует или равен бесконеч­
ности, то несобственный интеграл называется расходя­
щимся.

Геометрически несобственный интеграл от неотрица­
тельной функции выраж ает площадь бесконечной криво­
линейной трапеции, ограниченной сверху графиком 
функции y  = f ( x ) ,  слева — отрезком прямой х —а , снизу —
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есью Ох  (рис. 16.11) (в случае сходящегося интеграла 
эта площадь является конечной, в случае расходящего­
ся — бесконечной).

П р и м е р  1. Исследовать, при каких а  сходится несобственный
(• dx 

интеграл I — — .
1 *

Если а ф \ ,  то 

dxг ах f dx х  +
\ — — =  lim \ — — =  lim  -------- г-
.! X Ь-* + оо X Ь-+ + ̂ ~ —а +

=  lim
Ь -* +  оо

(61_а— !)•

У А

ТТТПТНМ1 И П П
х  О

Рис. 16.11

У =f (х)

a jc

Рис. 16.12

Следовательно, 

dx 1

1

С dx 1
J ха =  :

С dx
при а  >  1, \ — — =  +  о о  при а  <  1.

С dx ,
В случае а = 1  1 — - —  =  1пл:|1 =  -|-оо. Итак, несобственный

1
интеграл сходится при а > 1 .

Если F (х) — первообразная для f ( x ) ,  то

f f  (х) dx — lim \ f  (х) =
v и .  I 1

=  lim j/7 (b) — F (a)l  =  F ( +  oo) — F (a),  (16.44) 
b—►-(-

где F ( +  oo) =  lim F (b).

Аналогично определяется несобственный интеграл с 
бесконечным нижним пределом
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1 f { x ) d x =  lim \ f ( x ) d x  (16.45)
- -  a

и несобственный интеграл с обоими бесконечными преде­
лами

+ Г с
j  f ( x ) d x =  f f ( x ) d x  +  | f ( x ) d x ,  (16.46)

где с — любая точка из интервала ]— оо, +оо[.
Приведем без доказательства две теоремы, с их по­

мощью можно исследовать вопрос о сходимости некото­
рых несобственных интегралов.

Теорема 16.7. Если при х ^ а  выполнены неравенства

О -< ф (х) <  f  (х) и [ /  (х) dx  сходится, то сходится и
а

j  ф (х) dx,  причем j  ф (х) dx  -< [ /  (х) dx\  если j  ф (х) dx
а а  а а

расходится, то расходится и J f ( х ) dx.
а

Геометрическое значение этой теоремы иллюстрирует­
ся на рис. 16.12.

Теорема 16.8. Если в промежутке [а, + о о [  функция

у  =  f ( x )  меняет знак и j" | /  (х) \ dx  сходится, то сходится

также j f  (х) dx.
а

Интегралы от неограниченных функций. Если функция 
y = f (х) не ограничена в окрестности точки с отрезка 
[а, Ь] и непрерывна при и с < х ^ Ь ,  то несоб­
ственный интеграл от этой функции определяется фор­
мулой

Ь с—s Ъ
1 /  {х) dx =  lim (* /  (х) dx  +  lim \ f ( x ) d x ,  (16.47)

a  E_>0 a ri~ + ° c +  rj

где e > 0 ,  r i> 0 .  В случае c = b или c = a получаем
ь b~ E
\ f ( x ) d x  =  lim I f ( x ) d x ;  (16.48)

a Ê °  a
4 2 5



) b
f ( x ) d x = \ m  f f ( x ) d x .  (16.49)

ij-0 ai y.
Несобственный интеграл (16.48) или(16.49) называет­

ся сходящимся, если существует конечный предел соот­
ветствующего определенного интеграла; в противном 
случае интеграл называется расходящимся.

Несобственный интеграл (16.47) называется сходя­
щимся, если существуют и конечны оба предела в правой 
части.

Д л я  интегралов от неограниченных функций справед­
ливы теоремы, аналогичные теоремам 16.7 и 16.8. Они 
применяются для исследования вопроса о сходимости не­
собственных интегралов и оценки их значений. В качест­
ве функции, с которой сравнивают подынтегральную

функцию, часто выбирают ф (х) = ----- 1— Легко видеть,
ь
Г dxчто --------------сходится при а <  1, расходится при сс]> 1.

а (х — аТ
П р и м е р  2. Исследовать, сходится ли интеграл

2
dx

\ гх +  Зх2

Подынтегральная функция ие ограничена в окрестности точки х=0.  
Поскольку

2 2
1 1 С dx С dx

3/ “ , о 2 ^  V -  “ 1 3 /— — ) 1у  х-\-  Зх2 / х  i  V х о х~г

сходится, то сходится и данный интеграл.

§ 16.11. Понятие об эйлеровых интегралах

Гамма-функция,  или эйлеров интеграл второго рода, 
определяется формулой

Г (р) =  \ e~xxP~ldx. (16.50)
о

Этот интеграл является несобственным, так  как верхний 
предел бесконечен; кроме того, если р — 1 < 0 ,  то подын­
тегральная функция не ограничена при х  -*■ 0.
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Разобьем этот интеграл на два интеграла
1

Г (р ) =  j" e - xxp~ l d x +  \  e~xxp~ l dx 
о 1

и исследуем сходимость каждого из них.

Поскольку при 0 <  х  <  1 е~ххр- 1 =  — — < ---- А—
; X Р X Р

dx
и ] 1_р сходится в случае 1 — р <  1 или р >  0, то пер-

о
вый интеграл сходится, когда р >  0.

Так как е~ххр~ 1 <  х ~ 2 при достаточно больших
X'1

<  1, ибо lim ——  =  0 (см. при-

мер 3 § 12.1) ] и

dx 1
хй ■ х1

=  1,

то  при любом р  сходится и второй интеграл.
Следовательно, интеграл (16.50) сходится при р > 0. 

Каждому положительному значению р соответствует 
вполне определенное значение Г (р ) .  Функция Г (р) не 
является элементарной.

Чтобы получить одно важное свойство этой функции, 
к интегралу (16.50) применим метод интегрирования по 
частям:

оо со  оо

Г (р +  1) =  j" e~xx<-p+l)~ ldx  =  j* е~~ххр dx  =  [ — xpd (е~х) =
О 0 0

=  — е~хх р |о +  р j" е - ххр~ х dx =  — е~хх р |о +  рГ (р).
о

Поскольку — е~ххр ]о =  lim ^ 0 ------ =  0, то

Г ( р +  1) =  р Г (р ) .  (16.5П
При р =  1 интеграл находится непосредственно:

Г (1 )  =  J  e~x dx =  — е-* |о  =  1. 
о
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Подставляя в формулу (16.51) значения р =  1 , 2 , ___ п.
получаем

Г (2) =  1 • Г (1) =  1 =  1!, Г (3) = 2 Г (2) =  2-1 =  2!,
Г(4) = 3 г ( 3 )  =  3-2-1  = 3 ! ,

Г ( « + 1 )  = п ( п — 1) . . .  2 -1 =  я! (16.52)

т

5 -
4
3
2

\ J  1
■4 -3 ~2 -1

А

/  р

Рис. 16.14

Итак, при натуральных значениях аргумента гамма- 
функция совпадает с факториалом, т. е. с функцией 
f ( n ) = n \  Но гамма-функция определена не только при 
натуральных п, но и при любых положительных значе­
ниях аргумента.

Из формулы (16.52) следует, что 0! =  Г (1) =  1. График 
гамма-функции изображен на рис. 16.13.

З а м е ч а н и е .  Гамма-функция определяется и при отрицатель­
ных значениях р. В этом случае необходимо применить формулу 
(16.51), переписав ее в виде

Г (р  +  1)
Г(Р) = . , / -• (16.53)

(формулой (16.50) пользоваться уже нельзя, поскольку при р ^ О  
интеграл расходится).

Если — 1 < р < 0 ,  то 0 < р + 1 < 1 ,  поэтому правая часть формулы 
(16.53) имеет смысл, ею и определяется Г(р) при этих значениях р, 
отметим, что в этом случае Г (р )< 0 . Продолжая аналогичные рас­
суждения, убеждаемся в том, что гамма-функция определена для
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всех отрицательных значений р, кроме р = — k, где 6= 1, 2, 3, п 
и кроме р = 0.

График гамма-функции при отрицательных значениях р изобра­
жен на рис. 16.14.

Бета-функция, или эйлеров интеграл первого рода, 
определяется формулой

1
В {р> я) — f * p - 1 ( l — x ) q~ ldx.  (16.54)

о
Подынтегральная функция не ограничена в окрестности 
точки х = 0 при р — 1 < 0  и в окрестности точки х = 1  при 
< 7 - 1 < 0 .

Разобьем интеграл (16.54) на два интеграла
0,5 t

B ( p , q ) =  j* хр~ 1 ( 1 — x)q~ l dx-\-  J  xp-1 (1 — x ) q~ [ dx.
0 ' 0,5

Так как x p ~ 1( 1 —  x ) q~ l <  c x p~ 1 при 0 <  x  <  0,5 x p ~ 1 и
0,5 0,5

j xP~l d x =  j* — сходится при 1 — p < L \ ,  т. e. при 
о o x

р >  0, то первый интеграл также сходится при р >  0. 
Аналогично можно показать, что второй интеграл сходит­
ся при <7 > 0 .

Следовательно, интеграл (16.54) сходится при / ? > 0 ,  
q > 0 .

Отметим, что между бета- и гамма-функциями суще­
ствует связь, вы раж аем ая формулой

В ( р , д )  =  Ц М Ш - .  (16.55)

Доказательство равенства (16.55) можно найти, напри­
мер, в [6].

Полагая в формуле (16.55) р — - у ,  <? =  -у-, получаем



Так как Т(р)  > 0  при р > 0 ,  то

(16.56)

С помощью формулы (16.56) можно вычислить [ е~*г dx.
_  о

Действительно, полагая находим

о

2 2
1 У л
п 9  >

(16.57)

Г л а в а  17

ПРИЛОЖ ЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

Понятие определенного интеграла широко применяется при ре­
шении многих задач. С помощью определенного интеграла можно 
вычислить площадь криволинейной фигуры, длину дуги кривой, дли­
ну прямолинейного пути по заданной переменной скорости, опреде­
лить объем и поверхность тела вращения, массу и центр тяжести 
неоднородного стержня, работу, производимую переменной силой, 
и др.

§ 17.1. Площадь криволинейной фигуры 
в прямоугольных декартовых координатах

Как было показано в § 16.3, площадь криволинейной 
трапеции аАВЬ,  ограниченной сверху графиком функции 
y = f ( x ) ,  слева и справа — прямыми х = а и х = Ь соответ­
ственно, снизу — осью Ох  (см. рис. 16.1), вычисляется 
по формуле

П лощ адь криволинейной трапеции cCDd  (рис. 17.1), 
ограниченной справа графиком функции х = у ( у ) ,  свер­
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ъ
S  =  j /  (х) dx.

а

(17.1)



ху и снизу — соответственно прямыми у = й ,  у  = с, е л  
ва — осью Оу, определяется формулой

S = \ y ( y ) d y .  (17.2)
С

П лощ адь криволинейной 
фигуры AiAzBiBz, ограничен­
ной сверху графиком функции 
У2 =  Ь ( х)> снизу — графиком 
функции г/i = f i (x ) ,  слева и 
справа — прямыми х  = а, х  = Ь 
(рис. 17.2, а ) ,  вычисляется по 
формуле

5  =  j [ / 2 (x) — f 1 (x)]dx. (17.3)

Эта формула получена с помощью формулы (17.1), так 
как указанная фигура представляет разность двух кри­
волинейных трапеций.

Рис. 17.2

Площадь фигуры C iD iD2C2, ограниченной слева и 
справа соответственно графиками функций Xi=<pi(y), 
Хг =  <рz(y) ,  снизу и сверху — прямыми у  = с, у  = d 
(рис. 17.2,6), определяется формулой 

а
S = J [<р2 (у) — <Pi (У)] dy.  (17.4)
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В более общем случае криволинейную фигуру р аз ­
бивают на части, площади которых вычисляются по при­
веденным формулам или определяются непосредст­
венно.

П р и м е р  1. Вычислить площадь криволинейной фигуры, огра­
ниченной параболой у = х 2 и прямой у = х  (рис. 17.3). Данные’линии 
пересекаются в точках 0(0 , 0) н N(  1, 1). Воспользуемся формулой

(17.3), поскольку данная фигура — частный случай фигуры AiAzBzBi 
(рис. 17.2, а), точки A t и Л2 совпадают с точкой О, точки S i и Bi — с 
точкой N. Полагая в этой формуле y t =fi (х) = х 2, У2 =[г(х) =х, а = О, 
6= 1, получаем

' = | ( x - x 2) d x = ( 4 - — f - )
_1_ J _____ 1_
2 ~  3 “  6

Рассмотрим случай, когда линия, ограничивающая 
криволинейную трапецию сверху (рис. 16.3), задана па­
раметрическими уравнениями

x =  <Pi(t)> У =  Фг(0> (17.5)
где ср1(а)=а,  < p i(p )=b .

Уравнения (17.5) определяют некоторую функцию 
y —f(t)  на отрезке [а, Ь]. П лощ адь криволинейной трапе­
ции вычисляется по формуле

ь ь
S  =  f ydx  =  ( f  (х) dx.

а  а

Перейдем к новой переменной по формуле x=cpi(0>
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тогда dx  =  <pi (t) dt. На основании уравнений (17.5) полу­
чаем y  =  f (х) =/[ф 1 (0 ] ==ф2(0 - 

Следовательно,
3

5  =  J Фа (0  ф1 (О Л- (17.6)
а

П р и м е р  2. Вычислить площадь области, ограниченной эллип­
сом * = а  cos t, y= b  sin t.

В силу симметрии эллипса относительно координатных осей доста­
точно вычислить площадь области, лежащей в первой четверти, и ре­
зультат умножить на 4. Замечаем, что в этом случае х  меняется от О

7t
до а , поэтому t будет меняться от —g- до 0, по формуле (17.6) на­
ходим

"2

W £
4 | (b sin t) (— a sin t) dt =  4ab j” sin2 tdt =

p /  1 — cos2 1 \ j t sin 2 / i \
J (------2------ J d t  =  Aab |  j

2
=naP, S=nab.

оо
З а м е ч а н и е .  В частном случае, когда a—b = R, получаем S 

=  я/?2 — площадь круга радиуса R. 1

§ 17.2. Площадь в полярных координатах

Рассмотрим криволинейный сектор ОАВ  (рис. 17.4), 
ограниченный линией, заданной уравнением р =  р(ф) в по­
лярных координатах, двумя лучами ОА  и ОВ,  для кото­
рых соответственно ф=сх, ф={5. Сектор ОА В  разобьем 
на элементарные секторы OMu-iMk { k = \ ,  2, п,
Мо—А,  М п ~ В ) .  Обозначим через Дфь угол между лучами 
OMk-i  и OMh, образующими с полярной осью углы фь- i  
и фь соответственно. К ажды й из элементарных секторов 
■OMk-iMk заменим круговым сектором с радиусом рн — 
=  р(фй), где щ —-значение угла ф из промежутка [ф*_ь 
ФА], и центральным углом Лф/г. Площадь последнего сек­
тора выражается формулой Asfe =  р/гАф/е.

Сумма
П П

S n =  2  ~ Т  p * A(f)fe =  ~ Т  2  1р (Ф * )1 2д Фа*-=1 А= 1
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вы раж ает площадь «ступенчатого» сектора, аппроксими­
рующего (приближенно заменяющего) данный сектор 
ОАВ.

П лощадью сектора О АВ  называется предел площади 
«ступенчатого» сектора при оо и Я =  шах Дфь 0:

П П

S =  lim 24-Гр(<Ра)]2Л<Рй =  Нш 2  4-р1Дф&-х->о ft-1 k=\

Так как

Х-+0 k=l
то

П р

,15® 2  4 “ = т  I р2 d<p’

Р
5  =  -у - j  р2 ( ф ) dtp. (17.7)

П р и м е р .  Вычислить площадь области, ограниченной лемниска­
той р2 —а2 31п'2ф.

Принимая во внимание симметрию линии относительно ее оси 
(рис. 17.5), по формуле (17.7) получаем

й 1Г
Т"

1 1 (* 1 г
—  S =  ~ 2  ] a2 sin 2ф^ф =  a2 J sin 2<рd (2ф) =



§ 17.3. Д лина дуги кривой

В § 13.1 дано определение длины дуги кривой, в 
§ 13.6 получена формула для дифференциала длины ду­
ги пространственной линии. Если эта линия задана па­
раметрическими уравнениями

*=ф1 ( 0 ,  * /=фг(0 . 2 = ф 3( 0  ( а < * < Р ) ,  (17.8)

гд еф г(0  (£= 1, 2, 3) — дифференцируемые функции apry-' 
мента t, то

ds =  Vx ' t 2 +  у ' 2 +  Zt2 dt. (17.9)

Интегрируя равенство (17.9) по промежутку [а , р], 
получаем формулу для вычисления длины дуги линии 
( 17-8)

Р ________________
s =  х 2 +  y't2 +  zt 2 dt. (17.10)

a
Если линия (17.8) леж ит в плоскости Оху, то 2 = 0  при 
всех t ^ [ a ,  р], поэтому

Р _________
а =  § V x i *  +  y ? d t .  (17.11)

a

В случае, когда плоская линия задана уравнением 
y  =  f ( x )  ( a ^ x ^ . b ) , где f {x )  — дифференцируемая функ­
ция, последняя формула принимает вид

ъ ______
S =  j V l  +  y ' 2 dx.  (17.12)

а

Пусть плоская линия задана  уравнением р =  р(<р) ( а ^  
^ Ф ^ Р )  в полярных координатах. Принимая во внимание 
формулы (1.17), получаем параметрические уравнения 
рассматриваемой линии х =  р(ф)созф, г /= р (ф )sin ф, в ко­
торых роль параметра играет полярный угол ф. Посколь­
ку л-ф=р, (ф) cosф — р (ф) sin ф, г /ф=р '(ф )8Ш ф+р (ф)совф,
Ч  +  У<?2 =  р2 +  р ' 2. формула (17.11) принимает вид

Р ________
s =  J  ] / р 2 +  р ' 2^ф. (17.13)

а

Формула (17.13) вы раж ает длину дуги линии р =  р (ф) 
( а ^ ф ^ р )  в полярных координатах.
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П р и м е р  1. Вычислить длину дуги винтовой линии x = a c o s t ,  
у = а  sin (, z= b t  между точками, для которых t=Q, t=fi.

Поскольку х' =  — asin<, у' =  a cost, г' =  Ь, У  x ' 2 -j-y's-j-z' 2 —
=  У а г-\-Ьг , по формуле (17.10) находим

В
s =  j  Va? +  b 4 t  =  s =  У  а2 + 'б 2 р.

о

П р и м е р  2. Найти длину кардиоиды р =  2а(1 — cos ф) 
(рис. 17.6).

Так как p' =  2asin<p, р2 +  р '2 =  4а2 sin2 ф +  4я2(1 — cos ф)2 =  
Ф=  8 а2 (J — cos (р) =  16а2 sin2 -тр, то по формуле (17.13) получаем

§ 17.4. Объем тела

Покажем, что объем тела можно вычислить с по­
мощью определенного интеграла, если известна площадь 
любого поперечного сечения этого тела, перпендикуляр­
ного некоторому направлению.

Разобьем данное тело на "элементарные слои плоско­
стями, перпендикулярными оси Ох  и определяемыми 
уравнениями х = const (рис. 17.7). Д л я  любого фиксиро­
ванного х е [ а ,  6] известна площадь S  = S ( x ) поперечного 
сечения данного тела.

Элементарный слой, отсеченный плоскостями х= х^.-и  
x = x k  ( k ~ l ,  2, . . . ,  п, х 0 = а, х п — Ь),  заменим цилиндром 
с высотой AXk=Xk— Xk-i  и площадью основания S ( l k ) ,  

Xk].
Объем указанного элементарного цилиндра вы раж а­

ется формулой Avk — S ( l k )  Ахи.
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Составим сумму всех таких произведений
П П

V n =  ^ v k ^ ^ S ( l k) A x k, (17.14)
k  ■‘ l k -Л

являющуюся интегральной суммой для данной функции 
S  = S ( x )  на отрезке [а, Ь]. Она выраж ает объем ступен­
чатого тела, состоящего из элементарных цилиндров и 
приближенно заменяющего данное тело.

Рис. 17.7

Объемом  данного тела называют предел объема у ка­
занного ступенчатого тела при Я -» -0, где % — длина наи­
большего из элементарных отрезков Ах^. Обозначим че­
рез V  объем данного тела, тогда по определению

П
V  =  lim 2  5  ( Ы  Axk. (17.15)

*-*•<> ft-J
f’n Ъ

С другой стороны, lim У  5  (£*) Axk =  ( S (х) dx.
1 а

Из двух последних равенств следует искомая форму­
ла для вычисления объема тела по заданным попереч­
ным сечениям

Ь]
V = f s ( x ) d x .  (17.16)

а!
Если тело образовано вращением вокруг оси Ох  кри­

волинейной трапеции аАВЬ,  ограниченной сверху дугой 
непрерывной линии y = f { x ) ,  где а ^ х ^ . Ь  (рис. 17.7,6),
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TO S ( x )  = nr2 = ny2=n f 2(x) и формула (17.16) принимает 
вид

ь ь
Vx ~ n ^ y 2dx  или Vx =  п  [ f2 (х) dx.  (17.17)

З а м е ч а н и е .  Объем тела, полу­
ченного вращением вокруг оси Оу криво­
линейной трапеции CcdD (рис. 17.7, в), 
где CD— дуга кривой х = ф (у) ( c ^ y ^ d ) ,  
определяется формулой 

d
V у — я  J  x2dy 

с

или
d

Vy =  я  j  ф2 (у) dy. (17.18)

П р и м е р  1. Вычислить объем тела, полученного вращением 
вокруг осн Ох криволинейной трапеции, ограниченной линиями ху=  
=6 , *= 1 , х = 6  (рис. 17.8).

Из уравнения гиперболы х у = 6, ограничивающей сверху данную 
трапецию, находим выражение для у  н применяем формулу (17.17):

36 1
— dx =  — 36л — ■ 36я 1 =  ЗОя.

П р и м е р  2. Вычислить объем тела, полученного вращением 
вокруг осн Оу криволинейной трапеции, ограниченной линиями 
у = х г, х= 0 , у = 2.

Пользуемся формулой (17.18). В рассматриваемом случае с=0, 
d = 2, х 2 =у,  поэтому

2!
Vy =  я ydy =  я  - 2 I =  2я.

§ 17.5. П лощадь поверхности вращения

Рассмотрим поверхность, полученную вращением д у ­
ги линии y = f ( x )  ( a ^ x ^ l b )  вокруг оси Ох  (предполо­
жим, что функция y —f ( x )  имеет непрерывную производ­
ную). Фиксируем значение х е [ а ,  Ь], аргументу функции 
придадим приращение dx,  которому соответствует «эле­
ментарное кольцо» (рис. 17.9), полученное вращением 
элементарной дуги А1. Это «кольцо» заменим цилиндрн-
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ческим кольцо,м — боковой поверхностью тела, образо­
ванного вращением прямоугольника с основанием, р ав ­
ным дифференциалу дуги dl, и высотой h —f ( x ) .  Р а зр е ­
зав последнее кольцо и развернув его, получим полоску 
шириной dl  и длиной 2пу, где у  = }(х) .

Следовательно, дифференциал площади поверхности 
выразится формулой

dS  =  2nydl  =  2га/K l  +  y ' 2 dx,  (17.19)
откуда

ь
S  =  2п ^  у  V T T y 4  dx. (17.20)

а

Формула (17.20) выраж ает площадь поверхности, по­
лученной вращением дуги линии y  = f ( x ) ( a ^ . x ^ . b )  во­
круг оси Ох.

П р и м е р .  Вычислить площадь поверхности, полученной враще­
нием отрезка прямой у = х  (O ^ x ^ f t )  вокруг оси Ох.

Поскольку у '— 1, а= 0 , b = h, по формуле (17.20) получаем 
Л А

S =  2я +  l d* =  2 } ^ xcix — у  2  ях2 | J =  V  2яЛ2.
о о

§ 17.6. Работа переменной силы

Под действием переменной силы F = F ( x )  материаль­
ная точка М  движется по прямой Ох\  направление силы 
совпадает с направлением движения. Требуется найти 
работу, производимую силой F — F( x ) ,  где F{x)  — функ­
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ция, непрерывная на отрезке [а, Ь], при перемещении 
точки М  из положения х =  а  в положение х  — Ь.

Отрезок [а, й] разобьем на п элементарных отрезков 
[xh- u x h} длиной A x k = x k— xh- l ( k — \,  2, п, х0 = а, 
x n = b).  В каждом элементарном отрезке [xh- u  хи] произ­
вольно выберем точку и образуем произведение 
F(%k)Axu,  выражаю щ ее приближенно работу силы на пу­
ти Axfc (здесь предполагается, что сила на элементарном 
пути постоянна и равна F(%u))- Составим сумму всех т а ­
ких произведений

П
A n - ^ F S h ) ^ x k, (17.21)

k- i
которая выраж ает приближенно работу силы F = F ( x )  на 
отрезке [а, Ь].

Сумма (17.21) является интегральной суммой для не­
прерывной функции F = F ( x )  на отрезке [а, Ь]. Предел 
этой интегральной суммы при я-*- оо и Я->-0, где % — 
длина наибольшего из отрезков A xh, существует и выра­
жает работу переменной силы F = F ( x )  на прямолиней­
ном пути от х = а  до х  = Ь:

п Ь

А  =  lim 2  F ( l k) Axft =  |  -F (х) dx,
x̂ °ft=l а

Ъ
A =  § F ( x ) d x .  (17.22)

§ 17.7. Понятие об эллиптических интегралах

Интегралы вида

$ R ( x ,  У  азе3 +  bx2 +  сх +  d) d x , \ R ( x ,  У  a^-\-bx 3-\-cx2-\-dx-{-e)dx,
(17.23)

где R — рациональная функция своих аргументов, называются эл­
липтическими интегралами. В общем случае эти интегралы не выра­
жаются через элементарные функции.

Эллиптические интегралы с помощью элементарных подстановок 
(с точностью до слагаемых, выражающихся в конечном виде) при­
водятся к следующим трем стандартным интегралам:

z2dz
/ ( 1  — г2) (1 — 6 V ) ’

dz
(1 +  Лг2 ) / ( 1  — г2) (1 — /г2г2)

(О < А <  1).
(17.24)
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Интегралы (17:24) называется эллиптическими интегралами соот­
ветственно первого, второго, третьего рода.

к интегралам

Подстановкой г =  sin ф ^0 <  ф <  -g - j  эти интегралы приводятся 

Г — г у--—-^  ~и—~ ' f / 1 — fe2sina ffidm,J V" 1 — *asin2 ф У  4 ч;’

1 (*______________ dq>_____________  п 7
J (1 +  h sin2 ф) У  \ — й2з т 2 ф ^  ^

и их комбинациям.
Интегралы (17.25) называются эллиптическими интегралами пер­

вого, второго и третьего рода в форме Лежаидра *>.
Особое значение и многочисленные приложения имеют первые 

два интеграла. Лежандр ввел в рассмотрение функции

F (k , Ф) =  f  dt (17.26)
V I — 62 sin2 1

[<
E (k ,  ф) =  J V 1 — k? sin* td t .  (17.27)

о

Для функций, F(k, ф), E(k, ф) составлены таблицы их значений 
при различных ф и k, построены графики. Изучены свойства этих 
функций; установлен ряд формул, относящихся к ним.

я
В случае-, когда ф =  -т р , интегралы (17.26) и (17.27) называются 

полными эллиптическими интегралами первого и второго рода:

Ш =  Г ---------------------- = F ( k  — V "(17.281
J / 1  - 1 2'з1п2ф { ’ 2 I '

E ( k ) =  j  / 1 — ^ s i n ^ a ^ E / ^  Л \ .  (17.29)

З а м е ч а н и е  1. К эллиптическому интегралу второго рода в 
форме Лежандра приводит задача о вычислении длины дуги эллип­
са. Действительно, пусть эллипс задан параметрическими уравнениями 
x = a s \n t ,  y = b c o s t  ( 0 ^ f < 2 i t ) .  Предполагая, что а > Ь , по фор­
муле (17.11) получаем

*> Адриан Мари Лежандр (Adrien Marie Legendre, 1752— 
1833) — французский математик.
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ф ф _____________________^
s =  j У  a2 cos2 t  -\- в2 sin2 =  j J^a2 (1 — sin2 /) -j- b2 sin2 t dt —

0 0
Ф _________________  Ф Г—

— | )Лг2 — (и2 — i 2) sin2 1  dt =  a ^ у  I

= a j 1 — s2 sin2 t dt, 
0

где e — эксцентриситет эллипса, т. e.

a2 — 62
■ sin2 td t  -■a“

V a 2 — b28 =  -

Следовательно,
Ф

s =  a j У I —  e2sin2 t d t  =  aE (e, q>), 
о

т. e. длина дуги эллипса выражается через эллиптический интеграл 
второго рода; этот факт послужил основанием для названия «эллип­
тический».

Отметим, что длина всего эллипса выражается через полный 
эллиптический интеграл второго рода

s =  4а j  У I — е2 sin21 dt =  4аЕ (г). 
о

З а м е ч а н и е  2. Эллиптические интегралы F(k,  ср) и E(k,  ср) 
являются примерами функций, которые изучаются по их интеграль­
ным выражениям и широко применяются, хотя и ие могут быть вы­
ражены через элементарные функции. К таким функциям относятся 
многие другие, иапример, функции:

X . . sin t(* sin t
1) Si (x) =  \ — j— dt (интегральный синус);

о
p COS t

2) Ci(x) =  — I — ^— dt (интегральный косинусу,
x

С dt
3) li (x) =  I | n  ̂ (x >  0) (интегральный логарифм)\

о
x t p el

4) Ei (x) =  J — ^— dt (интегральная показательная функция);
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5) S (л:) == J  sin t2 dt,  C(x) =  J  cos Pdt (интегралы Френеля)',
о о

2 I- _ f2
6) ф  (л) =  — -7= -  1 е dt (интеграл вероятностей).

У п  J

Все приведенные функции являются неэлементарными, они хо­
рошо изучены, для них составлены таблицы значений; эти функции 
находят широкое применение.
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— аннулирующий 75
— характеристический 198 
Множество
— действительных чисел 262
— ограниченное 265
-------  сверху 264
-------  снизу 264
— числовое 265 
Модуль
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— вектора 110
-------  в координатах 119
— комплексного числа 95 -
— перехода 294

Направляющий вектор прямой 
153

Непрерывность
— вектор-функции 364
— функции в точке 283
------------ — слева 287
----------------  справа 287
-------на промежутке 286
Неравенство треугольника 187 
Нижняя грань
------- последовательности 291

------- числового множества 265
Норма вектора евклидова про­

странства 186 
Нормаль к линии 304 
Нормальный вектор плоскости 

147
Нормирующий множитель 150, 

190
Нуль-вектор 110 
Ньютон И. 262

Объем тела 436, 437
-------вращения 438
Окрестность точки 264 
Окружность

каноническое уравнение 27 
общее уравнение 39 
параметрические уравнения
29

— кривизны 360 
Октант 20 
Оператор 266
— линейный 192 
Определитель второго порядка

77
— п -го порядка 82
— произведения матриц 85
— третьего порядка 77
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Ордината 13, 19 
Орт 119
Основной прямоугольник 49 
Остаточный член формулы Тей­

лора 329
 — ----------- в форме Лагранжа

330
 — ----------- в форме Пеано 331
Остроградский М. В. 7
Ось 9
— абсцисс 13, 19
— аппликат 19 ~
— координатная 11
— ординат 13, 19
— полярная 17 
Отображение 266 
Отрезок
— направленный 9
— нулевой 10
— числовой 263

Парабола 53
каноническое уравнение 54 
полярное уравнение 55 

Параболоид
— вращения 166
— гиперболический 170
— эллиптический 168 
Параллельный перенос 56, 123 
Пеано Д. 331 
Первообразная 382
— для непрерывной функции 

413
Пересечение линий 27 
Площадь криволинейной тра­

пеции 403 
-------фигуры 430
— в полярных координатах 

433, 434
— поверхности вращения 438, 

439
Поверхность (и)

параметрические уравнения
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— вращения второго порядка 
163

— п-то порядка 141
— цилиндрическая 160 

направляющая 160 
образующая 160

Подгруппа 244
— инвариантная (нормальный 

делитель) 255
— несобственная (илн триви­

альная) 246
— собственная (или истинная)

246 *
Подпространство линейного 

пространства 174
------------ тривиальное 174
------- — нетривиальное 174
Поворот координатных осей 57 
Подстановка 247
— тождественная 247
— Эйлера 388
Подынтегральное выражение 

383
Полуинтервал см. Промежуток 

полуоткрытый 264 
Полюс 17
Полярный радиус 18
— угол 18
Последовательность 288
— монотонная 291
— ограниченная 290
-------  сверху 290
-------  снизу 290
— расходящаяся 289
— сходящаяся 289
— числовая 288 
Правило
— Лопиталя — Бернулли 335
— параллелепипеда 113
— параллелограмма 112
— треугольника 112 
Предел
— вектор-функции 363
— интегральной суммы 403
— интегрирования верхний 405

-------иижний 405
— последовательности 289
— функции 272 
 при х  -> оо 274
— — односторонний 273 
  слева 273
-------  справа 273
— функции f (x)  =  5!£f при 

Jc -> 0 281
Представление (я) групп 260
— линейное 260
— неточное 261
— основное 261
— точное 261 
Преобразование(я)
— взаимно-обратные 206, 208
— взаимно-однозначное 192
— квадратичной формы 215
— линейное (линейный опера­

тор) 192
— — в координатах 199, 195 
 вырожденное 206
— — невырожденное 206
— множества 246
— обратное 207
— ортогональное 211
— тождественное 192 
Приближенное вычисление
— корней уравнений 373—382 
 определенных интегралов

418—422
Признак
— возрастания функции 340
— постоянства функции 339
— убывания функции 340 
Приращение
— аргумента 283
— функции 283 
Произведение
— вектора на число 113
— двух матриц 72
— матрицы на число 71
— преобразований 204, 205 
Производная 304
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— бесконечная 306
— вектор-функцни 364
— логарифмическая 313
— логарифмической функции 

311
— обратной функции.310
— односторонняя 305
— показательной функции 313
— произведения функций 309
— слева 305
— справа 305
— суммы (разности) функций 

308
— сложной функции 311
— частного двух функций 310 
Производные
— высших порядков 315
— гиперболических функций 

314
— обратных тригонометриче­

ских функций 314
— тригонометрических функций 

313
— функций у = с, ( /= sin jc, у =  

=  *« 307, 308
Промежуток 264
— бесконечный 264
— замкнутый (отрезок) 263
— открытый (интервал) 264
— полуоткрытый (полуинтер­

вал) 264
Пространство(а)
— арифметическое «-мерное 270
— евклидово 185
— линейное 172
-------  бесконечномерное 178
-------  действительное 171
------- изоморфные 178
-------комплексное 172
-------  конечномерное 178
-------  «-мерное 177
— представления группы 261 
Прямая как пересечение двух

плоскостей 156

— в пространстве 146—152
— на плоскости 30—38 
Пуанкаре А. 7
Пучок прямых 32 
Радиус-вектор 111, 118 
Радиус кривизны 360 
Разложение вектора по двум 

неколлинеарным вектбрам 
137

-------по трем некомпланарным
векторам 138

— определителя по элементам 
строки (столбца) 80

— элемента линейного прост­
ранства по базису 179

Размерность линейного прост­
ранства 177 

Разность
— векторов 113
-------  линейного пространства

173
— матриц 71 

Ранг
— квадратичной формы 214
— линейного преобразования 

193
— матрицы 88
— системы векторов линейного 

пространства 181
Раскрытие неопределенностей 

335—338 
Расстояние между двумя точ­

ками 12, 21, 23
— точки до плоскости 159
— точки до прямой 38
— фокусное 41, 46 
Ролль М. 326

Сегмент см. Отрезок числовой 
263

Система вложенных отрезков 
263

Система векторов
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-------  ортогональная 189
-------  ортонормированная 190

Система декартовых координат 
левая 58, 128

----------- правая 58, 128

Система (ы) линейных уравне­
ний 97

-----------  неоднородная 98
------------несовместная 98
------------ однородная 98
----------- совместная 98
----------------  неопределенная 98
----------------  определенная 98
------------ равносильные 98

исследование 108 
матричный вид 101 
основная матрица 100 
расширенная матрица 100 
решение 98 

Скалярное произведение двух 
векторов 123

----------------- в  координатах 125
-------------------------  в ортонорми-

рованном базисе 191 

Скалярный квадрат вектора 
124, 185
Смешанное произведение 
трех векторов 133

----- -----------в координатах 134

Сфера 141
каноническое уравнение 141 
общее уравнение 142, 143 
параметрические уравнения
146 

Сумма

— векторов 112

— матриц 71
— преобразований 205, 206 

Таблица
— дифференциалов 322, 323
— интегралов 384, 385
— Кэли 249, 254 
Тейлор Б. 327 
Теорема
— аннулирования 85
— замещения 84
— Коши 326
— Крамера 103
— Кронекера — Капелли 108
— Лагранжа 254, 324
— Ролля 326
— о переходе к пределу в не­

равенстве 281
— о сохранении знака функ­

ции, имеющей предел 280,
— о среднем 411, 412 
Теория
— вероятностей 6
— множеств 7
— приближения функций 8
— рядов 7, 268
— функций действительной пе­

ременной 8
------- комплексной перемен­

ной 7 
Тождество 25
■— основное для величин на­

правленных отрезков 10 
Точка
— арифметического «-мерного 

пространства 270
— внутренняя 264
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— единичная 11
— критическая 343
— перегиба 348
— приложения вектора 110
— разрыва функции 285
-------  второго рода 286
-------  первого рода 285
■— стационарная 343
— устранимого разрыва 286
— экстремума 342 
Тройка векторов 127
-------  левая 127
-------  правая 127
Тройки одной ориентации 127
— различной ориентации 127 » 
Угловой коэффициент пря­

мой 31
Угол
— между векторами евклидова 

пространства 188
— между двумя плоскостями 

152
----------- прямыми 35, 154
— — прямой и плоскостью 158
— смежности 356 
Умножение
— вектора на число 112
— матриц 72
— матрицы на число 70
— поворотов 249
— подстановок 247
— преобразований 246 
Уравнение (я)
— алгебраическое второй сте­

пени 30, 39, 62, 64
— векторное движения точки 

362

454

— дифференциальные 400
— касательной 304
— линии на плоскости 26
■----------------параметрические 29
— линии в пространстве 142
— — — — параметрические 

144
— нормали 305
— плоскости 146—151
-------  параметрические 146
— поверхности 140
-------параметрические 145
------- вращения 163
— прямой в пространстве (раз­

личные виды) 153
------- на плоскости (различные

виды) 31—34
— равносторонней гиперболы 

относительно ее асимптот 59
— характеристическое линей­

ного преобразования 197
Услрвие
— коллинеарности двух векто­

ров 11.5, 121, 189
— компланарности трех векто­

ров 134
— линейной зависимости векто­

ров 136, 137, 176
— линейной независимости век­

торов 182
— ортогональности двух векто­

ров 189
— параллельности двух прямых 

36, 37
— перпендикулярности двух 

векторов 124, 126 -v
—■ перпендикулярности двух



йрямых 3?, 38
— экстремума достаточное 344, 

345
-------  необходимое 342

Фактор-группа 257 
Ферма П. 9 /
Фигура 25
— второго порядка в простран­

стве 236
— — — — — нецентральная 

238
------- ,------------ центральная 237
------------ на плоскости 231
----------- --------нецентральная

232
--------------------  центральная 232
Фокальный параметр 55 
Фокус (ы) 41, 46, 53 
Формула(ы)
— бинома Ньютона 333
— конечных приращений 326
— Крамера 103
— кривизны 358, 359, 369
— Маклорена 330
— Муавра 96
— Ньютона — Лейбница 415, 

416
— Тейлора 327
— трапеций 419, 420
— парабол (Симпсона) 420, 

422
— приближенные 333 
Функция (и) 266
— бесконечно большая 276 
 — малая 274
— возрастающая 339

— Гиперболические 295
— двух переменных 271
— дифференцируемая 306
— интегральная показательная 

442
— интегрируемая 406
— нескольких переменных 270
— неявная 267, 268, 271
— обратная 268
— от функции (сложная) 268
— первообразная 382
— периодическая 269
— подынтегральная 405
— показательная (экспоненци­

альная)' 294
— трех переменных 271
— убывающая 339
— Хевисайда 270
— числовая 267
— элементарные 269 
 основные 269
— явная 267, 271 
Фурье Ж ■ 7

Центр
— гиперболы 49
— кривизны 360
— пучка прямых 32
— тяжести системы масс 16
— эллипса 44 
Циклоида 29

параметрические уравнения
30 4

Цилиндр (ы) #
— второго порядка 161
— гиперболический 161
— параболический 161
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— эллиптический 161 
Чебышев П. Л. 8, 400 
Число (а)
— действительное 262
— е 292, 293
— комплексное 91
— мнимое 91
— сопряженное 93
— характеристические 198

Эвольвента 361 
Эволюта 361 
Эйлер Л. 7
Экстремум функции 341 
Элемент(ы)
— группы
-------нейтральный 241
-------обратный 242
------- сопряженные 256
— линейного пространства (век­

тор) 171
----------- нормированный 190

-----------  нулевой 171
----------- противоположный 171
— матрицы 67, 68
— определителя 77
— последовательности 288 
Эллипс 41

большая полуось 44 
вершины 44
каноническое уравнение 43 
малая ось 44 
оси 44
параметрические уравнения 
46
полярное уравнение 53 
проекция окружности на 
плоскость 45 
фокальные радиусы 45 
эксцентриситет 45 

Эллипсоид 167
— вращения 163
— трехосный 168 
Энгельс Ф. 6
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